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Introducción

El estudio de sistemas dinámicos consiste en estudiar el comportamiento de las soluciones de
un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales dado por ẋ = f(x) al analizar las propiedades de
los puntos críticos del sistema dados por f(x0) = 0. En este trabajo, revisamos cómo se hacen
análisis en sistemas dinámicos para las ecuaciones de Friedmann que provienen de distintas
teorías modi�cadas de la gravedad, particularmente en las teorías modi�cadas tipo escalares -
tensoriales y teorías extendidas tipo gravedad teleparalela.
En el capítulo 1 revisamos los conceptos básicos sobre Relatividad General, cómo se obtienen

las ecuaciones de campo de Einstein a partir del límite Newtoniano y a través del principio
variacional, hablamos del teorema de Lovelock el cual nos establece que par poder obtener una
teoría distinta a Relatividad General debemos de cumplir ciertas condiciones. Finalmente en ese
capítulo revisamos los elementos de cosmología básica como lo son las ecuaciones de Friedmann
con algunas de sus soluciones y �nalizamos con un pequeña discusión de las ventajas y des-
ventajas de la teoría y el por qué resulta necesario buscar nueva física más allá de Relatividad
General.
En el capítulo 2 revisamos uno de los primero intentos para modi�car la Relatividad General,

la teoría de Brans-Dicke, la cual trata de incorporar más a fondo las ideas de Mach a un modelo
gravitacional al proponer que la constante de gravitación universal de Newton dependa del
inverso de un campo escalar que depende de la distribución de materia lejana. Revisamos las
ecuaciones de campo a través del método variacional para esta teoría y �nalmente analizamos
las ecuaciones de Friedmann y algunas de las soluciones importantes.
En el capítulo 3 revisamos brevemente la teoría de Horndeski la cual es la teoría tipo escalar -

tensorial más general de todas que nos evita inestabilidades tipo Ostrogradsky, es decir, que nos
regresa ecuaciones de campo de segundo orden al hacer variaciones a la acción. Posteriormente
nos enfocamos a discutir un subconjunto de la teoría de Horndeski, las teorías f(R) las cuales
son una de las formas más directas de modi�car a la gravedad y la cual ha mostrado ser e�ciente
a la hora de contrastar con los datos observacionales, revisamos las ecuaciones de campo y cómo
esta es equivalente a la teoría de Brans-Dicke. Finalmente vemos las ecuaciones de Friedmann
en las teorías tipo f(R) y algunas de las soluciones a ellas de importancia cosmológica.
En el capítulo 4 revisamos una de las teorías extendidas a la gravedad, gravedad teleparalela,

la cual consiste en trabajar con un objeto matemático llamado tétrada en lugar de trabajar
con la métrica. En esta teoría la gravedad es modelada a través de la torsión en lugar de la
curvatura, pues la variedad en la que se trabaja es globalmente plana. Al llevarlo a nivel de la
acción, vemos que existe una equivalente teleparalela a la gravedad � TEGR� la cual, como su
nombre indica, es exactamente igual a Relatividad General, gozando de las mismas ventajas
y desventajas que ella, por lo cual resulta necesario modi�car la acción, por ello al �nal de
la sección analizamos una de las formas generales de modi�car la equivalente teleparalela a
través de una funcional general que dependa de la torsión y de un término de frontera que es la
divergencia covariante de la torsión, la cual nos recupera otras teorías de gravedad teleparalela.
En el capítulo 5 revisamos �nalmente cómo hacer uso de sistemas dinámicos para estudiar

las ecuaciones de Friedmann de las distintas teorías alternativas a la gravedad anteriormen-
te descritas, las cuales resultan en general difíciles de resolver analíticamente. Analizamos la
estabilidad de los puntos críticos en estos modelos, los cuales bajo ciertas condiciones son ca-
paces de reproducir escenarios cosmológicos viables como puntos atractores estables que están
de acuerdo con los datos observacionales y analizamos también bajo qué condiciones nos dan
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resultados que no estén de acuerdo a los datos. Se estudia particularmente la estabilidad de dis-
tintos modelos de gravedad f(T,B) bajo cierta condición y se estudia la estabilidad en el caso
general para un modelo particular de f(T,B). Estudiamos soluciones analíticas aproximadas
del sistema dinámico en una vecindad del punto crítico y usando datos observacionales, vemos
el rango de corrimiento al rojo en el que estas soluciones son válidas, lo que nos permite obtener
algunas cantidades importantes, en particular, el valor del parámetro de Hubble al día de hoy.
Finalmente, en la sección 6 hacemos un resumen de lo discutido en este trabajo, la importancia
de los resultados, las ventajas y desventajas de cada uno de los modelos estudiados con sistemas
dinámicos y la perspectiva sobre futuros trabajos relacionados al tema.
En el apéndice A mostramos los elementos de geometría y topología necesarios para entender

las teorías gravitacionales, las de�niciones, teorema y corolarios necesarios relacionados al tema.
En el apéndice B vemos las de�niciones y teoremas necesarios sobre análisis funcional y cálculo
de variaciones los cuales son necesarios para entender los métodos variacionales con lo que
se obtienen las ecuaciones de campo. Por último en el apéndice C vemos los elementos y
las propiedades básicas de los sistemas dinámicos, lo cual consiste en la herramienta teórica
principal de este trabajo. Vemos los teoremas y propiedades necesarios para efectuar dichos
análisis.
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1. Relatividad General y Cosmología Estándar

1.1. ¾Por qué Relatividad General?

Entre los años 1564 y 1642 Galileo Galilei descubrió que, al dejar caer objetos a través
de planos inclinados en un campo gravitacional, los cuerpos caen con la misma aceleración
independientemente de sus masas [1]. Esta observación le sirvió a Isaac Newton para darse
cuenta que, usando dos de las leyes de movimiento que llevan su apellido, la fuerza gravitacional
que experimenta un cuerpo es |F| ∝ msmc con ms la masa de la fuente del campo gravitacional
y mc la masa del cuerpo; Sin embargo, Newton consideraba que era posible que esto fuese
solamente una aproximación y que era posible que la masa que aparece en la segunda ley de
Newton, la masa inercial mi, fuese distinta a la masa que hace que los cuerpos caigan, la masa
gravitacional mg, por lo que sería posible experimentalmente observar que algunos cuerpos
caerían de manera distinta a otros dependiendo del factor mi/mg [2]. Algunos experimentos se
realizaron para buscar esta diferencia y el resultado, debido a Eötvös [3], que se encontró fue
que de haber diferencia entre la masa inercial y la gravitacional, esta es menor que una parte
en 109. Experimentos más modernos han encontrado que esta diferencia es aún más baja, del
orden de 10−13 [4] .
Con base en estos resultados resultaba natural poder tomar mi = mg ≡ m como la masa

de un cuerpo, lo cual es el origen del Principio de Equivalencia débil. Finalmente, Newton
con base en más observaciones logró encontrar una expresión para la fuerza gravitacional que
experimenta un cuerpo de masa m respecto a otros n cuerpos de masas mi con i = 0, ..., n,
conocida como ley de gravitación universal, la cual viene dada por

F(r) = G
n∑
i=0

mim

|r− ri|2
ˆ(r− ri), (1)

con ri el vector de posición del i-ésimo cuerpo y G la constante de gravitación universal.
Con esta descripción, Newton logró explicar una gran cantidad de fenómenos, entre ellos vale

la pena señalar la observación de Galileo de que los cuerpos caen con la misma aceleración
independientemente de sus masas, las leyes de Kepler de los movimientos de planetas, etc. Sin
embargo esta descripción de la fuerza gravitacional presentó problemas en predecir la precesión
del perihelio de la órbita de Mercurio, la cual al ser medida resulta más rápida que la calculada
con la ley de la gravitación universal, aproximadamente 43′′/siglo [5], lo cual nos indica que
una teoría más general que la gravitación newtoniana debe ser tomada en cuenta.
Por otro lado, en 1887, Michelson y Morley [5], realizaron un experimento basado en inter-

ferometría para mostrar la existencia del éter, una supuesta sustancia que llenaba el universo
en el que la luz se desplazaba, el cual debía presentar una velocidad de arrastre en la direc-
ción opuesta al movimiento de la tierra, sin embargo, no se observó dicho arrastre sino todo lo
contrario, la luz llegaba al mismo tiempo independiente del camino que seguía. Varios intentos
por explicar estos resultados se hicieron para que la teoría del éter sobreviviera, sin embargo, la
solución �nal a dicho paradigma fue tomar la velocidad de la luz como una constante, lo cual
resulta en acuerdo a la teoría electromagnética pero en contra de la física newtoniana. Aunado
a lo anterior, las ecuaciones de Maxwell resultan no ser invariantes ante transformaciones Ga-
lileanas, presentando más problemas a la física clásica. Estas dos observaciones mostraron, de
nuevo, que la teoría newtoniana debe ser corregida.
Einstein, en 1905, propuso la teoría de la Relatividad Especial, la cual nos permite solucionar

la invariancia de las ecuaciones de Maxwell y los resultados de Michelson y Morley al tomar en
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cuenta la velocidad de la luz como una constante en todos los marcos inerciales. La Relatividad
Especial se basa en los siguientes postulados:

1. Las leyes de la física son las mismas para cualquier marco de referencia inercial.

2. La rapidez de la luz en todos los sistemas de referencia inerciales, en el vacío, es la misma.

3. El espacio es homogéneo, isótropo y continuo.

Con estos postulados, podemos encontrar las transformaciones que nos permite describir la
física que se observa en un marco inercial con la que se observaría en otro sistema de referencia
inercial, las llamadas transformaciones de Lorentz. Las transformaciones de Lorentz forman un
subgrupo propio ortócrono SO+(3, 1), el cual incluye a los boosts de Lorentz y rotaciones.
Es entonces así que, con este grupo de transformaciones y los postulados de la Relatividad

Especial, se solucionaron muchos de los problemas que la teoría Newtoniana presentaba, pues
las ecuaciones de Maxwell son invariantes ante el grupo de Lorentz y además, al ser la velocidad
de la luz constante, los resultados del experimento de Michelson y Morley quedaban explicados.
Sin embargo, aún faltaba solucionar los demás problemas que la teoría Newtoniana presenta y
más aún, faltaba el poder extender la Relatividad Especial a cualquier sistema de referencia,
dado que, como se tiene en los postulados, esta solamente es válida en sistemas de referencia
inerciales. La Teoría de la Relatividad General es entonces la teoría que nos permite hacer
esto, nos permite extender la Relatividad Especial a cualquier marco de referencia los cuales,
localmente, recuperan la Relatividad Especial y además nos soluciona los problemas inherentes
a la gravedad Newtoniana.

1.2. Fundamentos de la Relatividad General

Como se mencionó anteriormente, los resultados experimentales muestran que de haber di-
ferencia entre las masa inercial y gravitacional de un cuerpo, esta diferencia es muy pequeña.
Este resultado experimental le sirvió a Einstein para formular lo que se conoce como Principio
de Equivalencia.
Actualmente, sabemos que el Principio de Equivalencia tiene tres formulaciones, a saber,

el Principio de Equivalencia débil, el Principio de Equivalencia de Einstein y el Principio de
Equivalencia fuerte, siendo el Principio de Equivalencia de Einstein el que jugó un papel muy
relevante en el desarrollo de la Relatividad General. Estas tres formulaciones del Principio de
Equivalencia son las siguientes [6]:

1. Principio de Equivalencia débil: Todas las partículas de prueba, sin carga, en caída
libre siguen la misma trayectoria una vez las condiciones iniciales se hayan �jado, es decir,
el movimiento que siguen las partículas en caída libre es universal. Esta formulación se
puede entender como la igualdad entre la masa inercial y la masa gravitacional.

2. Principio de Equivalencia de Einstein: El Principio de Equivalencia débil es correcto
y además, en cualquier sistema de referencia en caída libre se debe recobrar, localmente,
la Relatividad Especial, independientemente de la posición o velocidad.

3. Principio de Equivalencia fuerte: El Principio de Equivalencia débil es correcto in-
cluso para objetos muy masivos, no necesariamente partículas de prueba, y además, en
cualquier sistema de referencia en caída libre se debe recobrar, localmente, la Relatividad
Especial, independientemente de la posición o velocidad.
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Cualquier teoría de gravitación debe de cumplir, al menos, los principios de equivalencia débil y
de Einstein, pues son los que experimentalmente han mostrado tener un cierto rango de validez
[6], la isotropía del espacio y la compatibilidad con las distintas observaciones astrofísicas y
cosmológicas.
La Relatividad General de Einstein es la teoría que satisface todo lo anteriormente mencio-

nado, incluso satisface el Principio de Equivalencia fuerte, y que además corrige los problemas
de la mecánica Newtoniana y tiene a la Relatividad Especial como parte de su descripción al
tratar sistemas de referencia inerciales [7][6].
La Relatividad General describe al espacio-tiempo como una variedad pseudoriemanniana,

ver apéndice A.44, sin torsión, ver apéndice A.36 (es decir, con la conexión de Levi-Civita,
ver apéndice A.46), de esta forma, debido a la estructura pseudoriemanniana de la teoría, la
trayectoria de todas las partículas de prueba son geodésicas, ver apéndice A.33, satisfaciendo el
Principio de Equivalencia débil y además, existe un conjunto de coordenadas llamado coorde-
nadas normales de Riemann[8] que, junto al hecho de que es una variedad pseudoriemanniana
sin torsión, ver apéndice A.38, y de tomar una base coordenada, ver apéndice A.18 y A.16,
permiten describir localmente a la variedad como plana permitiendo recobrar así la Relativi-
dad Especial y por lo tanto satisfaciendo el Principio de Equivalencia de Einstein de manera
natural. De esta forma, con la estructura pseudoriemanniana, las leyes físicas quedan escritas
en términos de tensores, y dada la regla de transformación de las componentes de un tensor,
ver apéndice A.13 y A.11, las leyes de la física resultan ser invariantes ante cambios de coor-
denadas relacionadas por difeomor�smos, a esto se le conoce como el principio de covariancia
generalizada, por lo cual las ecuaciones y leyes físicas adquieren la misma forma en cualquier
marco de referencia.
Finalmente, lo principal que describe a la Relatividad General son las llamadas ecuaciones

de campo, las cuales nos relaciona a la curvatura del espacio tiempo con la materia que en él
hay, y de esta forma la curvatura del espacio-tiempo describe los efectos gravitacionales de la
materia con la que la curvatura está relacionada. Hay distintas formas de obtener las ecuaciones
de Einstein de las cuales dos serán discutidas a continuación.

1.3. Ecuaciones de campo de Einstein

1.3.1. Límite Newtoniano

Considerando un espacio-tiempo descrito en Relatividad General con un campo gravitacional
débil y estático, podemos ver qué forma tienen las ecuaciones de campo de Einstein si estudiamos
la geodésica de una partícula en una campo gravitacional débil con simetría esférica, como la
tierra, y comparar este movimiento geodésico con lo que sabemos de física Newtoniana, como
veremos a continuación. Dado que el campo gravitacional es débil, la métrica será un pequeña
desviación de la métrica de Minkwoski ηµν = diag(−1, 1, 1, 1), dada por

gµν = ηµν + hµν , con |hµν | � 1, (2)

en donde las partículas se mueven a bajas velocidades |u| � 1 y además es estático gµν,0 = 0.
Por lo tanto, la ecuación de las geodésicas a primer orden en hµν que siguen las partículas en
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este espacio tiempo es 1

d2xµ

dτ 2
≈ 1

2
ηµλh00,λ

(
dt

dτ

)2

, (3)

por lo cual, la coordenada temporal de manera explícita satisface que d2t
dτ2

= 0 mientras las
coordenadas espaciales satisfacen

d2xi

dt2
≈ 1

2
h00,i ⇒

d2x

dt2
≈ 1

2
∇h00, (4)

en donde se ha aplicado la regla de la cadena dxi

dτ
= dxi

dt
dt
dτ
. Esta última expresión se puede

relacionar con la gravitación Newtoniana (1), al considerar que la ley de gravitación universal
se puede escribir como F = −m∇φ, en donde φ es un campo escalar. Con lo cual, vemos que al
hacer h00 = −2φ ambas ecuaciones resultan idénticas. Así, observamos que se puede relacionar
al campo gravitacional con la métrica de la variedad, es decir, muestra que existe una relación
entre la geometría de la variedad la cual está totalmente determinada por la métrica y el campo
gravitacional generado por una fuente, por ejemplo el planeta tierra, en donde se tiene que

g00 = −(1 + 2φ). (5)

Por otro lado, se sabe que el potencial Newtoniano φ satisface una ecuación tipo Poisson
dada por

∇2φ = 4πρ. (6)

Recordando que el tensor de energía-momento de un �uido perfecto tiene la forma

T µν = (ρ+ P )uµuν + Pgµν , (7)

en donde ρ es la densidad del �uido perfecto, P la presión y uµ la 4-velocidad del �uido
normalizada tal que uµuµ = −1. Para materia no relativista este tensor resulta apropiado para
su descripción, entonces T00 = ρ, P = 0, y como h00 = −2φ, entonces obtenemos que

∇2h00 = −8πT00. (8)

Esto nos da la pista de que las ecuaciones más generales que nos describen la relación entre
la geometría y la gravitación deben de tener al lado izquierdo derivadas de, a lo más, segundo
orden en la métrica y del lado derecho deben de depender del tensor de energía-momento Tµν
de la fuente del campo gravitacional.
Más aún, dado que del lado derecho debe de depender de Tµν y sabemos que ∇µTµν = 0 nos

da la conservación de energía-momento, entonces el lado derecho también debe de satisfacer que
su divergencia covariante sea cero. Varias propuestas se pueden hacer, sin embargo la condición
de que la divergencia covariante sea cero restringe mucho las opciones que se pueden proponer.
La mejor propuesta que se obtiene para poder satisfacer (8) son las ecuaciones de campo de
Einstein [9], las cuales están dadas por

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR = 8πTµν , (9)

1De ahora en adelante se trabaja con la convención de sumas de Einstein y consideramos unidades naturales,
en donde c = G = ~ = 1.
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en donde Rµν y Gµν son los tensores de Ricci y Einstein, ver apéndice A.49, respectivamente y R
es el escalar de Ricci, y además ∇µGµν = 0 , que nos da la condición de conservación requerida,
se obtiene de la de�nición de la conexión de Levi-Civita y de las identidades de Bianchi, ver
apéndice A.40, contraídas. Así, dado que en el límite débil vimos que gµν = ηµν + hµν y, como
se debe cumplir que gµαgαν = δνµ, entonces g

µν = ηµν − hµν , por lo tanto g00 = −1 + h00 y
g00 = −1−h00. Así, al contraer las ecuaciones de Einstein obtenemos R = −8πT , por lo tanto,
las ecuaciones de campo de Einstein pueden ser reescritas como

Rµν = 8π

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
, (10)

con T = g00T00 = −T00 es la traza del tensor al orden más bajo no trivial. De esta forma,
obtenemos de la ecuación (10) que

R00 = 4πT00, (11)

y por otro lado, de la forma del tensor de Riemann, ver apéndice A.39, en términos de los
símbolos de Christo�el eligiendo una base coordenada, ver apéndice A.6, obtenemos que

R00 = Ri
0i0 = −1

2
∂i∂ih00 = −1

2
∇2h00, (12)

y así, de (11) vemos que se cumple (8), por lo tanto las ecuaciones de campo de Einstein nos
dan el resultado esperado y además nos da la relación general entre la curvatura y el campo
gravitacional producido por una fuente con un tensor de energía-momento Tµν asociado.
Sin embargo, esta forma de obtener las ecuaciones de Einstein, si bien nos da una intuición

física de cómo obtenerlas y qué nos dice, no es la más formal de todas pues depende de las
aproximaciones de campo débil y de considerar un sistema de simetría esférica, como lo es el
planeta tierra, por lo que podría surgir la pregunta de ¾cómo obtener de forma general las
ecuaciones de campo de Einstein? y la respuesta a esto es a través del método variacional.

1.3.2. Principio variacional y el teorema de Lovelock

El principio variacional o principio de acción estacionaria consiste en, dada una densidad
Lagrangiana L, considerar a la funcional S dada por

S =

∫
Ld4x, (13)

llamada la acción y pedir que sea estacionaria, es decir, pedir que su primer variación, ver
apéndice B.7, sea cero

0 = δS. (14)

La acción para obtener las ecuaciones de campo de Einstein es2

S[gµν ,ψψψ] =
1

2κ

∫
R
√
−gd4x+ Smatt[gµν ,ψψψ], (15)

2En general, la acción de materia también puede depender de campos de materia ψψψ, de ahí la dependencia
explícita en la forma de la acción.
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en donde,

SEH [gµν ] =
1

2k

∫
R
√
−gd4x, (16)

es la acción de Einstein-Hilbert, Smatt =
∫
LM
√
−gd4x es la acción de materia tal que, el tensor

de energía momento es

Tµν = − 2√
−g

∂(LM
√
−g)

∂gµν
, (17)

con κ = 8π y
√
−g = det(gµν) es el determinante de la métrica.

De esta forma, al hacer la variación de la acción (15) respecto a los componentes de la métrica,
se obtiene

0 = δS[gµν , δgµν ] ≡ δS =
1

2κ

[∫
(δR)
√
−gd4x+

∫
R(δ
√
−g)d4x

]
+

∫
∂(LM

√
−g)

∂gµν
δgµνd4x

(18)

De B.2.1
=

1

2κ

[∫
Rµν

√
−gδgµνd4x+

∫ √
−g (−∇µ∇νδg

µν + gµν�δg
µν) d4x

−
∫

1

2
gµνR

√
−gδgµνd4x

]
+

∫
∂(LM

√
−g)

∂gµν
δgµνd4x,

sin embargo, el término −∇µ∇νδg
µν + gµν�δgµν = ∇α

(
−∇βδg

αβ + gµν∇αδgµν
)
es una diver-

gencia total, por lo que bajo condiciones de frontera la integral que lleva este término se hace
cero, con lo cual tenemos que

0 = δS =

∫ (
1

2κ

[
Rµν

√
−g − 1

2
gµνR

√
−g
]

+
∂(LM

√
−g)

∂gµν

)
δgµνd4x, (19)

y por lo tanto, del lema fundamental del cálculo variacional, ver apéndice B.8, obtenemos
que

1

2κ

[
Rµν

√
−g − 1

2
gµνR

√
−g
]

+
∂(LM

√
−g)

∂gµν
= 0, (20)

la cual, dividiendo entre
√
−g, despejando el término de materia del lado derecho y usando

(17) obtenemos �nalmente las ecuaciones de campo de Einstein

Rµν −
1

2
gµνR = 8πTµν . (21)

Esa última forma de obtener las ecuaciones de campo de Einstein pareciera Ad Hoc en el
sentido de que la acción de Einstein-Hilbert no tiene justi�cación a priori y en principio nada
nos prohíbe usar otra acción y de esta forma, se podría pensar, obtener un conjunto totalmente
diferente de ecuaciones de campo; sin embargo, la conclusión �nal de este razonamiento es
incorrecto, pues existe un teorema, llamado teorema de Lovelock [10][11][6], que nos establece
que las únicas ecuaciones de Euler-Lagrange de segundo orden y libres de divergencia que
pueden ser obtenidas, en un espacio-tiempo de cuatro dimensiones, de una acción con una
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densidad Lagrangiana de la forma L = L(gµν , g
(1)
µν , g

(2)
µν ), en donde g(1)

µν signi�ca derivadas de
primer orden de la métrica y g(2)

µν derivadas de segundo orden en la métrica, son las ecuaciones
de campo de Einstein con una posible contante cosmológica, es decir, si

S =

∫ √
−gL(gµν , g

(1)
µν , g

(2)
µν )d4x, (22)

entonces, al variar 0 = δS se obtiene

0 = α
√
−g
[
Rµν − 1

2
gµνR

]
+ λgµν

√
−g, (23)

con α y λ constantes. De esta forma, si a esta acción se le agrega una acción de materia
y tomando α = 1

2κ
, λ = Λ se obtienen las ecuaciones de campo de Einstein con constante

cosmológica 3

Rµν −
1

2
gµν + Λgµν = 8πTµν . (24)

Así, vemos que el haber obtenido las ecuaciones de campo de Einstein a través de la acción
de Einstein-Hilbert no es un resultado Ad Hoc sino que proviene de un resultado mucho más
fundamental y por lo tanto usar en particular la acción de Einstein-Hilbert nos permite obte-
nerlas de forma fácil y directa las ecuaciones de campo, dado que es la acción más sencilla que
satisface las condiciones del teorema de Lovelock.
De esta forma, si se quiere construir una teoría gravitacional cuyas ecuaciones de campo sean

distintas a las ecuaciones de campo de Einstein, se debe de satisfacer alguno de los siguientes
puntos [6][12]:

1. Considerar una densidad Lagrangiana que dependa de más campos y no solamente de la
métrica, e.g, teorías escalares-tensoriales [13].

2. Hacer que la densidad Lagrangiana dependa de derivadas de la métrica de orden mayor
a dos, e.g, teorías f(R) [14].

3. Trabajar en un espacio-tiempo de más de 4 dimensiones, e.g, teorías de Kaluza-Klein [15].

4. Considerar no-localidad, e.g, gravedad Gauss-Bonnet [16].

Por lo tanto, mientras no se satisfagan alguna de esas condiciones, las ecuaciones de campo de
Einstein son las únicas ecuaciones que se obtiene de un principio variacional.
Sin embargo, otra pregunta puede surgir, pues para obtener la variación de la acción (15)

usamos la dependencia explícita del tensor de Ricci en términos de la métrica, lo cual es cierto
para la conexión de Levi-Civita, sin embargo, ¾Qué se obtendría al relajar la suposición de una
conexión métrica y permitir a la acción depender ahora de los coe�cientes de la conexión Γ? De
esta forma, estaríamos permitiendo la dependencia S = S(gµν ,Γ) y por lo tanto estaríamos en
el primer punto que nos permite salir del teorema de Lovelock. A esta proposición de considerar
a la métrica un campo diferente a la conexión se conoce como formalismo de Palatini.
3La constante cosmológica Λ se puede obtener del método variacional si a la acción de Einstein-Hilbert se le
agrega un término de la forma −2Λ, sin embargo en el caso cosmológico, como vamos a ver, la constante
cosmológica se puede añadir como un �uido perfecto de densidad ρΛ = Λ

8π y presión PΛ = −ρΛ, en unidades
naturales.
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1.3.3. Formalismo de Palatini

En este formalismo se consideran a los campos gµν y Γ independientes, con lo que

S[gµν ,ψψψ,Γ] =
1

2κ

∫
R(gµν ,Γ)

√
−gd4x+ Smatt[gµν ,ψψψ], (25)

en donde R = gµνRµν(Γ) con Rµν(Γ) es el tensor de Ricci en término de la conexión Γ que
se toma como independiente de Levi-Civita, y en donde consideramos a la acción de materia
como independiente de la conexión y solamente dependiente de la métrica.
Al variar esta acción respecto a la métrica gµν se obtienen las ecuaciones de campo

R(µν) −
1

2
gµνR = 8πTµν , (26)

las cuales di�eren un poco de las ecuaciones de campo de Einstein, pues gµνRµν = gµνR(µν)

con R(µν) la parte simétrica del tensor, ver apéndice A.14, el cual, dado que la conexión no es
de Levi-Civita, en general no es simétrico.
Sin embargo, el resultado más importante del formalismo de Palatini es al tomar la primera

variación de la acción respecto a la conexión Γ y minimizarla [17][18]

0 =
δS

δΓ
=

1

2κ

∫ √
−ggµν

[
∇Γ
λ(δΓλµν)−∇Γ

ν (δΓλµλ)
]
d4x, (27)

con ∇Γ la derivada covariante respecto a la conexión Γ. Al integrar por partes obtenemos

0 =

∫
∇Γ
λ

[√
−g
(
gµνδΓλµν − gµλδΓαµα

)]
d4x−

∫
∇Γ
λ

[√
−g
(
gµνδλα − gµλδνα

)]
δΓαµνd

4x, (28)

y observamos que la primer integral es una derivada total, por lo que al integrar con condiciones
de frontera la hacemos cero, y usando el Lema fundamental del cálculo de variaciones en la
segunda integral, obtenemos que

∇Γ
λ

[√
−g
(
gµνδλα − gµλδνα

)]
= 0, (29)

y así, haciendo ν = α en (29) y sumando, se obtiene que

∇Γ
α(
√
−ggµα) = 0, (30)

y sustituyendo esto en (29) se obtiene �nalmente

∇Γ
λ(
√
−ggµν) = 0, (31)

lo cual nos dice que ∇Γ es compatible con gµν , es decir, se obtiene a través de un principio
variacional que Γ es la conexión de Levi-Civita de gµν y por lo tanto, Rµν = Rµν y por lo tanto
obtenemos Relatividad General. En pocas palabra, el formalismo de Palatini y el formalismo
métrico (es decir, suponiendo ∇g = 0 desde un inicio), son iguales para Relatividad General.
Esto último no pasa para funcionales de R mucho más complicadas como se verá más adelante.
Ya que hemos obtenido de forma general las ecuaciones de campo de Einstein, nos toca

ahora discutir sobre la soluciones a las ecuaciones de Einstein, particularmente aquellas que
nos permitan estudiar la dinámica del universo.



1.4 Cosmología Estándar 9

1.4. Cosmología Estándar

1.4.1. Métrica FLRW y ecuaciones de Friedmann

El estudio de la cosmología moderna parte de lo que se conoce como el Principio Cosmológico,
que establece que el universo es espacialmente homogéneo e isótropo, el cual está apoyado
por evidencias observacionales [19] [20] que indican que el universo es altamente homogéneo
e isótropo a escalas mayores a 100h−1 Mpc [21], aunque a pequeñas escalas esto deja de ser
cierto.
La métrica que mejor se adapta al Principio Cosmológico además de otras observaciones

cosmológicas, como la expansión del universo, es la métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-
walker (FLRW), la cual viene dada por

ds2 = −dt2 + a(t)2

(
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2(θ)dϕ2

)
, (32)

en donde ds2 es el elemento de línea dado por

ds2 = gµνdx
µdxν , (33)

k es la curvatura del espacio, la cual puede tomar como valores k = 1, 0,−1 que representan
un espacio cerrado, plano y abierto respectivamente, (r, θ, ϕ) son las coordenadas comóviles, t
el tiempo propio cosmológico y a(t) el factor de escala 4.
En esta métrica, los símbolos de Christo�el independientes y distintos de cero son

Γ1
11 =

kr

1− kr2
, Γ1

22 = r
(
kr2 − 1

)
, Γ1

33 = r sin2(θ)
(
kr2 − 1

)
, Γ1

01 =
ȧ

a
,

Γ2
21 =

1

r
, Γ2

33 = − sin(θ) cos(θ), Γ2
02 =

ȧ

a
, Γ3

31 =
1

r
, (34)

Γ3
32 = cot(θ), Γ3

03 =
ȧ

a
, Γ0

11 =
aȧ

1− kr2
, Γ0

22 = r2aȧ,

Γ0
33 = r2aȧ sin2(θ),

y por lo tanto las componentes del tensor de Ricci distintas de cero son

R00 = −3
ä

a
, R11 =

aä+ 2ȧ2 + 2k

1− kr2
, R22 = r2(aä+ 2ȧ2 + 2k), (35)

R33 = r2 sin2(θ)(aä+ 2ȧ2 + 2k), (36)

con lo cual el escalar de Ricci está dado por

R = 6

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
. (37)

Por otro lado, para poder obtener las ecuaciones de Einstein para esta métrica debemos de
proponer un tensor de energía-momento que modele el contenido del Universo. La propuesta
más común es considerar a los componentes del universo como �uidos perfectos, con lo cual el
tensor de energía-momento es

Tµν = (ρ+ P )UµUν + Pgµν , (38)

4De ahora en adelante se considera la convención a(t0) ≡ 1 con t0 el tiempo a día de hoy.
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en donde el �uido se encuentra en reposo en marco de referencia comóvil, de esta forma la
4-velocidad es Uµ = (1, 0, 0, 0), y la traza del tensor de energía-momento es T = T µµ = −ρ+3P .
La ecuación de conservación para Tµν es

∇µT
µν = 0⇒ ρ̇+ 3H(ρ+ P ) = 0, (39)

en donde H ≡ ȧ
a
es el parámetro de Hubble. Con esto ya podemos calcular las ecuaciones de

campo de Einstein (9) para la métrica FLRW.
De (35) y (32) vemos que tanto el tensor de Ricci como el de Einstein son diagonales, por lo

tanto, tomando la componente G00 obtenemos la primera ecuación de Friedmann

H2 =
8π

3
ρ− k

a2
. (40)

Considerando las componentes espaciales Gii obtenemos la segunda ecuación de Friedmann o
ecuación de evolución o ecuación de aceleración

H2 + Ḣ =
ä

a
= −4π

3
(ρ+ 3P ). (41)

Estas ecuaciones nos describen la dinámica del universo a nivel de fondo, es decir, a distancias
tales que el Principio Cosmológico es válido, sin embargo, el sistema de ecuaciones no está
cerrado, pues la ecuación de aceleración se puede obtener a partir de la primera ecuación
de Friedmann y de la ecuación de conservación, de esta forma, tenemos tres variables por
determinar a(t), ρ(t) y P (t) pero solamente dos ecuaciones independientes. Para solucionar este
detalle se pueden seguir varios caminos siendo el más común el elegir una ecuación de estado
para el �uido, esto es, una relación entre ρ y P para poder cerrar el sistema de ecuaciones. Una
gran cantidad de �uidos relevantes en cosmología tienen una ecuación de estado de la forma

ρ = ωP, (42)

en donde, en general ω = ω(t). Sin embargo, existe una gama de ecuaciones de estado importan-
tes en cosmología que consideran �uidos barotrópicos, i.e. que satisfacen (42), con ω constante,
los cuales son

w =


1/3 radiación,
0 polvo o materia no relativista,
−1 Energía oscura.

(43)

En general, para las ecuaciones de estado con ω constante, la solución a (39) es directa y
viene dada por

ρ(t) = ρ0a
−3(1+ω), (44)

en donde ρ0 es la densidad del �uido al día de hoy t = t0. Con esto, en principio, sería posible
obtener a(t) a partir de la primer ecuación de Friedmann, sin embargo, esto solamente se logra
de manera analítica para algunos pocos casos.
Para ver estos casos, primero observemos que al introducir la densidad crítica con la expresión

ρc =
3H2

8π
, (45)
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la primer ecuación de Friedmann se escribe como

k

H2a2
=

ρ

ρc
− 1 ≡ Ω− 1, (46)

con Ω = ρ/ρc el parámetro de densidad. De esta forma, vemos que si Ω = 1 estamos en un
universo plano, si Ω > 1 entonces estamos en universo cerrado y si Ω < 1 entonces estamos en
un universo abierto, por lo que, al medir la cantidad de materia en el universo respecto a la
densidad crítica Ω, es posible determinar la curvatura espacial del universo.

1.4.2. Soluciones a las ecuaciones de Friedmann

Pocas soluciones analíticas podemos encontrar a las ecuaciones de Friedmann, sin embargo
algunas de ellas tienen particular interés en cosmología.
Las mediciones de la última década [22][23] muestran que el universo es muy cercano a ser

plano, de esta forma resulta importante analizar las soluciones con k = 0.
Considerando el modelo más sencillo, esto es, que el universo tenga un único �uido con

ecuación de estado constante ω 6= −1, entonces la primer ecuación de Friedmann es

H2 ≡
(
ȧ

a

)2

=
8π

3
ρ0a
−3(1+ω), (47)

y dado que el universo es plano, entonces ρ0 = ρc0 =
3H2

0

8π
, así, la primer ecuación de Friedmann

queda dada por

a
3
2

(1+ω)−1ȧ = H0, (48)

de donde, integrando de 0 a un tiempo arbitrario t se obtiene la evolución del factor de escala

a(t) =

(
t

t0

) 2
3(1+ω)

, (49)

en donde

H0 ≡
(
ȧ

a

)
t=t0

=
2

3(1 + ω)

1

t0
. (50)

De esta forma, si el universo está dominado por radiación ω = 1/3 entonces a(t) = (t/t0)1/2,
si está dominado por materia no relativista ω = 0 se obtiene a(t) = (t/t0)2/3, etcétera. Estas
soluciones son importantes, pero nos falta la solución para ω = −1, la cual fue propuesta por
Einstein para obtener un modelo estático del universo con curvatura positiva k = 1 [24], sin
embargo, en universo con curvatura plana k = 0 esto deja de ser el caso, pues si ω = −1,
entonces ρ+ P = 0 y por lo tanto ρ̇ = 0 lo cual implica H = H0 = constante, con lo cual

ȧ

a
= H0, (51)

la cual se puede integrar directamente, obteniendo lo que se conoce como Universo tipo de
Sitter cuyo factor de escala tiene la forma

a(t) = eH0(t−t0). (52)
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Este último modela a un universo en expansión acelerada en acuerdo con las observaciones
[25], y más aún, está de acuerdo con el teorema de no-pelo cósmico, el cuál nos indica que
incluso universos homogéneos pero anisótropos evolucionan a tiempo tardío a universos tipo
de Sitter [26], es por ello que este resultado es de particular importancia. Sin embargo, estas
soluciones son solamente para modelos en donde el universo solamente tiene un �uido, por lo
que el modelo más general es considerar al universo con mucho �uidos, de esta forma la ρ
representa una densidad total, con lo cual

ρ =
∑
i

ρi, (53)

con ρi la densidad del �uido i-ésimo.
Existen varios modelos que tienen solución analítica para a(t) considerando dos �uidos en

el universo [24], sin embargo, basado en las observaciones [27] sabemos que el universo está
compuesto de muchos �uidos, los cuales podemos clasi�car en energía oscura ρΛ, materia (que
incluye materia oscura y materia bariónica 5) ρm y radiación (que incluye fotones y neutrinos),
y de esta forma ρ = ρΛ + ρr + ρm, a este modelo también se le llama modelo de Benchmark [24].
En este modelo, la primera ecuación de Friedmann queda

H2

H2
0

= Ω0,ra
−4 + Ω0,ma

−3 + Ω0,Λ, (54)

de donde podemos determinar a(t) solamente de manera numérica al integrar la expresión

da

dt
= aH0

√
Ω0,ra−4 + Ω0,ma−3 + Ω0,Λ. (55)

En general, no es posible medir a(t) directamente, por lo que en lugar de buscar medir a(t) se
busca medir el corrimiento al rojo z, el cual está relacionado con el factor de escala

a0

a(t)
= z + 1, (56)

y el cual se puede obtener a través de las observaciones. De esta forma, es posible conocer
valores cosmológicos como el tiempo

t(z) =

∫ 1
1+z

0

dx

H0

√
Ω0,rx−2 + Ω0,mx−1 + Ω0,Λx2

, (57)

con x ≡ a/a0; la distancia luminosa, distancia angular, etc, sin la necesidad de conocer explí-
citamente el factor de escala.
Más aún, si consideramos en general que la curvatura espacial k pueda tomar cualquier valor

k = 1, 0,−1, podemos de�nir una densidad de curvatura dada por

Ωk = − k

H2a2
, (58)

5Para la materia oscura una propuesta es ω = 0 al igual que la materia relativista, sin embargo esta propuesta
no es de�nitiva y existen otras opciones.
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de esta forma, se tiene que Ω0,k = − k
H2

0
, y por lo tanto la primer ecuación de Friedmann queda

da

dt
= aH0

√
Ω0,ra−4 + Ω0,ma−3 + Ω0,ka−2 + Ω0,Λ, (59)

en donde, al resolver numéricamente podemos ver el comportamiento del factor de escala como
se muestra a en la �gura 1,

-5 0 5 10

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

t [Gyrs]

a(
t)

Ωk = 0 , Ω0,r= 0, Ω0,m = 0.3, Ω0,Λ = 0.7

Ωk = -5 , Ω0,r= 0, Ω0,m = 6, Ω0,Λ = 0

Ωk = 0.01 , Ω0,r= 0, Ω0,m = 0, Ω0,Λ = 0.99

Figura 1: Evolución del factor de escala a respecto al tiempo t, medido en giga años [Gyrs]
tomando el tiempo al día de hoy como t0 = 0, y tomando distintos valores para los
parámetros cosmológicos.

y de esta forma, ya conociendo a(t), se pueden conocer las distintas características del universo
como su expansión y ritmo de expansión, como evolucionan las densidades de los �uidos con el
tiempo, y un largo etcétera.

1.5. Ventajas y desventajas de Relatividad General

El modelo cosmológico basado en Relatividad General, la métrica de FLRW y un tensor de
energía-momento para un �uido perfecto con ecuación de estado barotrópica, logra explicar una
gran cantidad de observaciones cosmológicas, como lo es la expansión del universo, el predecir
la existencia y estimar la temperatura de la radiación cósmica de fondo (CMB) además de
darnos entendimiento de la formación de los elementos ligeros en el universo temprano [28],
y en general, el entendimiento de la historia térmica del universo [29]. Este modelo queda
corto en explicar varios aspectos del universo, por ejemplo, la dinámica de las galaxias, la
expansión acelerada a gran escala del universo y las escalas más bajas en donde la homogeneidad
e isotropía del universo dejan de ser válidas. Los dos primeros problemas se han intentado
solucionar con algo de éxito a través de la propuesta de la existencia de materia oscura fría y
de la incorporación de la constante cosmológica, los cuales nos permite estudiar con relativo
éxito los problemas anteriormente mencionados [30][31], mientras que por otro lado, el último
problema logra resolverse al hacer perturbaciones a la métrica FLRW la cual es la teoría de fondo
[28][32] y de esta forma, es posible entender y estudiar la formación de estructura [3][33], las
oscilaciones acústicas de bariones [34], y un largo etcétera, dando origen a lo que se conoce como
el Modelo Cosmológico Estándar o ΛCDM. Aún así, el modelo sigue presentando problemas
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serios, en particular, cuál es la naturaleza de la materia oscura y la constante cosmológica, o
mejor conocida como energía oscura, el problema de la planitud que señala el por qué los datos
experimentales indican que la curvatura espacial es cercana a ser plana k ≈ 0, el problema
del horizonte el cuál cuestiona el hecho de que zonas casualmente desconectadas del universo
presentan las mismas características de ser aproximadamente homogéneas e isótropas y más
aún, que la radiación de fondo es homogénea lo cual nos dice que la luz que proviene de
zonas casualmente desconectadas presentan aproximadamente la misma temperatura [5][24],
el problema de los monopolos que es la falta de monopolos magnéticos en la naturaleza [24].
Estos últimos pueden ser resueltos en el modelo de ΛCDM, es decir, en el Modelo Cosmológico
Estándar anteriormente descrito, a través de lo que se conoce como in�ación que consiste en
agregar un campo escalar φ en forma de �uido ρφ = 1

2
φ̇2 +V (φ) a las ecuaciones de Friedmann,

tal que el campo escalar satisface la condición de rodamiento suave o condición de slow-rolling
en la que se pide que φ̇2 � V (φ) lo cual implica que los parámetros de rodamiento suave ε =

1
16π

(
V ′(φ)
V (φ)

)2

, η = 1
8π

V ′′(φ)
V (φ)

sean pequeños, es decir, que satisfagan ε� 1 y |η| � 1 [24][5][9][35].
De esta forma los problemas de planitud, horizonte y monopolos logran ser resueltos pero deja
otro problema por resolver, y esta es la naturaleza del campo escalar φ y el cómo detectarlo.
Además de los problemas anteriormente mencionados, recientemente algunas observaciones

cruciales han comenzado a mostrar tensiones importantes entre el modelo y la evidencia obser-
vacional, que están por fuera de los conocidos problemas teóricos internos de la teoría [36, 37].
En los últimos años, ha habido una disputa prominente, a saber, la tensión en el valor de
H0 en la que las observaciones locales y del Universo temprano predicen diferentes valores del
parámetro de Hubble al día de hoy H0 [38]. Otra tensión creciente en los datos cosmológicos
recientes está relacionada con el crecimiento de la estructura a gran escala en el parámetro
fσ8 [39]. De esta forma, como el Modelo Cosmológico Estándar basado en Relatividad General
presenta serios problemas aún no resueltos, es que distintas propuestas se han hecho para in-
tentar solucionarlos, entre ellas las teorías alternativas de la gravedad, que consisten ya sea en
modi�car la acción (15) al agregar más términos y así salir de la Relatividad General al violar
los postulados del teorema de Lovelock o modi�car la estructura matemática de la teoría. A
continuación presentamos tres ejemplos de cómo se hacen teorías alternativas a la Relatividad
General, empezando por las teoría escalares-tensoriales, como son la teoría de Brans-Dicke y
Horndeski, esta última con énfasis en las teorías f(R), siguiendo con la Gravedad Teleparalela
que consiste en el uso de tétradas para la descripción del espacio tiempo en lugar del tensor
métrico. En cada caso observaremos que obtener soluciones exactas a las ecuaciones de campo
en estas teorías es en general muy complicado, de ahí entonces que al �nal se abordará el uso
de sistemas dinámicos para obtener información de las soluciones a las ecuaciones de campo
que se presentan en estas teorías y poder estudiar las propiedades de cada una de las distintas
teorías alternas a la gravedad previamente presentadas.
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2. Teoría de Brans-Dicke

2.1. Principio de Mach

A lo largo de la historia de la humanidad, ha habido una extensa discusión que empezó como
un debate �losó�co y terminó siendo un debate muy importante para la física pues determina
la forma en que entendemos y expresamos las leyes de la naturaleza, esto es, la discusión de si el
espacio es en sí mismo un objeto absoluto e independiente, como si se tratase de un escenario o
contenedor en el que todos los objetos materiales se encuentran y en el cual se pueden mover y
que a la vez existe independientemente de los objetos que en él se encuentran, o no, es decir, que
el espacio sea una simple abstracción que nos sirve para determinar la posición y el movimiento
relativo entre objetos existentes y que por lo tanto queda totalmente determinado por la materia
existente en él, por lo que entonces no tiene sentido hablar del espacio en sí mismo cuando hay
ausencia de materia.
Esta discusión tomó un papel muy importante a la hora de establecer la mecánica Newtonia-

na, en donde Newton propuso como axioma que el espacio y el tiempo fuesen objetos absolutos
e independientes, y dado que la mecánica Newtoniana dio resultados experimentalmente com-
probables, algunos consideraron que la discusión estaba cerrada y que por lo tanto el espacio
y el tiempo eran absolutos e independientes, pero para algunos otros esta discusión no estaba
cerrada sino que al contrario, que la mecánica Newtoniana debía ser reformulada [40].
Con esta concepción de la mecánica Newtoniana se podría dar explicación al experimento del

balde con agua. El experimento consiste en observar que la super�cie del agua dentro de un balde
en reposo tiene una forma diferente a la super�cie del agua dentro del mismo balde en rotación,
y que esta diferencia, concluye Newton, es debida a que la rotación del balde es respecto al
espacio absoluto y que al estar en reposo lo está también respecto al espacio absoluto[41][40].
Entro los principales detractores de que el espacio fuese una entidad absoluta se encontraba

el físico y �lósofo Ernst Mach, quien argumentaba que la conclusión de Newton respecto a la
diferencia entre la forma de la super�cie del agua en el balde en reposo y el balde rotando
estaba incompleta pues se basaba en la presunción de la existencia de un universo vació y que
la física en este universo vacío es la misma que la física en nuestro universo lleno de materia.
De esta forma, en nuestro universo lleno de materia, la diferencia radica en que uno de los
baldes está en reposo respecto a las estrellas lejanas y estáticas y el otro está rotando respecto
a las estrellas del cielo. Así, la diferencia entre las formas es únicamente debido al movimiento
respecto a la materia en el universo en lugar de un espacio absoluto, y por lo tanto, a la hora de
formular leyes y experimentos, estos se deben de hacer respecto a toda la materia del universo
y no respecto a un espacio absoluto. Las ideas de Mach in�uenciaron fuertemente a Einstein
para el desarrollo de la Relatividad, siendo este el primero en acuñar el término Principio de
Mach [42]. Hoy en día, e incluso en su tiempo para el mismo Einstein, existen varias formas
de entender y postular el principio de Mach, siendo una de las más comunes la que establece
que "Un marco de referencia local e inercial está determinado por el movimiento de los objetos
astronómicos distantes"[17], sin embargo, esta no es la única forma de plantear el principio de
Mach, por ejemplo, Einstein a lo largo de su trabajo formuló el principio de Mach de distintas
formas, en particular, la formulación de 1918 establece que [42] "los campos gravitacionales
están condicionados y determinados totalmente por el tensor de energía momento Tµν" lo cual
implica directamente que el espacio-tiempo de�nido por gµν debe estar totalmente determinado
por la distribución de materia en él Tµν . Existen otras formas más radicales de establecer el
principio de Mach, por ejemplo, al considerarse un universo vacío y una partícula en él, se sigue
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de las ideas de Mach [41] que la masa de esta partícula debe ser cero m = 0 y por lo tanto
el poder medir la inercia de una partícula depende totalmente de la existencia de materia. De
esta forma, el principio de Mach queda descrito como "no existe inercia en un universo vacío"
[41][43]. En general, no hay una forma única de formular el principio de Mach y cada una de las
diferentes formas de hacerlo se encuentra alineada con las ideas de Ernst Mach. Por lo tanto,
consideraremos como Principio de Mach a la idea de que el espacio-tiempo no es una entidad
absoluta sino que este depende de la distribución de materia en él y entonces sus propiedades,
como los sistemas de referencia inercial, dependen totalmente del comportamiento, distribución
e interacción de la materia que se encuentra en él y que por lo tanto la idea del espacio vacío
no tiene sentido ni cabida en una teoría física.
De esta forma, parece que la Relatividad General incorpora bastante bien el Principio de

Mach, pues las ecuaciones de campo Gµν = κTµν nos establece que el espacio-tiempo en efecto
depende de la distribución de materia en el universo. Sin embargo, la Relatividad General
no incorpora totalmente las ideas de Mach, pues por ejemplo el espacio-tiempo de Minkowski
tiene una estructura en sí mismo en ausencia de materia Tµν violando totalmente las ideas de
Mach. Relatividad General incorpora parcialmente las ideas de Mach pero no del todo pues
esta permite soluciones que van en contra del principio de Mach [44]. Es en este contexto en el
que aparece la teoría de Brans-Dicke, la cual es una generalización de la Relatividad General
que incorpora aún mas las ideas de Mach en su descripción del espacio-tiempo.

2.2. La acción de Brans-Dicke y las ecuaciones de campo

La acción de Brans-Dicke se origina del hecho de observar que la Relatividad General es inca-
paz de describir correctamente escenarios en donde el principio de Mach se vuelven claramente
visibles, tal como se describió al �nal de la subsección pasada, así, se busca una teoría que
implemente más a fondo las ideas de Mach. Para la teoría de Brans-Dicke jugó un papel impor-
tante el desarrollo hecho por Sciama [45], el cual, consideró el siguiente experimento mental:
considérese un cuerpo de prueba que cae directamente hacia el sol y un sistema de coordenadas
en el cual el cuerpo no tiene aceleración, de esta forma, en ese marco de referencia la fuerza
gravitacional del sol debe ser cancelada por alguna otra fuerza, para que así, de acuerdo a New-
ton, f = 0. De esta forma, la aceleración del cuerpo puede ser determinada solamente por la
distribución de materia en el universo. Por lo que, denotando ms la masa del sol, la aceleración
del cuerpo se expresa de acuerdo a Newton como a = Gms/r

2, pero, por otro lado, si se usa
análisis dimensional se obtiene que la aceleración del cuerpo, en términos de la distribución de
masa, tiene la forma de a ∼ msRc

2/Mr2, y así se tiene que GM/Rc2 ∼ 1, conM la masa y R el
radio del universo visible. Por lo cual, esto sugiere que o se mantiene la razón R/M constante,
la cual se puede conseguir a través de la imposición de condiciones de frontera a las ecuaciones
de campo que incorporen las ideas de Mach lo cual era un problema abierto en la teoría [42][46],
o permitir que G no sea una constante.
Al considerar que G no fuese una constante quedaba por determinar de qué debería depender,

y lo que encontraron Brans y Dicke fue que esta debería depender de una campo escalar φ que
depende de la distribución de materia lejana y cuya función primaria es dar el valor local de G
[46][17], y de esta forma, la generalización a la Relatividad General que encontraron Brans y
Dicke, para incluir las ideas de Mach más fondo en una teoría gravitacional, tiene como acción

SBD =
1

16π

∫
d4x
√
−g
[
φR− ω

φ
gµν∇νφ∇µφ− V (φ)

]
+ Smatt, (60)
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en donde Smatt es la acción de materia , φ = G−1
eff juega el papel de la constante de gravitación

universal efectiva, ω el parámetro de Brans-Dicke el cual es adimensional y debe de tener una
magnitud de orden 1, V (φ) generaliza el papel de la constante cosmológica y además la materia
no se acopla al campo escalar directamente, esto es , Smatt = Smatt[gµν ]. Así, vemos que la
acción (60) nos permite salirnos a una teoría más general que la de Einstein pues depende de
tanto el campo escalar como de la métrica y no solamente de esta última, cumpliendo así una
de las condiciones necesarias para salirnos del teorema de Lovelock y así poder tener una teoría
más allá de Relatividad General.
Al hacer la primer variación de la acción (60) respecto a la métrica obtenemos las ecuaciones

de campo para Brans-Dicke, mientras que la hacer la variación respecto a φ obtenemos una
ecuación tipo Klein-Gordon para el campo escalar, veamos.
Variando respecto a gµν tenemos

0 = δSBD (gµν ; δgµν) ≡δSBD (61)

=
1

2π

∫
d4x

(
φδ(
√
−gR)− ω

φ
(∇νφ)(∇µφ)δ(

√
−ggµν)− δ(

√
−g)V (φ)

)
(62)

+ δSmatt,

por lo que, de las identidades 5 y 6 del apéndice B.2.1, se tiene que

0 =

∫
d4x

(
φ

[√
−gRµνδg

µν − 1

2
gµνR

√
−gδgµν −

√
−g∇µ∇νδg

µν +
√
−ggµν�δgµν

]
(63)

−ω
φ
∇νφ∇µφ

√
−gδgµν +

ω

2φ
∇αφ∇βφg

αβ
√
−ggµνδgµν

+
V (φ)

2

√
−ggµνδgµν − 8πTµν

√
−gδgµν

)
,

y al integrar por partes se obtiene que

0 =

∫
d4x

(
φ

[√
−gRµν −

1

2
gµνR

√
−g
]
−
√
−g∇µ∇νφ+

√
−ggµν�φ (64)

−ω
φ
∇νφ∇µφ

√
−g +

ω

2φ
∇αφ∇αφ

√
−ggµν +

V (φ)

2

√
−ggµν − 8πTµν

√
−g
)
δgµν ,

y por lo tanto, del lema fundamental del cálculo de variaciones y de despejar el tensor de
Einstein, se obtienen las ecuaciones de campo para la teoría de Brans-Dicke dadas por

Gµν =8π
Tµν
φ

+
ω

φ2

(
∇νφ∇µφ−

1

2
gµν∇αφ∇αφ

)
(65)

+
1

φ
(∇µ∇νφ− gµν�φ)− V (φ)

2φ
gµν ,

con Tµν el tensor de energía-momento de materia 6.
Por otro lado, al hacer la primer variación respecto al campo escalar φ se obtiene

0 = δS(BD)(φ; δφ) ≡ δSBD =

∫
d4x
√
−g
[
Rδφ+ (

ω

φ2
∇αφ∇αφ)δφ− 2

ω

φ
gµν∇µφ∇νδφ− V ′(φ)δφ

]
.

(66)

6De aquí en adelante se denotará al con el tensor de energía-momento con la letra T para no confundir con
aquellas relacionadas con el tensor de torsión del cual se hablará más adelante.
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Ahora, vemos que

−2
ω

φ
gµν∇µφ∇νδφ = −2

ω

φ
[∇ν(δφ∇µφ)− δφ∇ν∇µφ] (67)

= gµν∇ν

(
−2ω

φ
δφ∇µφ

)
− 2ω

φ2
gµν(∇νφ∇µφ)δφ+

2ω

φ
(�φ)δφ,

por lo tanto, ingresando (67) en (66) e integrando la divergencia total que aparece en (67), se
obtiene que

0 =

∫
d4x
√
−g
[
R− ω

φ2
∇αφ∇αφ+ 2

ω

φ
�φ− V ′(φ)

]
δφ, (68)

y por lo tanto

R− ω

φ2
∇αφ∇αφ+ 2

ω

φ
�φ− V ′(φ) = 0. (69)

Ahora, podemos hacer aún más explícita esta ecuación al tomar la traza de (65), y así obtenemos
que el escalar de Ricci es

R = −8π
T
φ

+
ω

φ2
∇αφ∇αφ+ 3

�φ
φ

+ 2
V (φ)

φ
, (70)

y entonces, al insertar esta última expresión en (69) se obtiene la ecuación tipo Klein-Gordon
para el campo escalar

�φ =
1

2ω + 3
(8πT + φV ′(φ)− 2V (φ)) , (71)

en donde V ′(φ) = dV (φ)
dφ

.
Con base en (71) se observa que el campo escalar sí reacciona a la materia que hay en el

universo, sin embargo esta reacción es de manera indirecta a través de la geometría del espacio
pues Smatt no está acoplado directamente con el campo escalar.

2.3. Ecuaciones de Friedmann en la teoría de Brans-Dicke

2.3.1. Obtención de las ecuaciones

Consideramos la métrica de FLRW (32) de donde el tensor de Ricci y el escalar de Ricci
vienen dado por (35) y (37) respectivamente, de esa forma el tensor de Einstein es diagonal, al
igual que en Relatividad General. Por otro lado, dado que φ = φ(t) y de (34) se obtiene

�φ = gµν
(
φ,µν − Γαµνφ,α

)
= −φ̈− giiΓ0

iiφ,α = −
(
φ̈+ 3Hφ̇

)
, (72)

∇αφ∇αφ = −(φ̇)2. (73)

Entonces, tomando la componente G00 de (65) y tomando el tensor de energía momento de
un �uido perfecto, obtenemos

H2 =
8π

3φ
ρ+

ω

6

(
φ̇

φ

)2

−H φ̇

φ
− k

a2
+
V (φ)

6φ
, (74)
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que es la primer ecuación de Friedmann en la teoría de Brans-Dicke.
La segunda ecuación de Friedmann la obtenemos al tomar cualquier componente espacial Gii

de (65), y así, obtenemos la segunda ecuación de Friedmann en la teoría de Brans-Dicke dada
por

ä

a
= −4π

3φ
(ρ+ 3P )− ω

3

(
φ̇

φ

)2

− φ̈

2φ
− H

2

φ̇

φ
+
V (φ)

6φ
. (75)

Finalmente, la ecuación para φ queda dada por

φ̈+ 3Hφ̇ =
1

2ω + 3
[8π (ρ− 3P )− φV ′(φ) + 2V (φ)] . (76)

La ecuación (75) puede reescribirse usando la ecuación (76) de la siguiente forma

Ḣ = − 8π

(2ω + 3)φ
[(ω + 2)ρ+ ωP ]− ω

2

(
φ̇

φ

)2

+ 2H
φ̇

φ
+
k

a2
+

1

2(2ω + 3)φ
[φV ′(φ)− 2V (φ)] .

(77)

Por lo tanto, observamos que el sistema de ecuaciones (74)�(77) es mucho más complicado
que el sistema de ecuaciones de Relatividad General, pues tenemos una ecuación extra, la
ecuación para φ, acoplada con las ecuaciones para el parámetro de Hubble. Encontrar soluciones
analíticas para este sistema es complicado en general, sin embargo se pueden obtener algunas
soluciones particulares de manera analítica.

2.3.2. Soluciones analíticas

A diferencia de las ecuaciones de campo de Relatividad General en la que solamente es
necesario especi�car (a0, ȧ0, φ0 = G−1) para así poder determinar las soluciones a las ecuaciones
de campo, aquí es necesario especi�car un valor más, el de φ̇0 pues la constante de gravitación
universal es ahora descrita por un campo escalar que en general no es constante. Esta necesidad
de requerir especi�car φ̇0 se puede eliminar al pedir que [17][46][47]

ĺım
t→0

[
φ̇a3
]

= 0, (78)

sin embargo, en general, se necesitan todos los valores (a0, ȧ0, φ0, φ̇0) al obtener las soluciones
a las ecuaciones de campo en Brans-Dicke, además de especi�car la forma del potencial V (φ).
Un procedimiento común para obtener soluciones exactas en Brans-Dicke es proponer una ley

de potencias, ya sea para a(t) o para φ(t) y a partir de ahí obtener los demás parámetros que
queden libres [17], por ejemplo, si se propone al factor de escala en forma de ley de potencias

a(t) =

(
t

t0

)q
, (79)

con q el exponente, se obtiene que

H =
q

t
. (80)
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Además, considerando que la ecuación de estado para el �uido es

ρ = ωP = (γ − 1)P, (81)

con el �n de evitar confusiones con el parámetro de Brans-Dicke ω, y considerar V (φ) ≡ 0
obtenemos entonces que la ecuación para φ es

φ̈+ 3
q

t
φ̇ =

8πρ

2ω + 3
(4− 3γ). (82)

Por otro lado, de acuerdo a (44), si γ 6= 0 entonces ρ = ρ0a
−3γ = ρ0

(
t
t0

)−3qγ

así, la ecuación
para φ queda

φ̈+ 3
q

t
φ̇ =

8πρ0

2ω + 3
(4− 3γ)

(
t

t0

)−3qγ

, (83)

que es una ecuación de segundo orden no homogénea cuya solución general es la suma φ =
φp +φG de una solución particular φp del sistema no homogéneo más la solución general φG del
sistema homogéneo.
La solución particular a considerar es

φp(t) = At2
(
t

t0

)−3γq

, (84)

la cual, al ingresar en la ecuación (83) nos da que

A =
8πρ0(4− 3γ)

(2ω + 3)(2− 3γq) [1 + 3q(1− γ)]
, (85)

mientras que la solución general al sistema homogéneo φ̈+ 3 q
t
φ̇ = 0 es

φ(t) = φ0t
s, (86)

en donde s = 0 ó s = 1− 3q.
Por lo tanto, la solución general de (83) es

φ(t) = φot
s +

8πρ0(4− 3γ)

(2ω + 3)(2− 3γq) [1 + 3q(1− γ)]
t2
(
t

t0

)−3γq

. (87)

Bajo esta misma idea de proponer soluciones como leyes de potencias existen varios resul-
tados, por ejemplo, la solución de O'Hanlon y Tuper [17][48] en el que consideran un universo
vacío y plano, V (φ) ≡ 0 y ω > −3

4
y ω 6= 0,−4

3
y cuya soluciones son de la forma

a(t) =

(
t

t0

)q±
φ(t) = φ0

(
t

t0

)s±
, (88)

en donde

q± =
1

3ω + 4

(
w + 1±

√
2ω + 3

3

)
, (89)

s± =
1∓

√
3(2ω + 3)

3ω + 4
, (90)



2.3 Ecuaciones de Friedmann en la teoría de Brans-Dicke 21

los cuales satisfacen que 3q±+s± = 1. Otro ejemplo es la solución dada por Brans y Dicke para
un universo plano dominado por polvo [46][17] en el que

a(t) =

(
t

t0

)q
y φ(t) = φ0

(
t

t0

)r
, (91)

con

q =
2(ω + 1)

3ω + 4
, (92)

r =
2

3ω + 4
, (93)

φ0 = 8π

[
4 + 3ω

2(3 + 2ω)

]
ρ0t

2
0, (94)

satisfaciendo 3q + r = 2. Un ejemplo importante es la solución de Nariai [17] [49] la cual
obtiene como caso particular a la solución de Brans-Dicke de un universo dominado por polvo.
Soluciones más recientes se han encontrado en otros contextos, por ejemplo al agregar otro
campo escalar acoplado de manera mínima a la gravedad [50], al considerar a la constante
cosmológica y a la gravitacional que decaigan linealmente con el parámetro de Hubble [51],
considerando campos complejos [52], y un largo etcétera. Sin embargo, se puede observar que
todas estas soluciones parten del hecho de proponer ya sea a(t) o φ(t) a priori, por lo que no
representan soluciones generales al problema pues estas son mucho más difíciles de encontrar.
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3. Teoría de Horndeski y f (R)

3.1. La acción de Horndeski

En la primera sección vimos que para poder obtener una teoría más allá de Relatividad
General es necesario salirnos de las hipótesis del teorema de Lovelock al cumplir con algunos
de los puntos mencionados en la subsección 1.3.2, sin embargo esto no es posible hacerlo a
la ligera pues si la Lagrangiana depende de derivadas de orden mayor o igual a dos pueden
presentar inestabilidades en el hamiltoniano conocidas como Inestabilidades de Ostrogradsky
[53][13][54]las cuales provienen del teorema de Ostrogradsky [53] el cual nos establece que si
un lagrangiano depende de derivadas superiores o iguales a dos de una variable, digamos ẍ, y
que además es no degenerado ∂2L

∂ẍ2
6= 0, entonces el hamiltoniano correspondiente es lineal en

una de las variables generalizadas permitiendo así que la energía del sistema no esté acotada
inferiormente y por lo tanto sea inestable [55] [56]. Sin embargo, existe la posibilidad de evitar
las inestabilidades de Ostrogradsky a la hora de construir la Lagrangiana, esto es al hacer que
la Lagrangiana sea degenerada y por lo tanto las ecuaciones de campo sean a lo más de segundo
orden [57] evitando así que el hamiltoniano sea lineal en cualquiera de las coordenadas genera-
lizadas y por lo tanto obligando a que haya una cota mínima para la energía o hamiltoniano
del sistema, evitando así inestabilidades tipo Ostrogradsky. La Relatividad General y la teoría
de Brans-Dicke son teorías libres de inestabilidades tipo Ostrogradsky pues como se puede ob-
servar de las ecuaciones de campo (9) y (65) respectivamente, estas son de a lo más segundo
orden, por lo tanto, aunque la Lagrangiana de ambas teorías depende de segundas derivadas,
este es degenerado y así entonces se evitan las inestabilidades de Ostrogradsky.
La teoría escalar-tensorial más general que evita inestabilidades tipo Ostrogradsky es la teoría

de Horndeski, es decir, es la teoría escalar tensorial cuyas ecuaciones de campo son a lo más de
segundo orden y cuya Lagrangiana depende tanto de la métrica como de un campo escalar φ.
La acción de Horndeski es la única que, de acuerdo al teorema de Horndeski [58], determina la
teoría cuatro dimensional, covariante, más general del tipo escalar-tensorial la cual, después de
variarla, nos da ecuaciones de campo de segundo orden [55].
La acción de Horndeski viene dada por

SH [gµν , φ] =

∫
d4x
√
−g

5∑
i=2

Li + Smatt, (95)

en donde Smatt es la acción de materia y

L2 = G2(X,φ), (96)
L3 = G3(X,φ)�φ, (97)

L4 = G4(X,φ)R− 2G4,X(X,φ)
[
(�φ)2 − φµνφµν

]
, (98)

L5 = G5(X,φ)Gµνφ
µν − 1

6
G5,X(X,φ)

[
(�φ)3 − 3(�φ)φµνφ

µν + 2φµαφ
α
βφ

β
µ

]
, (99)

en donde, las funciones Gi son funciones arbitrarias del campo escalar φ y de su parte cinética
X = −1

2
∇µφ∇µφ, y en donde hemos usado la notación φµ = ∇µφ y φµν = ∇µ∇νφ.

Cuando se dice que es la teoría más general es porque cualquier otra teoría escalar-tensorial,
cuyas ecuaciones de campo sean a lo más de segundo orden, se puede expresar con la acción de
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Horndeski [59], por ejemplo, si se toman

G3 = 0, G4 =
1

16π
, G5 = 0, (100)

se obtiene la acción

S =

∫
d4x
√
−g
[
R

16π
+G2(X,φ)

]
+ Sm, (101)

que corresponde a modelos de k-esencia, es decir, Relatividad General con un campo escalar
en donde se consideran términos no lineales en la parte cinética del campo escalar, los cuales
sirven para explicar de manera natural la energía oscura y también para explicar in�ación sin
necesidad de considerar un potencial dependiente del campo escalar en la acción [60][61], y
en particular, los modelos de quintaesencia, que es un mecanismo similar a la in�ación con
slow-rolling para explicar la energía oscura [62], se recuperan tomando G2 = X − V (φ).
Otro ejemplo de importancia es la teoría de Brans-Dicke la cual se recupera de la teoría de

Horndeski al tomar

G2 =
1

8π

ω

φ
X − V (φ), G3 = 0, G4 =

1

16π
φ, G5 = 0. (102)

Los galileones covariantes son un ejemplo de particular interés dentro de la teoría de Horndeski
[59] [63], la cual se recupera al considerar

G2 = β2X −m3φ, G3 = β3X, G4 =
1

16π
+ β4X

2, G5 = β5X
2. (103)

Este modelo permite describir a un universo en expansión acelerada sin la necesidad de intro-
ducir ningún tipo de constante cosmológica a las ecuaciones además de estar en total acuerdo
con las observaciones del fondo cósmico de microondas (CMB), las oscilaciones acústicas de
bariones y con las mediciones locales de H0 [63].
Otros modelos se pueden obtener a partir de la teoría de Horndeski, entre ellos se puede

señalar la teoría de derivadas acopladas, Gauss-Bonet, f(G), etcétera, en donde un resumen
con discusión de estas a partir de Horndeski se puede encontrar en [59].
Entre todas las teorías que se pueden obtener a partir de la teoría de Horndeski nos enfoca-

remos en hablar con un poco más de profundidad sobre las teorías f(R).

3.2. f(R) como un caso importante de Horndeski

3.2.1. La acción de f(R)

Las teorías f(R) consideran dentro de la acción de Einstein-Hilbert (16), en lugar de una
funcional lineal f(R) = R como lo hace Relatividad General, una funcional general de R. La
acción para las teorías f(R) se puede obtener a partir de Horndeski al tomar

G2 = − 1

16π
[RfR(R)− f(R)] , G3 = 0, G4 =

1

16π
fR(R), G5 = 0, (104)

y de esta forma, la acción es

S =
1

2κ

∫
d4x
√
−gf(R) + Smatt, (105)
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con κ = 8π y fR = df
dR
. De acuerdo a [12], la importancia de f(R) es que logra recuperar

resultados de Relatividad General en regiones con curvatura muy alta y a la vez logra resolver
problemas a escalas cosmológicas, con las desventaja de estar en desacuerdo con los análisis
Post-Newtonianos.

3.2.2. Las ecuaciones de campo en f(R)

Para obtener las ecuaciones de campo procedemos como siempre, es decir, calculando la
variación de (105) respecto a la métrica e igualando a cero, de esta forma

δS =
1

2κ

∫
d4xδ

[√
−gf(R)

]
+ δSmatt = 0, (106)

en donde

δ
[√
−gf(R)

]
=
(
δ
√
−g
)
f(R) +

√
−g (δf(R)) . (107)

Pero, de B.2.1 vemos que

δ
[√
−gf(R)

]
=
√
−g
[
−1

2
gµνδg

µνf(R) + fR(R)δR

]
, (108)

con fR = d
dR
f . Por otro lado, dado que R = gµνRµν , entonces

δR = δ(gµνRµν) = Rµνδg
µν + gµνδRµν , (109)

y otra vez, usando la última identidad de B.2.1 esto es

δR = Rµνδg
µν −∇µ∇νδg

µν + gµν�δg
µν , (110)

por lo tanto, la primer variación nos queda como

0 =

∫
d4x
√
−g
[
−1

2
gµνf(R) + fR(R)Rµν

]
δgµν +

∫
d4x
√
−gfR(R) [−∇µ∇νδg

µν + gµν�δg
µν ]

(111)

+ 2κδSmatt.

Por otro lado, integrando por partes la segunda integral de (112) se tiene∫
d4x
√
−gfR(R) (−∇µ∇νδg

µν + gµν�δg
µν)

por partes
=

∫
d4x∇µ

[√
−gfR(R)

] (
∇νδg

µν − gαβ∇µδgαβ
)

por partes
=

∫
d4x∇ρ∇ρ

[√
−gfR(R)

]
gµνδg

µν

−
∫
d4xgµν∇µ∇σ

[√
−gfR(R)

]
δgσν , (112)

de esta forma, se tiene que

0 =

∫
d4x
√
−g
[
fR(R)Rµν −

1

2
f(R)gµν

]
δgµν (113)

+

∫
d4x

[
gµν∇ρ∇ρ

(√
−gfR(R)

)
− gµν∇µ∇σ

(√
−gfR(R)

)]
δgσν + 2κδSmatt, (114)
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y por lo tanto, del lema fundamental del cálculo de variaciones obtenemos

fR(R)Rµν −
1

2
gµνf(R) = ∇µ∇νfR(R)− gµν�fR(R) + κTµν . (115)

Estas son las ecuaciones de campo en f(R), sin embargo es posible reescribir estas ecuaciones
en una forma más familiar, con el tensor de Einstein del lado izquierdo de las ecuaciones, para
ello basta agregar un cero de la forma fR(R)

2
gµνR− fR(R)

2
gµνR. Así, se obtiene que

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR =

1

fR(R)

{
∇µ∇νfR(R)− gµν�fR(R) + gµν

[
f(R)− fR(R)R

2

]}
+

κTµν
fR(R)

.

(116)

Esta forma de escribir las ecuaciones de campo para f(R) es más familiar a las ecuaciones de
campo de Relatividad General, sin embargo vale la pena volverlas a reescribir considerando que
al tomar la traza de (115) se obtiene

fR(R)R− 2f(R) + 3�fR(R) = κT , (117)

de donde, despejando �fR(R) tenemos

�fR(R) =
1

3
[κT − fR(R)R + 2f(R)] . (118)

Por último, vemos que

∇µ∇νfR(R) = ∇µ [fRR(R)∂νR] = ∂µ [fRR(R)∂νR]− ΓλµνfRR(R)∂λR

= fRRR(R)(∂µR)(∂νR) + fRR(R)∂µ∂νR− ΓλµνfRR(R)∂λR

= fRRR(R)(∇µR)(∇νR) + fRR∇µ∇νR, (119)

de esta forma, ingresando (118) y (119) en (116) obtenemos que

Gµν =
1

fR(R)

[
fRRR(R)(∇µR)(∇νR) + fRR(R)∇µ∇νR−

gµν
6
{RfR(R) + f(R) + 2κT }+ κTµν

]
,

(120)

que constituyen la forma más general de las ecuaciones de campo en f(R).

3.3. Formalismo de Palatini en f(R)

3.3.1. Transformaciones conformes

Formalmente, una transformación conforme entre dos variedades pseudoriemannianas se de-
�ne como [64]

De�nición 3.1. Sean (M, gµν) y (N, hµν) dos variedades pseudoriemannianas suaves. Decimos
que F : M −→ N es una transformación conforme entreM y N si ∀ X, Y ∈ Tp(M) se satisface
que

hFp(dFp(X), dFp(Y )) = α2gp(X, Y )

con α : M −→ R+ suave.
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Sin embargo, para términos prácticos el reescalamiento puntual de la métrica

g̃µν = Ω2(x)gµν , (121)

con el factor conforme Ω(x) una función distinta de cero en todo su dominio y regular, es lo que
llamaremos transformación conforme. La transformaciones conformes preservan la estructura
causal de la variedad, es decir, los intervalos luminosos se preservan y lo único que cambian de
los intervalos espaciales y temporales es su norma. Bajo transformaciones conformes, la inversa
de la métrica y su determinantes se transforman por

g̃µν = Ω−2gµν y g̃ = Ω2ng, (122)

con n la dimensión de la variedad.
En general las componentes de un tensor no son invariantes antes transformaciones conformes,

sin embargo existe un tensor que es naturalmente invariante bajo transformaciones conformes
[17], es el tensor de Weyl cuyas componentes están dadas por [9]

Cρσµν = Rρσµν −
2

n− 2

(
gρ[µRν]σ − gσ[µRν]ρ

)
+

2

(n− 1)(n− 2)
gρ[µ gν]σR, (123)

el cual, como mencionamos anteriormente, satisface C̃ρσµν = Cρσµν . En cuatro dimensiones, el
escalar de Ricci bajo transformaciones conformes es

R̃ = g̃µνR̃µν = Ω−2

[
R− 6

�Ω

Ω

]
. (124)

Para más identidades útiles de cómo se transforman ciertos tensores importantes como el tensor
de Ricci, el tensor de energía momento, etcétera, bajo transformaciones conformes, se puede
ver [17].

3.3.2. Variación en el formalismo de Palatini

Consideramos entonces que la conexión Γ es un campo independiente de la métrica gµν , de
esta forma, el escalar de Ricci es R = R(µν)g

µν con Rµν = Rµν(Γ). Así, tomando la variación
de (105) respecto a la métrica e igualando a cero se obtiene que

0 =
1

2κ

∫
d4x

[
δ(
√
−g)f(R) +

√
−gδf(R)

]
+ δSmatt (125)

=
1

2κ

∫
d4x

[
−1

2
gµν
√
−gf(R) + fR(R)Rµνδg

µν

]
+ δSmatt, (126)

y por lo tanto, del lema fundamental del cálculo de variaciones, se obtienen las ecuaciones de
campo para f(R) en el formalismo de Palatini

fR(R)Rµν −
1

2
gµν
√
−gf(R) = κTµν . (127)

Por otro lado, al tomar la primer variación respecto a Γ, siguiendo el mismo procedimiento
que en 1.3.3, se obtiene

∇Γ
λ

[√
−gfR(R)gµν

]
= 0. (128)
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Con base en esta última ecuación, vemos que si de�nimos una nueva métrica hµν tal que
√
−gfR(R)gµν =

√
−hhµν , (129)

entonces de (122) vemos que hµν se relaciona con gµν a través de la transformación conforme

hµν = fRgµν , (130)

y por lo tanto, de (128) vemos que Γ es la conexión de Levi-Civita de la métrica en el marco
conforme hµν con lo cual R(µν)(Γ) = Rµν(h).
A diferencia de lo que sucede en Relatividad General, vemos que en f(R) el formalismo

de Palatini no es igual al formalismo métrico de la teoría, sin embargo estos se encuentran
relacionados a través de una transformación conforme, lo cual nos permite estudiar aspectos
de la teoría en cierto formalismo y poder mapear estos resultados al marco conforme. Vale la
pena mencionar que existe una discusión la cual no será abordada aquí sobre cuál es el marco
físicamente correcto para trabajar, es decir, si el marco conforme, también conocido comomarco
de Einstein, es el que tiene sentido físico, o es el marco no conforme, también conocido como
marco de Jordan, el que lo tiene [17].

3.4. Equivalencia entre Brans-Dicke y f(R)

Para ver la equivalencia entre Brans-Dicke y f(R) introducimos un campo escalar φ auxiliar
en la acción (105) tal que

S =
1

2κ

∫
d4x
√
−g [ψ(φ)R− V (φ)] + Smatt, (131)

en donde

ψ(φ) = F ′(φ) y V (φ) = φF ′(φ)− F (φ), (132)

con F (φ) una función arbitraria del campo φ tal que F ′ = dF
dφ

y F ′′ 6= 0.
De esta forma, al hacer la variación de (131) respecto a φe igualar a cero obtenemos que

Rψ′(φ)− V ′(φ) = (R− φ)F ′′(φ) = 0, (133)

y como F ′′ 6= 0 entonces φ = R, de donde vemos directamente que la acción (131) es igual a la
acción de f(R) (105) con el campo satisfaciendo φ = R. La acción (131) tiene la forma

S =
1

2κ

∫
d4x
√
−g
[
ψR− ω

2
∇µψ∇µψ − U(ψ)

]
+ Smatt,

con ω = 0 la cual es la acción de Brans-Dicke con ψ siendo ahora el campo de Brans-Dicke
con potencial U . Por lo tanto, vemos que el formalismo métrico de f(R) es igual a la teoría
de Brans-Dicke con parámetro ω = 0 y campo ψ. Este resultado no solamente se limita al
formalismo métrico de f(R) sino que también se extiende al formalismo de Palatini del mismo,
pues al proponer ahora un campo χ en la acción de tal forma que

S =
1

2κ

∫
d4x
√
−g [f(χ) + f ′(χ)(R− χ)] + Smatt, (134)
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al hacer la variación respecto a χ se obtiene que χ = R, de donde la acción de f(R) en el
formalismo de Palatini se recupera, sin embargo, el análisis hecho para el formalismo métrico
no funciona aquí, pues tenemos todo en términos del tensor de Ricci R que depende de la
conexión Γ y para poder mostrar la equivalencia entre la versión de Palatini de f(R) con
Brans-Dicke debemos tener en la acción al tensor de Ricci R que depende de la métrica gµν y
no de la conexión Γ como un campo separado.
Para esto, hacemos la transformación conforme

hµν = f ′(R)gµν , (135)

la cual, según vimos anteriormente, nos implica que R(µν)(Γ) = Rµν(h). De esta forma, pode-
mos calcular usando (124) el escalar de Ricci en el formalismo de Palatini para poder ver la
equivalencia con Brans-Dicke. Sin embargo hay que hacer una observación, R no es el escalar
de Ricci del marco conforme con la métrica (135) pues este último es R̃ = hµνR̃µν mientras que
el escalar de Ricci en Palatini, que es el que debemos de calcular, tiene la forma R = gµνR̃µν ,
por lo tanto, de (135), la relación entre estos para este caso es R = φR̃ con φ = f ′(R). De esta
forma, usando (124) tenemos que

R̃ =
1

φ

[
R− 6

�
√
φ√
φ

]
=

1

φ

[
R− 6

(
1√
φ
∇β

{
1

2
√
φ
∇βφ

})]
(136)

=
1

φ

[
R− 6√

φ

(
�φ

2
√
φ
− 1

4φ3/2
∇βφ∇βφ

)]
=

1

φ

[
R− 3�φ

φ
+

3

2φ2
∇βφ∇βφ

]
,

por lo tanto

R = R− 3
�φ
φ

+
3

2φ2
∇αφ∇αφ. (137)

Y de esta forma, al integrar la divergencia total �φ, obtenemos que la acción (134) queda
escrita como

S =
1

2κ

∫
d4x
√
−g
[
φR +

3

2φ
∇αφ∇αφ− V (φ)

]
+ Smatt, (138)

con V (φ) = φχ(φ)− f(χ(φ)). La acción (138) es de la forma de la acción de Brans-Dicke (60)
con el parámetro ω = −3

2
y el campo de Brans-Dicke dado por φ = f ′(R). De esta forma vemos

que en ambas formulaciones, tanto en la métrica como en la de Palatini, f(R) es equivalente a
Brans-Dicke con cierto valor del parámetro ω.

3.5. Ecuaciones de Friedmann en f(R)

3.5.1. Deducción de las ecuaciones

Ya que se han sentado las bases de las teorías f(R) como un caso importante de la teoría
de Horndeski y que hemos visto como se ve la teoría en distintos formalismos y cómo esta se
relaciona con Brans-Dicke, es hora de ver la cosmología que nos provee la teoría. Considerando
la métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (32) vamos a calcular de manera explícita
las ecuaciones de campo de f(R) (120) para el caso de un universo espacialmente plano k = 0
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[14]. De (118) podemos obtener una ecuación diferencial de segundo orden para el escalar de
Ricci. Calculando explícitamente �fR(R) tenemos

�fR(R) = ∇µ∇µfR(R) = ∇µ(fRR(R)∇µR) = ∇µ(fRR(R))∇µR + fRR�R (139)
= fRRR(R)(∇µR)(∇µR) + fRR�R.

Pero, de (37) vemos que este solamente depende del tiempo, por lo que

(∇µR)(∇µR) = −Ṙ2, (140)

y también

∇µ∇µR = ∇µ(∂µR) = gµν∂2
µνR− gµνΓλµν∂λR = −R̈− gµνΓλµν∂λR, (141)

pero, de (34) vemos que

−gµνΓλµν∂λR = −gµνΓ0
µνṘ = −(g11Γ0

11 + g22Γ0
22 + g33Γ0

33) = −Ṙ ȧ(t)

a(t)
≡ −3ṘH. (142)

Por lo tanto, obtenemos de manera explícita que

�fR(R) = −fRRRṘ2 − fRRR̈− 3fRRṘH. (143)

Así, sustituyendo (143) en (118) y despejando R̈ obtenemos

R̈ = −3ṘH − 1

3fRR

[
3fRRRṘ

2 + κT − fRR + 2f
]
, (144)

en donde, al considerar un �uido perfecto, T = −ρ+ 3P .
La primer ecuación de Friedmann la obtenemos al tomar la componente G00 de (120), en

donde, del lado izquierdo tenemos que

G00 = R00 −
1

2
g00R = −3

ä

a
+ 3

ä

a
+ 3

ȧ2

a2
≡ 3H2, (145)

y del lado derecho, usando (144) se tiene

1

fR

[
fRRRṘ

2 + fRRR̈ +
1

6
RfR +

1

6
f +

κT
3

+ κT00

]
(144)
=

1

fR

[
fRRRṘ

2 − 3fRRṘH − fRRRṘ2 − κT
3

+
RfR

3
− 2

3
f +

1

6
RfR +

1

6
f +

κT
3

+ κT00

]
=

1

fR

[
−3fRRṘH +

1

2
RfR −

1

2
f + κT00

]
y como T00 = ρ, obtenemos que la primer ecuación de Friedmann en f(R) es

H2 = − 1

fR

[
fRRHṘ +

1

6
(f − fRR)− κρ

3

]
. (146)
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Para obtener la segunda ecuación de Friedmann en f(R) se puede tomar cualquiera de las
componentes espaciales Gii de (120), en particular, si tomamos G11 se tiene

G11 = R11 −
1

2
g11R =

1

fR

[
fRR∇1(∂1R)− g11

6
(RfR + f + 2κT ) + κT11

]
= −g11

6
R +

1

fR

[
−fRRΓ0

11Ṙ−
g11

6
(f + 2κT ) + κT11

]

⇒ R11 −
1

3
g11R =

1

fR

[
−fRRaȧṘ−

a2

6
(f + 2κT ) + κT11

]
, (147)

pero de (37) tenemos

R11 −
1

3
R = aä+ 2ȧ2 − 2aä− 2ȧ2 = −aä, (148)

por lo tanto, de (147) obtenemos

ä

a
=

1

fR

[
fRR

ȧ

a
Ṙ +

f

6
− κρ

3

]
, (149)

reescribiendo en términos de H obtenemos que la segunda ecuación de Friedmann en f(R) es

Ḣ = −H2 +
1

fR

[
fRRHṘ +

f

6
− κρ

3

]
. (150)

La ecuación (150) se puede reescribir para que aparezca la presión de manera explícita, usando
(144) y sustituyendo en (150) se obtiene

−
(

3H2 + 2Ḣ
)
fR = κP +

1

2
(f −RfR) + Ṙ2fRRR + 2HṘfRR + R̈fRR. (151)

3.5.2. Energía oscura geométrica

Las ecuaciones de Friedmann en f(R) se pueden reescribir de tal forma que, en un símil
con el caso plano de Relatividad General, los términos extras debidos a derivadas de f(R)
se puedan interpretar como un �uido extra en las ecuaciones. Para ello buscamos escribir la
primera ecuación de Friedmann como

H2 =
κ

3
(ρ+ ρX) =

κ

3
ρtot, (152)

de tal forma que el �uido extra ρX debido a las derivadas de f(R) queda determinado por

ρX ≡
3H2

κ
− ρ. (153)

Así, usando (146) y sustituyendo en (153) se obtiene

ρX = − 1

κfR

[
3fRRHṘ +

1

2
(f − fRR)− κρ

]
− ρ

= − 1

κfR

[
3fRRHṘ +

1

2
(f − fRR)− κρ (1− fR)

]
, (154)
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la cual corresponde a la densidad de energía del �uido extra.
En el mismo espíritu buscamos ahora escribir la segunda ecuación de Friedmann en f(R)

como
Ḣ +H2 = −κ

6
[ρ+ ρX + 3 (P + PX)] , (155)

para ello sustituimos (153) en (155), así

Ḣ +H2 = −κ
6

[
3

κ
H2 + 3 (P + PX) ,

]
(156)

y entonces, despejando PX se tiene que

PX = −1

κ

(
2Ḣ + 3H2 + κP

)
. (157)

Sustituyendo (146) y (150) en (156) tenemos

1

fR

[
fRRHṘ +

f

6
+
κT

3
− κP

]
= −κ

6

(
− 3

κfR

[
fRRHṘ +

1

6
(f − fRR)− κρ

3

]
+ 3P + 3PX

)
⇒ 1

κfR

[
−6fRRHṘ− f − 2κT + 6κP + 3fRRHṘ +

1

2
(f − fRR)− κρ

]
= 3P + 3PX ,

por lo tanto, la presión del �uido extra queda dada por

PX = − 1

3κfR

[
3fRRHṘ +

1

2
(f + fRR)− κ (ρ− 3PfR)

]
, (158)

la cual, dado que el escalar de Ricci es (37) en la métrica FLRW, se puede reescribir como

PX = −1

κ

(
R

3
− 4H2 + 3H2 + κP

)
= − 1

3κ

(
R− 3H2 + 3κP

)
, (159)

y de esta forma obtenemos una ecuación de estado para el �uido extra, la cual usando (159),
(153),(154) y (158), queda dada por

ωX =
PX
ρX

=
3H2 − 3κP −R

3 (3H2 − κρ)
=

1

3

1
2

(f + fRR)− κ (ρ− 3PfR) + 3fRRHṘ
1
2

(f − fRR)− κρ (1− fR) + 3fRRHṘ
. (160)

Este �uido extra, bajo ciertas formas de la funcional f(R), puede explicar y reproducir la
aceleración cósmica a tiempo tardío, es decir, la energía oscura, con bastante éxito [65][14], es
por ello que al �uido extra ρX se le denomina como energía oscura geométrica, pues juega el
papel de la energía oscura como en Relatividad General pero que en lugar de depender de una
constante cosmológica, depende solamente de elementos geométricos, en particular, del escalar
de Ricci.

3.6. Soluciones a las ecuaciones de Friedmann en f(R)

En general, encontrar soluciones analíticas a las ecuaciones de campo (120) es difícil, sin
embargo algunos autores han encontrado la forma de obtener, en algunos casos, soluciones
analíticas para el caso plano. En [66] se considera un universo vacío y se propone que

f(R) = f0R
n, a(t) =

(
t

t0

)α
, (161)
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en donde, al insertar este ansatz en las es ecuaciones de campo (120) se obtiene que

α = 2, n = −1, 3/2. (162)

En donde ambos casos llevan a que el factor de desaceleración sea q0 = −1/2, y además de que el
valor de n = 3/2 resulta de particular importancia pues en el marco conforme g̃αβ = f ′(R)gαβ
se induce un modelo de quintaesencia con potencial exponencial, donde el campo escalar es
φ =

√
3/2 ln f ′(R) y en el cual, en este marco conforme, la solución al factor de escala es

a(t) =

[
4∑
i=0

cit
i

]1/2

. (163)

Otros procedimientos sin dar una forma especí�ca a a(t) han sido hechos, por ejemplo, en [67],
el procedimiento a seguir es considerar solamente las regiones en que el parámetro de hubble
es una función monótona, de esta forma podemos escribir t = t(H), y dado que el escalar de
Ricci es (37), entonces se induce la regla de la cadena

d

dt
= Ḣ

d

dH
=

(
R

6
− 2H2

)
d

dH
, (164)

y por lo tanto, la primer ecuación de Friedmann queda como

3H

(
R

6
− 2H2

)
f ′′(R)

dR

dH
=

1

2
(f ′(R)R− f(R))− 3H2f ′(R), (165)

y de esta forma, proponiendo un modelo de f(R) es posible encontrar solución para el factor
de escala a(t), por ejemplo, al proponer que f(R) = f0R

2, la ecuación (165) se convierte en

(R− 12H2)

(
H
dR

dH
− 1

2
R

)
= 0, (166)

en donde, si Ḣ 6= 0 se reduce aún más a

H
dR

dH
=

1

2
R, (167)

cuya solución es

R = R0

(
H

H0

)1/2

, (168)

en donde R(H0) = R0. Por lo que, la ecuación (37) queda

dH

dt
=
R0

6

(
H

H0

)1/2

− 2H2, (169)

la cual, al resolver para H(t) y luego para a(t) se obtiene que

H = H0

[
χ− (χ− 1)

(
a

a0

)−3
]2/3

, (170)

a(H) = a0

[
χ− (H/H0)3/2

χ− 1

]−1/3

, (171)
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con χ = R0/(12H2
0 ) y tal que la relación implícita entre H y t queda dada por

H0(t− t0) = − 1

6χ2/3
ln

(χ1/3 − (H/H0)1/2)2

χ2/3 + χ1/3(H/H0)1/2 + (H/H0)
(172)

+
1

χ2/3
√

3
arctan

2(H/H0)1/2 + χ1/3

χ1/3
√

3

+
1

6χ2/3
ln

(χ1/3 − 1)2

χ2/3 + χ1/3 + 1
− 1

χ2/3
√

3
arctan

2 + χ1/3

χ1/3
√

3
.

Otras soluciones analíticas se han encontrado, por ejemplo, para estudiar in�ación en el
modelo de Starobinsky [68], introduciendo un campo escalar [69][70], a través de simetrías de
Nöether [17], etcétera. También ha habido un enorme esfuerzo en obtener soluciones numéricas
para poder estudiar la ecuación de estado de la energía oscura geométrica, entre ellos vale la
pena resaltar [65] en donde, al considerar modelos cosmológicamente viables de f(R) se encontró
una forma parametrizada de la ecuación de estado de la energía oscura.
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4. Gravedad Teleparalela

4.1. La tétrada

4.1.1. Justi�cación a partir de Relatividad General

De acuerdo a [8], para una variedad diferenciable (M,Φ), existe un conjunto de coordenadas
locales, llamadas coordenadas normales de Riemann, las cuales hacen que en cada punto p ∈M
en el que están de�nidas, los coe�cientes de la conexión satisfagan

Γα(µν) = 0. (173)

Más aún, si la variedad es pseudoriemanniana, entonces, de manera local en las coordenadas
normales de Riemann, la métrica toma la forma [71]

gµν = ηµν −
1

3
Rµανβx

αxβ +O(‖x‖3), (174)

∀ p ∈M con η la métrica de Minkowski.
En el caso de Relatividad General se trabaja con la conexión de Levi-Civita, por lo cual (173)

es igual a Γαµν = 0, y por lo tanto, en las coordenadas normales de Riemann

gµν = ηµν +O(‖x‖3), (175)

es decir, que la variedad es localmente plana. Esto no es más que el Principio de Equivalencia de
Einstein, el cual como sabemos se cumple en Relatividad General, por lo cual, denotando {ξ αx } al
conjunto de coordenadas normales de Riemann �jas para cada punto p ∈M y {xµ} al conjunto
de coordenadas de la variedad M inducidas por una carta ϕ ∈ Φ, entonces los componentes de
la métrica pseudoriemanniana, con la que se describe el espacio-tiempo en Relatividad General,
en las coordenadas {xµ} se relaciona con la métrica plana dada localmente por las coordenadas
normales de Riemann en p a través de la igualdad [3]

gµν(p) = eaµ(p)ebν(p)ηab, (176)

en donde

eaµ(p) =

(
∂ξ ax (x)

∂xµ

)
x=p

. (177)

Dado que el conjunto de coordenadas normales {ξ ax } está �jo, es decir, no depende del
conjunto de coordenadas {xµ} determinado por la carta φ del atlas Φ, entonces al hacer un
cambio de coordenadas xµ −→ xµ

′
relacionadas a través de difeomor�smos, tenemos que

eaµ′ =
∂xµ

∂xµ′
eaµ, (178)

esto es, ante cambio de coordenadas, eaµ se transforma como componentes de una 1-forma y
no como un tensor de rango ( 1

1 ). Por otro lado, dado que las coordenadas normales {ξ ax } son
localmente inerciales, podemos aplicarles una transformación de Lorentz Λa′

a tal que el nuevo
sistema de coordenadas sigue siendo inercial y por lo tanto todo lo anteriormente descrito se
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sigue satisfaciendo, por lo cual observamos que ante transformaciones de Lorentz Λa′
a tenemos

que

ea
′

µ = Λa′

a e
a
µ, (179)

es decir, se transforma como las componentes de un vector a través de transformaciones de
Lorentz. A los cuatro vectores lorentzianos cuyas componentes son eaµ, con a = 0, 1, 2, 3, se les
conoce como tétrada, los cuales surgen de manera natural en Relatividad General a partir del
Principio de Equivalencia.
La anterior discusión nos da una intuición física de qué es la tétrada, sin embargo esta

discusión está basada totalmente en una conexión simétrica como la de Levi-Civita para poder
usar el Principio de Equivalencia y seguir la discusión, por lo cual es necesario hacer una
presentación más rigurosa de la tétrada con el �n de llevarla a teorías que no tengan una
conexión simétrica, lo cual se logra a partir de la discusión sobre marcos ortonormales, también
llamadas bases ortonormales.

4.1.2. Marcos ortonormales

Dado un conjunto de coordenadas {xµ} sobre una variedad diferenciable (M,Φ), estas nos
proveen de una base tanto para el espacio X (M), ver apéndice A.17, como para su espacio dual
X ∗(M) dadas por {∂µ} y {dxµ}, es decir, cualquier vector V ∈ X (M) 7 y cualquier 1-forma
λ ∈ X ∗(M) se pueden escribir como V = V µ∂µ y λ = λµdx

µ respectivamente. Sin embargo, las
bases {∂µ} y {dxµ} no son únicas, en general si consideramos {eaµ(p)} una matriz invertible ∀
p ∈ M , entonces podemos construir otra base para, por ejemplo, el espacio de 1-formas dada
por

ea := eaµdx
µ. (180)

En cuatro dimensiones, a las cuatro 1-formas ea dadas por (180) son la llamadas tétradas las
cuales constituyen una nueva base para el espacio de 1-formas y que en general no es una base
coordenada [72]. A partir de (180), como {eaµ} es una matriz invertible, podemos encontrar la
relación inversa y así poder describir a dxµ en términos de ea, la cual directamente es

dxµ = eµae
a, (181)

en donde {eµa} es la inversa de {eaµ}, es decir, se satisface que

eµae
a
ν = δµν y eµb e

a
µ = δab . (182)

Por lo cual, si A ∈ X ∗(M) entonces

A = Aµdx
µ (181)

= Aµe
µ
ae
a ≡ Aae

a, (183)

de donde, las componentes de A respecto a la tétrada están dadas por

Aa = Aµe
µ
a . (184)

7Formalmente V es un campo vectorial y λ es un campo de 1-formas, sin embargo nos referiremos a los campos
vectoriales simplemente como vectores y a los campos de 1-formas como 1-formas para hacer la lectura y
discusión más fácil de seguir.
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El análisis anterior se puede llevar a cualquier tensor de rango (mn ).
Análogamente podemos de�nir una base para X (M) a través {eµa} dada por

Ea = eµa∂µ, (185)

así, si V ∈ X (M), entonces

V = V aEa con V a = eaµV
µ. (186)

Como mencionamos anteriormente, el caso más general es que la base {Ea} no sea una base
coordenada, por lo cual estas satisfacen la regla de conmutación dada en el apéndice A.16, y
por lo tanto las funciones de estructura son, en general, distintas de cero.
Un caso importante para analizar son las componentes del tensor métrico en términos de las

tétradas, para ello consideramos el elemento de línea

ds2 = gµνdx
µdxν = gµνe

µ
ae
µ
b e
aeb ≡ gabe

aeb, (187)

en donde las componentes del tensor métrico en la base de las tétradas se relacionan con los
componentes del tensor métrico en la base coordenada por

gab = gµνe
µ
ae
ν
b . (188)

Dada una métrica gµν existe una clase de tétradas las cuales diagonalizan a gµν es decir,
existe una clase de bases especiales {ea} tales que las coordenadas del tensor métrico en esta
base son iguales a las componentes de la métrica de Minkowski

gab = ηab = gµν(p)e
µ
a(p)eνb (p), (189)

para cada punto de la variedad p ∈M .
Esta clase de bases son las llamadas bases ortonormales o marcos ortonormales [72], las

cuales asocian un espacio abstracto de 1-formas ea en cada punto p ∈M , denotados por a, b, ...
con el espacio concreto de 1-formas del espacio-tiempo en el punto p, denotados por µ, ν, ....
Los marcos ortonormales no son únicos y dado dos diferentes marcos ortonormales estos están

relacionados a través de una transformación de Lorentz. Sabemos que la métrica de Minkowski
es invariante ante el grupo de Lorentz SO+(1, 3)8 [5] esto es

ηµ′ν′Λ
µ′

ρ Λν′

σ = ηρσ, (190)

con Λ la transformación de Lorentz. Por lo que, si {eµa} es un marco ortonormal que lleva gµν
a ηµν y {eµa′} otro marco ortonormal que lleva gµν a ηµ′ν′ entonces

gµνe
µ
ae
ν
b = ηab = ηa′b′Λ

a′

a Λb′

b = gµνe
µ
a′Λ

a′

a e
ν
b′Λ

b′

b , (191)

de donde eµa′Λ
a′
a = eµa y eνb′Λ

b′

b = eνb , por lo tanto, la relación entre {eµa} y {eµa′} está dada a
través de la transformación de Lorentz

eµa′ = Λa
a′e

µ
a . (192)

8En general es invariante ante O(1, 3).
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Por otro lado, dado que el tensor métrico (189) no cambia respecto a cambios de coordenadas,
se sigue de manera directa que

eaµ′ =
∂xµ

∂xµ′
eµ. (193)

De esta forma, vemos que los marcos ortonormales están relacionados a través de una trans-
formación de Lorentz, y más aún, si {eµa} es un marco ortonormal este solamente sigue una regla
de transformación bajo el grupo de Lorentz, de lo contrario dejaría de ser un marco ortonormal.
Con lo cual, dada una métrica gµν no existe un único marco ortonormal que lleva gµν a ηab

sino un conjunto de marcos ortonormales relacionados a través de transformaciones de Lorentz.
Al revés es diferente, un marco ortonormal determina de manera única a la métrica, pues si
{ea} es un marco ortonormal, entonces

ds2 = ηabe
aeb = ηabe

a
µe
b
νdx

µdxν ≡ gµνdx
µdxν , (194)

por lo tanto, las componentes de la métrica están determinados de manera unívoca por

gµν = eaµe
b
νηab. (195)

De esta forma, dado que la métrica queda determinada unívocamente a partir del marco orto-
normal, se puede elegir como variable dinámica en la descripción del espacio tiempo al marco
ortonormal en lugar de la métrica con la diferencia de que ahora, a parte de pedir covariancia
en los índices µ, ν, ... etcétera, hay que pedir invariancia de Lorentz en los índices a, b, ....
Finalmente, de ahora en adelante cuando hablemos de tétradas nos referiremos a los marcos

ortonormales pues estos son los que están en total acuerdo con la justi�cación a partir de
Relatividad General que dimos anteriormente, y además siguiendo la jerga común en los textos
de gravitación en los que a los componentes de un tensor se les llama simplemente tensores,
aquí a las componentes de las tétradas (180) las llamaremos igualmente tétradas.

4.2. Estructuras matemáticas de Gravedad Teleparalela

4.2.1. El haz �brado tangente

En Gravedad Teleparalela, al usar la tétrada como base de TpM , los componentes de la
métrica son localmente las de Minkowski, esto es, punto a punto, el espacio tangente es el
espacio de Minkowski. Formalmente hablando, en Gravedad Teleparalela se trabaja sobre el
haz �brado tangente

TM =

{
(p, TpM) ∈M ×

⋃
p∈M

TpM : Xp ∈ TpM

}
, (196)

en donde M es el espacio-tiempo que sirve como variedad base del haz �brado y, dada la
estructura de espacio afín del espacio-tiempo de Minkowski, se hace la identi�cación de TpM
con el espacio de Minkowski como espacio vectorial con origen en p ∈ M , así el espacio de
Minkowksi es la �bra del haz. La idea básica consiste en trabajar en una variedad la cual
localmente luce como el producto cruz entre el espacio-tiempo y el espacio de Minkowski pero
que globalmente no es el producto cruz, para ello hay que parametrizar localmente a la �bra
y es justo la parametrización de TpM como espacio tangente en p, la que nos sirve en esta
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descripción. Una discusión introductoria a haces �brados se puede ver en [73]. De esta forma, el
haz �brado tangente tiene como coordenadas ψ = (xµ, xa) en donde {xµ} son las coordenadas
del espacio-tiempo en que estamos trabajando (la variedad base del haz) y {xa} las coordenadas
del espacio de Minkowski (la �bra del haz). Así, la métrica de la �bra y la métrica de la variedad
base se relacionan a través de la tétrada por (195). De esta forma, dado que ea = eaµdx

µ y
Ea = eµa∂µ son bases para T ∗pM y TpM respectivamente para todo p ∈ M , es que la variedad
del espacio-tiempo se vuelve una variedad paralelizable [74] y que el concepto de paralelismo
se vuelve global [75].
Por otro lado, vale la pena señalar que dado que {xµ} es base para el espacio tiempo y
{xa} para el espacio de Minkowski, entonces los tensores dependerán de los índices que en sus
componentes aparezcan, por ejemplo, Aµ es un escalar de Lorentz pero una 1-forma coordenada,
Aa es un escalar coordenado pero una 1-forma de Lorentz, Aaµ es una 1-forma coordenada pero
una vector lorentziano, etcétera, y de esa misma forma las reglas de transformación se siguen
trivialmente, en donde los índices a, b, c, ... se transforman ante el grupo de Lorentz y los índices
µ, ν, α, ... se transforman ante difeomor�smos del espacio-tiempo.
Finalmente, en el haz �brado tangente podemos de�nir una serie de objetos matemáticos que

nos son útiles a la hora de trabajar, por ejemplo, la conexión de espín, la torsión, la curvatura,
etcétera, que veremos a continuación.

4.2.2. Conexión de espín

Una conexión de espín ωµ, también conocida como conexión de Lorentz, es una 1-forma de
la variedad base que toma valores en el álgebra de Lie del grupo de Lorentz [76]

ωµ =
1

2
ωabµSab, (197)

en donde Sab son los generadores del grupo de Lorentz. Dado que Sab son antisimétricos, entonces
ω

(ab)
µ = 0 con el �n de que sea una conexión de espín. Esta conexión nos permite introducir una

derivada covariante llamada derivada de Fock-Ivanenko [76] la cual está dada por

Dµ = ∂µ −
i

2
ωabµSab, (198)

cuya forma dependerá de la representación de los generadores Sab. Por ejemplo, para un escalar
de Lorentz φ, se tiene que Sab = 0 por lo cual Dµφ = ∂µφ, para un vector de Lorentz φc se tiene
que

(Sab)
c
d = i(ηbdδ

c
a − ηadδcb), (199)

y por lo cual la derivada de Fock-Ivanenko es para este caso

Dµ = ∂µφ
c + ωcbµφ

b, (200)

etcétera [76].
Así, recordando que la tétrada nos relaciona objetos en la �bra y en la variedad base, tenemos

que, por ejemplo, un vector lorentziano y un vector coordenado se relacionan por

φµ = eµaφ
a y φa = eaµφ

µ. (201)
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Por otro lado, a partir de una conexión de espín es posible inducir una conexión lineal en la
variedad base dada por

Γρνµ ≡ eρa∂µe
a
ν + eρaω

a
bµe

b
ν = eρaDµe

a
ν , (202)

y viceversa, una conexión de espín dada por una conexión lineal es

ωabµ ≡ eaν∂µe
ν
b + eaνΓ

ν
ρµe

ρ
b = eaν∇µe

ν
b . (203)

Estas relaciones son formas de expresar un resultado más general, el cual es que la derivada
covariante total de la tétrada es cero considerando a la conexión lineal inducida por la conexión
de espín [76]

∇µe
a
ν = ∂µe

a
ν − Γρνµe

a
ρ + ωabµe

b
ν = 0. (204)

Por último, el pedir que la conexión ωabµ sea una conexión de espín implica que es antisimétrica
en los índices algebraicos {a, b}, lo cual se traduce en

∂µηab − ωdaµηdb − ωdbµηad = 0, (205)

y esto, usando (195) y (202), se traduce en que la conexión es compatible con la métrica, es
decir, que

∇λgµν ≡ ∂λgµν − Γρµλgρν − Γρνλgµρ = 0. (206)

Por lo tanto, el hecho de que ωabµ sea una conexión de espín, exige que la métrica y la conexión
sean compatibles.

4.2.3. Torsión y curvatura

Una vez hemos de�nido y visto las propiedades de la conexión de espín, es conveniente
introducir dos objetos matemáticos, la torsión y la curvatura, los cuales son muy importantes en
el contexto físico y que son propiedades tensoriales de la conexión de espín [76]. La curvatura de
una conexión de espín es una 2-forma, ver apéndice A.19, del espacio-tiempo cuyos coe�cientes
adquieren valores en el álgebra de Lie del grupo de Lorentz [76]

R =
1

4
Ra

bνµS
b
adx

ν ∧ dxµ, (207)

y están dados por

Ra
bνµ = ∂νω

a
bµ − ∂µωabν + ωaeνω

e
bµ − ωaeµωebν , (208)

y cuya relación con los coe�cientes del tensor de Riemann está dada por

Rρ
γνµ = eρae

b
γR

a
bνµ. (209)

Por otro lado, la torsión también es una 2-forma pero toma valores en el álgebra de Lie del
grupo de traslaciones [76]

T =
1

2
T aνµPadx

ν ∧ dxµ, (210)
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con Pa los generadores del grupo de traslaciones, tal que los coe�cientes de la 2-forma de torsión
están dados por

T aνµ = ∂νe
a
µ − ∂µeaν + ωacνe

c
µ − ωacµecν . (211)

La relación entre los coe�cientes del tensor de torsión con la 2-forma de torsión está dada por

T ρνµ = eρaT
a
νµ = −2Γρ[νµ]. (212)

Vale la pena señalar que existe un teorema que nos permite expresar cualquier conexión en
términos de la conexión de Levi-Civita, este es el teorema de Ricci el cual nos establece que

Γρµν =
◦
Γρµν +Kρ

µν , (213)

en donde
◦
Γρµν son los símbolos de Christo�el 9 y Kρ

µν es el tensor de contorsión el cual está dado
por

Kρ
µν =

1

2

(
T ρ
ν µ + T ρ

µ ν − T ρµν
)
. (214)

De esta forma, usando el teorema de Ricci, los coe�cientes del el tensor de Riemann de la
conexión Γ se relacionan con los coe�cientes del tensor de Riemann de la conexión de Levi-
Civita por [77]

Rα
βµν =

◦
Rα

βµν +
◦
∇µK

α
νβ −

◦
∇νK

α
µβ +Kα

µρK
ρ
νβ −K

α
νρK

ρ
µβ. (215)

Con esto, se obtiene que el escalar de Ricci de la conexión Γ se relaciona con el escalar de Ricci
de la conexión de Levi-Civita por [77][75][78]

R =
◦
R + T −B, (216)

en donde T es el escalar de torsión, el cual está dado por

T =
1

4
T µνλTµνλ +

1

2
T µνλTνµλ − T µTµ, (217)

tal que Tµ = T λλµ, y B es el término de frontera o boundary term en inglés, el cual está dado
por

B =
2

e
∂µ (eT µ) = 2∇µT

µ, (218)

y tal que

e = det(eaλ) =
√
−g. (219)

Aquí vale la pena de�nir el superpotencial

S σρ
α =

1

4
(T σρ

α + T ρσα − T σρα − 2T λσλδ
ρ
α + 2T λρλδ

σ
α) =

1

2
(Kσρ

α + T σδρα − T ρδσα) , (220)

9De ahora en adelante denotaremos con un círculo ◦ a los objetos matemáticos relacionados con la conexión
de Levi-Civita
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tal que el escalar de torsión queda dado por

T = TασρS
σρ
α . (221)

Finalmente, de acuerdo a [76], el tensor de torsión y el tensor de curvatura se relacionan a
través de las identidades de Bianchi, las cuales son

∇νT
λ
ρµ +∇µT

λ
νρ +∇ρT

λ
µν = Rλ

ρµν +Rλ
νρµ +Rλ

µνρ + T λρσT
σ
µν + T λνσT

σ
ρµ + T λµσT

σ
νρ, (222)

para la torsión, y

∇νR
λ
σρµ +∇µR

λ
σνρ +∇ρR

λ
σµν = Rλ

σµθT
θ
νρ +Rλ

σνθT
θ
ρµ +Rλ

σρθT
θ
µν , (223)

para la curvatura, las cuales se reducen a las identidades de Bianchi usuales en Relatividad
General cuando la torsión es idénticamente igual a cero.

4.3. Gravedad Teleparalela como una teoría de Gauge

4.3.1. Conexión de espín totalmente inercial

Una teoría de Gauge es una teoría que es invariante ante la acción local de algún grupo de Lie,
es decir, que la Lagrangiana del sistema cambia a lo más por una derivada total, en este caso,
Gravedad Teleparalela se construye como una teoría de Gauge del grupo de traslaciones [75].
La transformación de gauge la de�nimos como una traslación in�nitesimal de las coordenadas
del espacio de Minkowski

xa −→ x′a + εa(xµ), (224)

de esta forma, al considerar un campo φ(xa), el cambio in�nitesimal del campo debido a la
transformación in�nitesimal

φ(xa) −→ φ(x′a) = φ(xa − εa), (225)

es 10

δφ ≡ φ(xa)− φ(x′a) = εa∂aφ. (226)

De esta forma, vemos que, el cambio in�nitesimal de ∂µφ

δ(∂µφ) = εa∂a∂µφ+ (∂aφ)(∂µε
a), (227)

no transforma de manera covariante ante (224). Por lo cual es necesario introducir una derivada
que sea covariante ante traslaciones in�nitesimales, esto lo logramos al de�nir el potencial

Bµ = Ba
µPa, (228)

en donde Pa = ∂a son los generadores del grupo de traslaciones y tal que δBa
µ = −∂µεa, e

introduciendo la derivada covariante de gauge dada por

eµφ = ∂µφ+Ba
µ∂aφ, (229)

10No confundir con la derivada funcional.
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cuyo cambio in�nitesimal es

δ(eµφ) = εa∂a∂µφ, (230)

el cual sí transforma de manera covariante bajo el grupo de traslaciones. De esta forma, para
construir una teoría que sea covariante ante traslaciones, se debe de hacer la sustitución

∂µ −→ eµ, (231)

tal que

eµ = eaµ∂a, (232)

en donde la tétrada está dada por [75]

eaµ = ∂µx
a +Ba

µ. (233)

Sin embargo, como vimos en 4.1, la tétrada no es única, por lo cual, si hacemos una transfor-
mación de Lorentz

xa −→ Λa
bx
b y eaµ = Λa

be
b
µ, (234)

de (233) vemos que

Λa
be
b
µ = ∂µ(Λa

bx
b) + Λa

bB
b
µ, (235)

por lo cual, obtenemos que

eaµ = ∂µx
a +Ba

µ + (Λa
b∂µΛb

d)x
d (236)

= ∂µx
a +Ba

µ + ωabµx
b,

con

ωabµ = Λa
d∂µΛd

b. (237)

La expresión (237) es la conexión de espín con la que se trabaja en Gravedad Teleparalela,
y de acuerdo a [76], corresponde a una conexión de espín puramente inercial, esto es, que
representa los efectos inerciales en el nuevo marco de referencia y que se obtiene a partir de la
transformación de Lorentz de una conexión de espín cero.
Así, la tétrada puede ser reescrita como

eaµ = Dµx
a +Ba

µ, (238)

con Dµ la derivada de Lorentz dada por

Dµx
a = ∂µx

a + ωabµx
b. (239)

Vemos que la expresión (239) concuerda con la derivada de Fock-Ivanenko para un vector de
Lorentz (200) para la conexión de espín (237). Por lo cual, para hacer que la tétrada se invariante
ante el grupo de traslaciones δeaµ = 0 debemos pedir que δBa

µ = −Dµε
a.
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4.3.2. Conexión de Weitzenböck

Como mencionamos anteriormente, la conexión de espín ωabµ = Λa
d∂µΛd

b actúa sobre los
índices algebraicos o índices de Minkowski, de tal forma que al calcular la derivada covariante
total de algún objeto que tienen tanto índices coordenados {µ, ν, ...} como índices algebraicos
{a, b, ...} este aparece en la expresión, por ejemplo, para un tensor T aν la derivada covariante
total es

∇µT
aν = ∂µT

aν + ΓνµρT
aρ + ωaµcT

cν , (240)

con el �n de que ∇µ sea covariante ante transformaciones de Lorentz y cambio de coordenadas
relacionadas por difeomor�smos. Así, la conexión de Weitzenböck es la conexión asociada a la
conexión de espín puramente inercial tal que la derivada covariante de la tétrada es cero, es
decir

∇µe
a
ν = ∂µe

a
ν − Γανµe

a
α + ωabµe

b
ν = 0 (241)

⇒ Γανµ = eαa∂µe
a
ν + eαaω

a
bµe

b
ν . (242)

La expresión (242) son los coe�cientes de la conexión de Weitzenböck.
La conexión de Weitzenböck y la conexión de espín son objetos fundamentales para Gravedad

Teleparalela, con ellos podemos calcular expresiones que nos son de utilidad y obtener resultados
importantes. Por ejemplo, los componentes de la 2-forma de curvatura están dados en términos
de la conexión de espín (208), por lo la cual, usando la conexión de espín puramente inercial
ωabµ = Λa

d∂µΛd
b, podemos calcular las componentes de la 2-forma de curvatura de la siguiente

forma:

Ra
bνµ = ∂νω

a
bµ − ∂µωabν + ωaeνω

e
bµ − ωaeµωebν (243)

= ∂ν
(
Λa
d∂µΛd

b

)
− ∂µ

(
Λa
d∂νΛ

d
b

)
+
(
Λa
d∂νΛ

d
e

)
(Λe

c∂µΛc
b)−

(
Λa
d∂µΛd

e

)
(Λe

c∂νΛ
c
b)

= ∂νΛ
a
d∂µΛd

b − ∂µΛa
d∂νΛ

d
b + Λa

cΛ
e
d∂νΛ

c
e∂µΛd

b − Λa
cΛ

e
d∂µΛc

e∂νΛ
d
b

= ∂νΛ
a
d∂µΛd

b − ∂µΛa
d∂νΛ

d
b − δcd

(
∂νΛ

a
c∂µΛd

b − ∂µΛa
c∂νΛ

d
b

)
= 0

∴ Ra
bνµ = 0, (244)

y por lo tanto, dado que la 2-forma de curvatura y el tensor de Riemann están relacionados por
(209), obtenemos que

Rα
ρνµ = 0, (245)

es decir, no hay curvatura en Gravedad Teleparalela, mientras que al calcular los coe�cientes
de la 2-forma de torsión se tiene que

T aνµ = ∂νe
a
µ − ∂µeaν + ωafνe

f
µ − ωafµefν 6= 0. (246)

Es aquí en donde radica la gran diferencia entre Relatividad General y Gravedad Teleparalela,
pues el primero los efectos gravitacionales son efectos de la geometría no trivial de la variedad
del espacio-tiempo representado a través de la curvatura, mientras que en Gravedad Teleparalela
el espacio-tiempo es globalmente plano pero con geometría no-trivial representada a través de la
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torsión, de esta forma el campo gravitacional deja de ser un efecto de la curvtaura del espacio-
tiempo y pasa a ser un efecto de la torsión del mismo, en donde el tensor de torsión queda dado
trivialmente por la parte antisimétrica de la conexión de Weitzenböck

T ρνµ = −2Γρ[νµ]. (247)

Finalmente, de la ecuación (241), tenemos que si la conexión de espín es cero, entonces

eaν∂µe
ν
b + eaνΓ

ν
ρµe

ρ
µ = eaν∇µe

ν
b = 0. (248)

La ecuación (248) es lo que se conoce como condición teleparalela, pues esta es una condición
de paralelismo distante, es decir, que la tétrada es transportada paralelamente por la conexión
de Weitzenböck. Siguiendo el trabajo estándar que se encuentra en la literatura, de ahora en
adelante trabajaremos en un marco de referencia tal que la conexión de espín se hace cero y
por lo tanto la condición teleparalela se satisface.

4.4. Equivalente Teleparalela de Relatividad General

4.4.1. La acción

De la ecuación (216) tenemos que R =
◦
R+T −B mientras que de la ecuación (244) tenemos

que el tensor de Riemann, al usar la conexión de espín puramente inercial, se hace cero, lo que
implica que R = 0 y por lo tanto

◦
R = −T +B. (249)

Por lo cual, el escalar de Ricci calculado con la conexión de Levi-Civita es igual a la torsión
más un término de frontera, por lo cual, si la acción en Relatividad General está dada por (15),
entonces la acción de la Equivalente Teleparalela de Relatividad General, TEGR de ahora en
adelante, está dada, usando (249), por

STEGR =
1

2κ

∫ √
−g

◦
Rd4x+ Smatt =

1

2κ

∫
e(−T +B)d4x+ Smatt, (250)

y al integrar el término de frontera obtenemos que la acción de la Equivalente Teleparalela de
Relatividad General es [77]

STEGR = − 1

2κ

∫
eTd4x+ Smatt. (251)

Así, vemos que la Lagrangiana de Relatividad General y de TEGR solamente di�eren por
un término de frontera, por lo cual al hacer variaciones de (251) respecto a la tétrada, esta nos
debe regresar las mismas ecuaciones de campo que nos da Relatividad General, por lo cual se
deja a total interpretación el hecho de si la gravedad es mediada por curvatura y por torsión,
dado que ambas formulaciones son equivalentes [75].
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4.4.2. Las ecuaciones de campo

Para encontrar las ecuaciones de campo en TEGR se procede de la manera usual, con la
diferencia de que ahora las variaciones son respecto a la tétrada eaλ en lugar de la métrica, pues
hemos adoptado el enfoque de considerar a la tétrada como variable dinámica de la teoría. De
esta forma, si pedimos que

δSTEGR = 0, (252)

entonces

1

2κ

∫
d4x [eδT + Tδe] = δSmatt, (253)

por lo cual es necesario calcular δT y δe, en donde δ representa la primer variación respecto a
la tétrada δ

δeaλ
. Dado que gµν = eaµe

b
νηab, y e

a
µe
µ
b = δab , es fácil mostrar que

δgµν = −
(
gµλe

a
ν + gνλe

a
µ

)
δeλa, (254)

δgµν = −
(
gνλeµa + gµλeνa

)
δeaλ, (255)

δe = eeλaδe
a
λ, (256)

δeσa = −eσb eρaδebρ, (257)

∂νe
σ
a = −eσb eρa∂νebρ, (258)

por lo cual, obtenemos que

Tδe = eTeλaδe
a
λ. (259)

Por otro lado, debemos calcular

δT =
1

4
δ(T µνλTµνλ) +

1

2
δ(T µνλTνµλ)− δ(T µTµ). (260)

Para esto primero calculamos δT λµν y δT
µ.

De (210) y (211), recordando que trabajamos en un marco con la conexión de espín igual a
cero, obtenemos que

δT λµν = T aµνδe
λ
a + eλaδT

a
µν , (261)

y como la primer variación y la derivada parcial conmutan, y usando la ecuación (257), obte-
nemos que

δT λµν = −eλdT ρµνδedρ + eλa
(
∂µδe

a
ν − ∂νδeaµ

)
. (262)

Por otro lado

δT µ = δ(T λ µ
λ ) = δ(gµνT λλν) = T λλνδg

µν + gµνδT λλν , (263)

y usando (255), obtenemos que

δT µ = − (gµαTa + Tαeµa + Tα µ
a ) δeaα + gµβeνa

(
∂νδe

a
β − ∂βδeaν

)
. (264)
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Finalmente, usando las ecuaciones (262) y (264), obtenemos que 11

δ(TαµνTαµν) = −4TαµνTαµβe
β
aδe

a
ν + 4T µν

β eβa∂µδe
a
ν , (265)

δ(T µανTαµν) = 2(T ναλ − T λαν)Tαaνδeaλ + 2(Tα λ
a − T λ α

a )∂αδe
a
λ, (266)

δ(T µTµ) = −2
(
TαTa + TαaµT

µ
)
δeaα + 2

(
Tαeλa − T λeαa

)
∂λδe

a
α. (267)

Por lo tanto, la variación del escalar de torsión es

δT =− TαµνTαµβeβaδeaν + T µν
β eβa∂µδe

a
ν +

(
T λαν − T ναλ

)
Tανaδe

a
λ +

(
Tα λ

a − T λ α
a

)
∂αδe

a
λ

+ 2
(
TαTa + TαaµT

µ
)
δeaα − 2

(
Tαeλa − T λeαa

)
∂λδe

a
α

=Tαµa
[
−T µλ

α + T λ µ
α − T µ λ

α + 2
(
δµαT

λ − δλαT µ
)]
δeaλ

+
[
T αλ
a + Tα λ

a − T λ α
a + 2Tαeλa − 2T λeαa

]
∂αδe

a
α,

con lo cual, usando la de�nición del superpotencial (220), obtenemos que la variación del escalar
de torsión es

δT = −4TαµaS
µλ
α δeaλ + 4S µλ

a ∂µδe
a
λ. (268)

Así, despreciando derivadas totales, las ecuaciones de campo son

−4TαµaS
µλ
α − 4

e
∂µ(eS µλ

a ) + Teλa = 2κθλa , (269)

en donde

θλa =
1

e

δ(eLmatt)

δeaλ
. (270)

Contrayendo con eaν , podemos reescribir estas ecuaciones en una forma más familiar, dada por

◦

Gλ
ν ≡ κT λν =

2

e
eaν∂µ(eS λµ

a )− 2TαµνS
µλ
α +

1

2
Tδλν , (271)

en donde,
◦

Gλ
ν es el tensor de Einstein calculado con la conexión de Levi-Civita y T λν = eaνθ

λ
a es

el tensor de energía momento.
Las ecuaciones (271) son las ecuaciones de campo de TEGR las cuales nos dan la misma

dinámica del universo que las ecuaciones de campo de Relatividad General, así, TEGR sufre
de las mismas ventajas y desventajas que tiene Relatividad General [75], por lo cual, siguiendo
las mismas ideas que surgieron con Relatividad General, una forma de corregir las desventajas
de TEGR es al modi�car la acción con Lagrangianas más generales, en este caso, una de las
lagranianas más generales con la que podemos extender a TEGR es considerando una función
f(T,B) del escalar de torsión T y del término de frontera B en la acción de la teoría, pues esta
nos recupera como casos particulares otras teorías alternativas y modi�cadas.

11La obtención de estas ecuaciones es directo teniendo en cuenta la antismitería del tensor de torsión en sus
últimos dos índices.
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4.5. Gravedad f(T,B)

Hay varias formas de generalizar la Lagrangiana de TEGR, una de ellas es considerar una fun-
cional f(T,B) del escalar de torsión y del término de frontera B. De esta forma, la Lagrangiana
es

Sf(T,B) =
1

2κ

∫
ef(T,B)d4x+ Smatt. (272)

Por lo cual, al tomar la primer variación de la acción (272), tenemos

δSf(T,B) =

∫
1

2κ
[fδe+ efBδB + efT δT + 2κδ(eLmatt)] d

4x, (273)

en donde fB = ∂Bf(T,B), fT = ∂Tf(T,B) y f = f(T,B). De (256) y (268) tenemos, despre-
ciando divergencias totales, que

efT = 4
[
−fT∂µ(eS µλ

a )− ∂µ(fT )eSµλa + efTT
α
µaS

λµ
α

]
δeaλ, (274)

fδe = efeλaδe
a
λ. (275)

Sin embargo, aún nos falta calcular δB, para esto, recordamos que

B =
2

e
∂µ(eT µ), (276)

y dado que la derivada parcial conmuta con la derivada funcional, entonces

δB = − 2

e2
∂µ(eT µ)δe+

2

e
∂µ(eδT µ + T µδe), (277)

por lo cual, se tiene que

efBδB = −e [fBB + 2T µ∂µfB] eλaδe
a
λ − 2e∂µfB

[
−(gµαTa + Tαeµa + Tα µ

a )δeaα + gµβeνa
(
∂νδe

a
β − ∂βδeaν

)]
.

(278)

Ahora, observamos que, al integrar por partes e ignorando derivadas totales, tenemos

egµβ∂µfBe
ν
a

(
∂νδe

a
β − ∂βδeaν

)
=
[
∂ν
(
eλaeg

µν∂µfB
)
− ∂ν

(
eνae

µλ∂µfB
)]
δeaλ. (279)

Para poder continuar, debemos observar que al trabajar con una conexión de espín, como
vimos en la subsección 4.2.2, esta implica que la métrica y la conexión de Weitzenböck sean
compatibles, es decir

∇λg
µν = 0, (280)

de donde, al despejar ∂λgµν se obtiene que

∂λg
µν = − (Γµνλ + Γνµλ) , (281)

y entonces, al recordar que e =
√
−g, obtenemos

∂λe = eΓµµλ. (282)
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Por lo cual, usando las ecuaciones (281), (282), el conjunto de ecuaciones (254) - (258) y el
teorema de Ricci, obtenemos por un lado que

∂ν(e
λ
aeg

µν∂µfB) = eeλag
µν
◦
�fB − e(∂µfB)

(
−eλaΓρ µ

ρ + eλaΓ
νµ
ν + Γλ µ

a + eλaK
µν
ν

)
, (283)

y por otro lado

∂ν(e
ν
aeg

µλ∂µfB) = eeνa
◦
∇λ

◦
∇νfB + e(∂µfB)

(
gµλΓρρa − Γµλa − Γλµa − Γνaνg

µλ + Γµ λ
a −Kµ λ

a

)
.

(284)

Así, al usar las ecuaciones (283) y (284) obtenemos que

∂ν
(
eλaeg

µν∂µfB
)
− ∂ν

(
eνae

µλ∂µfB
)

= eeλa
◦
∇fB − eeνa

◦
∇λ

◦
∇νfB − e(∂µfB)

(
−T λ µ

a − T µ λ
a − gµλTa − kµ λ

a

)
,

(285)

con lo cual, de la simetría de los símbolos de Christo�el
◦
Γαµν , obtenemos �nalmente que

efBδB =− efBBeλa − 2eeλa
◦
�fB + 2eeνa

◦
∇λ

◦
∇νfB + 4e(∂µfB)S λµ

a . (286)

Por lo tanto, minimizando la acción (272), encontramos que las ecuaciones de campo son

−efBBeλa − 2eeλa
◦
�fB+2eeνa

◦
∇λ

◦
∇νfB − 4e(∂µfB)S µλ

a (287)

− 4∂µ(fT )eS µλ
a − 4fT∂µ

(
eSµλa

)
+ 4efTT

α
µaS

λµ
α + efeλa = −2eκθλa ,

las cuales, al multiplicar por −1/2e y contraer con eaν , las podemos reescribir en términos del
tensor de Einstein calculado con la conexión de Levi-Civita de la siguiente forma

◦
Gλ
ν ≡ κT λν =δλν

◦
�fB −

◦
∇λ

◦
∇νfB +

1

2
fBBδ

λ
ν + 2 [∂µfB + ∂µfT ]S µλ

ν +
2

e
eaνfT∂µ(eS µλ

a ) (288)

− 2fTT
α
µνS

λµ
α − 1

2
fδλν .

Las ecuaciones (288) son las ecuaciones de campo de Gravedad f(T,B) las cuales nos pueden
recuperar las ecuaciones de campo de otras teorías de Gravedad Teleparalela, por ejemplo, si
f(T,B) = f(T ), es decir, fB = 0, entonces estas se reducen a

◦
Gλ
ν ≡ κT λν = 2(∂µfT )S µλ

ν +
2

e
eaνfT∂µ(eS µλ

a )− 2fTT
α
µνS

λµ
α − 1

2
fδλν , (289)

que son las ecuaciones de campo de Gravedad f(T ) y más aún, si f(T ) = −T entonces

◦
Gλ
ν ≡ κT λν =

2

e
eaν∂µ(eS λµ

a ) + 2TαµνS
λµ
α +

1

2
Tδλν , (290)

que son las ecuaciones de campo de la Equivalente Teleparalela de Relatividad General (271).
La ventaja que tiene el caso general f(T,B) sobre los demás es que puede recuperar teorías

f(
◦
R) si f(T,B) = f(−T + B), lo cual no se puede lograr con f(T ) ni con TEGR. Así, ya

contamos con las ecuaciones de campo de dos manera de extender TEGR, a saber, Gravedad
f(T,B) y el caso particular de Gravedad f(T ), por lo que ya estamos en posición de ver las
ecuaciones de FLRW en estas teorías.
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4.6. Ecuaciones de Friedmann en f(T )

En esta teoría, usualmente se trabaja con la signatura (+,−,−,−) de la métrica de Fried-
mann, es decir, consideramos la métrica FLRW plana dada por

ds2 = dt2 − a2(t)(dx2 + dy2 + dz2), (291)

de esta forma, una de las tétrada que diagonaliza a la métrica FLRW es

eaµ = diag(1, a(t), a(t), a(t)). (292)

La tétrada (292) de acuerdo a [75], es una tétrada buena en el sentido que no constriñe a
la función f(T ) ni al escalar T y que además cumple con el Principio Cosmológico. Con esta
tétrada vemos que

T 0
µν = 0, (293)

para cualquier µ, ν.
Por otro lado, dada la antisimetría del tensor de torsión en sus dos últimos índices, tenemos

que las componentes independientes distintas de cero del tensor de torsión son

T ij0 = −δijH, (294)

y análogamente

T j0
i = −δjiH. (295)

Por lo cual, tenemos que

T =
1

4
T µνλTµνλ +

1

2
T µνλTνµλ − T µTµ =

1

4

(
T ij0T

j0
i + T i0jT

0j
i

)
+

1

2

(
T ij0T

j 0
i

)
− T 0T0 (296)

=
1

4

(
6H2

)
+

1

2

(
3H2

)
− 9H2 = −6H2. (297)

De esta forma, las ecuaciones de Friedmann que provienen de las ecuaciones de campo (289),
considerando un tensor de energía momento para un �uido ideal, son

6H2fT +
1

2
f = κρ, (298)

2(3H2 + Ḣ)fT + 2HḟT +
1

2
f = −κP. (299)

Con estas ecuaciones, se ha podido mostrar que para ciertos modelos de f(T ) se puede
reproducir la aceleración cósmica tardía sin la necesidad de energía oscura [79], también se
ha mostrado que puede reproducir in�ación sin la necesidad de introducir el in�atón [80][81],
etcétera. Exponer a detalle esos resultados aquí se salen del propósito del trabajo, por lo que
aquí solamente nos limitamos a presentar el sistema de ecuaciones (298) y (299) del cual más
adelante estudiaremos sus propiedades dinámicas, lo cual se abordará en la siguiente sección en
el cual se obtendrán resultados importantes para cosmología.
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4.7. Ecuaciones de Friedmann en f(T,B)

Para esta teoría se ha trabajado con las dos convenciones para la signatura de la métrica,
por lo que aquí elegiremos la convención

ds2 = −dt2 + a(t)(dx2 + dy2 + dz2), (300)

tal que la tétrada, al igual que en el caso de f(T ), está dada por

eaµ = diag(1, a(t), a(t), a(t)). (301)

En esta convención, es fácil de ver que ahora el escalar de torsión cambia de signo, por lo que

T = 6H2. (302)

Por otro lado, el término de frontera lo podemos calcular como

B =
2

e
∂µ (eT µ) = 2∂0

(
T 0
)

+ 2
T 0

e
∂0e = 6(3H2 + Ḣ). (303)

De aquí, observamos que la ecuación (249) se mantiene pues

◦
R = −T +B = 6(2H2 + Ḣ), (304)

lo cual, efectivamente, coincide con (37), que es el escalar de Ricci calculado con la conexión
de Levi-Civita.
Con esto, las ecuaciones de Friedmann dadas por las ecuaciones de campo (288), considerando

un tensor de energía-momento de un �uido perfecto, son

−3H2(3fB + 2fT ) + 3HḟB − 3ḢfB +
1

2
f = κρ, (305)

−
(

3H2 + Ḣ
)

(3fB + 2fT )− 2HḟT + f̈B +
1

2
f = −κP. (306)

Las ecuaciones (305) y (306) se pueden reescribir de una forma más familiar al hacer el mapeo

f̃(T,B) −→ −T + f(T,B), (307)

de esta forma las ecuaciones (305) y (306) quedan dadas por

3H2 = κ (ρ+ ρe�) , (308)

3H2 + 2Ḣ = −κ(P + Pe�), (309)

tal que de�nimos un �uido efectivo que contiene la información de la extensión de la teoría, es
decir

κρe� = 3H2(3fB + 2fT )− 3HḟB + 3ḢfB −
1

2
f, (310)

κPe� =
1

2
f −

(
3H2 + Ḣ

)
(3fB + 2fT )− 2HḟT + f̈B. (311)
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Dado que f(T,B) no depende explícitamente del tiempo, el �uido efectivo satisface directa-
mente la ecuación de conservación, es decir, satisface que

ρ̇e� + 3H (ρe� + Pe�) = 0, (312)

de la cual podemos de�nir una ecuación de estado para el �uido efectivo, la cuál está dada por

ωe� =
Pe�
ρe�

= −1 +
f̈B − 3HḟB − 2ḢfT − 2HḟT

3H2(3fB + 2fT )− 3HḟB + 3ḢfB − 1
2
f
. (313)

De la ecuación (313), podemos ver que en el caso en que ωe� = −1 recuperamos el escenario
estándar de ΛCDM, el cual corresponde a apagar los términos T y B, es decir, f(T,B) =
constante.
Finalmente, vale la pena mencionar los trabajos que se han realizado en el contexto de

Gravedad f(T,B). Se ha contrastado a la teoría con datos observacionales, encontrando que
esta teoría puede proveer una explicación del carácter oscilatorio de la ecuación de estado de la
energía oscura [82], por otro lado, se han encontrado soluciones a las ecuaciones a través del uso
de simetrías de Nöether [83], se ha estudiado la termodinámica de la teoría y su reconstrucción
[84], etcétera. Al igual que con f(T ), explicar a detalle estos resultados aquí se sale del propósito
del trabajo, por lo que solamente nos limitamos a presentar las ecuaciones de las cuales, en el
siguiente capítulo, estudiaremos su estructura dinámica y obtendremos resultados importantes
sobre los parámetros cosmológicos.
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5. Análisis de sistemas dinámicos

5.1. Justi�cación

Como se ha visto en la secciones anteriores, las ecuaciones de Friedmann, tanto en Relatividad
General como en cada uno de los intentos por modi�car la Teoría de la Relatividad General,
resultan ser complicadas de resolver de manera analítica, por lo que se vuelve necesario emplear
otras herramientas matemáticas que nos permitan obtener información relevante al estudiar la
cosmología relacionada a estas teorías. Una de las herramientas que nos permiten estudiar las
ecuaciones de Friedmann sin tener que resolverlas explícitamente, pues se reduce a resolver
ecuaciones algebraicas, son los sistemas dinámicos, del cual se ha hecho un breve resumen de
los teoremas, de�niciones y propiedades que tienen en el apéndice C y del cual adoptaremos
la notación y usaremos la información que ahí se encuentra a lo largo de esta sección. A
continuación se hará usó de los sistemas dinámicos para el estudio de las teorías alternativas a
la gravedad, es decir, aquellas que nos permiten salir del teorema de Lovelock, considerando la
métrica plana de FLRW. Hablaremos brevemente de cómo se han usados sistemas dinámicos
en distintas teorías y hacia el �nal de la sección hablaremos en detalle de cómo se hace uso en
Gravedad f(T,B), que es el propósito principal de esta tesis.

5.2. Relatividad General con un campo escalar

Los resultados presentados en esta subsección hacen parte del artículo [85]. Como mencio-
namos hacia el �nal de la sección 1, al introducir un campo escalar es posible afrontar con
Relatividad General el problema de la in�ación, sin embargo, este no es el único uso que puede
surgir al considerar un campo escalar, sino que también con ayuda de un campo escalar es
posible estudiar la aceleración tardía del universo, es decir, la energía oscura.
La idea básica es agregar a la acción (15) un término que va como

Sφ =

∫ √
−gLφd4x, (314)

en donde Lφ es la Lagrangiana de un campo escalar

Lφ =
1

2
εφ̇2 + V (φ), (315)

tal que ε = 1 para un campo escalar estándar, y ε = −1 para un campo escalar fantasma, y se
hace uso de la métrica plana de FLRW

ds2 = −dt2 + a2(t)(dx2 + dy2 + z2). (316)

De esta forma, las ecuaciones de Friedmann, al variar la acción resultante respecto a la
métrica, quedan dadas por

H2 =
κ

3

[
1

2
εφ̇2 + V (φ) + ρ

]
=
κ

3
[ρφ + ρ] , (317)

Ḣ = −κ
2

[
εφ̇2 + (1 + ω)ρ

]
= −κ

2
[Pφ + ρφ + (1 + ω)ρ] , (318)
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en donde ρ es la densidad energía de un �uido cuya ecuación de estado es del tipo barotrópica
P = ωρ, y en donde se ha de�nido

Pφ =
1

2
εφ̇2 − V (φ), (319)

ρφ =
1

2
εφ̇2 + V (φ). (320)

Por otro lado, al variar respecto al campo escalar φ se obtiene

ε(φ̈+ 3Hφ̇) +
dV

dφ
= 0. (321)

Al introducir el campo φ vemos que se satisface una de las primeras condiciones que nos permite
salir de Relatividad General de acuerdo al teorema de Lovelock.
Ahora, como se puede observar, las ecuaciones de Friedmann (317) y (318), más la ecuación

tipo Klein-Gordon (321), son un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas, lo
que hace a su solución muy complicada de encontrar. Por lo cual llevaremos a este grupo
de ecuaciones a un sistema dinámico autónomo, para esto es necesario de�nir un conjunto
de variables {x, y, z, ...} tal que el sistema de ecuaciones diferenciales (317)-(321) se puedan
reescribir de la forma ẋ = f(x). Al dividir la ecuación (317) por H2, vemos que

1 = ε
κφ̇2

6H2
+

κV

3H2
+

κρ

3H2
, (322)

el cual motiva la de�nición de las variables {x, y, λ} y el parámetro Γ, dados por

x ≡

√
κφ̇

√
6H

, y =

√
κV√
3H

, λ ≡ − V,φ√
κV

, Γ ≡ V V,φφ
V 2
,φ

, (323)

tal que, la ecuación (322) queda dada por

1 = εx2 + y2 +
κρ

3H2
, (324)

la cual constituye una constricción del sistema. Usando las ecuaciones (317) - (321), podemos
escribir el sistema dinámico respecto a las variables {x, y, λ} de�nidas, el cual queda dado por

dx

dN
= −3x+

√
6

2
ελy2 +

3

2
x
[
(2− γ)εx2 + γ(1− y2)

]
, (325)

dy

dN
= −
√

6

2
λxy +

3

2
y
[
(2− γ)εx2 + γ(1− y2)

]
, (326)

dλ

dN
= −
√

6λ2(Γ− 1)x, (327)

tal que se ha hecho el cambio de variable N = ln a 12, y se ha de�nido γ ≡ 1 + ω, tal que los
�uidos en los que estamos interesados son aquellos con ecuación de estado P = (γ − 1)ρ con
0 < γ < 2.

12Este cambio de variable es usual en este tipo de trabajos por lo cual se usará de ahora en adelante.
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Con esto, podemos de�nir una ecuación de estado efectiva, la cual está dada por

ωe� ≡
P + Pφ
ρ+ ρφ

= ω + (1− ω)εx2 − (1 + ω)y2, (328)

tal que el universo está en expansión si ωe� < −1
3
, y de�nimos también

γφ ≡ 1 +
Pφ
ρφ

= 1 +
εx2 − y2

εx2 + y2
, (329)

Ωφ ≡
κρφ
3H2

= εx2 + y2. (330)

Así, vemos que el sistema dinámico es de la forma (x, y, λ) = (f1(x, y, λ), f2(x, y, λ), f3(x, y, λ)),
en donde f1(x, y, λ) = −3x+

√
6

2
ελy2+ 3

2
x [(1− ω)εx2 + (1 + ω)(1− y2)], f2(x, y, λ) = −

√
6

2
λxy+

3
2
y [(1− ω)εx2 + (1 + ω)(1− y2)] y f3(x, y, λ) = −

√
6λ2(Γ− 1)x.

Para analizar los puntos críticos y la estabilidad de estos, nos enfocaremos en el caso de un
campo escalar estándar ε = 1 y analizamos el caso λ = constante.
El caso de λ constante corresponde a un potencial de la forma

V (φ) = V0e
−κλφ, (331)

el cual hace que el parámetro Γ sea igual a uno Γ = 1. Por lo cual, el sistema dinámico queda
restringido únicamente a las variables {x, y} y a las ecuaciones (325) y (326). para encontrar
los puntos críticos, hay que hacer (x, y) = (f1, f2) = (0, 0), lo cual nos deja con el sistema de
ecuaciones algebraico

−3x+

√
6

2
λy2 +

3

2
x
[
(2− γ)x2 + γ(1− y2)

]
= 0, (332)

−
√

6

2
λxy +

3

2
y
[
(2− γ)εx2 + γ(1− y2)

]
= 0, (333)

cuyos ceros son justamente los puntos críticos del sistema, los cuales están dados en la tabla 1.

Punto x y Existencia
(a) 0 0 ∀ λ y γ
(b1) 1 0 ∀ λ y γ
(b2) −1 0 ∀ λ y γ
(c) λ/

√
6

√
1− λ2/6 λ2 < 6

(d)
√

3/2γ/λ
√

3(2− γ)γ/2λ2 λ2 > 3γ

Tabla 1: Puntos críticos del sistema de ecuaciones (325) y (326).

Ahora, debemos analizar la estabilidad de estos puntos críticos, para ello primero calculamos
la matriz de estabilidad M = ∂fi

∂xj
, luego evaluamos en los puntos críticos y obtenemos los

eigenvalores con los cuales haremos el análisis.
La matriz de estabilidad es

M =

(
3(2− γ)x2 + 3

2
((2− γ)x2 + γ (1− y2))− 3

√
6λy − 3γxy

3(2− γ)xy −
√

3
2
λy 3

2
((2− γ)x2 + γ (1− y2))−

√
3
2
λx− 3γy2

)
,

(334)

y por lo tanto, tenemos que:
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1. Para el punto (a), los eigenvalores de la matriz de estabilidad (334) son

µ1 = −3

2
(2− γ), µ2 =

3

2
γ. (335)

Vemos que como estamos interesados en �uidos con 0 < γ < 2, entonces Re(µ1) < 0 y
Re(µ2) > 0 por lo cual el punto (a) es un punto silla. En este punto, γφ no está de�nido,
Ωφ = 0 y ωe� = γ − 1.

2. Para el punto (b1) los eigenvalores de la matriz de estabilidad son

µ1 = 3−
√

6

2
λ, µ2 = 3(2− γ). (336)

Por lo cual, tenemos que Re(µ2) > 0. Así, el punto (b1) a lo mas puede ser un punto silla
o un punto inestable. Es un punto silla si λ >

√
6 y un punto inestable si λ <

√
6. Aquí,

tenemos que γφ = 2, Ωφ = 1 y ωe� = 1.

3. Para el punto (b2) los eigenvalores de la matriz de estabilidad son

µ1 = 3 +

√
6

2
λ, µ2 = 3(2− γ). (337)

Nuevamente, dado que Re(µ2) > 0, el punto solamente puede ser a lo más un punto silla
o un punto inestable. Es inestable si λ > −

√
6 y es un punto silla si λ < −

√
6. En este

punto se tiene que γφ = 2, Ωφ = 0 y ωe� = 1.

4. Para el punto (c) los eigenvalores de la matriz de estabilidad son

µ1 =
1

2
(λ2 − 6), µ2 = λ2 − 3γ. (338)

Dado que este punto existe solamente si λ2 < 6, entonces Re(µ1) < 0, por lo cual este
punto es a lo más estable o punto silla. Es estable si λ2 < 3γ y es un punto silla si λ2 > 3γ,
en donde siempre tenemos la constricción λ2 < 6. En este punto, se tiene que γφ = λ2/3,
Ωφ = 1 y ωe� = −1 + λ2/3.

5. Para el punto (d) los eigenvalores de la matriz de estabilidad están dados por

µ1,2 = −3(2− γ)

4

[
1±

√
1− 8γ(λ2 − 3γ)

λ2(2− γ)

]
. (339)

Para este punto, tenemos que es estable si 3γ < λ2 < 24γ2/(9γ−2) y más aún, es un punto
espiral estable si λ2 > 24γ2/(9γ − 2). Para este caso, tenemos que γφ = γ y Ωφ = 3γ/λ2.
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Figura 2: Diagrama del campo de velocidad del sistema dinámico (325) y (326) con γ = 1 y
λ = 2.

Con lo cual, podemos observar que el punto (a) es una solución que plantea a un universo
dominado por el �uido ρ pero el cual es un punto silla. El punto (c) es un punto estable con
λ2 < 3γ, y dado que ωe� = −1+λ2/3, entonces tenemos un universo en aceleración si λ2 < 2. El
último punto corresponde a una solución de escala en la cual la densidad de energía del campo
escalar decrece con el �uido, pues γφ = γ. El punto (d) es silla en el caso en que λ2 < 3γ, pero
este caso no es físico pues la constricción (324) no se satisface.
El anterior análisis nos muestra que podemos obtener expansión acelerada al introducir un

campo escalar a Relatividad General, pues las soluciones del sistema se acercan al punto crítico
estable (c) con λ2 < 2, en donde el estado �nal del universo es tal que el campo escalar domina
Ωφ = 1. Hay que señalar que el caso del punto crítico (d) no es viable para explicar la energía
oscura, pues la densidad de energía decae al igual que el �uido barotrópico ρ. Finalmente,
si la λ fuese dinámica tal que, para tiempos cercanos satisfaga λ2 < 2, entonces tendríamos
una transición de fase del régimen en donde la energía del campo escalar decae como el �uido
barotrópico y se aproxima al punto (c) que corresponde a un universo acelerado y dominado
por φ, sin embargo esto recae en la necesidad de considerar λ diferente a una constante. Esta
discusión y la discusión del caso con λ no constante se encuentra en [85], otros ejemplos del
estudio de sistemas dinámicos en Relatividad General con un campo escalar se encuentran en
[86].

5.3. Teoría de Brans-Dicke

5.3.1. Sistema dinámico con un potencial arbitrario V (φ)

Existen varios trabajos los cuales hacen un análisis de sistemas dinámicos para la cosmología
en la teoría de Brans-Dicke [86] [87][88], entre muchos otros. En esta subsección abordaremos la
discusión hecha en [89] en la cual se construye el sistema dinámico para un potencial arbitrario
V (φ) y posteriormente se analizará el caso particular de un potencial cuadrático. Considerando
el caso plano de la métrica FLRW, las ecuaciones de Friedmann en la teoría de Brans-Dicke
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son

H2 =
8π

3φ
ρ+

ω

6

(
φ̇

φ

)2

−H φ̇

φ
+
V (φ)

6φ
, (340)

Ḣ = − 8π

(2ω + 3)φ
[(ω + 2)ρ+ ωP ]− ω

2

(
φ̇

φ

)2

+ 2H
φ̇

φ
+

1

2(2ω + 3)φ
[φV ′(φ)− 2V (φ)] , (341)

y la ecuación tipo Klein-Gordon para el campo escalar es

φ̈+ 3Hφ̇ =
1

2ω + 3
[8π (ρ− 3P )− φV ′(φ) + 2V (φ)] . (342)

Así, se de�nen las variables dinámicas como

x ≡ φ̇

φH
, y ≡

√
V (φ)

6φ

1

H
, λ ≡ −φV

′(φ)

V (φ)
, (343)

en donde la prima denota la derivada respecto al campo escalar.
Con esto, la ecuación (340) queda dada por

8πρ

3φH2
− x+

ω

6
x2 + y2 = 1, (344)

la cual constituye una constricción para las variables dinámicas.
Al reescribir la ecuación (341) en términos de las variables dinámicas, esta nos queda dada

por

Ḣ

H2
= 2x− ω

2
x2 − 3

3 + 2ω
y2(2 + λ)− 3(1 + x− ω

6
x2 − y2)

2 + ωγ

3 + 2ω
, (345)

en donde se ha considerado un �uido barotrópico con ecuación de estado P = (γ− 1)ρ. De esta
forma, el sistema dinámico que describe la evolución cosmológica en la teoría de Brans-Dicke
con un campo escalar V (φ) y un �uido barotrópico tiene la forma

dx

dN
= −3x− x2 − x Ḣ

H2
+

6

3 + 2ω
y2(2 + λ) + 3

(
1 + x− ω

6
x2 − y2

) 4− 3γ

3 + 2ω
, (346)

dy

dN
= −y

(
1

2
x(1 + λ) +

Ḣ

H2

)
, (347)

dλ

dN
= xλ (1− λ(Ξ− 1)) , (348)

tal que

Ξ =
V ′′(φ)V (φ)

V ′(φ)2
. (349)

Con lo cual, para poder obtener los puntos críticos del sistema y analizar su estabilidad,
debemos de dar una forma especí�ca al parámetro Ξ, que se traduce en dar una forma particular
al potencial V (φ). Al proponer un potencial de en forma de ley de potencias V (φ) = V0φ

n,
al analizar la ecuación (345), se puede observar que solamente los valores n = 1, 2 pueden
reproducir una expansión tipo de Sitter. Más aún, el caso lineal n = 1 toma valores �nitos en
el marco de Einstein, mientras que en el marco de Jordan es del tipo Taquión, mientras que el
caso cuadrático n = 2 es el único que permite al campo φ tomar un rango in�nito en ambos
marcos [89].
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5.3.2. V (φ) = V0φ
2

Consideremos entonces un potencial de la forma V (φ) = V0φ
2. Por lo cual, de acuerdo a

(343), λ = −2, de esta forma el sistema dinámico se reduce a dos dimensiones. Por lo tanto, el
sistema dinámico para un potencial cuadrático está dado por

dx

dN
= −3x

(
1 + x− ω

6
x2 −

[
1 + x− ω

6
x2 − y2

] 2 + ωγ

3 + 2ω

)
+ 3

(
1 + x− ω

6
x2 − y2

) 4− 3γ

3 + 2ω
,

(350)
dy

dN
= 3y

(
−x

2
+
ω

6
x2 +

[
1 + x− ω

6
x2 − y2

] 2 + ωγ

3 + 2ω

)
. (351)

Con lo cual, al buscar puntos que satisfagan (x′, y′) = (0, 0), los puntos críticos son

Nombre x y µ1 µ2

A
3±
√

3(3+2ω)

ω
0 3(2− γ) + x 3 + 3

2
x

B 1−3ω
1+ω(2−γ)

0 −3
2
(2− γ)− x

2
3γ
2

+ x

C 0 ±1 −3 −3γ

D −3
2
γ ±

√
8−3γ+3ω(1−(γ−1)2)

8
−3

8
(4− 3γ) +

√
∆
2
−3

8
(4− 3γ)−

√
∆
2

Tabla 2: Tabla con los puntos críticos del sistema (350)-(351), y con los eigenvalores de la matriz
de estabilidad evaluada en esos puntos, tal que ∆ = 9

16
(4− 3γ)2 + 36(yD)2γ, donde yD

es el valor de la variable D del punto crítico D.

Un muy extenso análisis de la estabilidad de los puntos críticos de la tabla 2, junto con su
implicación en los parámetros cosmológicos y soluciones en una vecindad de ellos, se encuentra
en [89], por lo que aquí veremos un poco más a detalle uno de ellos el cual tiene importancia
cosmológica.
El punto crítico C2 que está dado por x = 0, y = 1, es un punto crítico estable para cualquier

�uido barotrópico más allá de un �uido tipo fantasma, es decir, con γ > 0.
En este punto, podemos observar que Ḣ

H2 = 0, con lo cual H = H0, y por lo tanto el factor
de escala es

a(t) = eH0(t−t0), (352)

el cual corresponde a un universo tipo de Sitter. Así, esto muestra que la teoría de Brans-Dicke
nos provee de un punto crítico el cual a tiempo tardío nos da un universo en expansión acelerada
tipo de Sitter, independientemente de las condiciones iniciales.
Más aún, al considerar las soluciones linealizadas cercanas a este punto crítico 13, encontramos

que el factor de Hubble toma la forma(
H(a)

H0

)2

≈ 1− ΩDM,0 − ΩM,0 + ΩDM,0a
−3 + ΩM,0a

−3γ, (353)

13Las soluciones linealizadas están basadas en el Teorema de Hartmann-Grobmann que se puede encontrar en
[90] entre otras fuentes y el cual más adelante abordaremos.
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en donde

ΩDM,0 = −4

3

(
∆x+

1

3 + 2ω

4− 3γ

γ − 1
Ωm,i

)(
1

a
(i)
3

)−3

, (354)

ΩM,0 =

(
1 +

1

3 + 2ω

(4− 3γ)(1 + 3γ)

3γ(γ − 1)

)
Ωm,0, (355)

tal que a(i)
3 es una condición inicial, H0 = H(a0) con a0 = 1, ∆x = x

(i)
3 otra condición inicial,

y Ωm,0 la cantidad de materia al día de hoy. De esta forma, en la solución linealizada, la
constricción del sistema (344) nos queda

Ωm,0 ≈ (∆x− 2∆y)

(
1

a
(i)
3

)−3γ

= Ωm,i

(
1

a
(i)
3

)−3γ

, (356)

tal que ∆y = y
(i)
3 − 1 y Ωm,i son condiciones iniciales.

Por lo cual, el parámetro de Hubble (353) representa una solución cerca al atractor tipo de
Sitter, la cual se asemeja al parámetro de Hubble del modelo ΛCDM en donde el parámetro
ΩDM,0 juega el papel del parámetro de densidad de la materia oscura. Si se considera un γ = 0
nos llevaría a un caso en el que tenemos un sistema inestable, y el caso con γ = 1 nos llevaría
a una degeneración de los puntos críticos en el que ambos eigenvalores adquieren el mismo
valor, con lo cual en el parámetro de Hubble linealizado aparecería términos proporcionales a
un logaritmo natural [89].
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Figura 3: Grá�ca del espacio fase del sistema dinámico (350)-(351) para distintos valores del
parámetro de Brans-Dicke, y para un �uido barotrópico no relativista.
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5.4. Teorías f(R)

Existen diversos trabajos en donde se usa análisis de sistemas dinámicos en teorías f(R), por
ejemplo en [91][92][93][94] entre muchos otros, por lo que aquí expondremos el análisis hecho
en [95] en el cual consideraremos una curvatura k arbitraria en la métrica FLRW.
Primero, se de�nen los siguientes parámetros

q =
Ḣ

H2
, j =

Ḧ

H2
− Ḣ2

H3
, (357)

con los cuales se pueden de�nir las variables dinámicas

R ≡ R

6H2
, K ≡ k

a2H2
, Ω =

ρ

3H2fR
, (358)

J =
j

4
, Q =

3

2
q, A = R0H

2,

con R0 > 0 tal que RR0 es adimensional. La primera ecuación de Friedmann(146) y la forma
explícita del escalar de Ricci (37) quedan dadas en términos de las variables dinámicas por

1 = Ω−K + R−X −
[(

1 +
Q
9

)
Q− R

2
+ J + 1

]
Y, (359)

R = K +
2

3
Q + 2, (360)

en donde

X =
f

6H2fR
, Y =

24H2fRR
fR

. (361)

Con base en las ecuaciones (359) y (360), vemos que las variables J y Q no son independientes,
con lo cual el sistema dinámico está de�nido solamente en términos de las variables dinámicas
independientes R, K, A y Ω. Por lo cual, las ecuaciones de Friedmann (146), (150) pueden ser
reescritas en forma de sistema dinámico como

dR
dN

= 2R(K− R + 2)− 4

Y
(X + K− R− Ω + 1), (362)

dK
dN

= 2K(K− R + 1), (363)

dA
dN

= −2A(2 + K− R), (364)

dΩ

dN
= Ω(2− 3ω +X + 3K− 3R− Ω). (365)

Observemos que para poder cerrar el sistema, debemos expresar a los parámetros X e Y
en términos de las variables dinámicas, lo cual dependerá de la forma de la función f(R) a
considerar. Para el caso de una función de la forma f(R) = R+ αRn, los parámetros X, Y , de
acuerdo a (361), quedan dados por

X =
R
n

+
(n− 1)AR2

n(AR + αn6n−1AnRn)
, (366)

Y =
4(n− 1)

R

[
1− AR

AR + αn6n−1AnRn

]
, (367)
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con lo cual, el sistema dinámico (362) - (365) quedado dado por

dR
dN

=
R [n(2n− 3)K− (2n2 + 3n+ 1)R + nΩ + 4n2 − 5n]

n(n− 1)
− K− Ω + 1

6n−1α(n− 1)nAn−1Rn−2
,

(368)
dK
dN

= 2K(K− R + 1), (369)

dA
dN

= −2A(2 + K− R), (370)

dΩ

dN
= Ω

[
3K +

(
1

n
− 3

)
R− Ω + 2− 3ω − (n− 1)AR2

n(AR + αn6n−1AnRn)

]
. (371)

Una vez tenemos el sistema dinámico, podemos encontrar sus puntos críticos. Para el sistema
(368) - (371), los puntos críticos están dados en la tabla 3.

Punto {R,K,Ω,A} Existencia
A {0,−1, 0, 0} n < 1/2

B {0,−1,−1− 3ω, 0} n < 1/2

C {n(1− n), 2(n− 1)n− 1, 0, 0} n < 1

D {0, 0, 2− 3ω, 0} n < 1/2

E {0, 0, 0, 0} n < 1/2

F { (5−4n)n
4n2−6n+2

, 0, 0, 0} n < 1

G {3−4n+3ω
4n

, 0, 6n2ω+8n2−9nω−13n+3ω+3
2n2 , 0} n < 1

H {2, 0, 0, 12 1−n
√
α(n− 2)} α(n− 2) > 0

Tabla 3: Puntos críticos del sistema (368) - (371).

Los puntos críticos A - G son los mismo puntos críticos que se obtienen al proponer f(R) =
Rn, y esto se puede entender pensando que en las regiones cercanas a A = 0 la función f ∝ Rn,
por lo cual estos puntos aparecen en ambas teorías. Con los puntos críticos obtenidos, podemos
ver en qué valores del parámetro n son estables, tomando el caso ω = 0 para hacer más fáciles
los cálculos, e incluso obtener una solución al factor de escalar cerca a estos puntos.

1. Los puntos A, B y C son puntos silla para n < 1
2
(1−
√

3), 1
2
(1−
√

3) < n < 0 , 0 < n, n1 y
n1 < n < 1/2, en donde n1 es la solución real más pequeña de 256n3−608n2 +417n−81 =
0. El punto C es también punto silla para 1/2 < n < 1. Cerca de estos puntos el factor
de escala está dado de manera implícita por

H =
ȧ

a
=
H1

a
+ a1/2

[
H2 sin

(
1

2

√
3 log a

)
+H3 cos

(
1

2

√
3 log a

)]
, (372)

con H1, H2, H3 constantes.
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2. Los puntos D y E son igualmente puntos silla para n < 1
2
(1−

√
3), 1

2
(1−

√
3) < n < 0 ,

0 < n, n1 y n1 < n < 1/2, con la diferencia de que el factor de escala cerca a estos puntos
es

H =
ȧ

a
=
H1

a2
+ a

[
H2 sin

(√
3 log a

)
+H3 cos

(√
3 log a

)]
. (373)

3. Los puntos F y G son también puntos silla para n < 1
2
(1 −

√
3), 1

2
(1 −

√
3) < n < 0 ,

0 < n, n1, n1 < n < 1/2 y 1/2 < n < 1. Cerca del punto F el factor de escala toma la
forma

a = a0(t− t0)
(1−n)(1−2n)

n−2 , (374)

mientras que para el punto G toma la forma

a = a0(t− t0)
2n

3(ω+1) . (375)

Finalmente, el punto crítico H es de particular importancia. Es silla para α − 2,−1 y n =
−2,−1, atractor para α = 1 y n = −2, n = 1 y silla de nuevo para α = 2 y n = 3/2, 5/2. En
este punto el factor de escala está dado por

a(t) = a0exp

{√
4H2H0 −H2

1

2H2

tan

[
1

2
(t− t0)

√
4H2H0 −H2

1

]
− H1

2H2

}
, (376)

el cual podemos analizar por partes. Si 4H0H2−H2
1 > 0 el factor de escalar es monótonamente

creciente con dos puntos de in�exión

t = t∗1,2 = t0 ±
arcsin

(
−
√

4H0H2−H2
1

3H2

)
√

4H0H2 −H2
1

+ 2kπ, (377)

además de mostrar una discontinuidad en

t =
−
t = t0 −

π√
4H0H2 −H2

1

+ kπ, (378)

con k ∈ N. De acuerdo a [95], cuando el tiempo se acerca a la discontinuidad por la derecha
t→

−
t+ el factor de escala crece exponencialmente, mientras que cuando se acerca a t∗1 cambia a

una expansión desacelerada. Después de pasar el valor t∗2, la expansión desacelerada es seguida
por otra vez una expansión acelerada.
Observemos que cuando H1,2 = 0 la solución es simplemente un universo tipo de Sitter, lo

cual muestra que las teorías f(R) proveen una solución tipo de Sitter.
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Figura 4: Grá�ca del espacio fase del sistema (368) - (361) en la subvariedad invariante Ω = 0,
K = 0 con n = 1/4 y α = −10 [95].

5.5. Gravedad f(T )

En esta subsección discutiremos el procedimiento hecho en [96] para el análisis dinámico de
teorías f(T ) en gravedad teleparalela. Gravedad f(T ) es el caso particular en el que f(T,B) =
f(T ), tal que las ecuaciones de Friedmann para el caso plano están dadas por (298) y (299). Al
hacer el mapeo f(T ) −→ T + f(T ) estas ecuaciones se pueden reescribir como

H2 =
κρ

3
− 2H2fT −

1

6
fT , (379)(

H2
)′

=
2κP + 6H2 + f + 12H2fT

24H2fTT − 2− 2fT
, (380)

en donde la prima denota la derivada respecto a N = ln a.
Consideremos el caso de un universo compuesto por materia no relativista y radiación, es

decir, tal que

ρ = ρm + ρr, P =
1

3
ρr. (381)

De esta forma, a partir de las ecuaciones (379) y (380), podemos de�nir un �uido efectivo que
juegue el papel de una energía oscura efectiva, tal que su densidad de energía y ecuación de
estado están dadas por

ρe� =
1

2κ
(−f + 2TfT ) , (382)

ωe� = −
f/T − fT + 2TfTT + 1

3
κρr
3H2 (fT + 2TfTT )

(1 + fT + 2TfTT )(f/T − 2fT )
. (383)

Así, de�nimos las variables dinámicas del sistema como

x ≡ − f

6H2
, y ≡ TfT

3H2
, z ≡ Ωr ≡

κρr
3H2

, (384)
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en donde recordamos que al usar la signatura (+,−,−,−) el escalar de torsión es T = −6H2.
Por lo cual, usando las variables (384), podemos escribir el sistema de ecuaciones (379) - (380)
en forma de sistema dinámico como

dx

dN
= −(2x+ y)

z + 3− 3x− 3y

2my − 2 + y
, (385)

dy

dN
= 2my

z + 3− 3x− 3y

2my − 2 + y
, (386)

dz

dN
= −4z − 2z

z + 3− 3x− 3y

2my − 2 + y
, (387)

en donde se ha de�nido el parámetro

m ≡ TfTT
fT

. (388)

Vemos que para cerrar el sistema, debemos poder escribir al parámetro m en términos de
las variables dinámicas. En general, si de�nimos r ≡ −2TfT

f
= y

x
, es posible escribir a T

como función de r, con lo cual, para ciertos modelos de f(T ), el parámetro m queda dado en
términos de las variables dinámicas del sistema con una clara dependencia en r, por ejemplo,
el caso f(T ) = α [(−T )p − β]q nos da m(r) = (1− q)r/2q + p− 1. Con las variables dinámicas
(384) podemos reescribir a la densidad de energía y a la ecuación de estado de la energía oscura
efectiva (382) y (383) como

Ωe� = x+ y + z = 1− Ωm, (389)

ωe� = − x+ y/2−my
(1− y/2−my)(x+ y)

, (390)

en donde Ωm = κρm
3H2 .

Al exigir que el sistema dinámico (385) - (387) satisfaga (x′, y′, z′) = (0, 0, 0), encontramos
que existen dos puntos críticos y una línea recta de puntos críticos en el espacio fase, los cuales
son

1. Punto A: x = 0, y = 0, z = 1.

2. Punto B: x = 0, y = 0, z = 0.

3. Línea C: x = 1− y, z = 0.

En el punto A, tenemos que

Ωr = 1, (391)

el cual corresponde a un universo dominado por radiación. Al calcular la matriz de estabilidad
del sistema (385) - (387) en el punto crítico A, obtenemos que los eigenvalores son

µ1 = 1, µ2,3 = 2
(

2−m±
√

1 + 2m+m2 +m′
)
, (392)

con m′ = dm
dr
. vemos que dado que el eigenvalor µ1 es positivo, este punto es a lo más silla o

inestable, es decir, nunca es un punto estable.
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En el punto B tenemos que

Ωm = 1, (393)

es decir, corresponde a un universo dominado por materia no relativista. Los eigenvalores de la
matriz de estabilidad asociados a este punto son

µ1 = −1, µ2,3 = 2− 2m± 2
√

1 + 2m+m2 − 2m′. (394)

Este último caso nos sirve para distinguir modelos cosmológicamente viables de f(T ), en par-
ticular aquellos puntos que le asocien un valor a m tal que alguno de los eigenvalores µ2,3 sea
positivo, haciendo así que el punto B sea silla lo que permite al universo salir de el estado
dominado por materia no relativista.
Finalmente, en la línea C tenemos que

Ωm = Ωr = 0, y ωe� = −1, (395)

y al sustituir en (380) obtenemos que (
H2
)′

= 0. (396)

Por lo tanto, la línea de puntos críticos C corresponde a un universo tipo de Sitter, es decir, un
universo dominado por la energía oscura efectiva. En esta línea de puntos, los eigenvalores de
la matriz de estabilidad son

µ1 = −4, µ2 = 0, µ3 = −3. (397)

De acuerdo a [96], cada punto en esta línea de puntos críticos es estable, por lo cual, se
observa que para una forma dada de f(T ), el universo entre a una fase de aceleración tipo de
Sitter.
Al considerar en particular un modelo tipo ley de potencias f(T ) = α(−T )n, con α y n 6= 1

parámetros de la teoría, la línea C nos implica que el parámetro de Hubble no es constante, en
particular, corresponde justamente a una expansión tipo de Sitter [96]. Por otro lado, para este
modelo en particular tenemos que el parámetro m toma la forma m = −1 + n con m′ = 0, y
así, los eigenvalores del punto crítico B son

µ1 = −1, µ2 = 2, µ3 = −2n, (398)

lo cual implica, para el caso n > 0, que el punto B es siempre inestable, por lo cual, el modelo
tipo ley de potencias con n > 0 y n 6= 1, permite al universo puede evolucionar de una época
de dominación de radiación, a una época de dominación de materia no relativista y entrar
�nalmente a una época de expansión tipo de Sitter [96].
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m = 1, y = 0

Figura 5: Grá�ca del espacio fase del sistema dinámico (385) - (387) con un corte en y = 0 para
el caso f(T ) = α(−T )n con n = 2 que corresponde a m = 1.

Existen otros trabajos relacionados al uso de sistemas dinámicos en gravedad f(T ), por
ejemplo, en [97] se analizan los puntos no hiperbólicos usando teoría de variedad centro, en [98]
se hizo un análisis de sistemas dinámicos para constreñir los modelos cosmológicamente viables
de f(T ) en forma de ley de potencias, etcétera.

5.6. Gravedad f(T,B)

5.6.1. Construcción del sistema dinámico

A diferencia de los caso anteriores, en esta subsección abordaremos a detalle la discusión
sobre sistemas dinámicos en gravedad f(T,B) presentado por primera vez en nuestro reciente
artículo [99].
Comenzamos recordando que las ecuaciones de Friedmann en gravedad f(T,B) están dadas

por

3H2 = κ (ρ+ ρe�) , (399)

3H2 + 2Ḣ = −κ(P + Pe�), (400)

en donde la presión y densidad de energía del �uido efectivo están de�nidas como

κρe� = 3H2(3fB + 2fT )− 3HḟB + 3ḢfB −
1

2
f, (401)

κPe� =
1

2
f −

(
3H2 + Ḣ

)
(3fB + 2fT )− 2HḟT + f̈B, (402)

tal que satisfacen

ρ̇e� + 3H (ρe� + Pe�) = 0, (403)

con una ecuación de estado dada por

ωe� =
Pe�
ρe�

= −1 +
f̈B − 3HḟB − 2ḢfT − 2HḟT

3H2(3fB + 2fT )− 3HḟB + 3ḢfB − 1
2
f
. (404)
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Al introducir el cambio de variable N = ln a, las ecuaciones (399) y (400) quedan dadas como

Ω + Ωe� = 1, (405)

3 + 2

(
H ′

H

)
= −3ωΩ − 3f

6H2
+ 9fB + 6fT + 3

(
H ′

H

)
fB + 2

(
H ′

H

)
fT + 2f ′T (406)

−
(
H ′

H

)
f ′B − f ′′B,

en donde

Ω =
κρ

3H2
, (407)

Ωe� = 3fB + 2fT − f ′B −
f

6H2
+

(
H ′

H

)
fB, (408)

y tal que P = ωρ. En general, podemos hacer el análisis para un universo con algún �uido
con ecuación de estado arbitraria, sin embargo, si queremos estudiar la aceleración tardía del
universo, consideramos que ρ es la densidad de energía de materia no relativista y de materia
oscura fría ρ = ρm + ρDM, con esto, consideramos la ecuación de estado ω = 0 que nos sirve
para modelar ambos �uidos de acuerdo a las observaciones [100], con lo cual el término −3ωΩ
en la ecuación (406) es cero.
Por otro lado, al calcular de manera explícita la ecuación (403) en términos del parámetro

N = ln a, obtenemos que

6

(
H ′

H

)
fB + 2

(
H ′

H

)
fT +

(
H ′2

H2
+
H ′′

H

)
fB −

f ′

6H2
= 0. (409)

Ahora, con el �n de construir un sistema dinámico que sea autónomo, siguiendo un razona-
miento similar a [91] y [94], introducimos el parámetro

λ =
Ḧ

H3
=
H ′2

H2
+
H ′′

H
. (410)

El parámetro (410) es en general dependiente de la variable N , sin embargo, de acuerdo a
[91] y [94], el caso en que λ = constante es cosmológicamente viable pues casos importantes
como dominación de materia λ = 9/2, universos tipo de Sitter y cuasi de Sitter λ = 0, etc, se
recuperan. Es por ello que se considerará a λ como constante a lo largo de esta discusión.
Por lo tanto, de�nimos las variables dinámicas del sistema como

x ≡ fB, y ≡ f ′B, z ≡ H ′

H
=

Ḣ

H2
, w ≡ − f

6H2
, (411)

tal que la ecuación (405) queda dada por

Ω + 3x+ 2fT − y + w + zx = 1, (412)

la cual constituye la constricción del sistema, y tal que el sistema dinámico queda dado por

z′ = λ− 2z2, (413)
x′ = y, (414)
w′ =− 6zx− 2zfT − λx− 2zw , (415)
y′ =3w + (9 + 3z)x+ fT (6 + 2z) + 2f ′T − zy

− 3− 2z , (416)
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en donde la prima denota la derivada respecto a N . Observemos que para cerrar totalmente el
sistema es necesario escribir a fT ya sea como una variable autónoma, encontrar su derivada
con respecto a N y escribir esa derivada en términos de las otras variables del sistema, o no
considerarla como variable dinámica independiente y escribirla en términos de las variables
x, y, z, w ya de�nidas. Esto último es posible considerando un modelo especí�co de f(T,B),
en particular, de acuerdo a [82] existen ciertos modelos de f(T,B) que son cosmológicamente
viables, entre ellos, discutiremos el análisis dinámico para el modelo de expansión de Taylor, el
modelo de ley de potencias y el modelo de ley de potencias mixtas.
Antes de proceder a analizar detalladamente esos casos, observemos que las ecuaciones (413)

y (414) son independientes de la forma que elijamos de f(T,B), por lo cual, al imponer que
(x′, y′, z′, w′) = (0, 0, 0, 0) siempre obtendremos las soluciones

z = ±
√
λ

2
, y = 0, (417)

mientras que los resultados para w′ = 0 y y′ = 0 sí dependen de la forma en particular de
f(T,B).
Por otro lado, al calcular la matriz de estabilidad M =

(
∂fi
∂xj

)
con f1 = λ − 2z2, f2 = y,

f3 = −6zx− 2zfT − λx− 2zw y f4 = 3w + (9 + 3z)x+ fT (6 + 2z) + 2f ′T − zy − 3− 2z, vemos
que

∂f1

∂xj
= −4zδ1

j ,
∂f2

∂xj
= δ4

j , (418)

con lo cual, para cualquier modelo de f(T,B), la matriz de estabilidad tiene la forma

M =


−4z 0 0 0

0 0 0 1
∂1f3 ∂2f3 ∂3f3 ∂4f3

∂1f4 ∂2f4 ∂3f4 ∂4f4

 , (419)

por lo que, a la hora de calcular el determinante det(M− λI) = 0 y expandir por cofactores
respecto a la primera �la, vemos que diagonalizar la matriz es equivalente a diagonalizar

M′ =


−4z 0 0 0

0 0 0 1
0 ∂2f3 ∂3f3 ∂4f3

0 ∂2f4 ∂3f4 ∂4f4

 , (420)

la cual llamaremos la matriz de estabilidad reducida de la cual vemos directamente que, de
acuerdo a (417), uno de los eigenvalores siempre es µ1 = ∓2

√
2
√
λ.

5.6.2. Modelo de expansión en Taylor

En [101] se presentó un modelo particular de f(T,B) basado en una expansión en series de
Taylor

f(T,B) = f(T0, B0) + fT (T0, B0)(T − T0) + fB(T0, B0)(B −B0) +
1

2!
fTT (T0, B0)(T − T0)2

+
1

2!
fBB(T0, B0)(B −B0)2 + fTB(T0, B0)(T − T0)(B −B0) +O(T 3, B3) , (421)
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la cual, al considerar T0 = B0 = 0, puede reescribirse como

f(T,B) ' A0 + A1T + A2T
2 + A3B

2 + A4TB , (422)

tomando los término lineales del término de frontera iguales a cero [101]. Con base en (422),
observamos que cuando T = 0 = B f(0, 0) = A0 lo cual, en la acción (272) corresponde a intro-
ducir un constante cosmológica A0 ≈ Λ, por lo que, al hacer A0 = 0 estaríamos considerando
una expansión acelerada ocasionada solamente por los términos extra de T y B. Por lo cual,
�jando A0 = 0, obtenemos que

fT = −(3 + z)x− 2w − A1. (423)

Al introducir (423) en (415) y (416), se obtiene que los puntos críticos del sistema están
dados por 14

w = −A1 , x =
A1 − 1

3±
√

λ
2

. (424)

Por lo cual, los eigenvalores de la matriz de estabilidad reducida en estos puntos críticos están
dados por

µ1 = −3∓
√
λ

2
, µ2 = −3∓ 2

√
λ

2
,

µ3 = ∓4

√
λ

2
, µ4 = ±2

√
λ

2
. (425)

Al evaluar la constricción (412) en los puntos críticos se obtiene que Ω = 0. Por otro lado,
vemos de (425) que para el caso de puntos hiperbólicos Re(µ3) = −Re(µ4) 6= 0, lo cual implica
que todos los puntos críticos del sistema dinámico (413) - (416) son puntos silla, jamás son
estables. En la �gura 6 mostramos grá�cas dos dimensionales del espacio fase del sistema
dinámico cuatro dimensional tomando distintos cortes.

5.6.3. Ley de potencias

Si consideramos una forma de f(T,B) en forma de ley de potencias separadas tanto para la
torsión como para el término de frontera obtenemos que [83]

f(T,B) = b0B
k + t0T

m. (426)

De acuerdo a [102] este modelo tiene la particularidad de reproducir una aceleración tardía
cuando m < 0, mientras que si m > 0 hay un impacto relacionado con el universo temprano,
esto cuando despreciamos el término de frontera, es decir, en gravedad f(T ) = t0T

m, por lo que
a la hora de tomar en cuenta al término de frontera, podemos analizar este sistema y mostrar
qué tipo de evolución cosmológica nos da este modelo de f(T,B). De esta forma, obtenemos
que

fT = −mw − m

k
(3 + z)x, (427)

14De ahora en adelante, al reportar los puntos críticos escribermos solamente los valores para w y x pues de
acuerdo a (417), siempre tendremos los mismos valores para z = ±

√
λ/2 y y = 0.
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Figura 6: Grá�cas dos dimensionales del espacio fase del sistema dinámico (413) - (415). Las
�echas representan la dirección del campo de velocidades y las trayectorias de estas
muestran la estabilidad de los puntos críticos.
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con lo cual, los puntos críticos están dados por

w =
k −m
m(1− k)

, x = − k
m

(m− 1

k − 1

) 1

3±
√

λ
2

. (428)

Al evaluar la constricción (412) en estos puntos críticos, se obtiene que Ω = 0, por lo que el

universo está dominado por el �uido efectivo. Por otro lado, dado que z = ±
√

λ
2
tenemos dos

ramas de soluciones, la solución con signo positivo y la solución con signo negativo. Para este
modelo, el análisis de estabilidad es conveniente hacerlo por separada para la rama positiva de
soluciones y la rama negativa de soluciones.

Rama positiva: Para el caso con z =
√

λ
2
, los eigenvalores de la matriz estabilidad en este

punto crítico son

µ1 = −
√

2
√
λ− 3 , (429)

µ2 = −2
√

2
√
λ , (430)

µ3 = − 1

4k

(√
α− β + γ + k

(√
2
√
λ(1− 2m)− 6

)
+ 2

(√
2
√
λ+ 6

)
m
)
, (431)

µ4 =
1

4k

(√
α− β + γ + k

(√
2
√
λ(2m− 1) + 6

)
− 2

(√
2
√
λ+ 6

)
m
)
, (432)

en donde

α = 2k2
(
λ(2m+ 1)2 + 6

√
2
√
λ(6m− 1) + 18

)
, (433)

β = 8km
(
λ+ 6

√
2
√
λ(m+ 1) + 2λm+ 18

)
, (434)

γ = 8
(
λ+ 6

√
2
√
λ+ 18

)
m2 . (435)

Dado que Re(µ1) < 0 los puntos críticos para esta rama son atractores o puntos sillas, sin
embargo, primero debemos observar los casos en que el punto crítico es un punto no hiperbólico,
es decir, en que casos Re(µ3) = 0 y en casos Re(µ4) = 0.

Para el caso en que Re(µ3) = 0 obtenemos las siguientes regiones para los parámetros
libres k,m, λ 15

1.

k = 1 ∧ 0 < m <
1

2
∧ 0 < λ < 72m2 − 72m+ 18 , (436)

2.

0 < m <
1

2
∧ 2m < k ≤ 1 ∧ λ =

18(k − 2m)2

(−2km+ k + 2m)2
, (437)

Para el caso Re(ω4) = 0 los parámetros libres deben de estar en las siguientes regiones:

15Aquí, usamos los operadores lógicos ∨ como �O� y usamos ∧ como �Y�.
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1.

k = 1 ∧
[(

0 < m <
1

2
∧ λ > 72m2 − 72m+ 18

)
∨
(
m ≥ 1

2
∧ λ > 0

)]
, (438)

2.

0 < m <
1

2
∧ 2m < k ≤ 1 ∧ λ =

18(k − 2m)2

(−2km+ k + 2m)2
. (439)

Finalmente, el caso en que el punto es atractor está dado por las regiones:

1.

0 < m ≤ 1

2
∧ 0 < k < 1 ∧ λ > 18 , (440)

2.

m >
1

2
∧ 0 < k < 1 ∧ λ > 0 , (441)

y entonces las regiones en que es punto silla quedan determinadas indirectamente como
las regiones complemento a las anteriormente descritas.

De acuerdo a [82], este modelo debe seguir una serie de propiedades que deben ser rescatables
del análisis dinámico, estas son

Si m > k la ecuación de estado efectiva es ωe� < −1/3.

Si m < k entonces se debe recuperar ΛCDM.

Si b0 6= t0 entonces tenemos que la ecuación de estado cruza varias línea ωe� = −1.

Finalmente debe de recuperarse una aceleración tardía tipo ΛCDM.

Sin embargo, dado que en nuestro análisis de sistema dinámico, el parámetro λ está intrínse-
camente relacionado con la forma que tenga el parámetro de Hubble, entonces estas condiciones
se traducen en poder recuperarlas para ciertas combinaciones de λ, k y m dadas del análisis de
estabilidad.

Rama negativa: Para el caso z = −
√

λ
2
, los eigenvalores de la matriz de estabilidad para

este punto crítico están dados por

µ1 =
√

2
√
λ− 3 , (442)

µ2 = 2
√

2
√
λ , (443)

µ3 =
1

4k

(
−
√
γk2

4m2
+ η

)
+ ζ , (444)

µ4 =
1

4k

(√
γk2

4m2
+ η

)
+ ζ . (445)
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con

ζ =
1

4k

(
k
(√

2
√
λ(1− 2m) + 6

)
+ 2

(√
2
√
λ− 6

)
m
)
, (446)

η =8m2
(
λ(k − 1)2 + 6

√
2
√
λ(k − 1) + 18

)
− 8mk

(
3
√

2
√
λ(3k − 2)− kλ+ λ+ 18

)
. (447)

Observemos que, con base en los eigenvalores µ1 y µ2, el punto crítico asociado a la rama
negativa corresponde a un escenario en donde el universo no se expande sino que se contrae,
y la contracción es acelerada si λ > 2, pero este representa un punto silla. Por otro lado, de
acuerdo a µ1, si 0 < λ < 9

2
el punto es hiperbólico y es un punto silla. Ahora, falta analizar

los casos en que aunque la parte real de los primeros dos eigenvalores sean positivos, algunos
de los últimos eigenvalores tenga signo negativo, para esto primero hay que ver en qué regiones
de los parámetros libres λ, k,m la parte real de alguno de los eigenvalores se haga cero, lo que
correspondería a un punto crítico no hiperbólico.

El caso en que Re(ω3) = 0 se satisface en las regiones:

1.

0 < m < 1 ∧
(
(0 < k < 1 ∧ λ = 18) ∨

(
k = 1 ∧ λ > 72m2 − 72m+ 18

)
∨ (k > 1 ∧ λ = 18)

)
,

(448)

2.

k = 1 ∧
[(
m ≥ 1 ∧ λ ≥ 72m2 − 72m+ 18

)
∨
(

3

4
< m < 1 ∧ λ = 72m2 − 72m+ 18

)]
,

(449)

3.

0 < k < 1 ∧
(
m ≥ 1 ∧ λ =

18(k − 2m)2

(−2km+ k + 2m)2

)
, (450)

4.

1 < k < 2 ∧
(

3k

2k + 2
< m ≤ 1 ∧ λ =

18(k − 2m)2

(−2km+ k + 2m)2

)
, (451)

5.

k = 2 ∧m = 1 ∧ 9

2
< λ ≤ 18 , (452)

6.

k > 2 ∧ 1 ≤ m <
3k

2k + 2
∧ λ =

18(k − 2m)2

(−2km+ k + 2m)2
, (453)

7.

k < 0 ∧
[
(m > 1 ∧ λ = 18) ∨

(
1 ≤ m ≤ 3

2
∧ λ =

18(k − 2m)2

(−2km+ k + 2m)2

)]
, (454)
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8.

m >
3

2
∧ − 2m

2m− 3
< k < 0 ∧ λ =

18(k − 2m)2

(−2km+ k + 2m)2
, (455)

La condición Re(ω4) = 0 se satisface si:

1.

k = 1 ∧ 3

4
< m ≤ 1 ∧ 9

2
< λ ≤ 72m2 − 72m+ 18 , (456)

2. [
m ≥ 1 ∧ 0 < k < 1 ∧

(
λ = 18 ∨ λ =

18(k − 2m)2

(−2km+ k + 2m)2

)]
∨
(
m > 1 ∧ k = 1 ∧ 9

2
< λ < 72m2 − 72m+ 18

)
∨ (k > 1 ∧ λ = 18) , (457)

3.

1 < k < 2 ∧
[(

3k

2k + 2
< m < 1 ∧ λ =

18(k − 2m)2

(−2km+ k + 2m)2

)
∨ (m = 1 ∧ λ = 18)

]
,

(458)

4.

k = 2 ∧m = 1 ∧ 9

2
< λ ≤ 18 , (459)

5.

k > 2 ∧
(

1 ≤ m <
3k

2k + 2
∧ λ =

18(k − 2m)2

(−2km+ k + 2m)2

)
, (460)

6.

k < 0 ∧
[
(0 < m < 1 ∧ λ = 18) ∨

(
1 ≤ m ≤ 3

2
∧ λ =

18(k − 2m)2

(−2km+ k + 2m)2

)]
,

(461)

7.

m >
3

2
∧ − 2m

2m− 3
< k < 0 ∧ λ =

18(k − 2m)2

(−2km+ k + 2m)2
. (462)

Ahora, el caso en que el punto crítico es un punto silla es tal que Re(ω3), Re(ω4) > 0, y
esto se satisface si
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1.

0 < m <
1

2
∧
[
(0 < k < 1 ∧ λ > 18) ∨

(
k > 1 ∧ 9

2
< λ < 18

)]
, (463)

2.

m =
1

2
∧
[
(0 < k < 1 ∧ λ > 18) ∨

(
k > 1 ∧ 9

2
< λ < 18

)]
, (464)

3.

1

2
< m < 1 ∧ 0 < k < 1 ∧ λ > 18 , (465)

4.

m ≥ 1 ∧
[(

0 < k <
2m

1 + 2m
∧ λ > 18

)
∨
(
k >

2m

1 + 2m
∧ λ > 18

)]
, (466)

5.

1 < m <
3

2
∧ k > − 2m

2m− 3
∧ 9

2
< λ <

18(k − 2m)2

(−2km+ k + 2m)2
, (467)

6.

k < 0 ∧
[(

0 < m < 1 ∧ 9

2
< λ < 18

)
∧
(
m > 1 ∧ 9

2
< λ <

18(k − 2m)2

(k + 2m− 2km)2

)]
.

(468)

En la �gura 7 mostramos grá�cas dos dimensionales del espacio fase del sistema dinámico (413)
- (416).

5.6.4. Ley de potencias mixtas

En lugar de proponer un modelo de ley de potencias para f(T,B) con la torsión y el término
de frontera separados, podemos proponer que estos estén acoplado de la siguiente forma [83]

f(T,B) = f0B
kTm, (469)

con f0, k,m constantes libres del sistema. El caso particular en que k = 0 = m hace que
f = constante lo que en la acción (272) jugaría el papel de una constante cosmológica con lo
cual se recupera el modelo de ΛCDM. Para este modelo tenemos que

fT = −mw. (470)

Sin embargo, a diferencia de los anteriores modelos, este tiene la particularidad de que

x = fB = kf0B
k−1Tm =

k

B
f =

k

6(3H2 + Ḣ)
f =

f

6H2

k

3 + Ḣ
H2

= − wk

3 + z
, (471)
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Figura 7: Grá�cas dos dimensionales del espacio fase del sistema dinámico (413) - (416) para el
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es decir, la variable dinámica x no es una variable independiente, y más aún, dado que y = x′,
con base en la ecuación (415), vemos que la variable y tampoco es una variable independiente
pues y = y(w, z). Por lo cual, el sistema dinámico cuatro dimensional con las variables di-
námicas se reduce a un sistema dinámico dos dimensional con z, w como variables dinámicas
independientes. Con lo cual, al reescribir al sistema dinámico tomando en cuenta las anteriores
observaciones, se obtiene el sistema dinámico dos dimensional:

z′ = λ− 2z2 , w′ = w

[
6z(k +m− 1) + λk + 2z2(m− 1)

3 + z

]
. (472)

Para el sistema dinámico (472) los puntos críticos hiperbólicos son

z = ±
√
λ

2
, and w = 0 . (473)

Para este modelo la matriz de estabilidad está dada por

M =

(
−4z 0
g(z, w) kλ

z+3
+ 6kz

z+3
+ 2mz − 2z

)
(474)

en donde g(z, w) es una función particular de z y w. De nueva cuenta, para analizar la estabilidad
de los puntos críticos, debemos de analizar por separado tanto la rama positiva como la rama
negativa.

Rama positiva: Para el caso z =
√

λ
2
los eigenvalores de la matriz de estabilidad son

µ1 = −2
√

2
√
λ , (475)

µ2 = (k +m− 1)
6
√

λ
2

+ λ

3 +
√

λ
2

. (476)

Dado que para obtener un parámetro de Hubble que no sea imaginario, hemos trabajado a
lo largo de la sección con λ > 0 implícitamente, con lo cual, los eigenvalores µ1 y µ2 son reales.
Por otro lado, dado que Re(µ1) < 0, entonces el punto crítico es o atractor o punto silla, en
particular, es atractor si k < 1 − m y silla k > 1 − m. El caso k = 1 − m corresponde a un
punto no hiperbólico.

Rama negativa: Para el caso z = −
√

λ
2
, lo eigenvalores de la matriz de estabilidad son

ω1 = 2
√

2
√
λ , (477)

ω2 = (k +m− 1)
−6
√

λ
2

+ λ

3−
√

λ
2

. (478)

Con lo cual vemos que el punto crítico es repulsor o silla, en particular, es repulsor si k < 1−m
y λ > 0, λ 6= 18 y es silla si k > 1−m con λ > 0 y λ 6= 18.
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Figura 8: Grá�cas del espacio fase del sistema dinámico para el modelo de potencias mixtas
(472) para distintos valores de λ,m, k.

5.6.5. Implicaciones cosmológicas

Al analizar el modelo de potencias mixtas se observa que los puntos críticos son silla, lo cual
nos permite descartar a nivel dinámico al modelo de expansión en Taylor pues no es capaz de
reproducir expansión acelerada como un atractor estable. Para los casos de ley de potencias
mixtas y ley de potencias separadas, vemos que es posible obtener expansión acelerada como
atractor estable. Más aún, si analizamos la ecuación de estado efectiva (404) en los puntos
críticos para cada uno de los modelos, se obtiene que para los modelos de expansión en Taylor
y ley de potencias, este toma la forma

ωe� = −1∓ 2

3

√
λ

2
, (479)

en donde observamos que para λ ≈ 0, ωe� ≈ −1, con lo cual, para valores cercanos a cero del
parámetro λ, pero no idénticamente igual a cero pues esto haría los puntos críticos sean no
hiperbólicos, ambos modelos pueden reproducir una ecuación de estado correspondiente a una
constante cosmológica y con lo cual ambos modelos imitarían un comportamiento tipo ΛCDM,
sin embargo el modelo de Taylor es inestable, en el sentido de punto silla, en este estado y
a cualquier perturbación de las condiciones iniciales el universo dejaría de estar en esta fase
de aceleración tipo ΛCDM, mientras que el modelo de potencias separadas sí permite que el
universo se mantenga en este estado a pesar de que existan pequeñas perturbaciones de las
condiciones iniciales pues es un atractor.
Por otro lado, para el modelo de potencias mixtas se tiene 16

ωe�
w → 0−−−→ −1∓ 2

3
(k +m)

√
λ

2
. (480)

La ecuación (480) recupera el caso estándar k = 0 = m mencionado anteriormente en donde
f = constante y por lo tanto el modelo es idéntico a Relatividad General con una constante
cosmológica, pues en ese caso ωe� = −1.
Por otro lado, al de�nir los parámetros cosmográ�cos, en particular el parámetro de desace-

leración q y el jerk j

q = − Ḣ

H2
− 1, j =

ä

aH3
, (481)

16Formalmente colocamos el límite con el �n de evitar una indeterminación tipo 0/0, sin embargo es posible
trabajar con la extensión continua de la ecuación de estado y colocar un signo de igualdad.
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es posible escribirlos en términos de la variable dinámica z evaluada en el punto crítico como

z = ±
√

λ
2
los cuales quedan dados por

q = −1∓
√
λ

2
, j = λ∓ 3

√
λ

2
+ 1, (482)

los cuales cuando λ ≈ 0 se aproximan a q ≈ −1 y j ≈ 1 cuyos valores son correspondientes a
ΛCDM.
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Figura 9: Grá�cas de los parámetros de desaceleración q y del jerk j para ambas ramas de

z = ±
√

λ
2
como función del parámetro λ.

En general, el análisis de la estabilidad de los puntos críticos en gravedad f(T,B) para los
distintos modelos cosmológicamente viables arriba descrito nos permite discriminar entre los
distintos modelos como vimos anteriormente, pues dependiendo del modelo es posible ver qué
tipo de universo nos da como estable, en particular, al comparar con las observaciones, solamente
dos de ellos de los tres analizados describen un universo como un universo en expansión acelerada
y estable lo cual permite enfocar futuros estudios en analizar principalmente los modelos de
leyes de potencias tanto mixtas como separadas pues son los únicos que nos dan la dinámica
requerida por las observaciones, sin embargo, para estudiar más a detalle y poder discriminar
más a profundidad un modelo de otro a partir de sistemas dinámicos, es necesario considerar
el caso de λ 6= constante, lo cual se puede hacer de diferentes formas, una de ellas es a través
del estudio de sistemas no autónomos, pues al no ser constante el parámetro λ tenemos una
dependencia explícita de N = ln a en el sistema dinámico, y otra es para el caso particular del
modelo de potencias mixtas, pues dada la degeneración de variables libres, es posible proponer
a λ como una variable dinámica extra y obtener su derivada respecto a N en términos de las
variables z, w, λ al usar la segunda ecuación de Friedmann. Finalmente, vale la pena observar
que los resultados basados en datos observacionales hechos en [82] muestran consistencia con los
resultados aquí obtenidos, pues por ejemplo señalan que una ecuación de estado tipo fantasma
ωe� < −1 se debe obtener para el modelo de potencias mixtas y modelos de potencias separadas
para los casos en que k < m o k > m lo cual está de acuerdo con el caso particular en que
k < 1−m < m conm > 1/2 para ciertos valores de λ el punto crítico asociado a estos modelos se
vuelve inestable, lo cual nos evita estos estados en la que la ecuación de estado efectiva modela
un �uido tipo fantasma, para el caso de Taylor, se encontró que cuando el corrimiento al rojo
se aproxima a uno, que corresponde con λ pequeños, pues a corrimientos al rojo cercanos a cero
entonces λ ≈ 0, cuando el término de frontera domina, la ecuación de estado ωe� se aproxima a
ΛCDM que corresponde a un universo acelerado, lo cual con cuerda con la ecuación (480). Sin
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embargo el análisis dinámico hecho muestra que, en el modelo de Taylor, el universo tendería
a salirse de este estado dado que no es un estado estable en este modelo.

5.6.6. Análisis con λ variable

Como veremos más adelante, en este análisis es posible ligar algunos resultados de manera
directa con las observaciones [103], por lo que es conveniente reescribir las variables dinámicas
en mayúsculas

X ≡ fB, Y ≡ f ′B, Z ≡ H ′

H
=

Ḣ

H2
, W ≡ − f

6H2
, (483)

para evitar confusiones entre la variable Z = H′

H
y el corrimiento al rojo z.

En las subsecciones anteriores, vimos que el modelo de potencias mixtas presenta una dege-
neración en el número de variables independientes. En efecto, vemos que

X = fB = kf0B
k−1Tm =

k

B
f =

k

6(3H2 + Ḣ)
f =

f

6H2

k

3 + Ḣ
H2

= − Wk

3 + Z
, (484)

con lo cual X deja de ser una variable dependiente. Bajo el mismo análisis es fácil ver que
la variable Y = f ′B tampoco es una variable independiente. Por lo cual, hay dos formas de
abordar el caso de λ = Ḧ

H3 variable para este modelo, el primero es considerando a λ, Z y W
como variables dinámicas, lo cual en la práctica resulta pesado y tedioso de trabajar, por lo
que trabajaremos con una segunda manera la cual es más fácil de llevar acabo y la cual es
totalmente equivalente a la primera, que consiste en ver que para el caso Z 6= −3, el cual es
equivalente a evitar que el término de frontera se haga igual a cero B 6= 0, podemos reescribir
la ecuación (484) como

W = −X
k

(Z + 3) , (485)

y de esta forma, considerar a X, Y y Z como variables independientes y aW y λ como variables
dependientes. Al trabajar de esta forma en el modelo de potencias mixtas, encontramos que el
parámetro λ que habíamos dejado constante anteriormente lo podemos expresar en términos
de las variables X, Y y Z como:

λ =
1

1− k

(
6kZ + 2(m− 1)(Z + 3)Z − Y (Z + 3)

X
+ 2Z2

)
. (486)

Con esto en mente, podemos ir más lejos y considerar ahora un universo con dos �uidos ρ =
ρω +ρr, en donde ρω es un �uido perfecto con una ecuación de estado ω no necesariamente cero
y ρr radiación. De esta forma, las variables dinámicas son

X ≡ fB , Y = f ′B , Z =
H ′

H
=

Ḣ

H2
, V ≡ Ωr ≡

κρr
3H2

, (487)

con las cuales, podemos escribir las ecuaciones de Friedmann en gravedad f(T,B) (305) y (306)
en forma de sistema dinámico como

Z ′ =λ− 2Z2 , (488)
X ′ =Y , (489)
Y ′ =− 3ωΩω − V + 3W + (9 + 3Z)X + fT (6 + 2Z) + 2f ′T − ZY − 3− 2Z , (490)
V ′ =− 4V − 2ZV , (491)
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con fT = −mW , W y λ dadas por las ecuaciones (485) y (486) respectivamente, y

Ωω = 1− V − Ωe� , (492)

en donde
Ωe� = (3 + Z)X + 2fT − Y +W . (493)

Así, el punto crítico del sistema dinámico (491) está dado por

x∗ = (Z,X, Y, V ) =

(
0,

k

3(k + 2m− 1)
, 0, 0

)
, (494)

y en donde, la matriz de estabilidad evaluada en el punto crítico está dada por

M|x∗ =


− 6m
k−1
− 6 0 9(k+2m−1)

(k−1)k
0

0 0 1 0

− 2m
k−1

+ ω − 1 9(ω+1)(k+2m−1)
k

6m
k−1
− 3ω 3ω − 1

0 0 0 −4

 . (495)

Con lo cual, los eigenvalores de la matriz de estabilidad (495) están dados por

µ1 =− 4 , (496)

µ2 =− 3

2

(
1 +

√
α

k(k − 1)

)
, (497)

µ3 =− 3

2

(
1−

√
α

k(k − 1)

)
, (498)

µ4 =− 3(1 + ω) , (499)

en donde α = (k − 1)k (9k2 + 24(k − 1)m− 17k + 16m2 + 8). Ahora, para poder obtener un
punto crítico estable usando teoría lineal de sistemas dinámicos, es necesario primero encontrar
los valores para k, m y ω los cuales hagan que la parte de real de los eigenvalores se haga cero,
es decir, que el punto crítico sea no hiperbólico y entonces la teoría lineal no sea válida. Del
eigenvalor µ4 vemos que el caso ω = −1 nos da un punto no hiperbólico, por lo cual la condición
ω 6= −1 es necesaria.
Por otro lado, observemos que el caso α < 0 nos deja a todos los eigenvalores con parte real

distinta de cero, por lo cual debemos enfocarnos en el caso α > 0. Ahora, veamos que bajo la
condición ω 6= −1, los eigenvalores µ1 y µ4 nunca son cero, por lo que debemos dividir los caso
en µ2 = 0 o µ3 = 0. Las regiones de valores para k y m tales que µ2 = 0 o µ3 = 0 son:

µ2 = 0:

1.
0 < m <

1

2
∧ (k = 1− 2m ∨ k = 1−m) . (500)

2.
1

2
≤ m < 1 ∧ k = 1−m. (501)

µ3 = 0:
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1.
m < 0 ∧ (k = 1−m ∨ k = 1− 2m) . (502)

2.
1

2
< m ≤ 1 ∧ k = 1− 2m. (503)

3.
m > 1 ∧ (k = 1− 2m ∨ k = 1−m) . (504)

Ahora, ya que tenemos caracterizadas las regiones en las que alguno de los eigenvalores tenga
parte real igual a cero, debemos encontrar las regiones de valores que nos den un punto estable.
En este análisis, no se harán explícitas las regiones que den origen a alguna inestabilidad, ya
sea repulsora o tipo silla, pues como se verá, el punto crítico estable corresponde a una fase de
aceleración tipo de Sitter, por lo que cualquier tipo de inestabilidad no está apoyada por las
observaciones.
Como se mencionó anteriormente, el caso α ≤ 0 nos da, sin imponer ningún tipo de con-

dición extra, un punto crítico estable y, con base en el eigenvalor µ4, para obtener un punto
estable es necesario imponer que ω > −1. Con lo cual, cualquier �uido tipo fantasma nos da
inevitablemente una inestabilidad en el punto crítico.
Por otro lado, las regiones de valores sobre k y m tales que caemos en el caso α ≤ 0, están

dadas por:

1.
m ≤ − 1

48
∧ 0 < k < 1 . (505)

2.

− 1
48
< m < 0 ∧ (506)(

0 < k ≤ 1
18

(17− 24m)− 1
18

√
48m+ 1 ∨ 1

18
(17− 24m)

+ 1
18

√
48m+ 1 ≤ k < 1

)
.

3.
m = 0 ∧ 0 < k ≤ 8

9
. (507)

4.

0 < m < 1
2
∧ (508)(

0 ≤ k ≤ 1
18

(17− 24m)− 1
18

√
48m+ 1 ∨ 1

18
(17− 24m)

+ 1
18

√
48m+ 1 ≤ k ≤ 1

)
.
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5.
m =

1

2
∧ 5

9
≤ k < 1 . (509)

6.

1
2
< m < 1 ∧ (510)(

1
18

(17− 24m)− 1
18

√
48m+ 1 ≤ k < 0 ∨ 1

18
(17− 24m)

+ 1
18

√
48m+ 1 ≤ k < 1

)
.

7.
m = 1 ∧ −7

9
≤ k < 1 . (511)

8.

m > 1 ∧ (512)(
1
18

(17− 24m)− 1
18

√
48m+ 1 ≤ k ≤ 1

18
(17− 24m)

+ 1
18

√
48m+ 1 ∨ 0 < k < 1

)
.

Por otra parte, el caso α > 0 nos deja con un conjunto de eigenvalores reales, por lo cual
debemos analizar las regiones tales que µ2 y µ3 sean menor que cero. Estas regiones están dadas
por:

1.
m ≤ − 1

48
∧ 1−m < k < 1− 2m. (513)

2.

− 1
48
< m ≤ 0 ∧

(
1
18

(17− 24m)− 1
18

√
48m+ 1 < k < 1

18
(17− 24m) + 1

18

√
48m+ 1 ∨

1−m < k < 1− 2m
)
.

3.

0 < m ≤ 1
2
∧
(

1
18

(17− 24m)− 1
18

√
48m+ 1 < k < 1− 2m∨

1−m < k < 1
18

(17− 24m) + 1
18

√
48m+ 1

)
.

4.

1
2
< m ≤ 1 ∧

(
1− 2m < k < 1

18
(17− 24m)− 1

18

√
48m+ 1∨

1−m < k < 1
18

(17− 24m) + 1
18

√
48m+ 1

)
.
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5.

m > 1 ∧
(
1− 2m < k < 1

18
(17− 24m)− 1

18

√
48m+ 1∨

1
18

(17− 24m) + 1
18

√
48m+ 1 < k < 1−m

)
.

Cualquier región distinta a las que se mencionaron anteriormente nos da como resultado a
algún tipo de inestabilidad, ya sea tipo silla o repulsora. Por otro lado, al evaluar el parámetro
de densidad del �uido efectivo, dado por la ecuación (493), en el punto crítico, se obtiene que

Ωe� = 1, (514)

con Ωr = 0 y Ωω = 0. Con lo cual el punto crítico corresponde a una época en la que el �uido
efectivo domina, particularmente, como Z = 0 en el punto crítico y Z = Ḣ

H2 , entonces H = H0,
lo que corresponde a un universo tipo de Sitter. Al evaluar el parámetro de desaceleración
q = −äa/ȧ2 y el parámetro jerk j =

...
a/aH3 en el punto crítico, se obtiene que

q = −1, j = 1, (515)

respectivamente. Y es aquí donde se encuentra la radical diferencia entre lo que se encontró
en la subsección 5.6.4, pues ahí vimos que cuando nos restringimos al caso de λ constante,
los puntos críticos correspondientes son puntos de dominación de materia mientras que aquí
observamos que al dejar a λ variar dinámicamente respecto a N = ln a, estos puntos críticos
se trasladan a ser un único punto crítico pero ahora tipo de Sitter. Por lo cual, vemos que el
modelo de potencias mixtas sí recupera como punto estable una época tardía de aceleración
cósmica tipo de Sitter, como era de esperar. En la �gura 10 se muestra una grá�ca del espacio
de fase reducido a dos dimensiones con el �n de visualizar el comportamiento del campo de
velocidades del sistema autónomo cuatro dimensional (491) cercano al punto crítico.

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
z

1.0

0.5
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m = 2
5 , k = 1

2 , = 0

Figura 10: Grá�ca del espacio fase del sistema dinámico (491) reducido a dos dimensiones tal
que m = −2/5, k = 1/2 y ω = 0 en donde X = k

3(−1+k+2m)
, V = 0, con el �n de

observar la naturaleza atractora del punto crítico.
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5.6.7. Soluciones linealizadas cerca al punto crítico

Supongamos un sistema dinámico autónomo de la forma

ẋ = f(x) , (516)

en donde x ∈ Rn, x0 es un punto crítico del sistema autónomo y f ∈ Cr (Ux0), r ≥ 1 con Ux0

una vecindad de x0. Como f ∈ Cr (Ux0) es posible aproximar a f en una vecindad Ux0 por un
polinomio de Taylor, con lo cual tenemos que el sistema dinámico autónomo es

ẋ = f(x) ≈ f(x0) +M(x0)(x− x0)T +O(||x− x0||2) , (517)

donde M(x0) = Df(x0) es la matriz de estabilidad o matriz Jacobiana evaluada en el punto
x = x0. Dado que x0 es un punto crítico, entonces f(x0) = 0, por lo cual, cerca al punto crítico,
el sistema dinámico que en general es no lineal (516) se puede aproximar por un sistema lineal
dado por

ẋ ≈M(x0)(x− x0)T . (518)

Este aparente resultado intuitivo fue demostrado por Hartmann y Grobmann de manera
separada y es conocido como el teorema de Hartmann-Grobmann [90, 104] o teorema de linea-
lización. El teorema señala que si x0 es un punto crítico no hiperbólico del sistema dinámico
no lineal (516), entonces el sistema dinámico no lineal y su linealización dada por (518) son
topológicamente equivalentes, i.e., existe un homeomor�smo H : Ux0 → V , V un abierto que
contiene al origen, que mapea trayectorias de (516) en Ux0 en trayectorias de (518) en V pre-
servando la orientación. Un teorema incluso más fuerte que este fue probado por Hartmann y
señala que si f ∈ C2(Ux0) y el punto crítico es hiperbólico, entonces es posible encontrar un
difeomor�smo de clase C1 entre el sistema dinámico no lineal y su linealización, con lo cual la
estructura diferencial se preserva. Este teorema nos permite estudiar las soluciones linealizadas
del sistema dinámico (491) cuando el universo se encuentra cercano a una fase de aceleración
tipo de Sitter. Un tratamiento similar se hizo en el artículo [89] en el contexto de la teoría de
Brans-Dicke.
Observemos que la función vectorial que aparece del lado derecho del sistema dinámico (491)

es de clase C∞ en una vecindad del punto crítico (494) cuando k 6= 0, por lo cual es posible
usar los teoremas de linealización en este contexto. La linealización del sistema dinámico (491)
en una vecindad del punto crítico (494), de�niendo X̃ ≡ X − k

3(k+2m−1)
, está dada por


Z ′

X̃ ′

Y ′

V ′

 =


− 6m
k−1
− 6 0 9(k+2m−1)

(k−1)k
0

0 0 1 0

− 2m
k−1

+ ω − 1 9(ω+1)(k+2m−1)
k

6m
k−1
− 3ω 3ω − 1

0 0 0 −4




Z

X̃
Y
V

 . (519)

Para poder soluciones no complejas del parámetro de Hubble, debemos separar en dos casos el
análisis: α ≥ 0 y α < 0, como veremos a continuación.
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5.6.8. Caso α ≥ 0

Si α ≥ 0 las soluciones del sistema linealizado (519) están dadas por

Z(N) ≈be−3N(ω+1) + Fe−4N + c exp

[
−3

2

(
1 +

√
α

k(k − 1)

)
N

]
+ d exp

[
−3

2

(
1−

√
α

k(k − 1)

)
N

]
, (520)

X(N) ≈ k

3(k + 2m− 1)

− 1

18(k + 2m− 1)

(
− 2bke−3N(ω+1)(kω − k − 2m− ω + 1)

ω + 1
+

ck (
√
α + k(−3k − 4m+ 5) + 4m− 2) exp

[
−3

2

(
1 +

√
α

k(k−1)

)
N
]

k + 2m− 1

−
dk (
√
α + k(3k + 4m− 5)− 4m+ 2) exp

[
−3

2

(
1−

√
α

k(k−1)

)
N
]

k + 2m− 1

+ Fke−4N(k + 3m− 1)

)
, (521)

Y (N) ≈ (k − 1)k

9(k + 2m− 1)

(
3be−3N(ω+1)(−kω + k + 2m+ ω − 1)

k − 1

−
3c (
√
α + k(−3k − 4m+ 3)) exp

[
−3

2

(
1 +

√
α

k(k−1)

)
N
]

2(k − 1)k
+

3d (
√
α + k(3k + 4m− 3)) exp

[
−3

2

(
1−

√
α

k(k−1)

)
N
]

2(k − 1)k
+

Fe−4N

(
6m

k − 1
+ 2

))
, (522)

V (N) ≡Ωr(N) ≈ Ω0,r exp(−4N) , (523)

con b, c, d constantes de integración y

F =
18Ω0,r(k + 2m− 1)

7k2 + 27km− 16k + 18m2 − 27m+ 9
. (524)

Recordemos que estas soluciones son solamente válidas en una vecindad del punto crítico, i.e.,
cuando ||x− x0|| < ε con x = (Z,X, Y, V ). Con base en estas soluciones, es posible calcular
algunos parámetros cosmológicos como funciones de N = ln a. De la ecuación (523) podemos

ver directamente que la evolución del parámetro de densidad en una vecindad del punto crítico
es

Ωr(N) = Ω0,r exp(−4N) , (525)

con Ω0,r la densidad de radiación al día de hoy. Cuando hacemos explícito el cambio de variable
N = ln a, la ecuación queda dada por:

Ωr(a) =
Ω0,r

a4
, (526)
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lo cual corresponde a la evolución del parámetro de densidad de radiación en un universo tipo de
Sitter respecto al factor de escala. Hay que observar que como las soluciones son válidas en una
vecindad del punto crítico, entonces cualquier término no lineal en los parámetros cosmológicos
se hacen cero dejando solamente soluciones lineales.

El parámetro de densidad del �uido efectivo está dado por

Ωe� = 3fB + 2fT − f ′B −
f

6H2
+

(
H ′

H

)
fB , (527)

que en términos de las variables dinámicas del sistema es

Ωe� =
(3 + Z)

k
X̃(k + 2m− 1) +

3 + Z

3
− Y , (528)

por lo cual, la solución linealizada de este parámetro es

Ωe� ≈ 1 +
1

3
be−3N(ω+1)

(
(k − 1)kω

k + 2m− 1
− 2(k +m− 1)

ω + 1

)
− Ω0,re

−4N . (529)

Análogamente, dado que la primera ecuación de Friedmann (305) en gravedad f(T,B) es de la
forma Ωω + Ωr + Ωe� = 1, tenemos que

Ωω ≈ −
1

3
be−3N(ω+1)

(
(k − 1)kω

k + 2m− 1
− 2(k +m− 1)

ω + 1

)
≡ Ω0,ωe

−3N(ω+1) . (530)

Por otro lado, la ecuación para el factor de Hubble es

H ′

H
= Z(N) ≈be−3N(ω+1) + c exp

[
−3

2

(
1 +

√
α

k(k − 1)

)
N

]
+

d exp

[
−3

2

(
1−

√
α

k(k − 1)

)
N

]
+ Fe−4N , (531)

por lo cual, integrando ambos lados de las ecuaciones y aplicando la función exponencial,
encontramos que la solución linealizada del parámetro de Hubble para este caso es:

H(N)

Hi

≈ 1− be−3N(ω+1)

3(ω + 1)
− 2ce

− 3
2
N
( √

α
(k−1)k

+1
)

3
( √

α
(k−1)k

+ 1
) − 2de

− 3
2
N
( √

α

k−k2
+1

)
3
( √

α
k−k2 + 1

) − 1

4
Fe−4N , (532)

en donde Hi es otra constante de integración.

Finalmente, dado que la ecuación de estado para el �uido efectivo está dada por

ωe� = −1 +
f̈B − 3HḟB − 2ḢfT − 2HḟT

3H2(3fB + 2fT )− 3HḟB + 3ḢfB − 1
2
f
, (533)

que en términos de las variables dinámicas del sistema es

ωe� = −1 +
Y ′ + Y (Z − 3)− 2mXZ

k
(3 + Z)− 2m

k
[Y (3 + Z) +X(λ− 2Z2)]

3x
k
(3 + Z)(k + 2m− 1)− 3Y

, (534)
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tenemos que su solución linealizada está dada por

ωe� ≈− 1+(
−4e−4N (18(k + 1)m2 + 3(k(2k + 7)− 3)m+ 7(k − 1)k) Ω0,r

7k2 + 27(k − 1)m− 16k + 18m2 + 9

+
be−3N(ω+1) ((k − 1)k(2m+ 1)ω − 2(k + 2m− 1)(km+ k +m) + (k − 1)kω2)

k + 2m− 1

+
c (−3k2m+ k((3− 4m)m− 2) + (

√
α− 4)m+ 2) exp

[
−3

2

(
1 +

√
α

k(k−1)

)
N
]

k + 2m− 1

−
d (3k2m+ k(m(4m− 3) + 2) + (

√
α + 4)m− 2) exp

[
−3

2

(
1−

√
α

k(k−1)

)
N
]

k + 2m− 1

÷
(
be−3N(ω+1) (−2(k +m− 1)(k + 2m− 1) + (k − 1)kω2 + (k − 1)kω)

(ω + 1)(k + 2m− 1)

− 3Ω0,re
−4N + 3

)
. (535)

5.6.9. Caso α < 0

En este caso, las soluciones del sistema linealizado (519) que dan como resultados soluciones
reales, no complejas, en los parámetros cosmológicos, son

Z(N) ≈be−3N(ω+1) + 2ce−3N/2 cos(Nε) + Fe−4N , (536)

X(N) ≈bke
−3N(ω+1)(k(ω − 1)− 2m− ω + 1)

9(ω + 1)(k + 2m− 1)
− Fke−4N(k + 3m− 1)

18(k + 2m− 1)

+ e−3N/2

(
c(k − 1)k(3k + 4m− 2) cos(εN)

9(k + 2m− 1)2
−
√
|α|ck sin(εN)

9(k + 2m− 1)2

)
, (537)

Y (N) ≈bke
−3N(ω+1)(−kω + k + 2m+ ω − 1)

3(k + 2m− 1)
+

2Fke−4N(k + 3m− 1)

9(k + 2m− 1)

+ e−3N/2

(
ck(3k + 4m− 3) cos(εN)

3(k + 2m− 1)
−
√
|α|c sin(εN)

3(k + 2m− 1)

)
, (538)

V (N) ≡Ωr(N) ≈ Ω0,re
−4N , (539)

en donde de�nimos el parámetro

ε =
3
√
|α|

2(k − 1)k
, (540)

y la misma restricción (524) en F se mantiene.
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En este caso, los parámetros de densidad están dados por

Ωe� ≈ 1 +
be−3N(ω+1) (−2(k +m− 1)(k + 2m− 1) + (k − 1)kω2 + (k − 1)kω)

3(ω + 1)(k + 2m− 1)
(541)

− Ω0,re
−4N ,

Ωω ≈ −
be−3N(ω+1) (−2(k +m− 1)(k + 2m− 1) + (k − 1)kω2 + (k − 1)kω)

3(ω + 1)(k + 2m− 1)
, (542)

Ωr ≈ Ω0,re
−4N , (543)

y el parámetro de Hubble queda como

H(N)

Hi

≈ 1− be−3N(ω+1)

3(ω + 1)
+

4ce−3N/2(2ε sin(Nε)− 3 cos(Nε))

4ε2 + 9
− 1

4
Fe−4N . (544)

La ecuación de estado del �uido efectivo en este caso queda dada por

ωe� ≈ −1 +

(
−4e−4N (18(k + 1)m2 + 3(k(2k + 7)− 3)m+ 7(k − 1)k) Ω0,r

7k2 + 27(k − 1)m− 16k + 18m2 + 9

+
be−3N(ω+1) ((k − 1)kω(k − 2m− 1)− 2((k − 1)k −m)(k + 2m− 1) + (k − 1)2kω2)

(k − 1)(k + 2m− 1)

+e−3N/2

(
2
√
αcm sin(Nε)

k + 2m− 1
− 2c(k(m(3k + 4m− 3) + 2) + 4m− 2) cos(Nε)

k + 2m− 1

))
÷(

be−3N(ω+1) (−2(k +m− 1)(k + 2m− 1) + (k − 1)kω2 + (k − 1)kω)

(ω + 1)(k + 2m− 1)

− 3Ω0,re
−4N + 3

)
. (545)

Tenemos que tener en mente que, las soluciones para ambos casos α ≥ 0 y α < 0 son
solamente válidas en una vecindad del punto crítico, i.e., describen la dinámica de un universo
cercano a un de Sitter total, lo que en términos del parámetro N = ln a corresponde a N →∞ o
que en términos del corrimiento al rojo corresponde a z → −1. La teoría de sistemas dinámicos
no nos puede asegurar que las soluciones encontradas sean válidas para un amplio rango de
corrimientos al rojo, sin embargo sí nos lo garantiza para un rango más estrecho, en particular,
como veremos, cuando contrastamos con los datos observacionales, podemos ver que algunos
modelos de f(T,B) pueden describir la dinámica del universo al día de hoy e incluso dar algún
vistazo a la solución de la tensión sobre el valor del parámetro H0 en el sentido que nos provee
un valor aproximado de este bajo ciertas consideraciones.

5.6.10. Pistas fenomenológicas sobre la tensión del valor de H0 a partir del análisis

dinámico en gravedad f(T,B)

En la subsección 1.5, se menciona que uno de los recientes problemas del Modelo Cosmológico
Estándar es la tensión en el valor de la parámetro H0. En esta sección, con la ayuda de sistemas
dinámicos, veremos como podemos obtener, a través de ajustar las soluciones aproximadas
encontradas anteriormente a los datos observacionales, valores de H0 en distintos casos de
gravedad f(T,B) en potencias mixtas.
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Como se discutió anteriormente, la teoría de sistemas dinámicos, particularmente los teoremas
de linealización mencionados,solamente garantizan que las ecuaciones obtenidas anteriormente
son soluciones de las ecuaciones de Friedmann en gravedad f(T,B) solamente en el régimen
de N → ∞, o equivalentemente z → −1 en términos del corrimiento al rojo. Por lo cual, es
conveniente estudiar estas ecuaciones en escenarios fenomenológicos en el que podamos ligar
estos resultados con las observaciones y ver en qué rangos del corrimiento al rojo estas pueden
describir la dinámica del universo.
En esta subsección, usaremos las soluciones linealizadas encontradas y trataremos de ligarlas

con los datos observacionales del parámetro de Hubble respecto al corrimiento al rojo H(z) para
encontrar el rango de valores en el cual estas soluciones siguen siendo válidas, principalmente
en qué rango de corrimiento al rojo podemos modelar el comportamiento de H(z) y a partir de
eso obtener posibles valores de H0

17.
Como un primer paso en esta dirección, consideraremos mediciones del parámetro de Hubble

H(z) reportadas en [105], las cuales consisten en 51 mediciones en un rango de corrimientos
al rojo de 0.07 < z < 2.0, de las cuales 31 de ellos corresponden a cronómetros cósmicos
y el restante de estimaciones de oscilaciones acústicas de bariones, BAO. Con base en esto,
obtendremos valores estimados para Ω0,r, k, m, ω y para las constantes de integración, este
análisis se hará particularmente para los resultados obtenidos de α < 0 con el �n de asegurar
que los valores de k y m nos den un punto crítico estable.
Para obtener un conjunto apropiado de parámetros libres, parámetros que aparecen en (544),

debemos hacer el cambio de variable N = ln 1
1+z

con el �n de obtener las ecuaciones en términos
del corrimiento al rojo y así poder ajustar la ecuación (544) con los datos del artículo [105]. Si
dejamos el conjunto de parámetros libres sin ninguna constricción a la hora de ajustar, valores
sin sentido físico pueden ser obtenidos para estos parámetros, por ejemplo un valor negativo
para el valor medio de la densidad de radiación al día de hoy Ω0,r o una ecuación de estado para
la materia menor que −1 la cual fue excluida previamente pues nos genera inestabilidades, por
nombrar algunas, con lo cual una ajuste un poco más consciente se debe de realizar. Entonces,
para poder obtener un conjunto de valores con sentido físico, debemos de restringir y/o asociar
ciertos valores a los parámetros libres, especí�camente, dado que se ha mostrado que la densidad
de radiación al día de hoy tiene un valor pequeño Ω0,r ≈ 10−5 [106], para simpli�car el modelo,
podemos considerar Ω0,r = 0. Por otro lado, basado en observaciones [107, 108, 109], podemos
restringir a H0 que varíe en un rango de valores de 60 ≤ H0 ≤ 90. Con estas consideraciones,
es posible evitar ajustar a k y m directamente, lo cual es una ventaja pues la raíz cuadrada en
(544) puede generar problemas a la hora de ajustar, con lo cual podemos en su lugar ajustar ε
y así, con base en (540), obtener valores para k and m en la curva de nivel del valor obtenido
de ε. Con base en estas consideraciones, los parámetros que se obtienen son

ω = 0.000± 2.951 , ε = 1.749± 5.671 , b = −0.200± 2.735 ,

c = −0.213± 2.221 , Hi = 60.000± 10.973 , (546)

de donde, un posible conjunto de valores para k y m en la curva de nivel ε(k,m) = 1.749 son

k ≈ −0.294 , m = 0.75 . (547)

Al evaluar el parámetro de Hubble (544) con los parámetros (546) al día de hoy z = 0, obtenemos
queH0 ≈ 71.236±144.229. En la �gura 11, la evolución de la solución aproximada del parámetro
17H0 es el valor del parámetro de Hubble al día de hoy, i.e., H(z) con z = 0 en términos del corrimiento al rojo.
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de Hubble (544) con los parámetros justados (546) y los datos observacionales de [105] se
muestran mientras que en la �gura 12 se muestra la evolución de los parámetros de densidad
bajo estos mismos ajustes.

Datos
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Figura 11: Evolución de H(z) con los parámetros ajustados (546) dado por (544) (línea sólida
azul) en comparación con los datos observacionales descritos en [105, 110] (puntos
de color rojo con barras de error).
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Figura 12: Evolución de los parámetros de densidad con los ajustes encontrados en (546).

La forma descrita arriba para ligar los resultados con los datos observacionales nos da como
resultado unas barras de error enormes tanto en los parámetros ajustados como en el valor de
H0 obtenido, y esto es debido al alto número de parámetros libres a ajustar comparado con la
poca cantidad de datos observacionales. Una forma un poco distinta de ligar las observaciones
con las ecuaciones obtenidas se puede realizar con el �n de reducir el tamaño de las barras de
error. Para ello, podemos aprovecharnos del análisis de estabilidad hecho en 5.6.6 y elegir valores
para k y m de ese análisis y así reducir el número de parámetros libres a la hora de ajustar,
sin embargo, esto no es su�ciente pues se siguen obteniendo barras de error muy grandes para
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los parámetros libres que quedan. Para poder seguir reduciendo el tamaño de las barras de
error, debemos de asignar de manera �ja algunos valores a algunos de los parámetros libres,
por ejemplo, al hacer ω = 0 que corresponde a un modelo de un universo con polvo, se reducen
las barras de error de los parámetros libres y del valor de H0 correspondiente.
Por ello, en la �gura 13 se muestra una grá�ca con distintos valores de H0 obtenidos bajo

diferentes condiciones y para distintos valores de k y m obtenidos del análisis de estabilidad.
La región de color cyan muestra distintos valores de H0 para un modelo tipo polvo ω = 0 y
sin radiación Ω0,r = 0 en donde los parámetros ajustados satisfacen −0.580 ≤ c ≤ −0.006,
−0.449 ≤ b ≤ −0.017 y 42.21 ≤ Hi ≤ 75.670.
La región de color rosa muestra distintos valores de H0 para un modelo tipo polvo con

radiación. Para este caso los parámetros ajustados satisfacen −0.078 ≤ c ≤ 0.292, −0.944 ≤
b ≤ −0.024, 51.789 ≤ Hi ≤ 85.471 y 0 ≤ Ω0,r ≤ 0.029.
En la zona gris solamente se muestra un valor de H0, esto debido a que no hay valores

de�nidos a priori, lo que hace que las barras de error se hagan muy grandes, por lo cual
solamente se muestra un valor para mostrar el hecho de que las barras de error se hacen muy
grandes si no imponemos valores al inicio. Para este caso, el valor obtenido de H0 corresponde
a los parámetros ajustados b = −1.229 ± 3.464, c = 0.203 ± 1.916, Hi = 46.178 ± 15.736,
Ω0,r = 0.013± 0.023 y ω = −0.297± 1.961.
En las regiones cyan y rosa se mencionan las regiones de valores en las que viven los pará-

metros ajustados para todos los valores de H0 en lugar de colocar uno por uno con el �n de no
saturar la imagen y que se enfoque en los valores de H0 que es resultado más importante.
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Figura 13: Valores obtenidos de H0 para valores particulares de k y m obtenidos del análisis
dinámico los cuales se observan en un recuadro dentro de la �gura. Superior: El
mejor valor obtenido de H0 con todos los parámetros libres sin valores de�nidos
inicialmente. Intermedio: Mejores valores de H0 para un modelo de polvo ω = 0
con radiación. Bottom: Mejores valores de H0 para un modelo de polvo ω = 0 sin
radiación Ω0,r = 0.
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6. Conclusiones

De la primera sección de este trabajo, vemos que la Relatividad General es un marco teórico
sobre la gravedad bastante exitoso pero no perfecto, pues tiene muchos problemas por resolver,
es por ello que resulta ser necesario buscar nueva física, en particular, teorías alternativas a esta.
Entre las distintas formas de buscar teorías alternativas a la gravitación, están las teorías modi-
�cadas y las teorías extendidas, de las cuales revisamos algunos de los modelos en este trabajo.
En los capítulos 2, 3 y 4 revisamos algunas de estas teorías que intentan modi�car y extender
a la teoría de la gravitación. Discutimos brevemente la teoría de Brans-Dicke y una subsección
de la teoría de Horndeski, mostrando también algunos de los resultados cosmológicos básicos
que se obtienen de estos modelos. Después analizamos una de las teorías extendidas llamada
Gravedad Teleparalela, que consiste en considerar una estructura matemática distinta que nos
permite trabajar en espacios-tiempo globalmente planos pero con torsión, siendo esta última la
responsable del campo gravitacional. En todas estas teorías observamos que las ecuaciones de
Friedmann resultan ser ecuaciones diferenciales no lineales y hasta acopladas cuando se consi-
dera campos escalares, las cuales resultan muy difícil de resolver de manera analítica, por lo
cual el uso de herramientas matemáticas más avanzadas se vuelve necesario con el �n de poder
analizar propiedades de estos modelos sin tener que resolver las ecuaciones. Aquí es donde el
uso de sistemas dinámicos se vuelve importante, pues nos sirve de herramienta para estudiar
las ecuaciones de Friedmann y las propiedades de las soluciones a estas ecuaciones sin tener que
resolverlas analíticamente, esto al introducir un conjunto de variables independientes llevando
a las ecuaciones de Friedmann a un sistema de ecuaciones basadas en estas nuevas variables y
analizando la estabilidad de los puntos críticos en el espacio fase. En el capítulo 5 vemos cómo el
análisis dinámico en cada uno de los intentos para modi�car la gravedad nos muestra que estos
modelos son cosmológicamente viables, y en algunos casos recuperan muchos de los resultados
más importantes del modelo estándar ΛCDM. En particular los resultados sobre Gravedad Te-
leparalela tipo f(T,B) es de tomar en cuenta, pues además de la elegancia matemática de la
teoría, este tipo de extensiones permiten recuperar teorías f(R) cuando f(T,B) = f(−T +B),
lo cual no puede ser recuperado por las teorías f(T ). El análisis empleado tuvo como propósito
analizar la estabilidad de los puntos críticos para tres modelos cosmológicamente viables con el
�n de poder discriminar entre ellos basado en qué tipo de soluciones nos dan estos modelos como
puntos estables, es decir, hacia qué estados evoluciona el universo en cada uno de los modelos.
Encontramos que a pesar de que todos los modelos puedan permitir universos en expansión
acelerada, solamente dos de los modelos logran que el universo evolucione y permanezca en un
fase de de Sitter sin salirse de él, estos modelos son los modelos de ley de potencias mixtas
y separadas, mientras que el modelo de Taylor genera siempre estados del universo inestables
pues para λ ≈ 0 los puntos críticos permanecen siendo puntos sillas, con lo cual podemos des-
cartar este modelo como posible modelo que pretenda explicar la aceleración tardía salvo por
condiciones muy exactas que permitirían, dada la naturaleza silla, que el universo evolucione
a este estado, aunque es necesario llevarlo a nivel perturbativo para obtener un marco más
completo sobre las propiedades cosmológicas de este modelo. Por otro lado, la degeneración
de variables independientes del modelo f(T,B) = f0B

kTm nos permite hacer el análisis de λ
variable y permanecer en la teoría de sistemas dinámicos autónomos, mientras que para el caso
de potencias separadas no es tan sencillo y uno de los posibles intentos a realizar es hacer el
estudio en sistemas no autónomos con el �n de desvelar más a profundidad las propiedades
cosmológicas del modelo. Retomando el caso de potencias mixtas, es posible escribir a λ en tér-
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minos de las variables dinámicas y explotar más a profundidad sus propiedades, por ejemplo,
buscando soluciones linealizadas a las variables dinámicas y contrastar estas soluciones con las
observaciones. Este último caso lo estudiamos en la parte �nal de la subsección 5.6, en donde
a parte del análisis estándar de estabilidad del sistema, estudiamos las soluciones linealizadas
las cuales, al contrastar con los datos experimentales, nos modela la dinámica del universo al
día de hoy. Ese mismo análisis nos permite ajustar el valor de H0, sin embargo como se puede
observar, hacerlo en general resulta en errores muy grandes, esto debido a la gran cantidad
de parámetros libres y la poca cantidad de datos observacionales, sin embargo, al tomar casos
particulares de k y m provenientes del análisis de estabilidad y considerando modelos como
polvo o un universo sin radiación, estos valores y sus errores concuerdan con los que se obtienen
de distintos experimentos, por ejemplo, aquellos reportados por Planck [107]. De acuerdo a este
análisis fenomenológico, es posible encontrar un conjunto óptimo de casos donde la tensión en
el valor de H0 se puede aliviar utilizando valores especí�cos para el modelo de potencias mixtas
en f(T,B). Con base en esto, los casos con k < 0.9 muestran estar de acuerdo con los datos
de Planck 2018 sobre H0 a 1− σ, mientras que como observamos, al dejar sin valor a priori el
modelo muestra una propagación de error enorme en el valor de H0. En conclusión, esta última
parte muestra que el modelo de ley de potencias mixtas analizado es novedoso en el sentido de
que no es reproducido por ninguna teoría f(R) ni f(T ), y se muestra prometedor en la repro-
ducción de valores de parámetros cosmológicos que concuerdan con las observaciones actuales,
dando la motivación para más estudios en esta dirección. Finalmente algunas otras ideas es
llevar este estudio a nivel perturbaciones y ver qué propiedades se obtienen para el universo
temprano. Para todos estos posibles futuros trabajos el análisis realizado sirve de base para
contrastar los resultados y constituye un punto de partida, pues son las primeras discusiones
sobre sistemas dinámicos para los modelos de gravedad teleparalela tipo f(T,B).
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A. Elementos de geometría diferencial y topología

De�nición A.1. Sea M un conjunto. Decimos que (M, T ) es un espacio topológico con topo-
logía, o estructura topológica, T ⊂ P(M) si y solo si

1. {Ui}i∈I ⊂ T con I un conjunto de índices ⇒
⋃
i∈I Ui ∈ T .

2. {Ui}i∈I ⊂ T con I un conjunto de índices �nito ⇒
⋂
i∈I Ui ∈ T .

3. ∅ y M ∈ T .

En donde, decimos que U ∈ T es un conjunto abierto en M y V es un conjunto cerrado en M
si y solo si V c ∈ T .

De�nición A.2. Sea (M, T ) un espacio topológico. (M, T ) es un espacio de Hausdor� si y
solamente si ∀ x, y ∈M , x 6= y, ∃ U, V ∈ T tal que x ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅.

De�nición A.3. Sea M un conjunto. Decimos que una colección B de subconjuntos de M es
un base de M si y solo si

1.
M =

⋃
B∈B

B.

2. ∀ Bi y Bj ∈ B tal que Bi∩Bj 6= ∅ entonces ∀x ∈ Bi∩Bj ∃ Bk tal que x ∈ Bk ⊂ Bi∩Bj.

De�nición A.4. Sean (M, T1) y (N, T2) espacios topológicos, y sean U ∈ T1 y V ∈ T2. Decimos
que la función ϕ : U −→ V es un homeomor�smo de U a V si es continua (es decir, la imagen
inversa de un abierto es abierto), biyectiva y con inversa continua. Si U = M y N = V decimos
que M y N son homeomór�cos, es decir, son topológicamente equivalentes.

De�nición A.5. Sea (M, T ) un espacio topológico de Hausdor� que permita una base nume-
rable y sea Φ := {ϕ | ϕ : U ∈ T −→ V ⊂ Rn, V abierto} tal que

1.
M ⊆

⋃
ϕ∈Φ

Dom(ϕ).

2. Todo ϕ ∈ Φ es un homeomor�smo de U en V .

3. Para cualesquiera ϕ y ψ ∈ Φ tal que Dom(ϕ) ∩Dom(ψ) 6= ∅, entonces

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(Dom(ϕ) ∩Dom(ψ)) −→ ψ(Dom(ϕ) ∩Dom(ψ)),

es de clase Ck.

Decimos entonces que (M,Φ) es una variedad diferenciable n-dimensional de clase Ck, Φ es un
atlas en M , y ϕ ∈ Φ una carta o sistema local de coordenadas. Si k −→ ∞ decimos que la
variedad es una variedad suave.
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De�nición A.6. Sean (M,Φ) una variedad diferenciable n-dimensional de clase Ck, ϕ : U ⊂
M −→ V ⊂ Rn una carta y

ri : Rn −→ R
(a1, ..., an) 7−→ ai.

De�nimos a la i-ésima función coordenada de ϕ como

xi = ri ◦ ϕ : U −→ R.

De�nición A.7. Sean (M,Φ) una variedad diferenciable n-dimensional de clase Ck, A ⊂ M
un conjunto abierto y f : A −→ R una función. Decimos que f es de clase C l con l ≤ k si y solo
si para todo x ∈ A ∃ ϕ ∈ Φ de una vecindad U de x tal que

f ◦ ϕ−1|ϕ(A∩U) ∈ C l.

si l = k −→∞ decimos que la función es suave.

De�nición A.8. Sea
α : I ⊂ R −→M

una función de un abierto I sobre una variedad diferenciable n-dimensional (M,Φ). Llamamos
a α una curva de clase Ck si ∀ ϕ ∈ Φ entonces ϕ ◦ α : I −→ Rn ∈ Ck.

De�nición A.9. Sean (M,Φ) una variedad diferenciable, α una curva tal que para p ∈ M ∃
x0 ∈ Dom(α) tal que α(x0) = p y Ck(M,Rn) = {f : M −→ Rn|f ∈ Ck}. De�nimos

α̇p : Ck(M,Rn) −→R

f 7−→ d

dt
(f ◦ α)|p

como el vector tangente a la curva α en p. Al conjunto de todo los vectores tangentes de M en
p se le llama espacio tangente Tp(M). A la unión de todos los espacios tangentes

T (M) =
⋃
p∈M

Tp(M)

, se le llama haz tangente en M.

De�nición A.10. Sea (M,Φ) una variedad diferenciable.18 De�nimos al espacio dual de Tp(M)
(también llamado espacio cotangente) como

T ∗p (M) = {f : Tp(M) −→ R | f es lineal}.

A los elementos del espacio cotangente se les llama 1-formas.

De�nición A.11. Sea S : Tp(M)× · · · × Tp(M)︸ ︷︷ ︸
n veces

×T ∗p (M)× · · · × T ∗p (M)︸ ︷︷ ︸
m veces

−→ R un mapeo

multilineal. Decimos entonces que S es un tensor de rango (mn ).
18De aquí en adelante, todos las de�niciones son sobre una variedad diferenciable (M,Φ) por lo cual esta primera

oración será omitida.
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De�nición A.12. Si S es un tensor de rango de rango (mn ) y T un tensor de rango ( pq ) entonces
U = S ⊗ T dado por

U : Tp(M)m+p × T ∗p (M)n+q −→ R,

con

U(v1, ..., vm+p, w1, ..., wn+q) = S(v1, ..., vm, w1, ..., wn)T (vm+1, ..., vm+p, wn+1, ..., wn+q)

es un tensor de rango
(
m+p
n+q

)
llamado producto tensorial.

Teorema A.13. Sea S = Sν1...νmµ1...µn
eν1 ⊗ · · · ⊗ eνm ⊗ dxµ1 ⊗ · · · ⊗ dxµn un tensor de rango (mn ).

Ante cambios de coordenadas xµ 7−→ yµ(xν) las componentes Sν1...νmµ1...µn
de S se transforman como

S
ν′1...ν

′
m

µ′1...µ
′
n

= Λν′1
ν1
· · · Λν′m

νmΛµ1
µ′1
· · · Λµn

µ′n
Sν1...νmµ1...µn

,

con Λµ
ν = ∂yµ

∂xν
.

Observación. La regla de transformación en A.13 nos da también la regla de transformación
para vectores y 1-formas.

De�nición A.14. Sea T un tensor de Rango ( 0
n ). La parte simétrica del tensor respecto al

conjunto de índices I = {µ1, ..., µn} está dada por

T(µ1,...,µn) =
1

n!

∑
P∈G

TµP1,...,µPn

y la parte antisimétrica es

T[µ1,...,µn] =
1

n!

∑
P∈G

Sgn(P )TµP1,...,µPn

con G el grupo de permutaciones de I y Sgn(P ) = (−1)N(P ) la paridad de la permutación. La
generalización a cualquier conjunto de índices y a cualquier tensor es directa.

De�nición A.15. Sea

X : M −→T (M)

p 7−→Xp ∈ Tp(M).

X es llamado campo vectorial en M . La de�nición de campo de 1-formas, y en general de campo
tensorial, es similar.

De�nición A.16. Sea {eµ} una base de Tp(M). De�nimos a las funciones de estructura γσµν
como [eµ, eν ] = γσµνeσ, con [eµ, eν ] el conmutador de eµ y eν .

De�nición A.17. Al conjunto X (M) = {X| X es un campo vectorial en M} se le conoce
como espacio de campos vectoriales en M .

Observación. X (M) es un espacio vectorial.
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Teorema A.18. Una base {eµ} de X (M) es una base coordenada (es decir, que se pueden
escribir como la derivada de una coordenada) si y solo si [eµ, eν ] = 0.

De�nición A.19. Sea Λk(M) = {f : X (M)× · · · × X (M)︸ ︷︷ ︸
k veces

−→ R | f es antisimétrica y k-lineal }.

A los elementos de Λk(M) se les llaman k-formas diferenciales.

De�nición A.20. Sean w una k-forma diferencial y λ una l-forma diferencial. Entonces el
producto cuña o producto exterior ente w y λ es una (k + l)-forma diferencial de�nida por

w ∧ λ(v1, ..., vk+l) =
1

(k + l)!

∑
P∈G

Sgn(P )w(vP (1), ..., vP (k))λ(vP (k+1), ..., vP (k+l)).

De�nición A.21. Sea G =
⊕n

k=0 Λk(M). De�nimos a la derivada exterior como el mapeo
lineal d : G −→ G que satisface

1. d : Λk(M) −→ Λk+1(M).

2. Si f : M −→ R entonces d(f) = df es la diferencial de la función la cual es una 1−forma.

3. d2 ≡ d ◦ d = 0.

Teorema A.22. La derivada exterior existe y es única.

Observación. (G,∧) forman un álgebra llamada álgebra de Grassmann y a los elementos de G
se les llaman formas diferenciales en M .

De�nición A.23. Sea λ una forma diferencial.

1. Decimos que λ es cerrada si dλ = 0.

2. Decimos que λ es exacta si ∃ µ ∈ G tal que λ = dµ.

Corolario A.23.1. Toda forma cerrada es exacta.

De�nición A.24. Sea X un campo vectorial de clase Ck, k ≥ 1. Decimos que una curva α en
M es una curva integral de X si ∀ p ∈ Im(α), α̇(p) = Xp.

Teorema A.25. Para cada campo vectorial X existe una única curva integral α tal que α(0) =
p ∈M , ∀p.

De�nición A.26. α(τ) es una curva integral completa en M si y solo si está de�nida ∀τ . Una
congruencia es un conjunto de curvas integrales.

De�nición A.27. De�nimos a la conexión lineal en M como la función

∇ : X (M)×X (M) −→X (M)

(X, Y ) 7−→ ∇XY,

tal que, si X, Y y Z son campos vectoriales de clase C1 y f : M −→ R entonces

1. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ.
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2. ∇X+YZ = ∇XZ +∇YZ.

3. ∇X(fY ) = f∇X(Y ) + (Xf)Y .

4. ∇fXY = f∇XY .

Observación. ∇ no es un tensor pues no es lineal en todos sus argumentos, sin embargo ∇Y sí
es un tensor y se llama derivada covariante de Y . A ∇XY se le llama la derivada covariante de
Y respecto a X.

De�nición A.28. Sean X y Y campos vectoriales en M . Decimos que Y es transportado
paralelamente a lo largo de X si ∇XY = 0.

De�nición A.29. Sea {eµ}una base para X (M) y ∇ una conexión lineal en M . De�nimos a
los coe�cientes de la conexión Γλµν como

∇eνeµ = Γλµνeλ.

Teorema A.30. Sea {eµ}una base para X (M) y ∇ una conexión lineal en M . Los coe�cientes
Γλµν bajo cambio de coordenadas xµ 7−→ xµ

′
(xν) se transforman como

Γλ
′

µ′ν′ =
∂xλ

′

∂xλ
∂xµ

∂xµ′
∂xν

∂xν′
Γλµν +

∂xλ
′

∂xβ
∂2xβ

∂xµ′∂xν′

=
∂xλ

′

∂xλ
∂xµ

∂xµ′
∂xν

∂xν′
Γλµν −

∂xτ

∂xν′
∂xσ

∂xµ′
∂2xλ

′

∂xσ∂xτ
,

de donde vemos que Γλµν no son coe�cientes de un tensor.

De�nición A.31. Sean f : M −→ R yX ∈ X (M). De�nimos entonces a la derivada covariante
de f respecto a X como

∇Xf ≡ X(f).

Lema A.32. Sean A ∈ X ∗(M) una 1-forma, X ∈ X (M) un campo vectorial y {eµ} una base
de X (M). Entonces, los coe�cientes de la derivada covariante de A respecto a un elemento eµ
de la base, son

Aν;µ ≡ ∇µAν ≡ ∇eµAν = eµ(Aν)− ΓρνµAρ. (548)

Los coe�cientes de la derivada covariante de X respecto a un elemento eµ de la base, son

Xν
;µ ≡ ∇µX

ν ≡ ∇eµX
ν = eµ(Xν) + ΓνρµA

ρ.

Y directamente, si T es un tensor de rango (mn ), entonces

T ν1...νmµ1...µn;α = eα(T ν1...νmµ1...µn
) + Γν1σαT

σ...νm
µ1...µn

+ · · ·ΓνmσαT ν1...σµ1...µn

− Γλµ1αT
ν1...νm
λ...µn

− · · · − ΓλµnαT
ν1...νm
µ1...λ

.
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De�nición A.33. Sea α un curva suave en M . Decimos que α es una geodésica si y solo si

∇α̇(t)α̇(t) = 0 ∀t,

o de manera equivalente, si ϕ es un sistema coordenado en U ⊂M , entonces α es una geodésica
si y solo si la µ-ésima función coordenada satisface

d2(xµ ◦ α)

dt2
+ Γµνσ

d(xν ◦ α)

dt

d(xσ ◦ α)

dt
= 0.

Teorema A.34. SeaX un campo vectorial y sea α una curva integral deX con p ∈ Im(α) ⊂M .
Si α es una geodésica entonces α es única.

Teorema A.35. Sea U ⊂ M una vecindad y p1, p2 ∈ U dos puntos distintos en esa vecindad.
Entonces existe una única geodésica α : [a, b] ⊂ R −→M tal que α(a) = p y α(b) = q.

De�nición A.36. De�nimos

T : X (M)×X (M) −→X (M)

(X, Y ) 7−→∇XY −∇YX − [X, Y ] .

Entonces a la aplicación

T̂ : X (M)×X (M)×X ∗(M) −→R
(X, Y, λ) 7−→ λ(T (X, Y )),

la llamamos tensor de torsión y es un tensor de rango ( 1
2 ) cuyos coe�cientes están dados por

T µαβeµ ≡ ∇αeβ −∇βeα − [eα, eβ] .

Teorema A.37. Sea∇ una conexión lineal enM . La conexión es simétrica (es decir, Γλµν = Γλνµ)
si y solo si ∀ X, Y ∈ X (M) se cumple que T (X, Y ) = 0.

Lema A.38. Sea {eµ} una base para X (M). Entonces, los coe�cientes del tensor de torsión se
pueden escribir como

T µαβ = −2Γµ[αβ] − γ
µ
αβ,

en donde γµαβ son las funciones de estructura.

Teorema A.39. De�nimos

R : X (M)×X (M)×X (M) −→X (M)

(X, Y, Z) 7−→∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Entonces la aplicación

R̂ : X (M)×X (M)×X (M)×X ∗(M) −→R
(X, Y, Z, λ) 7−→λ(R(X, Y, Z)),

es un tensor, llamado tensor de curvatura o tensor de Riemann, cuyos coe�cientes están dado
por

Rβ
αµν = eµ(Γβαν)− eν(Γβαµ)− ΓβσνΓ

σ
αµ + ΓβσµΓσαν − γσµνΓβασ.
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Teorema A.40. los coe�cientes del tensor de Riemann satisfacen

Rβ
α[µν;σ] = 0.

A esta relación se le conoce como identidad de Bianchi.

Teorema A.41. Sea X un campo vectorial. Los coe�cientes del tensor de Riemann satisfacen

Rµ
σβαX

σ = Xµ
;αβ −X

µ
;βα.

A esta identidad se le conoce como identidad de Ricci.

De�nición A.42. De�nimos al producto interior como un tensor de rango ( 0
2 ) de�nido por

〈 , 〉p : Tp(M)× Tp(M) −→ R,

que sea

1. simétrico,

2. y no degenerado.

De�nición A.43. Sea T(0,2) el espacio de tensores de rango ( 0
2 ). De�nimos entonces a lamétrica

g en M como

g : M −→T(0,2)

p 7−→〈 , 〉p,

la cual puede ser escrita como g = gµνdx
µ ⊗ dxν con gµν = 〈eµ, eν〉.

Observación. Si además de las propiedades en A.42 se cumple que sea de�nido positivo, entonces
la métrica se llama métrica riemanniana. Si no lo satisface se le llama métrica pseudo o semi
riemanniana.

De�nición A.44. Sea (M, g) una variedad con métrica. Si la métrica es riemanniana entonces
a la variedad se le llama variedad riemanniana y si la métrica es pseudoriemanniana entonces
a la variedad se le llama variedad pesudo riemanniana ovariedad lorentziana.

Observación. Dado que g es no degenerada, esto implica que det(g) 6= 0, y por lo tanto tiene
inversa, la cual denotamos como g−1 aunque muchas veces se denota simplemente como g y la
diferencia entre la métrica y su inversa se da a través de los índices de sus coe�cientes, en donde
gµν son los coe�cientes de la métrica y gµν los de la inversa, los cuales satisfacen gµαgαν = δµν .

Lema A.45. La métrica g res un isomor�smo entre el espacio tangente y el espacio contangente
de una variedad tal que Xµ = gµνλν con X ∈ Tp(M) y λ ∈ T ∗p (M) y viceversa. A esto en física
es lo que llamamos Álgebra de Einstein que consiste en subir y bajar índices en los coe�cientes
de los tensores, de esta forma hacemos la identi�cación λµ ≡ gµνλν y consideramos que ambas
son representaciones del mismo objeto matemático λ.
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Teorema A.46. Sea (M, g) una variedad con métrica sin torsión. Entonces existe una única
métrica que satisface

∇g = 0,

llamada conexión métrica o conexión de Levi-Civita cuyos coe�cientes están determinados de
manera única en una base coordenada por

Γαµν =
1

2
gαλ (gνλ,µ + gµλ,ν − gµν,λ) .

A los coe�cientes de la conexión de Levi-Civita se le llaman símbolos de Christo�el.

Teorema A.47. ∇ es la conexión de Levi-Civita ⇐⇒ no hay torsión, es decir, T (X, Y ) = 0
∀ X, Y ∈ X (M).

Teorema A.48. Sea (M, g) una variedad con la conexión de Levi-Civita. Entonces, los coe�-
cientes Rαβµν = gασR

σ
βµν tiene las siguientes simetrías

1. Rαβµν = −Rβαµν .

2. Rαβµν = −Rαβνµ.

3. Rαβµν = Rµναβ.

De�nición A.49. De�nimos al tensor de Ricci como Rµν = Rσ
µσν , al escalar de Ricci como

R = gµνRµν y al tensor de Einstein como Gµν = Rµν − 1
2
gµνR.

Observación. Los tensores de Einstein y de Ricci son simétricos en la conexión de Levi-Civita,
es decir, Rµν = Rνµ y Gµν = Gνµ si ∇g = 0.

Corolario A.49.1. El tensor de Einstein satisface

Gµν;ν = 0.

De�nición A.50. Sean X, Y ∈ X (M) campos vectoriales. Decimos que son ortogonales si y
solo si

〈X, Y 〉p = 0.

Teorema A.51. Sea (M, g) una variedad con métrica. La variedad es plana si y solo si el tensor
de Riemann es cero.

Las demostraciones de lo teoremas aquí mencionados y más de�niciones útiles e importantes
en geometría diferencial y en topología se pueden ver en [8][111][112][113][114].
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B. Cálculo de variaciones

B.1. Elementos de análisis funcional

De�nición B.1. Sea V un espacio vectorial. Una norma en V es una función

‖ ‖ : V −→R
v 7−→‖v‖

que satisface

1. ‖v‖ ≥ 0 ∀ v ∈ V y ‖v‖ = 0 si v = 0.

2. ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖, conocida como desigualdad del triángulo.

3. ‖tv‖ = |t| ‖v‖ ∀ t ∈ R.

Un espacio vectorial con una norma (V, ‖ ‖) se le llama espacio normado.

De�nición B.2. Sea (V, ‖ ‖) un espacio vectorial normado. Decimos que (V, ‖ ‖) es un espacio
de Banach si y solo ∀ {vn} sucesión de Cauchy en V se cumple que ĺımn−→∞ vn = v∗ ∈ V .

De�nición B.3. Sean V y W espacios de Banach. De�nimos

F : U1 ⊂ V −→W
f 7−→F [f ]

con U1 abierto, como la funcional de U1 ⊂ V en W .

De�nición B.4. Sea F [f ] una funcional de V en W espacios de Banach. Decimos que F [f ] es
Fréchet diferenciable si existe un operador lineal δFF

f : V −→ W que cumple

ĺım
‖η‖→0

∥∥F [f + η]− F [f ]− δFF
f [η]

∥∥
W

‖η‖V
= 0.

En donde ‖ ‖V es la norma en V y ‖ ‖W la norma en W.
Llamamos al operador δFF

f la derivada de Fréchet de F [f ] respecto a f .

De�nición B.5. Sea F : U ⊂ V −→ W , con V,W espacios de Banach y U un abierto,
una funcional Fréchet diferenciable. De�nimos a la derivada de Gâteaux o derivada de Fréchet
direccional como el operador

δFG[f, η] = ĺım
ε→0

F [f + εη]− F [f ]

ε
,

con η ∈ V , ‖η‖ = 1, el cual es uniforme ∀ η.19

19En general, que una funcional sea Gâteaux diferenciable no implica que sea Fréchet diferenciable, pero to-
da funcional Fréchet diferenciable es Gâteaux diferenciable por lo que en todo el texto trabajamos con
funcionales Fréchet diferenciables para evitar problemas.
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De�nición B.6. Sea F : U(f0) ⊂ V −→ R una funcional con V un espacio de Banach real y
U(f0) un vecindad de f0. Sea η ∈ V , entonces de�nimos

φ(t) := F [f0 + tη]

con t un real en una vecindad del cero.
De�nimos la n-ésima variación δnF (f0; η) de la funcional F en el punto f0 ∈ V en la dirección
η como

δnF (f0; η) ≡ φ(n)(0).

Teorema B.7. Sea F : U(f0) ⊂ V −→ R una funcional Fréchet diferenciable. Entonces, la
primera variación de F , o derivada funcional, en f0 en la dirección de η es

δF (f0; η) = δFG[f0, η] = ĺım
ε→0

F [f0 + εη]− F [f0]

ε

Observación. La primer variación y la derivada conmutan.

Teorema B.8. Sea f : Ω ⊂ Rn −→ R continua con Ω un abierto.

1. Si
∫

Ω
f(x)η(x) ≥ 0 ∀ η ∈ C∞0 (Ω) con η ≥ 0 entonces f(x) ≥ 0.

2. Si
∫

Ω
f(x)η(x) = 0 ∀ η ∈ C∞c (Ω) entonces f(x) = 0.

B.2. La derivada funcional en física

En física es usual buscar la primer variación de funcionales del tipo

F : C∞(G) ⊂ C(G) −→R (549)

g(t) 7−→
∫
G

L(t, g(t), dtg(t), d2
tg(t), ..., dNt g(t))dt, (550)

en donde dNt c(t) ≡ dN

dtN
c(t), G ⊂ RN un abierto, C(G) es el espacio de Banach de funciones

continuas en G y C∞(G) el espacio de las funcionas evaluadas cuyas derivadas de cualquier
orden son continuas en G y pueden ser extendidas continuamente a la cerradura de G, con
L : G× RN+1 de clase C1. Para ello, se toma

φ(τ) =
∫
G
L(t, c(t) + τδc(t), dtc(t) + τdtδc(t), d

2
t c(t) + τd2

t δc(t), ..., d
N
t c(t) + τdNt δc(t))dt,

(551)

en donde δc(t) ∈ C∞(G) con c(t) ∈ C∞(G) dada , y se hace la primer variación igual a cero
para minimizar a la funcional, que es lo que se conoce como el principio de acción estacionaria.
Por lo que, la primer variación igualada a cero da lugar a

0 = δF (c(t); δc(t)) ≡ δF =

∫
G

[
N∑
i=1

− ∂

∂xi

(
∂Lc

∂ditc(t)

)
+

∂Lc
∂c(t)

]
δc(t)dt, (552)
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en donde, usando el lema fundamental del cálculo de variaciones B.8, obtenemos que
N∑
i=1

− ∂

∂xi

(
∂Lc

∂ditc(t)

)
+

∂Lc
∂c(t)

= 0, (553)

que son las ecuaciones de Euler-Lagrange.

También existe otra convención en física para funcionales distintas a (550) en la que consiste
en escribir a la primer variación como

δF (f ; δ(x− y)) ≡ δF [f ]

δf(x)
,

y en donde ahora δf(x) = εδ(x − y) se usa como función de prueba. Entonces, de acuerdo a
B.5, la primer variación toma la forma

δF [f ]

δf(x)
= ĺım

ε→0

F [f + εδ(x− y)]− F [f ]

ε
,

con δ(x − y) la delta de Dirac. Ambas notaciones son usadas indistintamente en donde el
contexto da a indicar qué función de prueba se usa.
Por último, cuando la funcional toma varios argumentos de entrada, esta última notación nos

ayuda a de�nir respecto a qué entrada o variable se hace la variación y de esta forma aplicar
directamente las ideas ya discutidas a cualquiera de las entradas de la funcional.

B.2.1. Identidades útiles en física

Sea (M, g) una variedad pseudoriemanniana y F [φ] una funcional Fréchet diferenciable20.
Tenemos que las siguientes identidades se cumplen

1. Si F [φ] = G[φ]H[φ] entonces δF [φ]
δφ(y)

= δG[φ]
δφ(y)

H[φ] +G[φ] δH[φ]
δφ(y)

.

2. si F [φ] =
∫

(φ(x))ndx entonces δF [φ]
δφ(y)

= n(φ(y))n−1.

3. Si F = F [G[φ]] entonces δF [G[φ]]
δφ(y)

= δ(F ◦G)(φ; δ(x− y)) = δF (G; δG(φ; δ(x− y))).

4. Si F [φ] = φ(x) entonces δF [φ]
δφ(y)

= δ(x− y).

5. δ
√
−g ≡ ∂

√
−g

∂gµν
δgµν = −1

2
gµν
√
−gδgµν con

√
−g el determinante del tensor métrico y gµν

sus componentes.

6. gµνδRµν = −∇µ∇νδg
µν + gµν�δgµν con � = ∇µ∇µ y Rµν el tensor de Ricci.

En general, el tema de la derivada funcional, derivada de Fréchet, etcétera es parte de lo
conoce como análisis funcional el cual se puede abordar de muchas formas. Para una discusión
a profundidad sobre espacios de Banach se pueden revisar [115] y [116], donde este último incluye
aplicaciones a la física. Una introducción a las derivadas de Fréchet y Gâteaux se encuentra en
[117]. Para una discusión en análisis funcional y cálculo variacional, desde un punto de vista
matemático con aplicaciones, se pueden ver [118][119][120] y para una discusión menos rigurosa
y hecha desde un punto de vista físico se pueden ver [121] y [122].
20Para escribir las relaciones se usarán las dos notaciones vistas para la derivada funcional indistintamente pues

en muchos casos, como los que se van a listar, ambas notaciones llevan a los mismos resultados



107

C. Sistemas dinámicos

A continuación se presentan las de�niciones y teoremas básicos para el estudio de sistemas
dinámicos desde un punto de visto no riguroso.
Sean x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Ω ⊆ Rn un conjunto de coordenadas y f : Ω −→ Ω. Un sistema

dinámico autónomo tiene la forma

ẋ = f(x) = (f1(x), ..., fn(x)). (554)

A continuación, se presentan las de�niciones y teoremas usados para analizar la estabilidad del
sistema dinámico las cuales son válidas en las regiones donde f es continua 21.

De�nición C.1. Sea ẋ = f(x) un sistema dinámico autónomo22. Decimos que x0 es un punto
crítico o punto de equilibrio si y solo si f(x0) = 0.

De�nición C.2. Sea x0 un punto crítico de f(x). Decimos que x0 es un punto estable si ∀ ε > 0
∃ δ(ε) > 0 tal que, si ψ(t) es una solución al sistema dinámico que cumple ‖ψ(t0)− x0‖ < δ
entonces ‖ψ(t)− x0‖ < ε ∀ t > t0. Un punto inestable es un punto que no es estable.

De�nición C.3. Sea x0 un punto crítico. Decimos que x0 es asintóticamente estable si ∃ δ > 0
tal que si ψ(t) es una solución del sistema autónomo y además cumple que ‖ψ(t0)− x0‖ < δ
entonces ĺımt→∞ ψ(t) = x0

23.

De�nición C.4. Sea x0 un punto crítico f una función su�cientemente suave. De�nimos la
matriz de estabilidad de x0 como

J =

(
∂fi
∂xj

∣∣
x0

)
.

De�nición C.5. Sea x0 un punto crítico. Decimos que x0 es un punto hiperbólico si ∀ ω ∈ C
eigenvalor de la matriz de estabilidad J de x0 se cumple que Re(ω) 6= 0. Si al menos uno de los
eigenvalores tiene parte real igual a cero entonces el punto es no hiperbólico.

Teorema C.6. Sea x0 un punto crítico y sean {ωi}i∈I los eigenvalores de la matriz de estabilidad
J de x0.

1. x0 es un punto inestable o repulsor si Re(ωi) > 0 ∀ ωi.

2. x0 es un punto asintóticamente estable o atractor si Re(ωi) < 0 ∀ ωi.

3. Decimos que x0 es un punto silla si ∃ ω1, ω2 tal que Re(ω1) > 0 y Re(ω2) < 0.

4. Si x0 es un punto no hiperbólico entonces no podemos decir nada sobre su estabilidad a
través de los eigenvalores de J .

A esta clasi�cación de la estabilidad de x0 se le llama teoría de estabilidad lineal. Como se puede
observar del punto 4, la teoría de estabilidad lineal no funciona para puntos no hiperbólicos.
21En general f puede ser discontinua y presentar divergencias, sin embargo en física es usual que esta sea

continua.
22De aquí en adelante en este apéndice se trabajará con el sistema autónomo ẋ = f(x) por lo cual esta frase

será omitida en las siguientes de�niciones y teoremas.
23Todo punto asintóticamente estable es estable.
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El teorema anterior nos permite determinar fácilmente la estabilidad de puntos hiperbólicos
pero no nos dice nada sobre puntos no hiperbólicos. Para ver la estabilidad de estos últimos hay
diferentes métodos, entre ellos hay dos bastante útiles llamados método de Lyapunov y teoría
de variedad centro.

De�nición C.7. Sea x0 un punto crítico. De�nimos la función de Lyapunov de x0 como una
función V : U ⊂ Rn −→ R con U(x0) una vecindad de x0 y de clase C1 que cumple

1. V (x) > V (x0).

2. V̇ (x) ≤ 0 ∀ x ∈ U◦(x0).

Esta última condición se puede escribir como ∇V · f(x) ≤ 0.

Teorema C.8. Sea x0 un punto crítico. Si existe V la función de Lyapunov de x0 tal que
V̇ ≤ 0 entonces x0 es estable. Si existe V la función de Lyapunov de x0 y V̇ < 0 entonces x0 es
asintóticamente estable.

De�nición C.9. Sean x0 ∈ Ω ⊂ Rn un punto crítico y J la matriz de estabilidad de x0.
Consideramos a {e1, ..., es} como los eigenvectores de J con eigenvalores asociados con parte
real negativa, {es+1, ..., es+u} como los eigenvectores de J con eigenvalores asociados con parte
real positiva, y a {es+u+1, ..., es+u+c} como los eigenvectores de J con eigenvalores asociados con
parte real igual a cero tal que s+ c+ u = n. Entonces podemos escribir

Rn = Es ⊕ Eu ⊕ Ec,

en donde Es = span{e1, ..., es}, Eu = span{es+1, ..., es+u} y Ec = span{es+u+1, ..., es+u+c} son
los espacios estable, inestable y centro respectivamente.

Observación. Si Eu 6= ∅ entonces el punto crítico x0 no puede ser estable independientemente
si es hiperbólico o no.
La teoría de variedad centro nos ayuda a analizar la estabilidad del punto crítico no hiper-

bólico x0 con la consideración Eu = ∅.

Teorema C.10. Sean ẋ = f(x) un sistema dinámico autónomo y x0 un punto crítico y J la
matriz de estabilidad de x0. Si Eu = ∅ entonces existe un cambio de coordenadas que nos
permite escribir al sistema dinámico como

ż = Az + g(z,w), (555)
ẇ = Bw + h(z,w), (556)

con (z,w) ∈ Rc × Rs y tal que

g(0, 0) = h(0, 0) = ∇g(0, 0) = ∇h(0, 0) = 0,

con A una matriz c × c con eigenvalores con parte real igual a cero y B una matriz s × s con
eigenvalores con parte real negativa.

De�nición C.11. Consideremos un sistema dinámico autónomo escrito en la forma de (555).
Una variedad centro es un espacio geométrico el cual puede ser escrito localmente como

C0 = {(z,w) ∈ Rc × Rs|w = L(z), para |x| < δ con L(0) = 0,∇L(0) = 0},

tal que δ es un número pequeño y L(z) una función analítica, simplemente valuada y acotada
en todas sus derivadas.
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Teorema C.12. Si ẋ = f(x) es un sistema autónomo que se pueda escribir como (555), entonces
siempre existe una variedad centro para este sistema dinámico y su dinámica queda restringida
a la variedad centro a través del campo vectorial

u̇ = Au + g(u, L(u)). (557)

con u ∈ Rc su�cientemente pequeño.

Teorema C.13. Si la solución de (557) es estable (inestable) entonces la solución del sistema
dinámico escrito como (555) es estable (inestable). Más aún, si la solución de (557) es estable
entonces, si (z(t),w(t)) es solución de (555) con (z(0),w(0)) pequeño, entonces u(t) es solución
de (557) tal que al tomar t −→∞ y γ > 0 entonces

z(t) = u(t) +O(e−γt),

w(t) = L(u(t)) +O(e−γt).

Observación. La función L(z) no puede ser cualquier función arbitraria sino que debe de satis-
facer la ecuación diferencial

N (L(z)) ≡ ∇L(z) [Az + g(z, L(z))]−BL(z)− h(z, L(z)) = 0. (558)

Teorema C.14. Sea φ : Rc −→ Rs una función de clase C1 tal que φ(0) = ∇φ(0) = 0 y tal
que N (φ(z)) = O(|z|q), con q > 1 y z −→ 0. Entonces

|L(z)− φ(z)| = O(|z|q),

con |z| → 0.

Este último teorema nos dice que conocer de manera aproximada a la variedad centro nos da
la misma información sobre la estabilidad del sistema dinámico original que la solución exacta.
Esto es de gran utilidad pues a la hora de hacer las cuentas podemos proponer una expansión
en serie Taylor de L(z) alrededor de cero, e insertar esta expansión en (558) y así analizar la
estabilidad del punto no hiperbólico x0.
Para una discusión matemática más a fondo sobre sistemas dinámicos se puede consultar

[123] y [90], para una discusión no tan rigurosa y con muchos ejemplo aplicados a cosmología
se puede ver [86].
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