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Introduccién

El estudio de sistemas dindmicos consiste en estudiar el comportamiento de las soluciones de
un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales dado por x = f(x) al analizar las propiedades de
los puntos criticos del sistema dados por f(xg) = 0. En este trabajo, revisamos como se hacen
analisis en sistemas dindmicos para las ecuaciones de Friedmann que provienen de distintas
teorias modificadas de la gravedad, particularmente en las teorias modificadas tipo escalares -
tensoriales y teorias extendidas tipo gravedad teleparalela.

En el capitulo 1 revisamos los conceptos basicos sobre Relatividad General, como se obtienen
las ecuaciones de campo de Einstein a partir del limite Newtoniano y a través del principio
variacional, hablamos del teorema de Lovelock el cual nos establece que par poder obtener una
teoria distinta a Relatividad General debemos de cumplir ciertas condiciones. Finalmente en ese
capitulo revisamos los elementos de cosmologia basica como lo son las ecuaciones de Friedmann
con algunas de sus soluciones y finalizamos con un pequena discusion de las ventajas y des-
ventajas de la teoria y el por qué resulta necesario buscar nueva fisica mas all4d de Relatividad
General.

En el capitulo 2 revisamos uno de los primero intentos para modificar la Relatividad General,
la teoria de Brans-Dicke, la cual trata de incorporar més a fondo las ideas de Mach a un modelo
gravitacional al proponer que la constante de gravitacién universal de Newton dependa del
inverso de un campo escalar que depende de la distribuciéon de materia lejana. Revisamos las
ecuaciones de campo a través del método variacional para esta teoria y finalmente analizamos
las ecuaciones de Friedmann y algunas de las soluciones importantes.

En el capitulo 3 revisamos brevemente la teoria de Horndeski la cual es la teoria tipo escalar -
tensorial mas general de todas que nos evita inestabilidades tipo Ostrogradsky, es decir, que nos
regresa ecuaciones de campo de segundo orden al hacer variaciones a la accion. Posteriormente
nos enfocamos a discutir un subconjunto de la teoria de Horndeski, las teorias f(R) las cuales
son una de las formas més directas de modificar a la gravedad y la cual ha mostrado ser eficiente
a la hora de contrastar con los datos observacionales, revisamos las ecuaciones de campo y como
esta es equivalente a la teoria de Brans-Dicke. Finalmente vemos las ecuaciones de Friedmann
en las teorias tipo f(R) y algunas de las soluciones a ellas de importancia cosmologica.

En el capitulo 4 revisamos una de las teorias extendidas a la gravedad, gravedad teleparalela,
la cual consiste en trabajar con un objeto mateméatico llamado téfrada en lugar de trabajar
con la métrica. En esta teoria la gravedad es modelada a través de la torsion en lugar de la
curvatura, pues la variedad en la que se trabaja es globalmente plana. Al llevarlo a nivel de la
accion, vemos que existe una equivalente teleparalela a la gravedad — TEGR~- la cual, como su
nombre indica, es exactamente igual a Relatividad General, gozando de las mismas ventajas
y desventajas que ella, por lo cual resulta necesario modificar la accién, por ello al final de
la seccién analizamos una de las formas generales de modificar la equivalente teleparalela a
través de una funcional general que dependa de la torsiéon y de un término de frontera que es la
divergencia covariante de la torsion, la cual nos recupera otras teorias de gravedad teleparalela.

En el capitulo 5 revisamos finalmente como hacer uso de sistemas dindmicos para estudiar
las ecuaciones de Friedmann de las distintas teorias alternativas a la gravedad anteriormen-
te descritas, las cuales resultan en general dificiles de resolver analiticamente. Analizamos la
estabilidad de los puntos criticos en estos modelos, los cuales bajo ciertas condiciones son ca-
paces de reproducir escenarios cosmologicos viables como puntos atractores estables que estan
de acuerdo con los datos observacionales y analizamos también bajo qué condiciones nos dan
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resultados que no estén de acuerdo a los datos. Se estudia particularmente la estabilidad de dis-
tintos modelos de gravedad f(7, B) bajo cierta condicion y se estudia la estabilidad en el caso
general para un modelo particular de f(T, B). Estudiamos soluciones analiticas aproximadas
del sistema dindmico en una vecindad del punto critico y usando datos observacionales, vemos
el rango de corrimiento al rojo en el que estas soluciones son validas, lo que nos permite obtener
algunas cantidades importantes, en particular, el valor del parametro de Hubble al dia de hoy.
Finalmente, en la seccién 6 hacemos un resumen de lo discutido en este trabajo, la importancia
de los resultados, las ventajas y desventajas de cada uno de los modelos estudiados con sistemas
dindmicos y la perspectiva sobre futuros trabajos relacionados al tema.

En el apéndice A mostramos los elementos de geometria y topologia necesarios para entender
las teorias gravitacionales, las definiciones, teorema y corolarios necesarios relacionados al tema.
En el apéndice B vemos las definiciones y teoremas necesarios sobre andlisis funcional y calculo
de variaciones los cuales son necesarios para entender los métodos variacionales con lo que
se obtienen las ecuaciones de campo. Por tltimo en el apéndice C vemos los elementos y
las propiedades béasicas de los sistemas dindmicos, lo cual consiste en la herramienta teérica
principal de este trabajo. Vemos los teoremas y propiedades necesarios para efectuar dichos
analisis.
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1. Relatividad General y Cosmologia Estandar

1.1. ;jPor qué Relatividad General?

Entre los anos 1564 y 1642 Galileo Galilei descubridé que, al dejar caer objetos a través
de planos inclinados en un campo gravitacional, los cuerpos caen con la misma aceleracion
independientemente de sus masas [1]. Esta observacion le sirvio a Isaac Newton para darse
cuenta que, usando dos de las leyes de movimiento que llevan su apellido, la fuerza gravitacional
que experimenta un cuerpo es |F| oc mgym,. con m, la masa de la fuente del campo gravitacional
y m. la masa del cuerpo; Sin embargo, Newton consideraba que era posible que esto fuese
solamente una aproximaciéon y que era posible que la masa que aparece en la segunda ley de
Newton, la masa inercial m;, fuese distinta a la masa que hace que los cuerpos caigan, la masa
gravitacional mgy, por lo que seria posible experimentalmente observar que algunos cuerpos
caerfan de manera distinta a otros dependiendo del factor m;/m, |2]. Algunos experimentos se
realizaron para buscar esta diferencia y el resultado, debido a E6tvos [3], que se encontro fue
que de haber diferencia entre la masa inercial y la gravitacional, esta es menor que una parte
en 10°. Experimentos mas modernos han encontrado que esta diferencia es atin mas baja, del
orden de 10712 [4] .

Con base en estos resultados resultaba natural poder tomar m; = m, = m como la masa
de un cuerpo, lo cual es el origen del Principio de FEquivalencia débil. Finalmente, Newton
con base en més observaciones logré encontrar una expresion para la fuerza gravitacional que
experimenta un cuerpo de masa m respecto a otros n cuerpos de masas m; con i = 0,...,n,
conocida como ley de gravitacion universal, la cual viene dada por

n
Fr)=GY ' (r—ry), (1)
= v —xi

con r; el vector de posicion del i-ésimo cuerpo y G la constante de gravitacion universal.

Con esta descripcion, Newton logro explicar una gran cantidad de fenémenos, entre ellos vale
la pena senalar la observacion de Galileo de que los cuerpos caen con la misma aceleracion
independientemente de sus masas, las leyes de Kepler de los movimientos de planetas, etc. Sin
embargo esta descripcion de la fuerza gravitacional present6 problemas en predecir la precesion
del perihelio de la érbita de Mercurio, la cual al ser medida resulta més rapida que la calculada
con la ley de la gravitacion universal, aproximadamente 43" /siglo [5], lo cual nos indica que
una teoria mas general que la gravitacion newtoniana debe ser tomada en cuenta.

Por otro lado, en 1887, Michelson y Morley [5], realizaron un experimento basado en inter-
ferometria para mostrar la existencia del éter, una supuesta sustancia que llenaba el universo
en el que la luz se desplazaba, el cual debia presentar una velocidad de arrastre en la direc-
cion opuesta al movimiento de la tierra, sin embargo, no se observé dicho arrastre sino todo lo
contrario, la luz llegaba al mismo tiempo independiente del camino que seguia. Varios intentos
por explicar estos resultados se hicieron para que la teoria del éter sobreviviera, sin embargo, la
solucion final a dicho paradigma fue tomar la velocidad de la luz como una constante, lo cual
resulta en acuerdo a la teoria electromagnética pero en contra de la fisica newtoniana. Aunado
a lo anterior, las ecuaciones de Maxwell resultan no ser invariantes ante transformaciones Ga-
lileanas, presentando mas problemas a la fisica clasica. Estas dos observaciones mostraron, de
nuevo, que la teorfa newtoniana debe ser corregida.

Einstein, en 1905, propuso la teoria de la Relatividad Especial, 1a cual nos permite solucionar
la invariancia de las ecuaciones de Maxwell y los resultados de Michelson y Morley al tomar en
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cuenta la velocidad de la luz como una constante en todos los marcos inerciales. La Relatividad
Especial se basa en los siguientes postulados:

1. Las leyes de la fisica son las mismas para cualquier marco de referencia inercial.
2. La rapidez de la luz en todos los sistemas de referencia inerciales, en el vacio, es la misma.

3. El espacio es homogéneo, isétropo y continuo.

Con estos postulados, podemos encontrar las transformaciones que nos permite describir la
fisica que se observa en un marco inercial con la que se observaria en otro sistema de referencia
inercial, las llamadas transformaciones de Lorentz. Las transformaciones de Lorentz forman un
subgrupo propio ortécrono SO (3, 1), el cual incluye a los boosts de Lorentz y rotaciones.

Es entonces asi que, con este grupo de transformaciones y los postulados de la Relatividad
Especial, se solucionaron muchos de los problemas que la teoria Newtoniana presentaba, pues
las ecuaciones de Maxwell son invariantes ante el grupo de Lorentz y ademas, al ser la velocidad
de la luz constante, los resultados del experimento de Michelson y Morley quedaban explicados.
Sin embargo, ain faltaba solucionar los demas problemas que la teoria Newtoniana presenta y
méas aun, faltaba el poder extender la Relatividad Especial a cualquier sistema de referencia,
dado que, como se tiene en los postulados, esta solamente es valida en sistemas de referencia
inerciales. La Teoria de la Relatividad General es entonces la teoria que nos permite hacer
esto, nos permite extender la Relatividad Especial a cualquier marco de referencia los cuales,
localmente, recuperan la Relatividad Especial y ademés nos soluciona los problemas inherentes
a la gravedad Newtoniana.

1.2. Fundamentos de la Relatividad General

Como se menciond anteriormente, los resultados experimentales muestran que de haber di-
ferencia entre las masa inercial y gravitacional de un cuerpo, esta diferencia es muy pequena.
Este resultado experimental le sirvi6 a Einstein para formular lo que se conoce como Principio
de FEquivalencia.

Actualmente, sabemos que el Principio de Equivalencia tiene tres formulaciones, a saber,
el Principio de Equivalencia débil, el Principio de Equivalencia de Ewnstein y el Principio de
Equivalencia fuerte, siendo el Principio de Equivalencia de Einstein el que jugd un papel muy
relevante en el desarrollo de la Relatividad General. Estas tres formulaciones del Principio de
Equivalencia son las siguientes [6]:

1. Principio de Equivalencia débil: Todas las particulas de prueba, sin carga, en caida
libre siguen la misma trayectoria una vez las condiciones iniciales se hayan fijado, es decir,
el movimiento que siguen las particulas en caida libre es universal. Esta formulacion se
puede entender como la igualdad entre la masa inercial y la masa gravitacional.

2. Principio de Equivalencia de Einstein: El Principio de Equivalencia débil es correcto
y ademas, en cualquier sistema de referencia en caida libre se debe recobrar, localmente,
la Relatividad Especial, independientemente de la posicién o velocidad.

3. Principio de Equivalencia fuerte: El Principio de Equivalencia débil es correcto in-
cluso para objetos muy masivos, no necesariamente particulas de prueba, y ademés, en
cualquier sistema de referencia en caida libre se debe recobrar, localmente, la Relatividad
Especial, independientemente de la posicion o velocidad.
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Cualquier teoria de gravitacion debe de cumplir, al menos, los principios de equivalencia débil y
de Einstein, pues son los que experimentalmente han mostrado tener un cierto rango de validez
[6], la isotropia del espacio y la compatibilidad con las distintas observaciones astrofisicas y
cosmologicas.

La Relatividad General de Einstein es la teoria que satisface todo lo anteriormente mencio-
nado, incluso satisface el Principio de Equivalencia fuerte, y que ademas corrige los problemas
de la mecanica Newtoniana y tiene a la Relatividad Especial como parte de su descripcion al
tratar sistemas de referencia inerciales [7][6].

La Relatividad General describe al espacio-tiempo como una variedad pseudoriemanniana,
ver apéndice A.44, sin torsion, ver apéndice A.36 (es decir, con la conexion de Levi-Civita,
ver apéndice A.46), de esta forma, debido a la estructura pseudoriemanniana de la teoria, la
trayectoria de todas las particulas de prueba son geodésicas, ver apéndice A.33, satisfaciendo el
Principio de Equivalencia débil y ademaés, existe un conjunto de coordenadas llamado coorde-
nadas normales de Riemann|8] que, junto al hecho de que es una variedad pseudoriemanniana
sin torsion, ver apéndice A.38, y de tomar una base coordenada, ver apéndice A.18 y A.16,
permiten describir localmente a la variedad como plana permitiendo recobrar asi la Relativi-
dad Especial y por lo tanto satisfaciendo el Principio de Equivalencia de Einstein de manera
natural. De esta forma, con la estructura pseudoriemanniana, las leyes fisicas quedan escritas
en términos de tensores, y dada la regla de transformacion de las componentes de un tensor,
ver apéndice A.13 y A.11, las leyes de la fisica resultan ser invariantes ante cambios de coor-
denadas relacionadas por difeomorfismos, a esto se le conoce como el principio de covariancia
generalizada, por lo cual las ecuaciones y leyes fisicas adquieren la misma forma en cualquier
marco de referencia.

Finalmente, lo principal que describe a la Relatividad General son las llamadas ecuaciones
de campo, las cuales nos relaciona a la curvatura del espacio tiempo con la materia que en él
hay, y de esta forma la curvatura del espacio-tiempo describe los efectos gravitacionales de la
materia con la que la curvatura esta relacionada. Hay distintas formas de obtener las ecuaciones
de Einstein de las cuales dos seran discutidas a continuacion.

1.3. Ecuaciones de campo de Einstein
1.3.1. Limite Newtoniano

Considerando un espacio-tiempo descrito en Relatividad General con un campo gravitacional
débil y estatico, podemos ver qué forma tienen las ecuaciones de campo de Einstein si estudiamos
la geodésica de una particula en una campo gravitacional débil con simetria esférica, como la
tierra, y comparar este movimiento geodésico con lo que sabemos de fisica Newtoniana, como
veremos a continuacion. Dado que el campo gravitacional es débil, la métrica sera un pequena
desviacion de la métrica de Minkwoski 7, = diag(—1,1,1,1), dada por

Guv = N + hw/a con ’huu‘ < 17 (2)

en donde las particulas se mueven a bajas velocidades |u| < 1 y ademas es estatico g, 0 = 0.
Por lo tanto, la ecuacién de las geodésicas a primer orden en h,, que siguen las particulas en



1.3 Ecuaciones de campo de Einstein 4

este espacio tiempo es !

a1 dt\?
~ —nMh —
dr? o'l 100X (d7> ’ 3)

s, . 2 .
por lo cual, la coordenada temporal de manera explicita satisface que 373 = 0 mientras las
coordenadas espaciales satisfacen

| d*x 1

—— & ~hoo = —— & = Vho, 4

iz 27 T gz T 2T (1)
en donde se ha aplicado la regla de la cadena (Z—f = %3{. Esta tdltima expresion se puede

relacionar con la gravitacion Newtoniana (1), al considerar que la ley de gravitacion universal
se puede escribir como F = —mV ¢, en donde ¢ es un campo escalar. Con lo cual, vemos que al
hacer hgg = —2¢ ambas ecuaciones resultan idénticas. Asi, observamos que se puede relacionar
al campo gravitacional con la métrica de la variedad, es decir, muestra que existe una relacion
entre la geometria de la variedad la cual esta totalmente determinada por la métrica y el campo
gravitacional generado por una fuente, por ejemplo el planeta tierra, en donde se tiene que

goo = —(1 +29). (5)

Por otro lado, se sabe que el potencial Newtoniano ¢ satisface una ecuacion tipo Poisson
dada por

V3¢ = 4np. (6)

Recordando que el tensor de energia-momento de un fluido perfecto tiene la forma

T" = (p+ P)u'u” + Pg"”, (7)
en donde p es la densidad del fluido perfecto, P la presion y u, la 4-velocidad del fluido
normalizada tal que u*u, = —1. Para materia no relativista este tensor resulta apropiado para
su descripcion, entonces Tog = p, P =0, y como hgy = —2¢, entonces obtenemos que

VQhOO == —87TT00. (8)

Esto nos da la pista de que las ecuaciones mas generales que nos describen la relacion entre
la geometria y la gravitacion deben de tener al lado izquierdo derivadas de, a lo més, segundo
orden en la métrica y del lado derecho deben de depender del tensor de energia-momento 7},
de la fuente del campo gravitacional.

Mas atin, dado que del lado derecho debe de depender de 7}, y sabemos que V#T},, = 0 nos
da la conservacion de energia-momento, entonces el lado derecho también debe de satisfacer que
su divergencia covariante sea cero. Varias propuestas se pueden hacer, sin embargo la condicion
de que la divergencia covariante sea cero restringe mucho las opciones que se pueden proponer.
La mejor propuesta que se obtiene para poder satisfacer (8) son las ecuaciones de campo de
Finstein [9], las cuales estan dadas por

1
Guw =R, — §gWR = 811, (9)

!'De ahora en adelante se trabaja con la convencién de sumas de Einstein y consideramos unidades naturales,
en donde c=G =h=1.
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en donde R, y G, son los tensores de Ricci y Einstein, ver apéndice A.49, respectivamente y R
es el escalar de Ricci, y ademés VG, = 0, que nos da la condiciéon de conservacion requerida,
se obtiene de la definicion de la conexion de Levi-Civita y de las identidades de Bianchi, ver
apéndice A.40, contraidas. Asi, dado que en el limite débil vimos que g, = 7w + Ay ¥, como

se debe cumplir que ¢,,9%" = 5;:, entonces g = n* — hy,,, por lo tanto goo = —1 + hoo ¥
g% = —1 — hgo. Asi, al contraer las ecuaciones de Einstein obtenemos R = —877T, por lo tanto,
las ecuaciones de campo de Einstein pueden ser reescritas como
1
R;w =8 T/w - §guuT ) (10)
con T = ¢®Ty,y = —Tpy es la traza del tensor al orden mas bajo no trivial. De esta forma,

obtenemos de la ecuacion (10) que
Royo = 4n'Ty, (11)

y por otro lado, de la forma del tensor de Riemann, ver apéndice A.39, en términos de los
simbolos de Christoffel eligiendo una base coordenada, ver apéndice A.6, obtenemos que

, 1. 1
ROO — 62»0 — —iazaihoo — —§V2h00, (12)

y asi, de (11) vemos que se cumple (8), por lo tanto las ecuaciones de campo de Einstein nos
dan el resultado esperado y ademaéas nos da la relacion general entre la curvatura y el campo
gravitacional producido por una fuente con un tensor de energia-momento 7}, asociado.

Sin embargo, esta forma de obtener las ecuaciones de Einstein, si bien nos da una intuicién
fisica de como obtenerlas y qué nos dice, no es la mas formal de todas pues depende de las
aproximaciones de campo débil y de considerar un sistema de simetria esférica, como lo es el
planeta tierra, por lo que podria surgir la pregunta de ;cémo obtener de forma general las
ecuaciones de campo de Einstein? y la respuesta a esto es a través del método variacional.

1.3.2. Principio variacional y el teorema de Lovelock

El principio variacional o principio de accion estacionaria consiste en, dada una densidad
Lagrangiana £, considerar a la funcional S dada por

S = /Ed”‘x, (13)

llamada la accion y pedir que sea estacionaria, es decir, pedir que su primer variacién, ver
apéndice B.7, sea cero

0 = 58. (14)

La accion para obtener las ecuaciones de campo de Einstein es?

Slgu¥] = 5- / Ry=gd" + St gy ) (15)

2En general, la accién de materia también puede depender de campos de materia %, de ahi la dependencia
explicita en la forma de la accién.
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en donde,

Spilgu] = ]/13vf__d4 (16)

es la accion de Einstein-Hilbert, Sy = f Larv/—gd*z es la accion de materia tal que, el tensor
de energia momento es

2 0(Lwy9)
T =~ =g (17)

con k =87y /—g = det(g,,) es el determinante de la métrica.
De esta forma, al hacer la variacion de la accion (15) respecto a los componentes de la métrica,
se obtiene

0= 6S[g", 6g™] = 68 = i [ / (6R)y/—gd*z + / R(é\/—_g)d4x] + / <.c§4 fy_)5 Wy
(18)

R 1
De B.2.1 [/RW\/_5QWCZ4JJ+/‘/ —V,.V.,0g" + g, 06g") d'x

—/%guuR\/—_g@“”d‘lx] +/ (ﬁguvy )5 lu/d4

sin embargo, el término —V,V, 69" + ¢,00g"" = V, (—Vgégo‘ﬁ + gu,,VO‘(SgW) es una diver-
gencia total, por lo que bajo condiciones de frontera la integral que lleva este término se hace
cero, con lo cual tenemos que

1 1 V-
0=0S = / — |Ruv/—=9 — =g RV—g| + OLuv=yg) 59" d*z, (19)
2K 2  ggr
y por lo tanto, del lema fundamental del calculo variacional, ver apéndice B.8, obtenemos
que

o P - Jowivs| - 2B g, (20)

adgH

la cual, dividiendo entre /—g, despejando el término de materia del lado derecho y usando
(17) obtenemos finalmente las ecuaciones de campo de Einstein

R, — %gw,R = 871 (21)

Esa ultima forma de obtener las ecuaciones de campo de Einstein pareciera Ad Hoc en el
sentido de que la acciéon de Einstein-Hilbert no tiene justificacion a priori y en principio nada
nos prohibe usar otra acciéon y de esta forma, se podria pensar, obtener un conjunto totalmente
diferente de ecuaciones de campo; sin embargo, la conclusion final de este razonamiento es
incorrecto, pues existe un teorema, llamado teorema de Lovelock [10][11][6], que nos establece
que las tnicas ecuaciones de Euler-Lagrange de segundo orden y libres de divergencia que
pueden ser obtenidas, en un espacio-tiempo de cuatro dimensiones, de una accién con una
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densidad Lagrangiana de la forma £ = E(g#y,gL979L%)), en donde gfj,) significa derivadas de

. s . 2 . b . .
primer orden de la métrica y g,(w) derivadas de segundo orden en la métrica, son las ecuaciones
de campo de Einstein con una posible contante cosmologica, es decir, si

Sz/v—gﬁ(gw,gﬁ’,g,ﬁ?)d“x, (22)

entonces, al variar 0 = 0.5 se obtiene
1
0=ay—g [R‘“’ - 59“”}_{} + A"/ —g, (23)

con « y A constantes. De esta forma, si a esta accidon se le agrega una acciéon de materia

y tomando a = i, A = A se obtienen las ecuaciones de campo de Einstein con constante
cosmolégica *
1
R, — égw, + Ag = 87T,. (24)

Asi, vemos que el haber obtenido las ecuaciones de campo de Einstein a través de la accion
de Einstein-Hilbert no es un resultado Ad Hoc sino que proviene de un resultado mucho mas
fundamental y por lo tanto usar en particular la acciéon de Einstein-Hilbert nos permite obte-
nerlas de forma féacil y directa las ecuaciones de campo, dado que es la accion mas sencilla que
satisface las condiciones del teorema de Lovelock.

De esta forma, si se quiere construir una teoria gravitacional cuyas ecuaciones de campo sean
distintas a las ecuaciones de campo de Einstein, se debe de satisfacer alguno de los siguientes
puntos [6][12]:

1. Considerar una densidad Lagrangiana que dependa de mas campos y no solamente de la
métrica, e.g, teorfas escalares-tensoriales [13].

2. Hacer que la densidad Lagrangiana dependa de derivadas de la métrica de orden mayor
a dos, e.g, teorfas f(R) [14].

3. Trabajar en un espacio-tiempo de méas de 4 dimensiones, e.g, teorias de Kaluza-Klein |15].
4. Considerar no-localidad, e.g, gravedad Gauss-Bonnet [16].

Por lo tanto, mientras no se satisfagan alguna de esas condiciones, las ecuaciones de campo de
Einstein son las tinicas ecuaciones que se obtiene de un principio variacional.

Sin embargo, otra pregunta puede surgir, pues para obtener la variacion de la accion (15)
usamos la dependencia explicita del tensor de Ricci en términos de la métrica, lo cual es cierto
para la conexion de Levi-Civita, sin embargo, ;Qué se obtendria al relajar la suposiciéon de una
conexion métrica y permitir a la accion depender ahora de los coeficientes de la conexion I'? De
esta forma, estariamos permitiendo la dependencia S = S(g,.,I") y por lo tanto estariamos en
el primer punto que nos permite salir del teorema de Lovelock. A esta proposicién de considerar
a la métrica un campo diferente a la conexiéon se conoce como formalismo de Palatin:.

3La constante cosmoldgica A se puede obtener del método variacional si a la accién de Einstein-Hilbert se le
agrega un término de la forma —2A, sin embargo en el caso cosmologico, como vamos a ver, la constante
cosmologica se puede afiadir como un fluido perfecto de densidad py = & y presion Py = —pa, en unidades

8
naturales.
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1.3.3. Formalismo de Palatini

En este formalismo se consideran a los campos ¢, y I' independientes, con lo que

[Quz/ﬂ/) = /R Gy I \/_d4x + Smatt [guww] (25)

en donde R = ¢g"R,,(I') con R, (') es el tensor de Ricci en término de la conexion I' que
se toma como independiente de Levi-Civita, vy en donde consideramos a la accién de materia
como independiente de la conexion y solamente dependiente de la métrica.

Al variar esta accion respecto a la métrica g, se obtienen las ecuaciones de campo

1
~guwR = 87T,,, (26)

R = 3

las cuales difieren un poco de las ecuaciones de campo de Einstein, pues ¢""R,, = "R
con R, la parte simétrica del tensor, ver apéndice A.14, el cual, dado que la conexion no es
de Levi-Civita, en general no es simétrico.

Sin embargo, el resultado mas importante del formalismo de Palatini es al tomar la primera
variacion de la accién respecto a la conexion I' y minimizarla [17][18]

0.5 1 v (ol (sTA T'/sTA 4
0= ST = %/\/—gg“ [V (oT,) — V,,(cSFM)} d’x, (27)
con V' la derivada covariante respecto a la conexion I'. Al integrar por partes obtenemos
0= /VF “”(5F)‘ g“’\éfﬁa)] d'r — /VE (V=g (¢"6s — g"0%)] 6T d*x,  (28)

y observamos que la primer integral es una derivada total, por lo que al integrar con condiciones
de frontera la hacemos cero, y usando el Lema fundamental del calculo de variaciones en la
segunda integral, obtenemos que

Vi [V=g (¢"6, — g"*0%)] = 0, (29)

y asi, haciendo v = a en (29) y sumando, se obtiene que

Vi(V=g9"") =0, (30)

y sustituyendo esto en (29) se obtiene finalmente

ViV=g9") =0, (31)

lo cual nos dice que V' es compatible con ¢g*’, es decir, se obtiene a través de un principio
variacional que I' es la conexién de Levi-Civita de g, y por lo tanto, R,, = R,, y por lo tanto
obtenemos Relatividad General. En pocas palabra, el formalismo de Palatini y el formalismo
métrico (es decir, suponiendo Vg = 0 desde un inicio), son iguales para Relatividad General.
Esto ultimo no pasa para funcionales de R mucho méas complicadas como se verd més adelante.

Ya que hemos obtenido de forma general las ecuaciones de campo de Einstein, nos toca
ahora discutir sobre la soluciones a las ecuaciones de Einstein, particularmente aquellas que
nos permitan estudiar la dindmica del universo.
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1.4. Cosmologia Estandar
1.4.1. Métrica FLRW y ecuaciones de Friedmann

El estudio de la cosmologia moderna parte de lo que se conoce como el Principio Cosmoldgico,
que establece que el universo es espacialmente homogéneo e isotropo, el cual estd apoyado
por evidencias observacionales [19] [20] que indican que el universo es altamente homogéneo
e is6tropo a escalas mayores a 100h~! Mpc [21], aunque a pequeiias escalas esto deja de ser
cierto.

La métrica que mejor se adapta al Principio Cosmologico ademas de otras observaciones
cosmologicas, como la expansion del universo, es la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
walker (FLRW), la cual viene dada por

2
ds® = —dt* + a(t)? (1 iy r2do? + r? sinQ(H)dapQ) : (32)

— kr

en donde ds? es el elemento de linea dado por
ds® = g, dxtdx”, (33)

k es la curvatura del espacio, la cual puede tomar como valores £ = 1,0, —1 que representan
un espacio cerrado, plano y abierto respectivamente, (7,0, ¢) son las coordenadas comduviles, t
el tiempo propio cosmolégico v a(t) el factor de escala *.

En esta métrica, los simbolos de Christoffel independientes y distintos de cero son

kr , a
I, = T Iy, =7 (kr* —1), Ty, =rsin®(0) (kr* —1), Iy = o
1 f 1
Fgl = ng = —sin(6) cos(6), F(2)2 = - Fgl =—, (34)
r r
FSQ = COt(@) FS = — F?l — & FgQ — TQCLd
3 ) 03 I 1 . er’ )
IS, = r’aasin®(9),
y por lo tanto las componentes del tensor de Ricci distintas de cero son
a ad + 2a* + 2k 9, .9
Roo - —357 R11 = W, R22 =T (CL(I -+ 26L + Qk'), (35)
Rss = r?sin(0) (ad + 24> + 2k), (36)
con lo cual el escalar de Ricci esta dado por
. . 2
k
R=6 9+(9) + = (37)
a a a

Por otro lado, para poder obtener las ecuaciones de Einstein para esta métrica debemos de
proponer un tensor de energia-momento que modele el contenido del Universo. La propuesta
mas comin es considerar a los componentes del universo como fluidos perfectos, con lo cual el
tensor de energia-momento es

T,uzz - (p =+ P)U,uUz/ + Pg;w; (38)

“De ahora en adelante se considera la convencién a(tg) = 1 con tq el tiempo a dia de hoy.
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en donde el fluido se encuentra en reposo en marco de referencia comoévil, de esta forma la
4-velocidad es U, = (1,0,0,0), y la traza del tensor de energia-momento es 7" = Ti = —p+3P.
La ecuacion de conservacion para 7}, es

V,T"™ =0= p+3H(p+ P) =0, (39)

en donde H = % es el parametro de Hubble. Con esto ya podemos calcular las ecuaciones de
campo de Einstein (9) para la métrica FLRW.

De (35) y (32) vemos que tanto el tensor de Ricci como el de Einstein son diagonales, por lo
tanto, tomando la componente Gy obtenemos la primera ecuacion de Friedmann

8T k
H>=—p— —. 40

Considerando las componentes espaciales G;; obtenemos la sequnda ecuacion de Friedmann o
ecuacton de evolucion o ecuacion de aceleracion

m == A, 4 sp). (41)
a 3

Estas ecuaciones nos describen la dindmica del universo a nivel de fondo, es decir, a distancias
tales que el Principio Cosmologico es vélido, sin embargo, el sistema de ecuaciones no esta
cerrado, pues la ecuacién de aceleracion se puede obtener a partir de la primera ecuacién
de Friedmann y de la ecuacion de conservacion, de esta forma, tenemos tres variables por
determinar a(t), p(t) y P(t) pero solamente dos ecuaciones independientes. Para solucionar este
detalle se pueden seguir varios caminos siendo el méas comtn el elegir una ecuacion de estado
para el fluido, esto es, una relacion entre p y P para poder cerrar el sistema de ecuaciones. Una

gran cantidad de fluidos relevantes en cosmologia tienen una ecuaciéon de estado de la forma

p=wh, (42)

en donde, en general w = w(t). Sin embargo, existe una gama de ecuaciones de estado importan-
tes en cosmologia que consideran fluidos barotropicos, i.e. que satisfacen (42), con w constante,
los cuales son

1/3 radiacion,
w=4¢ 0 polvo o materia no relativista, (43)
—1 Energia oscura.

En general, para las ecuaciones de estado con w constante, la solucion a (39) es directa y
viene dada por

() = poa=30+), (44)

en donde pg es la densidad del fluido al dia de hoy ¢ = ty5. Con esto, en principio, seria posible
obtener a(t) a partir de la primer ecuacion de Friedmann, sin embargo, esto solamente se logra
de manera analitica para algunos pocos casos.

Para ver estos casos, primero observemos que al introducir la densidad critica con la expresion

3

c— T4 45
pe= g (45)
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la primer ecuacion de Friedmann se escribe como

k p _
H2a2zﬁ_1:9_1’ (46)

con Q = p/p. el pardmetro de densidad. De esta forma, vemos que si 2 = 1 estamos en un
universo plano, si {2 > 1 entonces estamos en universo cerrado y si {2 < 1 entonces estamos en
un universo abierto, por lo que, al medir la cantidad de materia en el universo respecto a la
densidad critica €2, es posible determinar la curvatura espacial del universo.

1.4.2. Soluciones a las ecuaciones de Friedmann

Pocas soluciones analiticas podemos encontrar a las ecuaciones de Friedmann, sin embargo
algunas de ellas tienen particular interés en cosmologia.

Las mediciones de la ultima década [22][23] muestran que el universo es muy cercano a ser
plano, de esta forma resulta importante analizar las soluciones con k = 0.

Considerando el modelo més sencillo, esto es, que el universo tenga un tnico fluido con
ecuacion de estado constante w # —1, entonces la primer ecuacion de Friedmann es

N 2
a 8
H*= (=) = —pya=30+«) 47
(CL) 3 Lol ) ( )

. 3H? . . ., .
y dado que el universo es plano, entonces pg = p., = T, asi, la primer ecuacion de Friedmann
queda dada por

a2t~ 14 = Hy, (48)

de donde, integrando de 0 a un tiempo arbitrario ¢ se obtiene la evolucion del factor de escala

0= (1) - (49)

to
en donde

1/2

De esta forma, si el universo estd dominado por radiacion w = 1/3 entonces a(t) = (t/ty)"/?,

si est4 dominado por materia no relativista w = 0 se obtiene a(t) = (t/ty)%?, etcétera. Estas

soluciones son importantes, pero nos falta la soluciéon para w = —1, la cual fue propuesta por
Einstein para obtener un modelo estatico del universo con curvatura positiva £ = 1 [24], sin
embargo, en universo con curvatura plana k = 0 esto deja de ser el caso, pues si w = —1,

entonces p + P = 0 y por lo tanto p = 0 lo cual implica H = Hy = constante, con lo cual
a
- =H, 51
a 0 ( )

la cual se puede integrar directamente, obteniendo lo que se conoce como Universo tipo de
Sitter cuyo factor de escala tiene la forma

a(t) = efolt=to), (52)
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Este ultimo modela a un universo en expansion acelerada en acuerdo con las observaciones
[25], y més atn, estd de acuerdo con el teorema de no-pelo cosmico, el cudl nos indica que
incluso universos homogéneos pero anisétropos evolucionan a tiempo tardio a universos tipo
de Sitter [26], es por ello que este resultado es de particular importancia. Sin embargo, estas
soluciones son solamente para modelos en donde el universo solamente tiene un fluido, por lo
que el modelo méas general es considerar al universo con mucho fluidos, de esta forma la p
representa una densidad total, con lo cual

p= Zﬂi, (53)

2

con p; la densidad del fluido i-ésimo.

Existen varios modelos que tienen solucion analitica para a(t) considerando dos fluidos en
el universo [24], sin embargo, basado en las observaciones [27] sabemos que el universo esta
compuesto de muchos fluidos, los cuales podemos clasificar en energia oscura py, materia (que
incluye materia oscura y materia barionica °) p,, y radiacion (que incluye fotones y neutrinos),
y de esta forma p = pp + p, + pm, a este modelo también se le llama modelo de Benchmark|24).

En este modelo, la primera ecuacién de Friedmann queda
H2
ETD) = QQ7TCL_4 + Qo7ma_3 + QO,Aa (54)
Hj

de donde podemos determinar a(t) solamente de manera numérica al integrar la expresion

d
d—? = aHo\/Qorat + Qo ma=3 + Qo a. (55)

En general, no es posible medir a(t) directamente, por lo que en lugar de buscar medir a(t) se
busca medir el corrimiento al rojo z, el cual esta relacionado con el factor de escala

Qo

— =z+1, 56
y el cual se puede obtener a través de las observaciones. De esta forma, es posible conocer
valores cosmologicos como el tiempo

1
14z d
)= [ - , (57)
0 H() \/QO,TI_Q + Qo7mx_1 + QO7ACE‘2

con = a/ap; la distancia luminosa, distancia angular, etc, sin la necesidad de conocer expli-
citamente el factor de escala.

Mas atin, si consideramos en general que la curvatura espacial & pueda tomar cualquier valor
k=1,0,—1, podemos definir una densidad de curvatura dada por

k

U=

(58)

SPara la materia oscura una propuesta es w = 0 al igual que la materia relativista, sin embargo esta propuesta
no es definitiva y existen otras opciones.
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de esta forma, se tiene que € = —%, y por lo tanto la primer ecuacion de Friedmann queda
0
da 4 3 2
I = CLHO \/QO’TG/_ + Qo7ma_ + Qo7ka_ + Q(LA, (59)

en donde, al resolver numéricamente podemos ver el comportamiento del factor de escala como
se muestra a en la figura 1,

— & =0,9,=0,Qm=03,004 =07
— O =-5,00,=0,Q0m =6, Q=0
----- O =001, Q9,=0, Qo =0, Qg = 0.99

a(t)

t [Gyrs]

Figura 1: Evolucion del factor de escala a respecto al tiempo ¢, medido en giga afios [Gyrs]
tomando el tiempo al dia de hoy como ¢ty = 0, y tomando distintos valores para los
parametros cosmologicos.

y de esta forma, ya conociendo a(t), se pueden conocer las distintas caracteristicas del universo
como su expansion y ritmo de expansion, como evolucionan las densidades de los fluidos con el
tiempo, y un largo etcétera.

1.5. Ventajas y desventajas de Relatividad General

El modelo cosmolégico basado en Relatividad General, la métrica de FLRW y un tensor de
energia-momento para un fluido perfecto con ecuaciéon de estado barotropica, logra explicar una
gran cantidad de observaciones cosmologicas, como lo es la expansion del universo, el predecir
la existencia y estimar la temperatura de la radiacion cosmica de fondo (CMB) ademas de
darnos entendimiento de la formacion de los elementos ligeros en el universo temprano [28],
y en general, el entendimiento de la historia térmica del universo [29]. Este modelo queda
corto en explicar varios aspectos del universo, por ejemplo, la dindmica de las galaxias, la
expansion acelerada a gran escala del universo y las escalas mas bajas en donde la homogeneidad
e isotropia del universo dejan de ser validas. Los dos primeros problemas se han intentado
solucionar con algo de éxito a través de la propuesta de la existencia de materia oscura fria y
de la incorporacion de la constante cosmologica, los cuales nos permite estudiar con relativo
éxito los problemas anteriormente mencionados [30][31], mientras que por otro lado, el ltimo
problema logra resolverse al hacer perturbaciones a la métrica FLRW la cual es la teoria de fondo
[28][32] y de esta forma, es posible entender y estudiar la formacion de estructura [3||33], las
oscilaciones actsticas de bariones [34], y un largo etcétera, dando origen a lo que se conoce como
el Modelo Cosmologico Estandar o ACDM. Aun asi, el modelo sigue presentando problemas
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serios, en particular, cudl es la naturaleza de la materia oscura y la constante cosmoldgica, o
mejor conocida como energia oscura, el problema de la planitud que senala el por qué los datos
experimentales indican que la curvatura espacial es cercana a ser plana k = 0, el problema
del horizonte el cudl cuestiona el hecho de que zonas casualmente desconectadas del universo
presentan las mismas caracteristicas de ser aproximadamente homogéneas e isoétropas y mas
ain, que la radiacion de fondo es homogénea lo cual nos dice que la luz que proviene de
zonas casualmente desconectadas presentan aproximadamente la misma temperatura [5][24],
el problema de los monopolos que es la falta de monopolos magnéticos en la naturaleza [24].
Estos ultimos pueden ser resueltos en el modelo de ACDM, es decir, en el Modelo Cosmolégico
Estandar anteriormente descrito, a través de lo que se conoce como inflacion que consiste en
agregar un campo escalar ¢ en forma de fluido p, = %ng + V(o) a las ecuaciones de Friedmann,
tal que el campo escalar satisface la condicion de rodamiento suave o condicion de slow-rolling
en la que se pide que (bQ < V(¢) lo cual implica que los pardmetros de rodamiento suave € =

! <V’(¢))2 1 V()

sean pequenos, es decir, que satisfagan e < 1y |n| < 1 [24][5][9]]35]

167 \ V(¢) 8w V(9)
De esta forma los problemas de planitud, horizonte y monopolos logran ser resueltos pero deja
otro problema por resolver, y esta es la naturaleza del campo escalar ¢ y el como detectarlo.

Ademas de los problemas anteriormente mencionados, recientemente algunas observaciones
cruciales han comenzado a mostrar tensiones importantes entre el modelo y la evidencia obser-
vacional, que estan por fuera de los conocidos problemas tedricos internos de la teorfa [36, 37].
En los ultimos anos, ha habido una disputa prominente, a saber, la tension en el valor de
Hy en la que las observaciones locales y del Universo temprano predicen diferentes valores del
parametro de Hubble al dia de hoy Hj [38]. Otra tension creciente en los datos cosmologicos
recientes esta relacionada con el crecimiento de la estructura a gran escala en el parametro
fos [39]. De esta forma, como el Modelo Cosmologico Estandar basado en Relatividad General
presenta serios problemas aiin no resueltos, es que distintas propuestas se han hecho para in-
tentar solucionarlos, entre ellas las teorias alternativas de la gravedad, que consisten ya sea en
modificar la accion (15) al agregar mas términos y asi salir de la Relatividad General al violar
los postulados del teorema de Lovelock o modificar la estructura matemética de la teoria. A
continuacion presentamos tres ejemplos de como se hacen teorias alternativas a la Relatividad
General, empezando por las teorfa escalares-tensoriales, como son la teoria de Brans-Dicke y
Horndeski, esta tltima con énfasis en las teorfas f(R), siguiendo con la Gravedad Teleparalela
que consiste en el uso de tétradas para la descripcion del espacio tiempo en lugar del tensor
métrico. En cada caso observaremos que obtener soluciones exactas a las ecuaciones de campo
en estas teorias es en general muy complicado, de ahi entonces que al final se abordaré el uso
de sistemas dinamicos para obtener informacién de las soluciones a las ecuaciones de campo
que se presentan en estas teorias y poder estudiar las propiedades de cada una de las distintas
teorias alternas a la gravedad previamente presentadas.
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2. Teoria de Brans-Dicke

2.1. Principio de Mach

A lo largo de la historia de la humanidad, ha habido una extensa discusion que empez6 como
un debate filosofico y terminé siendo un debate muy importante para la fisica pues determina
la forma en que entendemos y expresamos las leyes de la naturaleza, esto es, la discusion de si el
espacio es en si mismo un objeto absoluto e independiente, como si se tratase de un escenario o
contenedor en el que todos los objetos materiales se encuentran y en el cual se pueden mover y
que a la vez existe independientemente de los objetos que en él se encuentran, o no, es decir, que
el espacio sea una simple abstracciéon que nos sirve para determinar la posicion y el movimiento
relativo entre objetos existentes y que por lo tanto queda totalmente determinado por la materia
existente en él, por lo que entonces no tiene sentido hablar del espacio en si mismo cuando hay
ausencia de materia.

Esta discusion tomé un papel muy importante a la hora de establecer la mecdnica Newtonia-
na, en donde Newton propuso como axioma que el espacio y el tiempo fuesen objetos absolutos
e independientes, y dado que la mecénica Newtoniana dio resultados experimentalmente com-
probables, algunos consideraron que la discusion estaba cerrada y que por lo tanto el espacio
y el tiempo eran absolutos e independientes, pero para algunos otros esta discusion no estaba
cerrada sino que al contrario, que la mecanica Newtoniana debia ser reformulada [40].

Con esta concepcion de la mecanica Newtoniana se podria dar explicacion al experimento del
balde con agua. El experimento consiste en observar que la superficie del agua dentro de un balde
en reposo tiene una forma diferente a la superficie del agua dentro del mismo balde en rotacion,
y que esta diferencia, concluye Newton, es debida a que la rotacion del balde es respecto al
espacio absoluto y que al estar en reposo lo esta también respecto al espacio absoluto[41][40].

Entro los principales detractores de que el espacio fuese una entidad absoluta se encontraba
el fisico y filosofo Ernst Mach, quien argumentaba que la conclusion de Newton respecto a la
diferencia entre la forma de la superficie del agua en el balde en reposo y el balde rotando
estaba incompleta pues se basaba en la presuncion de la existencia de un universo vacio y que
la fisica en este universo vacio es la misma que la fisica en nuestro universo lleno de materia.
De esta forma, en nuestro universo lleno de materia, la diferencia radica en que uno de los
baldes esta en reposo respecto a las estrellas lejanas y estaticas y el otro esta rotando respecto
a las estrellas del cielo. Asi, la diferencia entre las formas es inicamente debido al movimiento
respecto a la materia en el universo en lugar de un espacio absoluto, y por lo tanto, a la hora de
formular leyes y experimentos, estos se deben de hacer respecto a toda la materia del universo
y no respecto a un espacio absoluto. Las ideas de Mach influenciaron fuertemente a Einstein
para el desarrollo de la Relatividad, siendo este el primero en acunar el término Principio de
Mach |42]. Hoy en dia, e incluso en su tiempo para el mismo Einstein, existen varias formas
de entender y postular el principio de Mach, siendo una de las més comunes la que establece
que "Un marco de referencia local e inercial estd determinado por el movimiento de los objetos
astrondomicos distantes"[17], sin embargo, esta no es la unica forma de plantear el principio de
Mach, por ejemplo, Einstein a lo largo de su trabajo formul6 el principio de Mach de distintas
formas, en particular, la formulacion de 1918 establece que [42] "los campos gravitacionales
estan condicionados y determinados totalmente por el tensor de energia momento T,, " lo cual
implica directamente que el espacio-tiempo definido por g, debe estar totalmente determinado
por la distribucién de materia en él T),,. Existen otras formas més radicales de establecer el
principio de Mach, por ejemplo, al considerarse un universo vacio y una particula en ¢él, se sigue
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de las ideas de Mach [41] que la masa de esta particula debe ser cero m = 0 y por lo tanto
el poder medir la inercia de una particula depende totalmente de la existencia de materia. De
esta forma, el principio de Mach queda descrito como "no ewiste inercia en un universo vacio”
[41][43]. En general, no hay una forma unica de formular el principio de Mach y cada una de las
diferentes formas de hacerlo se encuentra alineada con las ideas de Ernst Mach. Por lo tanto,
consideraremos como Principio de Mach a la idea de que el espacio-tiempo no es una entidad
absoluta sino que este depende de la distribucién de materia en él y entonces sus propiedades,
como los sistemas de referencia inercial, dependen totalmente del comportamiento, distribuciéon
e interaccion de la materia que se encuentra en ¢l y que por lo tanto la idea del espacio vacio
no tiene sentido ni cabida en una teoria fisica.

De esta forma, parece que la Relatividad General incorpora bastante bien el Principio de
Mach, pues las ecuaciones de campo G, = k1), nos establece que el espacio-tiempo en efecto
depende de la distribucién de materia en el universo. Sin embargo, la Relatividad General
no incorpora totalmente las ideas de Mach, pues por ejemplo el espacio-tiempo de Minkowski
tiene una estructura en si mismo en ausencia de materia 7, violando totalmente las ideas de
Mach. Relatividad General incorpora parcialmente las ideas de Mach pero no del todo pues
esta permite soluciones que van en contra del principio de Mach [44]. Es en este contexto en el
que aparece la teoria de Brans-Dicke, la cual es una generalizacion de la Relatividad General
que incorpora aun mas las ideas de Mach en su descripcién del espacio-tiempo.

2.2. La accién de Brans-Dicke y las ecuaciones de campo

La accion de Brans-Dicke se origina del hecho de observar que la Relatividad General es inca-
paz de describir correctamente escenarios en donde el principio de Mach se vuelven claramente
visibles, tal como se describi6 al final de la subseccidén pasada, asi, se busca una teoria que
implemente mas a fondo las ideas de Mach. Para la teoria de Brans-Dicke jugd un papel impor-
tante el desarrollo hecho por Sciama [45], el cual, consideré el siguiente experimento mental:
considérese un cuerpo de prueba que cae directamente hacia el sol y un sistema de coordenadas
en el cual el cuerpo no tiene aceleracion, de esta forma, en ese marco de referencia la fuerza
gravitacional del sol debe ser cancelada por alguna otra fuerza, para que asi, de acuerdo a New-
ton, f = 0. De esta forma, la aceleracion del cuerpo puede ser determinada solamente por la
distribuciéon de materia en el universo. Por lo que, denotando mg la masa del sol, la aceleraciéon
del cuerpo se expresa de acuerdo a Newton como a = Gmg/r?, pero, por otro lado, si se usa
analisis dimensional se obtiene que la aceleracion del cuerpo, en términos de la distribuciéon de
masa, tiene la forma de a ~ m,Rc?/Mr?, y asi se tiene que GM/Rc* ~ 1, con M la masa y R el
radio del universo visible. Por lo cual, esto sugiere que o se mantiene la razon R/M constante,
la cual se puede conseguir a través de la imposicion de condiciones de frontera a las ecuaciones
de campo que incorporen las ideas de Mach lo cual era un problema abierto en la teoria [42][46],
o permitir que G' no sea una constante.

Al considerar que G no fuese una constante quedaba por determinar de qué deberia depender,
y lo que encontraron Brans y Dicke fue que esta deberia depender de una campo escalar ¢ que
depende de la distribucion de materia lejana y cuya funcion primaria es dar el valor local de G
[46][17], v de esta forma, la generalizacion a la Relatividad General que encontraron Brans y
Dicke, para incluir las ideas de Mach més fondo en una teoria gravitacional, tiene como acciéon

w

1
SBD = E d4$\/—_g [¢R - Eg’“jvlﬁvlﬁ - V(¢) + Smatt; (60)
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en donde Spa¢ €s la accion de materia , ¢ = Ge_flf juega el papel de la constante de gravitacion
universal efectiva, w el pardmetro de Brans-Dicke el cual es adimensional y debe de tener una
magnitud de orden 1, V(¢) generaliza el papel de la constante cosmologica y ademas la materia
no se acopla al campo escalar directamente, esto es , Smatt = Smatt[guv]. Asi, vemos que la
accion (60) nos permite salirnos a una teoria mas general que la de Einstein pues depende de
tanto el campo escalar como de la métrica y no solamente de esta tltima, cumpliendo asi una
de las condiciones necesarias para salirnos del teorema de Lovelock y asi poder tener una teoria
mas alla de Relatividad General.

Al hacer la primer variacion de la accion (60) respecto a la métrica obtenemos las ecuaciones
de campo para Brans-Dicke, mientras que la hacer la variacion respecto a ¢ obtenemos una
ecuacion tipo Klein-Gordon para el campo escalar, veamos.

Variando respecto a g"” tenemos

0= 6Sep (¢";69") =658D (61)
5 [ de (dxsw-—gm - (9,009,039 - 5<¢_—g>v<¢>)
(62)
+ 6Smatta

por lo que, de las identidades 5 y 6 del apéndice B.2.1, se tiene que

1
0= / d'z (925 {\/ —gR,,0g" — Eg,m/R\/ —g0g"" — /—gV, V., og" + \/—gg,wmg“”} (63)

—gvycbvmw-_gégw 2 Vo dV 569 /=30, 09"

\%4
+—é¢) V=99,09"" — 87r7iwx/—_g5g"”) ,

y al integrar por partes se obtiene que

0= / o' (¢ [@RW . %Wzﬁg} VAV + v =ggu 0 (64)

—Evycbvmb\/_ g+ — V%Vacb\/_ gWJrQ\/_ 99, — 87T,/ —g ) og",

y por lo tanto, del lema fundamental del calculo de variaciones y de despejar el tensor de
Einstein, se obtienen las ecuaciones de campo para la teoria de Brans-Dicke dadas por

G =87 ZZV + E (V oV b — 1nga¢va¢> (65)
1 V(¢)
n vy — ,uulj T T oL Ypvs
+ ¢(VN ¢ = guwtd) — = et

con T, el tensor de energfa-momento de materia °.

Por otro lado, al hacer la primer variacion respecto al campo escalar ¢ se obtiene

0 = 650y (¢; 00) = 6Sp = / d*z/—g [Réqb + 9V, BV,00 — V()60 -

(66)

2V°“¢Va¢)5¢ — 2%

¢ 6

5De aqui en adelante se denotard al con el tensor de energia-momento con la letra 7 para no confundir con
aquellas relacionadas con el tensor de torsion del cual se hablard mas adelante.
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Ahora, vemos que

—2% AV v —2% [V, (66V ) — 66V, V 0] (67)
2 2 2
=, (<22009,0) - 209,609,000 + 2 Qo150

por lo tanto, ingresando (67) en (66) e integrando la divergencia total que aparece en (67), se
obtiene que

/ Ao/ =g {R e A 2§D¢ —V'($)] 60, (68)
y por lo tanto
R— Evawaqs + %ng —V'(¢) = 0. (69)

Ahora, podemos hacer atin méas explicita esta ecuacion al tomar la traza de (65), y asi obtenemos
que el escalar de Ricci es

R——srl Rl V¥ vV S 529, QM, (70)

¢ ¢ ¢ ¢
y entonces, al insertar esta ultima expresion en (69) se obtiene la ecuacion tipo Klein-Gordon
para el campo escalar

Do = 87T + V() —2V(9)), (71)

2w+ 3

en donde V'(¢) = %ff).

Con base en (71) se observa que el campo escalar si reacciona a la materia que hay en el
universo, sin embargo esta reaccioén es de manera indirecta a través de la geometria del espacio
pues Spait no esta acoplado directamente con el campo escalar.

2.3. Ecuaciones de Friedmann en la teoria de Brans-Dicke
2.3.1. Obtencion de las ecuaciones

Consideramos la métrica de FLRW (32) de donde el tensor de Ricci y el escalar de Ricei
vienen dado por (35) v (37) respectivamente, de esa forma el tensor de Einstein es diagonal, al
igual que en Relatividad General. Por otro lado, dado que ¢ = ¢(t) y de (34) se obtiene

06 = 0" (60— Tou0) = =6 = g'Th60 = — (6 + 3HS) | (72)
VOVad = — (). (73)

Entonces, tomando la componente Gy de (65) y tomando el tensor de energia momento de
un fluido perfecto, obtenemos

H2:8—7Tp+%<?) —H?—EJFM (74)
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que es la primer ecuacion de Friedmann en la teoria de Brans-Dicke.

La segunda ecuacion de Friedmann la obtenemos al tomar cualquier componente espacial G;
de (65), y asi, obtenemos la segunda ecuacion de Friedmann en la teoria de Brans-Dicke dada
por

. 2 . .
@_ _dr _w(e) o _Heo V)
0= 3P TD) 3<¢) 2% 26 66 (75)
Finalmente, la ecuacién para ¢ queda dada por
¢+3Ho = 87 (p = 3P) — ¢V'(¢) + 2V (9)]. (76)

2w+ 3

La ecuacion (75) puede reescribirse usando la ecuacion (76) de la siguiente forma

. 81 w <15 i ¢ k 1 /
H:—m[(w—l—Z)p%—wP]—g(g) +2H$+¥+m[¢v(¢)_zv(¢)]-

(77)

Por lo tanto, observamos que el sistema de ecuaciones (74)—(77) es mucho mas complicado
que el sistema de ecuaciones de Relatividad General, pues tenemos una ecuacidén extra, la
ecuacion para ¢, acoplada con las ecuaciones para el parametro de Hubble. Encontrar soluciones
analiticas para este sistema es complicado en general, sin embargo se pueden obtener algunas
soluciones particulares de manera analitica.

2.3.2. Soluciones analiticas

A diferencia de las ecuaciones de campo de Relatividad General en la que solamente es
necesario especificar (ag, ag, po = G ') para asf poder determinar las soluciones a las ecuaciones
de campo, aqui es necesario especificar un valor mas, el de éo pues la constante de gravitacion
universal es ahora descrita por un campo escalar que en general no es constante. Esta necesidad
de requerir especificar ¢ se puede eliminar al pedir que [17][46][47]

/ ) 3
i o] . 2
sin embargo, en general, se necesitan todos los valores (ag, o, ¢o, gﬁo) al obtener las soluciones
a las ecuaciones de campo en Brans-Dicke, ademas de especificar la forma del potencial V (¢).

Un procedimiento comin para obtener soluciones exactas en Brans-Dicke es proponer una ley
de potencias, ya sea para a(t) o para ¢(t) y a partir de ahi obtener los demés parametros que
queden libres [17|, por ejemplo, si se propone al factor de escala en forma de ley de potencias

- (5) (79)

con ¢ el exponente, se obtiene que
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Ademés, considerando que la ecuacion de estado para el fluido es

p=wP=(—-1)P (81)
con el fin de evitar confusiones con el parametro de Brans-Dicke w, y considerar V(¢) = 0
obtenemos entonces que la ecuacién para ¢ es

8mp
2w+ 3

d+30d =l - 3y), (82)

—3q7
Por otro lado, de acuerdo a (44), si v # 0 entonces p = ppa™>" = py (%) asi, la ecuacion

para ¢ queda

. q - 87 o £\ T3
2o = 4 — —
¢ +370 =5l 3w(%) , (83)

que es una ecuacion de segundo orden no homogénea cuya solucién general es la suma ¢ =
®p + ¢ de una solucioén particular ¢, del sistema no homogéneo mas la solucion general ¢¢ del
sistema homogéneo.

La solucién particular a considerar es

t —3vq

9p(t) = At? (—) : (84)
to

la cual, al ingresar en la ecuacion (83) nos da que

_ 8mpo(4 — 37)
A= e TR -3 [+ 34— )] (55)

mientras que la solucion general al sistema homogéneo b+ 3%% =0es

o(t) = ¢ot”, (86)

en donde s =06 s=1— 3q.
Por lo tanto, la solucion general de (83) es

s 8mpo(4 — 3) 2 (L o
O(t) = got” + (@ +3)2 —3y0) [+ 3q(1 )] (to) | o

Bajo esta misma idea de proponer soluciones como leyes de potencias existen varios resul-
tados, por ejemplo, la solucion de O’'Hanlon y Tuper [17][48] en el que consideran un universo
vacio y plano, V(¢) =0y w > _73 yw#0, —% y cuya soluciones son de la forma

a(t) = (%)qi o(t) = o (%)i , (88)

en donde
1 2w+ 3
= 14+
@ 3w+4<w+ 3 ) (89)
1F+/302w+3)
S4 — y (90)

S3w+4
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los cuales satisfacen que 3¢4 + s+ = 1. Otro ejemplo es la solucion dada por Brans y Dicke para
un universo plano dominado por polvo [46][17] en el que

= (1) vom-a(r). (01)

con

2(w+1)
_ 92
3w+4’ (92)

2
= — 93
" 3w 44’ (93)
4 4 3w 9

=87 | —+— t 94
®o ™ [2(3+2w)] Poly, ( )

satisfaciendo 3¢ + r = 2. Un ejemplo importante es la solucion de Nariai [17] [49] la cual
obtiene como caso particular a la solucién de Brans-Dicke de un universo dominado por polvo.
Soluciones méas recientes se han encontrado en otros contextos, por ejemplo al agregar otro
campo escalar acoplado de manera minima a la gravedad [50], al considerar a la constante
cosmologica y a la gravitacional que decaigan linealmente con el parametro de Hubble [51],
considerando campos complejos [52], y un largo etcétera. Sin embargo, se puede observar que
todas estas soluciones parten del hecho de proponer ya sea a(t) o ¢(t) a priori, por lo que no
representan soluciones generales al problema pues estas son mucho mas dificiles de encontrar.
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3. Teoria de Horndeski y f(R)

3.1. La accién de Horndeski

En la primera seccion vimos que para poder obtener una teoria més alld de Relatividad
General es necesario salirnos de las hipotesis del teorema de Lovelock al cumplir con algunos
de los puntos mencionados en la subseccion 1.3.2, sin embargo esto no es posible hacerlo a
la ligera pues si la Lagrangiana depende de derivadas de orden mayor o igual a dos pueden
presentar inestabilidades en el hamiltoniano conocidas como Inestabilidades de Ostrogradsky
[53][13][54]las cuales provienen del teorema de Ostrogradsky [53] el cual nos establece que si
un lagrangiano depende de derivadas superiores o iguales a dos de una variable, digamos 1, y
que ademas es no degenerado ‘3% = (, entonces el hamiltoniano correspondiente es lineal en
una de las variables generalizadas permitiendo asi que la energia del sistema no esté acotada
inferiormente y por lo tanto sea inestable [55] [56]. Sin embargo, existe la posibilidad de evitar
las inestabilidades de Ostrogradsky a la hora de construir la Lagrangiana, esto es al hacer que
la Lagrangiana sea degenerada y por lo tanto las ecuaciones de campo sean a lo méas de segundo
orden [57] evitando asi que el hamiltoniano sea lineal en cualquiera de las coordenadas genera-
lizadas y por lo tanto obligando a que haya una cota minima para la energia o hamiltoniano
del sistema, evitando asi inestabilidades tipo Ostrogradsky. La Relatividad General y la teoria
de Brans-Dicke son teorias libres de inestabilidades tipo Ostrogradsky pues como se puede ob-
servar de las ecuaciones de campo (9) y (65) respectivamente, estas son de a lo mas segundo
orden, por lo tanto, aunque la Lagrangiana de ambas teorias depende de segundas derivadas,
este es degenerado y asi entonces se evitan las inestabilidades de Ostrogradsky.

La teoria escalar-tensorial méas general que evita inestabilidades tipo Ostrogradsky es la teoria
de Horndeski, es decir, es la teoria escalar tensorial cuyas ecuaciones de campo son a lo mas de
segundo orden y cuya Lagrangiana depende tanto de la métrica como de un campo escalar ¢.
La accion de Horndeski es la inica que, de acuerdo al teorema de Horndeski [58], determina la
teoria cuatro dimensional, covariante, més general del tipo escalar-tensorial la cual, después de
variarla, nos da ecuaciones de campo de segundo orden |55].

La accion de Horndeski viene dada por

5
Sulgurd) = [ d0V=G 3" Lo+ Suua (95)
=2

en donde Spa es la accidon de materia y

96
97

(96)
(97)
(98)
(99)

99

en donde, las funciones (G; son funciones arbitrarias del campo escalar ¢ y de su parte cinética
_ 1 P _ _
X = —5VHoV,¢, y en donde hemos usado la notacion ¢, =V, ¢y ¢ =V, V,¢.
Cuando se dice que es la teoria més general es porque cualquier otra teoria escalar-tensorial,
cuyas ecuaciones de campo sean a lo més de segundo orden, se puede expresar con la acciéon de



3.2 f(R) como un caso importante de Horndeski 23

Horndeski [59], por ejemplo, si se toman

1
G3 - 0, G4 = E, G5 = 07 (100)
se obtiene la accién
R
S = /d4l‘\/ —g |:F + GQ(X, ¢):| + Sm, <101>
T

que corresponde a modelos de k-esencia, es decir, Relatividad General con un campo escalar
en donde se consideran términos no lineales en la parte cinética del campo escalar, los cuales
sirven para explicar de manera natural la energia oscura y también para explicar inflaciéon sin
necesidad de considerar un potencial dependiente del campo escalar en la accion [60][61], y
en particular, los modelos de quintaesencia, que es un mecanismo similar a la inflacién con
slow-rolling para explicar la energia oscura [62], se recuperan tomando Gy = X — V(o).

Otro ejemplo de importancia es la teorfa de Brans-Dicke la cual se recupera de la teoria de
Horndeski al tomar

1w 1
Go=—-X-V(¢), G3=0, Gy=—0¢, G5=0. 102
2= 3 3 (¢) 3 4 167r¢’ 5 (102)
Los galileones covariantes son un ejemplo de particular interés dentro de la teoria de Horndeski
[59] [63], la cual se recupera al considerar
1
Gy = X —m’¢, Gy =X, Gy= Ton + B1X?, G5 = BsX°. (103)
Este modelo permite describir a un universo en expansion acelerada sin la necesidad de intro-
ducir ningin tipo de constante cosmologica a las ecuaciones ademas de estar en total acuerdo
con las observaciones del fondo cosmico de microondas (CMB), las oscilaciones actusticas de
bariones y con las mediciones locales de Hy [63].

Otros modelos se pueden obtener a partir de la teoria de Horndeski, entre ellos se puede
senalar la teoria de derivadas acopladas, Gauss-Bonet, f(G), etcétera, en donde un resumen
con discusion de estas a partir de Horndeski se puede encontrar en [59].

Entre todas las teorias que se pueden obtener a partir de la teoria de Horndeski nos enfoca-
remos en hablar con un poco méas de profundidad sobre las teorias f(R).

3.2. f(R) como un caso importante de Horndeski
3.2.1. La accién de f(R)

Las teorfas f(R) consideran dentro de la accion de Einstein-Hilbert (16), en lugar de una
funcional lineal f(R) = R como lo hace Relatividad General, una funcional general de R. La
accion para las teorias f(R) se puede obtener a partir de Horndeski al tomar

Go =~ [RI(R) = f(R)], Gs=0, Gi=1fu(R), Gs=0,  (104)

y de esta forma, la accién es

5= i / d2/=3 F(R) + Sae (105)
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con k = 81y fr = %;. De acuerdo a [12], la importancia de f(R) es que logra recuperar
resultados de Relatividad General en regiones con curvatura muy alta y a la vez logra resolver
problemas a escalas cosmolbgicas, con las desventaja de estar en desacuerdo con los anélisis
Post-Newtonianos.

3.2.2. Las ecuaciones de campo en f(R)

Para obtener las ecuaciones de campo procedemos como siempre, es decir, calculando la
variacion de (105) respecto a la métrica e igualando a cero, de esta forma

1
05 = o /d4x6 [V=9f(R)] + 6Sma = 0, (106)
en donde

0 [V=9f(R)] = (0v/=g) f(R) + /=g (6 f(R)). (107)

Pero, de B.2.1 vemos que

3 [V () = V=3 |~ gambe S(R) + fa SR, (108)

con fgr= %f. Por otro lado, dado que R = g"”R,,,,, entonces
6R = 5(9" Ryu) = Rubg™ + 9" 6 R, (109)
y otra vez, usando la tltima identidad de B.2.1 esto es
OR = R,,09" —V,V,0¢" + g,,0dg", (110)
por lo tanto, la primer variacién nos queda como
0= [[@tov=g | g SR+ ()R] 60 4 [ ey =a aR) 9,900 + 9000

(111)
+ 2H5Smatt-

Por otro lado, integrando por partes la segunda integral de (112) se tiene
[ A ) (<9, 4+ 0, 000) " [ 049, [V ()] (Vg™ = gV 0
P [ 4ta9e9, [V=afa(R)] gube”
- [ dgu 9L [V=ata ) g™, (112)
de esta forma, se tiene que
0= [ devg [fR<R>RW -

+ / d*z (9, V'V, (V=9fr(R)) — 90 V"V4 (V=9fr(R))] 69°" + 2k Smats, (114)

3 (g | 29" (113)
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y por lo tanto, del lema fundamental del calculo de variaciones obtenemos
1
fR(R)RuV - ég/wf(R) = VMVVfR(R) - g/u/DfR(R) + '%77“/- (115)

Estas son las ecuaciones de campo en f(R), sin embargo es posible reescribir estas ecuaciones
en una forma mas familiar, con el tensor de Einstein del lado izquierdo de las ecuaciones, para

ello basta agregar un cero de la forma fRT(R)gWR — fRT(R)gWR. Asi, se obtiene que
1 1 f(R) — fr(R)R KT
Guw=R,—-9uR=—= vfr(R) — g Ofr(R y .
Iz H 29# fR(R) {vuv fR( ) Iu fR( )+9u [ 92 + fR(R)
(116)

Esta forma de escribir las ecuaciones de campo para f(R) es mas familiar a las ecuaciones de
campo de Relatividad General, sin embargo vale la pena volverlas a reescribir considerando que
al tomar la traza de (115) se obtiene

frR(R)R —2f(R) +30fr(R) = kT, (117)
de donde, despejando Ofg(R) tenemos
Ofa(R) = 5 5T~ fa(R)R + 2/ ()] (113)
Por ltimo, vemos que

VuVofr(R) =V, [frr(R)0,R] = 0, [frr(R)0,R] — T, frr(R)O\R
= [rrr(R)(9,R)(0,R) + frr(R)0,0,R — FﬁyfRR(R)akR
= fRRR(R) (VMR)(VVR) + fRRV,uvuRy (119)

de esta forma, ingresando (118) y (119) en (116) obtenemos que

G = Fa(R) frrr(R)(V,R)(V,R) + fre(R)V,V,R — g_g” (Rfa(R) + f(R) +2xT} + %EV}
(120)

que constituyen la forma mas general de las ecuaciones de campo en f(R).

3.3. Formalismo de Palatini en f(R)
3.3.1. Transformaciones conformes

Formalmente, una transformacién conforme entre dos variedades pseudoriemannianas se de-
fine como [64]

Definicién 3.1. Sean (M, g,) y (IV, hy,) dos variedades pseudoriemannianas suaves. Decimos
que F' : M — N es una transformacion conforme entre M y N siV XY € T,(M) se satisface
que

hi, (AF)(X),dF,(Y)) = a®g,(X,Y)

con a: M — RT suave.
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Sin embargo, para términos practicos el reescalamiento puntual de la métrica

gul/ = QQ(Qj)ng’ (121)

con el factor conforme Q(z) una funcion distinta de cero en todo su dominio y regular, es lo que
llamaremos transformaciéon conforme. La transformaciones conformes preservan la estructura
causal de la variedad, es decir, los intervalos luminosos se preservan y lo tinico que cambian de
los intervalos espaciales y temporales es su norma. Bajo transformaciones conformes, la inversa
de la métrica y su determinantes se transforman por

7 =07y §=0g, (122)

con n la dimension de la variedad.

En general las componentes de un tensor no son invariantes antes transformaciones conformes,
sin embargo existe un tensor que es naturalmente invariante bajo transformaciones conformes
[17], es el tensor de Weyl cuyas componentes estan dadas por [9]

2

2
Coopww = Rpoyw — — (gp[uRV]J - ga[uRV}p) + (

n—1)(n—2)

n—9 gp[,ugu}on (123)

el cual, como mencionamos anteriormente, satisface C,y = Cpppr. En cuatro dimensiones, el
escalar de Ricci bajo transformaciones conformes es

DQ] | (124)

D ~uv D _ -2
Para mas identidades tutiles de como se transforman ciertos tensores importantes como el tensor
de Ricci, el tensor de energia momento, etcétera, bajo transformaciones conformes, se puede
ver [17].

3.3.2. Variacién en el formalismo de Palatini

Consideramos entonces que la conexion I' es un campo independiente de la métrica g, de
esta forma, el escalar de Ricci es R = Ru)g"” con R, = R (I'). Asi, tomando la variacion
de (105) respecto a la métrica e igualando a cero se obtiene que

0= [ e [/ (R) + VG F(R)] + 85 .
:i d'x {—%gw\/—_gf(”lz) + fR(R)R 09" | + 0Smatt (126)

y por lo tanto, del lema fundamental del célculo de variaciones, se obtienen las ecuaciones de
campo para f(R) en el formalismo de Palatini

FR(R) Ry~ 500/ ~9f (R) = KT (127)

Por otro lado, al tomar la primer variacion respecto a I', siguiendo el mismo procedimiento
que en 1.3.3, se obtiene

Vi [V=9/=(R)g"] = 0. (128)
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Con base en esta tltima ecuacion, vemos que si definimos una nueva métrica h,, tal que
V=9/r(R)g"" = V—hh", (129)
entonces de (122) vemos que h,, se relaciona con g, a través de la transformacién conforme

h,uzz = ng/JlM (130)

y por lo tanto, de (128) vemos que I' es la conexion de Levi-Civita de la métrica en el marco
conforme h,,, con lo cual R, (I') = R (h).

A diferencia de lo que sucede en Relatividad General, vemos que en f(R) el formalismo
de Palatini no es igual al formalismo métrico de la teorfa, sin embargo estos se encuentran
relacionados a través de una transformacion conforme, lo cual nos permite estudiar aspectos
de la teoria en cierto formalismo y poder mapear estos resultados al marco conforme. Vale la
pena mencionar que existe una discusion la cual no serd abordada aqui sobre cudl es el marco
fisicamente correcto para trabajar, es decir, si el marco conforme, también conocido como marco
de Finstein, es el que tiene sentido fisico, o es el marco no conforme, también conocido como
marco de Jordan, el que lo tiene [17].

3.4. Equivalencia entre Brans-Dicke y f(R)

Para ver la equivalencia entre Brans-Dicke y f(R) introducimos un campo escalar ¢ auxiliar
en la accion (105) tal que

5= o0 [ 5V H)R = V(O] + S (131)
en donde

(@) =F'(¢) y V(¢) = oF'(¢) — F(9), (132)

con F'(¢) una funcién arbitraria del campo ¢ tal que F’ = % y F" 0.
De esta forma, al hacer la variacion de (131) respecto a ¢e igualar a cero obtenemos que

Ry'(¢) =V'(¢) = (R = ¢)F"(¢) = 0, (133)

y como F” % 0 entonces ¢ = R, de donde vemos directamente que la accion (131) es igual a la
accion de f(R) (105) con el campo satisfaciendo ¢ = R. La accion (131) tiene la forma

1
S = o [ d'oy=g [0 = 59H6T,0 — UW)] + S

con w = 0 la cual es la accién de Brans-Dicke con 1 siendo ahora el campo de Brans-Dicke
con potencial U. Por lo tanto, vemos que el formalismo métrico de f(R) es igual a la teoria
de Brans-Dicke con pardmetro w = 0 y campo . Este resultado no solamente se limita al
formalismo métrico de f(R) sino que también se extiende al formalismo de Palatini del mismo,
pues al proponer ahora un campo y en la accion de tal forma que

§= o [ dev=g1F 00 + PR = X))+ S (134)
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al hacer la variacion respecto a x se obtiene que x = R, de donde la accién de f(R) en el
formalismo de Palatini se recupera, sin embargo, el anélisis hecho para el formalismo métrico
no funciona aqui, pues tenemos todo en términos del tensor de Ricci R que depende de la
conexion I' y para poder mostrar la equivalencia entre la version de Palatini de f(R) con
Brans-Dicke debemos tener en la accion al tensor de Ricci R que depende de la métrica g, y
no de la conexion I' como un campo separado.

Para esto, hacemos la transformacion conforme

Py = J'(R) Gy (135)

la cual, seglin vimos anteriormente, nos implica que R,,)(I') = R, (h). De esta forma, pode-
mos calcular usando (124) el escalar de Ricci en el formalismo de Palatini para poder ver la
equivalencia con Brans-Dicke. Sin embargo hay que hacer una observacion, R no es el escalar
de Ricci del marco conforme con la métrica (135) pues este tltimo es R = h** R, mientras que

el escalar de Ricci en Palatini, que es el que debemos de calcular, tiene la forma R = g“”]tx;w,,

por lo tanto, de (135), la relacion entre estos para este caso es R = oR con ¢ = f'(R). De esta
forma, usando (124) tenemos que

R R CA Eam)

g 6 (Do 1 o _ g 300 3 g
=5 |7~ 75 (av ~ o) | = 5 [R50+ v vl

por lo tanto

Clo 3
R=R—-3—+ —V9V,0. 137
Y de esta forma, al integrar la divergencia total (¢, obtenemos que la accion (134) queda
escrita como

1 3
S = o / d*z\/—g {¢R + %vawaqb —V(®)| + Smatt (138)
con V(¢) = ¢x(¢) — f(x(¢)). La accion (138) es de la forma de la accion de Brans-Dicke (60)
con el pardmetro w = —% y el campo de Brans-Dicke dado por ¢ = f/(R). De esta forma vemos

que en ambas formulaciones, tanto en la métrica como en la de Palatini, f(R) es equivalente a
Brans-Dicke con cierto valor del parametro w.

3.56. Ecuaciones de Friedmann en f(R)
3.5.1. Deduccién de las ecuaciones

Ya que se han sentado las bases de las teorias f(R) como un caso importante de la teoria
de Horndeski y que hemos visto como se ve la teoria en distintos formalismos y como esta se
relaciona con Brans-Dicke, es hora de ver la cosmologia que nos provee la teoria. Considerando
la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (32) vamos a calcular de manera explicita
las ecuaciones de campo de f(R) (120) para el caso de un universo espacialmente plano k = 0
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[14]. De (118) podemos obtener una ecuaciéon diferencial de segundo orden para el escalar de
Ricci. Calculando explicitamente O fg(R) tenemos

Ofal(R) = VAV, fnlB) = V¥ (fa(R)V,R) = VA (faR(R)V, R+ fraR (139
= frer(R)(V*R)(V,R) + frrOR.

Pero, de (37) vemos que este solamente depende del tiempo, por lo que

(V*R)(V,R) = —R?, (140)
y también
VAV ,R = V*(O,R) = g’“’@wa - g“’T;}ﬁAR = —R-— g“’T;},ﬁAR, (141)
pero, de (34) vemos que
. -al(t .
—g"'T),00R = —g"T) R =—(g"TY + ¢*T9, + ¢*TY,) = —R% = —3RH. (142)

Por lo tanto, obtenemos de manera explicita que
Ofr(R) = —frrrR® — frrR — 3frrRH. (143)

Asi, sustituyendo (143) en (118) y despejando R obtenemos

R=—3RH —

3frrrR® + KT — frR + Qf] ; (144)
3/RR

en donde, al considerar un fluido perfecto, T = —p + 3P.
La primer ecuacion de Friedmann la obtenemos al tomar la componente Ggy de (120), en
donde, del lado izquierdo tenemos que

1 .. .. .2
GO() = ROO — —gooR = _3& + 39 + 3&_ = 3H2, (145)
2 a a a?

y del lado derecho, usando (144) se tiene

1 . L1 1 T

— |frrrR® + frrR+ ZRfr+ = f + AL K Too

[r 6 6 3

14y 1 : . . KT R 2 1 1 KT

N f_R |:fRRRR2 — 3frrRH — frrrR® — 3 + % 3 + ngR + éf + KN + &To0
1 : 1 1

= | =3/rrRBRH + SRfr — 5/ + kToo
IR 2 2

y como Tgg = p, obtenemos que la primer ecuacion de Friedmann en f(R) es

1=~ sttt 57~ ) = 2. (146
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Para obtener la segunda ecuacion de Friedmann en f(R) se puede tomar cualquiera de las
componentes espaciales G;; de (120), en particular, si tomamos G se tiene

1
G = R — 59113 e [fRva(alR) gél (Rfr+ f+2kT) + 1‘417-11}
R
=gy i [ frrlS R = %L (f + 26T) + Ts1 |
R
1 1 Loa?
= Ru — qguR = |—frraaR — — (f + 2cT) + T | , (147)
3 fr 6
pero de (37) tenemos
1
Ry — gR = ad + 2a* — 2ai — 2a* = —ad, (148)
por lo tanto, de (147) obtenemos
a f Kp
- - S —— 149
-+ et L2, (119)
reescribiendo en términos de H obtenemos que la segunda ecuacion de Friedmann en f(R) es
) 1 )
He i | i L= 2| (150)
Ir 6 3

La ecuacion (150) se puede reescribir para que aparezca la presion de manera explicita, usando
(144) y sustituyendo en (150) se obtiene

(3H2 ¥ 2H) fo=kKP 4+~ (f Rfr) + R frrn + 2HRfrr + Rfng. (151)

3.5.2. Energia oscura geométrica

Las ecuaciones de Friedmann en f(R) se pueden reescribir de tal forma que, en un simil
con el caso plano de Relatividad General, los términos extras debidos a derivadas de f(R)
se puedan interpretar como un fluido extra en las ecuaciones. Para ello buscamos escribir la
primera ecuaciéon de Friedmann como

K K

H? = 2 (p+ px) = 3Pron (152)
de tal forma que el fluido extra px debido a las derivadas de f(R) queda determinado por
3H?
Px = P p- (153)

Asi, usando (146) y sustituyendo en (153) se obtiene

px = —— {BfRRHR Xy - np} p
/‘ffR
= L |:3fRRHR + = (f fRR) — Rp (1 - fR):| ) (154)
HfR
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la cual corresponde a la densidad de energia del fluido extra.
En el mismo espiritu buscamos ahora escribir la segunda ecuacion de Friedmann en f(R)
como

H+H2:—g[p+px+3(P+PX)], (155)
para ello sustituimos (153) en (155), asi
: 2 K30
H4 B = —2 | “H? +3(P + Py), (156)
K
y entonces, despejando Px se tiene que
1/ .
Py=—- (2H+3H2 +,-;P). (157)
K
Sustituyendo (146) y (150) en (156) tenemos
1 - f KT K 3 -1 Kp
A frrHR+ L+ 5 kP =~ (- | fprHR + = (f — faR) — “L| + 3P 1+ 3P
fR[fRR +6+3 ’f} 6(K,fR|:fRR +6(f frR) 3]+ + X)

1 . -1
= F |:—6fRRHR—f—2/€T+6/€P—|—3fRRHR—|—§(f—fRR)—Hp:| =3P + 3P,
R

por lo tanto, la presion del fluido extra queda dada por

-1
PX:— 3fRRHR—|——(f+fRR)—/€(p—3PfR) N (158)
3/€fR 2
la cual, dado que el escalar de Ricci es (37) en la métrica FLRW, se puede reescribir como
1 /R 9 9 1 9
Py =—— (3 —4H +3H" + P :—3—(R—3H + 3kP), (159)
K K

y de esta forma obtenemos una ecuacion de estado para el fluido extra, la cual usando (159),
(153),(154) v (158), queda dada por

_3H2—3KP—R_lé(erfRR)—m(p—3PfR)+3fRRHR
px  3(3H?—rp) 3 %(f_fRR)_’{p(l_fR)+3fRRHR'

Este fluido extra, bajo ciertas formas de la funcional f(R), puede explicar y reproducir la
aceleracion cosmica a tiempo tardio, es decir, la energia oscura, con bastante éxito [65][14], es
por ello que al fluido extra px se le denomina como energia oscura geométrica, pues juega el
papel de la energfa oscura como en Relatividad General pero que en lugar de depender de una
constante cosmologica, depende solamente de elementos geométricos, en particular, del escalar
de Ricci.

Px
wWx = —

(160)

3.6. Soluciones a las ecuaciones de Friedmann en f(R)

En general, encontrar soluciones analiticas a las ecuaciones de campo (120) es dificil, sin
embargo algunos autores han encontrado la forma de obtener, en algunos casos, soluciones
analiticas para el caso plano. En [66] se considera un universo vacio y se propone que

) = e, o = (1) (161)
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en donde, al insertar este ansatz en las es ecuaciones de campo (120) se obtiene que
a=2 n=-1,3/2. (162)

En donde ambos casos llevan a que el factor de desaceleracion sea go = —1/2, y ademas de que el
valor de n = 3/2 resulta de particular importancia pues en el marco conforme g,5 = f'(R)gas
se induce un modelo de quintaesencia con potencial exponencial, donde el campo escalar es
o= \/ﬁln f'(R) y en el cual, en este marco conforme, la solucion al factor de escala es

4 1/2
a(t) = [Z citi] . (163)

=0

Otros procedimientos sin dar una forma especifica a a(t) han sido hechos, por ejemplo, en [67],
el procedimiento a seguir es considerar solamente las regiones en que el pardmetro de hubble
es una funcion monotona, de esta forma podemos escribir ¢t = ¢(H), y dado que el escalar de
Ricci es (37), entonces se induce la regla de la cadena

d - d R d
—=H— == —-2H*) — 164
dt dH (6 ) dH’ (164)
y por lo tanto, la primer ecuaciéon de Friedmann queda como
R drR 1
st (= 2°) PR G = SRR - () = 387 () (165)

y de esta forma, proponiendo un modelo de f(R) es posible encontrar solucion para el factor
de escala a(t), por ejemplo, al proponer que f(R) = foR?, la ecuacion (165) se convierte en

drR 1
—~12H*) (H-—— — =R | = 1
en donde, si H # 0 se reduce atn mas a
dR 1
H— =-R 167
cuya solucién es
g\ 2
R=Ry|— 168
() (165)
en donde R(Hy) = Ry. Por lo que, la ecuacion (37) queda
dH Ry (H\"
— =—(= — 207 169
dt 6 <H0) ’ (169)

la cual, al resolver para H(t) y luego para a(t) se obtiene que

H = H, [x —(x—1) (ﬁ> 3] h , (170)

Qo

3/271/3

x—1

a(H) = ag {
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con Y = Ry/(12HZ) y tal que la relacion implicita entre H y t queda dada por

1 1/3 _ H/H 1/2\2
Hy(t —to) = — 2/3 In 2/3 <X1/3 5/ 1?2) )
6x X*/3 + x'3(H [ Ho)'/? + (H/ Hy)
1 2H/H, 1/2 1/3
+ Tarctan ( / (1))3 X
X33 X33
1 (X1/3 _ 1)2 1 2+ X1/3

arctan

X1/3\/§'

+ z n - - -
6X2/5 Xz/s i Xl/s. +1 X2/3\/§
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(172)

Otras soluciones analiticas se han encontrado, por ejemplo, para estudiar inflacién en el
modelo de Starobinsky [68], introduciendo un campo escalar [69][70], a través de simetrias de
Néether [17], etcétera. También ha habido un enorme esfuerzo en obtener soluciones numéricas
para poder estudiar la ecuacidon de estado de la energia oscura geométrica, entre ellos vale la
pena resaltar [65] en donde, al considerar modelos cosmolégicamente viables de f(R) se encontro

una forma parametrizada de la ecuacion de estado de la energia oscura.
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4. Gravedad Teleparalela

4.1. La tétrada
4.1.1. Justificacién a partir de Relatividad General

De acuerdo a [8], para una variedad diferenciable (M, ®), existe un conjunto de coordenadas
locales, llamadas coordenadas normales de Riemann, las cuales hacen que en cada punto p € M
en el que estédn definidas, los coeficientes de la conexion satisfagan

63 —_

Mas atn, si la variedad es pseudoriemanniana, entonces, de manera local en las coordenadas

normales de Riemann, la métrica toma la forma |71]

1 N 3
G = Myr = 3 Rpagz®a” + O(Ix[I°), (174)
V p € M con n la métrica de Minkowski.
En el caso de Relatividad General se trabaja con la conexion de Levi-Civita, por lo cual (173)
es igual a I, = 0, y por lo tanto, en las coordenadas normales de Riemann

Juv = Nuv + O(HX”g)a (175)

es decir, que la variedad es localmente plana. Esto no es més que el Principio de Equivalencia de
Einstein, el cual como sabemos se cumple en Relatividad General, por lo cual, denotando {£,*} al
conjunto de coordenadas normales de Riemann fijas para cada punto p € M y {z#} al conjunto
de coordenadas de la variedad M inducidas por una carta ¢ € ®, entonces los componentes de
la métrica pseudoriemanniana, con la que se describe el espacio-tiempo en Relatividad General,
en las coordenadas {z*} se relaciona con la métrica plana dada localmente por las coordenadas
normales de Riemann en p a través de la igualdad [3]

9ur (D) = €(p)e) (D) ab (176)

en donde

e,(p) = <M>x:p. (177)

oz

Dado que el conjunto de coordenadas normales {£%} esta fijo, es decir, no depende del
conjunto de coordenadas {z*} determinado por la carta ¢ del atlas @, entonces al hacer un
cambio de coordenadas z# — z*' relacionadas a través de difeomorfismos, tenemos que

o
Oz oo
-~ QxH W

(178)

eu/

esto es, ante cambio de coordenadas, e); se transforma como componentes de una 1-forma y

no como un tensor de rango (1). Por otro lado, dado que las coordenadas normales {£.%} son
. . . ., ’

localmente inerciales, podemos aplicarles una transformacion de Lorentz A? tal que el nuevo

sistema de coordenadas sigue siendo inercial y por lo tanto todo lo anteriormente descrito se
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sigue satisfaciendo, por lo cual observamos que ante transformaciones de Lorentz Ag/ tenemos
que

e = AVel, (179)
es decir, se transforma como las componentes de un vector a través de transformaciones de
Lorentz. A los cuatro vectores lorentzianos cuyas componentes son ey, con a = 0,1,2, 3, se les
conoce como tétrada, los cuales surgen de manera natural en Relatividad General a partir del
Principio de Equivalencia.

La anterior discusion nos da una intuicién fisica de qué es la tétrada, sin embargo esta
discusion estd basada totalmente en una conexion simétrica como la de Levi-Civita para poder
usar el Principio de Equivalencia y seguir la discusién, por lo cual es necesario hacer una
presentacion mas rigurosa de la tétrada con el fin de llevarla a teorfas que no tengan una
conexion simétrica, lo cual se logra a partir de la discusion sobre marcos ortonormales, también
llamadas bases ortonormales.

4.1.2. Marcos ortonormales

Dado un conjunto de coordenadas {z*} sobre una variedad diferenciable (M, ®), estas nos
proveen de una base tanto para el espacio X'(M), ver apéndice A.17, como para su espacio dual
X*(M) dadas por {9,} y {dz"}, es decir, cualquier vector V € X (M) " y cualquier 1-forma
A € X*(M) se pueden escribir como V = V*#d, y A = \,dx* respectivamente. Sin embargo, las
bases {J,} y {dx"} no son tnicas, en general si consideramos {e(p)} una matriz invertible V
p € M, entonces podemos construir otra base para, por ejemplo, el espacio de 1-formas dada
por

e’ 1= eydr’. (180)

En cuatro dimensiones, a las cuatro 1-formas e® dadas por (180) son la llamadas tétradas las
cuales constituyen una nueva base para el espacio de 1-formas y que en general no es una base
coordenada [72]. A partir de (180), como {ef\} es una matriz invertible, podemos encontrar la
relacion inversa y asi poder describir a dz* en términos de e?, la cual directamente es

dat = ele?, (181)

en donde {el} es la inversa de {ef }, es decir, se satisface que

ehe, =08y eye, = 0. (182)
Por lo cual, si A € X*(M) entonces
A= Agde ") Aetet = Aget, (183)

de donde, las componentes de A respecto a la tétrada estdn dadas por

Ay = Agel (184)

"Formalmente V es un campo vectorial y A es un campo de 1-formas, sin embargo nos referiremos a los campos
vectoriales simplemente como vectores y a los campos de 1-formas como 1-formas para hacer la lectura y
discusion més facil de seguir.
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El anélisis anterior se puede llevar a cualquier tensor de rango ().
Analogamente podemos definir una base para X'(M) a través {e#} dada por

E, = ¢'d,, (185)
asi, si V € X (M), entonces
V =V*E, con V*=¢e V" (186)

Como mencionamos anteriormente, el caso més general es que la base {E,} no sea una base
coordenada, por lo cual estas satisfacen la regla de conmutacién dada en el apéndice A.16, y
por lo tanto las funciones de estructura son, en general, distintas de cero.

Un caso importante para analizar son las componentes del tensor métrico en términos de las
tétradas, para ello consideramos el elemento de linea

ds? = Gudatdr” = guyegege“eb = gae’e’, (187)

en donde las componentes del tensor métrico en la base de las tétradas se relacionan con los
componentes del tensor métrico en la base coordenada por

Gab = Guvehey .- (188)

Dada una métrica g,, existe una clase de tétradas las cuales diagonalizan a g,, es decir,
existe una clase de bases especiales {e®} tales que las coordenadas del tensor métrico en esta
base son iguales a las componentes de la métrica de Minkowski

Jab = Nab = v (D)l ()ey (p), (189)

para cada punto de la variedad p € M.

Esta clase de bases son las llamadas bases ortonormales o marcos ortonormales [72], las
cuales asocian un espacio abstracto de 1-formas e en cada punto p € M, denotados por a, b, ...
con el espacio concreto de 1-formas del espacio-tiempo en el punto p, denotados por u, v, ....

Los marcos ortonormales no son tinicos y dado dos diferentes marcos ortonormales estos estan
relacionados a través de una transformacion de Lorentz. Sabemos que la métrica de Minkowski
es invariante ante el grupo de Lorentz SO (1,3)® [5] esto es

Mo A AY = 1, (190)

con A la transformacion de Lorentz. Por lo que, si {e*} es un marco ortonormal que lleva g,
a nu y {€h,} otro marco ortonormal que lleva g, a 7,/ entonces

Guelel = Moy = Ny AT AL = gAY el Y (191)

/ / ., -
de donde €/ AY = e y ey, AY = eV, por lo tanto, la relacion entre {e/} y {e"} esta dada a
través de la transformacién de Lorentz

el = A& el. (192)

a’ T

8En general es invariante ante O(1, 3).
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Por otro lado, dado que el tensor métrico (189) no cambia respecto a cambios de coordenadas,
se sigue de manera directa que
ozt
et = pad (193)
De esta forma, vemos que los marcos ortonormales estan relacionados a través de una trans-
formacion de Lorentz, y méas atn, si {€/} es un marco ortonormal este solamente sigue una regla
de transformacion bajo el grupo de Lorentz, de lo contrario dejaria de ser un marco ortonormal.
Con lo cual, dada una métrica g,, no existe un tnico marco ortonormal que lleva g, a 1.
sino un conjunto de marcos ortonormales relacionados a través de transformaciones de Lorentz.
Al revés es diferente, un marco ortonormal determina de manera unica a la métrica, pues si
{e”} es un marco ortonormal, entonces

ds? = ngete’ = nabeZegdx”dx” = g, dztda”, (194)
por lo tanto, las componentes de la métrica estan determinados de manera univoca por
b
Guv = €307 ab- (195)

De esta forma, dado que la métrica queda determinada univocamente a partir del marco orto-
normal, se puede elegir como variable dinamica en la descripciéon del espacio tiempo al marco
ortonormal en lugar de la métrica con la diferencia de que ahora, a parte de pedir covariancia
en los indices u, v, ... etcétera, hay que pedir invariancia de Lorentz en los indices a, D, ....

Finalmente, de ahora en adelante cuando hablemos de tétradas nos referiremos a los marcos
ortonormales pues estos son los que estan en total acuerdo con la justificacion a partir de
Relatividad General que dimos anteriormente, y ademas siguiendo la jerga comiin en los textos
de gravitacion en los que a los componentes de un tensor se les llama simplemente tensores,
aqui a las componentes de las tétradas (180) las llamaremos igualmente tétradas.

4.2. Estructuras matematicas de Gravedad Teleparalela
4.2.1. El haz fibrado tangente

En Gravedad Teleparalela, al usar la tétrada como base de T,M, los componentes de la
métrica son localmente las de Minkowski, esto es, punto a punto, el espacio tangente es el
espacio de Minkowski. Formalmente hablando, en Gravedad Teleparalela se trabaja sobre el
haz fibrado tangente

TM = {(p, T,M)yeMx | JT,M: X, € TpM} , (196)

peEM

en donde M es el espacio-tiempo que sirve como variedad base del haz fibrado y, dada la
estructura de espacio afin del espacio-tiempo de Minkowski, se hace la identificacion de T, M
con el espacio de Minkowski como espacio vectorial con origen en p € M, asi el espacio de
Minkowksi es la fibra del haz. La idea béasica consiste en trabajar en una variedad la cual
localmente luce como el producto cruz entre el espacio-tiempo y el espacio de Minkowski pero
que globalmente no es el producto cruz, para ello hay que parametrizar localmente a la fibra
y es justo la parametrizaciéon de 7,M como espacio tangente en p, la que nos sirve en esta
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descripcion. Una discusion introductoria a haces fibrados se puede ver en [73]. De esta forma, el
haz fibrado tangente tiene como coordenadas ¢ = (z#,2%) en donde {z#} son las coordenadas
del espacio-tiempo en que estamos trabajando (la variedad base del haz) y {x*} las coordenadas
del espacio de Minkowski (la fibra del haz). Asi, la métrica de la fibra y la métrica de la variedad
base se relacionan a través de la tétrada por (195). De esta forma, dado que e* = epdzt y
E, = e}0, son bases para Ty M y T, M respectivamente para todo p € M, es que la variedad
del espacio-tiempo se vuelve una variedad paralelizable [74] y que el concepto de paralelismo
se vuelve global [75].

Por otro lado, vale la pena senalar que dado que {x*} es base para el espacio tiempo y
{z*} para el espacio de Minkowski, entonces los tensores dependeran de los indices que en sus
componentes aparezcan, por ejemplo, A, es un escalar de Lorentz pero una 1-forma coordenada,
A, es un escalar coordenado pero una 1-forma de Lorentz, A} es una 1-forma coordenada pero
una vector lorentziano, etcétera, y de esa misma forma las reglas de transformacion se siguen
trivialmente, en donde los indices a, b, ¢, ... se transforman ante el grupo de Lorentz y los indices
1, v, a, ... se transforman ante difeomorfismos del espacio-tiempo.

Finalmente, en el haz fibrado tangente podemos definir una serie de objetos matematicos que
nos son utiles a la hora de trabajar, por ejemplo, la conexion de espin, la torsién, la curvatura,
etcétera, que veremos a continuacion.

4.2.2. Conexion de espin

Una conexion de espin w,, también conocida como conexion de Lorentz, es una l-forma de
la variedad base que toma valores en el algebra de Lie del grupo de Lorentz [76]
1

W, = Ewabusab, (197)

en donde S, son los generadores del grupo de Lorentz. Dado que S, son antisimétricos, entonces
w(a“) = 0 con el fin de que sea una conexion de espin. Esta conexion nos permite introducir una

derivada covariante llamada derivada de Fock-Ivanenko [76] la cual esta dada por

D, =0, — %w“"usab, (198)

cuya forma dependeré de la representacion de los generadores S,;,. Por ejemplo, para un escalar
de Lorentz ¢, se tiene que Sy, = 0 por lo cual Z,,¢ = 0,¢, para un vector de Lorentz ¢° se tiene
que

(Sab>?l = i(nbdé(i - nad55)7 (199)
y por lo cual la derivada de Fock-Ivanenko es para este caso
Dy = 0,6 + w5, 0, (200)

etcétera [76).
Asi, recordando que la tétrada nos relaciona objetos en la fibra y en la variedad base, tenemos
que, por ejemplo, un vector lorentziano y un vector coordenado se relacionan por

' =eo" vy ¢ = et (201)
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Por otro lado, a partir de una conexién de espin es posible inducir una conexion lineal en la
variedad base dada por

v —

P = P a p,,a b p a
IV, = ehoue, + ehwy, e, = end,e,, (202)
y viceversa, una conexion de espin dada por una conexioén lineal es

a J— a v aTw P __ a v
W = e,0ue + el ey = epV ep. (203)

Estas relaciones son formas de expresar un resultado més general, el cual es que la derivada
covariante total de la tétrada es cero considerando a la conexion lineal inducida por la conexién
de espin [76]

a _ a_ 1P 0 a b _
Vyep = uey, — T e + wye, = 0. (204)

Por tltimo, el pedir que la conexion w®, sea una conexién de espin implica que es antisimétrica

en los indices algebraicos {a, b}, lo cual se traduce en
OpMab — wdwndb - wcéwad =0, (205)

y esto, usando (195) y (202), se traduce en que la conexiéon es compatible con la métrica, es
decir, que

Vg = az\gw - FZ)\gﬂV - Fg,\gup =0. (206)

ab

Por lo tanto, el hecho de que w™,

sean compatibles.

sea una conexion de espin, exige que la métrica y la conexiéon

4.2.3. Torsiéon y curvatura

Una vez hemos definido y visto las propiedades de la conexion de espin, es conveniente
introducir dos objetos matematicos, la torsion y la curvatura, los cuales son muy importantes en
el contexto fisico y que son propiedades tensoriales de la conexion de espin [76]. La curvatura de
una conexion de espin es una 2-forma, ver apéndice A.19, del espacio-tiempo cuyos coeficientes
adquieren valores en el dlgebra de Lie del grupo de Lorentz [76]

1 a v
R =R b Suda” A da', (207)
y estan dados por
abup - 81’(")6;)# - aﬂwabu + waeuweb,u - Wae,u(’uebw (208)

y cuya relacion con los coeficientes del tensor de Riemann esta dada por

o b pa
R, =eeR (209)

bup:

Por otro lado, la torsiéon también es una 2-forma pero toma valores en el algebra de Lie del
grupo de traslaciones |76]

1 a v
T = 3 v Padz” N dz*, (210)
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con P, los generadores del grupo de traslaciones, tal que los coeficientes de la 2-forma de torsion
estan dados por

15, = o€, — Ouey + w6, — W, e (211)

cpuv

La relacion entre los coeficientes del tensor de torsion con la 2-forma de torsiéon esta dada por

TP, = T8, = 217,

alvp = 72y

(212)

Vale la pena senalar que existe un teorema que nos permite expresar cualquier conexiéon en
términos de la conexion de Levi-Civita, este es el teorema de Ricci el cual nos establece que

e, = ffw + KP (213)

By

en donde fﬁy son los simbolos de Christoffel ? y K £, es el tensor de contorsion el cual esta dado
por

1
K", = 3 (Tupﬂ +T,°, — Tf;w) ) (214)

De esta forma, usando el teorema de Ricci, los coeficientes del el tensor de Riemann de la
conexion I se relacionan con los coeficientes del tensor de Riemann de la conexién de Levi-
Civita por [77]

v = By + VS5 = Vo K + K K5 — K KT 5. (215)

Con esto, se obtiene que el escalar de Ricci de la conexion I' se relaciona con el escalar de Ricci
de la conexion de Levi-Civita por [77][75][78|

R=R+T- B, (216)

en donde T es el escalar de torsion, el cual estd dado por

1 17 1 174 "
r=T AT + 57" s — THT,, (217)

tal que T, = T)/\\w y B es el término de frontera o boundary term en inglés, el cual estd dado
por

B= gau (eT") = 2V, T, (218)

y tal que

e = det(e}) = v/—g. (219)

Aqui vale la pena definir el superpotencial

1 1
S0 = (L0 + 7% = T, = 21580 + 2T 57) = = (K7, + T76, — T707), (220)

9De ahora en adelante denotaremos con un circulo o a los objetos matematicos relacionados con la conexién
de Levi-Civita
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tal que el escalar de torsion queda dado por

T =T%57°. (221)

op~a
Finalmente, de acuerdo a [76], el tensor de torsion y el tensor de curvatura se relacionan a
través de las identidades de Bianchi, las cuales son

+ R

wvp

v, 1, + VT, +V,T, =R +R)

puv vpp

+ T3, T, + 1,15, +T,T7, (222)

pv puo =~ vp?

para la torsion, y

V,R

opp

A X _ pA g0 A 8 A 6
+ VR, + VR, = Ry 6T, + BT, + Ryl

ovp opuv

(223)

v

para la curvatura, las cuales se reducen a las identidades de Bianchi usuales en Relatividad
General cuando la torsion es idénticamente igual a cero.

4.3. Gravedad Teleparalela como una teoria de Gauge
4.3.1. Conexion de espin totalmente inercial

Una teoria de Gauge es una teoria que es invariante ante la accion local de algiin grupo de Lie,
es decir, que la Lagrangiana del sistema cambia a lo mas por una derivada total, en este caso,
Gravedad Teleparalela se construye como una teoria de Gauge del grupo de traslaciones [75].
La transformacion de gauge la definimos como una traslaciéon infinitesimal de las coordenadas
del espacio de Minkowski

r® — '+ ¢ (aM), (224)

de esta forma, al considerar un campo ¢(z%), el cambio infinitesimal del campo debido a la
transformacion infinitesimal

o) — p(a'?) = p(x* — €%), (225)

es 10

0¢ = ¢(a") — ¢(2) = €09 (226)
De esta forma, vemos que, el cambio infinitesimal de d,,¢
0(0u) = €°0a0,0 + (029)(0u€), (227)

no transforma de manera covariante ante (224). Por lo cual es necesario introducir una derivada
que sea covariante ante traslaciones infinitesimales, esto lo logramos al definir el potencial

B, = B P, (228)

en donde F, = 0, son los generadores del grupo de traslaciones y tal que 0B, = —0,¢, e
introduciendo la derivada covariante de gauge dada por

e = D+ BL0uo, (229)

ONo confundir con la derivada funcional.
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cuyo cambio infinitesimal es
(eu) = € 00,0, (230)

el cual si transforma de manera covariante bajo el grupo de traslaciones. De esta forma, para
construir una teoria que sea covariante ante traslaciones, se debe de hacer la sustitucion

8, — e, (231)
tal que
e = €,0q, (232)
en donde la tétrada esta dada por [75]
e, = 0,7" + By, (233)

Sin embargo, como vimos en 4.1, la tétrada no es tnica, por lo cual, si hacemos una transfor-
macion de Lorentz

r* — A2y en = A“bez, (234)
de (233) vemos que
A%el = 9,(A%2”) + A, B, (235)
por lo cual, obtenemos que
e = a4 Bi + (A%0,A%)a" (236)

= 0" + B, + w“,wmb,
con
wh, = N0, A%, (237)

La expresion (237) es la conexion de espin con la que se trabaja en Gravedad Teleparalela,
y de acuerdo a [76], corresponde a una conexion de espin puramente inercial, esto es, que
representa los efectos inerciales en el nuevo marco de referencia y que se obtiene a partir de la
transformacion de Lorentz de una conexién de espin cero.

Asi, la tétrada puede ser reescrita como

en = 22" + By, (238)
con 9, la derivada de Lorentz dada por
D = 0 + w2’ (239)

Vemos que la expresion (239) concuerda con la derivada de Fock-Ivanenko para un vector de
Lorentz (200) para la conexion de espin (237). Por lo cual, para hacer que la tétrada se invariante
ante el grupo de traslaciones dej, = 0 debemos pedir que B, = —%,e".
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4.3.2. Conexion de Weitzenbock

Como mencionamos anteriormente, la conexiéon de espin w9, = ©0, A% actiia sobre los
indices algebraicos o indices de Minkowski, de tal forma que al calcular la derivada covariante
total de algtin objeto que tienen tanto indices coordenados {u,v, ...} como indices algebraicos
{a,b,...} este aparece en la expresion, por ejemplo, para un tensor 7% la derivada covariante
total es

v, I = 9,T% + 1% T% + w, T, (240)

con el fin de que V, sea covariante ante transformaciones de Lorentz y cambio de coordenadas
relacionadas por difeomorfismos. Asi, la conexion de Weitzenbick es la conexién asociada a la
conexion de espin puramente inercial tal que la derivada covariante de la tétrada es cero, es
decir

Ve, = 0uey, — T eq + w“b#eg =0 (241)
= I, = e 0ue;, + eg‘w“lmeg. (242)

La expresion (242) son los coeficientes de la conexion de Weitzenbock.

La conexion de Weitzenbdck y la conexion de espin son objetos fundamentales para Gravedad
Teleparalela, con ellos podemos calcular expresiones que nos son de utilidad y obtener resultados
importantes. Por ejemplo, los componentes de la 2-forma de curvatura estan dados en términos
de la conexion de espin (208), por lo la cual, usando la conexion de espin puramente inercial
w%, = N%0, A%, podemos calcular las componentes de la 2-forma de curvatura de la siguiente
forma:

o = 0w, — 0w, +W,wS, — Wh,Wh, (243)
=0, ( adGMAdb) -0, ( ad&,Adb) + ( ada,,Ade) (A°0,A%) — ( “dau/\de) (A°.0,A%)
= 9,A%9,A% — 9,A%0,A% + ACA%D,A,AL — ACA%,D, A, A%
= O,A%0, AL — 8,A%0,A% — 65 (8,A%9,A% — 9,A%0,A%) = 0
RS, =0, (244)

y por lo tanto, dado que la 2-forma de curvatura y el tensor de Riemann estan relacionados por
(209), obtenemos que

R, =0, (245)
es decir, no hay curvatura en Gravedad Teleparalela, mientras que al calcular los coeficientes
de la 2-forma de torsion se tiene que

15, = 0ve), — Oue, + w“fl,eﬁ - w“fue{f # 0. (246)

Es aqui en donde radica la gran diferencia entre Relatividad General y Gravedad Teleparalela,
pues el primero los efectos gravitacionales son efectos de la geometria no trivial de la variedad
del espacio-tiempo representado a través de la curvatura, mientras que en Gravedad Teleparalela
el espacio-tiempo es globalmente plano pero con geometria no-trivial representada a través de la
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torsion, de esta forma el campo gravitacional deja de ser un efecto de la curvtaura del espacio-
tiempo y pasa a ser un efecto de la torsion del mismo, en donde el tensor de torsion queda dado
trivialmente por la parte antisimétrica de la conexiéon de Weitzenbock

TP = —2I”

H [vul®

(247)
Finalmente, de la ecuacion (241), tenemos que si la conexion de espin es cero, entonces

e ouey + e, el = ey V ey = 0. (248)
La ecuacion (248) es lo que se conoce como condicidn teleparalela, pues esta es una condicion
de paralelismo distante, es decir, que la tétrada es transportada paralelamente por la conexiéon
de Weitzenbdck. Siguiendo el trabajo estandar que se encuentra en la literatura, de ahora en
adelante trabajaremos en un marco de referencia tal que la conexion de espin se hace cero y
por lo tanto la condicién teleparalela se satisface.

4.4. Equivalente Teleparalela de Relatividad General
4.4.1. La accién

De la ecuacion (216) tenemos que R = R+T — B mientras que de la ecuacion (244) tenemos
que el tensor de Riemann, al usar la conexiéon de espin puramente inercial, se hace cero, lo que
implica que R = 0 y por lo tanto

R=-T+B. (249)

Por lo cual, el escalar de Ricci calculado con la conexién de Levi-Civita es igual a la torsion
més un término de frontera, por lo cual, si la accion en Relatividad General esta dada por (15),
entonces la accion de la Equivalente Teleparalela de Relatividad General, TEGR de ahora en
adelante, estd dada, usando (249), por

1 0 1
STEGR - % / vV _ng4ZE + Smatt - ﬁ/G(—T + B)d4l’ —I— Smatta (250)

y al integrar el término de frontera obtenemos que la acciéon de la Equivalente Teleparalela de
Relatividad General es [77]

1
STEGR = w /er43? + Shatt - (251)

Asi, vemos que la Lagrangiana de Relatividad General y de TEGR solamente difieren por
un término de frontera, por lo cual al hacer variaciones de (251) respecto a la tétrada, esta nos
debe regresar las mismas ecuaciones de campo que nos da Relatividad General, por lo cual se
deja a total interpretacién el hecho de si la gravedad es mediada por curvatura y por torsion,
dado que ambas formulaciones son equivalentes [75].
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4.4.2. Las ecuaciones de campo

Para encontrar las ecuaciones de campo en TEGR se procede de la manera usual, con la
diferencia de que ahora las variaciones son respecto a la tétrada e en lugar de la métrica, pues
hemos adoptado el enfoque de considerar a la tétrada como variable dinamica de la teoria. De
esta forma, si pedimos que

§Stpar =0, (252)

entonces

1

o d*x [e6T + Tée] = §Sma, (253)
K

por lo cual es necesario calcular 6T y de, en donde § representa la primer variaciéon respecto a

2 ) _ oayb a b __ Sa 4t
la tétrada set Dado que g, = €je)naw, y €€, = 0y, es facil mostrar que

5gu = — (gurel + guress) dep, (254)
g = — (9"l + g"ey) des, (255)
Se = ee)des, (256)
de) = —e‘b’egéez, (257)
oyel = —e‘b’ega,,el;, (258)
por lo cual, obtenemos que
Tée = eTeldes. (259)
Por otro lado, debemos calcular
1 1
§T = Z(S(TWTW) + 5(S(TWTW) —6(T"T,). (260)

Para esto primero calculamos 6T3V y 0T*H.
De (210) y (211), recordando que trabajamos en un marco con la conexion de espin igual a
cero, obtenemos que
A _ ma A A a
or,, = Ty,0e, + €077, (261)

y como la primer variacion y la derivada parcial conmutan, y usando la ecuacion (257), obte-
nemos que

6Ti‘“, = —eéT’lgyée;‘f + e (0,6e — d,0es) . (262)
Por otro lado
5T = 8(TA) = 8(g"T,) = T, 69" + goT,, (263)
y usando (255), obtenemos que

0T+ = — (g"“T, + T! + T ") el + g“ﬁeg (81,56% — 8556ff) ) (264)
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Finalmente, usando las ecuaciones (262) y (264), obtenemos que !

§(T M Topy) = —AT " Tyypeldess + AT, el 0, 0¢s, (265)
S(TH" o) = 2(T7 — T2V pa 65 + 2(T% > — T ), ¢, (266)
S(THT,) = =2 (T°T, + T, T") el + 2 (T%e) — Te%) Ordel. (267)

Por lo tanto, la variacion del escalar de torsion es

0T = — T Tyupendes + Ty el bes + (T — TV Tavadel + (T — T, %) Oadel,
+2(T°T, + TS, T") bet — 2 (T — Tel) Drdel,
=T, [T, + T = Th > + 2 (08T — 05TH) ] bes,
+ [T, + TN =17, + 2T %) — 217 €] D,6¢l,

con lo cual, usando la definicion del superpotencial (220), obtenemos que la variacion del escalar
de torsion es

0T = —4T%,S6¢5 + 45 120,0¢5. (268)

Asi, despreciando derivadas totales, las ecuaciones de campo son

4
—4T% SH — =0, (eS ) + Te) = 207, (269)
(&

pa™ o

en donde

o — EM (270)

a a
e des

Contrayendo con ef, podemos reescribir estas ecuaciones en una forma mas familiar, dada por

G = kT = %eﬁ@u(e&f”) — 2T‘j“WSa“A + %Tdi‘, (271)
en donde, G es el tensor de Einstein calculado con la conexion de Levi-Civita y 7.} = €20 es
el tensor de energia momento.

Las ecuaciones (271) son las ecuaciones de campo de TEGR las cuales nos dan la misma
dindmica del universo que las ecuaciones de campo de Relatividad General, asi, TEGR sufre
de las mismas ventajas y desventajas que tiene Relatividad General [75], por lo cual, siguiendo
las mismas ideas que surgieron con Relatividad General, una forma de corregir las desventajas
de TEGR es al modificar la accion con Lagrangianas méas generales, en este caso, una de las
lagranianas més generales con la que podemos extender a TEGR es considerando una funciéon
f(T, B) del escalar de torsion T'y del término de frontera B en la accion de la teoria, pues esta
nos recupera como casos particulares otras teorias alternativas y modificadas.

T, obtencién de estas ecuaciones es directo teniendo en cuenta la antismiteria del tensor de torsién en sus
ultimos dos indices.
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4.5. Gravedad f(7T,B)

Hay varias formas de generalizar la Lagrangiana de TEGR, una de ellas es considerar una fun-
cional f(T, B) del escalar de torsion y del término de frontera B. De esta forma, la Lagrangiana
es

1
Sy.B) = / ef(T, B)d'z + Smats- (272)

T 2k

Por lo cual, al tomar la primer variacion de la accion (272), tenemos
1
8StrB) = / o [fde + efpdB + efrdT + 2k6(eLopan )] d*z, (273)

en donde fp = 0pf(T,B), fr = 0rf(T,B)y f = f(T,B). De (256) y (268) tenemos, despre-
ciando divergencias totales, que

efr =4 [—frou(eSt) — 0u(fr)eSt* + e frT%,SM] bes, (274)
foe = efelrdes. (275)

Sin embargo, atn nos falta calcular § B, para esto, recordamos que
2
B = -0,(eT"), (276)
e
y dado que la derivada parcial conmuta con la derivada funcional, entonces
2 p 2 p p
0B = —;8H(6T )oe + g@u(eéT + T*ée), (277)

por lo cual, se tiene que

efpdB = —e[fpB + 2T"0,f5] )¢5 — 2e0, fp [—(g"* T, + Tel + T *)del + g*Pel, (9,0¢h — Dpdel)] .
(278)

Ahora, observamos que, al integrar por partes e ignorando derivadas totales, tenemos
eg"’ 0, fze! (0,0el — 0s6es) = [0, (exeg 0. fB) — Oy (€he' 0, fB)] des. (279)

Para poder continuar, debemos observar que al trabajar con una conexiéon de espin, como
vimos en la subseccién 4.2.2, esta implica que la métrica y la conexién de Weitzenb6ck sean
compatibles, es decir

Vg =0, (280)
de donde, al despejar 0yg"” se obtiene que
g = — (T, +T), (281)
y entonces, al recordar que e = \/—g, obtenemos

e = el . (282)
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Por lo cual, usando las ecuaciones (281), (282), el conjunto de ecuaciones (254) - (258) y el
teorema de Ricci, obtenemos por un lado que

d,(eneg" 0,f5) = eeig’“’ﬁf]g — (0, fB) (—eéf‘pp’“‘ + ey +TA P+ en K™ | (283)
y por otro lado

O, (clieg" D, fn) = etV fi + €D, ) (917, — T — T — T, g £ TH A — K Y).
(284)

Asi, al usar las ecuaciones (283) y (284) obtenemos que

0y (eéeg“l’a“fg) -0, (eZe“’\ﬁufB) = eei%fB - eegé)‘%l,fg —e(0ufB) (—T”\a I k;’“‘a’\) :
(285)

[0}

con lo cual, de la simetria de los simbolos de Christoffel I o

obtenemos finalmente que

efpdB = — efBBei — 2662|ﬁf3 + QQGZ%)\%%}CB + 46(8uf3)5a/\“. (286)
Por lo tanto, minimizando la accion (272), encontramos que las ecuaciones de campo son
—efpBe) — 26eéﬁf3+2eeZ%A%l,fB — 4e(0,fB)S (287)
— 40, (fr)eSt* — 4fr0, (eSHY) + defrT2, S + efey = —2exb),

pa™ o

las cuales, al multiplicar por —1/2e y contraer con €2, las podemos reescribir en términos del
tensor de Einstein calculado con la conexion de Levi-Civita de la siguiente forma

o o O O 1 2
Gy = wT) =6,0fp = V'V, fp + §fBB(S£\ +2[0ufB + Oufr] S)* + ge,ffTau(@Sa“/\) (288)
1
o A A
= 2frT%,S." — §f5”'
Las ecuaciones (288) son las ecuaciones de campo de Gravedad f(7, B) las cuales nos pueden

recuperar las ecuaciones de campo de otras teorias de Gravedad Teleparalela, por ejemplo, si
f(T,B) = f(T), es decir, fg =0, entonces estas se reducen a

0 2 1
GI)/\ = ’171—/)\ - 2<a,ufT)Su'U)\ + _ez(ffTa#(eSau/\) - 2fTTZuSa)\“ - §f61>/\7 (289)
e
que son las ecuaciones de campo de Gravedad f(T") y més aun, si f(7T) = —T entonces
0 2 1
Gl)/\ = '%7;)\ = _63811(65@/\“) + QT(;iVSOZ\“ + §T6£\a (290)
e

que son las ecuaciones de campo de la Equivalente Teleparalela de Relatividad General (271).

La ventaja que tiene el caso general f(7T, B) sobre los demés es que puede recuperar teorias
f(R) si f(T,B) = f(=T + B), lo cual no se puede lograr con f(7') ni con TEGR. Asi, ya
contamos con las ecuaciones de campo de dos manera de extender TEGR, a saber, Gravedad
f(T, B) y el caso particular de Gravedad f(T'), por lo que ya estamos en posicion de ver las
ecuaciones de FLRW en estas teorias.



4.6 Ecuaciones de Friedmann en f(7) 49

4.6. Ecuaciones de Friedmann en f(T)

En esta teorfa, usualmente se trabaja con la signatura (+,—, —, —) de la métrica de Fried-
mann, es decir, consideramos la métrica FLRW plana dada por

ds® = dt* — a®(t)(dx* + dy® + dz?), (291)
de esta forma, una de las tétrada que diagonaliza a la métrica FLRW es
e, = diag(1,a(t), a(t),a(?)). (292)

La tétrada (292) de acuerdo a [75], es una tétrada buena en el sentido que no constrine a
la funcion f(7') ni al escalar 7'y que ademéas cumple con el Principio Cosmoléogico. Con esta
tétrada vemos que

0 _
T, =0, (293)

para cualquier p, v.
Por otro lado, dada la antisimetria del tensor de torsién en sus dos tltimos indices, tenemos
que las componentes independientes distintas de cero del tensor de torsi6én son

T, = —6:H, (294)

J

y analogamente
T7° = —¢/H. (295)

Por lo cual, tenemos que

1 1 1, . 1
T = ZT"”ATWA + 5TWTV,M —T'T, = (T T + T0,1Y) + 5 (15T o) —T°T, (296)
1 1
=7 (6H?) + 3 (3H?) — 9H* = —6H". (297)
De esta forma, las ecuaciones de Friedmann que provienen de las ecuaciones de campo (289),
considerando un tensor de energia momento para un fluido ideal, son

6H?fr + % f = kp, (298)
2(3H* + H)fr + 2H fr + % f=—kP. (299)

Con estas ecuaciones, se ha podido mostrar que para ciertos modelos de f(T) se puede
reproducir la aceleracion cosmica tardia sin la necesidad de energia oscura [79], también se
ha mostrado que puede reproducir inflacién sin la necesidad de introducir el inflaton [80]|81],
etcétera. Exponer a detalle esos resultados aqui se salen del propésito del trabajo, por lo que
aqui solamente nos limitamos a presentar el sistema de ecuaciones (298) y (299) del cual més
adelante estudiaremos sus propiedades dinamicas, lo cual se abordara en la siguiente seccién en
el cual se obtendrén resultados importantes para cosmologia.
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4.7. Ecuaciones de Friedmann en (7, B)

Para esta teoria se ha trabajado con las dos convenciones para la signatura de la métrica,
por lo que aqui elegiremos la convencion

ds® = —dt* + a(t)(dz® + dy* + d2?), (300)

tal que la tétrada, al igual que en el caso de f(7'), esta dada por
e, = diag(1, a(t), a(t), a(?)). (301)
En esta convencioén, es facil de ver que ahora el escalar de torsion cambia de signo, por lo que
T =6H>. (302)

Por otro lado, el término de frontera lo podemos calcular como
2 0 T° o
B==0,(eT") =20, (T°) +2—0dpe = 6(3H> + H). (303)
e e
De aqui, observamos que la ecuacion (249) se mantiene pues

R=—-T+B=6(2H*+ H), (304)

lo cual, efectivamente, coincide con (37), que es el escalar de Ricci calculado con la conexion
de Levi-Civita.

Con esto, las ecuaciones de Friedmann dadas por las ecuaciones de campo (288), considerando
un tensor de energia-momento de un fluido perfecto, son

—3H?(3fp + 2fr) +3H fs —3H f5 + %f = kp, (305)

Las ecuaciones (305) y (306) se pueden reescribir de una forma mas familiar al hacer el mapeo

de esta forma las ecuaciones (305) y (306) quedan dadas por

3H =k (p+ per) , (308)
3H? +2H = —k(P + Pg), (309)

tal que definimos un fluido efectivo que contiene la informaciéon de la extension de la teoria, es
decir

kpet = SH2(3f5 + 2fr) — 3H f5 + 3H f5 — %f, (310)

kP — %f— <3H2+H> (3fs + 2fr) — 2H fr + f5. (311)
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Dado que f(T, B) no depende explicitamente del tiempo, el fluido efectivo satisface directa-
mente la ecuacion de conservacion, es decir, satisface que

peff +3H (peff + Peff) = 07 (312)

de la cual podemos definir una ecuacion de estado para el fluido efectivo, la cual esta dada por

P fp — 3H fp — 2H fr — 2H fr
Weff = =—-1+ - - —. (313)
Peft 3H*(3fp +2fr) —3H fp+3Hfp — 5f
De la ecuacion (313), podemos ver que en el caso en que weg = —1 recuperamos el escenario

estandar de ACDM, el cual corresponde a apagar los términos 7'y B, es decir, f(T,B) =
constante.

Finalmente, vale la pena mencionar los trabajos que se han realizado en el contexto de
Gravedad f(T, B). Se ha contrastado a la teoria con datos observacionales, encontrando que
esta teoria puede proveer una explicacion del caracter oscilatorio de la ecuaciéon de estado de la
energia oscura [82], por otro lado, se han encontrado soluciones a las ecuaciones a través del uso
de simetrias de Noether [83], se ha estudiado la termodinamica de la teoria y su reconstruccion
[84], etcétera. Aligual que con f(T), explicar a detalle estos resultados aqui se sale del propdsito
del trabajo, por lo que solamente nos limitamos a presentar las ecuaciones de las cuales, en el
siguiente capitulo, estudiaremos su estructura dinamica y obtendremos resultados importantes
sobre los parametros cosmologicos.
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5. Analisis de sistemas dinamicos

5.1. Justificacion

Como se ha visto en la secciones anteriores, las ecuaciones de Friedmann, tanto en Relatividad
General como en cada uno de los intentos por modificar la Teoria de la Relatividad General,
resultan ser complicadas de resolver de manera analitica, por lo que se vuelve necesario emplear
otras herramientas matemaéticas que nos permitan obtener informaciéon relevante al estudiar la
cosmologia relacionada a estas teorias. Una de las herramientas que nos permiten estudiar las
ecuaciones de Friedmann sin tener que resolverlas explicitamente, pues se reduce a resolver
ecuaciones algebraicas, son los sistemas dinamicos, del cual se ha hecho un breve resumen de
los teoremas, definiciones y propiedades que tienen en el apéndice C y del cual adoptaremos
la notacién y usaremos la informacién que ahi se encuentra a lo largo de esta seccion. A
continuacion se hara usoé de los sistemas dinamicos para el estudio de las teorias alternativas a
la gravedad, es decir, aquellas que nos permiten salir del teorema de Lovelock, considerando la
métrica plana de FLRW. Hablaremos brevemente de como se han usados sistemas dinamicos
en distintas teorias y hacia el final de la seccién hablaremos en detalle de como se hace uso en
Gravedad f(T, B), que es el proposito principal de esta tesis.

5.2. Relatividad General con un campo escalar

Los resultados presentados en esta subseccion hacen parte del articulo [85]. Como mencio-
namos hacia el final de la seccién 1, al introducir un campo escalar es posible afrontar con
Relatividad General el problema de la inflacion, sin embargo, este no es el tnico uso que puede
surgir al considerar un campo escalar, sino que también con ayuda de un campo escalar es
posible estudiar la aceleracion tardia del universo, es decir, la energia oscura.

La idea bésica es agregar a la accion (15) un término que va como

Sy = /\/—g£¢d4x, (314)
en donde L, es la Lagrangiana de un campo escalar
1 .,
Ly=ged” +V(9), (315)

tal que € = 1 para un campo escalar estandar, y e = —1 para un campo escalar fantasma, y se
hace uso de la métrica plana de FLRW

ds? = —dt* + a*(t)(dz* + dy® + 2°). (316)

De esta forma, las ecuaciones de Friedmann, al variar la accion resultante respecto a la
métrica, quedan dadas por

H? = g Baf + V(o) + p] = g s + 1], (317)
H:—g [6$2+(1+w)p] :—g[P¢+p¢+(1+w)p}, (318)
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en donde p es la densidad energia de un fluido cuya ecuaciéon de estado es del tipo barotropica
P = wp, y en donde se ha definido

1

Py = sed” = V(9), (319)
po = 3+ V(0). (320)

Por otro lado, al variar respecto al campo escalar ¢ se obtiene

(¢ +3Ho) + vy (321)
do
Al introducir el campo ¢ vemos que se satisface una de las primeras condiciones que nos permite
salir de Relatividad General de acuerdo al teorema de Lovelock.

Ahora, como se puede observar, las ecuaciones de Friedmann (317) y (318), méas la ecuacion
tipo Klein-Gordon (321), son un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas, lo
que hace a su soluciéon muy complicada de encontrar. Por lo cual llevaremos a este grupo
de ecuaciones a un sistema dindmico auténomo, para esto es necesario definir un conjunto
de variables {x,y,z,...} tal que el sistema de ecuaciones diferenciales (317)-(321) se puedan
reescribir de la forma x = f(x). Al dividir la ecuacion (317) por H?, vemos que

kP2 KV Kp
T3 T3

1=t (322)

el cual motiva la definicion de las variables {z,y, A\} y el parametro I'; dados por

V0 iV a= e p= Ve (323)

K
Ve T /3

) - 2
VEV Ve
tal que, la ecuacion (322) queda dada por
1=ex? +12+ %, (324)

la cual constituye una constriccion del sistema. Usando las ecuaciones (317) - (321), podemos
escribir el sistema dindmico respecto a las variables {x,y, A} definidas, el cual queda dado por

dl‘ \/6 2 3 2 2

T = 3 e+ S [(2 - e (1 — )] (325)
dy . \/6 3 2 2

N = g oy [2—yer’ +y(1-y)] (326)
d\ )

A BT —1 2
vi VEX2 (I — 1)z, (327)

tal que se ha hecho el cambio de variable N = In a '2, y se ha definido v = 1 + w, tal que los
fluidos en los que estamos interesados son aquellos con ecuaciéon de estado P = (v — 1)p con
0<y<2.

12Este cambio de variable es usual en este tipo de trabajos por lo cual se usara de ahora en adelante.
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Con esto, podemos definir una ecuacion de estado efectiva, la cual esta dada por

P+ P¢ 2 2
Weff = =w+(1-wexr’ — (1+w)y’, (328)
’ P+ Py
tal que el universo esté en expansion si weg < —%, y definimos también

Py ex? — 12
=1+—=14—= 329
=1t =l (329)

_ KpPy 2 2

Asi, vemos que el sistema dinamico es de la forma (z,y, \) = (fi(z,y, A), fo(x,y, ), fa(x,y,\)),
en donde fi(z,y, \) = —3x+‘/766)\y2+%x (1 —w)ex® + (1 +w)(1 —y?)], foz,y,\) = —‘/TEAmy—I—
%y (1 —w)ex® + (1 +w)(1 =y y fa(z,y,A) = —V6IHT — 1)

Para analizar los puntos criticos y la estabilidad de estos, nos enfocaremos en el caso de un
campo escalar estandar e = 1 y analizamos el caso A\ = constante.

El caso de A constante corresponde a un potencial de la forma

V(g) = Voe™?, (331)
el cual hace que el parametro I' sea igual a uno I' = 1. Por lo cual, el sistema dinamico queda
restringido inicamente a las variables {z,y} y a las ecuaciones (325) y (326). para encontrar

los puntos criticos, hay que hacer (z,y) = (f1, f2) = (0,0), lo cual nos deja con el sistema de
ecuaciones algebraico

6 3
—3r + \/T_AyQ + 3% [(2—7)2*+ (1 —y?)] =0, (332)
6 3
—\/T_A:vy +5y[2=ve” (1 -y =0, (333)
cuyos ceros son justamente los puntos criticos del sistema, los cuales estan dados en la tabla 1.
Punto x Y Existencia
(a) 0 0 VAy~ny
(b1) 1 0 VAy~y
(b2) —1 0 Vv~
(c) 2/V6 V1—)2/6 N <6
(d) | V3/29/A | VB2 —)v/202 | N >3y

Tabla 1: Puntos criticos del sistema de ecuaciones (325) y (326).

Ahora, debemos analizar la estabilidad de estos puntos criticos, para ello primero calculamos
la matriz de estabilidad M = ‘gf_, luego evaluamos en los puntos criticos y obtenemos los
J
eigenvalores con los cuales haremos el anélisis.

La matriz de estabilidad es
32— 7)a® +3(2-72+7(1-y%) -3 V6Xy — 3yzy
- %2—vﬂy—V@M/ %«2—7M”+70—y5%—ng%%Wﬁ ’
(334)

y por lo tanto, tenemos que:
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1. Para el punto (a), los eigenvalores de la matriz de estabilidad (334) son

3 3

pa = —5(2 =), 2= 37 (335)

Vemos que como estamos interesados en fluidos con 0 < v < 2, entonces Re(p;) < 0y
Re(f2) > 0 por lo cual el punto (a) es un punto silla. En este punto, v, no estd definido,
Q¢:waeﬁ:’y—1.

2. Para el punto (bl) los eigenvalores de la matriz de estabilidad son

V6
=3 - 7)\, po = 3(2 = 7). (336)

Por lo cual, tenemos que Re(us) > 0. Asi, el punto (bl) a lo mas puede ser un punto silla
o un punto inestable. Es un punto silla si A > v/6 y un punto inestable si A\ < v/6. Aqui,
tenemos que 4 = 2, Qp = 1y wep = 1.

3. Para el punto (b2) los eigenvalores de la matriz de estabilidad son

V6
=3+ 7/\, pe = 3(2 — ). (337)

Nuevamente, dado que Re(uz) > 0, el punto solamente puede ser a lo mas un punto silla
o un punto inestable. Es inestable si A > -6 y es un punto silla si A < —+/6. En este
punto se tiene que vy =2, Q4 =0y wer = 1.

4. Para el punto (c) los eigenvalores de la matriz de estabilidad son
Lo 2

Dado que este punto existe solamente si \> < 6, entonces Re(u;) < 0, por lo cual este
punto es a lo més estable o punto silla. Es estable si A2 < 37 y es un punto silla si A2 > 3+,
en donde siempre tenemos la constriccion A? < 6. En este punto, se tiene que 7, = A\?/3,
Qp =1y weg = —1+ N2/3.

5. Para el punto (d) los eigenvalores de la matriz de estabilidad estan dados por

11\/1—M]. (339)

__32-9)
e 1 N(2 ~ )

Para este punto, tenemos que es estable si 3y < A\? < 24~4%/(9y—2) y més aiin, es un punto
espiral estable si A* > 2442 /(9y — 2). Para este caso, tenemos que 75 = y s = 37/\%
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Figura 2: Diagrama del campo de velocidad del sistema dinamico (325) y (326) con v = 1y
A=2.

Con lo cual, podemos observar que el punto (a) es una soluciéon que plantea a un universo
dominado por el fluido p pero el cual es un punto silla. El punto (¢) es un punto estable con
A2 < 37, v dado que weg = —1+\?/3, entonces tenemos un universo en aceleracion si A? < 2. El
ultimo punto corresponde a una solucion de escala en la cual la densidad de energia del campo
escalar decrece con el fluido, pues 7, = 7. El punto (d) es silla en el caso en que A\* < 37, pero
este caso no es fisico pues la constriccion (324) no se satisface.

El anterior andlisis nos muestra que podemos obtener expansion acelerada al introducir un
campo escalar a Relatividad General, pues las soluciones del sistema se acercan al punto critico
estable (c¢) con A\? < 2, en donde el estado final del universo es tal que el campo escalar domina
Qs = 1. Hay que sefialar que el caso del punto critico (d) no es viable para explicar la energia
oscura, pues la densidad de energia decae al igual que el fluido barotrépico p. Finalmente,
si la A fuese dindmica tal que, para tiempos cercanos satisfaga A\? < 2, entonces tendriamos
una transicion de fase del régimen en donde la energia del campo escalar decae como el fluido
barotropico y se aproxima al punto (¢) que corresponde a un universo acelerado y dominado
por ¢, sin embargo esto recae en la necesidad de considerar A diferente a una constante. Esta
discusion y la discusion del caso con A no constante se encuentra en [85], otros ejemplos del
estudio de sistemas dindmicos en Relatividad General con un campo escalar se encuentran en

[86].

5.3. Teoria de Brans-Dicke
5.3.1. Sistema dinamico con un potencial arbitrario V' (¢)

Existen varios trabajos los cuales hacen un analisis de sistemas dinamicos para la cosmologia
en la teoria de Brans-Dicke [86] [87][88], entre muchos otros. En esta subseccién abordaremos la
discusion hecha en |89 en la cual se construye el sistema dindmico para un potencial arbitrario
V(¢) y posteriormente se analizara el caso particular de un potencial cuadratico. Considerando
el caso plano de la métrica FLRW, las ecuaciones de Friedmann en la teoria de Brans-Dicke
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son
. 2 .
2 _Sm w(e)  pe V()
H—3¢p+6<¢> H¢+ 60 (340)
. 2 .
y__ 8 w2 oL L i) -
H = 20130 (w+2)p+ wP] i <¢> +2H¢ + 32w 1 3)0 [OV'(¢) — 2V (9)], (341)
y la ecuacion tipo Klein-Gordon para el campo escalar es
O+ 3Ho = 5 [87(p = 3P) = ¢V'(6) +2V(9)]. (342)
Asi, se definen las variables dindmicas como
_ o _ V@1 _ V()
$=¢—H,y: Wﬁ?A:_qbv(gb)u (343)

en donde la prima denota la derivada respecto al campo escalar.
Con esto, la ecuacion (340) queda dada por

8mp W2 o2
— =T+ =T =1 344
la cual constituye una constricciéon para las variables dinamicas.

Al reescribir la ecuacion (341) en términos de las variables dindmicas, esta nos queda dada
por

2 W 9 9\ 2 + wy
_ 24N —3(1ta— a2
o 2 51 GTAN=3ltr—gat—y)e——,

en donde se ha considerado un fluido barotropico con ecuacion de estado P = (v — 1)p. De esta
forma, el sistema dindmico que describe la evolucién cosmolégica en la teoria de Brans-Dicke
con un campo escalar V(¢) y un fluido barotrépico tiene la forma

(345)

chl_]fz = 3¢ — 2 —x% + 3f2wy2(2—|—)\) +3 (1—1—1:— %:f —y2) g;;{z, (346)

% =y (%x(l +A) + %) : (347)

% —2A(1-A\E-1)), (348)
tal que

Con lo cual, para poder obtener los puntos criticos del sistema y analizar su estabilidad,
debemos de dar una forma especifica al pardmetro =, que se traduce en dar una forma particular
al potencial V' (¢). Al proponer un potencial de en forma de ley de potencias V(¢) = Vyo™,
al analizar la ecuacion (345), se puede observar que solamente los valores n = 1,2 pueden
reproducir una expansion tipo de Sitter. Més atn, el caso lineal n = 1 toma valores finitos en
el marco de Einstein, mientras que en el marco de Jordan es del tipo Taquion, mientras que el
caso cuadratico n = 2 es el tnico que permite al campo ¢ tomar un rango infinito en ambos
marcos [89].
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5.3.2. V(¢) = Vy¢?

Consideremos entonces un potencial de la forma V(¢) = Vy¢?. Por lo cual, de acuerdo a
(343), A = —2, de esta forma el sistema dinamico se reduce a dos dimensiones. Por lo tanto, el
sistema dindmico para un potencial cuadratico estad dado por

d 2 4—-3
° :—3x<1—|—x—%}x2— [1+x—c—dx2—y2} ﬂ)—i—i%(l—i—x—gf—gf) 7

dN 6 34 2w 6 34 2w’
(350)

dy T W oo W oy o] 2twy

N y(‘i*@“[”x—ax—ﬂsmw)- (351)

Con lo cual, al buscar puntos que satisfagan (z’,4’) = (0,0), los puntos criticos son

Nombre x Y 1 2
A | EVG 0 32— ) + x 3+ 32
1—3w 3 x 3
B Emem) 0 —52-7)—3 3t
C 0 F1 =3 “3y
— o(1—(v—1)2
D Sy | /SO | 8y 34) 4 YA | 3(4 - 3y) - VB

Tabla 2: Tabla con los puntos criticos del sistema (350)-(351), y con los eigenvalores de la matriz
de estabilidad evaluada en esos puntos, tal que A = (4 — 37)? + 36(yp)?y, donde yp
es el valor de la variable D del punto critico D.

Un muy extenso analisis de la estabilidad de los puntos criticos de la tabla 2, junto con su
implicacion en los parametros cosmologicos y soluciones en una vecindad de ellos, se encuentra
en [89], por lo que aqui veremos un poco mas a detalle uno de ellos el cual tiene importancia
cosmologica.

El punto critico Cs que esta dado por z = 0, y = 1, es un punto critico estable para cualquier
fluido barotrépico mas alla de un fluido tipo fantasma, es decir, con v > 0.

En este punto, podemos observar que % =0, con lo cual H = Hy, y por lo tanto el factor
de escala es
a(t) = efolt=to), (352)

el cual corresponde a un universo tipo de Sitter. Asi, esto muestra que la teoria de Brans-Dicke
nos provee de un punto critico el cual a tiempo tardio nos da un universo en expansion acelerada
tipo de Sitter, independientemente de las condiciones iniciales.

Mas atin, al considerar las soluciones linealizadas cercanas a este punto critico '*, encontramos
que el factor de Hubble toma la forma

H 2
( I—ﬁa)) ~1-— QDM,O — QM,O + QDM,OCFS + QM,oa*SV, (353)
0

13Las soluciones linealizadas estdn basadas en el Teorema de Hartmann-Grobmann que se puede encontrar en
[90] entre otras fuentes y el cual mas adelante abordaremos.
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en donde
4 43 1\’
¥
Q =— (A Omi | | —= ; 4
DO = 3< x+3+2w7—1 > (agw) (354)
(4—37)(1+3y)
0 1 Qo
Mo ( +3+2w 3v(y — 1) o (35)

tal que a;(f) es una condicion inicial, Hy = H(ag) con ay = 1, Az = x:(f) otra condici6n inicial,
y Qo la cantidad de materia al dia de hoy. De esta forma, en la soluciéon linealizada, la

constriccion del sistema (344) nos queda

1\ 77 1\ 77
Qo ~ (Az — 2Ay) (ﬁ) = Oy (W) 5 (356)
as as
(i)

tal que Ay =y;’ — 1y Qy,, son condiciones iniciales.

Por lo cual, el parametro de Hubble (353) representa una solucion cerca al atractor tipo de
Sitter, la cual se asemeja al parametro de Hubble del modelo ACDM en donde el parametro
Qpw,o juega el papel del pardmetro de densidad de la materia oscura. Si se considera un v = 0
nos llevaria a un caso en el que tenemos un sistema inestable, y el caso con v = 1 nos llevaria
a una degeneraciéon de los puntos criticos en el que ambos eigenvalores adquieren el mismo
valor, con lo cual en el pardmetro de Hubble linealizado apareceria términos proporcionales a
un logaritmo natural [89].

= — — 1
Y= l, w=1 ) y_]_'a)__7

V== ~ == YW=
_///&\\ =

e IANNS=

Figura 3: Grafica del espacio fase del sistema dinamico (350)-(351) para distintos valores del
parametro de Brans-Dicke, y para un fluido barotrépico no relativista.
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5.4. Teorias f(R)

Existen diversos trabajos en donde se usa anélisis de sistemas dinamicos en teorias f(R), por
ejemplo en [91][92][93][94] entre muchos otros, por lo que aqui expondremos el andlisis hecho
en [95] en el cual consideraremos una curvatura k arbitraria en la métrica FLRW.

Primero, se definen los siguientes parametros

i i

q:ﬁdzm—m, (357)
con los cuales se pueden definir las variables dindAmicas
R k p
R==— K=—=, Q= ——+— 358
6H?2’ a?H?’ 3H2fR’ (358)

D R BN
J_47Q_2q7A_ROH7

con Ry > 0 tal que RRy es adimensional. La primera ecuacion de Friedmann(146) y la forma
explicita del escalar de Ricci (37) quedan dadas en términos de las variables dinamicas por

1:Q—K+R—X—[(1+%)@—§+J+1]Y, (359)

2
R=K+:Q+2, (360)

en donde

24 H>
X = J; Ly = AH e
6H*fr Ir

Con base en las ecuaciones (359) y (360), vemos que las variables J y Q no son independientes,
con lo cual el sistema dindamico esta definido solamente en términos de las variables dindmicas
independientes R, K, A y €. Por lo cual, las ecuaciones de Friedmann (146), (150) pueden ser
reescritas en forma de sistema dindmico como

(361)

dR 4
W_2R(K—R+2)—?(X+K—R—Q+1), (362)
dK

— =2K(K-R+1

- = 2K(EK R +1), (363)
dA

— =-2A2+K-R 4
dQ

W:Q(2—3w+X+3K—3R—Q). (365)

Observemos que para poder cerrar el sistema, debemos expresar a los parametros X e Y
en términos de las variables dinamicas, lo cual dependera de la forma de la funcion f(R) a
considerar. Para el caso de una funcién de la forma f(R) = R+ aR", los parametros X, Y, de
acuerdo a (361), quedan dados por

R (n — 1)AR?
X = —
nt n(AR + an6"—1A"R?)’ (366)
4(n—1) AR
y ==y
R AR + an6"—1A"R" |’ (367)
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con lo cual, el sistema dinamico (362) - (365) quedado dado por

dR ~ R[n(2n —3)K — (2n* +3n + DR + nQ +4n* — 5n] K-Q+1

dN n(n —1) 6" la(n — 1)nAr-1tR—2’
(368)

dK

— =2K(K—-—R+1 369

TN ( +1), (369)

dA

— =-2A2+K-R 370

N (2+ ), (370)

s} 1 (n — 1)AR?

— =0 |3K ——3)|R-Q+2—-3w-— 371

N [ * (n ) T2 7Y T AR 1 an6TATRY) (871)

Una vez tenemos el sistema dindmico, podemos encontrar sus puntos criticos. Para el sistema
(368) - (371), los puntos criticos estan dados en la tabla 3.

Punto {R,K,Q,A} Existencia
A {0,—1,0,0} n<1/2
B {0,—1,—1— 3w, 0} n<1/2
C {n(1 —=n),2(n —1)n—1,0,0} n<l1
D 10,0,2 — 3w, 0} n<1/2
E {0,0,0,0} n<1/2
F {47(1521%7;)127 07 07 0} n<l
G {374n+3w 0 6n’w+8n’—9nw—13n+3w+3 0} n < 1

4n ] 2n2 9
H {2,0,0,12 "/ a(n — 2)} an—2)>0

Tabla 3: Puntos criticos del sistema (368) - (371).

Los puntos criticos A - G son los mismo puntos criticos que se obtienen al proponer f(R) =
R", y esto se puede entender pensando que en las regiones cercanas a A = 0 la funciéon f o« R,
por lo cual estos puntos aparecen en ambas teorias. Con los puntos criticos obtenidos, podemos
ver en qué valores del parametro n son estables, tomando el caso w = 0 para hacer mas faciles
los calculos, e incluso obtener una solucién al factor de escalar cerca a estos puntos.

1. Los puntos A, B y C son puntos silla para n < %(1— V3), %(1 —V3)<n<0,0<n,ny
ny <n < 1/2, en donde n; es la solucion real mas pequeiia de 256n —608n%+417n—81 =
0. El punto C es también punto silla para 1/2 < n < 1. Cerca de estos puntos el factor
de escala estd dado de manera implicita por

) H 1 1
H=2="1 |:H2 sin (ix/gloga> + Hjcos <§\/§10g a)} , (372)

a a

con Hi, Hy, H3 constantes.
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2. Los puntos D y E son igualmente puntos silla para n < %(1 —/3), %(1 —V3)<n<0,
0 <n,nyyn; <n<1/2 con la diferencia de que el factor de escala cerca a estos puntos
es

H= g _ i +a [HQ sin (\/§loga> + Hj cos (\/gloga)} : (373)

a?

3. Los puntos F y G son también puntos silla para n < %(1 —3), %(1 ~V3)<n<0,
0<n,n,n <n<1/2y1/2 <n < 1. Cerca del punto F el factor de escala toma la

forma
(1—m)(1—2n)
a = Qg (t — to) n—2 , (374)
mientras que para el punto G toma la forma
a = Qg (t - tO)B(j:il) . (375)

Finalmente, el punto critico H es de particular importancia. Es silla para a — 2, —1 y n =
—2,—1, atractor para a« = 1 y n = —2,n = 1 y silla de nuevo para « =2y n = 3/2,5/2. En
este punto el factor de escala estd dado por

VAH,Hy — H? 1 H
a(t) = agexp{ 2770 L tan b(t — to)\/4HHy — Hf} ~ ! }, (376)

2H, 2H,

el cual podemos analizar por partes. Si 4HyH, — H? > 0 el factor de escalar es monétonamente
creciente con dos puntos de inflexion

A\ /4HOH2—Hf>

arcsin (— 3T
t = tig =tg =+

+ 2k, (377)
V4HyHy — H?
ademés de mostrar una discontinuidad en
- T
t=1t=1ty)— + km, (378)

/AHoHy — H?

con k € N. De acuerdo a [95], cuando el tiempo se acerca a la discontinuidad por la derecha

t — t* el factor de escala crece exponencialmente, mientras que cuando se acerca a t} cambia a
una expansion desacelerada. Después de pasar el valor ¢35, la expansiéon desacelerada es seguida
por otra vez una expansion acelerada.

Observemos que cuando H;, = 0 la solucion es simplemente un universo tipo de Sitter, lo
cual muestra que las teorias f(R) proveen una solucion tipo de Sitter.
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Figura 4: Grafica del espacio fase del sistema (368) - (361) en la subvariedad invariante §2 = 0,
K=0conn=1/4y a=-10 [95].

5.5. Gravedad f(7)

En esta subseccion discutiremos el procedimiento hecho en [96] para el andlisis dinamico de
teorias f(7') en gravedad teleparalela. Gravedad f(7T') es el caso particular en el que f(T, B) =
f(T), tal que las ecuaciones de Friedmann para el caso plano estan dadas por (298) y (299). Al
hacer el mapeo f(T) — T + f(T) estas ecuaciones se pueden reescribir como

K 1
H? — Ep O fp — oI (379)

_ 2kP+G6H?+ f+ 12H* fr

2\/
U = i — a2

(380)

en donde la prima denota la derivada respecto a N = In a.
Consideremos el caso de un universo compuesto por materia no relativista y radiacion, es
decir, tal que

1
p=Pntpr, P=2pr (381)

De esta forma, a partir de las ecuaciones (379) y (380), podemos definir un fluido efectivo que
juegue el papel de una energia oscura efectiva, tal que su densidad de energia y ecuacion de
estado estan dadas por

1

Peft = 5 - (—f+2Tfr), (382)
o /T = fr+ 2T e+ g5 (fr + 2T frr) (383)

" (1+ fr +2T frr)(f/T = 2fr)

Asi, definimos las variables dindmicas del sistema como

f TfT KOy
= - = =0, = , 384
B Y el 3H? (384)
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en donde recordamos que al usar la signatura (+, —, —, —) el escalar de torsion es T = —GH?>.
Por lo cual, usando las variables (384), podemos escribir el sistema de ecuaciones (379) - (380)
en forma de sistema dinamico como

dx z24+3—3x -3y
—=—(2 385
T (385)
dy z+3—3x — 3y
— =2 386
dN my 2my —2+vy (386)
dz z+3—3x — 3y
— =—4z-2 387
dN T 2my —2+vy (387)
en donde se ha definido el parametro
T
_ Lirr (388)
fr
Vemos que para cerrar el sistema, debemos poder escribir al parametro m en términos de
las variables dindmicas. En general, si definimos r = —2% = ¥, es posible escribir a T'

como funcién de r, con lo cual, para ciertos modelos de f(7'), el pardmetro m queda dado en
términos de las variables dindmicas del sistema con una clara dependencia en r, por ejemplo,
el caso f(T) = a[(—=T)? — B]? nos da m(r) = (1 — q)r/2q + p — 1. Con las variables dindmicas
(384) podemos reescribir a la densidad de energia y a la ecuacion de estado de la energia oscura
efectiva (382) y (383) como

Q=z+y+2=1-0Q,, (389)

. zmHy/2-my
T Ty 2yt y) (390)

en donde €2, = 5%

Al exigir que el sistema dinamico (385) - (387) satisfaga (2/,/,2’) = (0,0,0), encontramos
que existen dos puntos criticos y una linea recta de puntos criticos en el espacio fase, los cuales
son

1. Punto A: 2 =0,y=0, z=1.
2. PuntoB: 2 =0,y=0, 2=0.
3. Linea C: x =1—y9y, 2=0.
En el punto A, tenemos que
Q. =1, (391)

el cual corresponde a un universo dominado por radiacion. Al calcular la matriz de estabilidad
del sistema (385) - (387) en el punto critico A, obtenemos que los eigenvalores son

=1, ,u273:2<2—m:|:\/1+2m+m2+m’>, (392)

con m' = ”ﬁl—m. vemos que dado que el eigenvalor py es positivo, este punto es a lo mas silla o
T

inestable, es decir, nunca es un punto estable.
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En el punto B tenemos que
Qn =1, (393)

es decir, corresponde a un universo dominado por materia no relativista. Los eigenvalores de la
matriz de estabilidad asociados a este punto son

pr = —1, poz=2—2m=+2V1+2m+m2—2m'. (394)

Este tltimo caso nos sirve para distinguir modelos cosmologicamente viables de f(7"), en par-
ticular aquellos puntos que le asocien un valor a m tal que alguno de los eigenvalores o3 sea
positivo, haciendo asi que el punto B sea silla lo que permite al universo salir de el estado
dominado por materia no relativista.

Finalmente, en la linea C tenemos que

A =Q, = 0, ¥y wet = —1, (395)
y al sustituir en (380) obtenemos que
(H?)' =o0. (396)

Por lo tanto, la linea de puntos criticos C corresponde a un universo tipo de Sitter, es decir, un
universo dominado por la energia oscura efectiva. En esta linea de puntos, los eigenvalores de
la matriz de estabilidad son

M1 = —4, Mo = 0, U3 = —3. (397)

De acuerdo a [96], cada punto en esta linea de puntos criticos es estable, por lo cual, se
observa que para una forma dada de f(7), el universo entre a una fase de aceleracion tipo de
Sitter.

Al considerar en particular un modelo tipo ley de potencias f(T) = a(=T)", con o y n # 1
parametros de la teoria, la linea C nos implica que el parametro de Hubble no es constante, en
particular, corresponde justamente a una expansion tipo de Sitter [96]. Por otro lado, para este
modelo en particular tenemos que el pardmetro m toma la forma m = —1+n con m' =0, y
asi, los eigenvalores del punto critico B son

1 = —1, pp =2, ps = —2n, (398)

lo cual implica, para el caso n > 0, que el punto B es siempre inestable, por lo cual, el modelo
tipo ley de potencias con n > 0 y n # 1, permite al universo puede evolucionar de una época
de dominacion de radiaciéon, a una época de dominacién de materia no relativista y entrar
finalmente a una época de expansion tipo de Sitter [96].
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x

Figura 5: Grafica del espacio fase del sistema dinamico (385) - (387) con un corte en y = 0 para
el caso f(T) = a(—=T)" con n = 2 que corresponde a m = 1.

Existen otros trabajos relacionados al uso de sistemas dinamicos en gravedad f(T'), por
ejemplo, en [97] se analizan los puntos no hiperbolicos usando teoria de variedad centro, en [98]
se hizo un analisis de sistemas dindmicos para constrenir los modelos cosmologicamente viables
de f(T') en forma de ley de potencias, etcétera.

5.6. Gravedad f(7,B)
5.6.1. Construccion del sistema dinamico

A diferencia de los caso anteriores, en esta subseccion abordaremos a detalle la discusion
sobre sistemas dinamicos en gravedad f(7, B) presentado por primera vez en nuestro reciente
articulo [99].

Comenzamos recordando que las ecuaciones de Friedmann en gravedad f(7, B) estan dadas
por

B3H? =k (p+ pen) (399)
3H? +2H = —k(P + Pug), (400)

en donde la presion y densidad de energia del fluido efectivo estan definidas como

. . 1
/fpeff=3H2(3fB+2fT)—3HfB+3HfB—§f, (401)
1 . . .
kP =5 f - (382 + 1) (3f5 +2fr) — 2H fr + f, (402)
tal que satisfacen

peff +3H (peff + Peff) = 07 (403)

con una ecuaciéon de estado dada por

Peff:_l fz—3Hfp —2H fr — 2H fr
Peft 3H*(3fp +2fr) —3Hfz+3H fg — 3 f

(404)

Weff =
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Al introducir el cambio de variable N = In a, las ecuaciones (399) y (400) quedan dadas como

Q4+ Qe = 1, (405)
342 (%) = 3w — 632;2 +9fp +6fr +3 (%) fB+2 (H> fr+2f7 (406)
()51
en donde
- %, (407)
ur =31+ 2r ~ 5 = 535+ (7 ) o (108)

y tal que P = wp. En general, podemos hacer el analisis para un universo con algin fluido
con ecuacion de estado arbitraria, sin embargo, si queremos estudiar la aceleraciéon tardia del
universo, consideramos que p es la densidad de energia de materia no relativista y de materia
oscura fria p = p,, + ppm, con esto, consideramos la ecuacion de estado w = 0 que nos sirve
para modelar ambos fluidos de acuerdo a las observaciones [100], con lo cual el término —3w$2
en la ecuacion (406) es cero.

Por otro lado, al calcular de manera explicita la ecuacion (403) en términos del parametro
N =In a, obtenemos que

6<]]_1{/) fB+2(g> fT_'_ <]I_52 H//) fB— 6fH/2 = 0. (409)

Ahora, con el fin de construir un sistema dinadmico que sea autéonomo, siguiendo un razona-
miento similar a [91] y [94], introducimos el pardmetro

H H’2 H"

“H W H

El parametro (410) es en general dependiente de la variable N, sin embargo, de acuerdo a
[91] v [94], el caso en que A\ = constante es cosmologicamente viable pues casos importantes
como dominacion de materia A = 9/2, universos tipo de Sitter y cuasi de Sitter A = 0, etc, se

recuperan. Es por ello que se considerara a A como constante a lo largo de esta discusion.
Por lo tanto, definimos las variables dinamicas del sistema como

(410)

v=fo y=lh ==t w=—o (111)
tal que la ecuacion (405) queda dada por
Q+3z+2fr—y+w+zx=1, (412)
la cual constituye la constriccion del sistema, y tal que el sistema dindmico queda dado por
2=\ =222 (413)
=y, (414)
w' =—6zx —22fr — v — 22w, (415)

Y =3w + (94 32)x + fr(6 +22) +2fr — 2y
—3—2z, (416)
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en donde la prima denota la derivada respecto a N. Observemos que para cerrar totalmente el
sistema es necesario escribir a fr ya sea como una variable auténoma, encontrar su derivada
con respecto a N y escribir esa derivada en términos de las otras variables del sistema, o no
considerarla como variable dindmica independiente y escribirla en términos de las variables
x,y, z,w ya definidas. Esto ltimo es posible considerando un modelo especifico de f(7T, B),
en particular, de acuerdo a [82| existen ciertos modelos de f(T, B) que son cosmologicamente
viables, entre ellos, discutiremos el analisis dinaAmico para el modelo de expansion de Taylor, el
modelo de ley de potencias y el modelo de ley de potencias mixtas.

Antes de proceder a analizar detalladamente esos casos, observemos que las ecuaciones (413)
y (414) son independientes de la forma que elijamos de f(T, B), por lo cual, al imponer que
(., 2, w') = (0,0,0,0) siempre obtendremos las soluciones

A
z:i\/;, y =0, (417)

mientras que los resultados para w’ = 0y ¥ = 0 si dependen de la forma en particular de
f(T,B).

Por otro lado, al calcular la matriz de estabilidad M = %) con fi = \—22% fo = v,
fs=—6zx—2zfr — Az —2zwy fy=3w+ (9+32)x+ fr(6+22) + 2f; — zy — 3 — 2z, vemos
que

oh
833]'

of

con lo cual, para cualquier modelo de f(7, B), la matriz de estabilidad tiene la forma

-4z 0 0 0
0 0 0 1
Ofs Oafs Osfs Oufs
Orfa Oafs Osfy Oufs

por lo que, a la hora de calcular el determinante det(M — AI) = 0 y expandir por cofactores
respecto a la primera fila, vemos que diagonalizar la matriz es equivalente a diagonalizar

—4z 0 0 0
0 0 0 1

M = , 420
0 Oofs Oufs Oufs (420)

0  Oofs Osfs Osfa

la cual llamaremos la matriz de estabilidad reducida de la cual vemos directamente que, de
acuerdo a (417), uno de los eigenvalores siempre es 1 = F2v/2v/\,

M = (419)

5.6.2. Modelo de expansién en Taylor

En [101] se presenté un modelo particular de f(7, B) basado en una expansion en series de
Taylor

f(T, B) = f(To, Bo) + fr(To, Bo)(T — Ty) + fa(To, Bo)(B — By) + %fTT(Tm Bo)(T — Tp)*

+%fBB(TO, BO)(B — BO)2 + fTB(To, Bo)(T — To)(B — BU> + O(TB, BS) s (421)
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la cual, al considerar Ty = By = 0, puede reescribirse como
f(T,B) ~ Ay + A\T + AsT? + A3B* + A,TB, (422)

tomando los término lineales del término de frontera iguales a cero [101]. Con base en (422),
observamos que cuando 7'= 0 = B f(0,0) = Ap lo cual, en la accién (272) corresponde a intro-
ducir un constante cosmolédgica Ay ~ A, por lo que, al hacer Ay = 0 estariamos considerando
una expansion acelerada ocasionada solamente por los términos extra de 7'y B. Por lo cual,
fijando Ay = 0, obtenemos que

fr=—0B+z2)z —2w — A. (423)

Al introducir (423) en (415) y (416), se obtiene que los puntos criticos del sistema estan
dados por

A -1

_@.

Por lo cual, los eigenvalores de la matriz de estabilidad reducida en estos puntos criticos estan

dados por
A A
H1 = _SZF\/;v :U’QZ_?):FQ\/;u
A A
p = 3F4\/; flg = iQ\/; (425)

Al evaluar la constriccion (412) en los puntos criticos se obtiene que 2 = 0. Por otro lado,
vemos de (425) que para el caso de puntos hiperbolicos Re(us) = —Re(us) # 0, lo cual implica
que todos los puntos criticos del sistema dinamico (413) - (416) son puntos silla, jamas son
estables. En la figura 6 mostramos gréaficas dos dimensionales del espacio fase del sistema
dindmico cuatro dimensional tomando distintos cortes.

w=-4, = (424)

5.6.3. Ley de potencias

Si consideramos una forma de f(T, B) en forma de ley de potencias separadas tanto para la
torsion como para el término de frontera obtenemos que [83]

f(T,B) = byB* +t,T™. (426)

De acuerdo a [102] este modelo tiene la particularidad de reproducir una aceleracion tardia
cuando m < 0, mientras que si m > 0 hay un impacto relacionado con el universo temprano,
esto cuando despreciamos el término de frontera, es decir, en gravedad f(T') = t,T™, por lo que
a la hora de tomar en cuenta al término de frontera, podemos analizar este sistema y mostrar
qué tipo de evolucion cosmoldgica nos da este modelo de f(7, B). De esta forma, obtenemos
que

fr=—mw — %(3 + 2)x, (427)

MDe ahora en adelante, al reportar los puntos criticos escribermos solamente los valores para w y x pues de
acuerdo a (417), siempre tendremos los mismos valores para z = £4/A/2 y y = 0.
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con lo cual, los puntos criticos estan dados por

k—m k:(m—l (428)

1
- k—l)Si\/g'

w=——-—m r=——
m(l—k)’ m

Al evaluar la constriccion (412) en estos puntos criticos, se obtiene que © = 0, por lo que el

universo estd dominado por el fluido efectivo. Por otro lado, dado que z = j:\/g tenemos dos

ramas de soluciones, la solucién con signo positivo y la solucién con signo negativo. Para este
modelo, el analisis de estabilidad es conveniente hacerlo por separada para la rama positiva de
soluciones y la rama negativa de soluciones.

Rama positiva: Para el caso con z = %, los eigenvalores de la matriz estabilidad en este
punto critico son

mo= —V2V1-3, (429)
e = —2vV2VA, (430)

s = —ﬁ(m+k<\/§\/§(l—2m)—6)+2<\/§\/X+6>m>, (431)
= ﬁ(x/a—ﬂ+7+k<\/§ﬁ(2m—l)+6>—2(\/5\/X+6>m>, (432)

en donde
a = 2% ()\(Zm +1)2 4+ 6v2VA(6m — 1) + 18) , (433)
B = Skm (A+6v2VA(m +1) + 2xm +18) | (434)
7 = 8(A+6v2VA+18) m?. (435)

Dado que Re(p1) < 0 los puntos criticos para esta rama son atractores o puntos sillas, sin
embargo, primero debemos observar los casos en que el punto critico es un punto no hiperbdlico,
es decir, en que casos Re(uz) = 0y en casos Re(uy) = 0.

= Para el caso en que Re(usz) = 0 obtenemos las siguientes regiones para los parametros
libres k,m, A 1%

1.

1
k:1A0<m<§A0<A<72m2—72m+18, (436)

18(k — 2m)?

(—2km + k +2m)?’ (437)

1
O<m<§/\2m<k§1/\)\=

» Para el caso Re(w,) = 0 los parametros libres deben de estar en las siguientes regiones:

15 Aqui, usamos los operadores l6gicos V como “O” y usamos A como “Y”.
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1.
1 9 1
E=1A O<m<§/\)\>72m —72m+18 |V mziA)\>0 . (438)
2.
1 18(k — 2m)?
0 <=A2m<kEZ<1AAN= ) 439
SIS AIm SRS (—2km + k + 2m)? (439)
= Finalmente, el caso en que el punto es atractor estd dado por las regiones:
1.
1
0<m§§/\0<k<1/\>\>18, (440)
2.
1
m>§AO<kz<1/\/\>0, (441)

y entonces las regiones en que es punto silla quedan determinadas indirectamente como
las regiones complemento a las anteriormente descritas.

De acuerdo a [82], este modelo debe seguir una serie de propiedades que deben ser rescatables
del analisis dindmico, estas son

» Sim >k la ecuacion de estado efectiva es weg < —1/3.

= Si m < k entonces se debe recuperar ACDM.

= Si by # ty entonces tenemos que la ecuacion de estado cruza varias linea weg = —1.
= Finalmente debe de recuperarse una aceleracion tardia tipo ACDM.

Sin embargo, dado que en nuestro analisis de sistema dinamico, el pardmetro A esta intrinse-
camente relacionado con la forma que tenga el parametro de Hubble, entonces estas condiciones

se traducen en poder recuperarlas para ciertas combinaciones de A\, kK y m dadas del analisis de
estabilidad.

Rama negativa: Para el caso z = — ’5\, los eigenvalores de la matriz de estabilidad para
este punto critico estan dados por

= vV2VA -3, (442)
f2 = 2V2V\, (443)

1 vk?
= — | —y/ =+ + 444
M3 4k < Am?2 77) Ca ( )

1 vk?
,U4—E< m+77>+£. (445)
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¢ :ﬁ (k (V2VAQ = 2m) +6) +2 (V2VA—6) m), (446)
n=8m? (A(k = 1)° + 6V2VA(k = 1) +18) — 8mik (3V2VA(3k = 2) = KA+ A+18) . (447)

Observemos que, con base en los eigenvalores iy y o, el punto critico asociado a la rama
negativa corresponde a un escenario en donde el universo no se expande sino que se contrae,
y la contracciéon es acelerada si A > 2, pero este representa un punto silla. Por otro lado, de
acuerdo a 1, si 0 < A < g el punto es hiperbélico y es un punto silla. Ahora, falta analizar
los casos en que aunque la parte real de los primeros dos eigenvalores sean positivos, algunos
de los tultimos eigenvalores tenga signo negativo, para esto primero hay que ver en qué regiones
de los pardmetros libres A, k, m la parte real de alguno de los eigenvalores se haga cero, lo que

corresponderia a un punto critico no hiperbélico.

» El caso en que Re(ws) = 0 se satisface en las regiones:

1.
0<m<IAN(0<k<IAXA=18)V (k=1AX>T2m">—T2m+18)V (k>1AX=18)),
(448)
2.
k=1A (mzlmz7zm2—72m+18)vG<m<1m=72m2—72m+18”,
(449)
3.
18(k — 2m)?
O<k<IA(m>1AX= 450
< (m_ (—ka—i-/’f—|—2m)2>7 (450)
4,
18(k — 2m)?
1<k<2A <1AA= 451
R (2k+2<m_ (—2km+k+2m)2)’ (451)
5.
9
k=2Am=1A5<A<I8, (452)
6.
3k 18(k — 2m)?
k>2A1< A= 4
=2 —m<2k+2/\ (—2km + k + 2m)?’ (453)
7.

3 18(k — 2m)?
k<OA INA=18) V[ 1<m< A= 454
< (m > ) ( =M=5 (—2km+k+2m)2)]’ (454)
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8.
3 2m 18(k — 2m)?
- N\ = k<OAN= 455
m=y om—3 "% (—2km + k4 2m)?’ (455)
» La condicién Re(w,) = 0 se satisface si:
1.
3 9 )
k=1A7<m<1AZ<A<T2m® = 72m+ 18, (456)
2.
18(k — 2m)?
>1INO<k<IAN[A=18VA=
{m - ( (—2km + k + 2m)2)}
9
\/(m>1/\l<::1/\§<)\<72m2—72m+18)
V(k>1AN=18), (457)
3.
3k 18(k — 2m)?
1<k<2A <m<1IAN= Vim=1AA=18
[(2k+2 " (—2k:m+k:+2m)2> (m )|
(458)
4.
9
E=2Am=1A7 <A<18, (459)
D.
3k 18(k — 2m)?
Ek>2AN (1< A= 460
~ (_m<2k+2 (—2km+k+2m)2>’ (460)
6.
3 18(k — 2m)?
k IAA=1 1<m< -AXN=
<0/\[(0<m< A 8)\/( _m_2/\ (_2km+k+2m)2)},
(461)
7.
3 2m 18(k — 2m)?
AN kEk<OAN= . 462
LRSS (—2km + k + 2m)? (462)

» Ahora, el caso en que el punto critico es un punto silla es tal que Re(ws), Re(wy) > 0,y
esto se satisface si
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1.
1 9
O<m<§A{(O<k<1A/\>18)\/(k>1A§<>\<18)}, (463)
2.
1 9
mzé/\ (0<k<1/\>\>18)v<k>1/\§</\<18>], (464)
3.
1
§<m<1AO<k<1/\)\>18, (465)
4.
2m
m>1A[{0<k< AAX>18 )V (k> AX>18) ]|, (466)
14+2m 14 2m
D.
3 2m 9 18(k — 2m)?
1 —Nk>— A= <A 467
S S AT e 3 N e SN ok kot 2m)? (467)
6.

9 9 18(k — 2m)?
LA 1 1A= .
k<0/\[(0<m< /\2</\< 8)/\<m> /\2<)\<(k+2m—2km)2)}

(468)

En la figura 7 mostramos graficas dos dimensionales del espacio fase del sistema dinamico (413)
- (416).
5.6.4. Ley de potencias mixtas

En lugar de proponer un modelo de ley de potencias para f(7T, B) con la torsion y el término
de frontera separados, podemos proponer que estos estén acoplado de la siguiente forma [83]

f(T,B) = foB*T™, (469)

con fo,k, m constantes libres del sistema. El caso particular en que £ = 0 = m hace que
f = constante lo que en la accién (272) jugaria el papel de una constante cosmologica con lo
cual se recupera el modelo de ACDM. Para este modelo tenemos que

fr = —muw. (470)

Sin embargo, a diferencia de los anteriores modelos, este tiene la particularidad de que

k fook wk

= - 471
(3H2+H)f 6H23+% 3+ 2z (471)

k
v =fp=kfeB"'T" = Ef =5
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Figura 7: Gréficas dos dimensionales del espacio fase de
modelo de ley de potencias con distintos valores de los
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es decir, la variable dindmica x no es una variable independiente, y més atn, dado que y = 2/,
con base en la ecuacion (415), vemos que la variable y tampoco es una variable independiente
pues y = y(w, z). Por lo cual, el sistema dindmico cuatro dimensional con las variables di-
namicas se reduce a un sistema dindmico dos dimensional con z,w como variables dindmicas
independientes. Con lo cual, al reescribir al sistema dindmico tomando en cuenta las anteriores
observaciones, se obtiene el sistema dindmico dos dimensional:

6z(k+m — 1)+ Mk +22%(m — 1)

472
3+ z (472)

2=\ =222, w’:w{

Para el sistema dindmico (472) los puntos criticos hiperboélicos son

A
z::l:\/;, and w=0. (473)

Para este modelo la matriz de estabilidad esta dada por
—4z 0
M= (g(z,w) %+%+2mz—2z) (474)

en donde g(z,w) es una funcion particular de z y w. De nueva cuenta, para analizar la estabilidad
de los puntos criticos, debemos de analizar por separado tanto la rama positiva como la rama
negativa.

Rama positiva: Para el caso z = \/g los eigenvalores de la matriz de estabilidad son

= —2vV2V\ (475)

po = (k+m—1)———F—. (476)

Dado que para obtener un pardmetro de Hubble que no sea imaginario, hemos trabajado a
lo largo de la seccion con A > 0 implicitamente, con lo cual, los eigenvalores p; y po son reales.
Por otro lado, dado que Re(u1) < 0, entonces el punto critico es o atractor o punto silla, en
particular, es atractor si k < 1 —m y silla k > 1 —m. El caso k£ = 1 — m corresponde a un
punto no hiperboélico.

Rama negativa: Para el caso z = — %, lo eigenvalores de la matriz de estabilidad son
wi = 2vV2V\, (477)
—6\/§ + A
wy=(k+m—1)———. (478)
3—,/2

=

Con lo cual vemos que el punto critico es repulsor o silla, en particular, es repulsor si k < 1—m
yA>0, A#18yessillasik>1—mcon A >0y \# 18.
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A\

Figura 8: Graficas del espacio fase del sistema dindmico para el modelo de potencias mixtas
(472) para distintos valores de A\, m, k.

5.6.5. Implicaciones cosmolégicas

Al analizar el modelo de potencias mixtas se observa que los puntos criticos son silla, lo cual
nos permite descartar a nivel dindmico al modelo de expansiéon en Taylor pues no es capaz de
reproducir expansion acelerada como un atractor estable. Para los casos de ley de potencias
mixtas y ley de potencias separadas, vemos que es posible obtener expansion acelerada como
atractor estable. Mas ain, si analizamos la ecuacion de estado efectiva (404) en los puntos
criticos para cada uno de los modelos, se obtiene que para los modelos de expansién en Taylor
y ley de potencias, este toma la forma

2 /A
Weff = —1:F§\/;, (479)

en donde observamos que para A\ = 0, weg =~ —1, con lo cual, para valores cercanos a cero del
parametro A, pero no idénticamente igual a cero pues esto haria los puntos criticos sean no
hiperbolicos, ambos modelos pueden reproducir una ecuacién de estado correspondiente a una
constante cosmologica y con lo cual ambos modelos imitarian un comportamiento tipo ACDM,
sin embargo el modelo de Taylor es inestable, en el sentido de punto silla, en este estado y
a cualquier perturbaciéon de las condiciones iniciales el universo dejaria de estar en esta fase
de aceleracion tipo ACDM, mientras que el modelo de potencias separadas si permite que el
universo se mantenga en este estado a pesar de que existan pequenas perturbaciones de las
condiciones iniciales pues es un atractor.

Por otro lado, para el modelo de potencias mixtas se tiene

w A
weg;O)—liFS(k+m)\/; (480)

La ecuacion (480) recupera el caso estandar k¥ = 0 = m mencionado anteriormente en donde
f = constante y por lo tanto el modelo es idéntico a Relatividad General con una constante
cosmolobgica, pues en ese caso wWeg = —1.
Por otro lado, al definir los parametros cosmograficos, en particular el pardmetro de desace-
leracion q y el jerk j
a o

- = — 481

eI

L6Formalmente colocamos el limite con el fin de evitar una indeterminacién tipo 0/0, sin embargo es posible
trabajar con la extensién continua de la ecuacién de estado y colocar un signo de igualdad.
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es posible escribirlos en términos de la variable dindmica z evaluada en el punto critico como

z = i\/g los cuales quedan dados por

A A
q:—1$\/;, j:)\:F3\/;+1, (482)

los cuales cuando A ~ 0 se aproximan a ¢ & —1 y j &~ 1 cuyos valores son correspondientes a

ACDM.

Figura 9: Gréficas de los pardmetros de desaceleracion ¢ y del jerk j para ambas ramas de
z= j:\/g como funciéon del parametro .

En general, el analisis de la estabilidad de los puntos criticos en gravedad f(7T, B) para los
distintos modelos cosmoldégicamente viables arriba descrito nos permite discriminar entre los
distintos modelos como vimos anteriormente, pues dependiendo del modelo es posible ver qué
tipo de universo nos da como estable, en particular, al comparar con las observaciones, solamente
dos de ellos de los tres analizados describen un universo como un universo en expansion acelerada
y estable lo cual permite enfocar futuros estudios en analizar principalmente los modelos de
leyes de potencias tanto mixtas como separadas pues son los tnicos que nos dan la dindmica
requerida por las observaciones, sin embargo, para estudiar més a detalle y poder discriminar
méas a profundidad un modelo de otro a partir de sistemas dindmicos, es necesario considerar
el caso de \ # constante, lo cual se puede hacer de diferentes formas, una de ellas es a través
del estudio de sistemas no auténomos, pues al no ser constante el pardmetro A tenemos una
dependencia explicita de N = In a en el sistema dinédmico, y otra es para el caso particular del
modelo de potencias mixtas, pues dada la degeneracion de variables libres, es posible proponer
a A como una variable dindmica extra y obtener su derivada respecto a N en términos de las
variables z,w, A al usar la segunda ecuacion de Friedmann. Finalmente, vale la pena observar
que los resultados basados en datos observacionales hechos en [82] muestran consistencia con los
resultados aqui obtenidos, pues por ejemplo senalan que una ecuaciéon de estado tipo fantasma
wef < —1 se debe obtener para el modelo de potencias mixtas y modelos de potencias separadas
para los casos en que kK < m o k > m lo cual estd de acuerdo con el caso particular en que
k < 1—m < mconm > 1/2 para ciertos valores de X el punto critico asociado a estos modelos se
vuelve inestable, lo cual nos evita estos estados en la que la ecuacion de estado efectiva modela
un fluido tipo fantasma, para el caso de Taylor, se encontré que cuando el corrimiento al rojo
se aproxima a uno, que corresponde con A\ pequenos, pues a corrimientos al rojo cercanos a cero
entonces \ =~ 0, cuando el término de frontera domina, la ecuacion de estado weg se aproxima a
ACDM que corresponde a un universo acelerado, lo cual con cuerda con la ecuacion (480). Sin
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embargo el anélisis dindmico hecho muestra que, en el modelo de Taylor, el universo tenderia
a salirse de este estado dado que no es un estado estable en este modelo.

5.6.6. Analisis con )\ variable

Como veremos mas adelante, en este andlisis es posible ligar algunos resultados de manera
directa con las observaciones [103], por lo que es conveniente reescribir las variables dinamicas
en mayusculas

H H f
— — ! — —
X:va YZfB: Z:ﬁ:HQ’ W:_6H2’ (483>
. . . ! . . .
para evitar confusiones entre la variable Z = % y el corrimiento al rojo z.

En las subsecciones anteriores, vimos que el modelo de potencias mixtas presenta una dege-

neracion en el numero de variables independientes. En efecto, vemos que
k f k Wk

k
X =fp=kftB"'T"=—f= —f= = :
fz =kl 5! 6(3H2+H)f 6H?34 1L 3+7

(484)

con lo cual X deja de ser una variable dependiente. Bajo el mismo anélisis es facil ver que

la variable Y = f5 tampoco es una variable independiente. Por lo cual, hay dos formas de

abordar el caso de A = % variable para este modelo, el primero es considerando a A\, Z y W

como variables dindmicas, lo cual en la practica resulta pesado y tedioso de trabajar, por lo
que trabajaremos con una segunda manera la cual es més facil de llevar acabo y la cual es
totalmente equivalente a la primera, que consiste en ver que para el caso Z # —3, el cual es
equivalente a evitar que el término de frontera se haga igual a cero B # 0, podemos reescribir
la ecuacion (484) como

W = —%(2—1—3), (485)
y de esta forma, considerar a X, Y y Z como variables independientes y a W y A como variables
dependientes. Al trabajar de esta forma en el modelo de potencias mixtas, encontramos que el
parametro A que habiamos dejado constante anteriormente lo podemos expresar en términos
de las variables X, Y y Z como:

11—k X

Con esto en mente, podemos ir més lejos y considerar ahora un universo con dos fluidos p =

pu + pr, en donde p, es un fluido perfecto con una ecuacién de estado w no necesariamente cero
y pr radiacion. De esta forma, las variables dindmicas son

H H Kp.

_ Y . . _ _ r

X=fp, Y=fp Z=F=1m, V=0,=10

con las cuales, podemos escribir las ecuaciones de Friedmann en gravedad f(T, B) (305) y (306)

en forma de sistema dindmico como

P (6kZ+2(m— 1)(Z +3)Z — wmﬁ) . (486)

(487)

7' =\—27%, (488)
X' =Y, (489)
Y' = —3wQy, =V +3W 4+ (9+32)X + fr(6 +22) +2fr —ZY —3—27, (490)
V'i=—4V - 22V, (491)
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con fr=—mW, W y X\ dadas por las ecuaciones (485) y (486) respectivamente, y
O, =1-V —Qu. (492)

en donde
Q=B+ 2)X+2fr—Y+W. (493)

Asi, el punto critico del sistema dinamico (491) esta dado por

k
*: Z7X7K = ) 7 ? 3 44
X = V) (O 3(k+2m—1)00) (494)

y en donde, la matriz de estabilidad evaluada en el punto critico esta dada por

6m 9(k+2m71)
T k-1 0 (k—1)k 0
0 0 1 0
M|, = , . . (495)
X m (w+D)(k+2m—1)  6m
—E%—w—l — m—?)w 3w—1
0 0 0 —4

Con lo cual, los eigenvalores de la matriz de estabilidad (495) estan dados por

pr=—4, (496)

m:-%(u%) : (497)
3 Vo

=3 (o) o

g =—3(1+w), (499)

en donde o = (k — 1)k (9%* + 24(k — 1)m — 17k + 16m? + 8). Ahora, para poder obtener un
punto critico estable usando teoria lineal de sistemas dinamicos, es necesario primero encontrar
los valores para k, m y w los cuales hagan que la parte de real de los eigenvalores se haga cero,
es decir, que el punto critico sea no hiperboélico y entonces la teoria lineal no sea valida. Del
eigenvalor p4 vemos que el caso w = —1 nos da un punto no hiperbdlico, por lo cual la condicion
w # —1 es necesaria.

Por otro lado, observemos que el caso a < 0 nos deja a todos los eigenvalores con parte real
distinta de cero, por lo cual debemos enfocarnos en el caso o > 0. Ahora, veamos que bajo la
condicion w # —1, los eigenvalores pq y p4 nunca son cero, por lo que debemos dividir los caso
en (o = 0 o ug = 0. Las regiones de valores para k y m tales que po = 0 o ug = 0 son:

n ILLQ:O:
1. .
O<m<§/\(k:1—2m\/k:1—m). (500)

<m<1lAk=1—-m. (501)

I
%
DN | —

IM?’
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1.
m<O0A(k=1—-mVk=1-2m). (502)
2. ]
S<m<1Ak=1-2m. (503)
3.
m>1IAN(k=1-2mVk=1—m). (504)

Ahora, ya que tenemos caracterizadas las regiones en las que alguno de los eigenvalores tenga
parte real igual a cero, debemos encontrar las regiones de valores que nos den un punto estable.
En este andlisis, no se haran explicitas las regiones que den origen a alguna inestabilidad, ya
sea repulsora o tipo silla, pues como se vera, el punto critico estable corresponde a una fase de
aceleracion tipo de Sitter, por lo que cualquier tipo de inestabilidad no estd apoyada por las
observaciones.

Como se mencion6 anteriormente, el caso a < 0 nos da, sin imponer ningan tipo de con-
dicion extra, un punto critico estable y, con base en el eigenvalor 4, para obtener un punto
estable es necesario imponer que w > —1. Con lo cual, cualquier fluido tipo fantasma nos da
inevitablemente una inestabilidad en el punto critico.

Por otro lado, las regiones de valores sobre k£ y m tales que caemos en el caso a < 0, estan
dadas por:

1.
1
<-——AN0<k<l. 505
m< -2 AN0<k< (505)
2.
—=<m<OA (506)
<o <k < L(17—24m) — LVBm + 1V L (17 — 24m)
+11—8\/48m+1§k<1>.
3. 5
m=0A0<k<g. (507)
4.
0<m<3A (508)

(0 <k < L(17 - 24m) — LV/A8m + 1V £ (17 — 24m)

+VA8BM + 1<k < 1) :
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9.
1 5
= A=< 1.
m=g g <k< (509)
6.
T<m<1IA (510)
(%(17 —24m) — £VBm+1 <k <0V 5(17 — 24m)
+%\/48m+1§k<1>.
7. 7
m=1A—c<k<l. (511)
8.
m>1A (512)

(1&8(17 — 24m) — gV4A8m +1 < k < {5(17 — 24m)
+1i8\/48m+1\/0<k:< 1).

Por otra parte, el caso a > 0 nos deja con un conjunto de eigenvalores reales, por lo cual
debemos analizar las regiones tales que po v 113 sean menor que cero. Estas regiones estan dadas
por:

1.

m§—4—18/\1—m<k‘<1—2m. (513)
2.
—k <mZOA (K7 24m) — LV 1 < k< (17— 24m) + v/A8m + 1V
l—m<k<l-2m).
3.
0<m< 1A (5017 —24m) — £vV8Bm+1 <k <1-2mv
1—m <k<:£(17—24m) + £V/48B8m+1) .
4.

s<m<1IA(1=2m<k<£(17—24m) — £V/48m + 1V
1—m <k <517 —24m) + s V/48m + 1) .
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m>1A(1=2m <k <517 — 24m) — {c/48m + 1V
(17— 24m) + 5V48m+1 <k <1—m) .

Cualquier region distinta a las que se mencionaron anteriormente nos da como resultado a
algiin tipo de inestabilidad, ya sea tipo silla o repulsora. Por otro lado, al evaluar el parametro
de densidad del fluido efectivo, dado por la ecuacion (493), en el punto critico, se obtiene que

Qe = 1, (514)

con 2, =0y Q, = 0. Con lo cual el punto critico corresponde a una época en la que el fluido
efectivo domina, particularmente, como Z = 0 en el punto criticoy Z = %, entonces H = Hy,
lo que corresponde a un universo tipo de Sitter. Al evaluar el pardmetro de desaceleracion

q = —aa/a® y el parametro jerk j = i/aH? en el punto critico, se obtiene que
g=-1, j=1, (515)

respectivamente. Y es aqui donde se encuentra la radical diferencia entre lo que se encontrd
en la subseccion 5.6.4, pues ahi vimos que cuando nos restringimos al caso de A constante,
los puntos criticos correspondientes son puntos de dominacién de materia mientras que aqui
observamos que al dejar a A variar dinAmicamente respecto a N = Ina, estos puntos criticos
se trasladan a ser un tinico punto critico pero ahora tipo de Sitter. Por lo cual, vemos que el
modelo de potencias mixtas si recupera como punto estable una época tardia de aceleracion
césmica tipo de Sitter, como era de esperar. Fn la figura 10 se muestra una grafica del espacio
de fase reducido a dos dimensiones con el fin de visualizar el comportamiento del campo de
velocidades del sistema autéonomo cuatro dimensional (491) cercano al punto critico.

1.0

0.5 = s >
s
==

-05 fF—x— —=— ]

-1.0 e I - m—
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 10: Gréafica del espacio fase del sistema dinamico (491) reducido a dos dimensiones tal
quem:—2/5,k:1/2yw:OendondeX:m,‘/:o,conelﬁnde
observar la naturaleza atractora del punto critico.
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5.6.7. Soluciones linealizadas cerca al punto critico

Supongamos un sistema dindmico auténomo de la forma
x = f(x), (516)

en donde x € R", xq es un punto critico del sistema auténomo y £ € C” (U, ), r > 1 con Uy,
una vecindad de xg. Como f € C" (Uy,) es posible aproximar a f en una vecindad Uy, por un
polinomio de Taylor, con lo cual tenemos que el sistema dindmico auténomo es

X = f(x) & £(x0) + M (x0) (x — x0)" + O(|[x —x0l[) , (517)

donde M(x() = Df(xq) es la matriz de estabilidad o matriz Jacobiana evaluada en el punto
x = Xg. Dado que x¢ es un punto critico, entonces f(xq) = 0, por lo cual, cerca al punto critico,
el sistema dinamico que en general es no lineal (516) se puede aproximar por un sistema lineal
dado por

X ~ M(x0)(x —Xo)" . (518)

Este aparente resultado intuitivo fue demostrado por Hartmann y Grobmann de manera
separada y es conocido como el teorema de Hartmann-Grobmann |90, 104] o teorema de linea-
lizacion. El teorema senala que si Xy es un punto critico no hiperbolico del sistema dinamico
no lineal (516), entonces el sistema dindmico no lineal y su linealizacién dada por (518) son
topologicamente equivalentes, i.e., existe un homeomorfismo H : Uy, — V, V un abierto que
contiene al origen, que mapea trayectorias de (516) en Uy, en trayectorias de (518) en V' pre-
servando la orientacion. Un teorema incluso mas fuerte que este fue probado por Hartmann y
sefiala que si f € C?(Uy,) y el punto critico es hiperbolico, entonces es posible encontrar un
difeomorfismo de clase C! entre el sistema dinamico no lineal y su linealizacion, con lo cual la
estructura diferencial se preserva. Este teorema nos permite estudiar las soluciones linealizadas
del sistema dinamico (491) cuando el universo se encuentra cercano a una fase de aceleracion
tipo de Sitter. Un tratamiento similar se hizo en el articulo [89] en el contexto de la teoria de
Brans-Dicke.

Observemos que la funcion vectorial que aparece del lado derecho del sistema dindmico (491)
es de clase C'™ en una vecindad del punto critico (494) cuando k # 0, por lo cual es posible
usar los teoremas de linealizacion en este contexto. La linealizacion del sistema dindmico (491)
en una vecindad del punto critico (494), definiendo X=X-— 3 k esta dada por

k+2m—1)’
6m 9(k+2m—1)
4 =t 0 R 4
X' 0 0 1 0 X
_ 519
Y —knoy 1 AedDERmol) - 6mo g, 3, 1 Y (519)
v’ 0 0 0 —4 |4

Para poder soluciones no complejas del parametro de Hubble, debemos separar en dos casos el
analisis: « > 0y a < 0, como veremos a continuacion.
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5.6.8. Casoa>0

Si a > 0 las soluciones del sistema linealizado (519) estan dadas por

Z(N) asbe Nt 4 Fe™N 4 cexp {—§ <1 + k(—\/a)) N]

2 k—1
3 Va
+ dexp [_5 <1 - ke(k — 1)> N} ’
k
X(N)N?)(k—l—Qm—l)

) 1 - Qbke—SN(wH)(kzw—k’—Qm—w—i—1)+

18(k + 2m — 1) w+1
ck (Vo + k(—3k —4m +5) + 4m — 2) exp [_% (1 + ks(\lfl)> N]

k+2m—1

dk (v/a + k(3k +4m —5) — 4m + 2) exp [_% (1 - k(ﬁD) N]

- k+2m—1

+ Fke *™(k + 3m — 1)) :

Y(N) =~

(k—1)k 3be 3N (—kw + k + 2m 4+ w — 1)
ok + 2m — 1) k-1

3¢ (va + k(—3k — 4m + 3)) exp [—g (1 + Ya ) N]
a 2(k — 1)k
3d (v + k(3k 4+ 4m — 3)) exp [—% (1 - i) N}
2(k — 1)k
Fe N (% +2)) ,

V(N) =Q,.(N) = Qo exp(—4N),

con b, ¢, d constantes de integracion y

F— 18QO7T(1€ + 2m — 1)
T2+ 2Tkm — 16k +18m2 —2Tm + 9

86

(520)

(521)

(522)

(523)

(524)

Recordemos que estas soluciones son solamente validas en una vecindad del punto critico, i.e.,
cuando ||x — Xg|| < € con x = (Z, X,Y,V). Con base en estas soluciones, es posible calcular
algunos pardmetros cosmologicos como funciones de N = Ina. De la ecuacion (523) podemos

ver directamente que la evoluciéon del parametro de densidad en una vecindad del punto critico

es
QT(N) = QO,T eXp(_4N) )

(525)

con (), la densidad de radiacion al dia de hoy. Cuando hacemos explicito el cambio de variable

N = Ina, la ecuacion queda dada por:

Qo
2%,

(526)
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lo cual corresponde a la evolucion del parametro de densidad de radiaciéon en un universo tipo de
Sitter respecto al factor de escala. Hay que observar que como las soluciones son validas en una
vecindad del punto critico, entonces cualquier término no lineal en los parametros cosmologicos
se hacen cero dejando solamente soluciones lineales.

El parametro de densidad del fluido efectivo esta dado por

Hl
Qeg:3f3+2fT—f§3—%+(ﬁ) fs, (527)
que en términos de las variables dinamicas del sistema es
3+7) =~ 3+ 7
Qeg:( —l: >X(k+2m—1)++T—Y, (528)

por lo cual, la solucion linealizada de este parametro es

1 (k—Dkw  2(k+m—1) .
Qe ~1 - 3N (w+1) _ . Q ., AN . )
n & 1 gbe k+2m— 1 w1 0r€ (529)

Anélogamente, dado que la primera ecuacion de Friedmann (305) en gravedad f(7, B) es de la
forma Qg + €, 4+ Qeg = 1, tenemos que

(k—Dkw  2(k+m—1)
k+2m—1 w+1

Qw ~ _lbe—BN(w—H)
3

= Qe 2N (530)

Por otro lado, la ecuacién para el factor de Hubble es

% = Z(N) mbe 3N+ 4 cexp {—g <1 + k(k—\/?l)> N] +
dexp {—; (1 - k(k—‘/i)) N] L Fe iV (531)

por lo cual, integrando ambos lados de las ecuaciones y aplicando la funcién exponencial,
encontramos que la solucion linealizada del parametro de Hubble para este caso es:

: Ja 3 Vo
H(N be3N(w+1) 9 *%N<W“) 2d 7§N(H€2+1) 1
(V) q_be o - e (532)

i, 3w + 1 Ja Ja 1
W+ s (@lp+1) 3(e+)

en donde H; es otra constante de integracion.

Finalmente, dado que la ecuacién de estado para el fluido efectivo estéd dada por

fs—3Hfs — 2H fr — 2H fr

Weg = —1 + . . T (533)
SH?(3fp+2fr) —3Hfp +3H fp — 5f
que en términos de las variables dinamicas del sistema es
Y'+Y(Z-3)— 2234+ 7) -2 YB3+ Z)+ X(\— 227
e YY) G 2 B e XO )]

323+ Z)(k +2m — 1) — 3Y !
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tenemos que su solucion linealizada estd dada por

Weft A — 1+
4e™ W (18(k + 1)m? + 3(k(2k + 7) — 3)m + T(k — 1)k) Qo,,
<_ Tk2 4+ 27(k — 1)m — 16k + 18m2 + 9
be 3N+ ((k — 1)k(2m + Dw — 2k +2m — 1)(km + k + m) + (k — 1)kw?)

i k+2m—1
(8K + K(3 — tm)m —2) + (i — -+ 2)exp [ (14 ) V]
i kE+2m—1
d (3k*m + k(m(4m — 3) + 2) + (Va+4)m — 2) exp [_% <1 _ %) N]
k+2m—1

be 3N (2(k +m — 1)(k4+2m — 1) + (k — Dkw? + (k — 1)kw)
(w+1)(k+2m—1)

— 30 e N + 3) . (535)

5.6.9. Casoa <0

En este caso, las soluciones del sistema linealizado (519) que dan como resultados soluciones
reales, no complejas, en los pardmetros cosmoldgicos, son

Z(N) mbe 3N 4 2ce™3N/2 cog(Ne) 4+ Fe V| (536)
X (V) _bke N (F(w — 1) —2m —w + 1) B Fke™N(k+3m —1)
~ 9w+ 1)(k+2m—1) 18(k 4+ 2m — 1)
L+ e-BN/2 c(k = 1)k(3k + 4m — 2) cos(eN)  /|a|cksin(eN) (537)
6 J—
ok + 2m — 1)? ok +2m—1)2 )’
Y (N) bke N (—kw + k4 2m 4+ w — 1) N 2Fke N (k + 3m — 1)
~ 3(k+2m—1) 9(k +2m — 1)
L+ e-BN/2 ck(3k +4m — 3) cos(eN)  /|a|csin(eN) | (538)
3(k+2m—1) 3(k+2m —1)
V(N) =Q.(N) = Qore ™, (539)
en donde definimos el parametro
= SVlal (540)
20k — 1)k’

y la misma restriccion (524) en F' se mantiene.
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En este caso, los parametros de densidad estan dados por

be 3N@WHD (2(k +m — 1)(k+2m — 1) 4+ (k — Dkw? + (k — 1)kw)

Qe ~ 1 541
et 3w+ 1)(k+2m—1) (541)
- QO,r€_4N 3
0 ~ Cbe N (2 +m = D) (k4 2m — 1) + (k= Dkw® + (k — 1)kw) (542)
© 3w+ 1)(k+2m —1) ’
Q, ~ Qe (543)
y el pardmetro de Hubble queda como
H(N) o1 be 3N+l N dce N (2esin(Ne) — 3cos(Ne)) 1F€74N. (544)
H; 3(w+1) 4€2 +9 4

La ecuacion de estado del fluido efectivo en este caso queda dada por

o 1 4 (_464N (18(k + 1)ym? + 3(k(2k + 7) — 3)m + 7(k — 1)k) Qo
¢ k2 + 27(k — 1)m — 16k + 18m? + 9

be 3N ((k — Dkw(k —2m — 1) — 2((k — 1)k —m)(k +2m — 1) + (k — 1)%kw?)

(k—1)(k+2m—1)
LBV (2\/50771 sin(Ne) B 2¢(k(m(3k +4m — 3) + 2) + 4m — 2) cos(Ne))) .
k+2m—1 k+2m—1
be 3N (2(k +m — 1)(k+2m — 1) + (k — Dkw? + (k — 1)kw)
(w+1)(k+2m—1)

_|_

— 30N + 3) : (545)

Tenemos que tener en mente que, las soluciones para ambos casos @ > 0y a < 0 son
solamente validas en una vecindad del punto critico, i.e., describen la dindmica de un universo
cercano a un de Sitter total, lo que en términos del parametro N = In a corresponde a N — o0 0
que en términos del corrimiento al rojo corresponde a z — —1. La teoria de sistemas dindmicos
no nos puede asegurar que las soluciones encontradas sean validas para un amplio rango de
corrimientos al rojo, sin embargo si nos lo garantiza para un rango maés estrecho, en particular,
como veremos, cuando contrastamos con los datos observacionales, podemos ver que algunos
modelos de f(7T, B) pueden describir la dinamica del universo al dia de hoy e incluso dar algin
vistazo a la solucion de la tension sobre el valor del pardmetro Hy en el sentido que nos provee
un valor aproximado de este bajo ciertas consideraciones.

5.6.10. Pistas fenomenoldégicas sobre la tensidon del valor de H, a partir del analisis
dindmico en gravedad f(T, B)

En la subseccion 1.5, se menciona que uno de los recientes problemas del Modelo Cosmolégico
Estandar es la tension en el valor de la parametro Hy. En esta seccion, con la ayuda de sistemas
dinamicos, veremos como podemos obtener, a través de ajustar las soluciones aproximadas
encontradas anteriormente a los datos observacionales, valores de H, en distintos casos de
gravedad f(7T, B) en potencias mixtas.
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Como se discutio anteriormente, la teoria de sistemas dinamicos, particularmente los teoremas
de linealizacion mencionados,solamente garantizan que las ecuaciones obtenidas anteriormente
son soluciones de las ecuaciones de Friedmann en gravedad f(T, B) solamente en el régimen
de N — 00, 0 equivalentemente z — —1 en términos del corrimiento al rojo. Por lo cual, es
conveniente estudiar estas ecuaciones en escenarios fenomenologicos en el que podamos ligar
estos resultados con las observaciones y ver en qué rangos del corrimiento al rojo estas pueden
describir la dindmica del universo.

En esta subseccién, usaremos las soluciones linealizadas encontradas y trataremos de ligarlas
con los datos observacionales del parametro de Hubble respecto al corrimiento al rojo H(z) para
encontrar el rango de valores en el cual estas soluciones siguen siendo validas, principalmente
en qué rango de corrimiento al rojo podemos modelar el comportamiento de H(z) y a partir de
eso obtener posibles valores de Hy '7.

Como un primer paso en esta direccion, consideraremos mediciones del paradmetro de Hubble
H(z) reportadas en [105], las cuales consisten en 51 mediciones en un rango de corrimientos
al rojo de 0.07 < z < 2.0, de las cuales 31 de ellos corresponden a cronémetros césmicos
y el restante de estimaciones de oscilaciones actsticas de bariones, BAO. Con base en esto,
obtendremos valores estimados para () ,, k, m, w y para las constantes de integracion, este
analisis se hard particularmente para los resultados obtenidos de o < 0 con el fin de asegurar
que los valores de £ y m nos den un punto critico estable.

Para obtener un conjunto apropiado de parametros libres, parametros que aparecen en (544),
debemos hacer el cambio de variable N = In ﬁ con el fin de obtener las ecuaciones en términos
del corrimiento al rojo y asi poder ajustar la ecuacion (544) con los datos del articulo [105]. Si
dejamos el conjunto de parametros libres sin ninguna constricciéon a la hora de ajustar, valores
sin sentido fisico pueden ser obtenidos para estos parametros, por ejemplo un valor negativo
para el valor medio de la densidad de radiacion al dia de hoy €2y, o una ecuacién de estado para
la materia menor que —1 la cual fue excluida previamente pues nos genera inestabilidades, por
nombrar algunas, con lo cual una ajuste un poco més consciente se debe de realizar. Entonces,
para poder obtener un conjunto de valores con sentido fisico, debemos de restringir y/o asociar
ciertos valores a los parametros libres, especificamente, dado que se ha mostrado que la densidad
de radiacion al dia de hoy tiene un valor pequenio g, ~ 107° [106], para simplificar el modelo,
podemos considerar €, = 0. Por otro lado, basado en observaciones [107, 108, 109], podemos
restringir a Hy que varie en un rango de valores de 60 < Hy < 90. Con estas consideraciones,
es posible evitar ajustar a k£ y m directamente, lo cual es una ventaja pues la raiz cuadrada en
(544) puede generar problemas a la hora de ajustar, con lo cual podemos en su lugar ajustar e
y asi, con base en (540), obtener valores para k and m en la curva de nivel del valor obtenido
de e. Con base en estas consideraciones, los parametros que se obtienen son

w = 0.000 £ 2.951, e=17494+5.671, b= -0.200=+2.735,
c=—0.213+£2221, H,;=60.000=£10.973, (546)

de donde, un posible conjunto de valores para k y m en la curva de nivel e(k,m) = 1.749 son
k~—-0294, m=0.75. (547)

Al evaluar el parametro de Hubble (544) con los parametros (546) al dia de hoy z = 0, obtenemos
que Hy = 71.236+144.229. En la figura 11, la evolucion de la solucién aproximada del parametro

7 Hy es el valor del parametro de Hubble al dia de hoy, i.e., H(2) con z = 0 en términos del corrimiento al rojo.
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de Hubble (544) con los pardmetros justados (546) y los datos observacionales de [105] se
muestran mientras que en la figura 12 se muestra la evolucién de los pardmetros de densidad
bajo estos mismos ajustes.

250
200}

X150t

100

50f,

Figura 11: Evolucion de H(z) con los parametros ajustados (546) dado por (544) (linea sélida
azul) en comparacion con los datos observacionales descritos en [105, 110] (puntos
de color rojo con barras de error).

Figura 12: Evolucion de los parametros de densidad con los ajustes encontrados en (546).

La forma descrita arriba para ligar los resultados con los datos observacionales nos da como
resultado unas barras de error enormes tanto en los parametros ajustados como en el valor de
H, obtenido, y esto es debido al alto nimero de parametros libres a ajustar comparado con la
poca cantidad de datos observacionales. Una forma un poco distinta de ligar las observaciones
con las ecuaciones obtenidas se puede realizar con el fin de reducir el tamano de las barras de
error. Para ello, podemos aprovecharnos del anélisis de estabilidad hecho en 5.6.6 y elegir valores
para k y m de ese andlisis y asi reducir el niimero de parametros libres a la hora de ajustar,
sin embargo, esto no es suficiente pues se siguen obteniendo barras de error muy grandes para
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los parametros libres que quedan. Para poder seguir reduciendo el tamano de las barras de
error, debemos de asignar de manera fija algunos valores a algunos de los parametros libres,
por ejemplo, al hacer w = 0 que corresponde a un modelo de un universo con polvo, se reducen
las barras de error de los pardmetros libres y del valor de Hy correspondiente.

Por ello, en la figura 13 se muestra una grafica con distintos valores de H, obtenidos bajo
diferentes condiciones y para distintos valores de k y m obtenidos del analisis de estabilidad.
La regiéon de color cyan muestra distintos valores de Hy para un modelo tipo polvo w = 0y
sin radiacion €y, = 0 en donde los parametros ajustados satisfacen —0.580 < ¢ < —0.006,
—0.449 < b < —-0.017 y 42.21 < H; < 75.670.

La region de color rosa muestra distintos valores de Hy para un modelo tipo polvo con
radiacion. Para este caso los parametros ajustados satisfacen —0.078 < ¢ < 0.292, —0.944 <
b < —0.024, 51.789 < H; < 85471y 0 < Qp, < 0.029.

En la zona gris solamente se muestra un valor de Hj, esto debido a que no hay valores
definidos a priori, lo que hace que las barras de error se hagan muy grandes, por lo cual
solamente se muestra un valor para mostrar el hecho de que las barras de error se hacen muy
grandes si no imponemos valores al inicio. Para este caso, el valor obtenido de Hy corresponde
a los pardmetros ajustados b = —1.229 + 3.464, ¢ = 0.203 £ 1.916, H; = 46.178 4+ 15.736,
Qo, =0.013+£0.023 y w = —0.297 £ 1.961.

En las regiones cyan y rosa se mencionan las regiones de valores en las que viven los para-
metros ajustados para todos los valores de Hy en lugar de colocar uno por uno con el fin de no
saturar la imagen y que se enfoque en los valores de Hy que es resultado més importante.
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Figura 13: Valores obtenidos de H, para valores particulares de k y m obtenidos del analisis
dindmico los cuales se observan en un recuadro dentro de la figura. Superior: El
mejor valor obtenido de Hy con todos los parametros libres sin valores definidos
inicialmente. Intermedio: Mejores valores de Hy para un modelo de polvo w = 0
con radiacion. Bottom: Mejores valores de Hy para un modelo de polvo w = 0 sin
radiacion €y, = 0.
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6. Conclusiones

De la primera secciéon de este trabajo, vemos que la Relatividad General es un marco teoérico
sobre la gravedad bastante exitoso pero no perfecto, pues tiene muchos problemas por resolver,
es por ello que resulta ser necesario buscar nueva fisica, en particular, teorias alternativas a esta.
Entre las distintas formas de buscar teorias alternativas a la gravitacion, estan las teorias modi-
ficadas y las teorias extendidas, de las cuales revisamos algunos de los modelos en este trabajo.
En los capitulos 2, 3 y 4 revisamos algunas de estas teorias que intentan modificar y extender
a la teoria de la gravitacion. Discutimos brevemente la teoria de Brans-Dicke y una subseccion
de la teoria de Horndeski, mostrando también algunos de los resultados cosmolbgicos basicos
que se obtienen de estos modelos. Después analizamos una de las teorias extendidas llamada
Gravedad Teleparalela, que consiste en considerar una estructura matemaética distinta que nos
permite trabajar en espacios-tiempo globalmente planos pero con torsion, siendo esta dltima la
responsable del campo gravitacional. En todas estas teorias observamos que las ecuaciones de
Friedmann resultan ser ecuaciones diferenciales no lineales y hasta acopladas cuando se consi-
dera campos escalares, las cuales resultan muy dificil de resolver de manera analitica, por lo
cual el uso de herramientas matematicas més avanzadas se vuelve necesario con el fin de poder
analizar propiedades de estos modelos sin tener que resolver las ecuaciones. Aqui es donde el
uso de sistemas dindmicos se vuelve importante, pues nos sirve de herramienta para estudiar
las ecuaciones de Friedmann y las propiedades de las soluciones a estas ecuaciones sin tener que
resolverlas analiticamente, esto al introducir un conjunto de variables independientes llevando
a las ecuaciones de Friedmann a un sistema de ecuaciones basadas en estas nuevas variables y
analizando la estabilidad de los puntos criticos en el espacio fase. En el capitulo 5 vemos como el
analisis dinamico en cada uno de los intentos para modificar la gravedad nos muestra que estos
modelos son cosmologicamente viables, y en algunos casos recuperan muchos de los resultados
méas importantes del modelo estandar ACDM. En particular los resultados sobre Gravedad Te-
leparalela tipo f(T, B) es de tomar en cuenta, pues ademéas de la elegancia matemética de la
teoria, este tipo de extensiones permiten recuperar teorfas f(R) cuando f(T,B) = f(—17 + B),
lo cual no puede ser recuperado por las teorias f(7"). El anélisis empleado tuvo como proposito
analizar la estabilidad de los puntos criticos para tres modelos cosmolégicamente viables con el
fin de poder discriminar entre ellos basado en qué tipo de soluciones nos dan estos modelos como
puntos estables, es decir, hacia qué estados evoluciona el universo en cada uno de los modelos.
Encontramos que a pesar de que todos los modelos puedan permitir universos en expansion
acelerada, solamente dos de los modelos logran que el universo evolucione y permanezca en un
fase de de Sitter sin salirse de él, estos modelos son los modelos de ley de potencias mixtas
y separadas, mientras que el modelo de Taylor genera siempre estados del universo inestables
pues para A =~ 0 los puntos criticos permanecen siendo puntos sillas, con lo cual podemos des-
cartar este modelo como posible modelo que pretenda explicar la aceleracion tardia salvo por
condiciones muy exactas que permitirian, dada la naturaleza silla, que el universo evolucione
a este estado, aunque es necesario llevarlo a nivel perturbativo para obtener un marco maés
completo sobre las propiedades cosmologicas de este modelo. Por otro lado, la degeneracion
de variables independientes del modelo f(T, B) = foB*T™ nos permite hacer el andlisis de \
variable y permanecer en la teoria de sistemas dindmicos auténomos, mientras que para el caso
de potencias separadas no es tan sencillo y uno de los posibles intentos a realizar es hacer el
estudio en sistemas no auténomos con el fin de desvelar mas a profundidad las propiedades
cosmologicas del modelo. Retomando el caso de potencias mixtas, es posible escribir a A en tér-
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minos de las variables dinamicas y explotar mas a profundidad sus propiedades, por ejemplo,
buscando soluciones linealizadas a las variables dindmicas y contrastar estas soluciones con las
observaciones. Este ultimo caso lo estudiamos en la parte final de la subseccion 5.6, en donde
a parte del analisis estandar de estabilidad del sistema, estudiamos las soluciones linealizadas
las cuales, al contrastar con los datos experimentales, nos modela la dindmica del universo al
dia de hoy. Ese mismo anélisis nos permite ajustar el valor de Hy, sin embargo como se puede
observar, hacerlo en general resulta en errores muy grandes, esto debido a la gran cantidad
de parametros libres y la poca cantidad de datos observacionales, sin embargo, al tomar casos
particulares de k y m provenientes del anélisis de estabilidad y considerando modelos como
polvo o un universo sin radiacion, estos valores y sus errores concuerdan con los que se obtienen
de distintos experimentos, por ejemplo, aquellos reportados por Planck [107]. De acuerdo a este
analisis fenomenologico, es posible encontrar un conjunto éptimo de casos donde la tension en
el valor de Hj se puede aliviar utilizando valores especificos para el modelo de potencias mixtas
en f(T, B). Con base en esto, los casos con k < 0.9 muestran estar de acuerdo con los datos
de Planck 2018 sobre Hy a 1 — 0, mientras que como observamos, al dejar sin valor a priori el
modelo muestra una propagacion de error enorme en el valor de Hy. En conclusion, esta dltima
parte muestra que el modelo de ley de potencias mixtas analizado es novedoso en el sentido de
que no es reproducido por ninguna teoria f(R) ni f(T'), y se muestra prometedor en la repro-
duccion de valores de pardmetros cosmologicos que concuerdan con las observaciones actuales,
dando la motivacion para mas estudios en esta direccion. Finalmente algunas otras ideas es
llevar este estudio a nivel perturbaciones y ver qué propiedades se obtienen para el universo
temprano. Para todos estos posibles futuros trabajos el analisis realizado sirve de base para
contrastar los resultados y constituye un punto de partida, pues son las primeras discusiones
sobre sistemas dinamicos para los modelos de gravedad teleparalela tipo f(7T, B).
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A. Elementos de geometria diferencial y topologia

Definicién A.1. Sea M un conjunto. Decimos que (M, T) es un espacio topoldgico con topo-
logia, o estructura topolégica, T C P(M) si y solo si

1. {Ui}ier C T con I un conjunto de indices = (J,.;U; € T.
2. {Ui}ier C T con I un conjunto de indices finito = (,., U; € T.
3. gy MeT.

En donde, decimos que U € T es un conjunto abierto en M y V es un conjunto cerrado en M
siysolosiVeeT.

Definicién A.2. Sea (M,7T) un espacio topologico. (M, T) es un espacio de Hausdorff siy
solamente siVaz,ye M ,x#y, AU,V eT talquexecU,ycVyUNV =02.

Definicién A.3. Sea M un conjunto. Decimos que una coleccion B de subconjuntos de M es
un base de M si y solo si

1.

M=|]JB.

BeB
2.V B; y Bj € Btal que B;N B; # @ entonces Vo € B;N B; 3 By, tal que x € B, C B;N B;.

Definicion A.4. Sean (M, 7T;) y (N, Tz) espacios topologicos, y sean U € T; y V' € T5. Decimos
que la funcion ¢ : U — V' es un homeomorfismo de U a V si es continua (es decir, la imagen
inversa de un abierto es abierto), biyectiva y con inversa continua. Si U = M y N =V decimos
que M y N son homeomdrficos, es decir, son topologicamente equivalentes.

Definicién A.5. Sea (M, T) un espacio topologico de Hausdorff que permita una base nume-
rable y sea ® :={¢ | ¢: U €T — V CR", V abierto} tal que

1.
M C U Dom(yp).

ped
2. Todo ¢ € ® es un homeomorfismo de U en V.

3. Para cualesquiera ¢ y ¢ € ® tal que Dom(p) N Dom(¢)) # &, entonces

o™ p(Dom(p) N Dom(v)) — ¥(Dom() N Dom(t))),

es de clase CF.

Decimos entonces que (M, ®) es una variedad diferenciable n-dimensional de clase C*, ® es un
atlas en M,y ¢ € ® una carta o sistema local de coordenadas. Si k — oo decimos que la
variedad es una variedad suave.
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Definicién A.6. Sean (M, ®) una variedad diferenciable n-dimensional de clase C*, o : U C
M — V C R™ una carta y

r:R* — R
(a',...,a") — d".
Definimos a la ¢-ésima funcion coordenada de ¢ como
'=rtop: U — R.

Definicién A.7. Sean (M, ®) una variedad diferenciable n-dimensional de clase C*, A C M
un conjunto abiertoy f : A — R una funcién. Decimos que f es de clase C' con [ < k si y solo
si para todo z € A 9 ¢ € ® de una vecindad U de x tal que

-1 !
foo  uunyy € C.
si |l = k —> oo decimos que la funcion es suave.

Definicién A.8. Sea
a: ICR—M

una funciéon de un abierto I sobre una variedad diferenciable n-dimensional (M, ®). Llamamos
a « una curva de clase C* siV ¢ € ® entonces poa : [ — R* € C*.

Definiciéon A.9. Sean (M, ®) una variedad diferenciable, o una curva tal que para p € M 3
zo € Dom(a) tal que a(zg) =py CF(M,R") = {f : M — R"|f € C*}. Definimos

&, : CF(M,R") —R
f H%(f oa)l,

como el vector tangente a la curva o en p. Al conjunto de todo los vectores tangentes de M en
p se le llama espacio tangente T,(M). A la unién de todos los espacios tangentes

T(M) = | T,(M)
peEM
, se le llama haz tangente en M.

Definicion A.10. Sea (M, ®) una variedad diferenciable.'® Definimos al espacio dual de T,,(M)
(también llamado espacio cotangente) como

T5(M)={f:T,(M) — R | f es lineal }.
A los elementos del espacio cotangente se les llama I-formas.

Definicion A.11. Sea S : T,(M) x - x T(M) x T (M) x -+ - x T;(M) — R un mapeo
multilineal. Decimos entonces que S es un tensor de rango ().

18De aqui en adelante, todos las definiciones son sobre una variedad diferenciable (M, ®) por lo cual esta primera
oracion serd omitida.
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Definicién A.12. Si S es un tensor de rango de rango () y 7' un tensor de rango (%) entonces
U=S5®T dado por

U : T, (M)™P x TH(M)™ — R,
con

1 m+ _ 1 m m+1 m+
Uv, ., 0P wy, o W) = S0, o, 0w, e, wy) T (0™ 0™ P W, e Wiy

m—+p

n+q) llamado producto tensorial.

es un tensor de rango (

Teorema A.13. Sea S = S/1vme, ®@---®e,, ®dr' @ - @ dr'" un tensor de rango (7).

H1..-hn
Ante cambios de coordenadas z# —— y*(z¥) las Componentes Sppvm de S se transforman como
Vit b N R SR
S/Lll /L/ A A IZLILA A ,U,L Sﬂl M ?

con A# = oy*
ozV*

Observacion. La regla de transformacion en A.13 nos da también la regla de transformacion
para vectores y 1-formas.

Definicion A.14. Sea T un tensor de Rango (2). La parte simétrica del tensor respecto al
conjunto de indices I = {1, ..., i, } esta dada por

T(M17---7Mn - ' E : HP1y- 1P

PeG

v la parte antisimétrica es

ﬂltl,---,ﬂ7L = : : Sgn )u'P17 “HPn
PEG

con G el grupo de permutaciones de I y Sgn(P) = (—1)V) la paridad de la permutacién. La
generalizacion a cualquier conjunto de indices y a cualquier tensor es directa.

Definicion A.15. Sea

X: M —T(M)
p—X, € T,(M).

X es llamado campo vectorial en M. La definicion de campo de 1-formas, y en general de campo
tensorial, es similar.

Definicién A.16. Sea {e,} una base de T,(M). Definimos a las funciones de estructura 7,
como [e,, e,] =7,,€0, con [e,, e,] el conmutador de e, y e,.

Definicién A.17. Al conjunto X'(M) = {X| X es un campo vectorial en M} se le conoce
como espacio de campos vectoriales en M.

Observacion. X (M) es un espacio vectorial.
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Teorema A.18. Una base {e,} de X (M) es una base coordenada (es decir, que se pueden
escribir como la derivada de una coordenada) si y solo si [e,, e,] = 0.

Definicién A.19. Sea AF(M) = {f : X(M) x - - - x X(M) — R | f es antisimétrica y k-lineal }.

v~

k veces
A los elementos de A¥(M) se les llaman k-formas diferenciales.

Definicién A.20. Sean w una k-forma diferencial y A una [-forma diferencial. Entonces el
producto cuna o producto exterior ente w y A es una (k + [)-forma diferencial definida por
1
W ANV, oy Upry) = m Z Sgn(P)w(vpa), s Vpk) )M UPR41)s - VP(ke41) ) -
PeG

Definicion A.21. Sea G = @, _, A*(M). Definimos a la derivada exterior como el mapeo
lineal d : G — G que satisface

1. d: A¥(M) — A*Y(M).

2. Si f: M — R entonces d(f) = df es la diferencial de la funcién la cual es una 1— forma.

3. &>=dod=0.
Teorema A.22. La derivada exterior existe y es tinica.

Observacion. (G, A) forman un algebra llamada dlgebra de Grassmann y a los elementos de G
se les llaman formas diferenciales en M.

Definicién A.23. Sea A una forma diferencial.

1. Decimos que A es cerrada si dA = 0.

2. Decimos que A es ezacta si 3 p € G tal que A = dpu.
Corolario A.23.1. Toda forma cerrada es exacta.

Definicion A.24. Sea X un campo vectorial de clase C*, k > 1. Decimos que una curva « en
M es una curva integral de X siV p € Im(«), a(p) = X,.

Teorema A.25. Para cada campo vectorial X existe una tnica curva integral « tal que «(0) =
pE M, Vp.

Definicion A.26. a(7) es una curva integral completa en M siy solo si estd definida V7. Una
congruencia es un conjunto de curvas integrales.

Definicion A.27. Definimos a la conexidn lineal en M como la funcidon

Y X(M) x X(M) —X (M)
(X,Y) — VyY,

tal que, si X,Y y Z son campos vectoriales de clase C' y f : M — R entonces

1. V)((Y + Z) =VxY +VxZ.
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2. Vi Z=VyxZ+VyZ
3. Vx(fY) = fVx(Y) + (X[)Y,
4. VyY = fVUxY.

Observacion. V no es un tensor pues no es lineal en todos sus argumentos, sin embargo VY si
es un tensor y se llama derivada covariante de Y. A VxY se le llama la derivada covariante de
Y respecto a X.

Definiciéon A.28. Sean X y Y campos vectoriales en M. Decimos que Y es transportado
paralelamente a lo largo de X si VxY = 0.

Definicién A.29. Sea {e,}una base para X'(M) y V una conexién lineal en M. Definimos a
los coeficientes de la conexion Fﬁy como

A
Ve, €, = Fwe,\.

Teorema A.30. Sea {e,}una base para X'(M) y V una conexion lineal en M. Los coeficientes
I, bajo cambio de coordenadas z/ — z# (x¥) se transforman como

oxN Oz Oxv _,  OxN 0%

= T —
wy oz Oxt Oxv' ™ M OxB OxH OV
0z Qat 0x” 02" 917 OV

oz OxH Oxv' M Oz OxH Oxo0x™’

de donde vemos que I'* 1o son coeficientes de un tensor.
nv

Definiciéon A.31. Sean f : M — Ry X € X(M). Definimos entonces a la derivada covariante
de f respecto a X como

Lema A.32. Sean A € X*(M) una 1-forma, X € X (M) un campo vectorial y {e,} una base
de X (M). Entonces, los coeficientes de la derivada covariante de A respecto a un elemento e,
de la base, son

Ay =V, A =V Ay =e (A) =17 A, (548)
Los coeficientes de la derivada covariante de X respecto a un elemento e, de la base, son
LLEVXY =V, X = e, (XY) + T AP
Y directamente, si 7" es un tensor de rango (), entonces

TVl---Vm — ea(TVl---Vm) + FVI TU---Vm + .. _FVmTl/l---O'

Pl fhnsQ Pl fbn OO L. fhn oo 1. fin

. F)\ T)l\Jl..AVm . F)\ TV1~~~Vm
e lhn :

M1 HUnO™ 1. A
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Definicién A.33. Sea « un curva suave en M. Decimos que « es una geodésica si y solo si
Vd(t)d(t) =0 Vi,

o de manera equivalente, si ¢ es un sistema coordenado en U C M, entonces « es una geodésica
si y solo si la p-ésima funcion coordenada satisface
d*(z" o ) d(z” o) d(x° o @)
dt? dt dt

Teorema A.34. Sea X un campo vectorial y sea o una curva integral de X con p € Im(a) C M.
Si « es una geodésica entonces « es tinica.

T = 0.

Teorema A.35. Sea U C M una vecindad y p;,ps € U dos puntos distintos en esa vecindad.
Entonces existe una tnica geodésica « : [a,b] C R — M tal que a(a) =py a(b) = q.

Definicién A.36. Definimos
T:X(M)x X(M) —X(M)
(X, Y) —VxY — Vy X — [X, Y} .
Entonces a la aplicacion
T:X(M)x X(M) x X*(M) —R
(X, Y, \) — MT(X,Y)),

la llamamos tensor de torsion y es un tensor de rango (3) cuyos coeficientes estan dados por

Thsen = Vaes — Vgea — [eases] .

Teorema A.37. Sea V una conexion lineal en M. La conexion es simétrica (es decir, F;)V = Fl’)ﬂ)
siysolosiV X,Y € X(M) se cumple que T'(X,Y) = 0.

Lema A.38. Sea {e,} una base para X' (M ). Entonces, los coeficientes del tensor de torsion se
pueden escribir como

Tap = ~2lag) = Yap:
en donde 755 son las funciones de estructura.
Teorema A.39. Definimos
R:X(M)x X(M)x X(M) —X(M)
(X,Y,2) —VxVyZ = VyVxZ —Vixy|Z.

Entonces la aplicaciéon

~

R X(M) x X(M) x X(M) x X*(M) —R
(X,Y, Z,\) —\NR(X,Y, Z)),

es un tensor, llamado tensor de curvatura o tensor de Riemann, cuyos coeficientes estan dado
por

RS, =e T5,) —e,(I8,)—To,r%, +T8 7, —~7,I"

apy ovt ap op av purvt oo
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Teorema A.40. los coeficientes del tensor de Riemann satisfacen

Rﬁ

alprio]

0.

A esta relacion se le conoce como identidad de Bianchi.

Teorema A.41. Sea X un campo vectorial. Los coeficientes del tensor de Riemann satisfacen

R, X7 = X1 5 — XU,

)

A esta identidad se le conoce como identidad de Ricci.
Definicién A.42. Definimos al producto interior como un tensor de rango () definido por
() )p: T(M) x T,(M) — R,
que sea
1. simétrico,
2. y no degenerado.

Definiciéon A.43. Sea T(*?) el espacio de tensores de rango (). Definimos entonces a la métrica
g en M como

qg: M —T02)

p—{. )p
la cual puede ser escrita como g = g, dz* ® dz” con g, = (e, e).

Observacion. Si ademas de las propiedades en A.42 se cumple que sea definido positivo, entonces
la métrica se llama métrica riemanniana. Si no lo satisface se le llama métrica pseudo o semi
rIEManniana.

Definicién A.44. Sea (M, g) una variedad con métrica. Si la métrica es riemanniana entonces
a la variedad se le llama variedad riemanniana y si la métrica es pseudoriemanniana entonces
a la variedad se le llama wvariedad pesudo riemanniana ovariedad lorentziana.

Observacion. Dado que g es no degenerada, esto implica que det(g) # 0, y por lo tanto tiene
inversa, la cual denotamos como ¢~! aunque muchas veces se denota simplemente como ¢ y la
diferencia entre la métrica y su inversa se da a través de los indices de sus coeficientes, en donde
guv son los coeficientes de la métrica y g* los de la inversa, los cuales satisfacen g#“g,, = d7.

Lema A.45. La métrica g res un isomorfismo entre el espacio tangente y el espacio contangente
de una variedad tal que X* = g" ), con X € T,,(M) y A € T;(M) y viceversa. A esto en fisica
es lo que llamamos Algebra de Einstein que consiste en subir y bajar indices en los coeficientes
de los tensores, de esta forma hacemos la identificacion \* = g"” ), y consideramos que ambas
son representaciones del mismo objeto matematico .
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Teorema A.46. Sea (M, g) una variedad con métrica sin torsion. Entonces existe una tnica
métrica que satisface

llamada conezion métrica o conexion de Levi-Civita cuyos coeficientes estan determinados de
manera tnica en una base coordenada por

(0% 1 (0%
Fuy = 59 A (gw\,u + Gurpy — g,ul/,)\) .
A los coeficientes de la conexion de Levi-Civita se le llaman simbolos de Christoffel.

Teorema A.47. V es la conexion de Levi-Civita <= no hay torsion, es decir, T(X,Y) =0
VXY e X(M).

Teorema A.48. Sea (M, g) una variedad con la conexion de Levi-Civita. Entonces, los coefi-
cientes Rogu, = gagRgW tiene las siguientes simetrias

1. Raguw = —Rgauw-
2. Raguw = —Rapup-
3. Raguw = Ruvas-

Definicion A.49. Definimos al tensor de Ricci como R,, = R, al escalar de Ricci como

uov)
R = g" R, y al tensor de Einstein como G, = R, — %gWR.

Observacion. Los tensores de Einstein y de Ricci son simétricos en la conexiéon de Levi-Civita,
es decir, R,, = R,, y G, = G, 51 Vg = 0.

Corolario A.49.1. El tensor de Einstein satisface
G = 0.

Definicién A.50. Sean X,Y € X (M) campos vectoriales. Decimos que son ortogonales si y
solo si

(X,Y), = 0.

Teorema A.51. Sea (M, g) una variedad con métrica. La variedad es plana si y solo si el tensor
de Riemann es cero.

Las demostraciones de lo teoremas aqui mencionados y més definiciones ttiles e importantes
en geometria diferencial y en topologia se pueden ver en [8|[111][112][113][114].
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B. Calculo de variaciones

B.1. Elementos de analisis funcional

Definicién B.1. Sea V un espacio vectorial. Una norma en V es una funcion

I:V —R
v [|v]]

que satisface
L v >0VveVy|v|=0siv=0.
2. v +w|| < ||v|| + ||w]|, conocida como desigualdad del tridngulo.
3. [[tv]| = [t ||v]| V t € R.
Un espacio vectorial con una norma (V| ||) se le llama espacio normado.

Definicion B.2. Sea (V|| ||) un espacio vectorial normado. Decimos que (V, || ||) es un espacio
de Banach siy solo V {v,} sucesion de Cauchy en V' se cumple que lim,, v, = v, € V.

Definicién B.3. Sean V' y W espacios de Banach. Definimos

F:UCcV—W
fr—=F[f]

con U; abierto, como la funcional de Uy C V en W.

Definicion B.4. Sea F[f] una funcional de V' en W espacios de Banach. Decimos que F[f] es
Fréchet diferenciable si existe un operador lineal 5FfF : V. — W que cumple

|11/ +n] = FLf) = 5FF ],

= 0.
Inl| =0 71l

En donde || ||;; es la norma en V' y || ||, la norma en W.
Llamamos al operador 0F} la derivada de Fréchet de F[f] respecto a f.

Definicién B.5. Sea F' : U Cc V. — W, con V,W espacios de Banach y U un abierto,
una funcional Fréchet diferenciable. Definimos a la derivada de Gdteaur o derivada de Fréchet
direccional como el operador

F - F

e—0 £

conn €V, ||In|| =1, el cual es uniforme V 7.'?

19En general, que una funcional sea Gateaux diferenciable no implica que sea Fréchet diferenciable, pero to-
da funcional Fréchet diferenciable es Gateaux diferenciable por lo que en todo el texto trabajamos con
funcionales Fréchet diferenciables para evitar problemas.
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Definicién B.6. Sea F': U(f;) C V — R una funcional con V un espacio de Banach real y
U(fo) un vecindad de fy. Sea n € V, entonces definimos

o(t) == F[fo+tn]

con t un real en una vecindad del cero.
Definimos la n-ésima variacion 6" F'(fy; 1) de la funcional F en el punto fy € V en la direccion
7 como

0" F(fo;n) = ¢!™(0).

Teorema B.7. Sea F' : U(fy) C V — R una funcional Fréchet diferenciable. Entonces, la
primera variacion de F', o derivada funcional, en fy en la direccién de 7 es

SF(fo;m) = 6F[fo,n] = ll_rfé Elfo +5Z] — F[fo]

Observacion. La primer variacion y la derivada conmutan.

Teorema B.8. Sea f: {2 C R" — R continua con ) un abierto.
L. Si [, f(z)n(xz) >0V neC5e() conn >0 entonces f(x) > 0.
2. Si [, f(z)n(z) =0V neCX(Q) entonces f(z) = 0.

B.2. La derivada funcional en fisica

En fisica es usual buscar la primer variaciéon de funcionales del tipo
F:C®(G) c C(G) —R (549)

g(t) — /G Lt g(t), drg(t), d2g(t), ... ¥ g(t))dt. (550)

en donde dMc(t) = C‘ft—]jvc(t), G C RY un abierto, C(G) es el espacio de Banach de funciones
continuas en Gy C®(G) el espacio de las funcionas evaluadas cuyas derivadas de cualquier
orden son continuas en GG y pueden ser extendidas continuamente a la cerradura de G, con

L : G x RN*! de clase C'. Para ello, se toma

O(1) = [ L(t, c(t) + T0c(t), dyc(t) 4+ Tdide(t), dic(t) + Td7dc(t), ..., dNe(t) +7dNoc(t))dt,
(551)
en donde dc(t) € C®(G) con c(t) € C°(G) dada , y se hace la primer variaciéon igual a cero
para minimizar a la funcional, que es lo que se conoce como el principio de accion estacionaria.
Por lo que, la primer variacion igualada a cero da lugar a

0 =6F(c(t);0c(t)) = 0F = /G [Z —8% ( ajgf (Ct)> + aé:: ft)] Se(t)dt, (552)
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en donde, usando el lema fundamental del cdlculo de variaciones B.8, obtenemos que

Y9/ oL, oL,
> 5 (saet) + oy =° (553)

=1

que son las ecuaciones de Fuler-Lagrange.

También existe otra convencion en fisica para funcionales distintas a (550) en la que consiste
en escribir a la primer variaciéon como
OF[f]

F(f30(e —)) = 5z,

y en donde ahora df(z) = ed(x — y) se usa como funcidn de prueba. Entonces, de acuerdo a
B.5, la primer variacién toma la forma

OF(f] _ . FIf+ed(z—y)] - FIf]
= lim ,
5f($) e—0 g
con 6(x — y) la delta de Dirac. Ambas notaciones son usadas indistintamente en donde el
contexto da a indicar qué funciéon de prueba se usa.
Por dltimo, cuando la funcional toma varios argumentos de entrada, esta tltima notacion nos
ayuda a definir respecto a qué entrada o variable se hace la variacion y de esta forma aplicar
directamente las ideas ya discutidas a cualquiera de las entradas de la funcional.

B.2.1. Identidades dtiles en fisica

Sea (M,g) una variedad pseudoriemanniana y F[¢] una funcional Fréchet diferenciable®
Tenemos que las siguientes identidades se cumplen

1. Si Fl¢] = G[¢]H[9] entonces 214 = 29U i) 1 Glg) 2118

2. si F¢] = [(¢(x))"dx entonces 6¢([¢; =n(o(y))" L.

3. Si F' = F[G[g]] entonces L8 — §(F 0 G)(¢;6(x — y)) = 6F(G;0G(;6(x — y)))-

4. Si F[g] = ¢(x) entonces 54 = §(x — y).

5. 0y/—g = ag#,, (59’“’ = —%gu,ﬂ/—gég“l’ con /—g el determinante del tensor métrico y g,
sus componentes.

6. ¢""0R,, = -V, V,09" + ¢,05g" con O = V'V, vy R, el tensor de Ricci.

En general, el tema de la derivada funcional, derivada de Fréchet, etcétera es parte de lo
conoce como andlisis funcional el cual se puede abordar de muchas formas. Para una discusion
a profundidad sobre espacios de Banach se pueden revisar [115] y [116], donde este tltimo incluye
aplicaciones a la fisica. Una introducciéon a las derivadas de Fréchet y Gateaux se encuentra en
[117]. Para una discusion en anélisis funcional y calculo variacional, desde un punto de vista
matematico con aplicaciones, se pueden ver [118]|[119][120] y para una discusién menos rigurosa
y hecha desde un punto de vista fisico se pueden ver [121] y |122].

20Para, escribir las relaciones se usaran las dos notaciones vistas para la derivada funcional indistintamente pues
en muchos casos, como los que se van a listar, ambas notaciones llevan a los mismos resultados
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C. Sistemas dindmicos

A continuacién se presentan las definiciones y teoremas bésicos para el estudio de sistemas
dindmicos desde un punto de visto no riguroso.

Sean x = (x1,xa,...,7,) €  C R" un conjunto de coordenadas y f : Q@ — €. Un sistema
dindmico autonomo tiene la forma

% = £(x) = (1), s ful)). (554)

A continuacion, se presentan las definiciones y teoremas usados para analizar la estabilidad del
sistema dindmico las cuales son validas en las regiones donde f es continua 2.

Definicion C.1. Sea x = f(x) un sistema dindmico auténomo?®?. Decimos que Xg es un punto
critico o punto de equilibrio siy solo si f(x¢) = 0.

Definicion C.2. Sea xy un punto critico de f(x). Decimos que xg es un punto estable siV e > 0
3 0(e) > 0 tal que, si ¢(t) es una solucion al sistema dinamico que cumple ||9(to) — xo|| < 6
entonces ||¢(t) — xo|| < € V t > to. Un punto inestable es un punto que no es estable.

Definicién C.3. Sea x; un punto critico. Decimos que Xq es asintdticamente estable si 36 > 0
tal que si 9(t) es una solucion del sistema autéonomo y ademdas cumple que |[1(ty) — Xo]| < d
entonces lim; . (1) = xq 23.

Definicién C.4. Sea xy un punto critico f una funcién suficientemente suave. Definimos la

matriz de estabilidad de x¢ como
J = (8f i > .
X0

8xj
Definicién C.5. Sea xy un punto critico. Decimos que xq es un punto hiperbolico siV w € C
eigenvalor de la matriz de estabilidad J de x( se cumple que Re(w) # 0. Si al menos uno de los
eigenvalores tiene parte real igual a cero entonces el punto es no hiperbolico.

Teorema C.6. Sea X, un punto critico y sean {w; };cs los eigenvalores de la matriz de estabilidad
J de X0-

1. xo es un punto inestable o repulsor si Re(w;) > 0V w;.
2. Xp es un punto asintdticamente estable o atractor si Re(w;) < 0V w;.
3. Decimos que xq es un punto silla si 3 wy,ws tal que Re(w;) > 0y Re(ws) < 0.

4. Si xg es un punto no hiperbélico entonces no podemos decir nada sobre su estabilidad a
través de los eigenvalores de J.

A esta clasificacion de la estabilidad de xq se le llama teoria de estabilidad lineal. Como se puede
observar del punto 4, la teoria de estabilidad lineal no funciona para puntos no hiperbolicos.

2l'En general f puede ser discontinua y presentar divergencias, sin embargo en fisica es usual que esta sea
continua.

22De aqui en adelante en este apéndice se trabajara con el sistema auténomo x = f(x) por lo cual esta frase
serd omitida en las siguientes definiciones y teoremas.

23Todo punto asintéticamente estable es estable.
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El teorema anterior nos permite determinar facilmente la estabilidad de puntos hiperbolicos
pero no nos dice nada sobre puntos no hiperboélicos. Para ver la estabilidad de estos tltimos hay
diferentes métodos, entre ellos hay dos bastante ttiles llamados método de Lyapunov y teoria
de variedad centro.

Definiciéon C.7. Sea xy un punto critico. Definimos la funcion de Lyapunov de xq como una
funcion V : U C R®™ — R con U(xp) una vecindad de xq y de clase C! que cumple

1. V(x) > V(xo).
2. V(x) <0V x e U(xp).
Esta ultima condiciéon se puede escribir como VV - f(x) < 0.

Teorema C.8. Sea x( un punto critico. Si existe V' la funcion de Lyapunov de x, tal que
V' < 0 entonces X es estable. Si existe V' la funcion de Lyapunov de xg y V' < 0 entonces xg es
asintoticamente estable.

Definicién C.9. Sean x; € 2 C R"™ un punto critico y J la matriz de estabilidad de xq.
Consideramos a {e, ...,es} como los eigenvectores de J con eigenvalores asociados con parte
real negativa, {es.1, ..., €51, } como los eigenvectores de J con eigenvalores asociados con parte
real positiva, y a {€s1u11, ..., €stutre) cOmo los eigenvectores de J con eigenvalores asociados con
parte real igual a cero tal que s + ¢ +u = n. Entonces podemos escribir
R" =E° @ E" ¢ E°,

en donde E* = span{ey, ..., e}, E* = span{egi1, ..., €514} v E¢ = span{esiyi1, ..., €spurc SON
los espacios estable, inestable y centro respectivamente.
Observacion. Si K" # & entonces el punto critico xg no puede ser estable independientemente
si es hiperbdlico o no.

La teoria de variedad centro nos ayuda a analizar la estabilidad del punto critico no hiper-
boélico xg¢ con la consideracién E* = @.

Teorema C.10. Sean x = f(x) un sistema dindmico auténomo y x, un punto critico y J la
matriz de estabilidad de x¢. Si E* = & entonces existe un cambio de coordenadas que nos
permite escribir al sistema dindmico como

z=Az+ g(z,w), (555)
w = Bw + h(z,w), (556)
con (z,w) € R x R* y tal que
4(0,0) = h(0,0) = Vg(0,0) = VA(0,0) = 0,

con A una matriz ¢ X ¢ con eigenvalores con parte real igual a cero y B una matriz s X s con
eigenvalores con parte real negativa.

Definiciéon C.11. Consideremos un sistema dindmico auténomo escrito en la forma de (555).
Una variedad centro es un espacio geométrico el cual puede ser escrito localmente como

C" = {(z,w) € R° x R¥|w = L(z), para |x| < § con L(0) =0, VL(0) = 0},

tal que 0 es un nimero pequeno y L(z) una funciéon analitica, simplemente valuada y acotada
en todas sus derivadas.
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Teorema C.12. Six = f(x) es un sistema autonomo que se pueda escribir como (555), entonces
siempre existe una variedad centro para este sistema dinamico y su dindmica queda restringida
a la variedad centro a través del campo vectorial

u= Au+ g(u, L(u)). (557)
con u € R suficientemente pequeno.

Teorema C.13. Si la soluciéon de (557) es estable (inestable) entonces la solucion del sistema
dindmico escrito como (555) es estable (inestable). Mas atn, si la solucion de (557) es estable
entonces, si (z(t), w(t)) es solucion de (555) con (z(0), w(0)) pequeno, entonces u(t) es solucion
de (557) tal que al tomar t — oo y 7 > 0 entonces

z(t) = u(t) + Ofe ),
w(t) = L(u(t)) + O(e™).

Observacion. La funcion L(z) no puede ser cualquier funcion arbitraria sino que debe de satis-
facer la ecuacion diferencial

N(L(z)) = VL(z) [Az + g(z, L(z))] — BL(z) — h(z, L(z)) = 0. (558)

Teorema C.14. Sea ¢ : R® — R® una funcion de clase C* tal que ¢(0) = V¢(0) = 0 y tal
que N(¢(z)) = O(|z|?), con ¢ > 1y z — 0. Entonces

|L(z) — 6(2)| = O(|2]"),
con |z| — 0.

Este ultimo teorema nos dice que conocer de manera aproximada a la variedad centro nos da
la misma informacién sobre la estabilidad del sistema dinamico original que la solucién exacta.
Esto es de gran utilidad pues a la hora de hacer las cuentas podemos proponer una expansion
en serie Taylor de L(z) alrededor de cero, e insertar esta expansion en (558) y asi analizar la
estabilidad del punto no hiperbolico xq.

Para una discusi6on matematica mas a fondo sobre sistemas dindmicos se puede consultar
[123] v [90], para una discusion no tan rigurosa y con muchos ejemplo aplicados a cosmologia
se puede ver [86].
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