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Resumen

En esta tesis se propusieron a los valores débiles como nuevas herramientas matemáticas para
el estudio de correlaciones cuánticas en estados generales. Para lograr esto, primero se hizo una
revisión general de los dos conceptos por separado: valores débiles y correlaciones cuánticas. Sobre
esta base teórica se realizó el trabajo original de esta tesis partiendo de la llamada correlación débil
definida en [1] como

Cw
ÂB̂

= 〈ÂB̂〉w − 〈Â〉w 〈B̂〉w , (1)

donde 〈Ŝ〉w representa el valor débil del operador Ŝ.
Primero se generalizó el criterio de enredamiento para dos partículas en un estado puro esta-

blecido en el mismo artículo a un criterio de enredamiento bipartito para n partículas también en
un estado puro. Este resultado sentó las bases para utilizar a los valores débiles en el estudio del
enredamiento en estados puros e hizo surgir la pregunta acerca de su posible uso en el estudio de
correlaciones generales en estados mezcla. El segundo resultado central de esta tesis se obtuvo al
abordar esta pregunta mediante la generalización de la ecuación (1) de dos formas no equivalentes,
estudiando la relación entre ambas y su utilidad para la medición de discordia cuántica. Estos
resulados se presentan en el capítulo 2.

En este camino a la generalizacón de (1) a estados mezcla, se estudiaron los valores débiles
en estados generales y a su vez se generalizaron algunas de las propiedades que presentaban para
el caso de estados puros. Estos resultados se presentan en el capítulo 1 como continuación de la
teoría de valores débiles para estados puros ya establecida.

Se probó que en efecto es posible detectar discordia de manera sencilla con las generalizaciones
de (1) en estados mezcla, así se pudieron desarrollar dos criterios de correlaciones cuánticas gene-
rales (uno por cada generalización). Al final, se logró relacionar uno de los criterios de discordia
establecidos en este trabajo con el criterio desarrollado por Guo en [2], reforzando los resultados
de esta tesis y a su vez, la utilidad de los valores débiles en el estudio de correlaciones cuánticas
de manera teórica.
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Introducción

Como bien se sabe, una característica esencial que presentan los sistemas cuánticos es la capa-
cidad de estar correlacionados de formas inaccesibles para sistemas clásicos. La primer correlación
cuántica conocida desde 1935, y que ha sido la más estudiada en los últimos años es el entrela-
zamiento. Esta correlación se convirtió en un recurso físico muy importante que ha producido un
cambio constante en teorías como la computación y la información cuántica, permitiendo diversas
aplicaciones prácticas [3][4]. En el ámbito teórico, el enredamiento ha sido centro de muchos de-
bates de naturaleza fundamental. Incluso, se ha llegado a considerar al entrelazamiento como el
rasgo característico de la mecánica cuántica, trayendo consigo conceptos como el de no localidad
[5][6]. Es por ello que el estudio de estados enredados es de suma importancia en la mecánica
cuántica, pues no solo permite aplicaciones prácticas, sino también permite entender y avanzar a
nivel fundamental sobre esta teoría.

Aún más, recientemente se ha encontrado que el enredamiento no es la única correlación no
clásica que puede existir en un sistema cuántico compuesto. Hoy es bien reconocido que existen
distintas nociones de correlaciones cuánticas en estados mezcla [7], y en general estas son englobadas
por la discordia cuántica [8][9]. La consideración del enredamiento como rasgo fundamental
de la mecánica cuántica puede entonces extenderse a correlaciones más generales sin equivalente
clásico. El entendimiento de estas correlaciones trae luz sobre las características fundamentales
que distinguen el mundo cuántico del mundo clásico [7] y la discordia de los estados cuánticos ha
servido para aplicaciones en criptografía, computación cuántica y metrología, entre otros [10].

El objetivo de esta tesis, es entonces, dar herramientas matemáticas para determinar teórica-
mente si un estado dado posee correlaciones cuánticas. En la literatura se han desarrollado distintas
formas de hacerlo, por ejemplo para el enredamiento, en [11][4][12] se pueden encontrar algunos
criterios y medidas basados en testigos de enredamiento, operadores positivos, descomposición de
Schmidt, etc. Para correlaciones distintas del enredamiento, existen criterios basados en de la dis-
cordia cuántica, y algunas de ellas se pueden encontrar en [6][7]. La novedad de este trabajo será
la utilización de valores débiles en la detección teórica de correlaciones no clásicas.

Los valores débiles fueron introducidos por primera vez en 1988 por Aharanov, Albert y Raid-
man [13]. Se introdujeron junto con la idea de medición débil como herramienta para entender las
propiedades de un sistema cuántico a lo largo de su evolución entre un estado inicial y otro final, y
posteriormente se han encontrado diversas aplicaciones prácticas de estas cantidades [14][15]. En
la teoría han servido para explicar aspectos fundamentales, como la determinación de trayectorias
bohmianas [16], y han traído a discusión diversas paradojas de origen interpretativo [15][17]. Un
aspecto central para el aprovechamiento práctico de los valores débiles, es que a pesar de ser canti-
dades complejas, su parte real e imaginaria pueden ser medidas en el laboratorio. Esta propiedad
invita a utilizar a los valores débiles en el estudio de otras cantidades, que en lo que a esta tesis
concierne, se enfocan en establecer criterios de correlaciones cuánticas, con la perspectiva de que
en trabajos futuros se exploren a detalle las formas de medir las cantidades matemáticas aquí
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presentadas mediante experimentos. Recientemente, en [1] se ha empleado el formalismo de valo-
res débiles para desarrollar un criterio de enredamiento en sistemas de dos partículas en estados
puros. Motivados por esos resultados, y como parte del objetivo de la tesis, buscaremos generalizar
el criterio de enredamiento desarrollado en [1] en dos direcciones. La primera es la de extender el
sistema de dos partículas a sistemas compuestos de n partes en un estado puro, y la segunda se
refiere a considerar sistemas bipartitos en estados mezcla. El desarrollo de dichas generalizaciones
nos permitirá evaluar la utilidad de la llamada correlación débil, definida en [1], para certificar
la existencia de correlaciones cuánticas en un estado arbitario.

Para comenzar, en las secciones 1.1 y 1.2, se presenta un resumen de lo que son las mediciones
débiles y cómo es que los valores débiles aparecen en este contexto. Se discutirá el significado de
estos valores débiles y algunas de sus propiedades. Después, en la sección 1.4 y 1.5 se abordará el
tema de las correlaciones no clásicas. Se revisará el concepto de enredamiento, comentando algunos
de los principales criterios que permiten detectarlo. Se enfatizará que el enredamiento no es la única
correlación sin análogo clásico, lo que dará pie a introducir la idea de correlaciones cuánticas en
estados separables.

Una vez presentadas en el capítulo 1 las dos nociones centrales para esta tesis, la de valores
débiles y la de correlaciones cuánticas, se presentará el trabajo original de la tesis en el capítulo 2,
donde se utilizarán los valores débiles para estudiar correlaciones cuánticas en estados generales.
Primero, en la sección 2.1 se estudia y generaliza el criterio desarrollado en [1] para n partículas
en estados puros. Con esto se mostrará la utilidad de los valores débiles en la detección de enre-
damiento para estados puros. Una vez desarrollado el criterio para estos estados, a partir de la
sección 2.2 se analizarán dos generalizaciones para estados mezcla de la correlación débil y se dis-
cutirá su capacidad para determinar la existencia de correlaciones cuánticas en estados generales.
Finalmente, en el último capítulo resumiremos los resultados más importantes obtenidos en esta
tesis, presentando conclusiones y el posible alcance de las cantidades aquí desarrolladas.
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Capítulo 1

Introducción a los valores débiles y a las
correlaciones cuánticas

1.1. Teoría de la medición y valores débiles

1.1.1. Mediciones proyectivas
El objetivo de estas primeras secciones es estudiar la teoría de mediciones débiles de manera

general y en particular entender qué son y cómo surgen los llamados valores débiles. Sin embargo,
para introducir el concepto de las mediciones débiles, es necesario primero hablar de las mediciones
proyectivas (mediciones usuales en mecánica cuántica), que es lo que se hará a continuación,
basándonos en el artículo [17].

En una medición ideal el objeto a medir es un sistema S que se encuentra en un estado |s〉, al
que se le quiere medir un observable Ŝ cuyos eigenestados forman una base completa ortonormal
{|si〉} con respectivos eigenvalores {si}. A partir de aquí es necesario postular tres reglas para
continuar [17]:

Regla No.1 : Los resultados de las mediciones son eigenvalores si del operador Ŝ.

Regla No.2: La probabilidad de medir si dado que el sistema está en |s〉 es:

P (si| |s〉) = | 〈si|s〉 |2 = 〈s| (|si〉 〈si|) |s〉 = 〈s|si〉 〈si|s〉 = | 〈s|si〉 |2. (1.1.1)

Regla No. 3: Después de la medición, si el resultado fue si, el sistema queda entonces en el
estado |si〉.

Estas reglas están escritas para estados puros, por lo que para describir una medición ideal en
un estado mezcla, es necesario reescribir lo anterior en términos del formalismo de la matriz de
densidad.

En general, considérese un sistema que tiene probabilidad wa de estar en el estado |s(a)〉. Usando
el formalismo de matrices de densidad, el estado del sistema puede ser descrito como

ρ̂0 =
∑
a

waP̂s(a) =
∑
a

wa |s(a)〉 〈s(a)| , (1.1.2)

con P̂s(a) el proyector en el estado |s(a)〉 y wa ≥ 0 tal que ∑awa = 1.
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La regla 1 no se ve modificada pues es independiente del estado del sistema. Sin embargo, la
regla 2 se traduce a la siguiente probabilidad de medir si dado que S está en el estado ρ̂0:

P (si|ρ̂0) =
∑
a

waP (si| |s(a)〉) =
∑
a

wa| 〈s(a)|si〉 |2. (1.1.3)

La regla anterior, desde luego, contiene la regla para estados puros (1.1.1) tomando wk = 0 si k 6= j
y wj = 1. La relación (1.1.3) se suele reescribir en la siguiente forma:

P (si|ρ̂0) =
∑
a

wa 〈si|s(a)〉 〈s(a)|si〉 = 〈si|
(∑

a

wa |s(a)〉 〈s(a)|
)
|si〉 = 〈si| ρ̂0 |si〉 . (1.1.4)

De aquí, usando que los estados {|si〉} son ortonormales se encuentra

P (si|ρ̂0) = 〈si| ρ̂0 |si〉 =
∑
j

〈sj|si〉 〈si| ρ̂0 |si〉 〈si|sj〉

= Tr(P̂si ρ̂0P̂si) = Tr(P̂si ρ̂0), (1.1.5)

donde en la última igualdad se usó que la traza es cíclica y que los proyectores son idempotentes.
Por último, la regla 3 establece cómo cambia el estado después de medir. Primero, si el eigenvalor

medido fue si entonces la matriz de estado se transforma a

ρ̂0 −→ ρ̂1(|si) = P̂si ρ̂0P̂si
P (si|ρ̂0) , (1.1.6)

ecuación que es llamada regla de Luder. Usando la ecuación (1.1.4) se obtiene

ρ̂1(|si) = |si〉 〈si| ρ̂0 |si〉 〈si|
P (si|ρ̂0) = |si〉 〈si| , (1.1.7)

es decir, independientemente de si el estado inicial es mixto o puro, si se registra un eigenvalor si de
Ŝ, el estado resultante del sistema al finalizar la medición siempre será el eigenestado asociado a si.
En el caso de eigenvalores degenerados, simplemente se reemplazan los proyectores sobre estados
no degenerados por proyectores sobre el subespacio generado por los eigenvectores asociados al
eigenvalor degenerado.

Por otro lado, al permitir estados mezcla, podemos considerar una medición en la que por alguna
razón no se registren los eigenvalores resultantes, entonces el estado después de esta medición se
puede escribir como

ρ̂1 =
∑
i

P (si|ρ̂0)ρ̂1(|si), (1.1.8)

donde ρ̂1(|si) es el estado después de una medición condicionada, dado por la ecuación (1.1.6). La
ecuación (1.1.8) refleja el hecho de que al desconocer los eigenvalores medidos, no se sabe en qué
estado ha quedado el sistema, por lo que para describirlo se utiliza una suma estadística sobre
los estados resultantes posibles, quedado así un estado mezcla. Usando la regla de Luder en la
ecuación (1.1.8) se obtiene

ρ̂1 =
∑
i

P̂si ρ̂0P̂si . (1.1.9)

En resumen, las reglas más generales sobre mediciones ideales empleando el formalismo de la
matriz de densidad se pueden enunciar como:
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Regla No.1 : Los resultados de las mediciones son eigenvalores si del operador Ŝ.

Regla No.2: La probabilidad de medir si dado que el sistema está en ρ̂0 es:

P (si|ρ̂0) = Tr(P̂si ρ̂0). (1.1.10)

Regla No. 3: Después de la medición, si el resultado fue si, el sistema queda entonces en el
estado

ρ̂1(|si) = P̂si ρ̂0P̂si
P (si|ρ̂0) , (1.1.11)

si no se registra el resultado entonces el sistema queda en el estado

ρ̂1 =
∑
i

P (si|ρ̂0)ρ̂1(|si). (1.1.12)

Estas reglas rigen el esquema usual de medición en mecánica cuántica. A continuación habla-
remos un poco sobre un modelo de medición ancilla e introduciremos las mediciones débiles más
adelante.

1.1.2. Un modelo de medición (esquema ancilla 1)
Hasta ahora se ha hablado solamente de lo que sucede con el estado al medirlo, pero no se

ha estudiado ningún aspecto sobre la medición en sí misma. Para hablar de ello se suele usar el
siguiente modelo [17].

Considérese un sistema S y su correspondiente espacio de Hilbert HS con una base {|si〉} de
eigenestados de un observable Ŝ (el observable de interés del sistema). Inicialmente S está en el
estado ρ̂0, al cual llamaremos estado de preselección.

Ahora, además de considerar al sistema aislado, consideraremos un medidor (indicador) M que
va a ser lo que mida al sistema. En este caso M también se modela como un sistema cuántico con
su espacio de Hilbert asociado HM , y su estado inicial es µ̂0 = |m0〉 〈m0|. S y M conforman un
sistema total τ en un espacio de Hilbert Hτ = HS⊗HM . El estado inicial entonces en este espacio
es

τ̂0 = ρ̂0 ⊗ µ̂0. (1.1.13)
Consideramos ahora que M y S interactúan por un cierto tiempo : desde t−ε donde el medidor y el
sistema comienzan a interactuar hasta el tiempo t+ε, donde la interacción finaliza. El hamiltoniano
que describirá la evolución del sistema se puede escribir como

Ĥ = ĤS + ĤM + Ĥint (1.1.14)

con ĤS el hamiltoniano que describe la evolución libre de S, ĤM la de M y Ĥint la interacción entre
los dos. En el esquema de interacción, el hamiltoniano se puede escribir Ĥ = Ĥint. Adicionalmente
pedimos que la interacción entre S y M no modifique el observable Ŝ del sistema; esto significa que
Ŝ es una cantidad conservada a lo largo de la evolución, es decir

[Ĥ, Ŝ] = 0. (1.1.15)
1Este esquema de medición recibe su nombre debido al uso de un medidor como un sistema ancilla (auxiliar) en

la medición. Ancilla en latín significa esclava o sirvienta.
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Tomando ĤS ∼ Ŝ, la condición (1.1.15) se cumple eligiendo Ĥint(t) = k(t)Ŝ⊗ N̂ , donde k(t) es un
parámetro que mide la intensidad y duración de la interacción y N̂ es un observable del medidor.

De esta forma la evolución de τ̂0 estará dada por el operador de evolución Û :

Û = exp(−i
~

∫ t+ε

t−ε
dt′Ĥint(t′)) = exp(−i

~
gŜ ⊗ N̂), (1.1.16)

donde g es la constante de acoplamiento y está dada por,

g =
∫ t+ε

t−ε
k(t′)dt′. (1.1.17)

Para g pequeña la interacción es débil, mientras que para g grande la interacción es fuerte. Al
proceso en el cual el indicador y el sistema interactúan y evolucionan vía la evolución temporal
unitaria Û definida por el hamiltoniano Ĥint se le llamará premedición.

La evolución para este tipo particular de hamiltoniano producirá un cambio en el estado tal
que:

Û(|si〉 ⊗ |m0〉) = |si〉 ⊗ exp(
−igsi
~

N̂) |m0〉 = |si〉 ⊗ |mi〉 , (1.1.18)

de tal manera que los estados |mi〉 (no necesariamente eigenestados de N̂) del medidor M etiquetan
a los eigenestados |si〉 de Ŝ. De esta forma, suponiendo que el sistema a medir está inicialmente
en el estado |s〉 = ∑

i ci |si〉, con ci = 〈si|s〉, aplicando la transformación unitaria al sistema total
se obtiene

Û(|s〉 ⊗ |m0〉) =
∑
i

ci |si〉 ⊗ |mi〉 . (1.1.19)

Nótese que si bien a cada |si〉 se le asocia un |mi〉, puede suceder que como 〈mi|mj〉 6= 0 (i 6= j) en
general (como los estados {|mi〉} no necesariamente son eigenestados de N̂ , puede haber traslape
entre ellos), entonces el sistema puede ser encontrado en el estado |si〉 tanto si el medidor está en
|mi〉 como si está en |mj〉.

Continuando con el desarrollo, la matriz de densidad del sistema completo tras la premedición
es:

τ̂1 = Û (ρ̂0 ⊗ µ̂0) Û †

= Û
(
|s〉 |m0〉 〈s| 〈m0|

)
Û †

=
∑
i,j

ci |si〉 |mi〉 c∗j 〈sj| 〈mj|

=
∑
i,j

〈si|s〉 |si〉 |mi〉 〈s|sj〉 〈sj| 〈mj|

=
∑
i,j

|si〉 |mi〉 〈si| ρ̂0 |sj〉 〈sj| 〈mj|

=
∑
i,j

|mi〉 |si〉 〈si| ρ̂0 |sj〉 〈sj| 〈mj|

=
∑
i,j

P̂si ρ̂0P̂sj |mi〉 〈mj| ,

(1.1.20)

donde usamos que ρ̂0 = |s〉 〈s| y P̂sk es el proyector en el estado |sk〉.
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Para determinar cómo evolucionó el sistema individual S se traza parcialmente sobre M con los
eigenestados de N̂ , {|ni〉}, obteniendo el estado:

ρ̂1 = TrM τ̂1

=
∑
k

〈nk|

∑
i,j

P̂si ρ̂0P̂sj |mi〉 〈mj|

 |nk〉
=
∑
i,j

∑
k

〈mj|nk〉 〈nk|mi〉 P̂si ρ̂0P̂sj

=
∑
i,j

〈mj|mi〉 P̂si ρ̂0P̂sj .

(1.1.21)

Notemos ahora que si no hay traslape entre los estados {|ml〉}, es decir, si 〈mj|mi〉 = δi,j, entonces:

ρ̂1 =
∑
i

P̂si ρ̂0P̂si , (1.1.22)

que es la ecuación (1.1.8) usando la regla de Luder. Como se puede ver entonces, el permitir en
este esquema que 〈mj|mi〉 6= 0 para i 6= j, generaliza a las mediciones proyectivas reduciéndose a
éstas cuando 〈mj|mi〉 = δij.

Después de acoplar el sistema y el medidor, de la ecuación (1.1.19) se puede ver que cada estado
|si〉 está relacionado con al menos un |mi〉 por lo que es posible inferir información sobre el sistema
S a partir de lo que marca el medidor M. Entonces para conocer información sobre el sistema S
hay que medir proyectivamente M. Según la regla 3, ec. (1.1.11), después de una medición ideal
(proyectiva) de N̂ sobre M donde se registró el valor nk, denotando la identidad en el espacio HS

como ÎS, el estado total τ̂1 se transforma en:

τ̂1(|nk) = (ÎS ⊗ P̂nk)τ̂1(ÎS ⊗ P̂nk)
P (nk|τ̂1) , (1.1.23)

por lo que el sistema S está entonces en el estado

ρ̂1(|nk) = TrM τ̂1(|nk)

= 1
P (nk|τ̂1)

∑
j

〈nj|nk〉 〈nk| Û(ρ̂0 ⊗ µ̂0)Û † |nk〉 〈nk|nj〉

= 1
P (nk|τ̂1) 〈nk| Û(ρ̂0 ⊗ µ̂0)Û † |nk〉

= 1
P (nk|τ̂1) 〈nk| Û |m

0〉 ρ̂0 〈m0| Û † |nk〉

= 1
P (nk|τ̂1)Kkρ̂0K

†
k,

(1.1.24)

donde los operadores Kk = 〈mk| Û |m0〉 son los operadores de Kraus [3], o en este contexto opera-
dores de medición.

Como se puede ver en este esquema de medición indirecta, el haber encontrado el valor nk en
el medidor, permite obtener el estado (1.1.24) del sistema S condicionado a haber obtenido nk;
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siendo esta la idea central en el esquema de ancilla: medir indirectamente el sistema S através del
medidor. Este protocolo de medición se muestra en la figura 1.1, donde se esquematizan los pasos
en los que consiste una medición en el esquema ancilla.

Por último también es interesante notar que si no registramos el valor de la medición proyectiva
en M entonces el estado del sistema ρ̂1 será:

ρ̂1 =
∑
k

P (nk|τ̂1)ρ̂1(|nk) =
∑
k

〈nk| Û(ρ̂0 ⊗ µ̂0)Û † |nk〉 = TrM(τ̂1), (1.1.25)

que es justamente la matriz obtenida para el sistema, después de hacer la premedición, ec. (1.1.21).
Esto último muestra que en contraste con la ecuación (1.1.24), si no nos importa el resultado de
la medición proyectiva, entonces aunque proyectemos el estado del medidor, el sistema no va a
cambiar de estado. 2.

Figura 1.1: Representación esquemática del protocolo de medición ancilla. Se considera el estado inicial del
sistema(S)-medidor(M) τ̂0 = ρ̂0 ⊗ µ̂0. Primero se hacen interactuar a S y M mediante un operador unitario Û ,
proceso llamado premedición. Después, para obtener información del sistema se realiza una medición proyectiva
sobre el medidor. Finalmente, el estado de S correspondiente al eigenvalor nk del medidor (resultado de la medición
proyectiva) se obtiene trazando sobre los estados de M.

1.1.3. Mediciones débiles en el esquema ancilla
Ahora pasaremos a un caso particular del esquema ancilla considerando que la interacción entre

el sistema S y el medidor M es débil[17]. Esto es lo que se conoce como mediciones débiles y en
ellas, más adelante, aparecerán los valores débiles que serán una cantidad central en este trabajo.

Se comienza tomando de nuevo el sistema total (sistema-medidor) en el estado inicial:

τ̂0 = ρ̂0 ⊗ µ̂0. (1.1.26)
2Esta reflexión refuerza la interpretación de un estado cuántico como la información, conocimiento o creencia

que un observador tiene sobre el sistema
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La evolución del sistema estará dada de nuevo por Û escrita en la ecuación (1.1.16). Para simplificar
las cuentas se define X̂ = gŜ⊗ N̂ . Ahora consideramos que g es suficientemente pequeña para que
la aproximación

Û = exp(−i
~
X̂) ≈ 1− i

~
X̂ − X̂2

2~2 (1.1.27)

sea válida. De esta forma el estado del sistema total tiene la siguiente forma después de la evolución

τ̂1 = Û τ̂0Û
†

≈ (1− i

~
X̂ − X̂2

2~2 )τ̂0(1 + i

~
X̂ − X̂2

2~2 )

= τ̂0 + i

~
τ̂0X̂ −

1
2~2 τ̂0X̂2 − i

~
X̂τ̂0 + 1

~2 X̂τ̂0X̂ −
1

2~2 X̂
2τ̂0 +O(X̂3)

= τ̂0 + i

~
[τ̂0, X̂]− 1

2~2 [[τ̂0, X̂], X̂].

(1.1.28)

La ecuación anterior es un caso particular de la ecuación (1.1.20) en donde se considera una
interacción suficientemente débil para poder quedarse con la expansión de la exponencial hasta
orden g2. Trazando parcialmente sobre el medidor obtenemos el estado de S tras la premedición
(hasta orden g2) :

ρ̂1 = TrM τ̂1 = TrM(τ̂0 + i

~
[τ̂0, X̂]− 1

2~2 [[τ̂0, X̂], X̂]). (1.1.29)

Notando que TrM τ̂0 = ρ̂0, y recordando que la única parte del operador X̂ que actúa sobre los
estados del medidor es N̂ , podemos calcular los otros dos términos

TrM [τ̂0, X̂] = gρ̂0ŜT rM(µ̂0N̂)− gŜρ̂0TrM(N̂ µ̂0) = g[ρ̂0, Ŝ]〈N̂〉0, (1.1.30)

y

TrM [[τ̂0, X̂], X̂] = gTrM(τ̂0X̂2 − 2X̂τ̂0X̂ + X̂2τ̂0)
= g2ρ̂oŜ

2〈N̂2〉0 − 2g2Ŝρ̂0Ŝ〈N̂2〉0 + g2Ŝ2ρ̂0〈N̂2〉0
= g2[[ρ̂0, Ŝ], Ŝ]〈N̂2〉0,

(1.1.31)

donde 〈·〉0 denota el valor medio en el estado inicial. De esta forma, sustituyendo en (1.1.29)
obtenemos

ρ̂1 = ρ̂0 + ig

~
[ρ̂0, Ŝ]〈N̂〉0 −

g2

2~2 〈N̂
2〉0[[ρ̂0, Ŝ], Ŝ]. (1.1.32)

Esta ecuación muestra la corrección del estado inicial de S a primer y segundo orden en g; se
nota que a medida que la interacción entre el sistema y medidor es más débil (si g es más y más
pequeña), entonces el estado del sistema a medir casi no cambia, que es lo esperado.

Por último se muestra cómo es el traslape entre los estados |mi〉 del medidor, definidos a partir
de la ecuación (1.1.18). Para ello consideramos el elemento de matriz

〈si| ρ̂1 |sj〉 = 〈si| ρ̂0 |sj〉
[
1 + ig

~
(si − sj)〈N̂〉0 −

g2

2~2 〈N̂
2〉0(si − sj)2

]
, (1.1.33)
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donde se usó que |si〉 es eigenestado de Ŝ con eigenvalor si. De esta forma comparando con el
correspondiente elemento de matriz obtenido a partir de la ecuación (1.1.21), encontramos que el
traslape de los estados del medidor es :

〈mi|mj〉 = 1 + ig

~
(si − sj)〈N̂〉0 −

g2

2~2 〈N̂
2〉0 (si − sj)2. (1.1.34)

En esta última ecuación se observa explícitamente cómo los estados del medidor en general no
son ortogonales, y a medida que g tiende a cero (sin llegar a ser cero, pues en ese caso no hay
premedición y por lo tanto M y S están desacoplados de tal forma que no se puede obtener la
ecuación 1.1.34), entonces 〈mi|mj〉 → 1 para toda i y j, por lo que los estados del medidor son
cada vez menos distinguibles entre sí, lo que reduce la capacidad de determinar el estado de S.

Las observaciones anteriores sobre las ecuaciones (1.1.32) y (1.1.34) son las características más
destacadas de una medición débil: a medida que la interacción es menos fuerte se logra no per-
turbar al sistema S, sin embargo, también disminuye la capacidad de extraer información de él a
través del medidor. Un equilibrio adecuado de estas dos situaciones se puede obtener mediante el
control de la intensidad en la interacción entre el sistema y el medidor de tal forma que mediante
muchas repeticiones del mismo experimento se pueda obtener la información deseada del sistema
habiéndolo perturbado mínimamente. Ahora pasamos a ver cómo surgen los valores débiles y cómo
es que estos pueden ser medidos.

1.1.4. Postselección del sistema tras una medición débil.
En la subsección anterior se obtuvo que el estado inicial τ̂0 del sistema total tras una medición

débil se convierte en el estado τ̂1:

τ̂1 = τ̂0 + i

~
[τ̂0, X̂]− 1

2~2 [[τ̂0, X̂], X̂]. (1.1.35)

donde recordamos que X̂ = gŜ ⊗ N̂ . Ahora lo que se hará es medir proyectivamente a S sobre
el estado |f〉; a este proceso se le llama postseleccion, y es el que permitirá el surgimiento de
los valores débiles en las mediciones débiles. Al estado |f〉 se le llama estado de postselección,
es eigenestado de otro observable F̂ del sistema distinto de Ŝ, y es el estado al que S llega al
final de todo el proceso. Este estado, igual que el estado de preselección |s〉, es impuesto por el
experimentador previamente a las mediciones. La postselección junto con la preselección se pueden
pensar como las condiciones iniciales y finales impuestas sobre el sistema S: debe de empezar en
ρ̂0 = |s〉 〈s| y nos interesa al final su proyección sobre |f〉.

Lo que nos interesa es estudiar el estado del medidor después de haber postseleccionado al
sistema S en |f〉. Para ello aplicamos la regla de Luder (1.1.6) a la ecuación (1.1.35), obteniendo
el estado

(P̂f ⊗ ÎM)τ̂1(P̂f ⊗ ÎM)
P (f |τ̂1) , (1.1.36)

y luego trazamos sobre S para obtener la matriz del estado final del medidor, µ̂f . Usando la
ciclicidad de la traza y que los proyectores son idempotentes se obtiene:

10



µ̂f = 1
P (f |τ̂1)TrS[(P̂f ⊗ ÎM)τ̂1], (1.1.37)

donde P̂f es el proyector sobre el estado |f〉 del sistema, ÎM la identidad que actúa sobre HM y
P (f |τ̂1) la probabilidad de obtener el valor f (eigenvalor del observable F̂ ) al medir el sistema dado
que el sistema-medidor está en el estado (1.1.35). En contraste con la ecuación 1.1.23 en donde la
medición proyectiva se realiza sobre el medidor, la postselección es una medición proyectiva sobre
el sistema. En el esquema ancilla, lo que se hizo fue obtener el estado de S a través del medidor,
mientras que en este caso se quiere ver cómo el estado del medidor contiene información de S des-
pués de hacerse una medición proyectiva sobre el sistema. En la figura 1.2 se muestra el protocolo
de medición débil de manera condensada ilustrando las diferencias con lo realizado en el esquema
ancilla, figura 1.1.

Figura 1.2: Representación esquemática de una medición débil. Se considera el estado inicial del sistema(S)-
medidor(M) τ̂0 = ρ̂0 ⊗ µ̂0. Primero se aplica una interacción débil regida por el operador Û dado por (1.1.27),
proceso llamado premedición. Después el estado resultante τ̂1 se somete a una postselección, es decir el sistema S
es proyectado en el estado |f〉. Finalmente, es posible obtener información de S a través del estado del medidor µ̂f .
Para obtener este último estado, se traza sobre los estados de S en el estado postseleccionado.

El cálculo detallado del estado µ̂f tomando el estado inicial ρ̂0 = |s〉 〈s| se presenta en el
Apéndice A (4.1), y el resultado es:

µ̂f = 1
D

[
µ0 + 2g

~
Im

(
〈Ŝ〉wN̂ µ̂0

)
− g2

~2Re
(
〈Ŝ2〉wN̂2µ̂0 − |〈Ŝ〉w|2N̂ µ̂0N̂

)]
, (1.1.38)

con
D =

[
1− g2

~2 〈N̂
2〉0 Re

(
〈Ŝ2〉w − |〈Ŝ〉w|2

)]
. (1.1.39)

Para obtener ese último resultado se ha definido el valor débil de orden n del operador Ŝ como
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〈Ŝn〉w = 〈f | Ŝ
n |s〉

〈f |s〉
, (1.1.40)

y las cantidades

Im(Â) = i

2[Â† − Â], (1.1.41)

Re(Â) = 1
2[Â† + Â]. (1.1.42)

Además se ha supuesto que el valor medio del operador N̂ en el estado inicial µ̂0 es cero.
De la ecuación 1.1.38 se ve que el medidor está relacionado con el sistema a través de los valores

débiles del observable Ŝ. En particular esto permite medir la parte real e imaginaria de 〈Ŝ〉w y
〈Ŝ〉

2
w. Para verlo, consideramos otro observable L̂ del medidor, de tal forma que el valor esperado

de L̂ en el estado µ̂f es:

D 〈L̂〉f = DTr(µ̂f L̂)

= 〈L̂〉0 + 2g
~
Tr

[
L̂Im

(
〈Ŝ〉wN̂ µ̂0

)]
− g2

~2Tr
[
L̂Re

(
〈Ŝ2〉wN̂2µ̂0 − |〈Ŝ〉w|2N̂ µ̂0N̂

)]
,
(1.1.43)

que después de calcular las trazas se puede reescribir como

D 〈L̂〉f = 〈L̂〉0 + ig

~
[
〈Ŝ〉∗w 〈N̂L̂〉0 − 〈Ŝ〉w 〈L̂N̂〉0

]
− g2

2~2

[
〈Ŝ2〉w 〈L̂N̂2〉0 + 〈Ŝ2〉∗w 〈N̂2L̂〉0

]
+ g2

~2 |〈Ŝ〉w|
2 〈N̂L̂N̂〉0 .

(1.1.44)

Por último cambiamos los productos de los operadores por su expresión en términos de conmu-
tadores y anticonmutadores, ÂB̂ = 1

2

(
[Â, B̂] + {Â, B̂}

)
. Después de factorizar y reordenar los

términos adecuadamente podemos separar la parte real e imaginaria de los valores débiles de Ŝ y
Ŝ2 obteniendo la expresión:

D 〈L̂〉f = 〈L̂〉0 + ig

~
[Re〈Ŝ〉w 〈[N̂ , L̂]〉0 − iIm〈Ŝ〉w 〈{N̂ , L̂}〉0]

− g2

2~2 [Re〈Ŝ2〉w 〈{N̂2, L̂}〉0 − iIm〈Ŝ
2〉w 〈[N̂2, L̂]〉0]

+g2

~2 |〈Ŝ〉w|
2 〈N̂L̂N̂〉0 .

(1.1.45)

En esta expresión final, notamos que conociendo los conmutadores y anticonmutadores entre N̂ y
L̂ en principio se puede determinar el valor débil de Ŝ y Ŝ2. Por ejemplo, a orden g basta con elegir
L̂ tal que su conmutador o su anticonmutador con N̂ sea cero para determinar la parte imaginaria
o real de 〈Ŝ〉w (si se conoce de antemano 〈L〉0 y 〈L〉f ), respectivamente. Observamos entonces
que mediante una elección apropiada del operador L̂ del medidor M podemos obtener información
sobre S. Esta información del sistema serán los valores débiles del operador Ŝ.

Sabiendo ahora una forma en la que pueden surgir los valores débiles y habiendo notado su
utilidad por ser cantidades medibles en el laboratorio, llevaremos estas cantidades mas allá de la
teoría de la medición para examinar su posible aplicación en el estudio de correlaciones cuánticas.
Antes de ello veremos algunas de sus propiedades.
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1.2. Introducción a los valores débiles
En el desarrollo anterior se introdujeron los valores débiles, los cuales fueron presentados por

primera vez en 1988 por Aharanov, Albert y Raidman [19]. Fueron introducidos inicialmente,
junto con la idea de medición débil, como una herramienta para entender las propiedades de
un sistema cuántico a lo largo de su evolución entre un estado inicial (preselección) y otro final
(postselección). Como se vio en (1.1.40), el valor débil de orden n asociado al observable Ŝ dado
el estado de preselección |s〉 y el de postelección |f〉, suponiendo que no son ortogonales entre sí,
se define como el siguiente número complejo [13][14]:

〈Ŝn〉w = 〈f | Ŝ
n |s〉

〈f |s〉
. (1.2.1)

Las formas más usuales de introducir los valores débiles son mediante el esquema ancilla como se
vio en la sección anterior, o como una corrección a la probabilidad como se muestra a continuación
[14].

1.2.1. Valores débiles como una corrección a la probabilidad
Considérese un experimento en el que se prepara al sistema S en el estado inicial |s〉. La

probabilidad P0 de detectar a S en el estado final |f〉 está dada por

P0 = | 〈f |s〉 |2. (1.2.2)

Supongamos ahora que antes de hacer la medición se perturba al sistema. Esta perturbación puede
ser descrita por una transformación unitaria Û(ε) = e−iεŜ, con ε un parámetro cuyo sentido físico
depende del sentido físico de Ŝ (por ejemplo, si Ŝ = Ĥ es el hamiltoniano, ε será proporcional al
tiempo). El parámetro ε contiene la intensidad de interacción g descrita en secciones anteriores.
La probabilidad P de medir el estado final |f〉 después de la perturbación es:

P = | 〈f | Û(ε) |s〉 |2. (1.2.3)

Desarrollando la exponencial se obtiene

P = | 〈f | Û(ε) |s〉 |2 = | 〈f | e−iεŜ |s〉 |2

=
∣∣∣ ∞∑
n=0

(−iε)n
n! 〈f | Ŝn |s〉

∣∣∣2, (1.2.4)

que dividido por P0 = | 〈f |s〉 |2, la probabilidad de obtener |f〉 sin perturbar el sistema, resulta en:

P

P0
= |

∞∑
n=0

(−iε)n
n! 〈Ŝn〉w |

2 = |1 +
∞∑
n=1

(−iε)n
n! 〈Ŝn〉w |

2. (1.2.5)

La ec. (1.2.5) muestra que el cambio en la probabilidad de medir el estado de postselección |f〉
está determinado por los valores débiles de orden n, 〈Ŝn〉w. Para perturbaciones débiles se tiene
ε2 ≈ 0 y la ecuación (1.2.5) se reduce a

P

P0
= |1− iε 〈Ŝ〉w |

2, (1.2.6)
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siendo el valor débil 〈Ŝ〉w el que determina completamente (a primer orden) la corrección a P0.
Como se aprecia, esta forma de introducir los valores débiles los muestra desde un punto de vista
diferente, aunque de igual forma está ligada con la probabilidad de medir un cierto estado.

1.2.2. Algunas propiedades de los valores débiles
En esta subsección se estudian algunas propiedades de los valores débiles en general. En lo que

sigue Ŝ es un operador hermitiano que representa algún observable de un sistema S, y 〈Ŝ〉w es su
valor débil (de primer orden) correspondiente, con estados de preselección y postelección |s〉 y |f〉,
respectivamente.
Lo primero a notar de los valores débiles es que son cantidades complejas. En muchos casos se
tratan la parte real y la imaginaria de 〈Ŝ〉w por separado (por ejemplo véase la ecuación (1.1.45)),
por lo que es conveniente estudiar cada parte un poco más.

Primero se observa que tanto la parte real como la imaginaria de 〈Ŝ〉w se pueden escribir en
términos de los siguientes operadores [13]:

Π̂+ = 1
2{P̂f , Ŝ}, (1.2.7)

y

Π̂− = 1
2i [P̂f , Ŝ], (1.2.8)

donde recordemos que P̂f es el operador de proyección en el estado |f〉. Nótese que los operadores
Π̂± son hermitianos si Ŝ también lo es. Suponiendo esto último, se puede escribir:

Re 〈Ŝ〉w = 1
2
[
〈Ŝ〉w + 〈Ŝ〉∗w

]
= 1

2

〈f | ˆ̂
S |s〉
〈f |s〉

+ 〈s| Ŝ |f〉
〈s|f〉


= 1

2

[
〈s|f〉 〈f | Ŝ |s〉
〈s|f〉 〈f |s〉

+ 〈s| Ŝ |f〉 〈f |s〉
〈s|f〉 〈f |s〉

]

=
〈s| 1

2 [P̂f Ŝ + ŜP̂f ] |s〉
| 〈f |s〉 |2

,

(1.2.9)

por lo que

Re 〈Ŝ〉w = 〈Π̂+〉0
| 〈f |s〉 |2

, (1.2.10)

y de forma análoga se obtiene:

Im 〈Ŝ〉w = 〈Π̂−〉0
| 〈f |s〉 |2

, (1.2.11)

donde 〈·〉0 es el valor esperado en el estado |s〉.

A partir de la definición de 〈Ŝ〉w, ec. (1.2.1), notamos que si |s〉 = |si〉, es decir, si el estado de
preselección es eigenestado de Ŝ con eigenvalor si, entonces
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〈Ŝ〉w = Re 〈Ŝ〉w = si. (1.2.12)

Asimismo, si el estado de preselección y postselección coinciden, |s〉 = |f〉, entonces:

Re 〈Ŝ〉w = 〈s|Ŝ|s〉 = 〈Ŝ〉0 y Im 〈Ŝ〉w = 0. (1.2.13)

Por esta razón se puede considerar que los valores débiles son una generalización de los valores
esperados usuales en mecánica cuántica. En relación con esto, la expresión usual del valor esperado
de Ŝ en un estado |s〉 = ∑

i ci |si〉 como 〈s|Ŝ|s〉 = ∑
i |ci|2si, encuentra un análogo en términos de

valores débiles como sigue. Usando la relación de completez de la base {|f〉}, tenemos que

〈s|Ŝ|s〉 = 〈s|
∑
f

|f〉 〈f | Ŝ|s〉 =
∑
f

〈s|f〉 〈f |Ŝ|s〉

=
∑
f

| 〈f |s〉 |2 〈f |Ŝ|s〉
〈f |s〉

,
(1.2.14)

es decir,

〈s|Ŝ|s〉 =
∑
f

P (f | |s〉) 〈Ŝ〉w . (1.2.15)

Esta última ecuación relaciona al valor esperado de Ŝ (en el estado de preselección) con su valor
débil con postselección |f〉 y preselección |s〉 mediante las probabilidades P (f | |s〉) = | 〈f |s〉 |2. En
comparación con la expresión 〈s|Ŝ|s〉 = ∑

i |ci|2si, observamos que en (1.2.15) P (f | |s〉) sustituye
a las probabilidades |ci|2, mientras que los valores débiles 〈Ŝ〉w toman el lugar de los eigenvalores si.

Si se considera ahora al sistema en el estado de preselección |s〉 = |ψ(t)〉 y utilizamos los ele-
mentos de alguna base continua {|φ〉} como postselección, entonces podemos escribir la ecuación
análoga a (1.2.15), recurriendo a la representación φ, como sigue [1].

Observando que la función de onda ψ en la representación φ está dada por ψ(φ, t) = 〈φ|ψ〉,
y que la representación φ del operador Ŝφ, es tal que Ŝφψ(φ, t) = 〈φ|Ŝ|ψ(t)〉, podemos escribir el
valor esperado de Ŝ en el estado |ψ〉 como

〈ψ|Ŝ|ψ〉 = 〈ψ| [
∫
|φ〉 〈φ| dφ]Ŝ |ψ〉

=
∫
〈ψ|φ〉 〈φ|Ŝ|ψ〉 dφ

=
∫
ψ∗(φ, t)Ŝφψ(φ, t)dφ

=
∫
ψ∗(φ, t)ψ(φ, t) Ŝφψ(φ, t)

ψ(φ, t) dφ.

(1.2.16)

Identificando ψ∗(φ, t)ψ(φ, t) con la densidad de probabilidad ρ(φ, t) y

〈Ŝ〉w = 〈φ|Ŝ|ψ〉
〈φ|ψ〉

= Ŝφψ(φ, t)
ψ(φ, t) , (1.2.17)

como el valor débil, se obtiene
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〈ψ|Ŝ|ψ〉 =
∫
ρ(φ, t) 〈Ŝ〉w dφ, (1.2.18)

que es la expresión análoga a la ec. (1.2.15) para una base continua.
Es interesante observar que dado un operador Ŝ hermitiano, su valor esperado 〈Ŝ〉 es real y

por lo tanto, a partir de la ecuación (1.2.18) obtenemos

〈ψ|Ŝ|ψ〉 =
∫
ρ(φ, t)

[
Re 〈Ŝ〉w + iIm 〈Ŝ〉w

]
dφ

=
∫
ρ(φ, t)Re 〈Ŝ〉w dφ,

(1.2.19)

y ∫
ρ(φ, t)Im 〈Ŝ〉w dφ = 0. (1.2.20)

De esta forma, el valor Re 〈S〉w se puede interpretar como el valor φ-local de Ŝ (valor de Ŝ en
cada punto φ) en el espacio φ. Al tomar el promedio de estos valores locales con distribución de
probabilidad ρ(φ, t) se recupera el valor medio 〈Ŝ〉. Un resultado análogo (su versión discreta) a
este y al de los párrafos siguientes se obtiene a partir de la ecuación (1.2.15).

Ahora, para ver el rol que juega la parte imaginaria es necesario considerar valores esperados
de producto de operadores; por ejemplo, consideremos el valor esperado de dos operadores Â y
B̂ hermitianos y que conmutan, así ÂB̂ también es hermitiano. Siguiendo la ecuación (1.2.19) el
valor esperado se escribe como

〈ψ|ÂB̂|ψ〉 =
∫
ρ(φ, t)Re 〈ÂB̂〉w dφ. (1.2.21)

Lo que haremos ahora es escribir el valor esperado (1.2.21) en términos de los valores débiles de Â
y de B̂. Para ello consideramos la diferencia entre Re 〈ÂB̂〉w y Re

(
〈Â〉w 〈B̂〉w

)
, dada por

Re
(
〈ÂB̂〉w − 〈Â〉w 〈B̂〉w

)
= Re 〈ÂB̂〉w −Re 〈Â〉w Re 〈B̂〉w + Im 〈Â〉w Im 〈B̂〉w . (1.2.22)

Definiendo
Cw
ÂB̂

= 〈ÂB̂〉w − 〈Â〉w 〈B̂〉w (1.2.23)

como la correlación débil entre Â y B̂ [1] se puede escribir Re 〈ÂB̂〉w a partir de (1.2.22) como

Re 〈ÂB̂〉w = Re
(
Cw
ÂB̂

)
+Re 〈Â〉w Re 〈B̂〉w − Im 〈Â〉w Im 〈B̂〉w , (1.2.24)

expresión que al sustituirla en (1.2.21) muestra que la parte imaginaria de 〈Â〉w aunque no contri-
buye al valor esperado de Â, sí contribuye en formas bilineales de operadores. La correlación débil
fue definida en [1] mediante la ecuación (1.2.23) para estudiar el enredamiento y será la cantidad
central de estudio en el capítulo 2.

Como ejemplo particular de una forma bilineal tenemos a la correlación usual

CÂB̂ = 〈ÂB̂〉 − 〈Â〉 〈B̂〉 , (1.2.25)

que de nuevo, utilizando (1.2.19) se tiene

CÂB̂ = E(Re 〈ÂB̂〉w)− E(Re 〈Â〉w)E(Re 〈B̂〉w), (1.2.26)
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donde se ha usado la notación E(Re 〈Ŝ〉w) =
∫
ρ(φ, t)Re 〈Ŝ〉w dφ. Considerando que E(Im 〈Ŝ〉w) =

0 para Ŝ hermitiano y siguiendo la ecuación (1.2.24), se puede reescribir la ecuación anterior como

CÂB̂ = CRe〈Â〉w,Re〈B̂〉w − CIm〈Â〉w,Im〈B̂〉w +Re
[
E(Cw

ÂB̂
)
]
, (1.2.27)

donde Cfg = E(fg) − E(f)E(g). La expresión (1.2.27) muestra que la parte imaginaria del valor
débil (contenido en la correlación CIm〈Â〉w,Im〈B̂〉w) juega un papel en la diferencia entre la correlación
de los valores locales de Â y de B̂, CRe〈Â〉w,Re〈B̂〉w , y la correlación de sus valores globales (1.2.25)[1].
Otro ejemplo donde desde luego contribuye la parte imaginaria del valor débil es la varianza de un
operador, pues es un caso particular de CÂB̂ cuando Â = B̂,

σ2(Â) = σ2(Re 〈Â〉w)− σ2(Im 〈Â〉w) +Re
[
E(Cw

ÂÂ
)
]
, (1.2.28)

de modo que la parte imaginaria del valor débil de A contribuye a las fluctuaciones de Â.
Como vemos, la parte imaginaria del valor débil es importante y también contribuye a las

cantidades conocidas en mecánica cuántica pero para notarlo es necesario considerar al menos
formas bilineales. En el capítulo 2 estudiaremos la llamada correlación débil, nombrada y definida
por su similitud con (1.2.25), y su relación con correlaciones físicas en sistemas compuestos.

1.3. Valores débiles en estados mezcla
En la sección anterior consideramos valores débiles para el caso de estados de postselección

y preselección puros. Aquí consideraremos la posible extensión de los valores débiles a estados
generales. El valor débil de Ŝ para estados de preselección |s〉 y postselección |f〉, como se vio, está
definido por

〈Ŝ〉w = 〈f |Ŝ|s〉
〈f |s〉

. (1.3.1)

Al observar que es posible escribir la cantidad anterior, en términos de las matrices de estado
|f〉 〈f | y |s〉 〈s|, de la forma

〈Ŝ〉w = 〈f | Ŝ |s〉 〈s|f〉
| 〈f |s〉 |2

=
Tr
(
|f〉 〈f | Ŝ |s〉 〈s|

)
Tr
(
|f〉 〈f | |s〉 〈s|

) , (1.3.2)

entonces la generalización a estados mezcla sugerida es [20]

〈Ŝ〉w = Tr(ρ̂f Ŝρ̂0)
Tr(ρ̂f ρ̂0) . (1.3.3)

En la subsección siguiente se estudiarán algunas de las propiedades que esta definición de valor
débil permite como parte del trabajo original de esta tesis.

1.3.1. Propiedades de los valores débiles para estados mezcla
Lo más sencillo de ver es que las ecuaciones (1.2.10) y (1.2.11) mantienen la misma forma:
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Re 〈Ŝ〉w = 〈Ŝ〉w + 〈Ŝ〉∗w
2 = Tr(ρ̂0Π̂+)

Tr(ρ̂f ρ̂0) , (1.3.4)

y

Im 〈Ŝ〉w = 〈Ŝ〉w − 〈Ŝ〉
∗
w

2i = Tr(ρ̂0Π̂−)
Tr(ρ̂f ρ̂0) , (1.3.5)

con los operadores
Π̂+ = 1

2{ρ̂f , Ŝ} y Π̂− = 1
2i [ρ̂f , Ŝ], (1.3.6)

que serán hermitianos siempre que Ŝ sea hermitiano.

A continuación relacionaremos el valor débil de Ŝ para el estado mixto de preselección ρ̂0 =∑
i pi |ψi〉 〈ψi| y postselección ρ̂f = |f〉 〈f | con los valores débiles que involucran los estados de

preselección |ψi〉, que conforman la descomposición espectral de ρ̂0. Para esto notemos que:

Tr(ρ̂f Ŝρ̂0) =
∑
i

piTr(|f〉 〈f |Ŝ|ψi〉 〈ψi|)

=
∑
i

piTr(|f〉 〈f |Ŝ|ψi〉
〈f |ψi〉
〈f |ψi〉

〈ψi|)

=
∑
i

pi 〈Ŝ〉
(ψi,f)
w Tr(|f〉 〈f |ψi〉 〈ψi|)

=
∑
i

pi 〈Ŝ〉
(ψi,f)
w P (f | |ψi〉),

(1.3.7)

donde
〈Ŝ〉

(ψi,f)
w = 〈f |Ŝ|ψi〉

〈f |ψi〉
(1.3.8)

se refiere al valor débil tomado en el estado puro |ψi〉 con postselección |f〉 y P (f | |ψi〉) = | 〈f |ψi〉 |2
es la probabilidad de tener el estado |f〉, dado el estado |ψi〉.

Como caso particular de (1.3.7) con Ŝ el operador identidad, se tiene

Tr(ρ̂f ρ̂0) =
∑
i

piP (f | |ψi〉). (1.3.9)

Así, dividiendo la ec. (1.3.7) por la ec. (1.3.9), el valor débil (1,3,3) se escribe como

〈Ŝ〉w =
∑
i pi 〈Ŝ〉

(ψi,f)
w P (f | |ψi〉)∑

j pjP (f | |ψj〉)
, (1.3.10)

es decir, 〈Ŝ〉w se puede expresar en términos de los valores débiles de Ŝ en los estados de preselección
que componen a la descomposición espectral de ρ̂0. Una ecuación similar a (1.3.10) se ha encontrado
en [21] para el caso en que la postselección no es un estado puro.

Notemos además, que la ecuación (1.3.10) se puede condensar como

〈Ŝ〉w =
∑
i

Wi(f) 〈Ŝ〉(ψi,f)
w , (1.3.11)

definiendo la cantidad
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Wi(f) = piP (f | |ψi〉)∑
j pjP (f | |ψj〉)

, (1.3.12)

que puede ser considerada como un peso estadístico, ya que cumple la propiedad de ser un número
real tal que ∑iWi(f) = 1. Este peso es la probabilidad de obtener el estado |f〉 dado el estado |ψi〉
por la probabilidad de que ocurra el estado |ψi〉.

Podemos recurrir a la ec. (1.3.11) para calcular el valor promedio del observable Ŝ como se
muestra a continuación. El valor esperado de Ŝ en el estado ρ̂0 = ∑

i pi |ψi〉 〈ψi| se puede escribir
como

〈Ŝ〉0 =
∑
i

pi 〈ψi| Ŝ |ψi〉 . (1.3.13)

Por otro lado, utilizando la ecuación (1.2.15) (con la notación introducida debajo de la ec. 1.3.7)
se tiene

〈ψi|Ŝ|ψi〉 =
∑
f

P (f | |ψi〉) 〈Ŝ〉
(ψi,f)
w . (1.3.14)

De esta forma, la ec. (1.3.13) se reescribe como

〈Ŝ〉0 =
∑
i,f

piP (f | |ψi〉) 〈Ŝ〉
(ψi,f)
w , (1.3.15)

por lo que si ahora utilizamos la relación (1.3.10) obtenemos el valor promedio de Ŝ (en el estado
ρ̂0) en términos del valor débil de Ŝ con preselección ρ̂0 y postselección |f〉 〈f |

〈Ŝ〉0 =
∑
f

W(f) 〈Ŝ〉w , (1.3.16)

donde la relación está dada mediante la cantidad

W(f) =
∑
i

piP (f | |ψi〉). (1.3.17)

Notemos que W(f) es el factor de normalización de Wi(f)(ec. (1.3.12)) y representa una distribu-
ción de probabilidad (sobre{f}), al ser tal que W(f) ≥ 0 y cumplir que∑

f

W(f) =
∑
i

pi 〈ψi|
∑
f

|f〉 〈f | |ψi〉 =
∑
i

pi = 1, (1.3.18)

donde se usó la relación de completez de los estados |f〉 y la normalización de |ψi〉. La ecuación
(1.3.16) es la generalización de (1.2.15) para estados de preselección mezcla.

De manera similar, podemos pensar ahora que |f〉 = |φ〉 es un elemento de una base continua
para encontrar la generalización de la ec.(1.2.18). De nuevo, consideremos el valor promedio de Ŝ
en el estado ρ̂0 = ∑

i pi |ψi〉 〈ψi|, dado por la ecuación (1.3.13).
Siguiendo la ecuación (1.2.18),

〈ψi| Ŝ |ψi〉 =
∫
ρi(φ) 〈Ŝ〉(ψi,φ)

w dφ, (1.3.19)

se obtiene que el valor medio 〈Ŝ〉0 se expresa en términos de los valores débiles de los estados que
componen al estado mezcla como:
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〈Ŝ〉0 =
∑
i

pi

∫
ρi(φ) 〈Ŝ〉(ψi,φ)

w dφ. (1.3.20)

Y ahora a partir de la ecuación (1.3.10) (con P (φ| |ψi〉) = | 〈φ|ψi〉 |2 = ρi(φ)), se tiene la relación:

〈Ŝ〉w
∑
j

pjρj(φ) =
∑
i

piρi(φ) 〈Ŝ〉(ψi,φ)
w , (1.3.21)

por lo que la ecuación (1.3.20) se reexpresa en la forma

〈Ŝ〉0 =
∫
W(φ) 〈Ŝ〉w dφ, (1.3.22)

con W(φ) dada por la ecuación (1.3.17). Su normalización para este caso∫
W(φ)dφ =

∑
j

pj 〈ψi|
∫
|φ〉 〈φ| dφ |ψi〉 =

∑
j

pj = 1, (1.3.23)

que es la versión continua de (1.3.18). La ecuación (1.3.22) es la generalización de (1.2.18) para
estados de preselección mezcla.

1.4. Correlaciones cuánticas
Ahora presentaremos algunas nociones básicas de correlaciones cuánticas, partiendo primero

del enredamiento, que es la correlación cuántica más ampliamente estudiada (y la única presente en
estados puros), para luego discutir la noción de correlaciones cuánticas más allá del enredamiento.

1.4.1. Separabilidad en un sistema de n partes
Para describir el entrelazamiento suele ser conveniente definirlo por separado para estados puros

y para estados mixtos. Consideremos primero un sistema cuántico S compuesto por n partes en un
estado puro donde cada subsistema de S tiene asociado un espacio de Hilbert Hi de dimensión di
(1 ≤ i ≤ n). El estado del sistema completo es un vector en el espacio H = ⊗n

i=1Hi de dimensión
d = Πn

i=1di. En términos de los elementos {|bi〉} = {|1〉 , |2〉 , ..., |di〉} de una base del espacio Hi, el
estado puro de S más general es

|ψ〉 =
∑

b1,b2,...,bn

Cb1b2...bn |b1〉 ⊗ |b2〉 ⊗ · · · ⊗ |bn〉 , (1.4.1)

donde la suma corre sobre todos los elementos de las bases de los espacios Hi. En el caso particular
en que el estado de S se pueda escribir como un producto de estados de sus n partes

|ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ · · · ⊗ |ψn〉 , (|ψi〉 ∈ Hi) (1.4.2)

se dice que el estado es separable. En caso contrario (si no existen bases de Hi tales que |ψ〉 sea
de la forma (1.4.2)), se dice que el estado está enredado o entrelazado.

En el caso general no sólo se tienen estados puros sino también mezcla (o mixtos), por lo que la
definición de enredamiento debe extenderse al formalismo de la matriz de densidad. Un estado ρ̂
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perteneciente al espacio D(H) de todos los operadores de estado de S es (totalmente) separable
si puede ser escrito como la suma convexa de estados producto

ρ̂ =
∑
l

plρ̂
l
1 ⊗ ρ̂l2 ⊗ · · · ⊗ ρ̂ln, (1.4.3)

con pl la probabilidad de tener el estado ρ̂l1 ⊗ ρ̂l2 ⊗ · · · ⊗ ρ̂ln (tal que ∑l pl = 1) y ρ̂li un estado
del subsistema i, ρ̂li ∈ D(Hi). De la misma forma que antes, un estado está enredado si no es
totalmente separable.

En el caso bipartito (n = 2), el enredamiento del estado implica correlaciones entre las dos
partes; sin embargo, para n > 2 un estado enredado puede contener subsistemas correlacionados
entre sí, y subsistemas descorrelacionados del resto. Así, en un sistema multipartito surgen distintas
subclasificaciones de separabilidad. Se dice entonces que un estado ρ̂ es k-separable con respecto
a una partición (2 ≤ k ≤ n) de las n partes en k subpartes [11] si

ρ̂ =
∑
l

plρ̂
l
a1 ⊗ ρ̂

l
a2 ⊗ · · · ⊗ ρ̂

l
ak
, (1.4.4)

para algún ρ̂lai ∈ D(Hai) con el subíndice ai etiquetando ahora a los k subconjuntos, Hai el
espacio de Hilbert del ai-ésimo subconjunto y pl la probabilidad de que el sistema esté en el estado
ρ̂la1 ⊗ ρ̂

l
a2 ⊗ · · ·⊗ ρ̂

l
ak
. Como ejemplo, consideremos un sistema 3-partito en el estado ρ̂ = ρ̂12⊗ ρ̂3 ∈

D(H) con H = H1 ⊗ H2 ⊗ H3. Siguiendo la definición (1.4.4), ρ̂ es bi-separable (k = 2) en la
partición 12|3 pues ρ̂ = ρ̂a1 ⊗ ρ̂a2 con ρ̂a1 = ρ̂12 ∈ D(Ha1 = H12) y ρ̂a2 = ρ̂3 ∈ D(Ha2 = H3). Sin
embago, ρ̂ no es necesariamente totalmente separable pues ρ̂12 puede ser un estado enredado.

Figura 1.3: Ejemplo de la diferencia entre separabilidad y separabilidad respecto a una partición para un sistema
de 4 partes.

Por otro lado, un estado ρ̂ es k-separable (2 ≤ k ≤ n) si puede ser escrito como una suma convexa
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de estados k-separables respecto a las posibles particiones en k partes [11][22]. Como ejemplo de
un estado biseparable, consideremos otra vez un sistema 3-partito en el estado

ρ̂ = 1
3[ρ̂12 ⊗ ρ̂3 + ρ̂23 ⊗ ρ̂1 + ρ̂13 ⊗ ρ̂2], (1.4.5)

donde ρ̂12, ρ̂23 y ρ̂13 son estados entrelazados. En la figura 1.3 se muestran más ejemplos de estados
biseparables y triseparables para un sistema de 4 partes. Además se representa esquemáticamente
la diferencia entre estados k-separables respecto a una partición y k-separables (para k = 2 y
k = 3). Dada la definición de k-separabilidad entonces a un estado totalmente separable (1.4.3)
también se le puede llamar n-separable. Además hacemos notar que si un estado es k-separable,
también automáticamente es k′ separable para todo k′ < k. En particular, si el estado es k-
separable para alguna k entonces es biseparable. En la figura 1.4 se muestra gráficamente que
un estado k-separable es biseparable, mientras que un estado biseparable no necesariamente es
k-separable para alguna k > 2. De la misma forma, la figura ilustra que un estado n-separable es
k- separable para todo k, pero al revés no necesariamente es cierto.

La existencia de subclasificaciones de separabilidad trae consigo subclasificaciones de enreda-
miento. Por ejemplo, como se mencionó en el párrafo anterior, dado que un estado k-separable
es biseparable, por contraposición, un estado que no es biseparable tampoco es k-separable para
ninguna k y entonces se dice que el estado está genuinamente enredado o n-enredado; por lo
tanto, un estado genuinamente enredado no puede ser escrito como una suma convexa de estados
biseparables respecto a ninguna bipartición. Dicho de otra forma, un estado está genuinamente
enredado si hay enredamiento entre (o a través de) todas sus biparticiones. Notemos que pueden
existir estados que tengan enredamiento en sus biparticiones, pero aún así ser biseparables y por
lo tanto no estar genuinamente enredados, un ejemplo de ello es el estado (1.4.5) que por definición
es biseparable, pero tiene enredamiento (k-separabilidad no implica k′-separabilidad, para k < k′)
[11].

Usar estas definiciones para determinar si un estado está enredado suele ser impráctico, pues
la negación de alguna forma de separabilidad requiere probar que el estado no es expresable como
alguna suma convexa de estados producto. Se llega entonces a la pregunta fundamental al estudiar
el enredamiento: ¿Cómo determinar si un estado está entrelazado, y en su caso qué tan enredado
está?

1.4.2. Criterios de enredamiento en sistemas bipartitos
La respuesta al preguntar si un estado está entrelazado o no, solo tiene respuesta simple en

algunos casos. Por ejemplo, en sistemas multipartitos de bajas dimensiones, o en sistemas bipartitos
suele ser más sencillo encontrar criterios de separabilidad [23]. En esta sección comentaremos sobre
algunos de los criterios que más aparecen en la literatura para sistemas bipartitos (n = 2).

De nuevo, comencemos considerando un estado puro |ψ〉 ∈ H = H1 ⊗ H2. En este caso la
condición de entrelazamiento se reduce a:

|ψ〉 6= |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 . (1.4.6)
Una forma de determinar si el estado |ψ〉 está enredado, es recurriendo a su descomposición de
Schmidt. Todo estado puro bipartito se puede descomponer como sigue[3][4]

|ψ〉 =
r∑

k=1

√
λk |ϕk〉 ⊗ |φk〉 , (1.4.7)
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Figura 1.4: Jerarquía de los estados de un sistema n-partito según su separabilidad.

donde r = min(d1, d2) y los vectores |ϕk〉 y |φk〉 son elementos de la base de eigenestados de ρ̂1 y
ρ̂2 (respectivamente), las matrices de densidad reducidas del sistema,

ρ̂1 = Tr2 |ψ〉 〈ψ| =
r∑

k=1
λk |ϕk〉 〈ϕk| , (1.4.8)

y

ρ̂2 = Tr1 |ψ〉 〈ψ| =
r∑

k=1
λk |φk〉 〈φk| . (1.4.9)

Los coeficientes λk son llamados coeficientes de Schmidt y son los eigenvalores de ρ̂1 y ρ̂2 (no
negativos), tales que ∑i λi = 1. Un estado |ψ〉 ∈ H es separable si y solo si solamente uno de los
coeficientes de Schmidt es diferente de cero (e igual a uno) [4].

Por otro lado, considerando las matrices reducidas (1.4.8) y (1.4.9) se observa que si |ψ〉 es
separable con el único coeficiente distinto de cero λk′ = 1, entonces ρ̂1 = |ϕk′〉 〈ϕk′ | y ρ̂2 = |φk′〉 〈φk′|
son estados puros. De forma inversa, si |ψ〉 está enredado, entonces existen al menos dos coeficientes
de Schmidt distintos de cero, y por lo tanto los estados reducidos son mezcla. Esto define por lo
tanto un criterio de separabilidad para sistemas bipartitos en un estado puro ρ̂ [4]:

Trρ̂2
i = 1 ⇐⇒ ρ̂ es separable, (1.4.10)

donde ρ̂i representa cualquiera de las matrices reducidas (1.4.8) o (1.4.9). Para estados puros bi-
partitos la descomposición de Schmidt proporciona entonces un criterio de separabilidad necesario
y suficiente[4]. Para estos estados, la separabilidad está indicada por el grado de pureza de los
estados reducidos.

Para estados mezcla, en general no existe una descomposición de Schmidt equivalente. Sin
embargo, existen dos herramientas importantes para determinar la separabilidad de un estado:
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testigos de enredamiento y mapeos positivos.

Un testigo de enredamiento Ŵ es un operador hermitiano actuando en H que no es positivo
definido, pero cumple que para cualquier estado separable ρ̂s, tiene un valor medio no negativo 3

[11][4][23]:
Tr(ρ̂sŴ ) ≥ 0, (1.4.11)

por lo que si para algún estado ρ̂ se cumple que

Tr(ρ̂Ŵ ) < 0, (1.4.12)
entonces dicho estado no es separable, o bien, está enredado y se dice que Ŵ es testigo de ρ̂ [11].

Notemos que encontrar un operador Ŵ que sea testigo de ρ̂ puede ser difícil, y que el no en-
contrarlo no necesariamente implica que ρ̂ sea separable. Una propiedad importante de los testigos
de enredamiento es que en ocasiones pueden ser obtenidos directamente en el laboratorio como
valores de expectación de observables físicos [11].

Otra herramienta importante para determinar la separabilidad de un estado son los mapas
positivos. Para definir éstos, recordemos que un operador lineal Ŝ en un espacio de Hilbert H es
un operador positivo si satisface

〈x|Ŝ|x〉 ≥ 0, ∀ |x〉 ∈ H, (1.4.13)

condición que implica que además de ser hermitiano, sus eigenvalores son no negativos. Se dice
entonces que Λ es un mapa positivo si para todo operador positivo Ŝ que actúa sobre H, entonces
también Λ(Ŝ) es positivo. En particular para ρ̂ ∈ D(H), Λ(ρ̂) también es positivo, lo que garantiza
que el estado transformado pueda representar un estado físico.

Consideremos ahora un sistema bipartito en el estado ρ̂ ∈ D(H = HA⊗HB) al cual se le aplica
el mapa Λ = ΛA ⊗ IB, con ΛA un mapa positivo sobre HA. En general la extensión Λ no es un
mapeo positivo [4], pues pueden existir σ̂ ∈ D(H) tales que Λ(σ̂) no es positivo. Sin embargo, para
cualquier estado separable ρ̂s se verifica que

Λ(ρ̂s) = Λ(
∑
l

plρ̂
l
A ⊗ ρ̂lB)

=
∑
l

plΛA(ρ̂lA)⊗ ρ̂lB

= ρ̂′s,

(1.4.14)

por lo que si ΛA es positivo entonces Λ es positivo para estados biseparables. De esta forma, si
se encuentra que Λ(ρ̂) tiene al menos un eigenvalor negativo, entonces podemos asegurar que el
estado ρ̂ está enredado.

3La razón por la que existen los testigos de enredamiento es debido a que el conjunto de estados separables es
convexo, por lo que siempre existe un conjunto de hiperplanos que lo separan del resto de estados. Notando que
Tr(Â†B̂) se puede ver como un producto interior de Hilbert-Schmidt, un hiperplano en el conjunto de estados del
sistema D(H) está definido por Tr(ρ̂Ŵ ) = 0. La idea entonces es encontrar un Ŵ óptimo tal que separe al conjunto
de estados separables por un lado del hiperplano, dejando del otro sólo estados no separables.
Desde luego, se necesita una infinidad de hiperplanos para delimitar completamente a los estados separables, sin

embargo, para determinar si ρ̂ está enredado es suficiente encontrar un Ŵ tal que se cumpla la ec. (1.4.12) para
este estado , pero Tr(ρ̂sŴ ) ≥ 0 para todo estado separable.

24



Un ejemplo de un mapa positivo es el operador TA de transposición, cuyo efecto es transponer
parcialmente el estado ρ̂ respecto a A:

〈jA| 〈jB|TA(ρ̂) |j′A〉 |j′B〉 = 〈j′A| 〈jB| ρ̂ |jA〉 |j′B〉 . (1.4.15)

Lo anterior implica que si ρ̂ es un estado separable, entonces Λ(ρ̂) = TA ⊗ IB(ρ̂) es un operador
positivo, o en forma equivalent si Λ(ρ̂) tiene eigenvalores negativos, entonces ρ̂ está enredado. A
este criterio se se le conoce como criterio PPT (positive partial transpose), y a los estados que lo
satisfacen se les llama estados PPT. En el caso más general este criterio da una condición necesaria
pero no suficiente de separabilidad [24], sin embargo en el caso particular de sistemas bipartitos
n-dimensionales en estados puros o sistemas de dimensión 2 × 2 y 2 × 3 en estados generales, el
criterio PPT establece condiciones necesarias y suficientes para que un estado esté enredado[12].

En general para sistemas bipartitos, debido a que sus estados solo pueden ser biseparables o
en caso contrario están enredados, la caracterización del enredamiento suele ser más directa. Por
completez, en la siguiente sección se hablará brevemente del caso multipartito.

1.4.3. Caracterización de enredamiento en sistemas multipartitos
Como ya se vio en el caso bipartito, en especial para estados puros, el enredamiento está bien

caracterizado. Por el contrario, para sistemas multipartitos, el desarrollo de criterios de enreda-
miento es más complicado debido a la posible separabilidad parcial de un estado.

En algunos casos, ciertos criterios de biseparabilidad pueden ser extendidos a sistemas mul-
tipartitos. Por ejemplo, como el conjunto de estados k-separables también es convexo, es posible
generalizar el criterio basado en testigos de enredamiento a estados k-separables. Así, para cada
estado ρ̂ ∈ D(H = H1 ⊗ ... ⊗Hn) no k-separable con 2 ≤ k ≤ n, existe un operador Hermitiano
Ŵk actuando sobre H tal que

Tr(Ŵkρ̂s) ≥ 0 (1.4.16)

para cualquier ρ̂s k-separable, mientras que

Tr(Ŵkρ̂) < 0. (1.4.17)

Similarmente se puede obtener un criterio de separabilidad para el caso multipartito a través
de mapeos positivos: Un estado ρ̂ ∈ D(H = H1 ⊗ ... ⊗Hn) es completamente separable si y solo
si I1 ⊗ Λ2...n(ρ̂) ≥ 0 para todo mapeo lineal positivo Λ2...n en estados producto[25].

Por lo que respecta al caso de estados puros, si bien estos son en cierta forma más sencillos
de tratar que los estados mezcla, la caracterización de enredamiento multipartito es menos directa
que en el caso bipartito, como veremos a continuación. En general, la descomposición de Schmidt
de un estado n-partito |ψ〉, análoga a la descomposición (1.4.7), y dada por

|ψ〉 =
r∑
i=1

√
λi |ei1〉 ⊗ · · · ⊗ |ein〉 , (1.4.18)

con r = min{d1, ..., dn} no es válida [23] y solo algunos estados la admiten. Uno de ellos es el
estado GHZ (Greenberger-Horne-Zeilinger), que para un sistema compuesto por n partes donde
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cada una de ellas sólo puede tener dos estados posibles, |0〉 y |1〉, es de la forma
ρ̂GHZ = |GHZ〉 〈GHZ|

= 1√
2

(|0 . . . 0〉n + |1 . . . 1〉n) 1√
2

(〈0 . . . 0|n + 〈1 . . . 1|n)

= 1
2 (|0 . . . 0〉n 〈0 . . . 0|n + |0 . . . 0〉n 〈1 . . . 1|n + |1 . . . 1〉n 〈0 . . . 0|n + |1 . . . 1〉n 〈1 . . . 1|n) .

(1.4.19)
Notemos que al tomar la traza parcial sobre cualquier conjunto de n − m partes obtenemos el
estado

ρ̂m = Trn−mρ̂GHZ =
1∑

i1,i2,...=0
〈i1i2...in−m| ρ̂GHZ |i1i2...in−m〉

= 1
2 (|0 . . . 0〉m 〈0 . . . 0|m + |1 . . . 1〉m 〈1 . . . 1|m) ,

(1.4.20)

que es un estado mezcla (Trρ̂2
m < 1) para cualquier bipartición m|(n−m) con m = 1, 2, ...n− 1.

A partir del criterio (1.4.10), concluimos entonces que el estado ρ̂ está enredado en cualquier
bipartición y por lo tanto tiene enredamiento genuino. Notemos también que el estado reducido
ρ̂m es totalmente separable. Esto es debido a que cualquier estado que admita una descomposición
de Schmidt de la forma (1.4.18) posee estados reducidos que son totalmente separables de modo
que el enredamiento de ρ̂ es poco robusto frente a la pérdida de un subsistema. En contraposición
con lo anterior, consideremos el estado W :
ρ̂Wn = |Wn〉 〈Wn|

= 1√
n

(|10 . . . 0〉n + |01 . . . 0〉n + ...+ |00 . . . 1〉n) 1√
n

(〈10 . . . 0|n + 〈01 . . . 0|n + ...+ 〈00 . . . 1|n)

= 1
n

(|10 . . . 0〉n 〈10 . . . 0|n + |10 . . . 0〉n 〈01 . . . 0|n + ...+ |00 . . . 1〉n 〈00 . . . 1|n) .
(1.4.21)

El estado de cualquier subconjunto de m partes del sistema n-partito en un estado |Wn〉 no es
totalmente separable, y por tanto |Wn〉 no admite descomposición de Schmidt [23]. Sin embargo el
estado W también tiene enredamiento genuino. Para verlo, procedemos de manera similar a como
se hizo con el estado GHZ. Dividimos al sistema en dos partes: m|(n −m), con m = 1, ..., n − 1,
obteniendo de esta forma los siguientes estados reducidos de m partes

ρ̂m = Trn−mρ̂Wn = n−m
n
|0 . . . 0〉m 〈0 . . . 0|m + m

n
|Wm〉 〈Wm| . (1.4.22)

Notamos que los estados reducidos ρ̂m son mezcla para cualquier valor posible de m, es decir para
cualquier bipartición. Usando de nuevo el criterio (1.4.10), se concluye que ρ̂Wm está enredado en
toda bipartición, y por lo tanto tiene enredamiento genuino.

Los dos ejemplos de estados puros que hemos presentado muestran la existencia de diferentes
tipos de enredamiento, aún en estados que globalmente tienen el mismo tipo de enredamiento:
enredamiento genuino. Esto, entre otras cosas, dificulta la caracterización del enredamiento en
sistemas multipartitos.

1.5. Correlaciones cuánticas sin enredamiento
En la sección anterior se habló sobre el enredamiento en estados puros y mezcla. El enredamiento

para estados puros es la única correlación no clásica que existe [7], por lo que cuando se habla
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de correlaciones cuánticas se suele hacer referencia a éste. Sin embargo, cuando uno trata con
estados generales, considerando estados mezcla, el enredamiento es sólo un tipo de correlación
cuántica, existiendo otras formas de correlaciones no clásicas presentes incluso en estados que no
están enredados. En esta sección se da una introducción a los estados separables que exhiben
correlaciones cuánticas, enfocándose en las diferencias entre un estado con dichas correlaciones y
un estado con sólo correlaciones clásicas.

Consideraremos entonces un sistema compuesto por dos subsistemas A y B, cada uno asociado
con un espacio de Hilbert HA y HB. Como ya se vio, los estados

ρ̂ ∈ SAB = {ρ̂ | ρ̂ =
∑
i

piρ̂
i
A ⊗ ρ̂iB}, (1.5.1)

son los estados biseparables, aquellos sin entrelazamiento entre los subsistemas A y B [7]. Aquí SAB
denota al conjunto de estados biseparables (en esta sección serán llamados simplemente separables,
pues nos restringiremos sólo a sistemas compuestos por 2 partes).

1.5.1. Estados con correlaciones cuánticas sin enredamiento
Para comenzar, pensemos en un sistema físico compuesto por un subsistema (A) clásico de

dos niveles (por ejemplo una moneda) y un subsistema (B) cuántico también de dos niveles (por
ejemplo un átomo de dos niveles). La diferencia esencial entre la moneda y el átomo, es que la
moneda sólo puede estar en uno de dos estados: cara o cruz, mientras que el átomo, siendo un
sistema cuántico, puede estar no sólo en uno de sus dos estados energéticos definidos, sino en una
superposición de ellos. En general si el estado del sistema clásico es desconocido, podemos describir
el estado del sistema completo como:

ρ̂ = p0 |0〉 〈0|A ⊗ ρ̂
0
B + p1 |1〉 〈1|A ⊗ ρ̂

1
B, (1.5.2)

donde el subíndice A indica que el estado es del subsistema clásico y el subíndice B indica que
el estado es del subsistema cuántico. Aquí pi (i = 0, 1) denota la probabilidad de que el sistema
clásico esté en el estado |i〉 mientras que el cuántico está en el estado ρ̂iB, y p0 + p1 = 1. Llamamos
a ρ̂ un estado clásico en A, enfatizando el hecho de que A solo puede estar en uno de dos estados
distinguibles, y no en una superposición de ellos.

Podemos extender lo anterior a sistemas de mayor dimensión y definir un estado clásico en A
como sigue: Dado un sistema cuántico bipartito A + B, si los estados que toma el subsistema A
pueden ser representados por proyectores de una base ortonormal {|i〉A}, es decir, si existe una
base de HA con respecto a la cual el estado ρ̂ es localmente incoherente en A (sus términos no
diagonales, o coherencias, en dicha base son nulos), entonces se dice que ρ̂ es un estado clásico en
A y se puede escribir como

ρ̂ =
∑
i

pi |i〉 〈i|A ⊗ ρ̂
i
B. (1.5.3)

El conjunto de los estados clásicos en A se denotará como

CA = {ρ̂ | ρ̂ =
∑
i

pi |i〉 〈i|A ⊗ ρ̂
i
B}, (1.5.4)

con ∑
i pi = 1. Análogamente si existe una base {|i〉B} de HB con respecto a la cual el estado

bipartito es incoherente en B, este estado será clásico en B y el conjunto de dichos estados será
denotado como
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CB = {ρ̂ | ρ̂ =
∑
i

piρ̂
i
A ⊗ |i〉 〈i|B}, (1.5.5)

con ∑i pi = 1.
Por último, si existen bases {|i〉A} y {|j〉B} de HA y HB en las que el sistema es incoherente

simultáneamente en A y B, entonces el estado será llamado estado clásico en A y en B (o
clásico-clásico) y tiene la forma :

ρ̂ =
∑
ij

pij |i〉 〈i|A ⊗ |j〉 〈j|B , (1.5.6)

donde ∑ij pij = 1. El conjunto de todos los estados clásico-clásico se denotará como :

CAB = {ρ̂ | ρ̂ =
∑
ij

pij |i〉 〈i|A ⊗ |j〉 〈j|B}. (1.5.7)

Figura 1.5: Subconjuntos de estados contenidos en el conjunto de estados separables respecto a la bipartición A|B.
Los conjuntos CA, CB , CAB son de medida cero y no densos [7]. Los huecos blancos dibujados en estos conjuntos
representan su no convexidad.

Observemos que un estado clásico en A (B) es un estado separable donde la matriz ρ̂iA (ρ̂iB) en
la ec. (1.5.1) es el proyector |i〉 〈i|A (|i〉 〈i|B). De aquí que si denotamos con DAB al conjunto de
todos los estados ρ̂ posibles del sistema, es claro entonces que

CAB ⊂ {CA, CB} ⊂ SAB ⊂ DAB, (1.5.8)

donde los estados con enredamiento están en el conjunto DAB−SAB. En la figura 1.5 se ilustran los
subconjuntos de estados clásicos unilaterales y bilaterales y los estados producto. Como se observa,
un estado producto es un estado clásico-clásico. Los huecos blancos en la figura representan la no
convexidad de estos conjuntos.
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Debido a que los estados de CAB pueden ser simulados por sistemas físicos clásicos, entonces
toda correlación que aparezca en estos estados constituye una correlación clásica. Por el contrario,
los estados pertenecientes a los conjuntos

∼
CA = CA − CAB y

∼
CB = CB − CAB describen a un

sistema que contiene una parte que no puede ser descrita clásicamente, y la cuanticidad de éste
puede generar correlaciones cuánticas en estos estados, las cuales no son reproducibles en sistemas
clásicos [7]. Estas correlaciones son entonces correlaciones de naturaleza cuántica, y diferentes al
enredamiento, pues aparecen en estados separables. Vemos entonces que en general, en estados
mezcla, la separabilidad no necesariamente implica la ausencia de correlaciones cuánticas.

1.5.2. Discordia cuántica
La medida de correlación cuántica más conocida y que detecta correlaciones incluso en esta-

dos separables es la discordia cuántica. Dado un sistema bipartito, se define un estado ρ̂ con
discordia cuántica (o un estado discordante) como cualquier estado no clásico [10]. A diferencia
del enredamiento, la discordia puede ser generada actuando localmente sobre estados clásicamente
correlacionados. Bajo esta definición, todo estado enredado es un estado discordante.

El origen de la discordia cuántica proviene de la generalización de medidas de información clá-
sica a medidas de información cuántica [8][9][10]. Para ver esta generalización recordemos primero
que la forma clásica de medir la falta de información (o incertidumbre) de una distribución de
probabilidad Px = {px}, está dada por la entropía de Shannon

H(x) = H(Px) = −
∑
x

pxlog(px). (1.5.9)

Por ejemplo, la distribución de probabilidad de una moneda cargada con probabilidad p de en-
contrar sol y 1 − p de encontrar águila, será de mínima información (máxima entropía) si p = 1

2 ,
pues los dos resultados tienen la misma probabilidad de encontrarse, y tendrá máxima información
(mínima entropía) si p = 0, 1 pues es posible determinar con certeza el resultado de la moneda.

A partir de la entropía de Shannon, en la teoría clásica se define la llamada información mutua
entre dos variables a y b de dos formas que son completamente equivalentes [10][6],

I(a : b) = H(a) +H(b)−H(ab), (1.5.10)
y

J(b|a) = H(b)−
∑
a

paH(Pb|a). (1.5.11)

Para explicar las cantidades anteriores, definamos la distribución de probabilidad conjunta (clási-
ca) Pab = {pab} de las variables a y b. La distribución marginal de cualquiera de las dos variables se
obtiene sumando sobre todos los valores de la otra, Pa = {∑b pab} y Pb = {∑a pab}, y la distribución
de probabilidad condicional se obtiene de la forma Pb|a = {Pab

Pa
}. Así, lo que representa la infor-

mación mutua (1.5.10) es la falta de información en las distribuciones marginales en comparación
con la información que se tiene en la distribución conjunta [10][27]. Clásicamente, la información
mutua cumple I(a : b) ≥ 0, desigualdad que refleja el hecho intuitivo de que la suma de las partes
individuales de un sistema físico contiene menos información que el sistema en conjunto para el
caso en que las variables estén correlacionadas. Si están descorrelacionadas, la información conte-
nida tanto en la suma de las partes individuales como en el sistema en conjunto es la misma y en
ese caso I(a : b) = 0.

La equivalencia clásica de las ecuaciones (1.5.10) y (1.5.11) proviene del hecho de que dada la
distribución de probabilidad condicional Pb|a entonces la entropía
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H(b|a) =
∑
a

paH(Pb|a), (1.5.12)

interpretada como la información total que se puede tener de b si se conoce el valor de a, pesado
por la probabilidad de obtener ese valor (el valor a-ésimo) coincide con

H(b|a) = H(ab)−H(a), (1.5.13)

que mide qué tanto de b se conoce si se tiene conocimiento de a. En el caso clásico esto es fácil de
comprobar, solo hay que sustituir Pb|a = {pab

pa
}) en (1.5.12) y simplificar para obtener (1.5.13).

Al momento de generalizar la información mutua al caso cuántico, las distribuciones de probabi-
lidad Px se reemplazan por los operadores de estado ρ̂ (i.e. Pab → ρ̂AB, Pa(b) → ρ̂A(B) = TrB(A)ρ̂AB,
etc.) y la entropía de Shannon, por la entropía de Von Neumann

S(ρ̂) = −Tr(ρ̂logρ̂). (1.5.14)

Notemos que el hecho de que I(a : b) coincida con J(b|a) es consecuencia de poder expresar
a H(b|a) a través de la ecuación (1.5.12) y de forma equivalente con la ecuación (1.5.13). Sin
embargo, al generalizar por separado al caso cuántico cada una de estas ecuaciones resulta que no
son equivalentes. La primera generalización a partir de (1.5.13) se puede hacer de forma inmediata

S(B|A) = S(ρ̂AB)− S(ρ̂A). (1.5.15)

Ahora, para generalizar al caso cuántico la ecuación (1.5.12) consideramos una medición de un
observable Â con eigenestados {|a〉} en el subsistema A [10]. El estado del sistema cambiará
entonces a

ρ̂AB →
∑
a

P̂a ⊗ ÎBρ̂ABP̂a ⊗ ÎB =
∑
a

pa |a〉 〈a| ⊗ ρ̂B(|a) (1.5.16)

donde P̂a son proyectores en el estado |a〉 y pa es la probabilidad de medir el eigenvalor a de Â

pa = Tr(P̂aρ̂AB), (1.5.17)

mientras que

ρ̂B(|a) = TrA(P̂aρ̂AB)
pa

, (1.5.18)

es el estado del subsistema B cuando se mide a en el subsistema A. De esta forma, la generalización
de (1.5.12) queda como:

S ′(B|A) =
∑
a

paS(ρ̂B(|a)). (1.5.19)

A partir del procedimiento para obtener esta última ecuación es claro por qué no van a coincidir
S(B|A) y S ′(B|A): para obtener S ′(B|A) a partir de (1.5.12) fue necesario hacer una medición
en el subsistema A, mientras que para obtener la cantidad S(B|A) a partir de (1.5.13) no hubo
ninguna medición involucrada. Debido a que en el caso cuántico el estado cambia después de una
medición, las generalizaciones de las dos formas equivalentes de H(b|a) del caso clásico no serán
iguales y por lo tanto existirán dos expresiones en general diferentes para la información mutua
cuántica, a saber

I(A : B) = S(ρ̂A) + S(ρ̂B)− S(ρ̂AB), (1.5.20)
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y
JP̂A(B|A) = S(ρ̂B)−

∑
a

paS(ρ̂B(|a)). (1.5.21)

La diferencia entre estas dos cantidades es lo que históricamente se definió como discordia
cuántica [10] [8][9][6]:

D(B|A) = I(A : B)− JP̂A(B|A)
= S(ρ̂A)− S(ρ̂AB) +

∑
a

paS(ρ̂B(|a))

= S ′(B|A)− S(B|A),

(1.5.22)

que no es más que la diferencia entre las dos generalizaciones cuánticas de H(b|a).
En general, se suele presentar a la discordia cuántica como el mínimo de (1.5.22) respecto a

todas las mediciones posibles sobre A, obteniendo así una cantidad independiente de la medición
[8]

D(B|A) = min
P̂A

{I(A : B)− JP̂A(B|A)}. (1.5.23)

Notemos que al tomar la definición de esta forma, calcular la discordia en estados arbitrarios puede
ser un problema muy complejo debido a la optimización. Debido a esta dificultad, como se men-
ciona en [28], se han desarrollado medidas alternativas de correlaciones cuánticas, algunas basadas
en la definición de discordia original como la discordia térmica [29], o el déficit cuántico [30]. Al-
gunas otras son medidas geométricas como la discordia cuántica gométrica[6], etc. Sin embargo,
muchas de las medidas alternativas que se han desarrollado siguen involucrando optimizaciones
o presentan otro tipo de dificultades para ser calculadas en estados generales. No obstante, hay
casos particulares para los que se ha podido calcular la discordia analíticamente: mezclas arbita-
rias de estados diagonales de Bell y los estados X de 2 qubits. Otro resultado importante se puede
encontrar en [31], en este trabajo se desarrolla una medida tipo discordia que se puede calcular de
manera cerrada analíticamente para sistemas bipartitos, donde uno de los dos subsistemas tiene
2 niveles y el otro d niveles. Pero como se ve, estos ejemplos son de baja dimensionalidad de tal
forma que la optimización se simplifica. Por esta razón, buscar formas prácticas, y que no involu-
cren optimización para determinar la existencia de discordia en un estado general sigue siendo un
trabajo necesario e importante.

Regresando a la definición de la discordia, es importante notar que la ecuación (1.5.22) (al igual
que la definición optimizada) no es simétrica, es decir,

D(B|A) 6= D(A|B), (1.5.24)

pues la entropía condicional S ′(B|A) no es simétrica al contener una traza parcial e involucrar
mediciones sobre A. Esto es importante pues trae consigo la idea de una direccionalidad en las
correlaciones. Por ejemplo, un estado en CA tendrá D(B|A) = 0 pues al ser clásico en A, la
medición sobre la parte A no modificará el estado del sistema. Por el contrario si se calcula
D(A|B) para el mismo estado, la medición deberá hacerse sobre el subsistema B, por lo que si el
estado es sólo A-clásico, este cambiará y D(A|B) 6= 0 en general. De esta forma, un estado CAB
tendrá D(A|B) = D(B|A) = 0, mientras que un estado en

∼
CA cumplirá que D(B|A) = 0 pero

D(A|B) 6= 0.
Para finalizar, cabe mencionar que la discordia para estados puros |ψ〉 coincide con el enreda-

miento de formación,
E(|ψ〉) = S

(
ρ̂A
)

= S
(
ρ̂B
)
, (1.5.25)
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con ρ̂A(B) = TrB(A) |ψ〉 〈ψ|. Como el enredamiento de formación es una medida de enredamiento,
entonces el hecho de que la discordia coincida con esta medida para estados puros, verifica que la
única correlación cuántica en estos estados es el enredamiento.[32]

Ahora que ya se ha dado una introducción a cada tema por separado (a los valores débiles y a las
correlaciones cuánticas) en el capítulo siguiente veremos cómo se pueden utilizar los valores débiles
para establecer criterios de enredamiento y de correlaciones cuánticas más allá del enredamiento.
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Capítulo 2

Estudio de correlaciones cuánticas
mediante valores débiles

En este capítulo se presentan los resultados originales de la tesis, desarrollando y discutiendo
la posibilidad de utilizar los valores débiles como indicadores de la existencia de correlaciones
cuánticas en algún sistema de interés. Para motivar esta idea se parte del trabajo [1], en donde se
establece un criterio de enredamiento en estados puros de 2 partículas sin espín con masa, basado
en el formalismo de valores débiles. En la sección siguiente se generaliza dicho criterio para un
sistema de n partículas.

2.1. Criterios de enredamiento en estados puros mediante
valores débiles

2.1.1. Criterio de enredamiento en biparticiones 1|n− 1
Consideremos un sistema acotado de n partículas sin espín, cuya función de onda se puede

escribir como

ψ(x1,x2, ...,xn, t) =
√
ρ(x1,x2, ...,xn, t)eiS(x1,x2,...,xn,t), (2.1.1)

con xi la posición de la partícula i-ésima, con masa mi, ρ = ψ∗ψ y S una función real. Primero
notemos que la aplicación del operador de momento de la partícula i, p̂i = −i~∇i, sobre esta
función de onda da

p̂iψ = −i~∇iψ = mi(vi − iui)ψ, (2.1.2)

donde
vi = ~

mi

∇iS, (2.1.3)

y

ui = ~
2mi

∇iρ

ρ
, (2.1.4)
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son conocidas, respectivamente, como velocidad de flujo y velocidad difusiva 1.

Ahora, al calcular el valor débil 〈p̂i〉w del operador de momento p̂i con postselección |x1x2...xn〉
y preselección |ψ〉 vemos que está dado justamente por las cantidades anteriores

〈p̂i〉w = 〈x1x2...xn|p̂i|ψ〉
〈x1x2...xn|ψ〉

= −i~∇iψ(x1,x2, ...,xn)
ψ(x1,x2, ...,xn)

= mi(vi − iui),
(2.1.5)

expresión que no es sino un caso particular de la ecuación (1.2.17) usando la base continua
|x〉 = |x1x2...xn〉. Debido a esto, es interesante explorar la separabilidad del estado en térmi-
nos de cantidades que involucren a ui y vi, pues así se podría relacionar el enredamiento de las
partículas del sistema con los valores débiles de sus momentos. En esta dirección, tomemos un
estado totalmente separable. Como se vio en la subsección 1.4.1, ψ es totalmente separable si y
sólo si |ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ ...⊗ |ψn〉 (ec. (1.4.2)), de modo que

ψ(x1,x2, ...,xn, t) = Πn
i=1ψi(xi, t) (2.1.6)

donde ψi = 〈xi|ψi〉 representa el estado de la partícula i. Escribiendo estos estados como

ψi(xi, t) =
√
ρi(xi, t)eiS(xi,t), (2.1.7)

la ecuación (2.1.6) se traduce en las condiciones:

ρ(x1,x2, ...,xn, t) = Πn
i=1ρi(xi, t), (2.1.8)

y

S(x1,x2, ...,xn, t) = ∑n
i=1 Si(xi, t). (2.1.9)

La violación de estas dos igualdades definen dos tipos de enredamiento diferente. La invalidez de la
condición (2.1.8) implica que el estado ψ está enredado vía la no factorizabilidad de la distribución
de probabilidad ρ; a este enredamiento se le llamará enredamiento tipo A. De manera similar la
violación de la condición (2.1.9) también implica que el sistema está enredado, pero esta vez el
enredamiento se encuentra codificado en la fase S y se le llamará enredamiento tipo P.

Ahora bien, si la función de onda ψ es tal que se cumple la ecuacion (2.1.8) entonces se encuentra
que (tomando i 6= j)

∇i · uj = ~
2mj

∇i ·
(
∇jρ

ρ

)

= ~
2mj

∇i ·
(ρ1(x1, t) · · · ∇jρj(xj, t) · · · ρn(xn, t))

Πn
i=1ρi(xi, t)

= ~
2mj

∇i ·
(
∇jρj(xj, t)
ρj(xj, t)

)
= 0,

(2.1.10)

1La velocidad de flujo se relaciona directamente con la corriente de probabilidad a través de ji = ρvi, la cual
aparece en la ecuación de continuidad ∂ρ

∂t+
∑
i∇i·ji = 0, y está asociada con el valor medio de p̂i, 〈p̂i〉 = mi

∫
ρvidxi.

Por su parte, la velocidad difusiva se relaciona con la existencia de fluctuaciones del momento, de acuerdo con
σ2

p̂i
= 〈p̂2

i 〉 − 〈p̂i〉
2 = miσ

2
vi

+m2
i 〈u2

i 〉 [1][33]
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y si se satisface (2.1.9) de forma similar se tiene

∇i · vj = ~
mj

∇i · (∇jS)

= ~
mj

∇i ·
(
∇j

n∑
l=1

Sl(xl, t)
)

= ~
mj

∇i · (∇jSj(xj, t)) = 0.

(2.1.11)

Observemos que las ecuaciones (2.1.10) y (2.1.11) son condiciones de separabilidad en términos de
ui y vi, sin embargo, involucran derivadas de estas cantidades, lo que sugiere considerar la doble
aplicación de operadores de momento al estado ψ. Para ello recurrimos a la ecuación (2.1.2) para
obtener

p̂i · p̂jψ = p̂i ·mj(vj − iuj)ψ
= (mimjvi · vj)ψ + (πuuij + iπuvij )ψ,

(2.1.12)

donde

πuuij = −mimjui · uj − ~mj∇i · uj,
πuvij = −mimj(vj · ui + vi · uj)− ~mj∇i · vj.

(2.1.13)

Vemos que aparecen términos con ∇i · uj y ∇i · vj que es lo que se buscaba. Ahora el objetivo es
aislar estos términos y para ello notamos que la expresión (2.1.12) se puede reordenar como:

p̂i · p̂jψ = mi(vi − iui) ·mj(vj − iuj)ψ − ~mj(∇i · uj + i∇i · vj)ψ. (2.1.14)
Así, tomando en cuenta que el valor débil de p̂i · p̂j (de nuevo con estado de preselección |ψ〉 y
postselección |x1x2...xn〉) es

〈p̂i · p̂j〉w =
〈x1x2...xn|p̂i · p̂j|ψ〉
〈x1x2...xn|ψ〉

=
p̂i · p̂jψ

ψ
, (2.1.15)

y usando la ecuación (2.1.5) se llega a la expresión

〈p̂i · p̂j〉w = 〈p̂i〉w · 〈p̂j〉w − ~mj(∇i · uj + i∇i · vj). (2.1.16)
Esta ecuación se puede escribir de manera más compacta introduciendo la correlación débil (ec.
(1.2.23)) entre dos operadores Â y B̂ como [1]:

Cw
ÂB̂ = 〈Â · B̂〉w − 〈Â〉w · 〈B̂〉w , (2.1.17)

definida en analogía con la correlación usual mediante valores promedio

CÂB̂ = 〈Â · B̂〉 − 〈Â〉 · 〈B̂〉 , (2.1.18)
y será analizada a detalle en secciones posteriores. Por ahora, permite escribir la ecuación (2.1.16)
como:

Cw
p̂ip̂j = −~mj(∇i · uj + i∇i · vj). (2.1.19)
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Notemos que mj∇i · vj = mi∇j · vi y mj∇i · uj = mi∇j · ui son cantidades simétricas bajo el
intercambio de i por j pues las derivadas y el producto punto son conmutativos. Esto implica que
la correlación débil es simétrica, y Cw

p̂ip̂j = Cw
p̂j p̂i .

A partir de los resultados anteriores, podemos establecer un criterio de enredamiento en tér-
minos de la cantidad Cw

p̂ip̂j , notando que si el estado ψ es totalmente separable, entonces las
ecuaciones (2.1.10) y (2.1.11) se satisfacen para toda pareja de partículas, obteniendo que, a partir
de (2.1.19), Cw

p̂ip̂j = 0 para cualquier pareja i, j con i 6= j. Por lo tanto, por contraposición, el
criterio de entrelazamiento se enuncia como sigue:

Si Re(Cw
p̂ip̂j) 6= 0 para alguna i, j (i 6= j) =⇒ ∇i · uj 6= 0 =⇒ la expresión (2.1.8) no es

válida y por lo tanto el estado no es totalmente separable, y además posee enredamiento tipo
A. Más aún, la distribución de probabilidad no puede factorizarse en ninguna de las formas

ρ = ρi(xi)ρ(x1,x2, ...xi−1,xi+1, ...xn), ρ = ρj(xj)ρ(x1,x2, ...xj−1,xj+1, ...xn), (2.1.20)

y por lo tanto
ρ 6= ρi(xj)ρj(xj)ρ({xl 6=i,j}), (2.1.21)

lo que significa que tanto la partícula i-ésima como la j-ésima están enredadas con el resto
del sistema, o de forma equivalente, que existe enredamiento en las biparticiones i|{k} con
k 6= i, y j|{l} con l 6= j.

Si Im(Cw
p̂ip̂j) 6= 0 para alguna i, j (i 6= j) =⇒ ∇i · vj 6= 0 =⇒ la expresión (2.1.9) no es

válida y por lo tanto el estado no es totalmente separable y además posee enredamiento tipo
P. Más aún, la fase no puede expresarse en ninguna de las formas:

S = Si(xi) + S(x1,x2, ...xi−1,xi+1, ...xn), S = Sj(xj) + S(x1,x2, ...xj−1,xj+1, ...xn),
(2.1.22)

y por lo tanto
S 6= Si(xi) + Sj(xj) + S({xl 6=i,j}), (2.1.23)

lo que de nuevo significa que tanto la partícula i-ésima como la j-ésima están enredadas
con el resto del sistema, o equivalentemente, hay enredamiento en las biparticiones i|{k} con
k 6= i, y j|{l} con l 6= j.

Notemos que este criterio establece condiciones suficientes para verificar enredamiento en biparti-
ciones del tipo 1|n−1. Las condiciones en general no son necesarias pues si Re(Cw

p̂ip̂j) o Im(Cw
p̂ip̂j)

son cero, ello no implica nada sobre el enredamiento del sistema. Solo cuando el sistema se com-
pone de dos partículas unidimensionales, el criterio es necesario y suficiente [1] . En dicho caso
(n=2) el criterio determina la separabilidad o no del estado, pues solo hay una bipartición posible.
Esto invita a generalizar aún más este criterio, de manera que puedan considerarse biparticiones
arbitrarias del sistema n-partito.

2.1.2. Criterio de enredamiento en biparticiones k|n− k
El criterio que se desarrolla aquí busca generalizar al de la subsección anterior, para ello se

considera el mismo sistema de n partículas pero biparticiones más generales del tipo k|n − k, es
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decir, particiones que definan dos subsistemas A y B, tales que A contiene k partículas y B las
n− k restantes, con k ≥ n− k. En esta ocasión, escribiremos el estado del sistema como

ψ(xA,xB, t) =
√
ρ(xA,xB, t)eiS(xA,xB ,t), (2.1.24)

donde xA denota las coordenadas de las primeras k partículas (x1, ...,xk) del subsistema A y
xB denota las coordenadas de las n − k partículas (xk+1, ...,xn) del subsistema B. Consideremos
entonces el momento total en A

p̂A =
k∑

iA=1
p̂iA , (2.1.25)

donde iA etiqueta a cada una de las k partículas del subsistema A y calculemos su valor débil en
el estado de preselección |ψ〉 y postselección |xAxB〉 = |x1...xn〉:

〈p̂A〉w = 〈xAxB|p̂A|ψ〉
〈xAxB|ψ〉

=
k∑

iA=1

〈xAxB|p̂iA|ψ〉
〈xAxB|ψ〉

. (2.1.26)

Como p̂iA es el operador de momento de solo una partícula, podemos utilizar la ecuación (2.1.5)
para obtener que el valor débil del momento total en A es la suma de los valores débiles de los
momentos de cada una de sus partículas

〈p̂A〉w =
k∑

iA=1
〈p̂iA〉w =

k∑
iA=1

miA(viA − iuiA). (2.1.27)

Es interesante notar que al definir la velocidad de flujo y la velocidad difusiva del centro de masa

vA = 1
MA

k∑
iA=1

miAviA y uA = 1
MA

k∑
iA=1

miAuiA (2.1.28)

con masa total MA = ∑k
iA=1 miA , entonces el valor débil del momento total se puede escribir de

forma equivalente a (2.1.5) como

〈p̂A〉w = MA(vA − iuA), (2.1.29)

de donde se observa que 〈p̂A〉w hace referencia a las velocidades del centro de masa del subsistema
A y no a las velocidades de alguna partícula en específico. De manera totalmente análoga se puede
escribir el valor débil del momento total del subsistema B, con masa total MB = ∑n

iB=k+1 miB

como
〈p̂B〉w = MB(vB − iuB) =

n∑
iB=k+1

miB(viB − iuiB), (2.1.30)

con la velocidad de flujo y la velocidad difusiva del centro de masa del subsistema B dadas por

vB = 1
MB

n∑
iB=k+1

miBviB y uB = 1
MB

n∑
iB=k+1

miBuiB . (2.1.31)

De forma similar al criterio de la subsección 2.1.1, nos interesa el valor débil de la doble aplicación
de los momentos p̂A y p̂B, pues buscamos expresiones que contengan derivadas de las velocidades
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uiµ y viµ (µ = A,B) para utilizar las condiciones (2.1.10) y (2.1.11). Calculando la doble aplicación
de los momentos totales se obtiene

p̂A · p̂Bψ =
k∑

iA=1
p̂iA ·

( n∑
iB=k+1

p̂iBψ
)

=
k∑

iA=1

n∑
iB=k+1

p̂iA · p̂iBψ,
(2.1.32)

que al observar de nuevo que p̂iA y p̂iB son operadores de momento de partículas individuales,
entonces podemos utilizar la ecuación (2.1.14) para reescribir a (2.1.32) como

p̂A · p̂Bψ =
k∑

iA=1

n∑
iB=k+1

[
miA(viA − iuiA) ·miB(viB − iuiB)ψ

− ~miB(∇iA · uiB + i∇iA · viB)ψ
]
.

(2.1.33)

Notamos que el primer sumando de la ecuación anterior corresponde al producto de los valores
débiles (2.1.27) y (2.1.30) por lo que podemos escribir a 〈p̂A · p̂B〉w como

〈p̂A · p̂B〉w =
k∑

iA=1
miA(viA − iuiA) ·

n∑
iB=k+1

miB(viB − iuiB)

−
k∑

iA=1

n∑
iB=k+1

~miB(∇iA · uiB + i∇iA · viB)

= 〈p̂A〉w · 〈p̂B〉w −
k∑

iA=1

n∑
iB=k+1

~miB(∇iA · uiB + i∇iA · viB).

(2.1.34)

En esta última ecuación, por medio de (2.1.19), podemos identificar a

Cw
p̂iA p̂iB

= −~miB(∇iA · uiB + i∇iA · viB), (2.1.35)

como la correlación débil entre el momento de la partícula iA en el subsistema A con el momento
de la partícula iB en el subsistema B. Así, definiendo la correlación débil entre el momento total
de A y el momento total de B como

Cw
p̂Ap̂B = 〈p̂A · p̂B〉w − 〈p̂A〉w · 〈p̂B〉w , (2.1.36)

entonces la ecuación (2.1.34) se reescribe de la forma

Cw
p̂Ap̂B =

k∑
iA=1

n∑
iB=k+1

Cw
p̂iA p̂iB

, (2.1.37)

que muestra con claridad que la correlación débil entre los momentos totales de A y B, no es
más que la suma de correlaciones débiles entre todos los momentos de las partículas en A y los
momentos de las partículas en B. Además, a través del criterio desarrollado en 2.1.1, si todas las
partículas de A son separables de las de B, entonces Cw

p̂iA p̂iB
= 0 para todo subíndice iA e iB, y

entonces a partir de (2.1.37) se tiene que Cw
p̂Ap̂B = 0. Físicamente, dado que si ninguna partícula del

subsistema A está enredada con el subsistema B, entonces se espera que el subsistema A no tenga
enredamiento con el subsistema B, diremos por esta razón que la condición Cw

p̂Ap̂B = 0 representa
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la separabilidad de la bipartición A|B. Como es esperado, la correlación entre los subsistemas
es simétrica, Cw

p̂Ap̂B = Cw
p̂Bp̂A , ya que como se mencionó en la subsección 2.1.1, las correlaciones

referentes a las partículas individuales son cantidades simétricas bajo el intercambio de índice,
Cw

p̂iA p̂iB
= Cw

p̂iB p̂iA
.

Lo anterior nos permite ya establecer un criterio de enredamiento bipartito, pero antes es
interesante reescribir (2.1.37) utilizando las velocidades de difusión y flujo (2.1.31) como sigue:

Cw
p̂Ap̂B =

k∑
iA=1

n∑
iB=k+1

−~miB(∇iA · uiB + i∇iA · viB)

= −~
k∑

iA=1
(∇iA ·

n∑
iB=k+1

miBuiB + i∇iA ·
n∑

iB=k+1
miBviB)

= −~
k∑

iA=1
(∇iA ·MBuB + i∇iA ·MBvB)

(2.1.38)

que al considerar (2.1.25) en la representación de coordenadas, o considerando el gradiente total
en A, ∇A = ∑k

iA=1∇iA , la correlación entre los subsistemas de la bipartición A|B se puede escribir
como

Cw
p̂Ap̂B = −~MB(∇A · uB + i∇A · vB), (2.1.39)

que es la ecuación análoga a (2.1.19), pero ahora depende de las cantidades totales (que incluyen
la información de las coordenadas y momentos de todas las partículas) de los subsistemas A y B.
A partir de la ecuación anterior podemos utilizar las definiciones de enredamiento tipo P y tipo A
dado en la subsección 2.1.1 para el estado (2.1.24) y establecer el siguiente criterio:

Si Re(Cw
p̂Ap̂B) 6= 0 =⇒ ∇A · uB 6= 0 =⇒ ∇iA · uiB 6= 0 para algún iA, iB =⇒ el sistema

tiene enredamiento bipartito en la bipartición A|B y además el enredamiento es tipo A.

Si Im(Cw
p̂Ap̂B) 6= 0 =⇒ ∇A · vB 6= 0 =⇒ ∇iA · viB 6= 0 para algún iA, iB =⇒ el sistema

tiene enredamiento bipartito en la bipartición A|B y además el enredamiento es tipo P.

Estas dos últimas subsecciones son un ejemplo del uso de los valores débiles para determinar la
existencia de enredamiento en estados puros y motivan su posible utilización para la caracterización
de correlaciones cuánticas en general. En la siguiente sección se definirán dos generalizaciones a
estados mezcla a partir de la correlación débil para estados puros y se estudiará su capacidad para
detectar correlaciones cuánticas en estados generales.

2.2. Correlación débil en estados mezcla
A lo largo de esta sección se estudiarán dos generalizaciones de la correlación débil para estados

puros
Cw
ÂB̂

= 〈f |AB|s〉
〈f |s〉

− 〈f |A|s〉
〈f |s〉

〈f |B|s〉
〈f |s〉

, (2.2.1)

y se discutirá en qué grado pueden detectar correlaciones cuánticas en estados generales, así como
las diferencias y similitudes que tienen entre sí. Comenzaremos con una generalización obtenible
de manera directa a partir de los valores débiles para estados mezcla tratados en la subsección 1.3.
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2.2.1. Una generalización natural
Tomemos un sistema bipartito A+B en un estado de preselección ρ̂0 = ρ̂0

A⊗ ρ̂0
B (ρ̂0

A representa
el estado inicial del subsistema A y ρ̂0

B el del subsistema B) y veamos qué sucede con el valor débil
con postselección ρ̂f = ρ̂fA ⊗ ρ̂

f
B de un producto de operadores Â = â⊗ ÎB y B̂ = ÎA ⊗ b̂. A partir

de la generalización (1.3.3) de valor débil para estados mixtos se obtiene

〈ÂB̂〉w =
Tr
[
(ρ̂fA ⊗ ρ̂

f
B)(â⊗ b̂)(ρ̂0

A ⊗ ρ̂0
B)
]

Tr
[
(ρ̂fA ⊗ ρ̂

f
B)(ρ0

A ⊗ ρ̂0
B)
]

= Tr(ρ̂fAâρ̂0
A ⊗ ρ̂

f
B b̂ρ̂

0
B)

Tr(ρ̂fAρ0
A ⊗ ρ̂

f
Bρ̂

0
B)

.

(2.2.2)

Escribiendo el operador de traza Tr[M ] = TrA[TrB[M ]], entonces es claro que

〈ÂB̂〉w = TrA(ρ̂fAâρ̂0
A)TrB(ρ̂fB b̂ρ̂0

B)
TrA(ρ̂fAρ̂0

A)TrB(ρfBρ̂0
B)

= 〈Â〉w 〈B̂〉w .
(2.2.3)

Por lo tanto si el estado de preselección y el de postselección son estados producto, entonces

〈ÂB̂〉w = 〈Â〉w 〈B̂〉w . (2.2.4)
Este resultado muestra que al definir la correlación débil para estados mezcla (que es la gene-
ralización directa de la correlación débil para el caso de estados puros analizada en la sección
2.1),

Cw
ÂB̂

(ρ̂0, ρ̂f ) = 〈ÂB̂〉w − 〈Â〉w 〈B̂〉w

= Tr(ρ̂f ÂB̂ρ̂0)
Tr(ρ̂f ρ̂0) − Tr(ρ̂f Âρ̂0)Tr(ρ̂f B̂ρ̂0)

(Tr(ρ̂f ρ̂0))2 ,
(2.2.5)

es una cantidad útil para descartar si un estado mezcla de A+B es un estado producto. En efecto,
como acabamos de ver, si Cw

ÂB̂
(ρ̂0, ρ̂

f
A⊗ ρ̂

f
B) 6= 0 para algún Â, B̂ entonces ρ̂0 6= ρ̂0

A⊗ ρ̂0
B. En lo que

sigue exploraremos algunas de sus propiedades y su utilidad para detectar correlaciones cuánticas
en general.

Lo primero que podemos observar es que para el caso en que el estado de postselección y el de
preselección son iguales se puede reescribir la correlación (2.2.5) como:

Cw
ÂB̂

(ρ̂0, ρ̂0) = Tr(ρ̂2
0ÂB̂)

Tr(ρ̂2
0) − Tr(ρ̂2

0Â)
Trρ̂2

0

Tr(ρ̂2
0B̂)

Trρ̂2
0

, (2.2.6)

que recuerda a

CÂB̂ = 〈ÂB̂〉0 − 〈Â〉0 〈B̂〉0 = Tr(ρ̂0ÂB̂)− Tr(ρ̂0Â)Tr(ρ̂0B̂), (2.2.7)

la correlación usual entre los operadores Â y B̂ dado que el sistema está en el estado ρ̂0. La ecuación
(2.2.6) coincide con la ecuación (2.2.7) solo para ρ̂0 puro, (ρ̂2

0 = ρ̂0), como es de esperar, pues en
ese caso (preselección y postselección puros e iguales) se tiene 〈Ŝ〉w = 〈Ŝ〉0. Sin embargo aún en el
caso mezcla, (ρ̂2

0 6= ρ̂0) podemos interpretar a (2.2.6) como la correlación usual

Cw
ÂB̂

(ρ̂0, ρ̂0) = Tr(ρ̂′ÂB̂)− Tr(ρ̂′Â)Tr(ρ̂′B̂) = 〈ÂB̂〉ρ̂′ − 〈Â〉ρ̂′ 〈B̂〉ρ̂′ , (2.2.8)
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pues
ρ̂′ = ρ̂2

0
Trρ̂2

0
, (2.2.9)

cumple las propiedades de estado cuántico. En este sentido, la definición (2.2.5) generaliza la corre-
lación cuántica usual al permitir la postselección del sistema en un estado distinto al de preselección.

Como segundo punto de interés reescribiremos la correlación débil (2.2.5) tomando los estados
de postselección ρ̂f = ∑

i ai |fi〉 〈fi| y preselección ρ̂0 = ∑
i ci |si〉 〈si|. De forma similar a como se

obtuvo la ecuación (1.3.11) el valor débil de Ŝ se escribe

〈Ŝ〉w =
∑
i,j

Wij 〈Ŝ〉
(fj ,si)
w , (2.2.10)

donde esta vez
Wij = ciaj| 〈fj|si〉 |2∑

k,l ckal| 〈fl|sk〉 |2
, (2.2.11)

es la expresión del peso estadístico correspondiente y los valores débiles 〈Ŝ〉(fj ,si)w ahora están en
términos de los estados de la descomposición espectral tanto de ρ̂0 como de ρ̂f

〈Ŝ〉
(fj ,si)
w = 〈fj|Ŝ|si〉

〈fj|si〉
. (2.2.12)

Utilizando este resultado podemos escribir la correlación débil como

Cw
ÂB̂

= 〈ÂB̂〉w − 〈Â〉w 〈B̂〉w
=
∑
i,j

Wij 〈ÂB̂〉
(fj ,si)
w −

∑
ijkl

WijWkl 〈Â〉
(fj ,si)
w 〈B̂〉

(fl,sk)
w ,

(2.2.13)

que al recordar que la correlación débil para estados puros es

C
w(fj ,si)
ÂB̂

= 〈ÂB̂〉(fj ,si)w − 〈Â〉
(fj ,si)
w 〈B̂〉

(fj ,si)
w , (2.2.14)

conduce a

Cw
ÂB̂

=
∑
i,j

WijC
w(fj ,si)
ÂB̂

+
∑
ij

Wij 〈Â〉
(fj ,si)
w

(
〈B̂〉

(fj ,si)
w −

∑
kl

Wkl 〈B̂〉
(fl,sk)
w

)
. (2.2.15)

Debido a que un estado separable ρ̂ = ∑
i piρ

i
A ⊗ ρiB siempre se puede escribir de la forma

ρ̂ =
∑
iab

picahb |ψia〉 |φib〉 〈ψia| 〈φib|

=
∑
iab

picahb |siab〉 〈siab| ,
(2.2.16)

con |siab〉 = |ψia〉 |φib〉 y donde se escribió

ρ̂iA =
∑
a

ca |ψia〉 〈ψia| y ρ̂iB =
∑
b

hb |φib〉 〈φib| , (2.2.17)

41



entonces si ρ̂0 y ρ̂f son separables, |si〉 y |fj〉 son estados producto por lo que Cw(fj ,si)
ÂB̂

= 0 para
toda i, j y por lo tanto ∑

i,j

WijC
w(fj ,si)
ÂB̂

= 0, (2.2.18)

De esta forma, podemos observar que la correlación débil (2.2.15) tiene un término que detecta
únicamente enredamiento ∑

i,j

WijC
w(fj ,si)
ÂB̂

, (2.2.19)

mientras que el término restante
∑
ij

Wij 〈Â〉
(fj ,si)
w

(
〈B̂〉

(fj ,si)
w −

∑
kl

Wkl 〈B̂〉
(fl,sk)
w

)
(2.2.20)

es el responsable de detectar correlaciones cuánticas en estados separables, pues en general no
será cero para estos estados mezcla. Así, Cw

ÂB̂
en principio es una cantidad que permite medir

correlaciones cuánticas distintas del entrelazamiento.
Basados en los resultados de la sección 2.1, en los que la correlación débil en estados puros

nos permitió establecer criterios de enredamiento, nos gustaría emplear la expresión (2.2.5) para
establecer algún criterio de correlaciones cuánticas en estados mezcla. Para ello, notemos primero
que el valor de Cw

ÂB̂
, al ser una cantidad compuesta por valores débiles, depende de dos estados,

ρ̂0 y ρ̂f . De esta forma, si se quieren conocer las correlaciones en el estado ρ̂0, es conveniente elegir
un estado de postselección ρ̂f producto, así aseguramos que cualquier correlación que detecte Cw

ÂB̂
proviene de ρ̂0. Eligiendo entonces ρ̂f como un estado producto, la expresión (2.2.4) asegura que
la correlación débil será nula para estados ρ̂0 producto, de modo que podemos distinguir entre
estados totalmente descorrelacionados de aquellos correlacionados. Sin embargo, como se muestra
en el ejemplo que sigue, Cw

AB no necesariamente discrimina entre estados clásica y cuánticamente
correlacionados, de modo que para tener un criterio de correlaciones cuánticas con esta cantidad
no basta con considerar estados ρ̂f producto. Este ejemplo servirá para ver la importancia que
juega el estado de postselección en la detección de correlaciones cuánticas. En la siguiente sección
se verá una elección particular de ρ̂f que permitirá usar Cw

ÂB̂
para detectar estados con discordia.

Por el momento veamos que tomar un estado de postselección totalmente descorrelacionado no es
suficiente para distinguir correlaciones cuánticas en el estado de preselección.

Consideremos el caso extremo en el que ρ̂f es un estado producto y es proporcional a la
identidad, ρ̂f = 1

dA
ÎA ⊗ 1

dB
ÎB = 1

d
Î con dA(B) la dimensión del espacio de Hilbert asociado a

A(B) y d = dAdB. En este caso Cw
ÂB̂

se reduce también a la correlación cuántica usual (2.2.7).
Consideremos además un sistema de 2 espines 1

2 , y los siguientes dos estados expresados en las
bases de eigenestados de Ŝz, {|+〉 , |−〉} de cada espín:

Un estado mezcla separable, con sólo correlaciones clásicas

ρ̂0 = 1
2
(
|++〉 〈++|+ |−−〉 〈−−|

)
. (2.2.21)

Un estado puro máximamente enredado

ρ̂0 = 1
2
(
|++〉 〈++|+ |++〉 〈−−|+ |−−〉 〈++|+ |−−〉 〈−−|

)
. (2.2.22)
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Lo que haremos será calcular la correlación débil (2.2.5) para cada uno de estos estados de prese-
lección, utilizando el estado de postselección producto:

ρ̂f = 1
2

1 0

0 1


1

⊗ 1
2

1 0

0 1


2

= 1
4



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


= 1

4 Î (2.2.23)

donde Î es la identidad actuando sobre el espacio de Hilbert del sistema completo. Lo haremos en
notación matricial con la identificación

|+〉 =

1

0

 , |−〉 =

0

1

 , (2.2.24)

es decir, en la base usual. Como operadores, consideramos

Â = σ̂z ⊗ Î2 =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


, (2.2.25)

y

B̂ = Î1 ⊗ σ̂z =



1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1


, (2.2.26)

donde Î1 y Î2 son las identidades que actúan sobre los espacios de Hilbert de las partículas 1 y 2
respectivamente y σ̂z es la matriz de Pauli z.

Escribiendo al primer estado de preselección como :

ρ̂0 = 1
2
(
|++〉 〈++|+ |−−〉 〈−−|

)

= 1
2



1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1


,

(2.2.27)

notamos que
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ÂB̂ρ̂0 = 1
2



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1





1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1





1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1


= ρ̂0, (2.2.28)

y

Âρ̂0 = 1
2



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1





1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1


= 1

2



1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1


, (2.2.29)

por lo que la correlación (2.2.5) resulta:

Cw
ÂB̂

= Tr(ρ̂f ÂB̂ρ̂0)
Tr(ρ̂f ρ̂0) − Tr(ρ̂f Âρ̂0)Tr(ρ̂f B̂ρ̂0)

(Tr(ρ̂f ρ̂0))2

= Tr(ρ̂f ρ̂0)
Tr(ρ̂f ρ̂0) −

Tr(1
4 ÎÂρ̂0)Tr(1

4 ÎB̂ρ̂0)
(Tr(ρ̂f ρ̂0))2

= 1− 1
16
Tr(Âρ̂0)Tr(B̂ρ̂0)

(Tr(ρ̂f ρ̂0))2

= 1,

(2.2.30)

pues Tr(Âρ̂0) = 0 como se ve de la ecuación (2.2.29).

Ahora para el segundo estado:

ρ̂0 = 1
2
(
|++〉 〈++|+ |++〉 〈−−|+ |−−〉 〈++|+ |−−〉 〈−−|

)

= 1
2



1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1


,

(2.2.31)

de nuevo se tiene

ÂB̂ρ̂0 = 1
2



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1





1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1





1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1


= ρ̂0, (2.2.32)

y
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Âρ̂0 = 1
2



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1





1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1


= 1

2



1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

−1 0 0 −1


, (2.2.33)

por lo que al calcular la correlación (2.2.5) para este segundo estado de manera exactamente igual
que se hizo en el primero, se obtiene de nuevo:

Cw
ÂB̂

= 1. (2.2.34)
Este ejemplo muestra que un estado de postselección descorrelacionado (producto) no necesaria-
mente hace que Cw

ÂB̂
distinga entre estados clásica y cuánticamente correlacionados, ya que como

acabamos de ver, existen operadores Â y B̂ para los cuales Cw
ÂB̂

coincide para dos estados que tie-
nen correlaciones fundamentalmente diferentes. Desde luego, la razón de esto es que en el ejemplo
empleamos un estado de postselección proporcional a la identidad en cuyo caso la correlación débil
se reduce a la correlación usual, la cual no distingue correlaciones cuánticas de clásicas. Pero esto
muestra la virtud de Cw

ÂB̂
: el que generalice la correlación usual al permitir considerar diferentes

estados de postselección permite la posibilidad de distinguir correlaciones clásicas de correlaciones
cuánticas en el estado de preselección.

Para mostrar que Cw
ÂB̂

efectivamente puede distinguir correlaciones clásicas de cuánticas par-
tamos de la definición original (2.2.5)

Cw
ÂB̂

(ρ̂0, ρ̂f ) = Tr(ρ̂f ÂB̂ρ̂0)
Tr(ρ̂f ρ̂0) − Tr(ρ̂f Âρ̂0)Tr(ρ̂f B̂ρ̂0)

(Tr(ρ̂f ρ̂0))2

= 1
(Tr(ρ̂f ρ̂0))2

[
Tr(ρ̂f ÂB̂ρ̂0)Tr(ρ̂f ρ̂0)− Tr(ρ̂f Âρ̂0)Tr(ρ̂f B̂ρ̂0)

] (2.2.35)

y tomemos el estado de preselección separable

ρ̂sep0 =
∑
n

pnρ̂
n
A ⊗ ρ̂nB, (2.2.36)

y el estado de postselección producto ρ̂f = σ̂A ⊗ σ̂B, con σ̂A y σ̂B arbitrarios. Siendo Â = â ⊗ IB
y B̂ = ÎA ⊗ b̂, sustituyendo estos estados y operadores en la primera traza de(2.2.35) se obtiene

Tr(ρ̂f ÂB̂ρ̂0) =
∑
n

pnTrA(σ̂Aâρ̂nA)TrA(σ̂B b̂ρ̂nB), (2.2.37)

donde se ha usado la linealidad de la traza y la propiedad Tr(Ŝ) = TrA(TrBŜ). Haciendo lo
análogo para cada término en (2.2.35) se encuentra que la correlación débil se puede escribir como

Cw
ÂB̂

(ρ̂sep0 , σ̂A ⊗ σ̂B) = 1
P 2

∑
nm

pnpmTrA(σAâρnA)TrA(σAρ̂mA )TBnm. (2.2.38)

En esta última expresión se ha escrito P = Tr(ρ̂f ρ̂0) y se ha definido la cantidad antisimétrica (en
n y m)

TBnm = TrB(σ̂B b̂ρ̂nB)TrB(σ̂Bρ̂mB )− TrB(σ̂B b̂ρ̂mB )TrB(σ̂Bρ̂nB). (2.2.39)
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De esta forma, utilizando que TBnm = −TBmn, al intercambiar los índices (mudos) n porm en (2.2.38)
y sumando la expresión resultante con (2.2.38) se puede simetrizar la ecuación respecto a A y B
notando que

Cw
ÂB̂

(ρ̂sep0 , σ̂A ⊗ σ̂B) = 1
2(Cw

ÂB̂
+ Cw

ÂB̂
) = 1

2P 2

∑
nm

pnpmT
A
nmT

B
nm, (2.2.40)

donde TAnm se difinió análogamente a (2.2.39). Utilizando (2.2.40) se puede encontrar un estado
de postselección que hace que Cw

ÂB̂
= 0, ∀ Â y B̂, si el estado de preselección es A(B)-clásico.

Consideremos por ejemplo que ρ̂0 es A-clásico, entonces para cada ρ̂nA en la ec. (2.2.36)

ρ̂nA = |n〉A 〈n|A = P̂n (2.2.41)

para alguna base ortonormal {|n〉A} (ver la definición de estado A-clásico (ec.1.5.4)). En este caso,

TAnm = TrA(σ̂AâP̂n)TrA(σ̂AP̂m)− TrA(σ̂AâP̂m)TrA(σ̂AP̂n). (2.2.42)

Al notar que una forma de anular Cw
ÂB̂

es pidiendo que TAnmTBnm ∼ δnmT
A(B)
nm (pues TA(B)

nm es
antisimétrico y al tomar la suma en (2.2.40) resultaría Cw

ÂB̂
= 0), entonces dado que P̂nP̂m = δnmP̂m

para proyectores de la misma base, se observa a partir de (2.2.42) que si σ̂A = |l〉A 〈l|A con
|l〉A ∈ {|n〉A} se tiene,

TAnm = TrA(σ̂AâP̂n)TrA(σ̂AP̂m)− TrA(σ̂AâP̂m)TrA(σ̂AP̂n)
= TrA(δnlâP̂n)TrA(δmlP̂m)− TrA(δmlâP̂m)TrA(δnlP̂n)
= δnlδml

[
TrA(âP̂n)TrA(P̂m)− TrA(âP̂m)TrA(P̂n)

]
= δnm

[
TrA(âP̂n)− TrA(âP̂m)

]
,

(2.2.43)

al sustituir en (2.2.40) y sumar sobre n y m se obtiene

Cw
ÂB̂

= 0. (2.2.44)

Se puede obtener un resultado análogo para estados B-clásicos, donde ahora el estado de
postselección será ρ̂f = σ̂A ⊗ |l〉B 〈l|B con |l〉B un estado de la base ortonormal {|n〉B} en la que
ρnB = |n〉B 〈n|B. En conclusión, se ha mostrado que Cw

ÂB̂
puede detectar estados A(B)-clásicos

con la elección adecuada de ρ̂f . Por contraposición podemos enunciar el resultado obtenido de la
siguiente forma

Dado ρ̂f = |l〉A 〈l|A ⊗ σ̂B donde |l〉A es un eigenestado de ρ̂A0 = TrB(ρ̂0), entonces

Si Cw
ÂB̂

(ρ̂0, ρ̂f ) 6= 0 p.a. Â, B̂ =⇒ Dρ̂0(B|A) 6= 0. (2.2.45)

Es decir ρ̂0 no es A-clásico y tiene discordia D(B|A).

Dado ρ̂f = σ̂A ⊗ |l〉B 〈l|B donde |l〉B es un eigenestado de ρ̂B0 = TrA(ρ̂0), entonces

Si Cw
ÂB̂

(ρ̂0, ρ̂f ) 6= 0 p.a. Â, B̂ =⇒ Dρ̂0(A|B) 6= 0. (2.2.46)

Es decir ρ̂0 no es B-clásico y tiene discordia D(A|B).

46



Este resultado muestra la capacidad de Cw
ÂB̂

de detectar discordia; sin embargo, tienen el incon-
veniente de que es necesario conocer a los estados reducidos del sistema de estudio, y por lo tanto
el resultado pierde generalidad. Desde luego, el estado de postselección se obtuvo a partir de con-
siderar una sola forma de tantas posibles en las que Cw

ÂB̂
= 0. Quizá haciendo un análisis más

profundo sobre esta correlación débil se puede determinar un estado de postselección más general
que permita los mismos (o aún más generales) resultados.

A pesar de que esto último es en principio posible, debido a la dificultad del problema, creemos
que es más conveniente e ilustrativo buscar otra generalización de la correlación débil en estados
puros que permita detectar estados con discordia sin tener que recurrir a la base de estados que
diagonalizan a ρ̂A0 . En la siguiente subsección desarrollamos esta cantidad alternativa.

2.2.2. Otra generalización de Cw
ÂB̂

para estados mezcla
Partamos de nuevo de la correlación débil para estados puros

Cw
ÂB̂

= 〈f |ÂB̂|s〉
〈f |s〉

− 〈f |Â|s〉
〈f |s〉

〈f |B̂|s〉
〈f |s〉

. (2.2.47)

Multiplicando por la unidad se puede reescribir la ecuación anterior como

Cw
ÂB̂

= 〈s|f〉 〈f |s〉 〈s|f〉 〈f |ÂB̂|s〉
| 〈f |s〉 |4

− 〈s|f〉 〈f |Â|s〉 〈s|f〉 〈f |B̂|s〉
| 〈f |s〉 |4

, (2.2.48)

la cual, utilizando ρ̂0 = |s〉 〈s| (preselección), ρ̂f = |f〉 〈f | (postselección) y P = | 〈f |s〉 |2 =
Tr(ρ̂f ρ̂0), se puede reescribir

Cw
ÂB̂

(ρ̂0, ρ̂f ) =
Tr
(
ρ̂f ρ̂0ρ̂f ÂB̂ρ̂0

)
P 2 −

Tr
(
ρ̂f Âρ̂0ρ̂f B̂ρ̂0

)
P 2

(2.2.49)

que usando la ciclicidad de la traza, se reduce a la expresión

Cw
ÂB̂

(ρ̂0, ρ̂f ) = 1
P
〈Â[B̂, ρ̂0ρ̂f ]〉w . (2.2.50)

Esta última ecuación permite generalizar Cw
ÂB̂

a estados mezcla de manera alternativa a (2.2.5),
por lo que llamaremos a esta nueva cantidad Kw

ÂB̂
,

Kw
ÂB̂

(ρ̂0, ρ̂f ) = 1
P
〈Â[B̂, ρ̂0ρ̂f ]〉w

= 1
P 2Tr

(
ρ̂f Â[B̂, ρ̂0ρ̂f ]ρ̂0

) (2.2.51)

con P = Tr(ρ̂0ρ̂f ). En particular la correlación (2.2.51) coincide con la generalización (2.2.5) en el
caso en que ρ̂0 o ρ̂f son puros. Por ejemplo, si ρ̂f es puro, entonces se tiene
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Kw
ÂB̂

(ρ̂0, |f〉 〈f |) = 1
P 2Tr

(
|f〉 〈f | Â

[
B̂, ρ̂0 |f〉 〈f |

]
ρ̂0
)

= 1
P 2

[
Tr
(
|f〉 〈f | ÂB̂ρ̂0 |f〉 〈f | ρ̂0

)
− Tr

(
|f〉 〈f | Âρ̂0 |f〉 〈f | B̂ρ̂0

)]
= 1
P 2

[
〈f | ÂB̂ρ̂0 |f〉 〈f | ρ̂0 |f〉 − 〈f | Âρ̂0 |f〉 〈f | B̂ρ̂0 |f〉

]
= 1
Tr2(ρ̂f ρ̂0)

[
T (ρ̂f ÂB̂ρ̂0)Tr(ρ̂f ρ̂0)− Tr(ρ̂f Âρ̂0)Tr(ρ̂f B̂ρ̂0)

]
= Cw

ÂB̂
(ρ̂0, |f〉 〈f |).

(2.2.52)

Esta cantidad es diferente en esencia a Cw
ÂB̂

(ec. (2.2.5)). Lo primero que se puede notar es que
esta nueva generalización en el caso en que ρ̂0 y ρ̂f sean el mismo estado mezcla, ρ̂0 = ρ̂f , a saber,

Kw
ÂB̂

(ρ̂0, ρ̂0) = 1
Tr(ρ̂2

0)Tr
(
ρ̂0Â[B̂, ρ̂0ρ̂0]ρ̂0

)
= 1
Tr(ρ̂2

0)
[
Tr(ÂB̂ρ̂4

0)− Tr(Âρ̂2
0B̂ρ̂

2
0)
]
,

(2.2.53)

recuerda a la correlación de Wigner-Yanase definida en [34] como

Corrρ̂(Â, B̂) = Tr(ÂB̂ρ̂)− Tr(Âρ̂1/2B̂ρ̂1/2). (2.2.54)
En efecto, haciendo

ρ̂′ = ρ̂4
0

Tr(ρ̂4
0) , (2.2.55)

se obtiene
Kw
ÂB̂

(ρ̂0, ρ̂0) = Tr(ρ̂4
0)

(Tr(ρ̂2
0))2Corrρ̂′(Â, B̂), (2.2.56)

por lo que para estados de postselección y preselección igualesKw
ÂB̂

es equivalente a la correlación de
Wigner-Yanase. Por lo tanto a diferencia de Cw

ÂB̂
, que generaliza a la correlación usual (2.2.7), Kw

ÂB̂
generaliza a (2.2.54) permitiendo que el estado de postselección sea diferente al de preselección.

La relación entre Kw
ÂB̂

y la correlación de Wigner-Yanase es muy importante pues como se
menciona en [34], la correlación Wigner-Yanase distingue los estados (2.2.21) y (2.2.22) resultando
en Corrρ̂(Â, B̂) = 0 para el primero y Corrρ̂(Â, B̂) = 1 para el segundo, con Â = σ̂z ⊗ Î2 y
B̂ = Î1 ⊗ σ̂z. De hecho, al tomar ρf = 1

4 Î la correlación (2.2.51) se expresa también como una
correlación Wigner-Yanase

Kw
ÂB̂

(ρ̂0,
1
4 Î) = Tr(ÂB̂ρ̂2

0 − Âρ̂0B̂ρ̂0) = Tr(ρ̂2
0)Corrρ̃(Â, B̂), (2.2.57)

con ρ̃ = ρ̂2
0

Tr(ρ̂2
0) y si se calcula utilizando de nuevo los operadores Â = σ̂z ⊗ Î2 y B̂ = Î1 ⊗ σ̂z se

obtiene, como es de esperarse, que para el estado de preselección (2.2.21),

Kw
ÂB̂

= 0, (2.2.58)

mientras que para el estado (2.2.22),

Kw
ÂB̂

= 1, (2.2.59)
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a diferencia de Cw
ÂB̂

que en los dos casos tomaba el valor de 1. En este sentido uno podría decir
que Kw

ÂB̂
es una mejor cantidad que Cw

ÂB̂
pues puede distinguir entre estados con correlaciones

cuánticas y estados con correlaciones clásicas sin necesidad de conocer los eigenvectores de los
estados reducidos ρ̂A(B)

0 del estado de preselección, como ocurría para Cw
ÂB̂

.
En efecto, podemos probar que utilizando el estado de postselección ρ̂f = 1

dA(B)
ÎA(B) ⊗ σ̂B(A)

entonces Kw
ÂB̂

= 0 si ρ̂0 es A(B)-clásico. Para verlo, tomemos inicialmente de nuevo ρ̂f = σ̂A ⊗ σ̂B
y el estado separable (2.2.36). Sustituyendo estos estados en la definición (2.2.51) y considerando
Â = â⊗ ÎB y B̂ = ÎA ⊗ b̂ se obtiene

Kw
ÂB̂

(ρ̂sep0 , σ̂A ⊗ σ̂B) = 1
P 2

∑
nm

pnpmTrA(σ̂Aâρ̂nAσ̂Aρ̂mA )
[
TrB(σ̂B b̂ρ̂nBσ̂Bρ̂mB )− TrB(σ̂Bρ̂nBσ̂B b̂ρ̂mB )

]
,

(2.2.60)
que al usar la ciclidad de la traza en B se puede escribir como

Kw
ÂB̂

= 1
P 2

∑
nm

pnpmTrA(σ̂Aâρ̂nAσ̂Aρ̂mA )TBnm, (2.2.61)

donde se ha definido
TBnm = TrB(b̂[ρ̂nBσ̂B, ρ̂mB σ̂B]). (2.2.62)

TBnm es una cantidad antisimétrica bajo el intercambio de índices n por m, TBnm = −TBmn, por lo
que al igual que se hizo para Cw

ÂB̂
es posible simetrizar a Kw

ÂB̂
respecto a A y B. Al intercambiar

n por m en (2.2.61), la expresión resultante puede ser sumada con (2.2.61) para obtener

Kw
ÂB̂

= 1
2(Kw

ÂB̂
+Kw

ÂB̂
)

= 1
2P 2

∑
nm

pnpmT
A
nmT

B
nm,

(2.2.63)

que es una expresión análoga a (2.2.40) para Kw
ÂB̂

. Similarmente a como se hizo antes, si TA(B)
nm ∼

δnm, entonces Kw
ÂB̂

= 0 (pues TA(B)
nm son antisimétricos). Consideremos entonces que ρ̂0 es A-clásico,

es decir, ρ̂nA = |n〉A 〈n|A = P̂n para alguna base ortonormal {|n〉A}. De esta forma

TAnm = Tr(â[ρ̂nAσ̂A, ρ̂mA σ̂A])
= Tr(â[P̂nσ̂A, P̂mσ̂A]),

(2.2.64)

que desde luego, una forma de hacer esta cantidad proporcional a la identidad es tomar σ̂A = P̂l
con P̂l un proyector en la base {|n〉A}, pero de nuevo requiere concocer los eigenestados de la matriz
reducida de ρ̂0, lo que no aporta nada nuevo. Sin embargo, esta vez, al considerar σ̂A = 1

dA
ÎA (dA

la dimensión del espacio de Hilbert asociado a A), entonces

TAnm = 1
d2
A

Tr(â[P̂n, P̂m])

= 1
d2
A

Tr(â[δnmP̂m − δmnP̂n])

= 1
d2
A

δnmTr(â[P̂m − P̂n]),

(2.2.65)

que al sustituir en (2.2.63) y tomar la suma sobre n y m resulta en
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Kw
ÂB̂

= 0. (2.2.66)
Dado que (2.2.63) es simétrica respecto a A y B, se puede obtener un resultado análogo para B.

En resumen lo que se ha probado es que si ρ̂f = 1
dA(B)

ÎA(B) ⊗ σ̂B(A), entonces para ρ̂0 B(A)-clásico
entonces Kw

ÂB̂
= 0. Por contraposición podemos enunciar el siguiente resultado

Dado ρ̂f = ÎA
dA
⊗ σ̂B para cualquier σ̂B, entonces

Si Kw
ÂB̂

(ρ̂0, ρ̂f ) 6= 0 p.a. Â, B̂ =⇒ Dρ̂0(B|A) 6= 0 . (2.2.67)

Es decir ρ̂0 no es A-clásico y tiene discordia D(B|A) no nula.

Dado ρ̂f = σ̂A ⊗ ÎB
dB

para cualquier σ̂A, entonces

Si Kw
ÂB̂

(ρ̂0, ρ̂f ) 6= 0 p.a. Â, B̂ =⇒ Dρ̂0(A|B) 6= 0 . (2.2.68)

Es decir ρ̂0 no es B-clásico y tiene discordia D(A|B) no nula.

Un resultado particular que conjunta tanto (2.2.67) como (2.2.68) se obtiene al tomar ρ̂f = 1
dA
ÎA⊗

1
dB
ÎB = 1

d
Î. Para este estado de postselección, como se comentó en párrafos anteriores, Kw

ÂB̂
=

Tr(ρ̂2
0)Corrρ̃(Â, B̂), con ρ̃ = ρ̂2

0
Tr(ρ̂2

0) y se anula tanto para ρ̂0 ∈ CA como para ρ̂0 ∈ CB, es decir, para
estados con correlaciones clásicas. En la tabla 2.1 se sintetizan los resultados comparativos entre
Cw
ÂB̂

y Kw
ÂB̂

mostrando para qué estados de postselección detectan discordia y en la figura 2.1 se
resume esquemáticamente la conexión entre estas dos cantidades.

Comparación entre Cw
ÂB̂

y Kw
ÂB̂

Correlación Postselección ρ̂f = σ̂A ⊗ σ̂B ρ̂0 ∈ CA ρ̂0 ∈ CB

Cw
ÂB̂

, Kw
ÂB̂

σ̂A proyector sobre vec. propios de TrBρ̂0 = 0

Cw
ÂB̂
, Kw

ÂB̂
σ̂B proyector sobre vec. propios de TrAρ̂0 = 0

Kw
ÂB̂

σ̂A = 1
dA
ÎA =0

Kw
ÂB̂

σ̂B = 1
dB
ÎB = 0

Tabla 2.1: Resultados para Cw
ÂB̂

y Kw
ÂB̂

para estados separables con distintas correlaciones cuánticas.

Como nota final, es interesante observar que al tomar el estado de postselección con σ̂A =
|l〉A 〈l|A se obtiene (véanse las ecuaciones (2.2.39) y (2.2.62))

TAnm = TrA(σ̂Aâρ̂nA)TrA(σ̂Aρ̂mA )− TrB(σ̂Aâρ̂mA )TrA(σ̂Aρ̂nA)
= Tr(â[ρ̂nAσ̂A, ρ̂mA σ̂A])
= TAnm,

(2.2.69)

y desde luego, si se toma σ̂B = |k〉B 〈k|B se tiene también TBnm = TBnm y por lo tanto
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Cw
ÂB̂

= 〈f |ÂB̂|s〉
〈f |s〉 −

〈f |Â|s〉
〈f |s〉

〈f |B̂|s〉
〈f |s〉

Cw
ÂB̂

= Tr(ρ̂f ÂB̂ρ̂0)
Tr(ρ̂f ρ̂0) −

Tr(ρ̂f Âρ̂0)
Tr(ρ̂f ρ̂0)

Tr(ρ̂f B̂ρ̂0)
Tr(ρ̂f ρ̂0)

Generaliza a
la correlación usual

Para ρ̂f = 1
dA(B)

ÎA(B) ⊗ σ̂B(A)

detecta estados A(B)-clásicos

Para ρ̂f = |l〉 〈l|A(B) ⊗ σ̂B(A) con
|l〉A(B) eigevector del estado
reducido TrB(A)ρ̂0 detecta
estados A(B)-clásicos

Kw
ÂB̂

= 1
(Tr(ρ̂f ρ̂0))2Tr

(
ρ̂f Â[B̂, ρ̂0ρ̂f ]ρ̂0

)

Generaliza
a la correlación

de Wigner-Yanase

Coinciden para estado
de preselección o postselección

puro

Para ρ̂f = 1
dA(B)

ÎA(B) ⊗ σ̂B(A)

detecta estados A(B)-clásicos

Figura 2.1: Esquema de las cantidades propuestas para detectar correlaciones cuánticas y resultados obtenidos
en este trabajo. Hasta arriba está la correlación débil para estados puros, y se divide en las dos generalizaciones
desarrolladas para estados mezcla.

51



Kw
ÂB̂

(ρ̂sep0 , |l〉A 〈l|A ⊗ |k〉B 〈k|B) = Cw
ÂB̂

(ρ̂sep0 , |l〉A 〈l|A ⊗ |k〉B 〈k|B), (2.2.70)

que es un caso particular (para ρ̂0 separable) de la ecuación (2.2.52), pues en tal caso ρ̂f es puro.
Lo que llama la atención de la ecuación (2.2.69) es que recordando que el estado de postselección

que se encontró para Cw
ÂB̂

, aquel que permitió detectar correlaciones cuánticas con Cw
ÂB̂

, justamente
es un estado con σ̂A puro. Siguiendo la ecuación (2.2.69) se tiene en este caso que TAnm se reduce a
TAnm. Pareciera ser entonces que la cantidad a través de la cual se está detectando discordia es TAnm.
En la siguiente sección veremos que en efecto, el criterio establecido para Kw

ÂB̂
estará relacionado

con el criterio de correlaciones cuánticas desarrollado en [2] a través de TAnm.

2.2.3. Criterio de Guo y Kw
ÂB̂

Por último, para reforzar la validez de la cantidad Kw
ÂB̂

como viable para detectar correlaciones
cuánticas, en esta sección se presenta la consistencia con otro criterio de correlaciones cuánticas
desarrollado en la referencia [2]. En ese trabajo se considera un sistema bipartito, con partes A y
B, cuyo estado es ρ̂0, y se definen los operadores

Âij = 〈iB|ρ̂0|jB〉 , (2.2.71)

que actúan sobre HA y
B̂ij = 〈iA|ρ̂0|jA〉 , (2.2.72)

que actúan en HB, con {|iA〉} y {|iB〉} bases ortonormales de dichos espacios respectivamente. En
[2], Guo encuentra que

ρ̂0 ∈ CA ⇐⇒ [Âij, Âkl] = 0, (2.2.73)

para todo i, j, k, l. Similarmente

ρ̂0 ∈ CB ⇐⇒ [B̂ij, B̂kl] = 0, (2.2.74)

para todo i, j, k, l. Este criterio, en particular, implica el criterio desarrollado para Kw
ÂB̂

con σ̂(A)B
proporcional a la identidad, enunciado en (2.2.67) y (2.2.68). Para verlo, tomamos el estado de
preselección en su forma más general

ρ̂0 =
∑
i

|iB〉 〈iB| ρ̂0
∑
j

|jB〉 〈jB|

=
∑
ij

〈iB| ρ̂0 |jB〉 |iB〉 〈jB|

=
∑
ij

Âij ⊗ |iB〉 〈jB|

=
∑
ij

Âij ⊗ F̂B
ij ,

(2.2.75)

donde se ha definido F̂B
ij = |iB〉 〈jB|, con {|iB〉} una base de HB. Sustituyendo ρ̂0 en (2.2.51) con

el estado de postselección ρ̂f = σ̂A ⊗ σ̂B se obtiene

Kw
ÂB̂

(ρ̂0, σ̂A ⊗ σ̂B) = 1
P 2Tr

(
σ̂A ⊗ σ̂BÂ

[
B̂,
∑
ij

(Âij ⊗ F̂B
ij )(σ̂A ⊗ σ̂B)

]∑
lm

Âlm ⊗ F̂B
lm

)
. (2.2.76)
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De manera similar a antes, podemos separar aquellos términos que operan sobre HA de aquellos
términos que operan sobre HB de tal forma que

Kw
ÂB̂

(ρ̂0, σ̂A ⊗ σ̂B) = 1
P 2

∑
ijlm

TrA(âÂijσ̂AÂlmσ̂A)TB(ij)(lm) (2.2.77)

donde esta vez se ha definido

TB(ij)(lm) = TrB(b̂[F̂B
ij σ̂B, F̂

B
lmσ̂B]). (2.2.78)

Nótese que (2.2.78) es análoga a (2.2.62), con la diferencia de que el lugar que tomaban los operado-
res ρ̂nB en (2.2.62) es ocupado aquí por los operadores F̂B

ij . Intercambiando los índices (ij)↔ (lm)
en (2.2.77) y sumando el resultado con (2.2.77), al notar que TB(ij)(lm) = −TB(lm)(ij) podemos obtener

Kw
ÂB̂

= 1
2P 2

∑
ijlm

TA(ij)(lm)T
B
(ij)(lm), (2.2.79)

con
TA(ij)(lm) = TrA(â[Âijσ̂A, Âlmσ̂A]). (2.2.80)

Notemos que esta vez la ecuación (2.2.79) no es simétrica respecto A y B pues los operadores Âij
en la traza TA(ij)(lm) contienen ahora toda la información del estado ρ̂0, mientras que TB(ij)(lm) solo
depende de b̂ y σ̂B.

Ahora, al tomar σ̂A = 1
dA
ÎA se obtiene

TA(ij)(lm) = 1
d2
A

TrA(â[Âij, Âlm]), (2.2.81)

traza que contiene justamente el conmutador utilizado en el criterio de Guo, ec. (2.2.73). A partir
de este criterio, si ρ̂0 es A-clásico, entonces

[Âij, Âlm] = 0, (2.2.82)

para todo i, j, l,m y a partir de (2.2.81), se concluye mediante (2.2.79) que si ρ̂0 es A-clásico
entonces

Kw
ÂB̂

(ρ̂0,
1
d
ÎA ⊗ σ̂B) = 0. (2.2.83)

El resultado es análogo para B.
Este desarrollo constituye otra prueba para mostrar que eligiendo adecuadamente el estado

de postselección, Kw
ÂB̂

= 0 puede anularse para estados clásicos, pero más importante, muestra
la consistencia con un criterio ya establecido, lo que refuerza las cantidades estudiadas en este
trabajo. Para finalizar, el criterio basado en Kw

ÂB̂
sería equivalente al criterio de Guo si se probara

que
Kw
ÂB̂

(ρ̂0,
1
d
ÎA ⊗ σ̂B) = 0 ∀ Â, B̂, σ̂B =⇒ ρ̂0 ∈ CA, (2.2.84)

pues ello, aunado a (2.2.67), conduciría a que Kw
ÂB̂

= 0 ⇐⇒ ρ̂0 ∈ CA. Sobre esto, nuestro análisis
apunta a que la ecuación (2.2.84) es cierta, si bien la demostración rigurosa se deja para trabajo
futuro.
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Capítulo 3

Conclusiones

3.1. Conclusiones y observaciones finales
El presente trabajo tuvo como objetivo desarrollar herramientas matemáticas con base en los

valores débiles para la obtención de criterios de correlaciones cuánticas en estados generales. La
cantidad central de estudio fue la correlación débil definida por primera vez en [1] como

Cw
ÂB̂

= 〈f |ÂB̂|s〉
〈f |s〉

− 〈f |Â|s〉
〈f |s〉

〈f |B̂|s〉
〈f |s〉

, (3.1.1)

donde Â y B̂ representan observables de los correspondientes subsistemas A y B que conforman
al sistema compuesto S = A + B. El sistema S se encuentra en el estado de preselección |s〉 y es
postseleccionado en el estado |f〉.

Como primer resultado de este trabajo, se generalizó el criterio de enredamiento presentado en
[1] para dos partículas en un estado puro a un criterio de enredamiento bipartito para un sistema
de n-partículas también en un estado puro. El criterio generalizado obtenido en la sección (2.1)
establece condiciones suficientes para verificar enredamiento en biparticiones del tipo k|n − k.
Además del resultado en sí mismo, este permite concluir que la correlación débil definida por
(3.1.1) es útil para determinar la existencia de enredamiento bipartito en estados puros de sistemas
compuestos por n partes, y como consecuencia surgió la pregunta sobre la posibilidad de utilizar
la correlación débil para estados más generales.

Encaminados a responder esta pregunta, se utilizó una definición de valores débiles para estados
mezcla encontrada en [20]. Usando esta definición, como trabajo original de la tesis, se pudieron
generalizar algunas propiedades de los valores débiles en estados generales. Por ejemplo la relación
(1.2.15) entre el promedio de un operador Ŝ en el estado ρ̂0 = ∑

i pi |ψi〉 〈ψi| y los valores débiles
de Ŝ con preselección ρ̂0 y postselección ρ̂f = |f〉 〈f | ,

〈S〉0 = Tr(ρ̂0Ŝ) =
∑
f

W(f) 〈Ŝ〉w , (3.1.2)

con W(f) = ∑
i pi| 〈f |ψi〉 |2, o si f = φ es una variable continua

〈S〉0 = Tr(ρ̂0Ŝ) =
∫
W(φ) 〈Ŝ〉w dφ. (3.1.3)

Con este estudio de los valores débiles en estados mezcla, fue entonces posible proponer dos gene-
ralizaciones de la correlación débil (3.1.1) a estados generales para sistemas bipartitos A + B. La
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primera de ellas se definió como

Cw
ÂB̂

= Tr(ρ̂f ÂB̂ρ̂0)
Tr(ρ̂f ρ̂0) − Tr(ρ̂f Âρ̂0)

Tr(ρ̂f ρ̂0)
Tr(ρ̂f B̂ρ̂0)
Tr(ρ̂f ρ̂0) . (3.1.4)

Se mostró que la correlación (3.1.4) se puede considerar una generalización de la correlación usual

CÂB̂ = Tr(ρ̂ÂB̂)− Tr(ρ̂Â)Tr(ρ̂B̂), (3.1.5)

permitiendo estados de postselección distintos al de preselección. Se observó que Cw
ÂB̂

en general
(para postselección arbitraria) no detecta correlaciones cuánticas, aunque sí detecta estados corre-
lacionados (no producto) siempre que ρ̂f sea un estado producto. A partir de aquí se originó un
análisis sobre la forma que debe de tener el estado de postselección ρ̂f para la correcta detección
de correlaciones presentes en el estado de preselección ρ̂0. Se concluyó que para que un estado ρ̂f
sea adecuado para este fin, tiene que ser un estado producto, ρ̂f = σ̂A ⊗ σ̂B. A partir de esta ob-
servación, como resultado central, se obtuvo que (3.1.4) permite detectar discordia (de forma más
directa que empleando otras cantidades que también detectan discordia) mediante una elección
apropiada del estado de postselección. En particular, si se toma ρ̂f = σ̂A ⊗ σ̂B donde σ̂A(B) es un
eigenestado del estado reducido ρ̂A(B)

0 = TrB(A)(ρ̂0), entonces si Cw
ÂB̂
6= 0 el estado de preselección

ρ̂0 tiene discordia D(B|A)
(
D(A|B)

)
distinta de cero.

El inconveniente de este resultado es que es necesario conocer y postseleccionar sobre los estados
reducidos del sistema de interés. Sin embargo, el hecho de que la correlación (3.1.4) pueda detectar
correlaciones cuánticas más allá del enredamiento no cambia, y esto representa un avance y soporte
para el significado y utilidad de los valores débiles en el estudio de correlaciones cuánticas. Además,
no se descarta la posibilidad de que existan otros estados de postselección que permitan resultados
similares o más generales, e incluso se podría tomar en cuenta a los operadores Â y B̂ para
detectar correlaciones de manera particular. Este camino se decidió dejar para un futuro trabajo y
se continuó con el estudio de otra generalización de la correlación débil en estados puros, camino
que pensamos es más rico e ilustrativo a este nivel de conocimiento en relación a la correlación
débil (3.1.1).

Esta generalización alternativa está dada por la ecuación

Kw
ÂB̂

= 〈Â[B̂, ρ̂0ρ̂f ]〉w
P

= 1
P
Tr
(
ρ̂f Â[B̂, ρ̂0ρ̂f ]ρ̂0

)
, (3.1.6)

con P = Tr(ρ̂f ρ̂0). Las cantidades (3.1.4) y (3.1.6) son esencialmente diferentes en general, si bien
coinciden si el estado de postselección ρ̂f o el estado de preselección ρ̂0 es puro. A diferencia de
(3.1.4) que generaliza a la correlación usual, se mostró que Kw

ÂB̂
generaliza la llamada correlación

de Wigner-Yanase definida como

Corrρ̂(ÂB̂) = Tr(ÂB̂ρ̂)− Tr(Â
√
ρ̂B̂
√
ρ̂). (3.1.7)

Como se discutió, la correlación de Wigner-Yanase distingue correlaciones clásicas de cuánticas, y
la cantidad (3.1.6) hereda esta propiedad de manera más directa que (3.1.4). En este caso, la corre-
lación Kw

ÂB̂
también detecta correlaciones cuánticas si en el estado de postselección ρ̂f = σ̂A⊗ σ̂B se

toma σ̂A(B) como un eigenestado del estado reducido ρ̂A(B)
0 = TrB(A)(ρ̂0), pero esto no aporta nada

nuevo. Sin embargo, en fuerte contraste con Cw
ÂB̂

,Kw
ÂB̂

detecta discordia al elegir σ̂A(B) = 1
dA(B)

ÎA(B)

(Cw
ÂB̂

no detecta discordia para esta postselección). Específicamente, para ρ̂f = 1
dA(B)

ÎA(B)⊗ σ̂B(A),
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si Kw
ÂB̂
6= 0 para algún Â y B̂ entonces ρ̂0 tiene discordia D(B|A)

(
D(A|B)

)
distinta de cero.

Por último, se probó que Kw
ÂB̂

es consistente con el criterio establecido en [2] por Guo, y
aún más, se cree que se puede establecer un criterio equivalente basado en la cantidad Kw

ÂB̂
. La

demostración de esto último, es decir, la demostración rigurosa de (2.2.84), quedará como trabajo
posterior.

Desde mi punto de vista, Kw
ÂB̂

es una cantidad con relevancia teórica pues tiene una relación
con la correlación de Wigner-Yanase, que a su vez está relacionada fuertemente con cantidades
definidas en la teoría de información, como la información de Fisher o la llamada Skew Information
(información torcida, información asimétrica, informacion sesgada) [35][36]. Un estudio posterior
de Kw

ÂB̂
con un enfoque informático podría entonces arrojar luz hacia el significado físico de las

correlaciones débiles mencionadas en este trabajo.
Por otro lado, dado que Cw

ÂB̂
está compuesta por valores débiles de operadores hermitianos,

esta cantidad tiene la posibilidad de ser medida experimentalmente y puede ser interesante estu-
diarla desde otro punto de vista. Como se recalcó en su momento, Cw

ÂB̂
depende fuertemente del

estado de postselección, lo que permite definir una familia de correlaciones débiles en función de
la postselección

F = {Cw(ρ̂f )ÂB̂}ρ̂f . (3.1.8)

Es posible que dentro de este conjunto exista alguna correlación débil que permita distinguir estados
enredados (o en general, estados discordantes), por lo que un trabajo futuro cuyo objetivo sea
estudiar esta familia de correlaciones débiles puede rendir frutos en la caracterización de estados con
correlaciones cuánticas. Se enfatiza que las cantidades (3.1.4) y (3.1.6) tienen como característica
importante su fácil cálculo analítico, lo cual es una contribución por lo menos interesante para el
estudio de correlaciones cuánticas.

Por todo lo anterior, considero que este trabajo es relevante ya que representa los primeros pasos
en la construcción de nuevas herramientas matemáticas para el estudio de correlaciones cuánticas en
estados generales. Se mostró que las cantidades propuestas en términos de valores débiles permiten
detectar discordia cuántica de manera sencilla en estados mezcla, mientras que en estados puros
se pudieron utilizar para establecer un criterio de enredamiento bipartito en sistemas de n partes.
Continuar con el estudio de las cantidades aquí definidas, posiblemente permita descubrir nuevas
propiedades y usos de estas correlaciones débiles en general.
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Capítulo 4

Apéndices

4.1. Apéndice A. Cálculo del estado del medidor en una
medición débil

Se tiene que el estado del medidor, ec. (1.1.36), es

µ̂f = 1
P (f |τ̂1)TrS[(P̂f ⊗ ÎM)τ̂1], (4.1.1)

donde P̂f es el proyector sobre el estado |f〉 del sistema, ÎM la identidad que actúa sobre HM y
P (f |τ̂1) la probabilidad de obtener el valor f (eigenvalor del observable F̂ ) al medir el sistema
dado que el sistema-medidor está en el estado (1.1.35).

Ahora calculamos explícitamente (4.1.1) desarrollando los conmutadores en (1.1.35),

TrS[(P̂f ⊗ ÎM)τ̂1] =
∑
i

〈si|
[
|f〉 〈f | ρ̂0µ̂0 + ig

~
(
|f〉 〈f | ρ̂0µ̂0ŜN̂ − |f〉 〈f | ŜN̂ ρ̂0µ̂0

)
−

− g2

2~2

(
|f〉 〈f | ρ̂0µ̂0Ŝ

2N̂2 − 2 |f〉 〈f | ŜN̂ ρ̂0µ̂0ŜN̂ + |f〉 〈f | Ŝ2N̂2ρ̂oµ̂0
)]
|si〉

=
∑
i

〈si|f〉
[
〈f | ρ̂0µ̂0 + ig

~
(
〈f | ρ̂0µ̂0ŜN̂ − 〈f | ŜN̂ ρ̂0µ̂0

)
−

− g2

2~2

(
〈f | ρ̂0µ̂0Ŝ

2N̂2 − 2 〈f | ŜN̂ ρ̂0µ̂0ŜN̂ + 〈f | Ŝ2N̂2ρ̂oµ̂0
)]
|si〉

=
[
〈f | ρ̂0µ̂0 + ig

~
(
〈f | ρ̂0µ̂0ŜN̂ − 〈f | ŜN̂ ρ̂0µ̂0

)
−

− g2

2~2

(
〈f | ρ̂0µ̂0Ŝ

2N̂2 − 2 〈f | ŜN̂ ρ̂0µ̂0ŜN̂ + 〈f | Ŝ2N̂2ρ̂oµ̂0
)]∑

i

|si〉 〈si|f〉

(4.1.2)

y usando la relación de completez para los estados |si〉 queda

TrS[(P̂f ⊗ ÎM)τ̂1] = 〈f | ρ̂0 |f〉 µ̂0 + ig

~
(
〈f | ρ̂0Ŝ |f〉 µ̂0N̂ − 〈f | Ŝρ̂0 |f〉 N̂ µ̂0

)
−

− g2

2~2

(
〈f | ρ̂0Ŝ

2 |f〉 µ̂0N̂
2 − 2 〈f | Ŝρ̂0Ŝ |f〉 N̂ µ̂0N̂ + 〈f | Ŝ2ρ̂o |f〉 N̂2µ̂0

)
.

(4.1.3)
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Ahora, para un estado inicial puro del sistema, ρ̂0 = |s〉 〈s|, lo anterior se reduce a:

TrS[(P̂f ⊗ ÎM)τ̂1] = | 〈f |s〉 |2µ̂0 + ig

~
(
〈f |s〉 〈s| Ŝ |f〉 µ̂0N̂ − 〈f | Ŝ |s〉 〈s|f〉 N̂ µ̂0

)
−

− g2

2~2

(
〈f |s〉 〈s| Ŝ2 |f〉 µ̂0N̂

2 − 2 〈f | Ŝ |s〉 〈s| Ŝ |f〉 N̂ µ̂0N̂ + 〈f | Ŝ2 |s〉 〈s|f〉 N̂2µ̂0
)
.

(4.1.4)

Reescribimos esta expresión definiendo la cantidad

〈Ŝn〉w = 〈f | Ŝ
n |s〉

〈f |s〉
(4.1.5)

como el valor débil de orden n para el observable Ŝ, quedando de la siguiente forma

TrS[(P̂f ⊗ ÎM)τ̂1] = | 〈f |s〉 |2
[
µ0 + ig

~
(
〈Ŝ〉∗wµ̂0N̂ − 〈Ŝ〉wN̂ µ̂0

)
− (4.1.6)

− g2

2~2

(
〈Ŝ2〉∗wµ̂0N̂

2 − 2|〈Ŝ〉w|2N̂ µ̂0N̂ + 〈Ŝ2〉wN̂2µ̂0
)
,

y por último definiendo

Im(Â) = i

2[Â† − Â], (4.1.7)

Re(Â) = 1
2[Â† + Â], (4.1.8)

llegamos a

TrS[(P̂f ⊗ ÎM)τ̂1] = | 〈f |s〉 |2
[
µ0 + 2g

~
Im

(
〈Ŝ〉wN̂ µ̂0

)
−

g2

~2Re
(
〈Ŝ2〉wN̂2µ̂0 − |〈Ŝ〉w|2N̂ µ̂0N̂

) ]
.

(4.1.9)

Para terminar de calcular el estado µ̂f necesitamos calcular P (f |τ̂1). Dado que Tr(µ̂f ) = 1
entonces se tiene

P (f |τ̂1) = Tr(TrS[(P̂f ⊗ ÎM)τ̂1])

= | 〈f |s〉 |2
[
Tr(µ̂0) + 2g

~
Im

(
〈Ŝ〉wTr(N̂ µ̂0)

)
− g2

~2Re
(
〈Ŝ2〉wTr(N̂2µ̂0)− |〈Ŝ〉w|2Tr(N̂ µ̂0N̂)

)]
= | 〈f |s〉 |2

[
1 + 2g

~
Im

(
〈Ŝ〉w 〈N̂〉0)

)
− g2

~2Re
(
〈Ŝ2〉w 〈N̂2〉0 − |〈Ŝ〉w|

2 〈N̂2〉0
)]
.

(4.1.10)

Suponiendo aquí que 〈N〉0 = 0, se obtiene:

P (f |τ̂1) = | 〈f |s〉 |2
[
1− g2

~2 〈N̂
2〉0 Re

(
〈Ŝ2〉w − |〈Ŝ〉w|2

)]
. (4.1.11)

58



Por lo tanto, juntando los resultados anteriores, la expresión para la matriz densidad del medidor
después de postseleccionar S en el estado |f〉, asumiendo que inicialmente S está en estado puro
ρ̂0 = |s〉 〈s|, es (hasta orden g2):

µ̂f = 1
D

[
µ0 + 2g

~
Im

(
〈Ŝ〉wN̂ µ̂0

)
− g2

~2Re
(
〈Ŝ2〉wN̂2µ̂0 − |〈Ŝ〉w|2N̂ µ̂0N̂

)]
, (4.1.12)

con D =
[
1− g2

~2 〈N̂2〉0 Re
(
〈Ŝ2〉w − |〈Ŝ〉w|2

)]
.
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