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Resumen

En esta tesis se propusieron a los valores débiles como nuevas herramientas matematicas para
el estudio de correlaciones cudnticas en estados generales. Para lograr esto, primero se hizo una
revision general de los dos conceptos por separado: valores débiles y correlaciones cuanticas. Sobre
esta base teorica se realizo el trabajo original de esta tesis partiendo de la llamada correlacion débil
definida en [I] como

Chp = (AB),, — (4),,(B),. (1)

donde (S), representa el valor débil del operador S.

Primero se generalizo el criterio de enredamiento para dos particulas en un estado puro esta-
blecido en el mismo articulo a un criterio de enredamiento bipartito para n particulas también en
un estado puro. Este resultado sento las bases para utilizar a los valores débiles en el estudio del
enredamiento en estados puros e hizo surgir la pregunta acerca de su posible uso en el estudio de
correlaciones generales en estados mezcla. El segundo resultado central de esta tesis se obtuvo al
abordar esta pregunta mediante la generalizacion de la ecuacién de dos formas no equivalentes,
estudiando la relaciéon entre ambas y su utilidad para la mediciéon de discordia cudntica. Estos
resulados se presentan en el capitulo 2.

En este camino a la generalizacén de a estados mezcla, se estudiaron los valores débiles
en estados generales y a su vez se generalizaron algunas de las propiedades que presentaban para
el caso de estados puros. Estos resultados se presentan en el capitulo 1 como continuacion de la
teoria de valores débiles para estados puros ya establecida.

Se prob6 que en efecto es posible detectar discordia de manera sencilla con las generalizaciones
de (1)) en estados mezcla, asi se pudieron desarrollar dos criterios de correlaciones cuénticas gene-
rales (uno por cada generalizacién). Al final, se logré relacionar uno de los criterios de discordia
establecidos en este trabajo con el criterio desarrollado por Guo en [2], reforzando los resultados
de esta tesis y a su vez, la utilidad de los valores débiles en el estudio de correlaciones cuanticas
de manera teorica.
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Introduccion

Como bien se sabe, una caracteristica esencial que presentan los sistemas cuanticos es la capa-
cidad de estar correlacionados de formas inaccesibles para sistemas clasicos. La primer correlacién
cuantica conocida desde 1935, y que ha sido la més estudiada en los tultimos anos es el entrela-
zamiento. Esta correlaciéon se convirtié en un recurso fisico muy importante que ha producido un
cambio constante en teorias como la computacion y la informacién cuantica, permitiendo diversas
aplicaciones practicas [3][4]. En el a&mbito tedrico, el enredamiento ha sido centro de muchos de-
bates de naturaleza fundamental. Incluso, se ha llegado a considerar al entrelazamiento como el
rasgo caracteristico de la mecanica cuantica, trayendo consigo conceptos como el de no localidad
[B][6]. Es por ello que el estudio de estados enredados es de suma importancia en la mecanica
cuantica, pues no solo permite aplicaciones practicas, sino también permite entender y avanzar a
nivel fundamental sobre esta teoria.

Aun mas, recientemente se ha encontrado que el enredamiento no es la tnica correlacion no
clasica que puede existir en un sistema cuantico compuesto. Hoy es bien reconocido que existen
distintas nociones de correlaciones cudnticas en estados mezcla [7], y en general estas son englobadas
por la discordia cuantica [§][9]. La consideracién del enredamiento como rasgo fundamental
de la mecanica cuantica puede entonces extenderse a correlaciones mas generales sin equivalente
clasico. El entendimiento de estas correlaciones trae luz sobre las caracteristicas fundamentales
que distinguen el mundo cudntico del mundo clésico [7] y la discordia de los estados cudnticos ha
servido para aplicaciones en criptografia, computacién cudntica y metrologia, entre otros [10].

El objetivo de esta tesis, es entonces, dar herramientas matematicas para determinar teérica-
mente si un estado dado posee correlaciones cuanticas. En la literatura se han desarrollado distintas
formas de hacerlo, por ejemplo para el enredamiento, en [11][4][12] se pueden encontrar algunos
criterios y medidas basados en testigos de enredamiento, operadores positivos, descomposicion de
Schmidt, etc. Para correlaciones distintas del enredamiento, existen criterios basados en de la dis-
cordia cuéntica, y algunas de ellas se pueden encontrar en [6][7]. La novedad de este trabajo sera
la utilizacion de valores débiles en la detecciéon tedrica de correlaciones no clasicas.

Los valores débiles fueron introducidos por primera vez en 1988 por Aharanov, Albert y Raid-
man [I3]. Se introdujeron junto con la idea de medicién débil como herramienta para entender las
propiedades de un sistema cuantico a lo largo de su evolucién entre un estado inicial y otro final, y
posteriormente se han encontrado diversas aplicaciones practicas de estas cantidades [14][15]. En
la teoria han servido para explicar aspectos fundamentales, como la determinacion de trayectorias
bohmianas [16], y han traido a discusion diversas paradojas de origen interpretativo [I5][17]. Un
aspecto central para el aprovechamiento practico de los valores débiles, es que a pesar de ser canti-
dades complejas, su parte real e imaginaria pueden ser medidas en el laboratorio. Esta propiedad
invita a utilizar a los valores débiles en el estudio de otras cantidades, que en lo que a esta tesis
concierne, se enfocan en establecer criterios de correlaciones cuanticas, con la perspectiva de que
en trabajos futuros se exploren a detalle las formas de medir las cantidades matematicas aqui



presentadas mediante experimentos. Recientemente, en [I] se ha empleado el formalismo de valo-
res débiles para desarrollar un criterio de enredamiento en sistemas de dos particulas en estados
puros. Motivados por esos resultados, y como parte del objetivo de la tesis, buscaremos generalizar
el criterio de enredamiento desarrollado en [I] en dos direcciones. La primera es la de extender el
sistema de dos particulas a sistemas compuestos de n partes en un estado puro, y la segunda se
refiere a considerar sistemas bipartitos en estados mezcla. El desarrollo de dichas generalizaciones
nos permitird evaluar la utilidad de la llamada correlacién débil, definida en [I], para certificar
la existencia de correlaciones cuanticas en un estado arbitario.

Para comenzar, en las secciones v [I.2] se presenta un resumen de lo que son las mediciones
débiles y como es que los valores débiles aparecen en este contexto. Se discutira el significado de
estos valores débiles y algunas de sus propiedades. Después, en la seccién y se abordara el
tema de las correlaciones no clésicas. Se revisara el concepto de enredamiento, comentando algunos
de los principales criterios que permiten detectarlo. Se enfatizara que el enredamiento no es la tinica
correlacion sin analogo clasico, lo que dard pie a introducir la idea de correlaciones cuanticas en
estados separables.

Una vez presentadas en el capitulo 1 las dos nociones centrales para esta tesis, la de valores
débiles y la de correlaciones cuanticas, se presentara el trabajo original de la tesis en el capitulo 2,
donde se utilizaran los valores débiles para estudiar correlaciones cuanticas en estados generales.
Primero, en la seccién se estudia y generaliza el criterio desarrollado en [I] para n particulas
en estados puros. Con esto se mostrara la utilidad de los valores débiles en la deteccién de enre-
damiento para estados puros. Una vez desarrollado el criterio para estos estados, a partir de la
seccion se analizaran dos generalizaciones para estados mezcla de la correlacion débil y se dis-
cutira su capacidad para determinar la existencia de correlaciones cuanticas en estados generales.
Finalmente, en el ultimo capitulo resumiremos los resultados méas importantes obtenidos en esta
tesis, presentando conclusiones y el posible alcance de las cantidades aqui desarrolladas.



Capitulo 1

Introduccién a los valores débiles y a las
correlaciones cuanticas

1.1. Teoria de la medicién y valores débiles

1.1.1. Mediciones proyectivas

El objetivo de estas primeras secciones es estudiar la teoria de mediciones débiles de manera
general y en particular entender qué son y como surgen los llamados valores débiles. Sin embargo,
para introducir el concepto de las mediciones débiles, es necesario primero hablar de las mediciones
proyectivas (mediciones usuales en mecénica cudntica), que es lo que se hard a continuacién,
baséndonos en el articulo [17].

En una medicién ideal el objeto a medir es un sistema S que se encuentra en un estado |s), al
que se le quiere medir un observable S cuyos eigenestados forman una base completa ortonormal
{|s:)} con respectivos eigenvalores {s;}. A partir de aqui es necesario postular tres reglas para
continuar [17]:

= Regla No.1 : Los resultados de las mediciones son eigenvalores s; del operador S.

» Regla No.2: La probabilidad de medir s; dado que el sistema estd en |s) es:

P(sil[s)) = (sils) |* = (s] (|ss) (sil) |s) = (slsq) (sils) = | (s]si) * (1.1.1)

= Regla No. 3: Después de la medicién, si el resultado fue s;, el sistema queda entonces en el
estado |s;).

Estas reglas estan escritas para estados puros, por lo que para describir una medicién ideal en
un estado mezcla, es necesario reescribir lo anterior en términos del formalismo de la matriz de
densidad.

En general, considérese un sistema que tiene probabilidad w, de estar en el estado |s®). Usando
el formalismo de matrices de densidad, el estado del sistema puede ser descrito como

po = Zwaf’sm) =" w, |s") (s, (1.1.2)

con 158<a) el proyector en el estado |s) y w, > 0 tal que 3, w, = 1.



La regla 1 no se ve modificada pues es independiente del estado del sistema. Sin embargo, la
regla 2 se traduce a la siguiente probabilidad de medir s; dado que S esta en el estado py:

P(s;|po) = Zwa (56 1)) = " wa| (ss;) | (1.1.3)

La regla anterior, desde luego contiene la regla para estados puros (|1.1.1)) tomando wy = 0si k # j
y w; = 1. La relacién se suele reescribir en la siguiente forma

P(silpo) = Zwa (s:ls'”) (s (si (Zw [5)) (s |> |si) = (sil Po |si) - (1.1.4)

De aqui, usando que los estados {|s;)} son ortonormales se encuentra

P(silpo) = (sl po |si) = D (s;lsi) (si] po |si) (sils;)
J
= Tr(P,, poP,,) = Tr(Py, po), (1.1.5)
donde en la ultima igualdad se usé que la traza es ciclica y que los proyectores son idempotentes.

Por 1ltimo, la regla 3 establece como cambia el estado después de medir. Primero, si el eigenvalor
medido fue s; entonces la matriz de estado se transforma a

A R P, poP,,
po — pi(lsi) = 57—+ (1.1.6)
P(3i|P0)
ecuacion que es llamada regla de Luder. Usando la ecuacion se obtiene
A |si) (sil Do [s4) (sil
pi(]si) = = |si) (sil , (1.1.7)

P(silpo)
es decir, independientemente de si el estado inicial es mixto o puro, si se registra un eigenvalor s; de
S , el estado resultante del sistema al finalizar la medicién siempre sera el eigenestado asociado a s;.
En el caso de eigenvalores degenerados, simplemente se reemplazan los proyectores sobre estados
no degenerados por proyectores sobre el subespacio generado por los eigenvectores asociados al
eigenvalor degenerado.

Por otro lado, al permitir estados mezcla, podemos considerar una medicién en la que por alguna
razén no se registren los eigenvalores resultantes, entonces el estado después de esta medicion se
puede escribir como

pL= ZP(8i|ﬁo)ﬁ1(|Sz‘)a (1.1.8)

donde p;(]s;) es el estado después de una medicién condicionada, dado por la ecuaciéon . La
ecuacion refleja el hecho de que al desconocer los eigenvalores medidos, no se sabe en qué
estado ha quedado el sistema, por lo que para describirlo se utiliza una suma estadistica sobre
los estados resultantes posibles, quedado asi un estado mezcla. Usando la regla de Luder en la

ecuacion se obtiene
=" P,poP,. (1.1.9)

En resumen, las reglas mas generales sobre mediciones ideales empleando el formalismo de la
matriz de densidad se pueden enunciar como:



= Regla No.1 : Los resultados de las mediciones son eigenvalores s; del operador S,

= Regla No.2: La probabilidad de medir s; dado que el sistema esté en p, es:

P(s;|po) = Tr(Py, po). (1.1.10)
= Regla No. 3: Después de la medicion, si el resultado fue s;, el sistema queda entonces en el
estado o
N Ps-ﬁOPs-
pi(lsi) = 57—, (1.1.11)
P(si|po)
si no se registra el resultado entonces el sistema queda en el estado
pr="2_P(silpo)pr(]s:). (1.1.12)

Estas reglas rigen el esquema usual de mediciéon en mecanica cuantica. A continuacién habla-
remos un poco sobre un modelo de medicién ancilla e introduciremos las mediciones débiles més
adelante.

1.1.2. Un modelo de medicién (esquema ancilla [l

Hasta ahora se ha hablado solamente de lo que sucede con el estado al medirlo, pero no se
ha estudiado ningin aspecto sobre la mediciéon en si misma. Para hablar de ello se suele usar el
siguiente modelo [17].

Considérese un sistema S y su correspondiente espacio de Hilbert Hg con una base {|s;)} de
eigenestados de un observable S (el observable de interés del sistema). Inicialmente S esta en el
estado po, al cual llamaremos estado de preseleccion.

Ahora, ademés de considerar al sistema aislado, consideraremos un medidor (indicador) M que
va a ser lo que mida al sistema. En este caso M también se modela como un sistema cuantico con
su espacio de Hilbert asociado H s, y su estado inicial es fig = |m°®) (m"). S y M conforman un
sistema total 7 en un espacio de Hilbert H, = Hs ® H ;. El estado inicial entonces en este espacio
es

70 = Po @ flo- (1.1.13)

Consideramos ahora que M y S interactiian por un cierto tiempo : desde t — e donde el medidor y el
sistema comienzan a interactuar hasta el tiempo t+¢, donde la interaccion finaliza. El hamiltoniano
que describira la evolucion del sistema se puede escribir como

H=FHg+ Hy + H,py (1.1.14)

con H s el hamiltoniano que describe la evolucion libre de S, H v lade My Hmt la interaccion entre
los dos. En el esquema de interaccion, el hamiltoniano se puede escribir H= I:Imt. Adicionalmente
pedimos que la interaccion entre S y M no modifique el observable S del sistema; esto significa que
S es una cantidad conservada a lo largo de la evolucién, es decir

[H,85] =0. (1.1.15)

IEste esquema de medicién recibe su nombre debido al uso de un medidor como un sistema ancilla (auxiliar) en
la medicién. Ancilla en latin significa esclava o sirvienta.



Tomando Hg ~ S, la condicién ([1.1.15) se cumple eligiendo f[mt(t) = k(t)§ ® N, donde k(t) es un
pardametro que mide la intensidad y duracién de la interacciéon y N es un observable del medidor.
De esta forma la evolucién de 7, estara dada por el operador de evolucion U:

. t+e i oA a
U = exp( hz dt' Hypy () = exp(%gS@ N), (1.1.16)

t—e

donde g es la constante de acoplamiento y esta dada por,

t+e
g= /t k(t')dt. (1.1.17)
Para g pequena la interacciéon es débil, mientras que para ¢ grande la interaccién es fuerte. Al
proceso en el cual el indicador y el sistema interactiian y evolucionan via la evolucién temporal
unitaria U definida por el hamiltoniano ﬁmt se le llamara premedicion.

La evolucién para este tipo particular de hamiltoniano producird un cambio en el estado tal
que:

U(ls:) @ [m®)) = |s;) @ exp(—==N) |m®) = |s;) @ |m?), (1.1.18)

de tal manera que los estados |m) (no necesariamente eigenestados de N ) del medidor M etiquetan
a los eigenestados |s;) de S. De esta forma, suponiendo que el sistema a medir esta inicialmente
en el estado [s) = 3, ¢ |si), con ¢; = (s;s), aplicando la transformacion unitaria al sistema total
se obtiene

U(]s) ® [m")) = Zc |5;) ® |m’). (1.1.19)

Nétese que si bien a cada |s;) se le asocia un |m'), puede suceder que como (m‘|m’) # 0 (i # j) en
general (como los estados {|m’)} no necesariamente son eigenestados de N, puede haber traslape
entre ellos), entonces el sistema puede ser encontrado en el estado |s;) tanto si el medidor estd en
|m?) como si estd en |m?).

Continuando con el desarrollo, la matriz de densidad del sistema completo tras la premedicién
es:

#1=U (o ® i) U
U (Is) [m®) (s| (m"]) U

Z [i) [m") €5 (s (m|

Z< ils) Isi) [m?) {sls;) (5] (m|
Z [si) [m) (sil po |s;) (s (]
Z
2

(1.1.20)

) [s:) (sil po |s) (s;] (]
Pypoly, [m) (m?]

donde usamos que py = |s) (s| y P,, es el proyector en el estado |sy).



Para determinar cémo evoluciond el sistema individual S se traza parcialmente sobre M con los
eigenestados de N, {|n;)}, obteniendo el estado:

o =Tryu
=2 (e (Z P..poPs; Im <mf\) iy
-TRe
= Ej: (m|m’)

A R 1.1.21
) (ng|m") Py, pols, ( )

SiPOPSj .

Notemos ahora que si no hay traslape entre los estados {|m')}, es decir, si (m?|m’) = §; ;, entonces:
p1=> P.poPs, (1.1.22)
i

que es la ecuaciéon ((1.1.8)) usando la regla de Luder. Como se puede ver entonces, el permitir en
este esquema que (m’|m’) # 0 para i # j, generaliza a las mediciones proyectivas reduciéndose a
éstas cuando (m?|m") = d;;.

Después de acoplar el sistema y el medidor, de la ecuacion se puede ver que cada estado
|s;) esté relacionado con al menos un |m?) por lo que es posible inferir informacién sobre el sistema
S a partir de lo que marca el medidor M. Entonces para conocer informacion sobre el sistema S
hay que medir proyectivamente M. Segun la regla 3, ec. ), después de una medicion ideal
(proyectlva) de N sobre M donde se registro el valor ny, denotando la identidad en el espacio Hg
como 1. g, el estado total 77 se transforma en:

T = 1.1.23
71(|nr) Plnl7) : ( )
por lo que el sistema S esta entonces en el estado
pr(lnn) = TTMﬁ(\”k)
Z (njlnw) (n| U (po @ fio) U i) (niln;)
nk|71 3
1 N
= ——— (ng| U(po ® fio)U"
Plngly) (" V10 @ Ao (1120
1 ~ N
— U 0\ A 0 UT
_ 1 I pn KT

donde los operadores K = (my,| U |m°) son los operadores de Kraus [3], o en este contexto opera-
dores de medicion.

Como se puede ver en este esquema de mediciéon indirecta, el haber encontrado el valor n; en
el medidor, permite obtener el estado ((1.1.24) del sistema S condicionado a haber obtenido ny;

7



siendo esta la idea central en el esquema de ancilla: medir indirectamente el sistema S através del
medidor. Este protocolo de medicion se muestra en la figura donde se esquematizan los pasos
en los que consiste una medicién en el esquema ancilla.

Por 1ltimo también es interesante notar que si no registramos el valor de la medicién proyectiva
en M entonces el estado del sistema p; sera:

p1 =" Pngl#)pi(lne) = > (| U(po @ fi0)UT ng) = Tras(71), (1.1.25)
k k

que es justamente la matriz obtenida para el sistema, después de hacer la premedicién, ec. .
Esto dltimo muestra que en contraste con la ecuacion , si no nos importa el resultado de
la medicién proyectiva, entonces aunque proyectemos el estado del medidor, el sistema no va a
cambiar de estado. Pl

(Is ® P, )71(Is ® Py,)
P(ng|7) pr=5——=1ru((ls ® P, )7]

S
O - /'

Premedicion Medicion proyectiva
—_— _

To = Po @ flo P1(|nx) =

M

. #1=U (po ® fio) U \ -~

Figura 1.1: Representacién esquemaética del protocolo de medicién ancilla. Se considera el estado inicial del
sistema(S)-medidor(M) 7y = po @ fig. Primero se hacen interactuar a S y M mediante un operador unitario U,
proceso llamado premedicién. Después, para obtener informacién del sistema se realiza una medicién proyectiva
sobre el medidor. Finalmente, el estado de S correspondiente al eigenvalor ny, del medidor (resultado de la medicién
proyectiva) se obtiene trazando sobre los estados de M.

1.1.3. Mediciones débiles en el esquema ancilla

Ahora pasaremos a un caso particular del esquema ancilla considerando que la interaccion entre
el sistema S y el medidor M es débil[17]. Esto es lo que se conoce como mediciones débiles y en
ellas, mas adelante, apareceran los valores débiles que seran una cantidad central en este trabajo.

Se comienza tomando de nuevo el sistema total (sistema-medidor) en el estado inicial:

To = po @ flo. (1.1.26)

2Esta reflexién refuerza la interpretacién de un estado cudntico como la informacién, conocimiento o creencia
que un observador tiene sobre el sistema



La evolucién del sistema estara dada de nuevo por U escrita en la ecuacion ((1.1.16)). Para simplificar
las cuentas se define X = ¢S ® N. Ahora consideramos que ¢ es suficientemente pequena para que
la aproximacion

U= exp(%f() ~l--X - (1.1.27)

sea valida. De esta forma el estado del sistema total tiene la siguiente forma después de la evolucién

7A'1 :U%OUT

(AN 2 i . X2
~(l—=-X——)7(l+-X— —
( h 2712)70( +h 252>
PSS R PSR 1 S GV s (1.1.28)
:TO"‘%T()X ﬁTOX —ﬁXTo—FﬁXTOX—ﬁX TO"’O(X)
U, 1 . 5 s
:7'0‘1‘%[7'0,)(] 2h2[[7’g,X],X]

La ecuacion anterior es un caso particular de la ecuacién en donde se considera una
interaccién suficientemente débil para poder quedarse con la expansion de la exponencial hasta
orden ¢%. Trazando parcialmente sobre el medidor obtenemos el estado de S tras la premedicién
(hasta orden ¢?) :

pr = Trat = Tras(o + 3170, X] = 551170, X1, X)) (1.1.29)

Notando que T'ry 7o = po, v recordando que la tnica parte del operador X que actua sobre los
estados del medidor es N, podemos calcular los otros dos términos

A

Trar70, X] = 9poSTrar(oN) — gSpoTra(Nio) = glpo, SH{N)o, (1.1.30)

Tragllfo, X1, X] = gTru(70X2 = 287X + X*7))
92ﬁ03’2<N2>0 - 292§,605’<]\72>0 + 92§2,50<NQ>0 (1.1.31)
¢*[[po, S, SN,

donde (-), denota el valor medio en el estado inicial. De esta forma, sustituyendo en (1.1.29)
obtenemos
9. a9 e (s a1
g[ﬂo; SIN)o — ﬁ(N )ol[po, S1, S]. (1.1.32)
Esta ecuacion muestra la correccion del estado inicial de S a primer y segundo orden en g; se
nota que a medida que la interaccién entre el sistema y medidor es méas débil (si g es mas y més
pequenia), entonces el estado del sistema a medir casi no cambia, que es lo esperado.

Por tltimo se muestra como es el traslape entre los estados |m') del medidor, definidos a partir
de la ecuacion (|1.1.18)). Para ello consideramos el elemento de matriz

p1=po+

2

. . tg & 9 5
(sl P ls) = Gsil P lsy) |1 5 (s = 55)(N)o = o (K)o (s — 57)° (1.1.33)



donde se usé que |s;) es eigenestado de S con eigenvalor s;. De esta forma comparando con el
correspondiente elemento de matriz obtenido a partir de la ecuacion (|1.1.21]), encontramos que el
traslape de los estados del medidor es :

ig S g

(il = 14+ (5 — s;)(W)o — 2 (%) (s — ;)2 (1.1.34)

En esta ultima ecuacién se observa explicitamente como los estados del medidor en general no
son ortogonales, y a medida que g tiende a cero (sin llegar a ser cero, pues en ese caso no hay
premedicién y por lo tanto M y S estan desacoplados de tal forma que no se puede obtener la
ecuacion , entonces (m‘|m’) — 1 para toda i y j, por lo que los estados del medidor son
cada vez menos distinguibles entre si, lo que reduce la capacidad de determinar el estado de S.

Las observaciones anteriores sobre las ecuaciones (1.1.32)) y (1.1.34) son las caracteristicas mas
destacadas de una mediciéon débil: a medida que la interaccion es menos fuerte se logra no per-
turbar al sistema S, sin embargo, también disminuye la capacidad de extraer informacién de él a
través del medidor. Un equilibrio adecuado de estas dos situaciones se puede obtener mediante el
control de la intensidad en la interaccion entre el sistema y el medidor de tal forma que mediante
muchas repeticiones del mismo experimento se pueda obtener la informacién deseada del sistema
habiéndolo perturbado minimamente. Ahora pasamos a ver cémo surgen los valores débiles y cémo
es que estos pueden ser medidos.

1.1.4. Postseleccion del sistema tras una mediciéon débil.

En la subseccién anterior se obtuvo que el estado inicial 7, del sistema total tras una medicion
débil se convierte en el estado 7i:

1 N 1
A A AP ‘o
T1 To + [7-07 ] 2h2[[

- %0, X1, X]. (1.1.35)

donde recordamos que X = gg ® N. Ahora lo que se hara es medir proyectivamente a S sobre
el estado |f); a este proceso se le llama postseleccion, y es el que permitird el surgimiento de
los valores débiles en las mediciones débiles. Al estado |f) se le llama estado de postseleccién,
es eigenestado de otro observable F' del sistema distinto de 3, y es el estado al que S llega al
final de todo el proceso. Este estado, igual que el estado de preseleccién |s), es impuesto por el
experimentador previamente a las mediciones. La postseleccion junto con la preseleccion se pueden
pensar como las condiciones iniciales y finales impuestas sobre el sistema S: debe de empezar en
po = |s) (s| y nos interesa al final su proyeccién sobre | f).

Lo que nos interesa es estudiar el estado del medidor después de haber postseleccionado al
sistema S en |f). Para ello aplicamos la regla de Luder (1.1.6)) a la ecuacién ([1.1.35]), obteniendo
el estado

(Pr @ )31 (Pr @ Tu)

P(f|71) 7

y luego trazamos sobre S para obtener la matriz del estado final del medidor, ji;. Usando la
ciclicidad de la traza y que los proyectores son idempotentes se obtiene:

(1.1.36)
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ﬂf TT5[<Pf®[M)Tl] (1.1.37)
(f |71)

donde ISf es el proyector sobre el estado |f) del sistema, I la identidad que actia sobre M, y
P(f|#) la probabilidad de obtener el valor f (eigenvalor del observable F') al medir el sistema dado
que el sistema-medidor esta en el estado . En contraste con la ecuacion en donde la
medicion proyectiva se realiza sobre el medidor, la postseleccion es una mediciéon proyectiva sobre
el sistema. En el esquema ancilla, lo que se hizo fue obtener el estado de S a través del medidor,
mientras que en este caso se quiere ver como el estado del medidor contiene informacion de S des-
pués de hacerse una medicién proyectiva sobre el sistema. En la figura se muestra el protocolo

de medicién débil de manera condensada ilustrando las diferencias con lo realizado en el esquema
ancilla, figura

g—0
premedlcwn postseleCClon

M
. 7A'1:U7A'OUT \.

fif = P(fI7 )TTS[(PJ" ® Iv)#]

Figura 1.2: Representacion esquemdtica de una medicién débil. Se considera el estado inicial del sistema(S)-
medidor(M) 7y = po ® fip. Primero se aplica una interaccién débil regida por el operador U dado por ,
proceso llamado premedicion. Después el estado resultante 7, se somete a una postseleccién, es decir el sistema S
es proyectado en el estado |f). Finalmente, es posible obtener informacién de S a través del estado del medidor fiy.
Para obtener este tltimo estado, se traza sobre los estados de S en el estado postseleccionado.

El célculo detallado del estado fiy tomando el estado inicial py = |s) (s| se presenta en el
Apéndice A (4.1)), y el resultado es:

fis = 35|10 + 2,§fm ((9)uNit0) = 35 Re (15708210 = |(8)u Nt V) . (1.1.38)
D = [1—712(N2> Re ((S8)u = 1(S)u |)] (1.1.39)

Para obtener ese tltimo resultado se ha definido el valor débil de orden n del operador S como
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(S™)w = s (1.1.40)

y las cantidades
Im(A) = ;[AT _ 4, (1.1.41)
Re(A) = ;[AT + Al (1.1.42)

Ademas se ha supuesto que el valor medio del operador N en el estado inicial 1o es cero.
De la ecuacion [1.1.38|se ve que el medidor estd relacionado con el sistema a través de los valores
débiles del observable S. En particular esto permite medir la parte real e imaginaria de (5), vy
~ 2 ~
(S),,- Para verlo, consideramos otro observable L del medidor, de tal forma que el valor esperado
de L en el estado fif es:

D (L), = DTr(jiL)

_ 7 29 2 &\ KT G2\ A2 5 2 (1.1.43)
= (L)o + 5 Tr [LIm ((S)uN o) | - ﬁﬂ [LRe (5%)u 10 = [(8)ul* NN )]
que después de calcular las trazas se puede reescribir como
~ ~ ig A R ~ ~ A
D(L); = (L) + 5 [(8)s (NL) — (S)u (LN))
(1.1.44)

th (5% (LN?)g + (S2)7, (N2L),) + ;"_;|<§>w|2<NﬁN>O.

Por tdltimo cambiamos los productos de los operadores por su expresion en términos de conmu-
tadores y anticonmutadores, AB = % ([A, B] + {A, B}) Después de factorizar y reordenar los

términos adecuadamente podemos separar la parte real e imaginaria de los valores débiles de Sy
S? obteniendo la expresion:

DL, = (B)y + LIRe(S) (N, ]y — iTm(S) (N, £1),)

— T [Re(S2),, ({N2, L}), — iIm(S2), (N2, L]),] (1.1.45)

En esta expresion final, notamos que conociendo los conmutadores y anticonmutadores entre N y
Len principio se puede determinar el valor débil de S y 52, Por ejemplo, a orden g basta con elegir
L tal que su conmutador o su anticonmutador con N sea cero para determinar la parte imaginaria
o real de (S), (si se conoce de antemano (L), y (L) #)» respectivamente. Observamos entonces

que mediante una eleccion apropiada del operador L del medidor M podemos obtener informacion
sobre S. Esta informacién del sistema serdn los valores débiles del operador S.

Sabiendo ahora una forma en la que pueden surgir los valores débiles y habiendo notado su
utilidad por ser cantidades medibles en el laboratorio, llevaremos estas cantidades mas allad de la
teoria de la medicién para examinar su posible aplicacién en el estudio de correlaciones cuanticas.
Antes de ello veremos algunas de sus propiedades.
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1.2. Introduccion a los valores débiles

En el desarrollo anterior se introdujeron los valores débiles, los cuales fueron presentados por
primera vez en 1988 por Aharanov, Albert y Raidman [19]. Fueron introducidos inicialmente,
junto con la idea de medicién débil, como una herramienta para entender las propiedades de
un sistema cudntico a lo largo de su evolucién entre un estado inicial (preseleccién) y otro final
(postseleccion). Como se vio en , el valor débil de orden n asociado al observable S dado
el estado de preseleccion |s) y el de posteleccién |f), suponiendo que no son ortogonales entre si,
se define como el siguiente niimero complejo [13][14]:

o 157]8)
e =

Las formas mas usuales de introducir los valores débiles son mediante el esquema ancilla como se
vio en la seccién anterior, o como una correcciéon a la probabilidad como se muestra a continuacion
[14].

(1.2.1)

1.2.1. Valores débiles como una correcciéon a la probabilidad

Considérese un experimento en el que se prepara al sistema S en el estado inicial |s). La
probabilidad Py de detectar a S en el estado final |f) estda dada por

Py=|(fls)[* (1.2.2)

Supongamos ahora que antes de hacer la medicién se perturba al sistema. Esta perturbacién puede
ser descrita por una transformacién unitaria U (€ ) — ¢S , con € un parametro cuyo sentido fisico
depende del sentido fisico de S (por ejemplo, si S = H es el hamiltoniano, € serd proporcional al
tiempo). El parametro € contiene la intensidad de interaccion g descrita en secciones anteriores.
La probabilidad P de medir el estado final |f) después de la perturbacién es:

= [(f1U(e) ]s) > (1.2.3)

Desarrollando la exponencial se obtiene

P=[{f]U()]s)* =] {fle7|s) ]
-2 EFwsal,

(1.2.4)

que dividido por Py = | (f|s) |?, la probabilidad de obtener |f) sin perturbar el sistema, resulta en:

— |1+ Z (zie)" )2 (1.2.5)

La ec. muestra que el cambio en la probabilidad de medir el estado de postseleccion |f)
esta deterrnmado por los Valores débiles de orden n, (S”)w. Para perturbaciones débiles se tiene

~ 0 y la ecuaciéon se reduce a

1]330 — L —ie(8), 1, (1.2.6)
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siendo el valor débil (S), el que determina completamente (a primer orden) la correccién a P
Como se aprecia, esta forma de introducir los valores débiles los muestra desde un punto de vista
diferente, aunque de igual forma estd ligada con la probabilidad de medir un cierto estado.

1.2.2. Algunas propiedades de los valores débiles

En esta subseccion se estudian algunas propiedades de los valores débiles en general. En lo que
sigue S es un operador hermitiano que representa algin observable de un sistema S, y <S ), €5 su
valor débil (de primer orden) correspondiente, con estados de preseleccién y posteleccion |s) y | f),
respectivamente.

Lo primero a notar de los valores débiles es que son cantidades complejas. En muchos casos se
tratan la parte real y la imaginaria de (S‘ )., Por separado (por ejemplo véase la ecuacion ),
por lo que es conveniente estudiar cada parte un poco mas.

Primero se observa que tanto la parte real como la imaginaria de <5' )., Se pueden escribir en
términos de los siguientes operadores [13]:

A 1 ~ 4
L = o{Fp, 5} (1.2.7)
Yy
= l[ﬁ S (1.2.8)
- = 92 fs s L.

donde recordemos que ﬁ’f es el operador de proyeccién en el estado |f). Notese que los operadores
I, son hermitianos si S también lo es. Suponiendo esto tltimo, se puede escribir:

(1.2.9)

[(S!ﬁ (f151s s) (s s|51f) <f|8>]
(512 (Fls) (s|f) (fls)
|

por lo que
Re(S) = Mo (1.2.10)
y de forma analoga se obtiene:

a ()
Im(S), = o (1.2.11)

donde (-), es el valor esperado en el estado |s).

A partir de la definicién de (S), ec. (1.2.1), notamos que si |s) = |s;), es decir, si el estado de

preseleccién es eigenestado de S con eigenvalor s;, entonces
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(S), = Re(S), = si. (1.2.12)

Asimismo, si el estado de preseleccién y postseleccion coinciden, |s) = | f), entonces:

Re (S), = (s|9]s) = (S), v Im(S), =0. (1.2.13)

Por esta razén se puede considerar que los valores débiles son una generalizaciéon de los valores
esperados usuales en mecanica cuantica. En relacién con esto, la expresion usual del valor esperado
de S en un estado |s) = 3, ¢;|s;) como (s]S|s) = 3, |ei]?s;, encuentra un andlogo en términos de
valores débiles como sigue. Usando la relaciéon de completez de la base {|f)}, tenemos que

(s13]s) IZIf fI81s) = 3= (s1f) (15]s)

!
ISI )

(1.2.14)

es decir,
(s]S]s) ZP flls) . (1.2.15)

Esta ultima ecuacion relaciona al valor esperado de S (en el estado de preseleccion) con su valor
débil con postseleccién |f) y preseleccion |s) mediante las probabilidades P(f]]s)) = | (f]s) |>. En
comparacién con la expresién (s|S|s) = ¥, |¢i|?s;, observamos que en (1.2.15) P(f||s)) sustituye
a las probabilidades |c;|?, mientras que los valores débiles (S )., toman el lugar de los eigenvalores s;.

Si se considera ahora al sistema en el estado de preseleccion |s) = [¢(t)) y utilizamos los ele-
mentos de alguna base continua {|¢)} como postseleccién, entonces podemos escribir la ecuacién
andloga a ([1.2.15)), recurriendo a la representacion ¢, como sigue [1].

Observando que la funcién de onda ¢ en la representacién ¢ estd dada por ¢(¢,1) = (¢|¢),
y que la representacion ¢ del operador Sy, es tal que Sy(¢,t) = (P|S]¥(t)), podemos escribir el
valor esperado de S en el estado [¢)) como

WISl = Wl ([ 10) (¢l delS )
= [ (wlo) 9lS1) do

N 1.2.16
= [ (0.08(0.0)ds 1210
[ Sa(9,1)
= /¢ (9. 1)v(o, t)mdﬁb-
Identificando *(¢, t)1 (¢, t) con la densidad de probabilidad p(¢,t) y

Tl T et

como el valor débil, se obtiene
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(W] S|y = /p ¢, 1) (S),, do, (1.2.18)

que es la expresion analoga a la ec. ) para una base continua.
Es interesante observar que dado un operador S hermitiano, su valor esperado (S) es real y
por lo tanto, a partir de la ecuacion (|1.2.18]) obtenemos

S iIm (S). |d
w8191 = f o) o im (S ]de (1.2.19)
= [ p(6.0)Re (3),, do,
y
/p ¢,1)Im (S),, d¢ = 0. (1.2.20)

De esta forma, el valor Re (S),  se puede interpretar como el valor ¢-local de S (valor de S en
cada punto ¢) en el espacio ¢. Al tomar el promedio de estos valores locales con distribucién de
probabilidad p(¢,t) se recupera el valor medio (S). Un resultado andlogo (su versién discreta) a
este y al de los parrafos siguientes se obtiene a partir de la ecuacién (|1.2.15)).

Ahora, para ver el rol que juega la parte imaginaria es necesario considerar valores esperados
de producto de operadores; por eJemplo consideremos el valor esperado de dos operadores A y
B hermitianos y que conmutan, asi AB también es hermitiano. Siguiendo la ecuacién el
valor esperado se escribe como

(WIABIY) = [ p(o,t)Re (AB), do. (1.2.21)

Lo que haremos ahora es escribir el valor esperado ((1.2.21)) en términos de los valores débiles de A
y de B. Para ello consideramos la diferencia entre Re (AB) |y Re( (A), (E)w), dada por

Re((AB), — (A), (B), ) = Re (AB), — Re (), Re (B),, + Im (A),, Im(B),,.  (12.22)

Definiendo - A A
Cip = (AB), — (4), (B), (1.2.23)

como la correlacién débil entre A y B [I] se puede escribir Re <A§>w a partir de (1.2.22)) como
Re(AB), = Re(C%3) + Re(A),, Re(B),, — Im (A), Im (B),,, (1.2.24)

expresion que al sustituirla en (|1.2.21)) muestra que la parte imaginaria de (/Al>w aunque no contri-
buye al valor esperado de fl, si contribuye en formas bilineales de operadores. La correlaciéon débil
fue definida en [1] mediante la ecuacién (1.2.23) para estudiar el enredamiento y serd la cantidad
central de estudio en el capitulo 2.

Como ejemplo particular de una forma bilineal tenemos a la correlacion usual

Cas = (AB) — (A) (B), (1.2.25)
que de nuevo, utilizando (1.2.19)) se tiene

Cip = E(Re(AB),) — BE(Re (A) )E(Re(B),), (1.2.26)



donde se ha usado la notacion F(Re (S ) )= [ p(p,t)Re ( A>w d¢. Considerando que E(Im (S)w) =
0 para S hermitiano y siguiendo la ecuaciéon 1) se puede reescribir la ecuacién anterior como

Cip = Credy, re), — Crmiay, mmpy, + Fe [E(CAWB)], (1.2.27)

donde Cy, = E(fg) — E(f)E(g). La expresién (|1.2.27) muestra que la parte imaginaria del valor
débil (contenido en la correlacion C',, (A, Im(B), ) juega un papel en la diferencia entre la correlacion

de los valores locales de A y de B C’ Re(B), Y la correlacion de sus valores globales ((1.2.25]) [1].
Otro ejemplo donde desde luego contrlbuye la parte imaginaria del valor débil es la varianza de un
operador, pues es un caso particular de C ;5 cuando A= B,

o*(A) = o*(Re (A),) — *(Im (A),)) + Re|E(C%,)], (1.2.28)

de modo que la parte imaginaria del valor débil de A contribuye a las fluctuaciones de A.

Como vemos, la parte imaginaria del valor débil es importante y también contribuye a las
cantidades conocidas en mecanica cuantica pero para notarlo es necesario considerar al menos
formas bilineales. En el capitulo 2 estudiaremos la llamada correlacion débil, nombrada y definida
por su similitud con ([1.2.25]), y su relacién con correlaciones fisicas en sistemas compuestos.

1.3. Valores débiles en estados mezcla

En la seccién anterior consideramos valores débiles para el caso de estados de postseleccion
y preseleccion puros. Aqui consideraremos la posible extensién de los valores débiles a estados
generales. El valor débil de S para estados de preseleccion |s) v postseleccién | f), como se vio, estéd
definido por

RS
e =11y

Al observar que es posible escribir la cantidad anterior, en términos de las matrices de estado
|f) (f] v |s) (s|, de la forma

& _(A181s) gl _ Tr(1£) 1S s) (sl
[ (fls) 2 Tr(1£) (flls) (sl )

entonces la generalizacién a estados mezcla sugerida es [20]

(1.3.1)

) (1.3.2)

(1.3.3)

En la subsecciéon siguiente se estudiaran algunas de las propiedades que esta definicion de valor
débil permite como parte del trabajo original de esta tesis.

1.3.1. Propiedades de los valores débiles para estados mezcla

Lo mas sencillo de ver es que las ecuaciones (1.2.10) y (1.2.11]) mantienen la misma forma:
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ol
= (1.3.4)

Im(S), = , = , (1.3.5)

con los operadores
= —[p1, 3], (1.3.6)

que seran hermitianos siempre que S sea hermitiano.

A continuacién relacionaremos el valor débil de S para el estado mixto de preseleccion py, =
>oipi | (¥i] v postseleccién py = |f) (f| con los valores débiles que involucran los estados de
preseleccion [1);), que conforman la descomposicion espectral de py. Para esto notemos que:

r(ppSho) = szTr ) (FI1SIs) (i)
(fl@/)z)
(flz)
(

=S pTr(|f) (FISI) T (W)
A (Wi, f) (1'3'7)
= Zpi (S)e " Tr(IF) (flabe) (i)
= Z P(f|1¥:)),
donde R
(S = VIsvs (1.3.8)

(fli)

se refiere al valor débil tomado en el estado puro |+;) con postseleccion | f) y P(f| i) = | {f]v:) |?
es la probabilidad de tener el estado |f), dado el estado |¢).
Como caso particular de 1} con S el operador identidad, se tiene

r(Prho) sz (fI i) (1.3.9)
Asi, dividiendo la ec. (L.3.7)) por la ec. (1.3.9), el valor débil (1,3,3)) se escribe como

(& = Zr( " PU)

i P(fIIv;))

es decir, (5’ ). S€ puede expresar en términos de los valores débiles de S en los estados de preseleccion
que componen a la descomposiciéon espectral de py. Una ecuacion similar a se ha encontrado
en [21] para el caso en que la postseleccién no es un estado puro.

Notemos ademés, que la ecuacién ([1.3.10) se puede condensar como

(1.3.10)

=S Wi (S, (1.3.11)

definiendo la cantidad
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_ nPUL )
2 piP(fI143))
que puede ser considerada como un peso estadistico, ya que cumple la propiedad de ser un ntimero

real tal que Y-, W;(f) = 1. Este peso es la probabilidad de obtener el estado |f) dado el estado |1;)
por la probabilidad de que ocurra el estado [1;).

Wi(f) (1.3.12)

Podemos recurrir a la ec. 1) para calcular el valor promedio del observable S como se
muestra a continuacién. El valor esperado de S en el estado py = 3 p; |1b:) (4] se puede escribir
como

Sho = Zpi (Wil S i) - (1.3.13)

Por otro lado, utilizando la ecuacion (1.2.15]) (con la notacién introducida debajo de la ec. [1.3.7))
se tiene

A~ 'lpz f)
(il S[i) ZP FI1i)) (5),, (1.3.14)
De esta forma, la ec. (1.3.13)) se reescribe como
Vi f)
ZPZ (f1 i) > : (1.3.15)

por lo que si ahora utilizamos la relacion (|1.3.10]) obtenemos el valor promedio de S (en el estado
po) en términos del valor débil de S con preseleccién py y postseleccion | f) (f]

=2 W() (8 (1.3.16)
f
donde la relaciéon estd dada mediante la cantidad

sz (] i)). (1.3.17)

Notemos que W(f) es el factor de normalizacién de W;(f)(ec. (1.3.12))) y representa una distribu-
cién de probabilidad (sobre{f}), al ser tal que W(f) > 0 y cumplir que

Zf:W(f) = p <¢i|§f:|f> (Sl =>pi =1, (1.3.18)

donde se usé la relacién de completez de los estados |f) y la normalizacion de [¢;). La ecuacién
(1.3.16)) es la generalizacion de ((1.2.15)) para estados de preseleccion mezcla.

para encontrar la generalizacion de la ec.(1.2.18). De nuevo, consideremos el valor promedio de S
en el estado po = Y, pi |14) (¥4, dado por la ecuacion ((1.3.13)).

Siguiendo la ecuacion (1.2.18)),
& an (Vi,0)
Wil $1i) = [ pi(o) (51" do, (1.3.19)

se obtiene que el valor medio (S), se expresa en términos de los valores débiles de los estados que
componen al estado mezcla como:

De manera similar, podemos pensar ahora que |f) = |¢) es un elemento de una base continua
1219
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($) =X wi [ pi(0) ()" do. (1.3.20)

Y ahora a partir de la ecuacién (1.3.10)) (con P(¢||1;) = | (d|v) |* = pi(9)), se tiene la relacion:

(¥4,9)

(S*)w ijpj(ﬁb) = Zpipi(¢) <S’>w

por lo que la ecuacion (|1.3.20]) se reexpresa en la forma

(1.3.21)

($) = [ W(0)(3), do, (1.3.22)
con W(¢) dada por la ecuacion ([1.3.17)). Su normalizacién para este caso

[Wiordo = 3w (il [ 19) (0l do ) = Yops = 1, (1.3.23)

que es la versién continua de (|1.3.18)). La ecuaciéon (1.3.22)) es la generalizacién de (|1.2.18)) para
estados de preselecciéon mezcla.

1.4. Correlaciones cuanticas

Ahora presentaremos algunas nociones basicas de correlaciones cuanticas, partiendo primero
del enredamiento, que es la correlacién cudntica mas ampliamente estudiada (y la tinica presente en
estados puros), para luego discutir la nocién de correlaciones cuanticas mas alld del enredamiento.

1.4.1. Separabilidad en un sistema de n partes

Para describir el entrelazamiento suele ser conveniente definirlo por separado para estados puros
y para estados mixtos. Consideremos primero un sistema cudntico S compuesto por n partes en un
estado puro donde cada subsistema de S tiene asociado un espacio de Hilbert H; de dimension d;
(1 <i < n). El estado del sistema completo es un vector en el espacio H = @}, H; de dimension
d = 1I?_,d;. En términos de los elementos {|b;)} = {|1),|2),...,|d;)} de una base del espacio H;, el
estado puro de S mas general es

)= > Chtatrn 1) @ [b2) @ -+ ® [bn) (1.4.1)
b1,b2,...,bn

donde la suma corre sobre todos los elementos de las bases de los espacios H;. En el caso particular
en que el estado de S se pueda escribir como un producto de estados de sus n partes

V) = [P1) @ o) @ - - @ [¢n), (|¢) € M) (1.4.2)

se dice que el estado es separable. En caso contrario (si no existen bases de H,; tales que |¢) sea
de la forma (1.4.2))), se dice que el estado estd enredado o entrelazado.

En el caso general no sélo se tienen estados puros sino también mezcla (o mixtos), por lo que la
definicién de enredamiento debe extenderse al formalismo de la matriz de densidad. Un estado p
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perteneciente al espacio D(H) de todos los operadores de estado de S es (totalmente) separable
si puede ser escrito como la suma convexa de estados producto

p=> i ephe o, (1.4.3)
l

con p; la probabilidad de tener el estado p} ® ph ® - - - ® pl, (tal que Syp; = 1) y p! un estado
del subsistema 4, p. € D(H;). De la misma forma que antes, un estado estd enredado si no es
totalmente separable.

En el caso bipartito (n = 2), el enredamiento del estado implica correlaciones entre las dos
partes; sin embargo, para n > 2 un estado enredado puede contener subsistemas correlacionados
entre si, y subsistemas descorrelacionados del resto. Asi, en un sistema multipartito surgen distintas
subclasificaciones de separabilidad. Se dice entonces que un estado p es k-separable con respecto
a una particién (2 < k < n) de las n partes en k subpartes [11] si

ﬁzzplﬁfn@ﬁi@@'”@ﬁék’ (1.4.4)
l

para algin ﬁiz € D(H,,) con el subindice a; etiquetando ahora a los k subconjuntos, H,, el
espacio de Hilbert del a;-ésimo subconjunto y p; la probabilidad de que el sistema esté en el estado
ﬁle ® ﬁflz Q- ® ﬁék. Como ejemplo, consideremos un sistema 3-partito en el estado p = p12 ® p3 €
D(H) con H = Hi @ Ha ® Hs. Siguiendo la definicién (L.4.4), p es bi-separable (k = 2) en la
particion 12|3 pues p = oy, @ Pay CON Po, = p12 € D(Hay = H12) Y Pay = p3 € D(Ha, = Hs). Sin
embago, p no es necesariamente totalmente separable pues p;2 puede ser un estado enredado.

Sistema de 4 partes

o000

Ejemplos de estados 3-separables
respecto a una triparticion

Ejemplos de estados biseparables
respecto a una biparticion

b= g(o o) p= (00 9 e
p=o@o 0 p= (@ 0| e
p=(» o) @) p=(» o)ele)
N — i ) |
p= }l_o‘(o o)‘ p= ) (010 ve
L
Ejemplo de un estado biseparable Ejemplo de un estado triseparable

p=00v 00000 » 00e) ;=00 00.:(®ore +(* 0o

! ) —
20000 +S wle o0’
L

Figura 1.3: Ejemplo de la diferencia entre separabilidad y separabilidad respecto a una particién para un sistema
de 4 partes.
Por otro lado, un estado j es k-separable (2 < k < n) si puede ser escrito como una suma convexa
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de estados k-separables respecto a las posibles particiones en k partes [11][22]. Como ejemplo de
un estado biseparable, consideremos otra vez un sistema 3-partito en el estado

N T L L .
pP= 5[012 ® p3 + P23 @ p1 + P13 @ pal, (1.4.5)

donde p1a, P23 v P13 son estados entrelazados. En la figura [1.3|se muestran mas ejemplos de estados
biseparables y triseparables para un sistema de 4 partes. Ademads se representa esquematicamente
la diferencia entre estados k-separables respecto a una particiéon y k-separables (para k = 2y
k = 3). Dada la definicién de k-separabilidad entonces a un estado totalmente separable (|1.4.3))
también se le puede llamar n-separable. Ademas hacemos notar que si un estado es k-separable,
también automaticamente es k' separable para todo k' < k. En particular, si el estado es k-
separable para alguna k entonces es biseparable. En la figura [1.4] se muestra graficamente que
un estado k-separable es biseparable, mientras que un estado biseparable no necesariamente es
k-separable para alguna k£ > 2. De la misma forma, la figura ilustra que un estado n-separable es
k- separable para todo k, pero al revés no necesariamente es cierto.

La existencia de subclasificaciones de separabilidad trae consigo subclasificaciones de enreda-
miento. Por ejemplo, como se menciond en el parrafo anterior, dado que un estado k-separable
es biseparable, por contraposicién, un estado que no es biseparable tampoco es k-separable para
ninguna k y entonces se dice que el estado estd genuinamente enredado o n-enredado; por lo
tanto, un estado genuinamente enredado no puede ser escrito como una suma convexa de estados
biseparables respecto a ninguna biparticion. Dicho de otra forma, un estado estd genuinamente
enredado si hay enredamiento entre (o a través de) todas sus biparticiones. Notemos que pueden
existir estados que tengan enredamiento en sus biparticiones, pero aiin asi ser biseparables y por
lo tanto no estar genuinamente enredados, un ejemplo de ello es el estado que por definicion
es biseparable, pero tiene enredamiento (k-separabilidad no implica k’-separabilidad, para k < k')
[11].

Usar estas definiciones para determinar si un estado estd enredado suele ser impractico, pues
la negacion de alguna forma de separabilidad requiere probar que el estado no es expresable como
alguna suma convexa de estados producto. Se llega entonces a la pregunta fundamental al estudiar
el enredamiento: ;Como determinar si un estado esta entrelazado, y en su caso qué tan enredado
esta?

1.4.2. Criterios de enredamiento en sistemas bipartitos

La respuesta al preguntar si un estado esta entrelazado o no, solo tiene respuesta simple en
algunos casos. Por ejemplo, en sistemas multipartitos de bajas dimensiones, o en sistemas bipartitos
suele ser més sencillo encontrar criterios de separabilidad [23]. En esta seccién comentaremos sobre
algunos de los criterios que mds aparecen en la literatura para sistemas bipartitos (n = 2).

De nuevo, comencemos considerando un estado puro [¢)) € H = H; ® Hy. En este caso la
condicion de entrelazamiento se reduce a:

W) # [¥1) @ [¢a) - (1.4.6)

Una forma de determinar si el estado [¢) esta enredado, es recurriendo a su descomposicion de
Schmidt. Todo estado puro bipartito se puede descomponer como sigue[3] 4]

W) = Z Ve low) ® ) | (1.4.7)
k=1
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biseparables

k-separables

Figura 1.4: Jerarquia de los estados de un sistema n-partito segtin su separabilidad.

donde r = min(dy, ds) y los vectores |¢x) v |¢r) son elementos de la base de eigenestados de p; y
p2 (respectivamente), las matrices de densidad reducidas del sistema,

pr=Tra0) (0] = Y eln) fiul. (1.48)
k=1
y
po=Tro ) (] = 3" Aelbe) (dl. (1.4.9)
k=1

Los coeficientes A\ son llamados coeficientes de Schmidt y son los eigenvalores de p; y po (no
negativos), tales que Y, \; = 1. Un estado |¢)) € H es separable si y solo si solamente uno de los
coeficientes de Schmidt es diferente de cero (e igual a uno) [4].

Por otro lado, considerando las matrices reducidas ([1.4.8]) y (1.4.9) se observa que si [¢)) es
separable con el tinico coeficiente distinto de cero A\ = 1, entonces p; = |pp) (@r| v P2 = |dr) (Prr]
son estados puros. De forma inversa, si 1) estd enredado, entonces existen al menos dos coeficientes
de Schmidt distintos de cero, y por lo tanto los estados reducidos son mezcla. Esto define por lo
tanto un criterio de separabilidad para sistemas bipartitos en un estado puro p [4]:

Trp; =1 <= p es separable, (1.4.10)

donde p; representa cualquiera de las matrices reducidas ((1.4.8) o (1.4.9)). Para estados puros bi-
partitos la descomposicion de Schmidt proporciona entonces un criterio de separabilidad necesario
y suficiente4]. Para estos estados, la separabilidad estd indicada por el grado de pureza de los
estados reducidos.

Para estados mezcla, en general no existe una descomposicion de Schmidt equivalente. Sin
embargo, existen dos herramientas importantes para determinar la separabilidad de un estado:
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testigos de enredamiento y mapeos positivos.

Un testigo de enredamiento W es un operador hermitiano actuando en H que no es positivo
definido, pero cumple que para cualquier estado separable pg, tiene un valor medio no negativoﬁ
[11][4] [23]:

A

Tr(psW) > 0, (1.4.11)

por lo que si para algin estado p se cumple que

Tr(pW) < 0, (1.4.12)

entonces dicho estado no es separable, o bien, esta enredado y se dice que W es testigo de p [11].

Notemos que encontrar un operador W que sea testigo de p puede ser dificil, y que el no en-
contrarlo no necesariamente implica que p sea separable. Una propiedad importante de los testigos
de enredamiento es que en ocasiones pueden ser obtenidos directamente en el laboratorio como
valores de expectacién de observables fisicos [11].

Otra herramienta importante para determinar la separabilidad de un estado son los mapas
positivos. Para definir éstos, recordemos que un operador lineal S en un espacio de Hilbert H es
un operador positivo si satisface

(z|S|z) >0, V|z)eH, (1.4.13)

condicién que implica que ademas de ser hermitiano, sus eigenvalores son no negativos. Se dice
entonces que A es un mapa positivo si para todo operador positivo S que actia sobre H, entonces

también A(S) es positivo. En particular para p € D(H), A(p) también es positivo, lo que garantiza
que el estado transformado pueda representar un estado fisico.

Consideremos ahora un sistema bipartito en el estado p € D(H = H 4@ Hp) al cual se le aplica
el mapa A = A4 ® I, con A4 un mapa positivo sobre H 4. En general la extensiéon A no es un
mapeo positivo [4], pues pueden existir & € D(H) tales que A(6) no es positivo. Sin embargo, para
cualquier estado separable p, se verifica que

A(ps) = A(szﬁix & ﬁ%)
[
=" piha(py) ® ph (1.4.14)
1
=i,

por lo que si Ay es positivo entonces A es positivo para estados biseparables. De esta forma, si
se encuentra que A(p) tiene al menos un eigenvalor negativo, entonces podemos asegurar que el
estado p estd enredado.

3La razén por la que existen los testigos de enredamiento es debido a que el conjunto de estados separables es
convexo, por lo que siempre existe un conjunto de hiperplanos que lo separan del resto de estados. Notando que
TT(ATB) se puede ver como un producto interior de Hilbert-Schmidt, un hiperplano en el conjunto de estados del
sistema D(#H) estd definido por Tr(ﬁW) = 0. La idea entonces es encontrar un W optimo tal que separe al conjunto
de estados separables por un lado del hiperplano, dejando del otro sélo estados no separables.

Desde luego, se necesita una infinidad de hiperplanos para delimitar completamente a los estados separables, sin
embargo, para determinar si p estd enredado es suficiente encontrar un W tal que se cumpla la ec. (|1.4.12)) para
este estado , pero TT([?SW) > 0 para todo estado separable.
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Un ejemplo de un mapa positivo es el operador T4 de transposicion, cuyo efecto es transponer
parcialmente el estado p respecto a A:

(Gal (G Ta(p) 154) i) = (Gal (G| p1ia) liB) - (1.4.15)

Lo anterior implica que si p es un estado separable, entonces A(p) = T4 ® Ig(p) es un operador
positivo, o en forma equivalent si A(p) tiene eigenvalores negativos, entonces p esta enredado. A
este criterio se se le conoce como criterio PPT (positive partial transpose), y a los estados que lo
satisfacen se les llama estados PPT. En el caso mas general este criterio da una condiciéon necesaria
pero no suficiente de separabilidad [24], sin embargo en el caso particular de sistemas bipartitos
n-dimensionales en estados puros o sistemas de dimensién 2 x 2 y 2 x 3 en estados generales,; el
criterio PPT establece condiciones necesarias y suficientes para que un estado esté enredado[12].

En general para sistemas bipartitos, debido a que sus estados solo pueden ser biseparables o
en caso contrario estan enredados, la caracterizacién del enredamiento suele ser mas directa. Por
completez, en la siguiente seccién se hablara brevemente del caso multipartito.

1.4.3. Caracterizaciéon de enredamiento en sistemas multipartitos

Como ya se vio en el caso bipartito, en especial para estados puros, el enredamiento esta bien
caracterizado. Por el contrario, para sistemas multipartitos, el desarrollo de criterios de enreda-
miento es mas complicado debido a la posible separabilidad parcial de un estado.

En algunos casos, ciertos criterios de biseparabilidad pueden ser extendidos a sistemas mul-
tipartitos. Por ejemplo, como el conjunto de estados k-separables también es convexo, es posible
generalizar el criterio basado en testigos de enredamiento a estados k-separables. Asi, para cada
estado p € D(H = H1 ® ... ® H,,) no k-separable con 2 < k < n, existe un operador Hermitiano
W, actuando sobre H tal que

Tr(Wips) > 0 (1.4.16)

para cualquier p, k-separable, mientras que
Tr(Wip) < 0. (1.4.17)

Similarmente se puede obtener un criterio de separabilidad para el caso multipartito a través
de mapeos positivos: Un estado p € D(H = H; ® ... ® H,,) es completamente separable si y solo
si [y ® Aa_n(p) > 0 para todo mapeo lineal positivo Ay, en estados producto[25].

Por lo que respecta al caso de estados puros, si bien estos son en cierta forma maéas sencillos
de tratar que los estados mezcla, la caracterizacion de enredamiento multipartito es menos directa
que en el caso bipartito, como veremos a continuacién. En general, la descomposiciéon de Schmidt
de un estado n-partito |1), andloga a la descomposicién ((1.4.7)), y dada por

) szl@ )@ @), (1.4.18)

con 7 = min{dy,...,d,} no es valida [23] y solo algunos estados la admiten. Uno de ellos es el
estado GHZ (Greenberger-Horne-Zeilinger), que para un sistema compuesto por n partes donde
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cada una de ellas s6lo puede tener dos estados posibles, |0) y |1), es de la forma

peuz = |GHZ) (GHZ)|

(10...0), +[1...1),)

1
5 (00, + (11,
(0.0, +10...0) (1...1] +[1...1), (0...0] +]1...1), (1...1],).
(1.4.19)

Notemos que al tomar la traza parcial sobre cualquier conjunto de n — m partes obtenemos el
estado

-

(

0...0)

n

N | —

1

ﬁm = TTn—mﬁGHZ - Z <21222n—m| ﬁGHZ |11222n—m>
11,%2,...=0 (1420)
1
= 5010100, (0. O], + 1 1), (1. 1],

que es un estado mezcla (Trp?, < 1) para cualquier biparticion m|(n —m) con m = 1,2,..n — 1.
A partir del criterio , concluimos entonces que el estado p estd enredado en cualquier
biparticién y por lo tanto tiene enredamiento genuino. Notemos también que el estado reducido
Pm €s totalmente separable. Esto es debido a que cualquier estado que admita una descomposicién
de Schmidt de la forma posee estados reducidos que son totalmente separables de modo
que el enredamiento de p es poco robusto frente a la pérdida de un subsistema. En contraposicién
con lo anterior, consideremos el estado W':

ﬁWn - ’Wn> <Wn’

=\}ﬁ(llo---0>n+\01---0>n+---+!00---1>n)1(<10---0|

1
— = (]10...0), (10...0| +10...0) (01...0] +..+[00...1) (00...1] ).
n

(1.4.21)
El estado de cualquier subconjunto de m partes del sistema n-partito en un estado |W,) no es
totalmente separable, y por tanto |IW,,) no admite descomposicién de Schmidt [23]. Sin embargo el
estado W también tiene enredamiento genuino. Para verlo, procedemos de manera similar a como
se hizo con el estado GHZ. Dividimos al sistema en dos partes: m|(n —m), con m = 1,....n — 1,
obteniendo de esta forma los siguientes estados reducidos de m partes

n—m

= TP, = 0...0) (0...0] + % W) (Wil . (1.4.22)

Notamos que los estados reducidos p,, son mezcla para cualquier valor posible de m, es decir para
cualquier biparticién. Usando de nuevo el criterio ((1.4.10)), se concluye que py,, estéd enredado en
toda biparticién, y por lo tanto tiene enredamiento genuino.

Los dos ejemplos de estados puros que hemos presentado muestran la existencia de diferentes
tipos de enredamiento, ain en estados que globalmente tienen el mismo tipo de enredamiento:
enredamiento genuino. Esto, entre otras cosas, dificulta la caracterizaciéon del enredamiento en
sistemas multipartitos.

1.5. Correlaciones cuanticas sin enredamiento

En la seccion anterior se habld sobre el enredamiento en estados puros y mezcla. El enredamiento
para estados puros es la tnica correlacién no clésica que existe [7], por lo que cuando se habla
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de correlaciones cuanticas se suele hacer referencia a éste. Sin embargo, cuando uno trata con
estados generales, considerando estados mezcla, el enredamiento es s6lo un tipo de correlacién
cuantica, existiendo otras formas de correlaciones no clasicas presentes incluso en estados que no
estan enredados. En esta seccion se da una introduccion a los estados separables que exhiben
correlaciones cuanticas, enfocandose en las diferencias entre un estado con dichas correlaciones y
un estado con sélo correlaciones clasicas.

Consideraremos entonces un sistema compuesto por dos subsistemas A y B, cada uno asociado
con un espacio de Hilbert H4 v Hp. Como ya se vio, los estados

peESan=1p| p=>piis® i} (1.5.1)

son los estados biseparables, aquellos sin entrelazamiento entre los subsistemas Ay B [7]. Aqui Sap
denota al conjunto de estados biseparables (en esta seccion seran llamados simplemente separables,
pues nos restringiremos sélo a sistemas compuestos por 2 partes).

1.5.1. Estados con correlaciones cuanticas sin enredamiento

Para comenzar, pensemos en un sistema fisico compuesto por un subsistema (A) cldsico de
dos niveles (por ejemplo una moneda) y un subsistema (B) cudntico también de dos niveles (por
ejemplo un atomo de dos niveles). La diferencia esencial entre la moneda y el dtomo, es que la
moneda solo puede estar en uno de dos estados: cara o cruz, mientras que el atomo, siendo un
sistema cudntico, puede estar no sélo en uno de sus dos estados energéticos definidos, sino en una
superposicion de ellos. En general si el estado del sistema clasico es desconocido, podemos describir
el estado del sistema completo como:

p=10]0) (01, ® p; + p1 |1) (1], ® P, (1.5.2)
donde el subindice A indica que el estado es del subsistema clasico y el subindice B indica que
el estado es del subsistema cuantico. Aqui p; (¢ = 0,1) denota la probabilidad de que el sistema
clésico esté en el estado |i) mientras que el cudntico estd en el estado piz, y po+p; = 1. Llamamos
a p un estado clasico en A, enfatizando el hecho de que A solo puede estar en uno de dos estados
distinguibles, y no en una superposiciéon de ellos.

Podemos extender lo anterior a sistemas de mayor dimension y definir un estado clasico en A
como sigue: Dado un sistema cuantico bipartito A + B, si los estados que toma el subsistema A
pueden ser representados por proyectores de una base ortonormal {|i),}, es decir, si existe una
base de H4 con respecto a la cual el estado p es localmente incoherente en A (sus términos no
diagonales, o coherencias, en dicha base son nulos), entonces se dice que p es un estado clasico en
A y se puede escribir como

p=Smili) (il b (153)
El conjunto de los estados clasicos en A se denotard como
Ca=1p | 5= X pli) il ® i), (1.5.4)

con >;p; = 1. Andlogamente si existe una base {|i)z} de Hp con respecto a la cual el estado
bipartito es incoherente en B, este estado sera clasico en B y el conjunto de dichos estados sera
denotado como
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Cs={p | 5= X pith@ 1) {la), (15
con y ,p; = 1.
Por tltimo, si existen bases {|7) ,} v {|7)z} de Ha y Hp en las que el sistema es incoherente

simultdneamente en A y B, entonces el estado serda llamado estado clasico en A y en B (o
clasico-clasico) y tiene la forma :

p=>_pi i) (ils@15) (s (1.5.6)
tj
donde 37,; p;; = 1. El conjunto de todos los estados clasico-cldsico se denotard como :

Cap ={p | p="2_pi1i) (il4 ®15) (il 5} (1.5.7)

ij

Producto

Figura 1.5: Subconjuntos de estados contenidos en el conjunto de estados separables respecto a la biparticién A|B.
Los conjuntos C4, Cp, Cap son de medida cero y no densos [7]. Los huecos blancos dibujados en estos conjuntos
representan su no convexidad.

Observemos que un estado clésico en A (B) es un estado separable donde la matriz py (p) en
la ec. ([1.5.1)) es el proyector |i) (i| , (|7) (¢|5). De aqui que si denotamos con Dyp al conjunto de
todos los estados p posibles del sistema, es claro entonces que

Cap C {CA,CB} C Sap C DAB, (1.5.8)

donde los estados con enredamiento estén en el conjunto D5 —Sap. En la figura[l.5se ilustran los
subconjuntos de estados clasicos unilaterales y bilaterales y los estados producto. Como se observa,
un estado producto es un estado clasico-clasico. Los huecos blancos en la figura representan la no
convexidad de estos conjuntos.
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Debido a que los estados de Cap pueden ser simulados por sistemas fisicos clasicos, entonces
toda correlacién que aparezca en estos estados constituye una correlaciéon clasica. Por el contrario,

los estados pertenecientes a los conjuntos C4 = C4 — Cap y Cg = Cp — Cap describen a un
sistema que contiene una parte que no puede ser descrita clasicamente, y la cuanticidad de éste
puede generar correlaciones cuanticas en estos estados, las cuales no son reproducibles en sistemas
clasicos [7]. Estas correlaciones son entonces correlaciones de naturaleza cudntica, y diferentes al
enredamiento, pues aparecen en estados separables. Vemos entonces que en general, en estados
mezcla, la separabilidad no necesariamente implica la ausencia de correlaciones cuénticas.

1.5.2. Discordia cuantica

La medida de correlaciéon cuantica mas conocida y que detecta correlaciones incluso en esta-
dos separables es la discordia cuantica. Dado un sistema bipartito, se define un estado p con
discordia cuéntica (o un estado discordante) como cualquier estado no clasico [10]. A diferencia
del enredamiento, la discordia puede ser generada actuando localmente sobre estados clasicamente
correlacionados. Bajo esta definicién, todo estado enredado es un estado discordante.

El origen de la discordia cuantica proviene de la generalizacion de medidas de informacién cla-
sica a medidas de informacién cuantica [§][9][10]. Para ver esta generalizacién recordemos primero
que la forma clasica de medir la falta de informacién (o incertidumbre) de una distribucién de
probabilidad P, = {p.}, estd dada por la entropia de Shannon

H(z) = H(P) = =) _palog(p). (1.5.9)

Por ejemplo, la distribucion de probabilidad de una moneda cargada con probabilidad p de en-
contrar sol y 1 — p de encontrar aguila, serd de minima informacién (maxima entropia) si p = %,
pues los dos resultados tienen la misma probabilidad de encontrarse, y tendra maxima informacién
(minima entropia) si p = 0, 1 pues es posible determinar con certeza el resultado de la moneda.

A partir de la entropia de Shannon, en la teoria clasica se define la llamada informacion mutua

entre dos variables a y b de dos formas que son completamente equivalentes [10][6],

I(a:b) = H(a) + H(b) — H(ab), (1.5.10)

J(bla) Zpa (Poja)- (1.5.11)

Para explicar las cantidades anteriores, definamos la distribucion de probabilidad conjunta (clési-
ca) Py = {pa} de las variables a y b. La distribuciéon marginal de cualquiera de las dos variables se
obtiene sumando sobre todos los valores de la otra, P, = {3, pan} ¥ Py = {30 Pav}, v la distribucién
de probabilidad condicional se obtiene de la forma Py, = {l;“ab}. Asi, lo que representa la infor-
macion mutua es la falta de informacion en las distribuciones marginales en comparaciéon
con la informacién que se tiene en la distribucion conjunta [10][27]. Clasicamente, la informacién
mutua cumple I(a : b) > 0, desigualdad que refleja el hecho intuitivo de que la suma de las partes
individuales de un sistema fisico contiene menos informacién que el sistema en conjunto para el
caso en que las variables estén correlacionadas. Si estan descorrelacionadas, la informacién conte-
nida tanto en la suma de las partes individuales como en el sistema en conjunto es la misma y en
ese caso I(a:b) = 0.

La equivalencia clasica de las ecuaciones (1.5.10)) y (1.5.11]) proviene del hecho de que dada la
distribucién de probabilidad condicional P, entonces la entropia
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Zpa (Poja), (1.5.12)

interpretada como la informacién total que se puede tener de b si se conoce el valor de a, pesado
por la probabilidad de obtener ese valor (el valor a-ésimo) coincide con

H(bla) = H(ab) — H(a), (1.5.13)

que mide qué tanto de b se conoce si se tiene conocimiento de a. En el caso clasico esto es facil de
comprobar, solo hay que sustituir Py, = {%’}) en y simplificar para obtener (|1.5.13)).

Al momento de generalizar la informacion mutua al caso cuantico, las distribuciones de probabi-
lidad P, se reemplazan por los operadores de estado p (i.e. Py — pag, Powy = pas)y = Trpaypas,
etc.) y la entropia de Shannon, por la entropia de Von Neumann

S(p) = —Tr(plogp). (1.5.14)

Notemos que el hecho de que I(a : b) coincida con J(bla) es consecuencia de poder expresar
a H(bla) a través de la ecuacién y de forma equivalente con la ecuacién (1.5.13). Sin
embargo, al generalizar por separado al caso cuantico cada una de estas ecuaciones resulta que no
son equivalentes. La primera generalizacién a partir de se puede hacer de forma inmediata

S(BJA) = S(pag) — S(pa). (1.5.15)

Ahora, para generalizar al caso cuantico la ecuaciéon ((1.5.12]) consideramos una medicion de un
observable A con eigenestados {|a)} en el subsistema A [I0]. El estado del sistema cambiard
entonces a

paB — Z P® fBﬁABpa ®Ip = Zpa |a) {a| @ p5(la) (1.5.16)

donde P, son proyectores en el estado |a) y p, es la probabilidad de medir el eigenvalor a de A

Pa = Tr(Pupas), (1.5.17)
mientras que
Tra(P,p
palla) = TA0a0), (15.15)

es el estado del subsistema B cuando se mide a en el subsistema A. De esta forma, la generalizacion

de (|1.5.12)) queda como:

S'(BJA) = Zpa p5( (1.5.19)

A partir del procedimiento para obtener esta tltima ecuacién es claro por qué no van a coincidir
S(B|A) y S'(B|A): para obtener S'(B|A) a partir de fue necesario hacer una medicién
en el subsistema A, mientras que para obtener la cantidad S(B|A) a partir de no hubo
ninguna medicién involucrada. Debido a que en el caso cuantico el estado cambia después de una
medicién, las generalizaciones de las dos formas equivalentes de H(b|a) del caso cldsico no serdn
iguales y por lo tanto existiran dos expresiones en general diferentes para la informacién mutua
cuantica, a saber

I(A: B) = 5(pa) + S(p) — S(pan), (1.5.20)
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Tp,(BlA) = S(p) = 3_paS(ps(|a)). (1.5.21)

La diferencia entre estas dos cantidades es lo que histéricamente se definié como discordia
cuantica [10] [8][9][6]:

D(B|A) = I(A: B) — Jp,(B|A)
= S(pa) = S(pan) + Y_paS(ps(|a)) (1.5.22)
— S'(B|A) - S(B|A),
que no es mas que la diferencia entre las dos generalizaciones cuénticas de H(b|a).

En general, se suele presentar a la discordia cuantica como el minimo de (|1.5.22)) respecto a
todas las mediciones posibles sobre A, obteniendo asi una cantidad independiente de la medicion
8]

D(B|A) = min{I(A: B) — Jp, (B|A)}. (1.5.23)
Py

Notemos que al tomar la definicién de esta forma, calcular la discordia en estados arbitrarios puede
ser un problema muy complejo debido a la optimizacién. Debido a esta dificultad, como se men-
ciona en [28], se han desarrollado medidas alternativas de correlaciones cudnticas, algunas basadas
en la definicién de discordia original como la discordia térmica [29], o el déficit cudntico [30]. Al-
gunas otras son medidas geométricas como la discordia cudntica gométrical6], etc. Sin embargo,
muchas de las medidas alternativas que se han desarrollado siguen involucrando optimizaciones
o presentan otro tipo de dificultades para ser calculadas en estados generales. No obstante, hay
casos particulares para los que se ha podido calcular la discordia analiticamente: mezclas arbita-
rias de estados diagonales de Bell y los estados X de 2 qubits. Otro resultado importante se puede
encontrar en [31], en este trabajo se desarrolla una medida tipo discordia que se puede calcular de
manera cerrada analiticamente para sistemas bipartitos, donde uno de los dos subsistemas tiene
2 niveles y el otro d niveles. Pero como se ve, estos ejemplos son de baja dimensionalidad de tal
forma que la optimizacion se simplifica. Por esta razén, buscar formas practicas, y que no involu-
cren optimizacion para determinar la existencia de discordia en un estado general sigue siendo un
trabajo necesario e importante.

Regresando a la definicién de la discordia, es importante notar que la ecuacién (1.5.22)) (al igual
que la definicién optimizada) no es simétrica, es decir,

D(B|A) # D(A|B), (1.5.24)

pues la entropia condicional S’(B|A) no es simétrica al contener una traza parcial e involucrar
mediciones sobre A. Esto es importante pues trae consigo la idea de una direccionalidad en las
correlaciones. Por ejemplo, un estado en C4 tendra D(B|A) = 0 pues al ser cldsico en A, la
medicién sobre la parte A no modificara el estado del sistema. Por el contrario si se calcula
D(A|B) para el mismo estado, la medicién debera hacerse sobre el subsistema B, por lo que si el
estado es s6lo A-clasico, este cambiard y D(A|B) # 0 en general. De esta forma, un estado Cap
tendra D(A|B) = D(B|A) = 0, mientras que un estado en C4 cumplird que D(B|A) = 0 pero
D(A|B) # 0.

Para finalizar, cabe mencionar que la discordia para estados puros [¢) coincide con el enreda-
miento de formacion,

E(|4) = S(pa) = S(pn). (1.5.25)
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con papy = Trpeay [1) (¢|. Como el enredamiento de formacion es una medida de enredamiento,
entonces el hecho de que la discordia coincida con esta medida para estados puros, verifica que la
tnica correlacion cudntica en estos estados es el enredamiento. [32]

Ahora que ya se ha dado una introduccién a cada tema por separado (a los valores débiles y a las

correlaciones cudnticas) en el capitulo siguiente veremos cémo se pueden utilizar los valores débiles
para establecer criterios de enredamiento y de correlaciones cuanticas mas alla del enredamiento.
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Capitulo 2

Estudio de correlaciones cuanticas
mediante valores débiles

En este capitulo se presentan los resultados originales de la tesis, desarrollando y discutiendo
la posibilidad de utilizar los valores débiles como indicadores de la existencia de correlaciones
cudnticas en algun sistema de interés. Para motivar esta idea se parte del trabajo [I], en donde se
establece un criterio de enredamiento en estados puros de 2 particulas sin espin con masa, basado
en el formalismo de valores débiles. En la seccion siguiente se generaliza dicho criterio para un
sistema de n particulas.

2.1. Criterios de enredamiento en estados puros mediante
valores débiles

2.1.1.  Criterio de enredamiento en biparticiones 1|n — 1

Consideremos un sistema acotado de n particulas sin espin, cuya funcién de onda se puede
escribir como

(X1, Xg, ooy X, t) = \/p(xl,xz, ooy Xy, 1)@ OR1 X2 X ) (2.1.1)
con x; la posicién de la particula i-ésima, con masa m;, p = ¥* y S una funcién real. Primero
notemos que la aplicacién del operador de momento de la particula ¢, p, = —ihV,, sobre esta
funcién de onda da

DY = —ihVip = mi(v; —iw;)v), (2.1.2)
donde 5
my;
y
h V;
w = P (2.1.4)
2m; p
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son conocidas, respectivamente, como velocidad de flujo y velocidad difusiva E|

Ahora, al calcular el valor débil (p;),, del operador de momento p, con postseleccion |x1xs...X;,)
y preseleccion [1) vemos que estd dado justamente por las cantidades anteriores

(p,). = (x1%2...X, [P;|9)) _ —1hV)(x1, Xa, ...y Xp)
T (XiXe X [Y) P (X1, Xa, -y Xp) (2.1.5)

= ’ITLZ'(VI‘ — iuz-),

expresion que no es sino un caso particular de la ecuacién usando la base continua
|x) = |x1X3...X,). Debido a esto, es interesante explorar la separabilidad del estado en térmi-
nos de cantidades que involucren a u; y v;, pues asi se podria relacionar el enredamiento de las
particulas del sistema con los valores débiles de sus momentos. En esta direccién, tomemos un
estado totalmente separable. Como se vio en la subseccién [L.4.0] ¢ es totalmente separable si y

solo si [¢) = [¥1) @ |1h2) ® ... @ |¢h,) (ec. (1.4.2))), de modo que

¢(X1,X2, ...,Xn,t) = H?:1¢i(xi,t) (216)

donde v; = (x;]1);) representa el estado de la particula i. Escribiendo estos estados como

wi<xi7 t) Y, pi(xiv t>€iS(Xi7t)7 (217>

la ecuacion (2.1.6)) se traduce en las condiciones:

p(X1, X2,y ooy Xy t) = 11 pi(x5, 1), (2.1.8)
Y
S(Xl,Xg,...,Xn,t) = ;L:l SZ<XZ,t) (219)

La violacion de estas dos igualdades definen dos tipos de enredamiento diferente. La invalidez de la
condicién (2.1.8) implica que el estado ¥ estd enredado via la no factorizabilidad de la distribucion
de probabilidad p; a este enredamiento se le llamara enredamiento tipo A. De manera similar la
violacién de la condicion también implica que el sistema esta enredado, pero esta vez el
enredamiento se encuentra codificado en la fase S y se le llamara enredamiento tipo P.

Ahora bien, si la funcién de onda 1 es tal que se cumple la ecuacion entonces se encuentra
que (tomando i # j)

h .
V,- . u]' = VZ . (va>

2m; p

_ g eGant) e Vipi(,1) - pn(Xns 1)) (2.1.10)
2mj Hznzlpi (Xi7 t)

_ g (Vj/)j(xjvt)> o,
2m; pi(x;, 1)

1La velocidad de flujo se relaciona directamente con la corriente de probabilidad a través de j; = pv;, la cual
aparece en la ecuacion de continuidad %"‘Zi Vi-j; = 0,y estd asociada con el valor medio de p;, (D;) = m; [ pvidx;.
Por su parte, la velocidad difusiva se relaciona con la existencia de fluctuaciones del momento, de acuerdo con

A2 A\ 2 DL
o3, = (b)) — (B:)” = miog, +mi (uf) [[33]
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y si se satisface (2.1.9)) de forma similar se tiene

VZ‘ . Vj = 7v1 . (V]S)

= —V;- (v ZSZ x;, t ) (2.1.11)

=—V,;-(V;5,(x;,t)) =0.

m;

Observemos que las ecuaciones ([2.1.10]) y (2.1.11]) son condiciones de separabilidad en términos de
u; y Vv;, sin embargo, involucran derivadas de estas cantidades, lo que sugiere considerar la doble
aplicaciéon de operadores de momento al estado . Para ello recurrimos a la ecuacion para
obtener

D; - ;¥ = P; - m;(v; —iuy)y

2.1.12
= (mymyv; - v + (m5" +im ), ( )
donde
W?‘u = —m;m;u; - u; — hm;V, - uj,
: o (2.1.13)

Vemos que aparecen términos con V; -u; y V; - v; que es lo que se buscaba. Ahora el objetivo es
aislar estos términos y para ello notamos que la expresion (2.1.12)) se puede reordenar como:

f)Z . f)ﬂﬁ = mi(vi — @uz) . mj(Vj - Z.uj)w - hTI’LJ<VZ . llj + sz . Vj)@b. (2114)

Asi, tomando en cuenta que el valor débil de p; - p; (de nuevo con estado de preseleccion |¢) y
postseleccion |x1xs...x,,)) es

_ (X1Xg...X|D; - ﬁg’¢> - p; - D;¥

b; - P, = 7 2.1.15
(bi- ), (x1X2...X,|1)) P ( )

y usando la ecuaciéon (2.1.5)) se llega a la expresion
(D; - f’j)w = <f)z>w ) <f’j>w — (Vi u; + iV, - vj). (2.1.16)

Esta ecuacion se puede escribir de manera mas compacta introduciendo la correlacién débil (ec.
(1.2.23)) entre dos operadores A y B como [1]:

Ws = (A-B), —(A), (B),, (2.1.17)
definida en analogia con la correlacién usual mediante valores promedio
Cap = (A-B)—(A)-(B), (2.1.18)

y serd analizada a detalle en secciones posteriores. Por ahora, permite escribir la ecuacion (2.1.16))
como:

Coip, = —m; (Vi - u; +iV; - vj). (2.1.19)
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Notemos que m;V,; - v; = m;V; - v; y m;V; - u; = m;V; - u; son cantidades simétricas bajo el
intercambio de ¢ por j pues las derivadas y el producto punto son conmutativos. Esto implica que
la correlacion débil es simétrica, y Cy b, = Cg’j B,

A partir de los resultados anteriores, podemos establecer un criterio de enredamiento en tér-
minos de la cantidad Cg’i b notando que si el estado i es totalmente separable, entonces las
ecuaciones (2.1.10]) y (2.1.11]) se satisfacen para toda pareja de particulas, obteniendo que, a partir
de (2.1.19), Cgif)j = 0 para cualquier pareja i,j con i # j. Por lo tanto, por contraposicion, el

criterio de entrelazamiento se enuncia como sigue:

= Si Re(Cy ) # 0 para alguna i,j (i # j) = V;-u; # 0 = la expresién || no es
/7 B '7 7’ .

valida y por lo tanto el estado no es totalmente separable, y ademas posee enredamiento tipo

A. M3&s atn, la distribucién de probabilidad no puede factorizarse en ninguna de las formas

p = pi(x)p(xX1, X, .. Xi—1, Xit1, - Xp), p = p;j(x;)p(X1, X2, ..Xj_1, Xj41, ..X,), (2.1.20)

y por lo tanto
p # pi(%5)p;(x;) p({Xiii}), (2.1.21)

lo que significa que tanto la particula i-ésima como la j-ésima estdn enredadas con el resto
del sistema, o de forma equivalente, que existe enredamiento en las biparticiones i|[{k} con

k# i,y {1} conl# .

= Si Im(Cf 5 ) # 0 para alguna i,j (i # j) = V;-v; # 0 = la expresion {} no es
ek t J ’ .
valida y por lo tanto el estado no es totalmente separable y ademas posee enredamiento tipo
P. Mas atn, la fase no puede expresarse en ninguna de las formas:

S = Sz(xz) + S(Xl,XQ, X1, X1, -'-Xn)7 S = S](X]> + S(Xl,XQ, X1, X541, Xn),
(2.1.22)
y por lo tanto
S # Si(xi) + 55(x;5) + S({X1i5}), (2.1.23)

lo que de nuevo significa que tanto la particula ¢-ésima como la j-ésima estan enredadas
con el resto del sistema, o equivalentemente, hay enredamiento en las biparticiones ¢|{k} con

k#i,y jl{l} conl#j.

Notemos que este criterio establece condiciones suficientes para verificar enredamiento en biparti-
ciones del tipo 1|n — 1. Las condiciones en general no son necesarias pues si Re(CEfif,j) o Im(Cy ﬁj)
son cero, ello no implica nada sobre el enredamiento del sistema. Solo cuando el sistema se com-
pone de dos particulas unidimensionales, el criterio es necesario y suficiente [I] . En dicho caso
(n=2) el criterio determina la separabilidad o no del estado, pues solo hay una biparticién posible.
Esto invita a generalizar atin mas este criterio, de manera que puedan considerarse biparticiones
arbitrarias del sistema n-partito.

2.1.2. Criterio de enredamiento en biparticiones k|n — k

El criterio que se desarrolla aqui busca generalizar al de la subseccién anterior, para ello se
considera el mismo sistema de n particulas pero biparticiones més generales del tipo k|n — k, es
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decir, particiones que definan dos subsistemas A y B, tales que A contiene k particulas y B las
n — k restantes, con k > n — k. En esta ocasion, escribiremos el estado del sistema como

(x4, Xp,t) = \/p(xa, x5, 1)edxaxsD (2.1.24)

donde x4 denota las coordenadas de las primeras k particulas (xi,...,x;) del subsistema A y
xp denota las coordenadas de las n — k particulas (Xg41,...,X,) del subsistema B. Consideremos
entonces el momento total en A

k
Pa= D Pi, (2.1.25)
ia=1

donde 74 etiqueta a cada una de las k particulas del subsistema A y calculemos su valor débil en
el estado de preseleccién |¢) y postseleccion |xaxg) = [x1...X,):

(pa), = Folbalt) _ o Gaxalbi,lv)

axslt) A2 (oaxslt) (2.1.26)

Como p,, es el operador de momento de solo una particula, podemos utilizar la ecuacion ([2.1.5))
para obtener que el valor débil del momento total en A es la suma de los valores débiles de los
momentos de cada una de sus particulas

Pa)y =D (Biy), = D mia(vi, —iuy,). (2.1.27)

ia=1 ia=1

Es interesante notar que al definir la velocidad de flujo y la velocidad difusiva del centro de masa

Vg4 = E Z m;, Vi, Y Uy = E Z M, W, (2.1.28)

ia=1

con masa total M, = Zle m,,, entonces el valor débil del momento total se puede escribir de

forma equivalente a (2.1.5)) como

(Pa)y = Ma(va —iua), (2.1.29)

de donde se observa que (p,),, hace referencia a las velocidades del centro de masa del subsistema
Ay no a las velocidades de alguna particula en especifico. De manera totalmente analoga se puede
escribir el valor débil del momento total del subsistema B, con masa total Mp = 377" _; .1 mi,

Cco1mo
n

Pp)w = Mp(ve —iup) = > my,(vi, —iwy), (2.1.30)
ip=k+1

con la velocidad de flujo y la velocidad difusiva del centro de masa del subsistema B dadas por

1 n 1 n
VB = Z MigVig Y Up = Vn Z Mg Wig. (2.1.31)
B ip=k+1 B ip=k+1

De forma similar al criterio de la subseccién [2.1.1] nos interesa el valor débil de la doble aplicacién
de los momentos p, y Pp, pues buscamos expresiones que contengan derivadas de las velocidades
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u;, y v, (1= A, B) para utilizar las condiciones ([2.1.10]) y (2.1.11)). Calculando la doble aplicaciéon
de los momentos totales se obtiene

k n
Pa-Ppt = b, ( X Pi¥)
ia=1 ip=k+1
k n
= Z Z ﬁiA 'ﬁi5¢7

ia=1ig=k+1

(2.1.32)

que al observar de nuevo que p,;, y P;, son operadores de momento de particulas individuales,
entonces podemos utilizar la ecuacion ([2.1.14)) para reescribir a (2.1.32) como

k n
IA)A : f)B¢ = Z Z [miA (ViA - iuiA) “Mig (ViB - Z.uiBﬁp
ia=1lip=k+1 (2.1.33)

— hmiB(VZ-A LY PN + iViA . Vi3>¢]'

Notamos que el primer sumando de la ecuacién anterior corresponde al producto de los valores
débiles (2.1.27)) y (2.1.30]) por lo que podemos escribir a (p4 - pg),, COmMoO

k n
<f)A ’ 133>w = Z miA(ViA - iuz‘A) ) Z miB(ViB - iuz‘B)
ia=1 ip=k+1
k n
— Z Z hmiB (le Ui + Z.ViA : Vz'B) (2134)
ia=1lip=k+1
k n
= <pA>w ’ <pB>w - Z Z hmiB(viA "W + Z.V’L'A ’ ViB)-
ia=1ig=k+1

En esta tdltima ecuacién, por medio de ([2.1.19)), podemos identificar a

cyY . = —hmiB(VZ-A *Uip +ivi,4 ’ ViB)a <2135>

Pi,Pig
como la correlacién débil entre el momento de la particula i4 en el subsistema A con el momento

de la particula ig en el subsistema B. Asi, definiendo la correlacién débil entre el momento total
de A y el momento total de B como

OévAﬁB = (P4 DPB)w — (Pa)w  (PB)w> (2.1.36)

entonces la ecuacion (2.1.34]) se reescribe de la forma

k n
CE’UAf’B - Z Z CflfiAf;iB7 (2.1.37)

ia=1lip=k+1

que muestra con claridad que la correlacién débil entre los momentos totales de A y B, no es
mas que la suma de correlaciones débiles entre todos los momentos de las particulas en A y los
momentos de las particulas en B. Ademds, a través del criterio desarrollado en [2.1.1] si todas las
particulas de A son separables de las de B, entonces C’g’i By = 0 para todo subindice 14 € ip, y
entonces a partir de se tiene que Cg 5 = 0. Fisicamente, dado que si ninguna particula del
subsistema A estd enredada con el subsistema B, entonces se espera que el subsistema A no tenga
enredamiento con el subsistema B, diremos por esta razén que la condiciéon C’E)”Af)B = 0 representa
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la separabilidad de la biparticién A|B. Como es esperado, la correlacién entre los subsistemas

es simétrica, CIZ)” by = Cpp,s Y& que como se menciond en la subsecciéon 2.1.1} las correlaciones
referentes a las particulas individuales son cantidades simétricas bajo el intercambio de indice,
v oo =0% .
Pi,Pig PigPi, -~
Lo anterior nos permite ya establecer un criterio de enredamiento bipartito, pero antes es

interesante reescribir (2.1.37)) utilizando las velocidades de difusién y flujo (2.1.31)) como sigue:

O;’UAPB - Z Z hmlB ia Wi +1Vi, 'Vz’B)

ia=1lip=k+1
k n n
=—h Z (Vm . Z mizUig + iViA : Z mtiiB) (2138)
ia=1 ip=k+1 ig=k+1

k
=—h Z (ViA - Mpup +in-A . MBVB)
ia=1
que al considerar (2.1.25)) en la representacion de coordenadas, o considerando el gradiente total
en A, V, = Zf =1 Vi, la correlacion entre los subsistemas de la biparticion A|B se puede escribir
como

cy = —hMB(VA-uB+iVA-vB), (2.1.39)

PaAPB
que es la ecuacion analoga a , pero ahora depende de las cantidades totales (que incluyen
la informacion de las coordenadas y momentos de todas las particulas) de los subsistemas A y B.

A partir de la ecuacién anterior podemos utilizar las definiciones de enredamiento tipo P y tipo A
dado en la subseccién para el estado (2.1.24)) y establecer el siguiente criterio:

= Si Re(Cy 5.) #0 = Va-up #0 = V,;, -u;, # 0 para algiin iy, ip = el sistema

tiene enredamiento bipartito en la biparticion A|B y ademas el enredamiento es tipo A.

= Si Im(C’gAf,B) #0 = V,4-vp# 0= V,, -v,, # 0 para algin i4,ipg = el sistema
tiene enredamiento bipartito en la biparticion A|B y ademas el enredamiento es tipo P.

Estas dos tltimas subsecciones son un ejemplo del uso de los valores débiles para determinar la
existencia de enredamiento en estados puros y motivan su posible utilizacion para la caracterizacién
de correlaciones cuanticas en general. En la siguiente seccién se definirdn dos generalizaciones a
estados mezcla a partir de la correlacion débil para estados puros y se estudiard su capacidad para
detectar correlaciones cuanticas en estados generales.

2.2. Correlacion débil en estados mezcla

A lo largo de esta secciéon se estudiaran dos generalizaciones de la correlacion débil para estados
puros
cw _ (f1ABls)  (flAls) {f|B]s)
AR (fls) (fls)  ([ls)

y se discutirda en qué grado pueden detectar correlaciones cuanticas en estados generales, asi como
las diferencias y similitudes que tienen entre si. Comenzaremos con una generalizacién obtenible
de manera directa a partir de los valores débiles para estados mezcla tratados en la subseccion [1.3]

(2.2.1)
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2.2.1. Una generalizacion natural

Tomemos un sistema bipartito A+ B en un estado de preseleccion py = p% @ p% (p% representa
el estado inicial del subsistema A y p% el del subsistema B) y veamos qué sucede con el valor débil
con postseleccién py = ﬁf; ® ﬁé de un producto de operadores A=awlp y B=1,®b. A partir
de la generalizacion de valor débil para estados mixtos se obtiene

_Tr[phe ph)@e b)) )]
Tr((ph ® ph) (0% @ p%))] (2.2.2)
_ Tr(phaph © phboy)
Tr(php% @ phi%)

Escribiendo el operador de traza Tr[M] = Tra[Trg[M]], entonces es claro que

(AB), =

w

(4B = Tra(Padh) Tra(psbiy)

TTA(QQﬁ%)TTB(pEﬁ%) (2.2.3)
= (A), (B)

Por lo tanto si el estado de preseleccion y el de postseleccion son estados producto, entonces

w w "

(AB), = (A), (B) (2.2.4)

w -
Este resultado muestra que al definir la correlacién débil para estados mezcla (que es la gene-
ralizacion directa de la correlacion débil para el caso de estados puros analizada en la seccién

2.1),

T”’(ﬁff‘iéﬁo) _ Tr(ﬁfAﬁo)Tr(ﬁfBﬁo) (2.2.5)
Tr(p ;o) (Tr(pspo))

es una cantidad util para descartar si un estado mezcla de A+ B es un estado producto. En efecto,
como acabamos de ver, si C'% 5 (o, Pl @ ph) # 0 para algin A, B entonces py # p% ® p%. En lo que
sigue exploraremos algunas de sus propiedades y su utilidad para detectar correlaciones cuanticas
en general.

Lo primero que podemos observar es que para el caso en que el estado de postseleccion y el de
preseleccion son iguales se puede reescribir la correlacion como:

. Tr(ﬁ AB)  Tr(R8A) Tr(i}B)
T — 2.2.
Calbo P ="y Gy~ i i 220
que recuerda a
Cip = (AB), — (A)y (B), = Tr(poAB) — Tr(poA)Tr(poB), (2.2.7)

la correlacién usual entre los operadores A y B dado que el sistema esté en el estado py. La ecuacién

(2.2.6)) coincide con la ecuacién (2.2.7)) solo para py puro, (p2 = po), como es de esperar, pues en

ese caso (preseleccién y postseleccion puros e iguales) se tiene (S’ Vo = (S’ )o- Sin embargo atin en el
caso mezcla, (p3 # po) podemos interpretar a como la correlaciéon usual

C45(Po, o) = Tr(f'AB) = Tr(§' A)Tr(§'B) = (AB),, — (A), (B), . (2.2.8)
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pues
/62
p=2 (2.2.9)

AD )

- T'rpg

cumple las propiedades de estado cudntico. En este sentido, la definicién (2.2.5)) generaliza la corre-
lacién cuantica usual al permitir la postseleccion del sistema en un estado distinto al de preseleccion.

Como segundo punto de interés reescribiremos la correlacion débil (2.2.5)) tomando los estados
de postseleccién pr = Y, a; | f;) (fi| v preseleccion py = Y-, ¢;|s;) (si]. De forma similar a como se
obtuvo la ecuacion ((1.3.11)) el valor débil de S se escribe

8 = W (), (2.2.10)
J
donde esta vez )
W.. — Ciaj’ <f]‘51> | (2'2'1”

Y e (filsk) 1P
es la expresion del peso estadistico correspondiente y los valores débiles <§ )gj’si)
términos de los estados de la descomposicion espectral tanto de py como de py

(f5.84) <f]‘§|52>

ahora estan en

(8,7 = I (2.2.12)
(filsi)
Utilizando este resultado podemos escribir la correlacion débil como
Cip = (AB), —(A), (B),
2 oo\ (Fi:81) A (F5s0) ) 5\ (fse) 2.2.13
= YW (4B, = S W Wa (), (B), 2213)
%, ijkl

que al recordar que la correlacién débil para estados puros es

w(fj,s, A f]731 ~ f]»sz a (fj7 z)
OAB (AB> (A> <B> , (2.2.14)
conduce a
w(fj,8: f]751 A\ (fi58i) A\ (f1,58)
Cly = > Wy Cliy )_'_ZWZJ ((B),™ = > W (B), ™). (2.2.15)
i Kl

Debido a que un estado separable p = 3, p;p'y ® pls siempre se puede escribir de la forma

p = picahs |05 [04) (Wil (¢4]
iab
- (2.2.16)
= Zpicahb |Sab) (Sa!
iab

con |st,) = [1) |#t) v donde se escribid

Pa=D calbe) (il v =2 lwldy) (B, (2.2.17)
a b
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5i)

entonces si Py y pr son separables, |s;) y |f;) son estados producto por lo que C f]
toda 4,5 y por lo tanto

= 0 para
> WiClhg™ =0, (2.2.18)

De esta forma, podemos observar que la correlacion débil (2.2.15)) tiene un término que detecta
unicamente enredamiento
> Wy Ch, (2.2.19)

7.]

mientras que el término restante
Z Wy (A (B - Z Wi (B)S™) (2.2.20)

es el responsable de detectar correlaciones cuanticas en estados separables, pues en general no
serd cero para estos estados mezcla. Asi, C'{, en principio es una cantidad que permite medir
correlaciones cuanticas distintas del entrelazamiento.

Basados en los resultados de la seccién [2.1], en los que la correlacién débil en estados puros
nos permitio establecer criterios de enredamiento, nos gustaria emplear la expresion (2.2.5)) para
establecer algtiin criterio de correlaciones cuanticas en estados mezcla. Para ello, notemos primero
que el valor de C' 5, al ser una cantidad compuesta por valores débiles, depende de dos estados,
po y ps. De esta forma, si se quieren conocer las correlaciones en el estado py, es conveniente elegir
un estado de postseleccion py producto, asi aseguramos que cualquier correlacion que detecte C'f 5
proviene de py. Eligiendo entonces py como un estado producto, la expresion (2.2.4) asegura que
la correlacién débil sera nula para estados py producto, de modo que podemos distinguir entre
estados totalmente descorrelacionados de aquellos correlacionados. Sin embargo, como se muestra
en el ejemplo que sigue, C'{5 no necesariamente discrimina entre estados clasica y cuanticamente
correlacionados, de modo que para tener un criterio de correlaciones cuanticas con esta cantidad
no basta con considerar estados p; producto. Este ejemplo servird para ver la importancia que
juega el estado de postseleccion en la deteccion de correlaciones cuanticas. En la siguiente seccion
se verd una eleccion particular de py que permitira usar C'f , para detectar estados con discordia.
Por el momento veamos que tomar un estado de postseleccion totalmente descorrelacionado no es
suficiente para distinguir correlaciones cuanticas en el estado de preseleccion.

Consideremos el caso extremo en el que p; es un estado producto y es proporcional a la
identidad, py = ilﬁ A® éf B = éf con dy(p) la dimensién del espacio de Hilbert asociado a
A(B) y d = dadp. En este caso C'{ 5 se reduce también a la correlacién cudntica usual -

Consideremos ademds un sistema de 2 espines ; 1y los siguientes dos estados expresados en las

bases de eigenestados de S, {|+),]|—)} de cada espin:

= Un estado mezcla separable, con sélo correlaciones clasicas

. 1

po = §(|++> (] +1-=) (=) (2.2.21)
= Un estado puro maximamente enredado

po = i( ) (o + ) (=] + == (= + =) (). (2.2.22)
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Lo que haremos sera calcular la correlacién débil (2.2.5) para cada uno de estos estados de prese-
leccién, utilizando el estado de postseleccion producto:

1000
11 0 1(1 0 110100 1.
pr=- - S S (2.2.23)
210 1 210 1 410 01 0 4
000 1

donde I es la identidad actuando sobre el espacio de Hilbert del sistema completo. Lo haremos en
notacion matricial con la identificacion

1
+) = =)= , (2.2.24)

es decir, en la base usual. Como operadores, consideramos

10 0 0

R . o1 0o o
A=6,01, = : (2.2.25)

00 —1 0

00 0 -1

y

1 0 0 0

. 0 -1 0 0
B=I®é, = , (2.2.26)

0 0 1 0

0 0 0 —1

donde I; y I, son las identidades que actian sobre los espacios de Hilbert de las particulas 1 y 2
respectivamente y &, es la matriz de Pauli z.

Escribiendo al primer estado de preselecciéon como :

A

po= 5 (I+4) G+ == (1)

1
(2.2.27)

N | —
S (e (@] o
S (e (@] (@)
— o (@] (@)

o o O

notamos que
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10 0 0t 0 0 O0)(1 0O
ABpozf
2100 =1 o |lo o 1 oo o0 o0
00 0 —1/\0 0 0 —1/\0 0 0
y
10 0 0)\(1 00O 10
~ 1101 0 0[]0 0O0O0 0 0
Apo—i _
00 -1 0f[0o0O00O 0 0
00 0 —1)\0 0 0 1 00
por lo que la correlacion (2.2.5)) resulta:
oo _ TrpsABpo)  Tr(psApo)Tr(psBpo)
! Tr(pypo) (Tr(psio))’
:Tr(ﬁfﬁo) Tr(L1Ap)Tr(L1Bpo)
Tr(pro) (Tr(pspo)
— iTT(AAO)TT(Eﬁo)
16 (Tr(ﬁfﬁo))2

pues Tr(Apg) = 0 como se ve de la ecuacién (2.2.29).

Ahora para el segundo estado:

A

1 001
110000
2|00 0 0
1001
de nuevo se tiene
1 0 0
leﬁO:} 01 0
210 0 -1
00 0

o o o
[aw]
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o o o O

_ o o &

o= (1) (] [+4) (=] + =) (] =) (=)

(2.2.28)

(2.2.29)

(2.2.30)

(2.2.31)

(2.2.32)



10 0 o0\({1001 1 00 1
. 1/lo01 0 oflooool 1[0 00 o
Apy = = — - , (2.2.33)
2100 =1 oflloo ool 2[0 00 o0
00 0 —1/\10 0 1 100 -1

por lo que al calcular la correlacion para este segundo estado de manera exactamente igual
que se hizo en el primero, se obtiene de nuevo:

cv, =1. (2.2.34)

Este ejemplo muestra que un estado de postseleccién descorrelacionado (producto) no necesaria-
mente hace que C%; distinga entre estados clasica y cudnticamente correlacionados, ya que como

acabamos de ver, existen operadores A y B para los cuales C'%

‘1 coincide para dos estados que tie-
nen correlaciones fundamentalmente diferentes. Desde luego, la razén de esto es que en el ejemplo
empleamos un estado de postseleccion proporcional a la identidad en cuyo caso la correlacion débil
se reduce a la correlacién usual, la cual no distingue correlaciones cuanticas de clasicas. Pero esto
muestra la virtud de C'75: el que generalice la correlacion usual al permitir considerar diferentes
estados de postseleccion permite la posibilidad de distinguir correlaciones clasicas de correlaciones
cuanticas en el estado de preseleccion.

Para mostrar que C' 5 efectivamente puede distinguir correlaciones clasicas de cuanticas par-

tamos de la definicién original (2.2.5) -

w (A A Aéﬁ ) Tr(p Aﬁo)TNA Bﬁo)
Cip(Po, pr) = o
(p Po) (Tr(pyho)) (2.2.35)
1 ~ A
= — 5 |Tr(ps ABpo)Tr(prpo) — Tr(psrApo)Tr(psBpo)
AL s s 1B
y tomemos el estado de preseleccién separable

Asep anpA ® pB> (2236)

y el estado de postseleccion producto py = 64 ® 0, con 64 y 6p arbitrarios. Siendo A=a®lg
y B =14 ® b, sustituyendo estos estados y operadores en la primera traza de(2.2.35]) se obtiene

Tr(prABpo) =3 puTra(640p%)Tra(68b0%), (2.2.37)

donde se ha usado la linealidad de la traza y la propiedad Tr(S) = Tr4(TrpS). Haciendo lo
andlogo para cada término en (2.2.35]) se encuentra que la correlaciéon débil se puede escribir como

Cis (ﬁ(s)ep, GA®06p) = p2 anmeTA(UAGPA)TTA(UAPA)T (2.2.38)

En esta ultima expresion se ha escrito P = Tr(ppo) v se ha definido la cantidad antisimétrica (en
nym)
Tan = TTB(&Bbﬁ%)TTB(a'Bﬁg) — TTB(6Bbﬁ’§)TrB(6Bﬁ%) (2239)
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De esta forma, utilizando que T2 = —TB _al intercambiar los indices (mudos) n por m en (22.2.38)

y sumando la expresion resultante con (2.2.38) se puede simetrizar la ecuacién respecto a A y B
notando que

Chp(Po™, 04 @ 05) = 5(043 +C%p) = op2 > onpm T T, (2.2.40)

donde T4 se difini6 andlogamente a (2.2.39)). Utilizando (2.2.40) se puede encontrar un estado
de postseleccion que hace que C'f, = 0,V Ay B, si el estado de preseleccion es A(B)-clasico.
Consideremos por ejemplo que g, es A-clasico, entonces para cada g’ en la ec. (2.2.36))

pa=1n)y(nly=Fn (2.2.41)
para alguna base ortonormal {|n) ,} (ver la definicién de estado A-clasico (ec|l.5.4])). En este caso,
Ta, = Tra(646D,)Tr4(64P) — Tra(64aP)Tra(64F,). (2.2.42)

Al notar que una forma de anular C'7, es pidiendo que TATE  ~ 6, TAB) (pues TAB) es

antisimétrico y al tomar la suma en (|2.2.40|) resultaria C;PB = 0), entonces dado que ﬁ’nﬁ’m = 5nm]3m

para proyectores de la misma base, se observa a partir de (2.2.42) que si 64 = |I), (l|, con
1) 4 € {|n) 4} se tiene,

o )T a( m
= TTA((Snl&pn)TT’A((Smlﬁm) — TTA((SmlCALPm)TTA((Sann)
. (2.2.43)

al sustituir en (2.2.40) y sumar sobre n y m se obtiene

C¥, = 0. (2.2.44)

Se puede obtener un resultado analogo para estados B-clasicos, donde ahora el estado de

postseleccion serd pr = 64 @ |I) 5 ({|5 con |I) 5 un estado de la base ortonormal {|n)z} en la que

P = In)p (n|g. En conclusién, se ha mostrado que C'f; puede detectar estados A(B)-clésicos

con la elecciéon adecuada de py. Por contraposicién podemos enunciar el resultado obtenido de la
siguiente forma

= Dado p; = |I) , (I] , ® 65 donde |I) , es un eigenestado de p5' = Trz(po), entonces
Si C%:(po,py) #0 pa. A,B = Dy (B|A) #£0. (2.2.45)
Es decir py no es A-clésico y tiene discordia D(B|A).

» Dado p; =64 ® |l) 5 (l| ;3 donde |1}, es un eigenestado de pF = Tr4(po), entonces
Si C%s(pospr) #0 pa. A,B = D, (A|B) #£0. (2.2.46)

Es decir py no es B-clasico y tiene discordia D(A|B).
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Este resultado muestra la capacidad de C'j; de detectar discordia; sin embargo, tienen el incon-
veniente de que es necesario conocer a los estados reducidos del sistema de estudio, y por lo tanto
el resultado pierde generalidad. Desde luego, el estado de postseleccion se obtuvo a partir de con-
siderar una sola forma de tantas posibles en las que C'%; = 0. Quizd haciendo un andlisis mas
profundo sobre esta correlacion débil se puede determinar un estado de postseleccion mas general
que permita los mismos (o ain mas generales) resultados.

A pesar de que esto ultimo es en principio posible, debido a la dificultad del problema, creemos
que es mas conveniente e ilustrativo buscar otra generalizacién de la correlacion débil en estados
puros que permita detectar estados con discordia sin tener que recurrir a la base de estados que
diagonalizan a p{'. En la siguiente subseccién desarrollamos esta cantidad alternativa.

2.2.2. Otra generalizacion de (Y para estados mezcla

Partamos de nuevo de la correlacién débil para estados puros

_ {fIABls)  (fIAls) (f|Bls)

o 2.2.47
B0 () (2240

Multiplicando por la unidad se puede reescribir la ecuaciéon anterior como
v — (s|f) (fls) (slf) {f1ABJs) — (s|f) (FIAls) (s|f) {f[B]s) (2.2.48)

[(Fls) |1 | (fls) [ ’

la cual, utilizando py = |s) (s| (preseleccion), pr = |f) (f| (postseleccion) y P = [(f|s)|* =
Tr(pgpo), se puede reescribir

o Tr(prpopsABpe)  Tr(prApopsBpo) (2.2.49)
Cig(Po, pr) = P2 N P2 -

que usando la ciclicidad de la traza, se reduce a la expresion

A

Cip(Po; Pr) = p (A[B, popyl),, - (2.2.50)
Esta tltima ecuacién permite generalizar C'{ ; a estados mezcla de manera alternativa a (2.2.5),

por lo que llamaremos a esta nueva cantidad Kz”B,

TSP
p (A[B, popyl),,

(2.2.51)
fTr(pfA 1B, popslin)

con P =Tr(pops). En particular la correlacién (2.2.51)) coincide con la generalizacion (|2 en el
caso en que Py o Py son puros. Por ejemplo, si p; es puro, entonces se tiene
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K45 (00, 1f) (1) = *Tr(|f> (FIA[B.po ) (f1]0)

Sz Tr( 1) (1 ABpo 1) (f1 o) = Tr (1) (f1 Apo 1) (F] Bdo)]

= ﬁ[m ABpo|£) (f1po|f) = (F1 Apo |f) (£] Bpo|f) ] (2.2.52)
= T3z, 70y [T PrABOTr(brio) = Tr(prAbo)Tr (o Bjo)]

= C%5(70, 1) ().

Esta cantidad es diferente en esencia a C%; (ec. (2.2.5)). Lo primero que se puede notar es que
esta nueva generalizacion en el caso en que py y py sean el mismo estado mezcla, py = py, a saber,

woa oAy 1 e ATA s
K% 5(po, po) = Tr(ﬁ%)TT@oA[B,popo]po)

1 (2.2.53)
— |Tr(ABp Tr Ap Bp
T (Lr(ABiw) = Tr(AgBiD)|,
recuerda a la correlacién de Wigner-Yanase definida en [34] como
Corry(A, B) = Tr(ABp) — Tr(Ap*2BpY/?). (2.2.54)
En efecto, haciendo
A4
A7 Po
p = —, 2.2.55
Tr(5) (2259
se obtiene Tr()
w A A p
KAB(pO’pO) = WCOTTP (A B) (2256)

por lo que para estados de postseleccion y preseleccion iguales K5 5 es equivalente a la correlacion de
Wigner-Yanase. Por lo tanto a diferencia de C'% 5, que generahza a la correlacion usual -, I
generaliza a permitiendo que el estado de postseleccion sea diferente al de preseleccion.

La relacion entre K5, y la correlacion de Wigner-Yanase es muy importante pues como se
menciona en [34], la correlacién Wigner-Yanase distingue los estados (2.2.21)) y (2.2.22) resultando
en Corrp(A B) = 0 para el primero y Corrp(A B) =1 para el segundo, con A = 6, ® I, y
B = ]1 ® 6. De hecho, al tomar p; = 1] la correlacién se expresa también como una
correlaciéon Wigner-Yanase

B

1

Kgg(ﬁm ZIA) = TT(AB,@% - Aﬁoépo) TT(Po)COW“(Aa 3)7 (2.2.57)

i
Tr(py)
obtiene, como es de esperarse, que para el estado de preseleccion (2.2.21)),

con p = y si se calcula utilizando de nuevo los operadores A=s6,91 y B =1 %6, se

K55 =0, (2.2.58)
mientras que para el estado ([2.2.22]),
Kis =1, (2.2.59)
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a diferencia de C'{, que en los dos casos tomaba el valor de 1. En este sentido uno podria decir

que K%, es una mejor cantidad que C'%; pues puede distinguir entre estados con correlaciones

cuanticas y estados con correlaciones clasicas sin necesidad de conocer los eigenvectores de los
. ~A(B) sz . w

estados reducidos gy del estado de preseleccion, como ocurria para C% 3

En efecto, podemos probar que utilizando el estado de postseleccion pr = dAiB)]A AB) ® OB(a)

entonces KE’B = 0 si py es A(B)-clasico. Para verlo, tomemos inicialmente de nuevo p; = 64 ® dp
y el estado separable (2.2.36]). Sustituyendo estos estados en la definicién (2.2.51)) y considerando
A=a®Igy B =14®b se obtiene

w [ ASep A A 1 A AAD A AM A T AN A AmM A An A T Am
Kip(00",64 @ 68) = 53 > papmTra(640036P) Tr5(66bpk080%) — Tre(siposbiy)),

(2.2.60)
que al usar la ciclidad de la traza en B se puede escribir como
w 1 A Aan A Am\aB
KA s = ﬁ anmerA(o-AapAgApA)“Tnm7 (2261>
donde se ha definido
Toom = Trp(0lpp0 5. PE05))- (2.2.62)
TB es una cantidad antisimétrica bajo el intercambio de indices n por m, T8 = —TJB por lo
que al igual que se hizo para C' 5 es posible simetrizar a K, respecto a A y B. Al intercambiar
n por m en (2.2.61)), la expresion resultante puede ser sumada con (2.2.61f) para obtener
w 1 w w
K3p = 5 (K + Kjp)
1 s (2.2.63)
que es una expresion andloga a ([2.2.40) para K. Similarmente a como se hizo antes, si TAB)
(B

Onm, entonces K7, = 0 (pues TAB) son antisimétricos). Consideremos entonces que py es A-clésico,

es decir, o4 = |n) , (n|, = P, para alguna base ortonormal {|n) ,}. De esta forma

T = Tr(alphoa, p36.4))

o (2.2.64)
= Tr(a[Poéa, P a)),

que desde luego, una forma de hacer esta cantidad proporcional a la identidad es tomar 64 = B
con P, un proyector en la base {|n) ,}, pero de nuevo requiere concocer los eigenestados de la matriz
reducida de py, lo que no aporta nada nuevo. Sin embargo, esta vez, al considerar 64 = if 4 (da
la dimension del espacio de Hilbert asociado a A), entonces

T4 = S Tr(a[P,, Py))
dA
]. A A
= T (a0 P — 6un P)) (2.2.65)
dA
1 N

que al sustituir en (2.2.63)) y tomar la suma sobre n y m resulta en
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K5, =0. (2.2.66)
Dado que ([2.2.63)) es simétrica respecto a A y B, se puede obtener un resultado analogo para B.
En resumen lo que se ha probado es que si py = dAtB) I4() ® Gp(a), entonces para py B(A)-clasico

entonces K, = 0. Por contraposicion podemos enunciar el siguiente resultado

» Dado py = C% ® 6 para cualquier ¢g, entonces
Si KY:(po,ps) #0 pa. A,B = Ds(BJA)#0 . (2.2.67)
Es decir py no es A-clésico y tiene discordia D(B|A) no nula.
» Dado py =04 ® % para cualquier 64, entonces
Si KY:(po,py) #0 pa. A,B = Ds(A|B)#0 . (2.2.68)

Es decir py no es B-clasico y tiene discordia D(A|B) no nula.

Un resultado particular que conjunta tanto (2.2.67)) como ([2.2.68)) se obtiene al tomar p; = éf A®

é] B = é] . Para este estado de postseleccion, como se coment6 en parrafos anteriores, K%, =

A A A2

Tr(pg)Corry(A, B), con p = % y se anula tanto para py € C4 como para py € Cp, es decir, para
0

estados con correlaciones clasicas. En la tabla se sintetizan los resultados comparativos entre

C5zy K55 mostrando para qué estados de postseleccion detectan discordia y en la figura se

resume esquematicamente la conexion entre estas dos cantidades.

Comparacion entre C'Y 5 v K% 5
Correlacién Postseleccién pr =64 ® 65 Po € C4 po € Cg
Cis K5 0 4 proyector sobre vec. propios de T'rgpg =0
Cis K'Yy 0 proyector sobre vec. propios de T 4pq =0
K, Ga=7-1a =0
K, 68 = 7-1p =0

Tabla 2.1: Resultados para C’;‘{B y KE;B para estados separables con distintas correlaciones cuanticas.

Como nota final, es interesante observar que al tomar el estado de postselecciéon con 64 =
|1) 4 (I] 4 se obtiene (véanse las ecuaciones (2.2.39) y (2.2.62)))

T2, = Tra(Gaap%)Tra(64p%) — Trp(GaapT)Tra(64p%)
= Tr(a[p64, py54]) (2.2.69)
=J4

nm?

y desde luego, si se toma 65 = |k) 5 (k| se tiene también 75 = TZ v por lo tanto

20




Figura 2.1: Esquema de las cantidades propuestas para detectar correlaciones cuanticas y resultados obtenidos
en este trabajo. Hasta arriba estd la correlacién débil para estados puros, y se divide en las dos generalizaciones
desarrolladas para estados mezcla.
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K507 [0 4 {lla @ k) (klp) = CR5(007" [1) 4 {lla @ |F) (Kl ), (2.2.70)

que es un caso particular (para py separable) de la ecuacion (2.2.52)), pues en tal caso py es puro.
Lo que llama la atencién de la ecuacion ([2.2.69)) es que recordando que el estado de postseleccién

que se encontr6 para C' 5, aquel que permiti6 detectar correlaciones cudnticas con C'% 5, justamente

es un estado con 64 puro. Siguiendo la ecuacién se tiene en este caso que T se reduce a
T4 . Pareciera ser entonces que la cantidad a través de la cual se estd detectando discordia es T4 .
En la siguiente seccion veremos que en efecto, el criterio establecido para K, estard relacionado
con el criterio de correlaciones cudnticas desarrollado en [2] a través de ‘J';;‘m.

2.2.3. Criterio de Guo y K'Y,

Por 1ltimo, para reforzar la validez de la cantidad K 5 como viable para detectar correlaciones
cuanticas, en esta seccién se presenta la consistencia con otro criterio de correlaciones cuanticas
desarrollado en la referencia [2]. En ese trabajo se considera un sistema bipartito, con partes A y
B, cuyo estado es py, v se definen los operadores

Aij = (iglolis) , (2.2.71)
que actuan sobre H, y .
Bij = (ialpolja) (2.2.72)

que actian en Hpg, con {|ia)} v {|ig)} bases ortonormales de dichos espacios respectivamente. En
[2], Guo encuentra que

po€Ca = [Ay, Au] =0, (2.2.73)
para todo i, j, k, . Similarmente
,60 €Cp <— [Bij,gkl] =0, (2.2.74)

para todo i, j, k, [. Este criterio, en particular, implica el criterio desarrollado para K% con &4y
proporcional a la identidad, enunciado en (2.2.67) y (2.2.68). Para verlo, tomamos el estado de
preselecciéon en su forma mas general

=>_lin) (isl po > |jn) (jsl
=2 _{isl polis) lis) (il

ij 2.2.75
= ZA” ® lip) (jB ( |

- Z'Al] ® Fz??

donde se ha definido FB = |ig) (jg|, con {|ig)} una base de Hpg. Sustituyendo py en (2.2.51]) con
el estado de postselecc1on pr = 04 ® Op se obtiene

1 AT A A A A A
K45(p0,64 @ 65) = 55 Tr(64®65A[B, Y (Ay © Ff) (64 ©65)] o Am © ). (2.2.76)
Im

ij
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De manera similar a antes, podemos separar aquellos términos que operan sobre H 4 de aquellos
términos que operan sobre Hpg de tal forma que

K% 5(po,064® 6p) P2 Z Tra CL.AZ]UA.AlmJA) (i) (1m) (2.2.77)

ijlm
donde esta vez se ha definido

A

Teyam = TTB(E[F 65, FE65)). (2.2.78)

Noétese que (2.2.78]) es andloga a ([2.2.62)), con la diferencia de que el lugar que tomaban los operado-
res P en (2.2.62) es ocupado aqui por los operadores F;7. Intercambiando los indices (i) > (Im)

en (2.2.77) y sumando el resultado con (2.2.77)), al notar que ng)(lm) = —‘J'(]?m)(ij) podemos obtener

K}:B 2P2 ; (‘Tz])(lm T(’Lj Im)» (2279)
ijlm
con ) )
Tiiyumy) = Tra(alAioa, Amb a)). (2.2.80)

Notemos que esta vez la ecuacion ([2.2.79)) no es simétrica respecto A y B pues los operadores Aij
en la traza ‘J'éj)(lm) contienen ahora toda la informacion del estado py, mientras que ng)(lm) solo

depende de by 7p.
Ahora, al tomar 64 = é[ 4 se obtiene

1 JPPS
Ty im) = ETTA(G[Aiﬁ-Alm])a (2.2.81)

traza que contiene justamente el conmutador utilizado en el criterio de Guo, ec. (2.2.73]). A partir
de este criterio, si pg es A-clasico, entonces

[Aij, Aim] = 0, (2.2.82)

para todo i,j,l,m y a partir de (2.2.81]), se concluye mediante (2.2.79) que si py es A-clasico

entonces 1
K (o, Slae 65) = 0. (2.2.83)

El resultado es analogo para B.

Este desarrollo constituye otra prueba para mostrar que eligiendo adecuadamente el estado
de postseleccion, K%, = 0 puede anularse para estados clasicos, pero mas importante, muestra
la consistencia con un criterio ya establecido, lo que refuerza las cantidades estudiadas en este
trabajo. Para finalizar, el criterio basado en K7, serfa equivalente al criterio de Guo si se probara
que

U P Aoa N
K350, 1a®65) =0 ¥V A B,65 = po € Ca, (2.2.84)
pues ello, aunado a (2.2.67)), conduciria a que K, =0 <= py € C4. Sobre esto, nuestro andlisis
2251

apunta a que la ecuaciéon (2.2.84)) es cierta, si bien la demostracion rigurosa se deja para trabajo
futuro.
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Capitulo 3

Conclusiones

3.1. Conclusiones y observaciones finales

El presente trabajo tuvo como objetivo desarrollar herramientas matematicas con base en los
valores débiles para la obtencién de criterios de correlaciones cuanticas en estados generales. La
cantidad central de estudio fue la correlacién débil definida por primera vez en [I] como

o UIABIS)  (71Als) (1B)s) 511)

A5 (fls) (fls)  (fls)
donde A y B representan observables de los correspondientes subsistemas A y B que conforman
al sistema compuesto S = A + B. El sistema S se encuentra en el estado de preseleccion |s) y es
postseleccionado en el estado | f).

Como primer resultado de este trabajo, se generalizé el criterio de enredamiento presentado en
[1] para dos particulas en un estado puro a un criterio de enredamiento bipartito para un sistema
de n-particulas también en un estado puro. El criterio generalizado obtenido en la seccién
establece condiciones suficientes para verificar enredamiento en biparticiones del tipo k|n — k.
Ademas del resultado en si mismo, este permite concluir que la correlacién débil definida por
es util para determinar la existencia de enredamiento bipartito en estados puros de sistemas
compuestos por n partes, y como consecuencia surgio la pregunta sobre la posibilidad de utilizar
la correlacion débil para estados més generales.

Encaminados a responder esta pregunta, se utilizé una definicion de valores débiles para estados
mezcla encontrada en [20]. Usando esta definicién, como trabajo original de la tesis, se pudieron
generalizar algunas propiedades de los valores débiles en estados generales. Por ejemplo la relacion
entre el promedio de un operador S en el estado po = 3, pi |1i) (] y los valores débiles
de S con preseleccion py y postseleccion pr = |f) (f],

(S} = Tr(poS) = S W(f)(5), (3.1.2)
f
con W(f) = pi| {f|vs) |2, 0 si f = ¢ es una variable continua

(S)o = Tr(po8) = [ W(@)($), do. (3.1.3)

Con este estudio de los valores débiles en estados mezcla, fue entonces posible proponer dos gene-
ralizaciones de la correlacién débil (3.1.1) a estados generales para sistemas bipartitos A + B. La

o4



primera de ellas se definié como

o Tr(ﬁffléﬁo) _ T"’(ﬁf“iﬁo) TT(ﬁfBﬁo) (3.1.4)
AB Ty (pyo) Tr(pgpo) Tr(pspo)

Se mostrd que la correlacion se puede considerar una generalizacion de la correlacion usual
Cup = Tr(pAB) — Tr(pA)Tr(pB), (3.1.5)

permitiendo estados de postseleccion distintos al de preseleccion. Se observo que C%; en general
(para postseleccién arbitraria) no detecta correlaciones cuanticas, aunque si detecta estados corre-
lacionados (no producto) siempre que pr sea un estado producto. A partir de aqui se originé un
analisis sobre la forma que debe de tener el estado de postseleccién p; para la correcta deteccion
de correlaciones presentes en el estado de preseleccion py. Se concluydé que para que un estado py
sea adecuado para este fin, tiene que ser un estado producto pr = 64 ® 0p. A partir de esta ob-
servacion, como resultado central, se obtuvo que (3.1.4)) permite detectar discordia (de forma més
directa que empleando otras cantidades que tamblen detectan discordia) mediante una eleccion
apropiada del estado de postseleccion. En particular, si se toma py = 64 ® 6p donde G 4(p) es un

eigenestado del estado reducido ﬁé(B) = Trpa)(po), entonces si C% 5 # 0 el estado de preseleccion

po tiene discordia D(B|A) (D(A]B)) distinta de cero.

El inconveniente de este resultado es que es necesario conocer y postseleccionar sobre los estados
reducidos del sistema de interés. Sin embargo, el hecho de que la correlacion pueda detectar
correlaciones cuanticas mas alla del enredamiento no cambia, y esto representa un avance y soporte
para el significado y utilidad de los valores débiles en el estudio de correlaciones cudnticas. Ademas,
no se descarta la posibilidad de que existan otros estados de postseleccion que permitan resultados
similares o més generales, e incluso se podria tomar en cuenta a los operadores A y B para
detectar correlaciones de manera particular. Este camino se decidié dejar para un futuro trabajo y
se continud con el estudio de otra generalizacién de la correlacion débil en estados puros, camino
que pensamos es mas rico e ilustrativo a este nivel de conocimiento en relaciéon a la correlacién

débil B.1.1).

Esta generalizacion alternativa estd dada por la ecuaciéon

w <A[‘§7ﬁ0ﬁf]>w 1 ~ D A A A
Ky = =gt = STr(prALB. popylin). (3.1.6)

con P =Tr(pspo). Las cantidades (3.1.4)) y (3.1.6) son esencialmente diferentes en general, si bien
coinciden si el estado de postseleccién p; o el estado de preseleccién py es puro. A diferencia de
@ que generaliza a la correlacion usual, se mostré que K%, generaliza la llamada correlacion
de Wigner-Yanase definida como

Corry(AB) = Tr(ABp) — Tr(A\/pB\/p). (3.1.7)

Como se discutio, la correlaciéon de Wigner-Yanase distingue correlaciones clasicas de cuanticas, y
la cantidad (3.1.6) hereda esta propiedad de manera mas directa que (3.1.4). En este caso, la corre-

lacién KZPB también detecta correlaciones cudnticas si en el estado de postseleccion py = 64 @65 se

~A(B)

toma 0 4(p) como un eigenestado del estado reducido po = Trpu) (Po), pero esto no aporta nada

nuevo. Sin embargo, en fuerte contraste con C'{ 5, K

(C“’ no detecta discordia para esta postseleccién). Especiﬁcamente, para pr =

detecta discordia al elegir 6 4(p) = I A(B)

1
da(B)

1 N
T, LAB) ® TB(4),
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si K45 # 0 para algin Ay B entonces j tiene discordia D(B|A) (D(A|B)) distinta de cero.

Por tltimo, se prob6 que K%, es consistente con el criterio establecido en [2] por Guo, y
aun mas, se cree que se puede establecer un criterio equivalente basado en la cantidad K ,. La
demostracion de esto ultimo, es decir, la demostracion rigurosa de , quedara como trabajo
posterior.

Desde mi punto de vista, K, es una cantidad con relevancia tedrica pues tiene una relacion
con la correlacion de Wigner-Yanase, que a su vez estd relacionada fuertemente con cantidades
definidas en la teoria de informacién, como la informacion de Fisher o la llamada Skew Information
(informacion torcida, informacién asimétrica, informacion sesgada) [35][36]. Un estudio posterior
de K% con un enfoque informatico podria entonces arrojar luz hacia el significado fisico de las
correlaciones débiles mencionadas en este trabajo.

Por otro lado, dado que C%; estd compuesta por valores débiles de operadores hermitianos,
esta cantidad tiene la posibilidad de ser medida experimentalmente y puede ser interesante estu-
diarla desde otro punto de vista. Como se recalco en su momento, C'7 5 depende fuertemente del
estado de postseleccion, lo que permite definir una familia de correlaciones débiles en funcién de
la postseleccion

F={C"(pr) agts;- (3.1.8)
Es posible que dentro de este conjunto exista alguna correlacion débil que permita distinguir estados
enredados (o en general, estados discordantes), por lo que un trabajo futuro cuyo objetivo sea
estudiar esta familia de correlaciones débiles puede rendir frutos en la caracterizacion de estados con
correlaciones cuanticas. Se enfatiza que las cantidades (3.1.4) y (3.1.6]) tienen como caracteristica
importante su facil calculo analitico, lo cual es una contribucién por lo menos interesante para el
estudio de correlaciones cuanticas.

Por todo lo anterior, considero que este trabajo es relevante ya que representa los primeros pasos
en la construccion de nuevas herramientas matematicas para el estudio de correlaciones cuanticas en
estados generales. Se mostré que las cantidades propuestas en términos de valores débiles permiten
detectar discordia cuantica de manera sencilla en estados mezcla, mientras que en estados puros
se pudieron utilizar para establecer un criterio de enredamiento bipartito en sistemas de n partes.
Continuar con el estudio de las cantidades aqui definidas, posiblemente permita descubrir nuevas
propiedades y usos de estas correlaciones débiles en general.
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Capitulo 4

Apéndices

4.1. Apéndice A. Calculo del estado del medidor en una
mediciéon débil
Se tiene que el estado del medidor, ec. (1.1.36)), es

i = (f| I)TTSKpf ® )71, (4.1.1)

donde ]5f es el proyector sobre el estado |f) del sistema, I la identidad que actia sobre My, y
P(f|#1) la probabilidad de obtener el valor f (eigenvalor del observable £) al medir el sistema
dado que el sistema-medidor esta en el estado (|1.1.35)).

Ahora calculamos explicitamente (4.1.1]) desarrollando los conmutadores en (|1.1.35]),

Trs[(Py @ L)) = Z (5o [1£) (71 oo + 2 (1) 41 oS = 1) (1 8K o) -

7

- (n oS = 211) 1 8K ppoS K +11) (118K puf)

=Y (silf) { f Pofio +2 ((flpouoSN (f| S’Nﬁoﬂo) _
i (4.1.2)

2

_$ ((
[<f| Pofio + 2 ((fl PofioSN — (f] gNﬁoﬂo) _

2

_ 9
21?2

IS R* 2 8N mpnS + (1 SR pufi) | 1)

(<f| pofioS*N? — 2 (f| SN pofioSN + (f]| S2N2p0#0):| Z |si) (sil f)

y usando la relacién de completez para los estados |s;) queda

Trsl(By @ )il = (0 1) o + 2 ((71 008 11) ol = (£1 80 1) M) -

— o5 (12087 1) ]2 = 2(£1 S8 1) NiwoN + (1156, |f) N?fo)

(4.1.3)
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Ahora, para un estado inicial puro del sistema, py = |s) (s|, lo anterior se reduce a:

Trsl(By © D] = | (f18) P + 2 ((715) (1 $17) AoV = (f181s) (51) Ko -

9 (4.1.4)
g 221 K A S e 5 o
~ o ((F15) (51 5 1£) N> = 2| S |s) (s| S| f) NN + (| 5% |s) (s]f) N*fuo)
Reescribimos esta expresion definiendo la cantidad
& (f15"|s)
(8" = =7 (4.1.5)
(f]s)
como el valor débil de orden n para el observable S , quedando de la siguiente forma
B T \a 2 Zg O\k A N & 7 A
Trs[(Pr @ In)71] = [ (f]s) | [uo + (<5>wuoN - <5>wNuo) — (4.1.6)
2
s (5%l = 21(8)u* Nt + (5%),82h0)
y por ultimo definiendo
Im(A) = %[AT ~ A, (4.1.7)
~ 1 . ~
Re(A) = 5[AT + A], (4.1.8)
llegamos a
P ) N
Trs[(Pr  D)a] = | (f]s) [0 + = Tm ((S)u Vo) - o)
4.1.9
2
g A DN A A
e ((5%)wN?f10 = [(S)u* N o V) |.

Para terminar de calcular el estado fi; necesitamos calcular P(f|7;). Dado que Tr(fy) = 1
entonces se tiene

P(f#) = Tr(Trs[(Pr @ L))

— [ {fls) [T (o) + 2L Im ((S)aTr(Ni)) — T Re ((5%)Tr(N?fi0) = [(S)ul*Tr(N o )] 10)

h h?
= [{15) P14 m (481 (R)) — 5 Re ((8%) (77) = [8)al? (7))
Suponiendo aqui que (N), = 0, se obtiene:
PUTR) = 1119 L= 457, Re (8% = 8).P)|. (a.111)
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Por lo tanto, juntando los resultados anteriores, la expresién para la matriz densidad del medidor
después de postseleccionar S en el estado |f), asumiendo que inicialmente S estd en estado puro
po = |s) (s], es (hasta orden g¢?):

iy = Zl)[ﬂo + 2,§fm ((S)w Vi) — f_LR ((5%)wN?f10 = (S)u[* N0 V) |, (4.1.12)
con D = [1 = & (N?), Re ({52 — [(S)u[?)]
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