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Resumen

De la tesis de Leonardo Antonio Navarro Labastida, presentada como requisito parcial

para la obtencion del grado de Maestro en Ciencias Fisicas.

Fases geométricas y no clasicidad tipo discordia cuantica
en sistemas mixtos de aislantes topolégicos

Resumen aprobado por:

Dr. Fernando Rojas Ifiiguez
Director de Tesis
En este trabajo de investigacion se estudia el entrelazamiento y las correlaciones cuénticas
como métricas del grado de no clasicidad de sistemas mixtos, y se analiza su conexion
intrinseca con las fases geométricas o polarizacion eléctrica, en el modelo SSH simple y
extendido. EIl entrelazamiento del sistema puro se calcula mediante el niUmero de Schmidt
y la fase geométrica a partir de la fase de Berry, por otro lado, en el ensamble
termodindmico se introduce la métrica optimizada de la informacién cuéntica de Fisher
como medidor del grado de no clasicidad y en este caso la fase geométrica se cuantifica a
partir de la matriz de densidad de estados mezcla. Ademas, se busca una relacién con
algunas cantidades termodinamicas asociadas como la entropia y el calor especifico. En el
sistema puro se encontr6 una correspondencia directa con las transiciones de fase
topoldgicas, ya que el nimero de Schmidt presento puntos criticos justo en los cambios de
fase geomeétrica, también se observd que el SSH extendido tiene un mayor grado de
entrelazamiento que el SSH simple, ya que el hopping extra introducido a segundos vecinos
genera una mayor interaccion entre sitio-atomo en el que el electrén se puede encontrar. En
cambio, en el ensemble termodinamico se tuvo una relacion entre la métrica de Fisher y la
polarizacién eléctrica, de tal manera que en la region topoldgica hay mas correlaciones
cuanticas, por lo tanto, esto genera una mayor robustez y proteccion en la informacion,

debido a efectos de ruido térmico.

Palabras clave: Correlaciones cuanticas, fases geométricas, ensemble termodinamico,

entrelazamiento, SSH.



Abstract

Of the thesis presented by Leonardo Antonio Navarro Labastida, in partial fulfillment of
the requirements of the degree of Master in Physical Sciences.
Geometrical phases and non-classicality type quantum discord

in mixtures systems of topological insulators

Abstract approved by:

Dr. Fernando Rojas Ifiiguez
Thesis Director

In this work we study entanglement and quantum correlations as metrics of the degree of
non-classicity in mixtures systems and is analyzed their intrinsic connection with geometric
phases or electric polarization, in the SSH model simple and extended. Entanglement in
pure system is calculated by the Schmidt number and geometric phase from the Berry phase,
on the other hand, in thermal ensemble the optimized quantum Fisher information is
introduced as quantifier of non-classicity and in the case of the geometric phase this is
calculated from the density matrix of mixed states. In addition, a relationship is sought with
some associated thermodynamic quantities such as entropy and specific heat. In the pure
system a direct correspondence with the topological phase transitions was found since the
Schmidt number presented critical points just in the geometric phase changes, it was also
observed that the extended SSH has a higher degree of entanglement than the simple SSH
because of the extra hopping introduced to seconds neighboring generates a greater
interaction between the site-atom in which the electron can be stay. On the other hand, in
the thermal ensemble there was a relationship between the Fisher metric and the electrical
polarization in such a way that in the topological region there are more quantum
correlations therefore this generates more robustness and protection in the information due

to thermal effects.

Keywords: Quantum correlations, geometric phases, thermal ensemble, entanglement,
SSH.
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Introduccion

Los sistemas topologicos en fisica de la materia condensada han cobrado interés en los
recientes afios debido a sus peculiares propiedades, en particular, existe en estos materiales
una propiedad denominada robustez la cual protege de decoherencias al transporte
electronico (Aoki, 2011; Qi & Zhang, 2011; Shen, 2011; Xiao et al., 2010). Por esta razon
entre otras, diversas areas del desarrollo tecnoldgico proponen a los materiales topolégicos
como buenos candidatos para implementarse en equipos eléctricos y prometen ser una

nueva era en la revolucién tecnologica cuantica.

Un aislante topoldgico es un material que es aislante en su interior pero conduce en su
superficie, por lo tanto, la conduccion de estos materiales queda caracterizada por sus
estados de superficie o estados de borde (Asbdth et al., 2015), los cuales se encuentran
ligados a la topologia del sistema mediante las llamadas “invariantes topologicas”, por
ejemplo, el numero de Chern. Es decir, esto se debe a que en la estructura de bandas de los
aislantes topoldgicos se tienen estados energéticos permitidos de dos tipos: los estados
borde y los estados del bulto. En algunos sistemas, los estados borde tienen la peculiar
propiedad de que al evolucionar adiabaticamente sus modos de energia tomando un valor
igual a cero (Rex, 2017). Esta es una propiedad importante en la topologia de estos estados.
Ademas, es importante mencionar que existe una correspondencia borde-bulto ya que la

presencia de fase topoldgica es sinbnimo de estados borde (Asboth et al., 2015).

La teoria de la informacion cuéntica se encarga de estudiar el entrelazamiento y las
correlaciones cuanticas involucradas en sistemas de materia condensada. De acuerdo al
tensor geométrico del espacio cuantico (Cheng, 2010) existe una relacion entre las métricas
de no clasicidad y las fases geométricas, de tal forma que es natural pensar que hay una
conexion entre las correlaciones cuanticas y la presencia de robustez topoldgica. Debido a
lo mencionado, resulta adecuado el estudio del entrelazamiento o correlaciones cuanticas en
sistemas topoldgicos. Ya existen diversos trabajos (Chen & Li, 2010; Cho & Kim, 2017;
Fromholz et al., 2020; Hauke et al., 2016; Zeng et al., 2019) que mencionan algunas
peculiaridades de estos tipos de materiales y en general se ha demostrado que debido a la

robustez de estos materiales hay mas correlaciones cuanticas en estos sistemas y esto



permite un mayor grado de eficiencia en el transporte electronico, dado que en este régimen
topologico surgen los llamados “estados borde” que generan una proteccién ante
decoherencias de la informacion. Por ende, es de esperar que los materiales topoldgicos

sean buenas plataformas para el procesamiento de la informacion.

Por ello, en este trabajo se presenta una conexion intrinseca que hay entre las correlaciones
cuanticas como medidas de la no clasicidad y la robustez topoldgica descrita por
invariantes adiabaticas en aislantes topoldgicos. Hay una gran variedad de aislantes
topoldgicos con diversas simetrias (Schnyder et al., 2008), sin embargo, nos limitamos a
estudiar el modelo Su-Schrieffer-Heeger (SSH), el cual es un buen punto de partida para
entender la topologia y como se relaciona con el entrelazamiento. EI modelo SSH es un
aislante topoldgico simple descrito por un sistema de amarre fuerte en el que se van
alternando enlaces sencillos y dobles. La version que aqui presentamos es el modelo SSH
1D también conocido como alambre topoldgico. Este sistema esta compuesto por un
Hamiltoniano hermitiano y a pesar de que este sistema es relativamente simple en el
modelo SSH se encuentran las propiedades mas importantes sobre aislantes topoldgicos, es
decir, presencia de fases geométricas, invariantes topoldgicas, estados borde, polarizacion
eléctrica robusta, entre otras propiedades (Qi & Zhang, 2011). Sobre el entrelazamiento en
sistemas topoldgicos ya existen algunos trabajos previos en otros modelos (Fromholz et al.,
2020; J. Li et al., 2014; Zeng et al., 2019), principalmente para sistemas 1 y 2 dimensiones,
tales como en nanoestructuras como grafeno, redes Opticas, &tomos frios y iones atrapados.
También ya se han reportado ciertas propiedades sobre el entrelazamiento en el modelo
SSH (Cho & Kim, 2017), sin embargo, ain no han profundizado mucho sobre la relacién
entre la topologia, el entrelazamiento y los estados presentes en estos sistemas. EI modelo
SSH es un sistema bipartito de dimension 2N, N es el nimero de celdas unitarias sobre la
cadena y 2 es la dimension interna del sistema de dos niveles o tipo de atomo. EI modelo
SSH tiene 2 atomos por celda unitaria, por esta razon el valor de su dimension interna. Por
lo tanto, es posible calcular el entrelazamiento del sistema bipartito y determinar como la

topologia de este sistema influye en el entrelazamiento del sistema.

Aun no se cuenta con una descripcion detallada sobre la relacion entre entrelazamiento y

fases geométricas en este sistema, y menos con meétricas de correlacién tipo discordia



cuantica mas generales que el propio entrelazamiento. La busqueda en el entendimiento de
las propiedades de estos materiales topoldgicos aun sigue en desarrollo, en particular, su
relacion con la informacion cuéntica comienza a cobrar interés debido a la robustez de estos
materiales. EI modelo SSH es un ejemplo del efecto que produce la topologia de la
estructura de bandas en la induccién de entrelazamiento cuantico. Otro punto que
proponemos estudiar son los efectos térmicos del modelo SSH ya que no se tiene una
métrica de la informacidn cuéntica involucrada en ensambles estadisticos en estos tipos de
sistemas topoldgicos, ademas, si es que en ensambles estadisticos todavia se preservan las
invariantes topoldgicas y de qué manera lo hacen es una incognita. Existen métricas que
pueden introducir el efecto térmico en sistemas cuénticos y de esta forma podria
determinarse si alguna observable se encuentra vinculada. En este trabajo, realizamos un
desarrollo detallado sobre el modelo SSH en donde nos centramos en caracterizar su
entrelazamiento y fases geométricas, asi como también la polarizacion eléctrica. También
modificamos el modelo SSH agregando un tunelaje a segundos vecinos (C. Li &
Miroshnichenko, 2018) y modulando paramétricamente mediante una variable adiabatica.
Ademas, calculamos la informacion cuantica producto del efecto térmico en el modelo SSH
en todas sus versiones modificadas y analizamos las fases topologicas por medio de la
matriz densidad del ensamble estadistico, y comparamos con otras cantidades

termodinamicas como la capacidad calorifica y la entropia de informacion de von Neumann.

El objetivo de esta tesis es; determinar numérica y tedricamente como el entrelazamiento y
la topologia se encuentran relacionados geométricamente en los valores de la polarizacion
eléctrica, dispersion de la energia y en la distribucion de los estados cuanticos presentes.
También es de interés medir el efecto de la temperatura en las fases geométricas y calcular
la discordia cuantica en el ensamble térmico como un medidor de la no clasicidad del
sistema. Asi como, calcular otras variables termodindmicas como la entropia de von

Neumann y la capacidad calorifica.

Este trabajo se encuentra dividido de la siguiente forma, en el capitulo 1, nos adentramos en
la teoria de la informacion cuéntica con un énfasis en correlaciones cuanticas como
medidores de la no clasicidad y eficiencia metrologica. En el capitulo 2, se aborda la
topologia en aislantes topoldgicos y los principios fundamentales arraigados en este campo.



En el capitulo 3, detallamos el modelo de estudio y sus propiedades tales como, la
polarizacion eléctrica, el entrelazamiento de formacion y hacemos un anélisis detallado
sobre las amplitudes de los estados del sistema. Ademas, discutimos los resultados
obtenidos en relacion con las correlaciones cuanticas involucradas en el sistema debido a
efectos termodindmicos y medimos algunas cantidades termodindmicas como la entropia de
informacion y capacidad calorifica. En la parte final de este trabajo de investigacion,
presentamos las conclusiones y presentamos algunas perspectivas del trabajo futuro en esta

area.



I. Correlaciones cuanticas

En este capitulo, describimos las herramientas y conceptos necesarios para entender la
teoria de la informacién cuéntica, con un enfoque en las correlaciones cuéanticas como
medida de la no clasicidad de un sistema. Primero, explicamos los fundamentos e ideas
claves de esta area, asi como la notacion matematica e interpretacion de un “qubit”, el cual
es la unidad de informacion cuéntica y el nicleo de la investigacion en este tema, ya que a
partir de estos bloques o estados fundamentales se plantea procesar informacion cuantica,
en lugar de los bits clasicos utilizados en la computacion convencional. Por ultimo,
hablamos sobre métricas de entrelazamiento y de manera méas general sobre correlaciones

cuénticas con una orientacion en aquellas que involucren efectos de temperatura.

1.1. Introduccion a la informacién cuantica

El estudio de la informacion cuéantica se encarga de describir como la naturaleza codifica la
informacion a partir de las propiedades de la mecénica cuantica como la superposicion vy el
entrelazamiento. La informacion intrinseca de un sistema puede ser de muchas clases,
puede estar relacionada con la magnetizacion, conductividad eléctrica, polarizacion,
intercambio de espin y carga, etc. La palabra “informacién” engloba algo muy genérico y
depende del sistema el tipo de informacion de que se trata. Existen trabajos (Campos
Venuti & Zanardi, 2007; Cheng, 2010; Christian, 2011); que han determinado que la
informacidn es una propiedad cuantica y en una aproximacion puede tratarse como clasica.
Este es el caso por ejemplo de la informacion de Shannon que es solo una aproximacion de
su forma natural cuantica, la cual es descrita por la entropia de von Neumann (Petz, 2001).

Cabe mencionar que la tecnologia computacional esta basada en una codificacion binaria
clasica dada por bits 0 01. Actualmente se estd buscando implementar la informacion
cuantica ya que se ha determinado que las propiedades Unicas del régimen cuantico generan
mayor procesamiento en la informacion y eficiencia (Merali, 2011). Sin embargo, aun
existen algunos problemas cuanticos que en el régimen clasico no existen, tal es el caso de
la decoherencia de la informacion, el problema de la medicion de estados cuanticos y la
escalabilidad de los sistemas cuénticos. Por esta razon, resulta muy importante seguir

estudiando cémo funciona la informacidn cuantica, para explotar sus fortalezas y saber



identificar sus desventajas, y asi poder implementar correctamente estas nuevas
propiedades en una nueva era de dispositivos electrénicos que procesen la informacién de

forma cuantica.

De acuerdo a los fundamentos y postulados de la mecéanica cuantica (Apéndice 1), una
funcién de onda puede ser descrita como una superposicion de estados, los cuales tienen
una propiedad muy peculiar denominada “entrelazamiento” (Paul, 1980) y que es de origen
cuéntico, ya que no tiene interpretacion clésica y es de este concepto cuéntico donde surge
la idea central de que los sistemas involucrados comparten de alguna forma informacion y a

partir de esta propiedad podemos manipular o medir estados.

1.1.1. Qubit y esfera de Bloch

El sistema cuantico mas simple y no trivial, es un sistema de dos estados linealmente
independientes y que se puede describir por dos vectores en un espacio de Hilbert de dos
dimensiones #,. Estos estados en H, son también llamados qubits y se pueden escribir de

la forma,
[Y) = a|0) + B|1) (1.1)

con |a|? + |B|? = 1, donde la base ortonormal {|0), |1)} es referida también como la base
computacional. Este sistema se encuentra en una superposicion de dos posibles resultados y

el resultado de medir a uno de los estados automaticamente afecta al otro.

Para analizar las propiedades de los qubits consideremos un operador de densidad p para un
sistema de dos niveles (Audretsch, 2007), tal que, si cumple las propiedades p = pT, o sea
que es un operador hermitiano y Tr(p) = 1, podemos decir que p sera un operador de la

forma,

~(I+7-4), (1.2)

e
I

donde ¢ = (o, 0y, 0,) son las matrices de Pauli SU(2),

7= o) o= o) a=( 1) (13)



las cuales son matrices hermitianas que satisfacen la regla conmutativa [6;, 6;] = 2i€; .6y ,

ademas c?;r = 6; es un operador hermitiano y unitario 67 = 1, y donde 7 es el “vector de

Bloch” cuyos componentes estan dadas como,
e =Trlpoy], 1, = Tr[pay], r, = Trlpa,] , (1.4)

cuyo valor se encuentran entre 0 < |7| < 1. El vector de Bloch sera el recurso mediante el
cual se podra visualizar un qubit sobre la esfera de Bloch (figura 1.1). La idea basicamente
consiste en la superposicion, la cual posiciondndonos en una esfera el polo norte indica la
posicion del estado |0) y el polo sur el [1), existen unos pardmetros 6 y ¢, que determinan

la posicion del qubit sobre la esfera.

-l

Figura 1.1. Esfera de Bloch. El estado cuantico |R) se encuentra pardmetrizado por los &ngulos 8 y ¢ sobre la
esfera unitaria. Los estados |0) y |1) se encuentran en el polo norte y sur de la esfera, respectivamente. Todo
punto que cae sobre la esfera es una superposicién de estos dos estados cuanticos extremos.

Si consideramos un vector de Bloch en la forma # = (sinfcos¢, sinfsing, cosd) con
magnitud |7] = 1 podemos parametrizar en coordenadas esféricas dos puntos asociados a
dos estados sobre la esfera de Bloch, entonces, un qubit [¢y) lo podemos representar de la
forma,

lY) = e_l% cos (9) [0) + eig sin (g) [1) (1.5)

2

donde0 <6 <m 0<¢ <2m.



Tenemos qué remarcar, que el operador de densidad es crucial en el analisis de qubits y
otras cantidades asociadas al entrelazamiento de estos sistemas. Ademas, es un operador
muy particular con ciertas propiedades y criterios (Apéndice 2) que lo hacen distinto a otros.
La potencia cuadrada del operador densidad también juega un papel importante, en

particular, notemos que,
Tr(p?) =51+ |71%) (1.6)

y que como veremos mas adelante esta cantidad se relaciona con el entrelazamiento. En el
caso de que se traten estados puros o sin mezcla estadistica, el operador de densidad lo
podemos poner de la forma p := |Y)(y|, por lo que vemos p es el operador de proyeccion
del estado |y) consigo mismo, 0 sea que se realiza un mapeo isomorfo entre ambos

operadores 9 — p, por lo tanto se pasa del espacio de Hilbert 7 al espacio proyectivo
$(3).

En cambio para una mezcla estadistica el operador de densidad tendrd una estructura mas
compleja y ésta se puede escribir en su descomposicion espectral de eigenestados, tal que
p= Zfimm} a;|Y; X Y;|. Cada eigenestado de la matriz p tiene un peso estadistico
asociado a;, ademas 0 < a; <1yY;a; =1,y por lo tanto, también podemos obtener la
relacion, Tr(p?) = ¥; a? < 1, notemos que cuando Tr(p?) = 1, nos estaremos refiriendo
a un estado puro. Existen varias propiedades para la matriz de densidad y estas varian
también respecto al tipo de medicidn que se hace, ya sea selectiva o no selectiva (Apéndice
2).

Vale la pena describir la cantidad llamada “grado de mezclado” para ensambles estadisticos.

Esta la podemos expresar como, E := 1 — Tr(p?) , y cuyos valores se encuentran entre,

- 1 . . ., . , -
0<E<1- - donde d = dim(H) representa la dimension del espacio cuantico. El caso
— - 1 -

Z=0, eseldeunestado puroyz=1-— - 68 el punto de maximo grado de mezclado,
. . 1 - T
cuya matriz de densidad p = EH’ es la matriz de maximo mezclado, y como notamos se

. . 1 .
vuelve una matriz con eigenvalores a; = - sobre la diagonal.



En el caso de que tratemos un espacio de Hilbert 7,, 0 sea un qubit, y con la ecuacion

(1.2) en su descomposicion espectral y el vector de Bloch, ¥ = Tr(pa) = (), tenemos la
relacion % < Tr(p?) <1, con |#|? <1, podemos escribir al grado de mezclado para un

qubit en la forma,
E=;(1- 77 (1.7)

dado que la dimensién del espacio de Hilbert es d = 2, tenemos que los valores del grado
de mezclado se encuentran entre, 0 < £ < % Entonces, podemos apreciar que el vector de
Bloch el cual es el valor esperado de las matrices SU(2) se encuentra relacionado con el
grado de mezcla. La condicion de maximo mezclado = = % sucedera cuando la posiciéon del

vector de Bloch sea |7#] = 0, y en |#] = 1 tendremos un sistema separable o bien un grado

de mezclado E =

1.1.2. Sistemas compuestos: bipartitos

Un espacio de Hilbert no solamente puede ser visto como un espacio aislado sino que
puede tratarse como un espacio compuesto (Hotta & Ozawa, 2004; Sperling et al., 2017) de
varios subespacios. El caso mas simple, es el sistema compuesto por dos subespacios de
Hilbert o también llamado bipartito, H := HAQHE (figura 1.2), en donde podemos

expresar a la matriz de densidad compuesta como,
p?? = pA®p”° (1.8)

donde el signo ® representa un producto tensorial entre los subespacios Ay B.

Figura 1.2. Sistema compuesto bipartito. Este esquema sugiere que el sistema esta dividido en dos partes, A 'y
B, cuya union no corresponde al sistema completo.



Ahora bien, si quisiéramos acceder a la informacion de uno de los subespacios, por ejemplo
el subespacio A, tenemos que realizar una traza parcial sobre el subespacioB, de esta
manera, nos quedamos con la informacién relacionada solamente de A. Esto lo podemos
expresar como, p? = Trg(pA®p?) y analogamente para el subespacio B tenemos,
pB = Tr,(pA®p?), con la propiedad, Tr(p4) = Tr(p?) = 1.

Con esta idea en mente, se pueden realizar mediciones locales sobre subsistemas y
determinar algun tipo de correlacion o informacion mutua compartida entre estos, por lo
que, si realizamos alguna medicion sobre este sistema compuesto mediante un operador C y
la matriz de densidad puede escribirse como la ecuacion (1.8), entonces, Tr(p45C) =
Tr(pACA®pBCB) = (CA)CB); sin embargo, si esta Gltima relacion se cumple, la matriz
densidad (1.8) es una matriz no correlacionada, entonces se dice que el subespacio Ay B

son separables.

Por esta razén, la forma méas general de expresar una matriz de densidad bipartita que se

encuentra correlacionada cuanticamente es,
pf # pi®p” (1.9)

y entonces Tr(p2CA®pBC8B) = (CA)(CP), aqui los valores de expectacion son respecto a

las observables locales C4 o CE .

1.2. Métricas de no clasicidad

Una de las importancias de la informacién cuantica es que crea nuevas formas de medir en
el régimen mecanico cuantico, que muchas veces resulta bastante complejo debido a la
estructura del espacio de Hilbert y por otras razones fisicas como, el colapso de la funcién
de onda, la decoherencia de la informacion y el ruido del ambiente, entre otras. La
principal funcidn de estas métricas es medir distancias entre estados cuanticos y determinar
el grado de informacion cuantica. Por esta razon, también se dice que miden el grado de
“no clasicidad” (Auyuanet & Davidovich, 2010). Dado que, el entrelazamiento es una
propiedad cuéntica, se sabe que la minima informacién compartida en un sistema de este
tipo es debida al entrelazamiento propio del sistema (Dhar et al., 2017); sin embargo,

podemos tener mas informacion cuantica involucrada a causa de efectos de acoplamiento,
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ruido, excitaciones térmicas, etc., y estas son denominadas de manera mas general como

correlaciones cuanticas.

El conocer el comportamiento de estas métricas nos permite relacionarlas con algunas
propiedades fisicas u observables, y esto es de suma importancia, ya que se vuelven una
herramienta para determinar como las correlaciones cuanticas cambian conforme estas
propiedades fisicas también lo hacen, tal que, se logra vincular el concepto de observable
que tiene un carécter fisico con el de informacion y esto es sin duda algo muy importante
que demuestra que toda propiedad fisica se puede pensar como una informacion codificada
en el sistema y tiene un origen arraigado en las correlaciones cuanticas. Por lo tanto, las
correlaciones cuanticas son propiedades universales que se encuentran involucradas en todo

ente cuantico y repercuten en propiedades macroscopicas medibles.

1.2.1. Entrelazamiento

El entrelazamiento es una propiedad cuantica que resulta ser un concepto algo contra
intuitivo, ya que va en contra del sentido comin y lo que logramos percibir en la naturaleza
clasica, de acuerdo a las declaraciones de Einstein en su paradoja EPR (Einstein, 1935)
Ilamandola asi como una reaccion fantasmagorica a distancia, la cual viola el principio de
la relatividad general y dice que nada va mas rapido que la velocidad de la luz.
Experimentos subsiguientes con la finalidad de describir el comportamiento ondulatorio de
la naturaleza siguieron con los experimentos de Bell (Abellan et al., 2018; Bell et al., 1989)
y tuvieron un gran impacto en el entendimiento del realismo no local de la mecéanica
cuéntica, dado que antes de su experimento solo estaban algunos pensamientos plasmados y
no habia pruebas contundentes de la realidad. Por lo tanto, la mecanica cuéntica no es
determinista y se trata de una teoria probabilistica, la cual puede encontrarse en una
superposicién de posibles resultados (figura 1.3). Entonces todos los estados son
igualmente probables hasta que se realice una medicion y de esta manera la funcion de
onda sufra un colapso en alguna direccion. También cabe destacar que el entrelazamiento
no depende de la distancia y que si se trata de un sistema puro completamente aislado del
ambiente el efecto de medir en uno de los estados colapsa instantaneamente en el resto de

los estados. Existen diversas métricas para medir el grado de entrelazamiento en estos
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sistemas puros, algunas de las mas conocidas es la entropia de Von Neumann, la
concurrencia, el nimero de Schmidt, etc. Dado a nuestro interés nos enfocaremos en la
métrica del nimero de Schmidt (Sperling & Vogel, 2011), el cual, de manera natural se

encarga de medir el grado de entrelazamiento en un sistema bipartito puro.

l’\_/“1

Figura 1.3. Superposicion de espines en una caja negra. La cuerda amarilla representa el entrelazamiento entre
los dos posibles resultados.

1.2.2. Numero de Schmidt: Entrelazamiento en sistemas bipartitos puros

Consideremos un sistema bipartito con espacio de Hilbert H = H* Q H™t vy
centrémonos en el caso de un qubit, y, mediante la descomposicion de Schmidt (deduccion
del teorema se encuentra en el Apéndice 3), podemos reescribir a la funcién de onda en
términos de los coeficientes de Schmidt en la forma |pe*tmt) = ¥k _, \[p, |ug*t, wirt), en
donde k < dim{min(ext, int)} es la dimensién méas pequefia entre los subespacios y cuya
matriz de densidad simplemente esta definida como,
pertint = ¥k b |ug¥t, wirt)(ugt, wirt| ; siendo los coeficientes p, los eigenvalores
distintos de cero de la matriz densidad reducida. A partir de esta matriz de densidad
podemos determinar el nimero de Schmidt (Bogdanov et al., 2007), el cual esta definido
como,

11
Tr(p2)  K_ p2

(1.12)

donde p,- es la matriz reducida sobre uno de los subespacios ext ¢ int. Suponiendo que nos
encontramos en un subsistema tipo qubit, el cual se encuentra expresado por la matriz
reducida p,., podemos relacionar la ecuacion (1.12) con la (1.6), por lo tanto, haciendo esta

conexion tenemos que el numero de Schmidt también puede expresarse en la forma,

K=—— (1.13)

L
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y donde vemos que cuando la magnitud del vector de Bloch sea |7| = 0, obtenemos un
entrelazamiento maximo K = 2, mientras que para |#| = 1 tenemos K = 1y el sistema se

vuelve separable, entonces, 1 < K < 2. Por otro lado, el nimero de Schmidt se relaciona

con el grado de mezclado como, K = é 0 sea, que cuando |7| = 0 ambas cantidades
serdn maximas y cuando |7#| = 1 ambas seran de un estado separable. De forma mas
general, el numero de Schmidt puede tomar valores en un rango 1 < K < d, donde “d”
representa la dimensionaldad del subespacio més pequefio. Cuando K = 1 se trata de un
sistema separable o no entrelazado, debido a que solo participa un estado en la
descomposicion y el nimero Schmidt, en otras palabras, hay un eigenestado no nulo para el
operador de densidad reducido. Por otro lado, con K = d el sistema se encuentra en su
estado de maximo entrelazamiento, ya que estan presentes los “d” eigenestados en el
namero de Schmidt y con el mismo peso, puesto para llegar al valor “d” es un
requerimiento que los eigenvalores del operador de densidad reducido tengan el mismo
peso estadistico (Audretsch, 2007).

1.3. Correlaciones cuanticas

Como ya se mencion0, una correlacion cuantica es mas general que el entrelazamiento puro
o de formacion, por esta razon, resulta interesante ver como estas cantidades se comportan
y se relacionan entre si. No existe una sola expresion para determinar cualquier correlacion
en un sistema, sino que, de acuerdo a la forma del espacio y el tipo de medicién que se
requiera hacer se implementaran distintas métricas de correlacion (Girolami, 2013). Por
mencionar algunas, esta la métrica de Von Neumann, Witnesses, la fidelidad, Fisher, etc.
Asi mismo, un sistema que posee correlacion cuantica se puede expresar a grandes rasgos

en laforma p # p? ® p® esto quiere decir, que no es separable.

Cada métrica tiene su deduccion e interpretacién, pero todas miden el grado de no
clasicidad. En nuestro caso nos limitamos a describir la informacién cuéntica de Fisher
(QFI, por sus siglas en inglés), (Luo, 2004) en el contexto de correlaciones debido a

mezclas en ensambles térmicos (apéndice 4).
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1.3.1. Informacion cuéntica de Fisher optimizada

Esta métrica de correlacion cuéntica, como otras tantas mas, también tiene su contraparte
clasica (Fisher et al., 1922). La informacion cuéntica de Fisher funciona a partir de la
implementacidn de operadores cuanticos. En algunos trabajos (Hauke et al., 2016; Liu et al.,
2020) se explica que la QFI (Quantum Fisher Information) es méas que solo una métrica y
que en realidad forma parte de la descripcion cuantica como una propiedad fisica, ya que se
ha encontrado que esta fuertemente ligada con la susceptibilidad dindmica en sistemas
Opticos y promete ser una herramienta Util para la caracterizacion de sistemas de muchos
cuerpos. En nuestro enfoque consideraremos la forma de la QFI a partir de la
descomposicion espectral de la matriz densidad (Luo, 2004). Asi pues, podemos expresar a

la QFI (apéndice 5) en la descomposicion espectral de los operadores, tal que,

Folp, ) = S58mI Gt Lajy, ) (114

donde 4; y |y;) , son los eigenvalores y eigenevectores respectivamente de la matriz
densidad p, y A es el operador de medicion, que en un sistema SU(2) pueden ser las

matrices de Pauli.

En general, la QFI es una métrica que nos permite conocer el grado de incertidumbre de
medir una observable en nuestro sistema, en particular, su cota maxima nos habla de la
accesibilidad a la informacion y su eficiencia como métrica, mientras que por otra parte, su
cota inferior determina la no clasicidad del sistema (N. Li & Luo, 2013). Para un sistema
qubit-qudit, tenemos un espacio restringido C2 ® €4, consideremos que A es el subespacio
del qubit y B el qudit. Un qudit es la generalizacion de un qubit de dimension d = 2 a una

dimension d = N. Consideremos un operador local observable K2 con un espectro {1;,1,}

puede ser parametrizado de forma general como, K2 = (112'12) i e (/11”2) I,, donde 71

es un vector unitario. Por lo tanto, para sistemas qubit-qudit la seleccion del espectro A no
afecta la cantidad de correlaciones no clasicas y sin pérdida de generalidad elegimos
A = {1,—1}, asumimos a las observables locales en la forma K = 7i - 6,. Definimos a la

informacion cuantica de Fisher optimizada como el proceso de minimizacion de la forma
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cuadratica sobre la esfera unitaria P (p4p) := ming , Fy (pAB, Kf{‘) , por ende, llegamos a la

expresion,
PR = Anin(Map) (1.15)

la cual también se conoce como ‘“potencia interferométrica” y es el proceso de
optimizacion de la matriz de Fisher M,z. Esta es una forma de cuantificar la discordia
cuantica (Dhar et al., 2017), y consiste en minimizar la QFI eligiendo el eigenvalor mas
pequefio A,,;, de la matriz M,p de tamafio 3 x 3 cuyos elementos son de la forma,

(Mag)imn = %Zi,j,/’lﬁ)lj:to%(wilUmA ® Is|w)), (¥ilona @ Lslpi),,  (1.16)

y en donde se considera una descomposicion espectral para la matriz de densidad p42 =

Zfimm} Ai|Pi);| .- La ecuacion (1.15) determina el grado de no clasicidad a partir de la

métrica de la informacion cuantica de Fisher. Desde una perspectiva geométrica, este
proceso de optimizacion consiste en seleccionar la direccion del semieje méas corto de un
elipsoide que se encuentra dentro de una esfera unitaria. Por esta razon la potencia
interferométrica es proporcional al eigenvalor méas pequefio de la matriz de Fisher, o sea

Amin(Myg). En el caso de un estado puro |y) (Y| esto se reduce a la entropia de

AB’

entrelazamiento (D. Girolami, 2013), ?A(lw)(zplAB):Z(l—Tr[pﬁ]). Si estamos

hablando de un ensamble térmico, la matriz de densidad p = Z?imw}lil%)(lﬂil, tendra

e BE;

. 1 ,
eigenvalores A4; = — donde B = —» con k la constante de Boltzman, E; la energia

asociada al eigenestado |1;) y Z = ¥; e #Fi |, como la funcién de particion.
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Il. Topologiay fases geométricas

En este capitulo, enfocamos a describir la estructura geométrica del espacio cuéntico e
identificamos las condiciones necesarias en la que el sistema queda invariante bajo ciertas
deformaciones adiabaticas. También, explicamos las propiedades geométricas de estos
sistemas y los categorizamos de acuerdo a sus simetrias. En la primera parte, describimos
los fundamentos de la topologia que necesitamos aplicar a nuestro espacio cuéntico,
ademas, clasificamos los distintos tipos de sistemas topoldgicos a partir de sus simetrias
internas e introducimos el concepto de invariante topoldgica que sera fundamental en el
tratamiento a desarrollar. En la segunda parte, explicamos el teorema adiabatico, las

condiciones de adiabaticidad y las fases geométricas.

2.1. Topologia

En matematicas, la rama que se encarga de estudiar el comportamiento de las métricas de
los espacios y las propiedades que se preservan a partir de variaciones continGias en sus
normas, es la topologia. Formalmente, para dos conjuntos M yN, sea una funcion f
continua, tal que, f : M — N, 0 sea que es biyectiva de M aN, entonces decimos que las

topologias y,, Y ¥, SOn topoldgicamente equivalentes.

En todas las ramas de la fisica hay topologia, en particular, en fisica de la materia
condensada esta propiedad global del espacio cuéntico se ve manifestada a partir del
surgimiento de algunos fenémenos tales como, la fase de Berry y el efecto Hall cuantico
(Aoki, 2011; Xiao et al., 2010) , entre otros, de tal manera que este mapeo no trivial entre
espacios causa que emerjan invariantes topoldgicas que se mantienen constantes cuando

este mapeo se hace bajo deformaciones continuas.

@ ®-O

Figura 2.1. Deformacion topoldgica entre una taza y una dona

16



En otras palabras, una invariante topoldgica es una propiedad del espacio topologico, la
cual es invariante bajo deformaciones continuas, esto es, si un espacio M siempre posee una
propiedad cada espacio que sea homeomdrfico a M también poseerd esta propiedad. Un
homeomorfismo o isomorfismo topoldgico es una funcion continua entre dos espacios
topoldgicos y que tiene una funcién continua inversa. Esto lo podemos observar en la figura
2.1, que representa un homeomorfismo entre una taza y una dona. Entre estos dos objetos la

invariante topologica asociada es el numero de hoyos el cual es y,,, =y, = 1.

2.1.1. Clasificacion topoldgica y simetrias

Desde fisica de altas energias hasta materia condensada, existe una amplia gama de
invariantes topologicas propias de los sistemas y estas dependeran de sus simetrias
intrinsecas. Debido a nuestro interés, nos limitaremos a la clasificacion la cual categoriza
diez clases de aislantes y superconductores topoldgicos de Hamiltonianos no interactuantes
entre particulas (Schnyder et al., 2008), a partir de las simetrias 7" “inversion temporal”, P

“particula-hueco” y § “quiral o sublattice” (tabla 2.1).

La simetria de inversion temporal TRS (por sus siglas en ingles, time reversal symmetry),
es una propiedad fundamental en un sistema asociada a la invariancia del Hamiltoniano a
una transformacién de inversion temporal, 7" : t — —t, es decir, se invierte la direccion del
tiempo. Rigurosamente hablando, la invariancia respecto a la TRS se puede formular como,
[T, H] = 0. Entonces, si el Hamiltoniano conmuta con el operador de inversion temporal
decimos que este sera invariante ante dicha transformacion. Ademas, cabe destacar que el
operador T es proporcional a un operador complejo conjugado, ya que TXT ™1 =%,
TpTt=—p, lo cual conduce a T[X,p]T~t=—[%,p]o TiT-r=—i, concluimos
entonces que el operador 7" es anti-unitario. Por regla general, tenemos que un operador
anti-unitario puede expresarse como el producto de un operador unitario y un operador

complejo conjugado. Matematicamente podemos expresar este hecho como, 77 = UK, con
U;r = U1, El sistema quedara invariante si aplicamos el operador T dos veces, entonces,
T2 = UK UK = U,U; = e'. Esto implica que, U, = e!?UT = ei?(e'oUl)" = ey,

por ende, e’ = +1. Por lo tanto, el operador de TR cumple que T2 = +1.
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Cuadro 2.1. Clasificacion a partir de simetrias en el Hamiltoniano no interactuante de una
particula, para aislantes y superconductores topologicos, extraido de (Schnyder et al., 2008).

Clase TRS PHS SLS d=1 d=2 d=3
A (unitario) 0 0 0 - Z -
Al (ortogonal) +1 0 0 - - s
All (simpléctico) -1 0 0 - Z, Z
AllI (quiral-unitario) 0 0 1 Z = Z
BDI (quiral-ortogonal) +1 +1 1 Z - -
ClII (quiral-simpléctico) -1 -1 1 Z - Z,
D 0 +1 0 Z, Z -
C 0 -1 0 = Z =
DIl -1 +1 1 Z, Z, Z
Cl +1 -1 1 - - Z

Por sus siglas en inglés, TRS es “time-reversal symmetry”, PHS es “particle-hole symmetry” y SLS es “sublattice (or chiral) symmetry”.
En las Gltimas tres columnas “d” representa la dimension espacial en donde los simbolos Z y Z, son las invariantes topoldgicas asociadas
a esa clase, en las columnas de las simetrias el valor 0 denota la ausencia de dicha simetria, mientras que, los valores +1 indican su

presencia y el signo dependera de la potencia cuadrada del operador.

Por otra parte, la simetria de particula-hueco o simetria de conjugacién de carga PHS (por
sus siglas en ingles, particle-hole symmetry), también juega un papel muy importante en la
clasificacion de los Hamiltonianos de una sola particula. En fisica de altas energias, PHS
también conocida como conjugacion de carga es una transformacion que cambia una
particula en su antiparticula. Por otro lado, en fisica de la materia condensada, la PHS
emerge como una simetria aproximada entre electrones (estados ocupados sobre el nivel de
Fermi) y huecos (estados desocupados por debajo del nivel de Fermi). De manera similar,
la PHS se puede expresar en términos del operador de conjugacion de carga C, el cual

cambia la particula en su antiparticula, esto es, dejar invariante la masa, pero invertir el
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signo de la carga. Consecuentemente, el operador C también es anti-unitario y se puede

expresar como C = U_K, analogamente se cumple la relacion, ¢? = U.U; = +1.

Cuando el sistema posee TRS y PHS, se dice que tiene simetria de subred o simetria quiral
SLS (por sus siglas en inglés, sublattice symmetry). El operador que define esta simetria
compuesta es simplemente el producto de estas dos simetrias, s = T - C. Hay que hacer
notar, que el operador § no tendra una simetria ordinaria ya que no conmuta, sino que anti-
conmuta con el Hamiltoniano, SHS™! = U, U;HUfU;* = —H, y donde §% = 1. Cabe
mencionar que un sistema que posea esta simetria tendra un espectro de energias simétrico,
ya que para cualquier eigenestado con vector de onda k y energia E, (k) > 0 habrd una

energia correspondiente con E_(k) = —E, (k).

2.1.2. Simetria quiral

Esta simetria juega un papel importante en la clasificacion de Hamiltoniano de una sola
particula y por lo general se observa claramente en el efecto de desdoblamiento que
provoca en el espectro de energias. La quiralidad de un objeto la podemos definir como una
propiedad Odptica en el que el objeto propio no es imagen especular de si mismo.

Matematicamente un Hamiltoniano es quiral si cumple (Asbéth et al., 2015),

=~

FHIT = -H (2.1)

Para que el operador T sea quiral, no solamente debe de ser unitario sino que ademas debe
de cumplir con otros tres criterios extras. Primero, debe ser un operador hermitiano, asi que,
se puede escribir resumidamente como I'fT' =12 = 1. Si esto es cierto, el operador I

anticonmuta con el Hamiltoniano {F', i} = 0.

Segundo, debe de ser un operador local que actda sobre el subespacio en cuestion, en el
modelo SSH este espacio es sobre el grado de libertad interno de cada celda unitaria “m” y
los elementos de matriz de I entre distintos sitios m = m’ son despreciables, esto es,
(m,a|f|m’,a’) =0 para cualquier a,a’ € {4, B}. Asi pues, el operador T se proyecta
localmente sobre cada sitio m, de tal modo que, la accion global del operador quiral puede
considerarse equivalente en todas las celdas unitarias y cada una de esas acciones se puede
pensar como un operador 7 actuando sobre el grado de libertad interno, i.e.,
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[=7@7® - @7 = D17 (2.2)
para un numero N de celdas unitarias.

Tercero, el operador I’ debe de ser robusto. Para entender esto, digamos que contamos con

un conjunto de parametros ¢ que se pueden poner dentro de un solo vector f € E, en donde
=, es un conjunto de todas las deformaciones que se pueden realizar. Ahora, en lugar de
pensar en las simetrias de un Hamiltoniano refiramonos a las simetrias de un conjunto de

Hamiltonianos {H({)}. Entonces este conjunto tiene simetria quiral representada por T si,

-

v e & THOI = —H()) (2.3)

&

Se dice que cuando un Hamiltoniano sea quiral respecto a un operador, tendrd una

direccion preferencial de giro definido bajo dicho operador.

2.1.3. Invariantes topoldgicas: Winding number

Las invariantes topoldgicas o adiabaticas son cantidades que solo dependen de la topologia
del espacio y podemos decir que no hay una Unica ecuacién para determinarlas sino que
existen distintas formas y dependeran del aislante o superconductor que estemos tratando.
La forma que tengan estas invariantes topoldgicas estara caracterizada por la presencia de
ciertas simetrias en el Hamiltoniano, la dimensionalidad del sistema y los efectos de
desorden. Por fines de simplicidad y dado por nuestro interés, consideraremos sistemas que

son invariantes en traslacion, o sea, sin efectos de desorden.

La complejidad de estas invariantes es muy cambiante, por esta razon, para fines practicos
nos enfocaremos en un sistema de dos niveles y sélo en aquellas invariantes que
pertenezcan al grupo de los enteros. Las invariantes que cumplan este requerimiento
perteneceran a la categoria de las invariantesZ (Guo, 2016). EI nimero de Chern y el
winding number, son algunas de estas invariantes Z que al menos en fisica se ha visto que
son clave fundamental en la descripcion de la geometria del espacio cuantico. A diferencia
del nimero de Chern que es un mapeo homeomorfico, f: T? —» R3, el winding number es
un mapeo, f: St - R? \ {0}, cuyo espacio paramétrico se encuentra en R? y su mapeo se

puede visualizar como una banda cerrada que se puede deformar y encierra al origen del
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plano R2. La funcién de este nimero o indice, es determinar el nimero de veces que la
trayectoria da vueltas encerrando a cierto punto critico (origen) y que como veremos, Si se
trata de sistemas unidimensionales (1D), éste caracteriza muy bien la presencia de fases no
triviales acumuladas en una evolucion sobre una trayectoria cerrada , ya que se relaciona
con la fase de Berry (Asboth et al., 2015).

Por lo general, el winding number se define en un espacio complejo y por lo tanto lo
podemos calcular a partir de la expresion,

ﬁﬁ y'(®) (2.4)

Zm a y(t)- zo

Siendo, y: [a, B] — C, una trayectoria cerrada paramétrica en t y que define si encierra al
punto z, en el plano complejo. Es decir, el indice complejo define una curva en el plano
complejo y al realizarse una evolucion cerrada determina el nimero de polos que encierra

la trayectoria.

2.2. Condicion de adiabaticidad y presencia de fases geométricas

La condicion adiabatica es la restriccion o limite que imponemos para que nos adentremos
en una aproximacion adiabatica y es aqui donde surgen las fases geométricas, por lo tanto,
el imponer una restriccion adiabatica en la evolucion de una deformacion es fundamental
para que obtengamos una descripcion topoldgica. En un Hamiltoniano de dos bandas se
dird que una deformacion es adiabatica si, se mantiene el gap finito entre la banda de
conduccion y de valencia, las simetrias intrinsecas del Hamiltoniano no se rompen y si la
evolucion paramétrica se ha realizado lo suficientemente suave, tal que, el sistema haya
permanecido en su estado estacionario base (Born & Fock, 1928), por lo tanto, esto no ha

provocado que el sistema sufra una transicion de energia.

Sino se cumpliera la condicion de adiabaticidad y se deformara rapidamente el parametro,
las invariantes topoldgicas que determinan las fases geométricas en una evolucién cerrada
ya no serian méas un caracterizador de la no trivialidad de estos sistemas. Por otro lado, la
no adiabaticidad produciria que se romperian las simetrias del sistema provocando que el

gap se colapse y genere transiciones a estados mas excitados.
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2.2.1. Teorema adiabatico

Expuesto lo anterior, resulta importante encontrar una relacion matematica que nos permita
conocer cuando un proceso puede ser considerado adiabatico y de esta manera demostrar
que una consecuencia de esta restriccion es el surgimiento de fases topoldgicas (Kato,

1950). Para resolver esto, consideremos una familia de eigenestados instantaneos,
H(®)$n(8)) = En(6)|dn(6)) (2.5)
Con E;(t) < E,(t) < -+, de tal manera, que no haya degeneraciones.

Si a un tiempo t =0, |Y) = |¢,(0)) para alguna n y si entonces variamos H(t) muy
lentamente de 0 <t < T. Entonces, al tiempo T tendremos |y) = |¢,,(T)) salvo algin
cambio en la fase debido a la geometria de la trayectoria. Ademas, tenemos que despreciar
posibles transiciones de probabilidad a otros estados |¢ (t)) con k # n. Partimos, de una

funcién de onda en la forma,
[P (1)) = Xnan(®) |dn (D)) (2.6)

sustituimos (2.6) en la ecuacion de Schrodinger: ih% lY(t)) = E,(O)|Y(t)), tal que,

i1 Fn(@n(®On(©)) + an (O] Pn (D)) = X an(t) En ()| dn (1)) (2.7)

proyectamos (2.7) con el bra (¢, (t)] ,
thay = (Ek - ih(‘ﬁkl(ﬁk))ak — 1A Yk an(¢k|<{bn) (2.8)

Por otro lado, podemos relacionar el término (¢, |$,) como un elemento matricial de H(t)
en el espacio instantaneo de eigenestados (2.6), de tal manera que tomando la derivada

respecto del tiempo, tenemos,
H(1)|pn () + H(8)[§n (1)) = En(8)n (£)) + En ()| (1)) (2.9)
proyectamos por el eigenestados (¢, (t)| con k # n, entonces,

(¢k|H|¢n) + Ek(d)k'(bn) = En(qbkl(bn) (2-10)

por ende, tenemos la relacion,
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(drc|hn) = (®rc|H|Pn) 2.11)

En—Eg
sustituimos (2.11) en (2.8),
- . : . Pk[H|pn
lhak = (Ek — lh(¢k|¢k>)ak - lhznik an% (212)
Notemos de esta Ultima expresion que si el término W, se vuelve cero, entonces
n— Ltk

la,| = 1, y entonces la funcion de onda que empieza en |¢;) permanecera en |¢y). Si

ignoramos este término extra tenemos,
() = @ (0)exp (— 1 [} [Ex(t)dt’ — ih{p (1)1 (©))]) (2.13)

donde 9(t) = —%fot E,(t)dt', es la fase dinamica y y(t) = ifot(¢k(t’)|<j>k(t’))dt’, es la

fase geométrica. Entonces, podemos reexpresar a nuestra funcion de onda como,

[Y(©)) = a,(0)e" e ®|¢, (1)) (2.14)

Tenemos qué mencionar que a diferencia de la fase dindmica que se puede remover
mediante un cambio de coordenadas, la fase geométrica es una invariante de norma y no
puede ser removida y solamente dependera de la geometria del espacio, tal que funciona a
partir del transporte paralelo del eigenestado sobre la trayectoria paramétrica. En la figura
(2.3), se dibuja la evolucién paramétrica de un estado puro definido en el espacio de Hilbert

en una curva cerrada.

|l

Figura 2.2. Evolucion paramétrica en una trayectoria cerrada por un estado puro |¢(t)).

Por otra parte, la aproximacion adiabatica se dara cuando el término,

<¢k|H|¢n) &1 (215)

En—Ey
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0 bien, si consideramos el eigenestado base y el primer estado excitado, esta relacion se

puede entender de manera andloga como,

(1 |H]o)| < A1o(8) (2.16)

donde A, representa el gap de energia mas pequefio entre los eigenestados instantaneos
|1 () Y |¢po(t)). Por lo tanto, la variacion en la energia respecto al pardmetro t tiene que
ser mucho menor al gap A;, para que el eigenestado permanezca estacionario, (2.16) es
también conocida como la condicién de adiabaticidad y que como vemos ésta trae una
consecuencia en un cambio en la fase cuyo valor es invariante y depende solamente de la

topologia del sistema.

2.2.2. Fase de Berry

Dentro del marco de fases geométricas hay una gran variedad y estas dependeran del tipo
de trayectoria, la forma del eigenestado que evoluciona y el espacio en que nos
encontremos, entre otras cosas. La fase geométrica mas conocida posiblemente es la fase de
Berry vy ésta se basa en la evolucion de un eigenestado puro sobre una trayectoria cerrada y
adiabatica (Berry & A, 1984). Consideremos un eigenestado puro |n,R), tal que, el
Hamiltoniano H = H(R) depende de un conjunto de parametros R = (Ry,Ry,-++), los
cuales, definen una trayectoria cerrada C, vy, realicemos una deformacion suave de este
espacio paramétrico R(a), donde « es el parametro que variamos adiabaticamente y puede
ser el tiempo, el momento de la zona de Brillouin, etc. Identificamos de la ecuacion (2.14) a

la fase de Berry como,
Yo =§, dR-A,(R), mod 2m (2.17)

En donde tenemos que A, (R) =i <n,R| % |n, R>, también conocido como el “conector de

Berry” y es a partir de éste donde se generara el transporte paralelo. La ecuacion 2.17,
también puede reexpresarse de otra forma y esto lo podemos lograr mediante el teorema de
Stokes como,

yE=§, dS-Q,(®) (2.18)
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donde Q,, es la “curvatura de Berry” (Shen, 2011). Se encuentra definida de forma tensorial
como, 2, = VA, " (R) — Vyedn" (R) = i[(V,.(n, R)|V, (n, R)) — (V,, (0, R) |V, (m, R)))],

donde V,,= % es el gradiente.
i

Como se ha mencionado, la evolucion paramétrica no necesariamente se debe de dar
respecto del tiempo sino que puede ser en términos de otro pardmetro. Por ejemplo, en un
arreglo cristalino la fase de Berry se puede definir a partir de la evolucion de uno de los
eigenestados sobre el espacio de Brillouin (Qi & Zhang, 2011) y en este caso el parametro
seria el vector de onda k. En este espacio la fase de Berry respecto de un eigenestado

|unx) puede tomar la forma,

B

VB =i (| Vic|un) - dk (2.19)
donde V, es el gradiente del vector de onda k.

En trabajos previos (Thouless, 1983), se logrd determinar, bajo una deformacion adiabatica,

la polarizacion eléctrica en un cristal, cuya expresion es,

1 7 .
P, =—eXn fBzmdk (Ui [ 1V [ ) (2.20)

donde “e” es la carga del electron, la suma se realiza sobre “n” (etiqueta para el nimero de
bandas de los estados ocupados) y |u,) son los eigenestados sobre la zona o espacio de

Brillouin (BZ) de dimension “d”.

Si comparamos (2.19) y (2.20) encontramos que la polarizacion eléctrica es proporcional a

YB
Cemd’

la fase de Berry, y de acuerdo a la teoria descrita, podemos aseverar que P, = —e

Entonces, a partir de ahora podemos pensar a la fase de Berry en un sistema cuantico como
una observable salvo factores de proporcionalidad, y he aqui, la importancia intrinseca de
las fases geométricas, ya que no solamente es una herramienta matematica, sino que se ha
demostrado que es una propiedad fundamental de la mecanica cuéntica. Por esta razén, en
todo sistema adiabatico o topoldgico, la descripcion mas realista sera considerando fases
geométricas debido a que estan vinculadas a las observables y estas invariantes adiabaticas

seran propiedades muy importantes en el sistema que determinaran su evolucion.
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También podemos calcular la polarizacion eléctrica en el espacio real “R” de las energias.
Simplemente es un cambio de base a partir de los estados de Wannier, los cuales son la
transformada de Fourier de los estados |u,,;) de la zona de Brillouin (Xiao et al., 2010) y
tomando el operador candnico conjugado, iV, = X, el operador de posiciones, tenemos que

(2.20) cambia como,

dRr 5
P, = _eanR W(WanxlwnR) . (2.21)
La ecuacion (2.21) para fines practicos en sistemas compuestos resulta aproximada y en
otras ocasiones no funciona. Esto se debe a la forma del operador de posicién de una sola
particula X. Existe una mejor forma para formular a la polarizacion eléctrica en sistemas
compuestos (Resta, 1998), donde el Hamiltoniano de una particula puede estar definido por

subsistemas y se encuentra bajo condiciones de frontera periddicas.

2.2.3. Fase geométrica y polarizacion eléctrica de Resta

En sistemas 1D, la fase de Berry, también es conocida como la fase de Zak. En este
apartado no entraremos en mucho detalle en la parte tedrica sino mas bien nos centraremos
en hacer una conexion con observables e interpretaremos sus propiedades. Las fases
geométricas o topoldgicas surgen despues de realizar un proceso de deformacién adiabatica
sobre algin parametro del Hamiltoniano y este proceso, deberd de cumplir el principio de
adiabaticidad que basicamente consiste en que el gap del Hamiltoniano permanezca finito,
lo cual se logra variando muy lentamente el pardmetro de deformacion del Hamiltoniano

sobre un tiempo prolongado, tal que sea mucho mayor al orden de magnitud del gap.

A partir de las funciones de onda |u,,;), definimos a la polarizacion eléctrica, que como ya
vimos esta relacionada directamente con la fase de Berry después de realizar un ciclo
adiabatico sobre la cadena cerrada. Hacemos uso de la definicion de la polarizacion
eléctrica, definida por (Resta, 2000a; Resta & Sorella, 1999) en un sistema con condiciones
de frontera periodicas y teniendo en mente que se trata de un sistema compuesto. Entonces

tenemos,

26



P, = %umln(lmei@?hp) (2.22)

donde X = ¥V &; es el operador de posicién para el sistema compuesto, “e” es la carga del

. 2 N iS5 . . .
electron y 6 = N—Z Sea ¥ = e'®* un operador compuesto, vemos que la parte imaginaria
del valor esperado de este operador estara relacionada con la polarizacion eléctrica. De aqui

facilmente podemos distinguir que la magnitud,

y = Im In(y|e¥¥|1) (2.23)

es la fase de Berry. Por lo tanto, podemos decir que la fase de Berry es una observable
salvo unas constantes de proporcionalidad y que se puede medir por algin método como
resonancia nuclear (Haider, 2017). Tenemos qué aclarar que la ecuacion (2.22) solo es
valida para eigenestados puros, con d =1 y considerando condiciones de frontera

periodicas.

2.2.4. Fase geométrica y polarizacion eléctrica en un ensamble

Dado que en un ensemble térmico el sistema se encuentra en una mezcla estadistica de
estados, no se puede utilizar la fase de Berry para determinar la fase geométrica, ya que este
sistema colectivo no esta descrito por un estado puro sino mas bien por una matriz de
densidad mixta. Por lo tanto, de acuerdo a (Resta, 2000) y su formulacién para la obtencion
de la fase geométrica, extrapolamos esta idea a sistemas tipo ensemble (Bardyn et al., 2018)

y analogamente obtenemos una ecuacion similar a (2.22) en la forma,

P, = % Im In Tr(ppe'X) (2.24)

. . im{H
donde pg es la matriz de densidad del ensemble, py = Zf‘m{ }Ailwi)(lpil donde A; es el
eigenvalor correspondiente al eigenestado |;) de la descomposicion espectral, “e” es la
carga del electron, ei0% gs el operador de Resta, siendo X el operador de posicion del
sistema compuesto. Por lo tanto, la ecuacion (2.24), determina la polarizacion eléctrica de

un ensemble.
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I11. Modelo y resultados

En este capitulo describimos el modelo de estudio y describimos sus principales
caracteristicas, enfocandonos en la estructura de bandas y los estados borde de un aislante
topoldgico simple. En la primera parte, nos centramos en la informacion relacionada a los
eigenestados, simetria y topologia, entre otras cosas. En la segunda parte, exponemos el
comportamiento del entrelazamiento intrinseco al del nimero de Schmidt, asi como su
conexion con la geometria del espacio cuantico. En la tercera parte y Gltima, hacemos una
extension en el estudio de las fases geométricas conociendo el efecto térmico y las

correlaciones cuanticas que se tienen en el sistema.

3.1. Modelo Su-Schrieffer-Heeger

El modelo SSH (Su-Schrieffer-Heeger) (Su et al., 1979) consiste en una red cristalina de N
celdas unitarias en las cuales existen dos sitios internos de posicion atdmica, tipo A o tipo B,
las cuales se van alternando simétricamente a lo largo de la cadena, y se encuentran

conectadas por enlaces dobles o sencillos (Asboth et al., 2015).

Figura 3.1. Modelo SSH 1D. Estructura de N = 5 uniceldas alternando atomos tipo A (rojo) y atomos tipo B
(azul) en cada celda unitaria “m” con amplitudes de transicion “v” (enlace sencillo) y “w” (enlace doble)

correspondientes a los tunelajes de intracelda e intercelda respectivamente.

En la figura 3.1, se esquematiza el modelo SSH el cual es una cadena 1D compuesta por
atomos tipo A (rojos) o tipo B (azules) y que se van alternando a lo largo de la cadena, cada
celda unitaria estda compuesta por un atomo rojo y uno azul. La cadena se encuentra
conectada por dos tipos de enlaces o amplitudes de tunelaje, los cuales son las amplitudes
de tuneleo intracelda v o intercelda w, y es por medio de estos parametros con los cuales se

forma el sistema compuesto.
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3.1.1. Hamiltoniano SSH simple

El Hamiltoniano de este modelo (Apéndice 6) se puede escribir como,
Hesy = v XN _1(Im, AXm,B| + h.c) + w¥NL(lm + 1, A)(m, B| + h.¢) (3.1)

donde v y w, son los parametros correspondientes a las amplitudes de tunelaje cuéntico de
transicion intra-celda e inter-celda, respectivamente, y representan una cuantificacion de la

probabilidad de que un electrén brinque hacia su vecino correspondiente.

Este sistema compuesto puede verse como dos subespacios conjuntos, el espacio de
dimension externa #,,; asociado a la posicion “m” de las celdas unitarias sobre la red y el
espacio interno H;,; que corresponde al tipo de &tomo A o B en cada unicelda. Por lo tanto,
la dimension total del espacio de Hilbert es: H = H o QHine = NQ2.

La expresion (3.1), también puede ser reexpresada utilizando las matrices de Pauli SU(2)

para el espacio de cada celda,

0= D 5=C Dot 5 02

Estas matrices cumplen el algebra conmutativa [@, 6j] = 2i€;.0x , ademas 6? = §; es un

operador hermitiano y unitario 6 = 1.

A partir de la base de sitio {A,B}y con un poco de algebra llegamos a la siguiente

expresion del Hamiltoniano,
Hssy = v Xmealm}m|® 6, + w X5 i (Im + 10(m|®6, + Im)(m + 1|®6-)  (3.3)

N Llfa | i - L .
Donde 64 = E(O'x + wy). Como vemos, en esta Ultima ecuacion se logra apreciar de

manera mas clara el papel que juega cada parte, el término acompafiado por “v” esta
definido a partir de o, puesto que es el encargado del acoplamiento intra-celda mientras
que los que estan acompafiados por “w” son acoplamientos inter-celda y se manifiesta en la
aparicion de los operadores 6, y 6_, los cuales son los encargados de mover al electrén

sobre la red.

Cabe mencionar que el tratamiento que desarrollamos esta limitado a considerar a v,w > 0,

todo esto para fines de simplicidad.
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3.1.2. Espectro de energias SSH simple

Debido a la simetria quiral del sistema (Batra & Sheet, 2019) existe un desdoblamiento de
las energias de valencia y conduccion. Ademas existen unos estados muy particulares los
“estados borde” los cuales se encuentran en la interface entre la banda de conduccion y la
banda de valencia y cuyas energias son E = 0 en laregion v < wy en la region v > w se

comportan exponencialmente crecientes.
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Figura 3.2. Espectro de energias SSH en el espacio real Las energias dispersadas por la banda de valencia son
negativas (curvas azules) y las energias dispersadas en la banda de conduccion son positivas (curvas rosas).
Se observa en medio de las dos bandas que existen unos estados de borde (curvas rojas) que se mantienen con
energia cero para v <w Yy que a partir de v =w se separan exponencialmente, para N = 100 celdas
unitariasy w = 0.5.

2

En la figura 3.2, se presenta el espectro de energias en funcion del pardmetro “v
(amplitud de tunelaje intracelda) para el Hamiltoniano (3.1) y hemos fijado a w = 0.5
(amplitud de tunelaje intercelda). Se utilizaron 100 celdas unitarias en la cadena. Debido a
la simetria quiral del modelo SSH simple, hay un desdoblamiento en las energias en E = 0,
por lo cual tenemos 2N estados resultantes, es decir, para 100 uniceldas sobre la cadena
dadas tenemos 200 estados. Justo en el punto de simetria E = 0, graficamos en rojo a los 2
estados bordes y como vemos en la region v < w estos estados se mantienen en una energia
cero pero al llegar al punto v = w comienzan a separarse. La aparicion de estos estados
bordes o estados topoldgicos, es la motivacién u objeto de estudio mas importante en estos
sistemas ya que se ha visto que son la razén de la proteccion topoldgica en el sistema la

cual promueve una robustez en las observables.

Asi mismo, en el limite termodindmico, cuando N — oo, las propiedades del bulto de la

cadena dominan sobre los efectos de los estados de conduccién o de borde, por lo que, en
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este limite podemos considerar al sistema como una cadena infinita y aproximarla a un
anillo utilizando condiciones de frontera periddicas mediante una transformacién de Fourier

al espacio k o de momentos.

3.1.3. Hamiltoniano del bulto SSH simple

En el limite termodindmico, las propiedades del sistema se ven gobernadas por el bulto. Es
de interés conocer la forma del Hamiltoniano en este espacio. En este proceso usamos una
expansion para la base |m,a) = sitio®atomo en series de potencias, cuyas funciones

sean ondas planas,

Im, @) = = el a) , k= k; =2 (34)

Na

donde a € {4, B} es la etiqueta para el tipo de atomo y k es el momento cristalino en el

espacio de Bloch de nuestro sistema que es invariante traslacional.
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Figura 3.3. Espectro de Energias del bulk SSH. En este caso se aprecia que los estados metalicos han
desaparecido al usar condiciones de frontera periddicas para N = 100 celdas unitariasy w = 0. 5.

En la figura 3.3, se presenta el espectro de energias en funcion del parametro “v” para la
cadena unidimensional con condiciones de frontera periddicas, o sea convirtiendo la cadena
en un anillo de N = 100 uniceldas, con el tunelaje w = 0.5 y como se observa desaparecen
en la dispersion de las energias los estados bordes. Es importante resaltar que aun se sigue
preservando la simetria quiral en el desdoblamiento de las energias a lo largo de la energia
E =0.

Dado a la composicion de la estructura cristalina del SSH y por el teorema de Bloch es facil
transformar el Hamiltoniano (3.1) a un espacio reducido que depende del grado interno, de
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tal manera que obtenemos dos espinores asociados a cada una de las dos bandas de los

pseudo-espines,

Hgsy = Zk IP;IH(k)I/)k (3-5)

donde ¥, = (ay, b)T es el espinor de Nambu y la matriz Hamiltoniana en el espacio k es,

0 v+we‘”‘)
H(k =( | 3.6
(k) v+ wetk 0 (3.6)

La matriz Hamiltoniana del espacio de momentos o matriz del bulto también la podemos

reexpresar de manera vectorial haciendo uso de las matrices de Pauli y obtenemos,
H(k) = h(k) - ¢ (3.7)

en donde el ‘winding vector’ H(k) = ﬁ(x) + ﬁ(y) =(Ww+wcosk)Xx +wsinky =

(v+wcosk,wsink,0)yo = (ax,ay,az).

En el apéndice (A.6) se describe con detalle el modelo de amarre fuerte para el modelo

SSH simple asi como también se determinan los eigenvalores de la estructura de bandas,

siendo estos, ef = +vVvZ + wZ + 2vw cos k = |v + we | (Apéndice 6.15). Haciendo uso

de los eigenvalores calculamos los eigenestados asociados,

_ ot —ik
(L5 )= 08

Con |ag|? + |bk|?> = 1 obtenemos,

. +
—&far + (v+we )b, =0 by = ,,f;ik—ik (3.9)
sustituimos (3.9) en la relacion de ortonormalidad y obtenemos que, a; = % Por lo tanto,
el eigenestado resultante lo podemos expresar como,
—i hy—ih
(bk) = \/_5 81,; = \/_5 t [hx“+hy, . (310)
1
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Por  trigonometria, identificamos las  relaciones, cos(d)(k)):h—" y
/hxz+hy2

sin(¢(k)) =" donde (k) = tan™? (Z—y) Haciendo uso de esta notacion (3.10) se
/hxz+hy2 x

simplifica como,

1 —ig(k)
ui) = 5 (") (3.11)

El signo hace referencia a la banda de conduccion “+” o a la banda de valencia “—*.

Es importante reconocer que de acuerdo a la forma Hamiltoniana (3.6) el modelo SSH, cae
en la categoria de aislante topolégico BDI (quiral-ortonormal) ya que este conmuta con el
operador de inversion temporal [T, H] = 0 asi como su potencia cuadrada [T2, H] =
[T,H] = 0. También conmuta con el operador particula-hueco[T, H] = 0, y su potencia
cuadrada [T2,H] = [T,H] = 0, y esto repercute directamente en la presencia de simetria

quiral; tenemos la regla de anticonmutacion {S,H} = 0, o bien, SHST = —H,
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Figura 3.4. Espectro de energias en el espacio k. Para el caso trivial (curva verde) v = 0.6,w = 0.3, caso
topoldgico (curva azul) v = 0.6,w = 0.3 y para el caso metélico (curva roja) v = 0.5,w = 0.5 el gap se
cierra.

En la figura 3.4, se presenta el valor de los eigenvalores en el espacio k para la primer zona
de Brillouin k € {—m, }, se consider6 para la curva roja av = w = 0.5, en el caso de la
curva verde fijamos v = 0.6 y w = 0.3, mientras que en la curva azul tomamosa v = 0.3
yw = 0.6. Tenemos que hacer notar las dos regiones en nuestro sistema, ya que para
v > w tenemos un gap abierto correspondiente a un aislante trivial, mientras que en v < w

un gap de igual forma se trata de un aislante pero en esta situacién se trata de un aislante
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topoldgico, puesto que, en este régimen aparecen los estados de borde. Hay que hacer notar
que en ambos casos el gap permanece finito separando la banda de conduccion y la banda
de valencia. En cuanto al caso metélico se trata de una singularidad y ocurre en el punto
critico v=w , como veremos mMA&s adelante estas regiones quedan enteramente

caracterizadas por la topologia de la estructura de bandas.

3.1.4. Diferencia entre los estados borde y estados de bulto: Distribucion de

probabilidades

Es importante conocer los estados que se encuentran presentes en el sistema ya que a partir
de estos calcularemos el entrelazamiento y la polarizacion eléctrica, para esto analizaremos
la distribucion de sus probabilidades. Como ya se ha mencionado existen dos tipos de
estados presentes en el sistema los estados del bulto que forman las bandas de valencia
(azul) y conduccion (rosa) (figura 3.2), y los estados borde los cuales se encuentran en la
superficie y son los encargados de conducir en la region topoldgica v < w, pero en la

region trivial v > w se vuelven aislantes como los estados del bulto.

(a) a J'j: (b) 0.025

0020

+

0.015

Probabilidad

Protaabnisgdad
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0.005

0.000

o 5 1] 15 ] F-3 L i n 40

Figura 3.5. Distribucién de probabilidades en funcién de la posicién sobre la cadena. (a) Estado borde y (b)
estado del bulk, conv = 0.1,w = 0.5 y N = 40 uniceldas.

En este apartado solo analizamos la diferencia entre los estados borde y estados bulto. Mas
adelante, como veremos, dentro de los estados bulto existen diferencias en su distribucion
de amplitudes, teniendo distintos valores para el entrelazamiento y polarizacion eléctrica.
Sin entrar mucho en detalle sobre los estados bulto analicemos uno de estos estados y

comparémoslo con un estado borde.

La motivacion de la figura 3.5 es identificar la clara diferencia en la localizacion de la

probabilidad para los estados borde y estados bulk. Con respecto a la distribucion de
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probabilidades, podemos apreciar en la figura 3.5(a) que los estados borde se encuentran
localizados en los bordes de la cadena, de aqui la denominacion y su interpretacion. Por
otro lado, en la figura 3.5(b) se grafica la distribucién de probabilidad de uno de los estados
del bulto la cual se encuentra distribuida a lo largo de la cadena y no parece haber una
localizacion de la probabilidad en algun sitio de la cadena. Es importante mencionar que
solo graficamos la distribucion de probabilidad de un estado del bulto y que en principio la
distribucion de otro estado de bulto sera distinta a la figura 3.5 (b).

3.1.5. Dimerizado trivial y topoldgico para los estados borde

Estos estados borde tienen una peculiaridad en sus limites dimerizados. Existen dos casos
limites que les llamaremos “dimerizados” en el que una de las amplitudes de tuneleo se
hace igual a cero. Estos casos son: v =0y w # 0 (dimerizado topol6gico) y v =0y
w = 0 (dimerizado trivial).

— = - —=
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Figura 3.6. Cadena completamente dimerizada. (a) Dimerizado trivial conv =1,w =0y (b) dimerizado
topoldgico conv = 0, w = 1, los cuadros punteados al final de la cadena indican los estados aislados del

resto, para N = 6 celdas unitarias. (c) y (d) representan la maxima probabilidad de localizacién de estos
estados bordes.

Como se puede observar en la figura 3.6 (a) cuando estamos en el dimerizado trivial las
uniceldas se desconectan y quedan N singletes, mientras que, en el caso topoldgico (figura

3.6 (b)) quedan N singletes y un sitio aislado en cada uno de los extremos de la cadena con
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una probabilidad de 1 en ambos lados de la cadena (figura 3.6 (c)-(d)). Estos estados son
robustos a deformaciones que mantienen al winding number invariante, de tal forma que, la
correccion a la energia a primer orden debido a una pequefia perturbacion en el
Hamiltoniano se quedard invariante sobre estas eigenenergias siendo todavia igual a cero
(Kane, 2013).

La ecuacion de eigenvalores que cumplen estos dimeros son,
H(Im, A) + |m, B)) = £(Im, A) £ |m, B)) (3.12)
H(lm, B) £ Im +1,4)) = £(Im,B) £ Im + 1, 4)) (3.13)

La ecuacién (3.12) corresponde al caso trivial y la ecuacion (3.13) al caso topologico, a
partir de estas relaciones podemos llegar a sus Hamiltonianos en el espacio k. Estos son
H(k) = 6, y H(k) = 6, cos k + 6, sin k respectivamente y cuyas energias de los singletes
son E = +1, esto es, son independientes del nimero de onda y si colocamos a una particula
en estos estados, su funcion de onda no se distribuira a lo largo de la cadena (Meier et al.,
2016). En el caso topoldgico tenemos también dos estados aislados al final de la cadena,

que tienen energia cero y cumplen la igualdad H|1,A) =H|N,B) = 0.

3.1.6. Correspondencia borde-bulto

Se ha demostrado que existe una relacion entre los estados bordes y la invariancia
topolodgica del bulto. Por lo cual, cuando tengamos un winding number ¢ # 0, ésto se ve
reflejado fisicamente en la aparicion de estos estados bordes y entonces se trata de un
aislante topoldgico, mientras que para & = 0 no hay estados borde y el aislante es trivial.
Vemos ahora como la geometria del espacio cuantico se conecta y funciona en estos
sistemas topoldgicos. Esto también puede imaginarse como un proceso adiabatico en el que
el gap del Hamiltoniano ha sido deformado de una region v < w a otrav > w y que en el
punto v =w el gap se ha colapsado, pero al reabrirse han emergido estos estados
topoldgicos. Cabe mencionar que los Hamiltonianos en las regiones v < wy v > w no son
topolégicamente equivalentes, ya que el gap se ha cerrado y esto se trata como una

discontinuidad no integrable.
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3.2. Caracterizacion topoldgica en el modelo SSH simple

Los aislantes topoldgicos se encuentran categorizados de acuerdo a sus simetrias y también
debido al rompimiento de éstas se puede determinar qué aislantes topologicos son
equivalentes entre si. En el caso del modelo SSH, este posee simetria particula-hueco y de
inversion temporal, lo que automaticamente le induce simetria quiral. De tal forma, que el
Hamiltoniano del SSH 1D entra en la clase topoldgica BDI (Velasco & Paredes, 2017) y es

descrita por la invariante topologica Z.

En el capitulo 2, se habl6 sobre deformaciones en el gap de un Hamiltoniano y se demostrd
gue mientras este se mantenga finito existirdn algunas cantidades que caracterizan la
estructura de bandas en su totalidad. Estas cantidades o indices se Ilaman invariantes
topoldgicas. Dependiendo de la dimensionalidad y geometria del espacio cuantico, estas
invariantes seran distintas, por ejemplo, en sistemas de dimensién 2D la invariante
topoldgica serd el numero de Chern ya que ésta se puede asociar facilmente al flujo
producido entre los dos grados de libertad; sin embargo, para sistemas con dimensién impar
la invariante de Chern no podrad caracterizar al sistema. Asi que, podemos decir que
dependeré del sistema el tipo de invariante topoldgica que surgiré.

3.2.1. Winding number y el modelo SSH simple

Para sistemas de 1D como el SSH la invariante topoldgica asociada es el nimero de giro o
mejor conocido en inglés como winding number. Esta se puede visualizar facilmente en el
espacio k a partir de una trayectoria cerrada sobre el plano h, — h,, formada por el vector
ﬁ(k) = H(x) + ﬁ(y) =(Ww+wcosk)X+wsinky =(@w+wcosk,wsink,0) que vya
hemos definido previamente en el Hamiltoniano (3.7) el cual se encuentra construido en el

espacio de momentos (Kane, 2013).
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hi)

Figura 3.7. Winding number en el plano h, — h,. En el caso v < w observamos que la trayectoria cerrada

asociada encierra el punto critico (curva roja) mientras que para v > w se queda afuera este punto (curva
azul), en v = w se interpreta geométricamente la singularidad (curva negra).

La trayectoria que define ﬁ(k) es un circulo de radio w que se encuentra desplazado del

origen una distancia v y es en esta curva donde se define el winding number (Ecuacién 2.4),

siendo, fz(k): [—m, ] — C, una trayectoria cerrada paramétrica en k sobre la primera zona

de Brillouin y que define si encierra al punto z, = 0 en el plano complejo.

En la figura 3.7, se pueden distinguir dos regiones las cuales estan separadas a partir de la
singularidad v = w (curva negra). Si v > w (curva azul) el circulo no encerrard la
singularidad que se encuentra en el origen, mientras que para v <w (curva roja) si
encerrara a la singularidad o polo definido en la ecuacion (2.4). Entonces el winding
number es un indice complejo, que nos determina la existencia o no, de puntos polares

dentro de una trayectoria cerrada después de realizar una ciclo sobre la curva.

El winding number lo podemos calcular a partir de la expresion (Asboéth et al., 2015),

_ 1 hK _ 1 m d
S(_zm -1 h(k)-zo dk_Znif—TEdklnh(k) dk

= ﬁf_ﬂndln(v + weik) = %ffnd (ln|v + Weikl + iArg(v n we“‘))

lLLv<w
L (= i 1 rm wsink
= Ef—nd (Arg(v + welk)) = Ef—nd (27‘[ — Arctan (m)) = {('),5 f:/, (3.14)
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donde hemos redefinido convenientemente h(k) = h(x) + ih(y) = v+ we'* | para
integrar en el plano complejo. Aqui Arg(z) hace referencia al valor principal del
argumento o fase del nimero complejo z (Asbéth et al., 2015; Schnyder et al., 2008).

Conviene reescribir en términos del valor principal como, Arg(hx,hy)z 2nn —
A %), dond hehy) = A %) es el angulo formado entre el eje A, y h
rctan (E) onde arg(hy, hy) = Arctan ) es el angulo formado entre el eje . Y hy,

nes el nimero de vueltas efectuadas sobre la curva en sentido de las manecillas del reloj,
en nuestro andlisis consideramos n = 1, es decir, solo realizamos un giro. Aqui hemos
también considerado una descomposicion polar del tipo z = re‘®, tomando el logaritmo
natural, Inz =Inr +i¢ = In|z| + iArg(z) = In|z| + i(2nrn —arg(z)) . Es importante
tener en cuenta que el valor principal del argumento Arg(z), se encuentra restringido al
intervalo [—m, ). En la ecuacion (3.14), tendremos que el winding number, ¢ = 1 cuando
se encierra al origen del plano h, — h, despues de una evolucion sobre la curva h(k), por
otro lado, ¢ = 0 sera cuando no la encierre, y en el punto de la singularidad v = w el

winding number ¢ = !, no estara definido.

3.2.2. Polarizacion eléctrica en el modelo SSH simple

Como ya hemos hablado tenemos que distinguir entre los estados del bulto y los estados
bordes de la cadena finita, puesto que, estos Ultimos poseen propiedades distintas al resto de
los estados. En la aproximacion de una cadena periddica los estados borde desaparecen, por
lo que, para estudiar las propiedades de estos estados nos quedaremos con el Hamiltoniano
de la expresion (3.1) que describe una cadena finita o abierta. En este analisis debido al
interés por describir a estos peculiares estados, hay que hacer notar que su presencia o0 no,
en la dispersion de energias del aislante juega un papel clave en la topologia del sistema.
Cabe mencionar que, el nimero de estados bordes estara directamente relacionado con la

invariancia topoldgica.
Dado que los eigenestados del Hamiltoniano (3.1) son reales podemos expresarlos como,
[n) = XN _1[CAIm, A) + CE .Im, B)] . (3.15)

Aqui los factores Cin Y CE ., son las amplitudes asociadas a cada posicion sobre la cadena
para el eigenestado|iy,,) correspondiente.
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Sustituyendo adecuadamente (3.15) en la polarizacion eléctrica, P, = %Hmln(lp|e"52|¢)

(2.22) y haciendo uso de su descomposicion espectral, obtenemos una expresion explicita

para la polarizacion eléctrica del estado «,
P, = =Imin (Zh_s e [|Chal” +|Chel]) (3.16)

donde X = ¥V %, = YN _ m[|m, AXm, A| + |m, B)(m, B|], es el operador de posicion para

. , 2 N iS5
el sistema compuesto, “e” es la carga del electron y § = N—Z Sea y = %% un operador de

muchos cuerpos, vemos que la parte imaginaria del valor esperado de este operador estara
relacionada con la polarizacion eléctrica, de aqui facilmente podemos distinguir que la
magnitud y = Im In(3p|e®X|1)) es la fase de Berry. Por lo tanto, podemos decir que la fase
de Berry es una observable salvo unas constantes de proporcionalidad y que se puede medir
por algin método como resonancia nuclear (Haider, 2017). Tenemos que aclarar que la
ecuacion (3.16) solo es valida para eigenestados puros y considerando condiciones de
frontera periddicas.

Para poder caracterizar globalmente el modelo SSH tenemos que seleccionar de forma
conveniente algunos de sus eigenestados y calcularles sus propiedades, tales como la
polarizacion eléctrica o entrelazamiento, de esta forma se capturara la tendencia general. El
sistema SSH es un sistema de 2N eigenestados, debido a su espectro de energia quiral los
etiquetamos ordenadamente como, E = {E_y,E_n41, -, E_1,E_o, Eo, E1, ..., Exy—1, Ex}, SIN
embargo, E_; = —E; entonces, E = {—Ey,—Eyn_1, ...,—E1,—Ey, Eo, E1, ..., Ey_1, Ex}. En la
region v > w (régimen trivial) no hay estados borde, entonces tenemos E, # 0, mientras
que en la region v < w (régimen topoldgico) si hay estados borde y tenemos que E, =
Eg =~ 0, bajo esta condicién E = {—Ey,—Ey_1, ..., —E1, 0,0, Ey, ..., Ey_1, Ex}. Las energias
negativas corresponden a la banda de valencia (curvas azules) (figura 3.2), las energias
positivas (curvas rosas) (figura 3.2) corresponden a la banda de conduccién. También es

importante mencionar que se cumple la relacion Ey > Ey_4 > -+ > E, > E;.

Como objeto de estudio consideremos una cadena de N = 40 celdas unitarias. Para
caracterizar a la polarizacion eléctrica elegimos del conjunto de los posibles eigenestados,

E ={-E,y,—Eso, ..., —E;,—Eg, Eg, E;, ..., E39, E4 } S0Ol0 l0s eigenestados Eg, E;, E1g Y Es3p.
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Figura 3.8. Fase geométrica acumulada o polarizacion eléctrica en el modelo SSH simple en funcion de las
amplitudes de tuneleo v para una cadena de N = 40 celdas unitarias. En la figura 3.8 (a)-(d) se presenta la
polarizacion eléctrica para (a) el estado del bultp E; , (b) el estado del bultp E,, , (c) el estado del bulto E;,
y (d) el estado borde Eg, para todos los estados se fijo el tunelaje intercelda w = 0.5.

Estamos interesados en calcular la polarizacion eléctrica ya que hemos visto que esta
observable se encuentra relacionada con la fase de Berry via el winding number y de esta
manera tendremos una forma de saber como influyen estas fases geométricas en el sistema.
En la figura 3.8 (a), se muestra la polarizacion eléctrica (2.22) en funcion de la amplitud de

tuneleo v para el estado del bulto E; y se fijé a la amplitud de tuneleo w = 0.5. Como se

observa cuando v < w (region topoldgica) tenemos P, = g , por otro lado cuando v > w

(regidn trivial) tenemos P, = 0, (“e” es la carga del electrén) donde hemos considerado
unidades naturales e = 1. En 3.8 (b) se presenta la polarizacion eléctrica para el estado del
bulto E;, y en 3.8 (c) para el estado del bulto E;, y donde se seleccioné w = 0.5. Si
comparamos las polarizaciones 3.8 (b) y 3.8 (c) con 3.8(a) vemos que al aumentar el nivel
energético de los estados bulto, E; < E;o < E3o, Se pierde el grado de la polarizacion
eléctrica en la region v < w (régimen topologico) como se observa para el estadoE;,
(figura 3.8 (b)) y si seguimos incrementando hacia estados del bulto mas energeticos E5,
vemos que solo hay polarizacion eléctrica en el punto de dimerizado topologico (figura
3.8(c)), cuando v = 0 y w # 0. Por otro lado, el comportamiento para el estado borde Eg

es bastante diferente a los estados del bulto, ya que como se aprecia en la figura 3.8 (d), el
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estado borde Eg tienen la polarizacion invertida respecto a los estados del bulto. Cabe
destacar que esta peculiar propiedad la plasmamos aqui pero no profundizamos en este
hecho. Por lo tanto, en 3.8 (d) para el estado borde tenemos que en la region v < w tiene

una polarizacién eléctricaP, = 0y en la region v > w se tiene una polarizacion eléctrica

P, =§. Es importante mencionar que debido al espectro quiral de las energias, la

polarizacién de un estado del bulto positivo E; correspondiente a la banda de conduccion
tiene una polarizacion analoga e igual en su polarizacién para el estado del bulto negativo
—E; correspondiente a la banda de valencia. Esto también se ha comprobado
numéricamente, y tiene un fundamento tedrico en la ecuacion (3.16) ya que queda
determinada por el cuadrado de los elementos de matriz de los eigenestados y por lo tanto
no depende del cambio de signo de la funcion de onda. Es por esto que solo nos
enfocaremos en describir las propiedades de los eigenestados Eg, E; , E1o Y E3g, Ya que
debido a la quiralidad del sistema tendremos que las propiedad de la polarizacion y del
entrelazamiento seran iguales a la de los eigenestados —Ez,— E; ,— E1o Y —E30.
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Figura 3.9. Diagrama de fase geométrica acumulada o polarizacion eléctrica en el modelo SSH simple en
funcién de las amplitudes de tuneleo v y w, para N = 40 celdas unitarias. Polarizacion eléctrica para los
estados (a) E;, (b) E1o , (€) E3o Yy (d) el estado borde Ej.

(@)

En la figura 3.9 (a)-(d), se presenta la polarizacion eléctrica en funcion de los hoppings v y

w, como se observa en la figura 3.9 (a) para el estado del bulto E; la region v < w
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(régimen topoldgico) queda bien definida con una polarizacion eléctrica P, = 2 y la region

v > w (régimen trivial) tiene una polarizacion eléctrica P, = 0 , por otro lado, en las
figuras 3.9 (b) y 3.9 (c) se observa como la polarizacion eléctrica se va perdiendo conforme
tendemos hacia estados del bulto mas energéticos. Este patrén ya lo vimos en la figura 3.8
(@)-(d). En la figura 3.9 (c), vemos como se ha perdido casi toda la polarizacion eléctrica en
la region v < w (régimen topologico) y solo en el punto de dimerizacion topoldgica en
donde el tunelaje intracelda v = 0 tenemos presencia de fase topoldgica y aunque la

polarizacién eléctrica se preserva diremos que se trata de un caso de polarizaciéon trivial

P,(v=0)==.

2

El comportamiento para el estado borde Ej es bastante diferente a los estados del bulto, ya
que como se aprecia en la figura 3.9 (d), los estados bordes tienen la polarizacién invertida
respecto a los estados del bulto. Cabe destacar que esta propiedad ya la plasmamos en la
figura 3.8 (d) para un tunelaje intercelda fijo en w = 0.5; sin embargo, en la figura 3.9 (d)
vemos que se cumple esto en principio para distintos valores del tunelaje w, por ende, para

el estado borde tenemos que en la region v < w se tiene una polarizacion eléctricaP, = 0

s . . -z , - e
y en laregion v > w se tiene una polarizacion eléctrica P, = >

3.3. Entrelazamiento en el modelo SSH simple

A causa, de la forma del espacio compuesto bipartito sitio®atomo del SSH simple
utilizamos la métrica de Schmidt para medir el grado de entrelazamiento, debido a su
naturaleza, la cual, mide el entrelazamiento en sistemas bipartitos. EI modelo SSH es una
cadena compuesta por atomos tipo A 6 B que se van alternando y se encuentran presentes
en cada celda unitaria. Al medir el entrelazamiento en este sistema determinamos como

cada subred se encuentra entrelazada o no respecto a la otra subred.

3.3.1. Condicién de maximo entrelazamiento y separabilidad

Para identificar cuando el sistema se encuentra maximamente entrelazado o pierde todo el
entrelazamiento y se vuelve un sistema separable conviene partir de la matriz densidad en

la forma, p4? = |48 ) (4% |. Tenemos entonces,
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ap _ on  LCnCHIm,AXn, Al + CHCFm, A)X(n, B| + C5CitIm, B)(n, A|

_ 3.17
[ mn + CﬁlCﬁlm,an’B” ( )

En donde, [4%) = TN _1[Cia 2lm, A) + CZ ,Im, B)], es el eigenestado A del sistema y cada
CY es real, debido a que el Hamiltoniano es hermitiano. En la ecuacion (3.17) hemos
omitido el indice A para simplificar la notacion, pero es importante resaltar que la matriz
densidad es propia de cada eigenestado del sistema. Ahora, calculamos la matriz reducida
sobre la dimensién externa del sistema o el nimero de celda sobre la cadena, y de esta
manera solo nos quedaremos con el grado interno del sistema el cual corresponde al tipo de

atomo A ¢ B, calculamos la traza reducida p, 5 = Trm[p,{‘B], y obtenemaos,

N|cA 2 N cA B
pr = ( Zml m,Al Zm mA~m,A (3.18)

N ~B A N|~B |2
Ym Cm aCma mlCral

En este punto podemos calcular el entrelazamiento via la expresion (1.12) para el numero

de Schmidt haciendo uso de la matriz densidad reducida (3.18). Para esto calculamos

Tr(pZ,), obtenemos,

2 2
Tr(pf,) = (chfl,ﬂz) + ( %|Crlr31,/1|2) +2(N CACE )’ (3.19)

Por lo tanto, el nimero de Schmidt para el eigenestado A queda definido como,

2 2 -1
k= (et ) + (2alenal’) +2shciacn)) @)

El maximo entrelazamiento se dara cuando K; = 2 y el sistema sera separable cuando
K; = 1. Esta condicion se puede apreciar desde la matriz densidad reducida (3.18). En
estos términos, el sistema se encontrara maximamente entrelazado si tenemos estados tipo

Bell, por lo tanto,
2 2 1
mlCnal” =EmlCaal =5 . (3.21)
y también,

m Crﬁ,acri,z =u, (3.22)
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1

un estado tipo Bell puede escribirse en la forma, |1) = =1y, A) + [, B)], con

Sl

[pa) = V2N CAlm) y [E) = V2 IN, CBIm).

3.3.2. Numero de Schmidt y vector de Bloch

Para poder tener una visualizacién del entrelazamiento en el sistema, calculamos el nimero
de Schmidt en funcién de la amplitud de tunelaje intracelda “v”, considerando una cadena
de N = 40 celdas unitarias. Andlogamente como en el anélisis de la polarizacion eléctrica,
para caracterizar al entrelazamiento elegimos del conjunto de los posibles eigenestados,

E = {—E4_0, —E39, ey _Ell _EBI EB, Ell ey E39, E40} SOIO IOS EIgenestadOS EB, El, E10 y E30.
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Figura 3.10. Entrelazamiento o ndmero de Schmidt en funcién de la amplitud de tunelaje intracelda v para el
sistema bipartito sitio®atomo del modelo SSH simple para una cadena de N = 40 celdas unitarias. En las
figuras 3.10 (a)-(d) se presentan los entrelazamientos con una amplitud de tunelaje w = 0.5 para los estados
de bulto (a) E;, (b) Eyo, () E3oY €l estado borde (d) E.

En la figura 3.10 (a), se presenta el numero de Schmidt para el eigenestado bulto E; en
funcion del tunelaje v para una cadena de N = 40 celdas unitarias, como se aprecia el pico
de méaximo entrelazamiento se encuentra justo en el punto v = w, y no se trata de ninguna

casualidad ya que es el punto de la transicion de fase topoldgica o singularidad en el
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winding number (figura 3.8 (a)). Ademéas notemos que cuando v = 0, w # 0, tenemos un
maximo entrelazamiento. Esto se debe a que nos encontramos en el limite del dimerizado
topoldgico. Vale la pena mencionar que conforme hacemos a N mas grande, observamos
que este pico se ajusta mas como una delta de Dirac justo en el punto v =w. Aqui
podemos mencionar que es por esta razon entre otras, que el entrelazamiento es un buen
caracterizador de la transicién de fase topoldgica en el sistema y por lo tanto resulta
interesante encontrar una analogia con las fases geométricas. En la figura 3.10 (b), para el
estado bulto E;, vemos que todavia esta presente el maximo entrelazamiento para el caso
extremo del dimerizado topoldgico, sin embargo, el pico de maximo entrelazamiento que
antes estaba justo en el punto v = w (figura 3.10 (a)) ahora ya no se encuentra bien
definido y se ha recorrido hacia la izquierda (figura 3.10 (b)). Esto se encuentra relacionado
con el hecho de que la region v < w (régimen topoldgico) en el que hay polarizacion
eléctrica o fase geométrica, se ha acotado para el estado bulto E;, (figura 3.8 (b)). Para la
figura 3.10 (c) vemos como practicamente el estado bulto E;, casi ya no tiene
entrelazamiento y esto lo podemos relacionar con la polarizacion eléctrica del estado E5
(figura 3.8 (c)) donde se tiene el mismo comportamiento que el nimero de Schmidt.
Ademas, notemos que para el estado Es, en el punto de dimerizado topolégicov =0y

w # 0 se preserva el maximo entrelazamiento, pero asi como la polarizacion trivial
P,(v=0) = g nos referiremos al entrelazamiento en el punto de dimerizado topoldgico

como un entrelazamiento trivial, K(v = 0) = 2.

En la figura 3.10 (d), se presenta el nUmero de Schmidt para el estado borde Ez y como se
observa tiene una robustez en el entrelazamiento debido a que en la region v < w (region
topoldgica) se tiene entrelazamiento maximo K = 2 para varios valores del tunelaje w.
Cabe destacar que en la region v > w (region trivial) el entrelazamiento se pierde y el
sistema se vuelve separable ya que K = 1. Es importante notar que para el estado borde
parece que el entrelazamiento (figura 3.10 (d)) y la polarizacion eléctrica (figura 3.8 (d)) no
guardan una relacién intrinseca y por lo tanto, aunque el entrelazamiento en el estado borde
es mas robusto este no es un caracterizador de la fase geométrica y viceversa. Sin embargo,
resulta interesante seguir estudiando su comportamiento en otros casos para ver Si esto es

una regla general y de qué manera se relaciona con los otros estados del bulto. Al igual que
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la polarizacion eléctrica debido al espectro quiral de las energias el niUmero de Schmidt o
entrelazamiento de formacion bipartito en el modelo SSH de un estado del bulto positivo E;
(banda de conduccion) tiene una polarizacion analoga e igual en su polarizacion para el
estado del bulto negativo —E; (banda de valencia). Esto también se ha comprobado
numericamente, y tiene un fundamento teérico en la ecuacion (3.20) ya que queda
determinada por el cuadrado de los elementos de matriz de los eigenestados y por lo tanto
no depende del cambio de signo de la funcion de onda. Es por esto que solo nos
enfocaremos en describir las propiedades de los eigenestados Eg, E; , E1o Y E3g, Ya que
debido a la quiralidad del sistema tendremos que las propiedad de la polarizacion y del

entrelazamiento seran iguales a la de los eigenestados —Eg,— E; ,— E1o Y —E3.
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Figura 3.11. Diagrama de entrelazamiento o nimero de Schmidt en el modelo SSH en funcion de las
amplitudes de tuneleo v y w, para una cadena con N = 40 celdas unitarias. Entrelazamiento de formacién o
ntmero de Schmidt para los estados de bulto (a) E;, (b) Eqq, (C) E3q Y €l estado borde (d) Eg.
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En la figura 3.11(a)-(d), de forma mas general hacemos un diagrama del entrelazamiento o
el numero de Schmidt para una cadena de N = 40 celdas unitarias. En la figura 3.11 (a) se
presenta el numero de Schmidt para el estado E; y como se observa para cualquier par de
tunelajes que cumplan v = w (singularidad) se tendrd un numero de Schmidt maximo

K =2, por lo que se ve una conexion intrinseca entre el entrelazamiento con la fase
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geométrica involucrada (figura 3.9 (a)) ya que el numero de Schmidt caracteriza la
transicion de fase topologica que presenta el winding number. Notemos que env =0y
w # 0 tenemos presencia de entrelazamiento por el dimerizado topoldgico. Por otro lado,
notemos que esta mejor definida la transicion de fase para v y w pequefias, y que conforme
nos alejamos de la transicion de fase el entrelazamiento se pierde en el modelo SSH simple.
En la figura 3.11 (b) vemos como la transicion de fase ya no esta tan bien definida y el
entrelazamiento sigue presente en la region v < w (régimen topoldgico) pero con menor
intensidad. En la figura 3.11 (c) por otro lado, vemos como el entrelazamiento se ha
perdido completamente, sin embargo, hay que notar que aun se ha preservado el
entrelazamiento del punto de dimerizado topoldgico. Para el estado borde (figura 3.11 (d))
vemos que el entrelazamiento es maximo en la transicion de fase topoldgica, sin embargo,
debido a su robustez, en la figura 3.11 (d) no queda aun claro en este punto si el estado
borde puede caracterizar la transicion de fase topoldgica. Para solucionar esto seguiremos

calculando el entrelazamiento en otros casos para determinar si se trata de una regla general.

Por ende, hemos capturado la tendencia del entrelazamiento o nimero de Schmidt (figura
3.11 (a)-(d)) y este es que se va perdiendo para estados bulto mas energéticos. El estado
borde es el méas robusto en entrelazamiento pero el que mejor se relaciona con las fases

geomeétricas o polarizacion eléctrica es el estado bulto E; de menor energia.

El nmero de Schmidt se encuentra ligado a la geometria de la esfera de Bloch y la relacion

estd dada en términos del vector de Bloch como, K = por lo tanto, resulta

A+’
interesante entender como estas dos magnitudes varian entre si. Una excepcion a esta regla
es cuando |r| =0 . Esto quiere decir que se contrae en el origen, hay méximo
entrelazamiento y surgen los estados de Bell. Para un eigenestado particular |i,,) podemos

calcular el vector de Bloch asociado como,

r= \/(tr[pnax]z + tr[pnay]2 + tr[pnaz]z) (3.23)

donde p,, = Tr,, (|W¥, )X, |) es la matriz densidad reducida sobre el espacio de sitio del

eigenestado|y,, ).
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Figura 3.12 Vector de Bloch en funcién de la amplitud de tuneleo v para el sistema bipartito sitioQatomo
del modelo SSH simple para una cadena de N = 40 celdas unitarias. En las figuras 3.11 (a)-(d) se presentan
las magnitudes del vector de Bloch con un tunelaje intercelda w = 0.5 para los estados del bulto (a) E4, (b)
E o, (C) E3gY el estado borde (d) Eg.

En la figura 3.12 (a)-(d) se presenta el vector de Bloch en funcion del hopping v y se ha
fijado al tunelaje w = 0.5, para una cadena de N = 40 celdas unitarias. En la figura 3.12
(a), se grafico el vector de Bloch para el estado bulto E; y se observa que en el punto de
transicion topoldgico v = w se tiene que |r| = 0 y si comparamos con la figura 3.10 (a), el
entrelazamiento es maximo en ese mismo punto K = 2 . Ademas, al igual que el nimero de
Schmidt, el vector de Bloch en el punto de dimerizado topoldgicov = 0y w # 0, tiene un
valor minimo es |r| =0, el vector de Bloch se colapsa al origen hay maximo
entrelazamiento. En cambio, cuando el vector de Bloch |[r|] - 1 tendremos un
entrelazamiento K = 1, y el sistema sera separable. Si comparamos las figura 3.12 (b) con
3.10 (b), figura 3.12 (c) con 3.10 (c) y la figura 3.12 (d) con 3.10 (d), vemos la clara
relacion entre el vector de Bloch y el nimero de Schmidt.

En principio, el vector de Bloch (Ecuacion 3.23) caracteriza al nimero de Schmidt debido a
su definicion del espacio geométrico de la esfera de Bloch que es la misma que caracteriza
a un qubit o un sistema de dos niveles y que en el modelo SSH simple puede emplearse
muy bien este enfoque debido al espacio interno o tipo de atomo A 6 B (qubit) el cual es

basicamente un sistema de dos niveles.

49



3.4. SSH extendido

Ademas de estudiar el modelo SSH simple que tiene dos amplitudes de tunelaje vy w a
primeros vecinos, también consideramos un caso mas general con una amplitud de tuneleo
extra “z” a segundos vecinos (C. Li & Miroshnichenko, 2018; Pérez-Gonzalez et al., 2018),

lo cual generaré acoplamiento no local.

Figura 3.13. SSH extendido 1D. Esta cadena para N = 6 uniceldas va alternando &tomos tipo A (rojo) y
atomos tipo B (azul) en cada celda unitaria m con amplitudes de transicion v (enlaces sencillos) y w (enlaces
dobles) correspondientes a los tunelajes intracelda e intercelda respectivamente y ademas tiene tunelaje “z” a
segundos vecinos con z > 0 (lineas verdes).

En la figura 3.13, se esquematiza el modelo SSH extendido y al igual que el SSH simple
posee un parametro de tuneleo intracelda vy uno de intercelda w, sin embargo, en este
caso ademas tenemos un tunelaje a segundos vecinos (lineas verdes) el cual es no local en
el sentido de que no se conecta con sus vecinos directos. A diferencia del SSH simple, el
caso extendido posee estados méas robustos y una topologia mas rica y que como veremos el

winding number tiene valores ¢ = 0,1, —1.

3.4.1. Hamiltoniano SSH extendido

En este caso, al incluir un tunelaje extra z al Hamiltoniano (3.1) se obtiene,
A& = Hssy + 2 Xmzi(Im + 1, B)(m, A| + h.c) (3.24)

Esta ultima ecuacion, representa el Hamiltoniano en el espacio real con tunelaje a segundos

Vecinos.
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Figura 3.14. Espectro de energias SSH extendido en el espacio real. Las energias dispersadas por la banda de
valencia son negativas (curvas azules) y las energias dispersadas en la banda de conduccién son positivas
(curvas rosas). Se observa entre las dos bandas que existen unos estados de borde (curvas rojas) que se
mantienen con energia cero para v < w + z, y que a partir de v = w + z se separan exponencialmente para
N = 100 celdas unitarias, w = 0.5y z = 0.3.

Analogamente como en la figura 3.2, la relacion de dispersion de las energias asociadas en
funcion del parametro de tuneleo intracelda v, se puede observar en la figura 3.14 para el
SSH extendido. Aqui la gran diferencia recae en que ahora los estados bordes aparecen en
la region v < w + z (regidn topoldgica). Ademas, se observa que en v > w + z (region
trivial), los estados borde comienzan a comportarse como los estados del bulto y se pierde

la robustez topoldgica debido a que los modos de energia cero desaparecen.

3.4.2. Hamiltoniano del bulto SSH extendido

Realizando un procedimiento andlogo como el caso SSH simple, podemos enfocarnos en
estudiar las propiedades del bulto considerando condiciones de frontera periddicas. Para eso

implementamos la misma transformacion de Fourier descrita en 3.1.3.

0.0 0.2 04 06 08 10
v

Figura 3. 15. Espectro de Energias del bulto SSH extendido. En este caso se aprecia que los estados metalicos
han desaparecido al usar condiciones de frontera periodicas para N = 100 celdas unitarias, w = 0.5y
z=0.3.
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Es importante notar las diferencias entre la cadena cerrada y la cadena finita, para entender
la correspondencia borde-bulto. En la figura 3.15, los estados borde desaparecen ya que se
trata de un sistema periddico, sin embargo, aun se preserva la simetria quiral en el espectro

de energias.

La matriz H(k) anéloga para este caso después de realizar la transformacion queda en la

forma,

0 v+we‘”‘+ze”‘>
H(k =( . . 3.25
() v+ wek + ze ik 0 (3.25)

Esta matriz Hamiltoniana en el espacio de momentos o matriz del bulto también la
podemos reexpresar de manera vectorial como,

H(k) = (v+ (w +z) cosk, (w — z) sink, 0) - (oy, 0y, 0,) (3.26)

En donde el winding vector asociado en este caso es H(k) = ﬁ(x) + ﬁ(y) =+
wW+2z)cosk)x + (w—2)sinky =W+ (w+z)cosk,(w—2z)sink,0). Siendo ahora
la trayectoria formada en el plano h, — h,, no un circulo sino una elipse con semieje mayor

w + z y semieje menor w — z.

Con respecto a los eigenvalores en el SSH extendido tenemos,

+ —ik ik
—& v+ we + ze
L " N =0 (3.27)
v+ we'™ +ze™ —&j
Entonces simplificando tenemos,
ef = i\/v2 +w? 4+ z%2 4+ 2v(w + z) cos k + 2wz cos 2k (3.28)

Al igual que en el SSH simple el SSH extendido tendré la misma forma en los eigenestados
la Gnica distincion es el factor que acomparia al eigenestado, aprovechando los resultados

previos (3.11) tenemos,

v+weikyze—ik i

p [Lwe tze 1 [(+e—id0

)= ). (29
1

il
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donde ¢(k) = tan? (Z—y) cuyas componentes del vector son hy =v + (w + z)cosk y

h, = (w — 2) sink, por lo tanto, en el modelo SSH extendido la curva que se trata es un

elipsoide centrado en v, con semieje mayor (w + z) y semieje menor (w — z).

—— E_metal
— E_topologico_menos
—— E_topologico_mas

Eik)
=
=)

—0.5

-15

2.0

Figura 3.16. Espectro de energias SSH extendido en el espacio k. Para el caso topolégico w > z (curva azul)
conv=0.4, w=0.2, z=0.1 y para el caso topolégico w < z (curva verde) conv = 0.4, w = 0.4,
z = 0.3, hay un gap abierto, sin embargo, para el caso metalico (curva roja)v = 0.6, w = 0.3, z=0.3 el
gap se cierra.

En la figura 3.16, hay que notar las ahora tres regiones en nuestro sistema, ya que para
v > w + z (region trivial) tenemos un gap abierto correspondiente a un aislante trivial,
mientras que en v < w + z (region topoldgica) tenemos un gap de igual forma. Pero en
este caso, se trata de un aislante topoldgico, puesto que, en este régimen aparecen los
estados de borde. Pero no sélo tenemos una clase de aislante topoldgico, sino que ahora
tenemos dos regiones topologicas, el casow > z con é = 1 (curva azul) y el casow < z
con ¢ = —1 (curva verde). Para el caso que se cierra el gap (curva roja) el aislante pasa a
ser un metal y nos encontramos en el limite v = w + z. Todavia tenemos qué sefialar que
en los dos primeros casos el gap permanece finito, sin embargo, no son topolégicamente
equivalentes entre si, ya que no se pueden conectar mediante una transformacién adiabatica
sin cerrar el gap, ademas de que esto provoca una ruptura de simetria y por lo tanto es un

punto critico no diferenciable.
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3.4.3. Diferencia entre estados borde y estados del bulto en el modelo SSH extendido:
Distribucion de probabilidades y modos de energia

Para entender el efecto que provoca el agregar un tunelaje a 24° vecinos en la distribucion
de probabilidad. Consideramos los mismos eigenestados usados en los histogramas de la
figura 3.5 (a)-(b).
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Figura 3.17. Distribucion de Probabilidades para la cadena 1D SSH extendida. Estado borde (a) y estado de
bulto (b) con pardmetros v = 0.5,w = 1,z = 0.3 para N = 40 uniceldas.

Como se aprecia en la figura 3.17 (a) la distribucion de probabilidad de los estados bordes
se encuentra ain més localizada en sus extremos del final de la cadena. Por esta razén, al
agregar este tunelaje “z” a segundos vecinos se genera una mayor localizacion de los
estados borde y evita que su probabilidad de encontrar a la particula se distribuya sobre la
cadena. Con respecto a el estado del bulto (figura 3.17 (b)), sigue siendo una distribucion
delocalizada a lo largo de la cadena similar a la observaba en la figura 3.5 (b) para el SSH
simple. Como veremos més adelante, el agregar este tunelaje a 29° vecinos genera un
mayor grado de entrelazamiento en el sistema y esto se encuentra estrechamente

relacionado con el hecho de que ahora se tiene una variedad topol6gica mas rica.
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Figura 3.18. Dispersion de energias en contra del nimero m de modos de energia sobre la cadena abierta con
N=20 celdas unitarias. Con parametros (a) v=0.5, w=1, z=0y(b)v=0.5, w=1, z=0.3.
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En la figura 3.18(a)-(b), se pueden observar las energias cero de los estados bordes en el
régimen topologico v < w (SSH simple, z =0) 3.18 (a) y v < w + z (SSH extendido)
3.18 (b) en funcién del numero o etiqueta “m” de modos de energia sobre la cadena abierta
con N = 20 celdas unitarias. Debido a la quiralidad del SSH tenemos un total de 2N = 40
modos de energia. En ambos casos, SSH simple y SSH extendido, aparecen los modos de
energia cero bajo las condiciones v <w 0 v < w + z, respectivamente, siempre en las

regiones topologicas.

3.4.4. Winding number y el modelo SSH extendido

La trayectoria cerrada en el espacio k ya no serd mas un circulo. Como ya vimos, el
winding number asociado al SSH simple esta dado por la ecuacion (3.14), la Unica
diferencia ahora es la estructura del vector ﬁ(k). Entonces, podemos escribirlo de la forma
(C. Li & Miroshnichenko, 2018),

1 (® h'(k) 1

A
d
T2t § w00 2 T 2wt ) ae MO
-1

A

1 d . .
- ik —ik
i |k ln(v + wel* + ze )
—TT
T

1 | | | |
=5 J d (ln|v +we'* + ze~*| + idrg(v + welk + Ze‘”‘))
-1

= if_nnd (Arg(v +we'* + ze‘”‘)) = %ffnd <2,T _ Arctan (MD

v+(W+z) cosk

Lv<wH+zw>z (3.30)

{0, v>w+z
-1, v<wH+zw<z

Donde hemos redefinido convenientemente h(k) = h(x) + ih(y) = v + we'* + ze =
para integrar en el plano complejo. Este andlisis es idéntico al SSH simple. en la ecuacion

(3.30), obtendremos que el winding number sera & = 1 (topol6gico) cuando se encierra al
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origen del plano h, — h, después de una evolucion sobre la curva h(k) en contra de las
manecillas del reloj, por otro lado, & = 0 (trivial) ser4 cuando no la encierre. El valor
menos intuitivo del winding number es ¢ = —1 (topoldgico), el cual tiene un valor negativo

dado a que la evolucion de la trayectoria h(k) esta en sentido contrario al convencional.

hiy]

- f Y heo
Ao

Figura 3.19. Winding number SSH extendido. Como se puede apreciar las trayectorias ahora con un z # 0
seran unas elipses, con v < w + z un aislante topoldgico (curva roja), v > w + z un aislante trivial (curva
azul) y en el caso metélico la singularidad se dard en el punto v = w + z (curva negra).

Notemos ahora en la figura 3.19 que hay puntos criticos para todo par de tunelajes que
cumplan las igualdades v = w + z y w=z. Ademas, tenemos qué mencionar que existe un
caso indefinido para v < w + z que sucede cuando w = z. Esto en la estructura de bandas
se interpreta como un colapso del gap en un punto intermedio de la banda e inmediatamente

se reabre entes de terminar el periodo.

3.4.5. Entrelazamiento y polarizacion eléctrica en el modelo SSH extendido

De acuerdo con los resultados en el SSH simple las fases geométricas o polarizacion
eléctrica estan relacionadas con el entrelazamiento involucrado y parece ser un buen
indicador de las transiciones de fase topoldgicas. A continuacion realizamos una
descripcion del entrelazamiento para el sistema SSH al agregar un tunelaje a 24° vecinos
mediante la definicion del nimero de Schmidt (3.20) y también calculamos la polarizacion
eléctrica de este modelo extendido usando la ecuacion (3.16). Mencionamos que la
importancia de relacionar estas dos cantidades recae en la necesidad de conectar métricas
de no clasicidad y observables, en este caso se trata del nimero de Schmidt y la

polarizacion eléctrica. Un dato importante en estos sistemas topoldgicos es que las
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invariantes topoldgicas son la conexion entre estas dos mediciones y esto es debido a la

forma del tensor del espacio geométrico de Hilbert (Cheng, 2010).

Antes de continuar con el analisis de las polarizaciones eléctricas y el entrelazamiento en el
modelo SSH extendido conviene realizar unas aclaraciones y simplificaciones, producto de
los resultados y observaciones del modelo SSH simple. A partir de esta seccion
realizaremos solo el calculo de la polarizacion eléctrica y el nimero de Schmidt de los
eigenestados E; y Eg. Esto es debido a que nuestro interés recae en caracterizar la topologia
y las fases geométricas a partir de métricas del entrelazamiento como el nimero de Schmidt,
y como ya vimos en los resultados anteriores conforme nos alejamos de los estados de mas
baja energia, E; < E, < -+ < Ey_; < Ey ,n0 hay una relacion entre métricas de no
clasicidad y topologia. Conviene etiquetar a partir de ahora al estado bulto E; como el

“estado bulto base” E; y para el estado borde permaneceremos con la notacion Ep y

seguiremos refiriéndonos al mismo como estado borde o estado de superficie.

(C)

Figura 3.20. Entrelazamiento y polarizacion eléctrica del sistema SSH extendido en funcion del tunelaje a
segundos vecinos z para el estado bulto base E,;. (2) Numero de Schmidt y (c) polarizacion con parametros
v=20.3, w=0.5, (b) nimero de Schmidt y (d) polarizacién con pardmetros v = 0.5, w = 0.3. Para
N = 300 celdas unitarias.

En la figura 3.20 (a)-(b) se presenta el numero de Schmidt en funcion del tunelaje a

segundos vecinos “z” para el estado bulto base E, para una cadena de N = 300 celdas
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unitarias. Se grafico en funcion de “z” debido a que este captura mejor el cambio de fase
topoldégica o winding number para el modelo SSH extendido. En la figura 3.20 (a),
utilizamos los parametros v = 0.3 y w = 0.5. Como se observa en la zona para z < 0.1, el
sistema se encuentra separable ya que el nimero de Schmidt K = 1, pero este comienza a
incrementar cuando hacemos mas grande la amplitud de tunelaje “z”, entonces, hasta
alcanzar un valor méximo en 0.3. Es importante resaltar, que a pesar de que el sistema se
encontraba inicialmente en la region v < w + z (regidén topologica, ¢ = 1) (figura
3.20(c))se tenia bajo entrelazamiento y que en el SSH extendido la condicion de maximo
entrelazamiento depende siempre del hopping z, cuando z > 0.3 en la region v < w + z
conz <w (region topoldgica, £ = 1) se mantiene el nimero de Schmidt en K = 2, sin
embargo, cuando w = z tenemos una caida del entrelazamiento ya que en este punto el
sistema sufre una transicion topologica y se cierra el gap, en la region v <w +z con

w < z (region topoldgica, ¢ = —1) aun se preserva maximo entrelazamiento.

Por otra parte notemos el comportamiento de la figura 3.20 (b)-(d), en donde los parametros
que aqui utilizamos son v = 0.5 y w = 0.3 para una cadena de N = 300 celdas unitarias.
En esta situacion tenemos méas cambios de fase (figura 3.20 (d)). Inicialmente, el sistema se
encuentra en la region v > w + z (region trivial) con una polarizacion eléctrica P, =0y
donde se tiene un nimero de Schmidt K = 1. Cuando z = 0.2 tenemos la transicion de fase
topolodgica entre la zona v > w + z (region trivial, § = 0),ylazonav<w+zconz <w
(region topologica, & = 1). Aqui la polarizacion eléctrica o fase geométrica tiene un valor

P, =2 (figura 3.20 (d)), e = 1 por unidades naturales. En la regién 0.2 < z < 0.3 tenemos
2

que z<w vy el entrelazamiento con 1 < K < 2 (figura 3.20 (b)). Cuando z =w
tendremos la transicion de fase entre las zonas z < w (region topologica, é = 1) yz > w
(regidn topoldgica, ¢ = —1)(figura 3.20 (d)). En esta transicion topoldgica se pierde el
entrelazamiento debido al cierre del gap y se reabre cuando z > w con polarizacion

eléctrica P, = —g, debido al valor negativo del winding number. Con lo que respecta al

entrelazamiento, decae lentamente (figura 3.20 (b)) conforme “z” incrementa.

En conclusién, en este sistema extendido se obtuvo un comportamiento interesante puesto
gue no solamente el nimero de Schmidt nos indica estas transiciones en los puntos criticos,
sino que, ademas, se observa que en las regiones topologicas es donde hay mas
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entrelazamiento, siendo este un medidor del grado de entrelazamiento y mostrando que de
alguna forma el caréacter topologico del espacio cuantico genera un mayor grado de
coherencia en las métricas de no clasicidad, que en este caso se trata de entrelazamiento

bipartito o nimero de Schmidt.
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Figura 3.21. Diagramas de entrelazamiento y polarizacion eléctrica en funcion de las amplitudes de tuneleo z
y w. Diagramas de entrelazamiento para (a) el estado bulto base E, y (b) para el estado borde Eg, los
correspondientes diagramas de polarizacion eléctrica para (c) el estado bulto base E, y (d) para el estado
borde Eg, se usé un parametro de tuneleo intracelda v = 0.4 y N = 100 celdas unitarias.

(C)

w

-

En la figura 3.21 (a)-(b), se observa la relacion del entrelazamiento para una cadena de
N = 100 celdas unitarias en funcién de los tunelajes z y w con v = 0.4, para el estado
bulto base E; y el estado borde Eg, respectivamente. A su vez en las figuras 3.21 (c)-(d), se
presentan los diagramas de polarizacion eléctrica para el estado bulto base E, y el estado
borde Eg, respectivamente. En la figura 3.21 (a) vemos que en la condicion z = w se pierde
el entrelazamiento y el sistema se vuelve separable. En ese mismo punto en la figura 3.21
(c) la polarizacion eléctrica tiene una divergencia debido a que se trata de una singularidad
del winding number. Por otra parte se aprecia la division de las 3 regiones tanto en el
entrelazamiento (figura 3.21 (a)) como en la polarizacion (figura 3.21 (c)). En la region
0.4 >w+z (region trivial, £ =0 ) tenemos una polarizacion eléctrica P, =0 y

entrelazamiento o nimero de Schmidt K = 1 siendo este un sistema separable, mientras
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que en las regiones topoldgicas se logra un entrelazamiento maximo K = 2 sin distincion
entre las dos region topoldgicas, sin embargo, esto no sucede con la polarizacion eléctrica

ya que en la region 0.4 <w 4+ z conw > z (region trivial, ¢ = 1) (figura 3.21 (c)) se

tiene P, = gy en laregion 0.4 < w + z con w < z (region trivial, § = —1) (figura 3.21 (c))
se tiene P, = —g. En la figura 3.21 (b) se presenta el numero de Schmidt para el estado

borde Ez. Como se observa, podemos notar que tiene un comportamiento similar al estado
bulto base Eg pero en este caso tenemos un entrelazamiento mas robusto K = 2 en casi
toda la region topologica y de K = 1 para la region trivial, sin embargo, no sucede lo
mismo con la polarizacion eléctrica (figura 3.21 (d)) debido a que su comportamiento es
opuesto al del estado bulto base Ej, ya que en ambas regiones topologicas tenemos una
polarizacion eléctrica, P, = 0y en la region v > w + z (region trivial) se tiene dos valores
para la polarizacion, cuando z > w (winding number, ¢ = —1) (figura 3.21 (d)) yw > z
(winding number, ¢ = 1) (figura 3.21 (d)). Por estos diagramas notamos que aungue nos
encontremos en la region topoldgica, eso no garantiza que haya entrelazamiento para toda
conjunto de w y z, sino que hay una regién por encima de la cual se vuelve méaximo el
entrelazamiento. Tenemos que aclarar aqui, que a diferencia del entrelazamiento que en su
comportamiento parece ser similar entre el estado bulto base Ej y el del estado borde Ejp,
en la polarizacion eléctrica el estado borde Ey tiene un comportamiento inverso al estado

bulto base E,.
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3.5. Modelo SSH simple y extendido parametrizado adiabatico 9

En las secciones previas hemos descrito al modelo SSH simple y SSH extendido asi como
también caracterizamos sus entrelazamientos y polarizaciones eléctricas que se relacionan
con su topologia. Ademas, se ha encontrado una relacion estrecha entre el numero de
Schmidt y el winding number, sin embargo, queda la cuestion de qué pasaria si
parametrizamos a los hoppings v(9), w(®9) y z(9) bajo una transformacién dependiente de
otro parametro 9. A grandes rasgos podemos decir que tendriamos una descripcion del
modelo mas completa (Lang et al., 2018; Lieu, 2018; Pérez-Gonzalez et al., 2018), tanto en
la parte de la topologia o fases geométricas y por otro lado, tendriamos mas cambios en el

entrelazamiento.

Para considerar una modelacion paramétrica, hacemos que los tunelajes del Hamiltoniano

sean dependientes de una variable 9. EI Hamiltoniano se puede escribir entonces,
H®) = v(®) Xm=1(Im, AXm, B| + h.c) + w(®) X325 (Im + 1, AXm, B| + h.c) (3.31)

Por fines de simplicidad, parametrizamos a v(¥) = v, + cos(¥) y fijamos w(¥) =1, y
donde, tenemos la relacion 9 = wt. Por condicion adiabatica imponemos w <« 2?" 0 bien,

T— oo tal que el periodo de la evolucién en 9 es lo suficientemente prolongado o suave, y
se siga cumpliendo el teorema adiabatico en que el sistema no colapse el gap y permanezca

en un estado estacionario invariante.

Figura 3.22. Dispersion de energias para el SSH simple con dependencia 9. Consideramos N=40 celdas

unitarias, v, = 0.5y z(J9) = 0. (a) Cadena abierta y (b) cadena con condiciones de frontera periodicas.

Graficamos los eigenvalores de la ecuacion (3.31) y se aprecia en la figura 3.22 (a) para una
cadena abierta de N=40 celdas unitarias, como los estados topoldgicos o estados borde
(curva negra y roja) se protegen durante un intervalo 9 y llegan a un punto critico en el que
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desaparecen (figura 3.22 (a)). Conforme mayor sea el periodo de evolucion en 9 estaran
presentes los estados borde. De igual forma, en este modelo (3.31) si consideramos
condiciones de frontera periddicas (figura 3.22 (b)) los estados borde desaparecerdn como

sucedi6 en la figura 3.3 debido a la transformada de Fourier.

Figura 3.23. Dispersion de energias SSH extendido con dependencia 9. Consideramos N=40 celdas unitarias,
v, = 0.5y un tunelajes w(d)= 1, z(9)= 0.3. (a) Cadena abierta y (b) cadena con condiciones de frontera
periddicas.

También se hizo un proceso analogo para el SSH extendido como se observa en la figura
3.23 (a)-(b) para una cadena de N=40 celdas unitarias y se sigue observando esta proteccion

de los estados topologicos (curva negra y roja) (figura 3.23 (a)) para una cadena abierta,
aunque ahora los puntos de colapso de los estados del bulto en los intervalos [g, ]y [m, 37”]

desaparecieron (figura 3.23 (a)) y mas bien se trata de una distorsion en las energias en esa
region, en la figura 3.23 (b) se presenta el espectro de energias para el caso de una cadena

cerrada.

3.5.1. Entrelazamiento y vector de Bloch dependiente de 9 para el modelo SSH simple
y extendido

Considerando el Hamiltoniano de la ecuacién (3.31), tendremos funciones de onda que

varian en 9 y que podemos expresar como,

V() = Z=a[Cn () Im, A) + CF, 1 (8)|m, B)] (3:32)
donde ahora los coeficientes de la expansion Cr . (9) y € ,(9) cambiaran en funcién de 9.
El numero de Schmidt de un eigenestado puro puede expresarse analogamente como la

expresion (3.20) quedando de la forma,
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@) = (e F) + (BeiaoF) +2(2h choct,m)) 639

Donde ahora el nimero de Schmidt es dependiente del parametro 9 via los coeficientes
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Figura 3.24. Numero de Schmidt dependiente de 9. Se considerd una cadena abierta con N=40 celdas
unitarias, para el caso SSH simple con parametros v, = 0.5, w(9) = 1y z(9) = 0 se presenta para (a) el
estado bulto base E, y (b) el estado borde Eg, para el caso SSH extendido con parametros v, = 0.5,
w(@) = 1y z(I9) = 0.3 se presenta (c) estado bulto y (d) estado borde.

Haciendo uso de la ecuacién (3.20) calculamos el nimero de Schmidt con dependencia en
9 de una cadena de N=40 celdas unitarias. En la figura 3.24 (a), se presenta el
entrelazamiento para el estado bulto base £, donde se tienen los parametros v, = 0.5,
w@) =1y z(®) =0, en la figura 3.24 (b) se presenta el entrelazamiento para el estado
borde E, bajo los mismos parametros v, = 0.5, w(d9) = 1y z(¥) = 0. En la figura 3.24 (c)
se presenta el entrelazamiento para el estado bulto base £, donde se tienen los parametros
v, = 0.5, w(¥) = 1y z(I) = 0.3, en la figura 3.24 (d) se presenta el entrelazamiento para

el estado borde E, bajo los mismos parametros v, = 0.5, w(d9) = 1y z(¥) = 0.3.

Existen dos tipos de entrelazamiento maximo en la figura 3.24 (a)-(d) y estos estan
determinados por, la condicién de transicién de fase topolégica v(¥) =w(d) y la

condicion de dimerizacion topologica cuando v(¥9) = 0. Analizando la figura 3.24 (a)
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vemos que hay cuatro picos de maximo entrelazamiento, los picos en los angulos 19’1,2 =

T 51 . . . .y ;.
35 corresponden a entrelazamientos que caracterizan la transicion de fase topoldgica

cuando v(9¥) = w(¥), entonces se cumple que 1 = v, +cosd 1, > 91, = cos™ (1 —
vp,). Para los otros picos de maximo entrelazamiento en los angulos ¥, , = 2?”4?” estos
ocurriran en la condicion de dimerizacion topologica, es decir, cuando v(9) = 0 = v, +
cos ¥y, = Y5, = cos~!(—1,). Por lo tanto, los picos de las subsiguientes figuras

corresponderan a estas situaciones, en la siguiente seccion analizamos con mas detalle la

diferencia de los estados presentes en ambas situaciones de maximo entrelazamiento.

Si comparamos la figura 3.24 (a) con 3.22 (a) y la figura 3.24 (c) con 3.23 (a), vemos que el
estado bulto base E, tiene sus picos de maximo entrelazamiento en los puntos en el que el
gap se cierra, en estos puntos el estado bulto base se colapsa a una energia E = 0. Con lo
que respecta al entrelazamiento en el caso del sistema extendido (figura 3.24 (c)) se observa
un mayor grado de entrelazamiento durante el periodo de evolucién, comportamiento que
ya habiamos observado en las figuras 3.19-3.20. Con respecto al estado borde E; en el
modelo SSH simple v, = 0.5, w(¥) = 1y z(9) = 0, observamos en la figura 3.24 (b) tres
regiones de méaximo entrelazamiento mientras que en el modelo SSH extendido con
v, = 0.5, w(@) =1yz®) = 0.3.
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Figura 3.25. Vector de Bloch dependiente de 9. (a) Vector de Bloch para el estado bulto base E; y (b) estado
borde Eg, con z = 0. (c) Vector de Bloch para estado del bulto y (d) estado borde, con z(39)= 0.3. Con
parametros N=40 celdas unitarias y v,, = 0.5.

A su vez se calcul6 el vector de Bloch (3.23), en la figura 3.25 (a)-(d) se observa que el
vector de Bloch de una cadena de N = 40 celdas unitarias asociado a estos casos y se tiene
una correspondencia directa con el numero de Schmidt siendo esta inversamente
proporcional, o sea que en el punto de maximo entrelazamiento sera correspondiente a un
punto minimo R(¥9) = 0, por lo tanto, el vector de la esfera de Bloch se colapsa al origen.
En la figura 3.25 (a), se presenta el vector de Bloch para el estado bulto base E,donde se
tienen los parametros v, = 0.5, w(¥) = 1y z(9) = 0, en la figura 3.25 (b) se presenta el
vector de Bloch para el estado borde E bajo los mismos parametros v, = 0.5, w(¥) = 1y
z(¥) = 0. En la figura 3.25 (c) se presenta el vector de Bloch para el estado bulto base E;
donde se tienen los parametros v, = 0.5, w(¥) = 1y z(9) = 0.3, en la figura 3.25 (d) se
presenta el vector de Bloch para el estado borde E con los mismos parametros v, = 0.5,
w(@) =1y z(®) = 0.3. Comparando la figura 3.24 (a)-3.25 (a), 3.24 (b)-3.25 (b), 3.24 (¢)-
3.25 (c) y 3.24 (d)-3.25 (d), vemos que cumplen con la condicion R(¥) = 0, para K = 2

sistema maximamente entrelazado y R(9) = 1, para K = 1 sistema separable.
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Figura 3.26. Diagramas de entrelazamiento variando 9 y w. (a) estado bulto base E; y (b) estado borde Ep,
con z(¥) = 0, (c) estado bulto base E; y (d) estado borde Eg, con z(¥) = 0.1, (e) estado bulto base E, y (f)
estado borde Ep , con w(¥) = 1y z(¥) = 0.3. Parametros fijos, N=40 celdas unitarias y v, = 0.5.

Se realizaron los diagramas para el nimero de Schmidt para una cadena de N=40 celdas
unitarias(figura 3.26(a)-(f)) en funcion del tunelaje parametrico w(:9) con valores en un
intervalo [0,1] y el parametro adiabatico ¥ como se muestra en la figura 3.26 (a)-(d), donde
el tunelaje v = 0.5 + cos¥. En la figura 3.26 (a), se presenta el numero de Schmidt para el
estado bulto base E, con v, = 0.5y z(9) = 0. En la figura 3.26 (b), se observa el nimero
de Schmidt para el estado borde E bajo los mismos parametros v, = 0.5y z(¥) = 0. En la
figura 3.26 (c), se obtuvo el nimero de Schmidt para el estado bulto base E, con v, = 0.5y
z(9) = 0.1. En la figura 3.26 (d) tenemos un nimero de Schmidt para el estado borde Eg
conv, = 0.5y z(9) = 0.1. En la figura 3.26 (e), se tiene el nimero de Schmidt para el
estado bulto base con v, = 0.5y z(9) = 0. En la figura 3.26 (f), se presenta el numero de

Schmidt para el estado borde con v, = 0.5y z(9) = 0.
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En conclusidn, se aprecia que conforme el tunelaje z(9) incrementa, el entrelazamiento se
vuelve méas robusto, es importante hacer notar también que el entrelazamiento en los

estados bordes es mayor que en los estados presentes en el bulto.
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Figura 3.27. Diagramas del vector de Bloch variando 9 y w. (a) estado bulto base E; y (b) estado borde Eg,
con z(¥9) = 0, (c) estado bulto base E;y (d) estado borde Eg, con z(9) = 0.1, () estado bulto base E, y (f)
estado borde Eg, con z(9) = 0.3. Parametros fijos, N=40 celdas unitarias y v, = 0.5.

En la figura 3.27 (a)-(d), se presenta el vector de Bloch bajo los mismo casos de la figura
3.26 (a)-(d) y como hemos encontrado anteriormente al comparar la figura 3.24 y 3.25, en
este caso tenemos la misma relacion directa entre el vector de Bloch y el entrelazamiento.
Comparando la figura 3.27 (a)-3.26 (a), 3.27 (b)-3.26 (b), 3.27 (c)-3.26 (c), 3.27 (d)-3.26
(d), 3.27 (e)-3.26 (e) y 3.27 ()-3.26 (f), vemos que se cumple la condicién, R(¥9) = 0 para
K = 2 sistema maximamente entrelazado y R(9) = 1 para K = 1 sistema separable, tanto

para los estados del bulto y los estados borde.
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3.5.2. Polarizacion eléctrica dependiente de 9 para el modelo SSH simple y extendido

Con lo que respecta a las fases geométricas también se calculd la polarizacion eléctrica (3.16), pero
en este caso se modulo a la funcién de onda [, (19)), de tal forma que,

Po(®) = - ImIn (Ehes ™ [|CAL ] + [CRL]) (3:34)

Donde ahora la polarizacion eléctrica es dependiente del parametro 9 via los coeficientes
Cina(®) Y Ch 2 (9).
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Figura 3.28. Polarizacion eléctrica modulando 9. (a) Estado bulto base E; y (b) estado borde Epg,

con z(9) = 0, (c) estado bulto y (d) estado borde, con z(99) = 0. 3. Parametros fijos, N=40 celdas
unitarias y v, = 0.5.

En la figura 3.38 (a)-(d), se presenta la polarizacion eléctrica para una cadena de N = 40
celdas unitarias en funcion del parametro 9. En la figura 3.28 (a) se presenta la polarizacion
electrica para el estado bulto base E, con v, = 0.5, w(¥) = 1y z(99) = 0. En la figura 3.28
(b), se tiene la polarizacion para el estado borde E; con v, = 0.5, w(¥) = 1y z(9) = 0.
En la figura 3.28 (c), se presenta la polarizacion para el estado bulto base E, con parametros
v, = 0.5, w(@¥) = 1y z(¥) = 0.3. En la figura 3.28 (d), polarizacion del estado borde Ej
conv, = 0.5, w(@¥) =1y z(®) = 0.3. En la figura 3.28 (a), hay unos puntos especiales

que analizaremos con mas detalle, asi como también, los estados presentes y amplitudes.
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Figura 3.29. Diagramas de fase variando 9 y w. (a) estado bulto base E, y (b) estado borde Eg, con z = 0,
(c) estado bulto y (d) estado borde, con z = 0.1, (e) estado bulto y (f) estado borde, con z = 0. 3. Parametros
fijos, N=40 celdas unitarias y v, = 0.5.

En la figura 3.29 (a)-(d), se determinaron los diagramas de fase geométrica o polarizacion
eléctrica para los mismos casos correspondientes a la figura 3.26-3.27. Si comparamos la
figura 3.29 (a)-3.26 (a), 3.29 (b)-3.26 (b), 3.29 (c)-3.26 (c), 3.29 (d)-3.26 (d), 3.29 (e)-3.26
(e) y 3.29 (f)-3.26 (f), encontramos un comportamiento muy parecido, siendo las regiones
topoldgicas con fase acumulada 0 — 7 las que estaran asociadas a un nimero de Schmidt
maximo, esto se cumple para los estados del bulto, sin embargo, en el caso de que se traten
estados borde vemos en que al comparar 3.29 (b)-3.26 (b), 3.29 (d)-3.26 (d) y 3.29 (f)-3.26
(f) hay una relacion opuesta entre la polarizacion eléctrica y su entrelazamiento, debido a
que las condiciones de fase geométrica en la polarizacién para los estados borde se han

invertido, situacién similar a la previamente descrita en la figura 3.20 (a)-(d).
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3.6. Analisis de las amplitudes de los estados y condiciones de entrelazamiento para los
modelos SSH simple, extendido y modulado 9

Es importante conocer qué tipo de estados hay en el sistema y como estos se comportan,
para esto estudiamos la distribucion de la funcion de onda a lo largo de la cadena en
funcion de las amplitudes de tuneleo vy w en el modelo SSH simple y en funcion de las
amplitudes de tuneleo v, w y z en el modelo SSH extendido. Hemos expuesto previamente
que la fisica de interés relacionada con las transiciones de fase topoldgica queda
caracterizadas por el “estado bulto base” E; y el estado borde Ep, por ende, aqui
presentamos para el modelo SSH simple los estados de las figuras 3.10 (a) y 3.10 (d)
correspondientes a su nimero de Schmidt, por otro lado, en el modelo SSH extendido se
presentan los estados relacionados a la figura 3.20 (a) y 3.20 (b), y para el modelo SSH

modulado 9 los estados relacionados a la figura 3.24 (a)-(d).
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Figura 3.30. Distribucién de amplitudes por sitio para el modelo SSH simple respecto de la figura 3.10 (a) y
3.10 (2). Para una cadena de N = 40 celdas unitarias el estado bulto base £, ()w = 0.3 ,v = 0.5, (c)w =
0.5, v=05y (&) w=10.5,v=0.3, vy el estado borde Ez (b)w =0.3 ,v =0.5, (d)w=0.5,v =05y
Hw=05,vr=03.
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En la figura 3.30 (a)-(f), se presenta la distribucion de de amplitudes en funcién de la
posicion sobre la cadena “m”, notamos que para el caso del estado Ej en la region v > w
(regidn trivial) (figura 3.30 (a)) presenta un nodo en la parte central de la cadena, cuando
v < w (region topoldgica) (figura 3.30 (e)) desaparece el nodo y la distribucion tiene un
comportamiento homogéneo sobre la cadena. En el caso del estado borde vemos que en la
region v > w (region trivial) (figura 3.30 (b)) su distribucion es parecida a la del estado E
pero cuando v < w (regidn topolégica) (figura 3.30 (f)) la distribucion de la amplitud se
encuentra mayoritariamente distribuida en los bordes de la cadena debido a la fase
geométrica. En el caso del punto de transicion de fase topoldgico v = w para ambos
estados no esta de todo claro el comportamiento de la amplitud, para entender el tipo de
estado presente en cada distribucidn analizaremos si se cumplen las condiciones de Bell o
maximo entrelazamiento (Ecuacion 3.21-3.22) mediante la matriz densidad reducida de

cada estado (figura 3.30 (a)-(f)) (En el apéndice 7 se analiza con méas detalle este punto).

020 04 mm pma

@ by

010 02

01
00 I.'.'I
-01
-0.2

-03

005
0.00

Amplitud
Amplitud

-0.05

-0.10
-0.15

-0.20 -04

(C) 010 (d) 010

Amplitud
'

Amplitud
.

(€e) o= d =

Amplitud

Amplitud
]
a2 2

0 5 w15 0w B W B W@ 0 5 1 15 2 3 I I 4
sitios sitios

Figura 3.31. Distribucién de amplitudes por sitio para el modelo SSH extendido respecto de la figura 3.20 (a).
Para una cadena de N = 40 celdas unitarias y tunelajes w = 0.5y v = 0.3, para el estado bulto base E,

con(a)z=0.4,(c)z=0.5y(e) z= 0.6, y el estado borde Egcon (b)z=10.4,(d)z=0.5y (fjz=0.6.

Por otra parte, resulta importante conocer qué tipo de estados son los que se encuentran

presentes en el SSH extendido, por esto en las figuras 3.31-3.33 se muestran las
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distribuciones de las amplitudes por sitio. Con respecto a la figura 3.31(a)-(f) esta es la
distribucion de amplitudes por sitio de la figura 3.20 (a), notemos que en esta situacion nos
encontramos en un intervalo de regiones topoldgicas que va de una fase geométrica
m — —, se calculo la distribucion de amplitudes para el estado E, y el estado borde Ej, y
se encontrd que en ambos estados se presenta una inversion en la distribucion de las
amplitudes por sitio al sufrir una transicion de fase topoldgica # — —m, aun mas, parece ser
que en el punto critico w = z la funcion de onda en ambos estados parece comportarse por

cada sitio sobre la cadena como un estado Bell de maximo entrelazamiento |y) =
YNa;|p;), con |¢;) = %(Ii,A) + |i, B)) (Apéndice 7), por ende este hecho resulta ser

invariante respecto al estado del que se trate.
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Figura 3.32. Distribucién de amplitudes por sitio para el modelo SSH extendido respecto de la figura 3.20 (b).
Para una cadena de N = 40 celdas unitarias y tunelajes w = 0.3 yv = 0.5 para el estado bulto base E; con
@z =10.15, (b) z= 0.2, (c) z=0.25, (d) z=0.3, () z=0.35, (f) z= 0.5, con parametros v = 0.5,
w = 0.3y N = 50 sitios.
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Figura 3.33. Distribucién de amplitudes por sitio para el modelo SSH extendido respecto de la figura 3.20 (b).
Para una cadena de N = 40 celdas unitarias y tunelajes w = 0.3 yv = 0.5 para el estado borde Eg con
(z=10.15, (b)z=10.2, (c)z=0.25, (d)z=10.3, (¢) z= 0.35, (f)z = 0.5, con parametros v = 0.5,
w = 0.3y N = 50 sitios.

El otro caso de interés es la distribucion de probabilidades para la figura 3.20 (b), para esto
la figura 3.32 (a)-(f) representa la distribucion de amplitudes del estado bulto E, de dicho
caso, de igual manera la figura 3.33 (a)-(f) lo es solo que en esta se trata de un estado borde
E 5. Para estas distribuciones de amplitud nos encontramos en una region mas rica en fases
ya que tenemos dos transiciones de fase, 0 » wy ™ — —m, tenemos que hacer notar que
para ambos estados de bulto E, y de borde Eg tenemos un mismo fendmeno en la
distribucion por sitio ya que independientemente de la transicion de fase, trivial-topoldgica
0 topoldgica-topoldgica es similar su comportamiento, sin embargo, tenemos que resaltar
que en el punto critico de la transicion de fase trivial-topologica, v = w + z, tiene una
distribucion compleja debido a que es un punto de degeneracion en el sistema y lo mas
importante es que no se trata de un estado de Bell (figura 3.32 (b)-figura 3.33
(b))(Apéndice 7), por otro lado, en el punto critico w = z donde ocurre la transicion de
fase topoldgica-topoldgica aparece nuevamente un estado de maximo entrelazamiento tipo
Bell (figura 3.32 (d)-figura 3.33 (d)).
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Figura 3.34. Distribucién de amplitudes por sitio para el modelo SSH modulado 9 respecto de la figura 3.24
(a)-(b). Para una cadena de N = 40 celdas unitarias y tunelajes w(¥) =1, v, = 0.5y z(9) = 0, para el

2

estado bulto base £, con (a) ¥ = g (b)Y = 5 (©9 = %”y ) 9= 5?” y para el estado borde Ey con (b)
2 5

19=§,(d)19= T Ho=0y(h) 9=

3 3
Para el modelo SSH simple modulado 9, en la figura 3.34 (a)-(h) se presenta la distribucion

de amplitudes por sitio m sobre la cadena de N = 40 celdas unitarias con tunelajes w(9) =

1,v, =0.5yz(I) = 0. En el caso del estado Eja una 9 =§ (Figura 3.34 (a)) la relacion

de distribucion de amplitud es igual a la que se tiene a una 9 = 5?” (Figura 3.34 (d)) estas

dos distribuciones se encuentran relacionadas a los picos de entrelazamiento maximo que se
producen a causa de la transicion de fase topoldgica v(9) = w(¥) y el cual tiene un

entrelazamiento maximo K(v(¥9) = w(9)) = 2, por otro lado, también vemos que la
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distribucion de amplitud en 9 = 2?" (Figura 3.34 (b)) y9 = 4?" (Figura 3.34 (c)) son
iguales debido a que estan relacionados a la misma condicion de dimerizacion topoldgica

v(9) = 0, el cual tiene un entrelazamiento maximo K (v(9) = 0) = 2. En el caso para el
estado borde tenemos que los puntos 9 =§ (Figura 3.34 (e)) Yy = 5?” (Figura 3.34 (h))

tiene una distribucion de amplitud igual. Esto se debe a que en esos valores de 9 se alcanza

el punto de transicion de fase topoldgica v(9) = w(99) donde hay un entrelazamiento

maximo K (v(9) = w(¥9)) = 2, por otro lado, en la figura 3.34 (f) con 9 = 2?” el estado se

27T

vuelve separable ya que K (19 = ?) = 1y para la figura 3.34 (g) con 9 = 0 tenemos una

distribucion de amplitudes por sitio homogénea sobre la cadena. El entrelazamiento es

méaximo K (9 = 0) = 2 y los estados presentes son tipo Bell (Apéndice 7).
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Figura 3.35. Distribucién de amplitudes por sitio para el modelo SSH modulado 9 respecto de la figura 3.24
(c)-(d). Para una cadena de N = 40 celdas unitarias y tunelaje w(¥) =1, v, = 0.5y z(¥) = 0.3, para el
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estado bulto base E; con (a) 9 = g (b)9 = 2?" (©)9 = %ﬂy d) 9= 5?" y para el estado borde Eg con (e)

9=3M0="7.@9=0y(M 9=27

3
Para el modelo SSH extendido modulado 9, en la figura 3.35 (a)-(h) se presenta la
distribucion de amplitudes por sitio m sobre la cadena de N = 40 celdas unitarias con

tunelaje w(¥) =1, v, = 0.5y z(¥) = 0.3. En el caso del estado Eza una =§ (Figura

51

3.35 (a)) la relacion de distribucion de amplitud es igual a la que se tiene a unad = 5

(Figura 3.35 (d)) estas dos distribuciones se encuentran relacionadas a los picos de
entrelazamiento maximo que se producen a causa de la transicion de fase topologica
v(9) = w()y el cual tiene un entrelazamiento maximo K (v(9) = w(9)) = 2, por otro
lado, también vemos que la distribucion de amplitud en 9 = 2?” (Figura 3.35 (b)) y9 = 4?”
(Figura 3.35 (c)) son iguales debido a que estan relacionados a la misma condicion de

dimerizacion topoldgica v(9) = 0, el cual tiene un entrelazamiento maximo K(v(9) =

0) = 2. En el caso para el estado borde tenemos que los puntos 9 = = (Figura 3.35 () y
3

9 = 5?” (Figura 3.35 (h)) tiene una distribucion de amplitud igual esto se debe a que en esos

valores de ¥ se alcanza el punto de transicion de fase topologica v(¥9) = w(¥9) donde hay

un entrelazamiento méximo K (v(9) = w(¥9)) = 2, por otro lado, en la figura 3.35 (f) con

2 . . . 7
9 = ?" el estado se vuelve mas robusto debido a que el estado se localiza més en los

bordes y K (19 = 2?”) = 2, para la figura 3.35 (g) con ¥ = 0 tenemos una distribucion de
amplitudes por sitio homogénea sobre la cadena, en este caso el entrelazamiento es maximo

K(9 = 0) = 2y los estados presentes son tipo Bell (Apéndice 7)

Como conclusiones de esta seccién encontramos que los maximos de entrelazamiento en el
modelo SSH estan representados por estados tipo Bell. Con respecto a estos maximos de
entrelazamiento tenemos dos condiciones que los producen, estas son, la transicion de fase
topologica v(¥) = w(9) Y la dimerizacion topoldgica v(9) = 0. También se encontrd que
los estados borde en su region topologica producen una distribucion de amplitud por sitio
mayoritariamente en los bordes de la cadena y éstos generan estados de maximo
entrelazamiento tipo Bell debido a la robustez de estos estados. Por otra parte, los maximos

de entrelazamiento en el modelo SSH simple y SSH extendido estuvieron caracterizados
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por presentar estado tipo Bell, sin embargo, en el modelo SSH extendido se tuvo mas

regiones de entrelazamiento tipo Bell debido a la presencia de fase geométrica.

3.7. Correlaciones cuanticas: ensamble térmico

En sistemas compuestos, resulta interesante entender como estos sistemas cuanticos
conjuntos se encuentran compartiendo informacién entre subsistemas, en particular, los
efectos térmicos siempre son de interés puesto que éstos se encuentran presentes en muchos
sistemas reales, y es en este contexto donde indagaremos como las correlaciones cuanticas

se relacionan con ciertas observables y codifican la informacion cuéntica del sistema.

3.7.1. Variables termodinamicas y distribucion de probabilidad

Si se considera un ensamble candnico (Apéndice 4), en el cual no hay flujo de materia y la
temperatura permanece constante, el sistema SSH bajo este bafio térmico esta sujeto a
correlaciones termodinamicas, las cuales generan excitaciones a altas temperaturas y a
bajas temperaturas el sistema primordialmente esta descrito por sus estados de menor

energia.

@ . (b) -

000 025 050 075 100 125 150 175 200 000 025 050 075 100 125 150 175 200
T T

Figura 3.36. Entropias de informacion termodinamica. @) w =0.5, T=0.005y (b)w=0.5, T= 0.5,
son las entropias en funcién del tunelaje v; (c) w=0.6, v=0.1y (d) w=0.5, v=0.5, son las
entropias en funcion de la temperatura, N = 40 uniceldas y el tunelaje a 29° vecinos z =0 .
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En la entropia temodinamica via la expresion de Shannon (Apéendice 4) (figura 3.36 (a)-(d)),
se observa en la figura 3.36 (a) que la entropia en funcion de la amplitud de tuneleo v con
un tunelaje w = 0.5 y una temperatura muy baja T = 0.005, decrementa conforme v
aumenta. Es importante resaltar que en la region v < w (régimen topoldgico) tenemos mas
entropia que en la region v > w (régimen trivial); que el aumento en la temperatura
provoca mayor grado de mezcla estadistica y por ende un aumento en la entropia, ademas

hay que notar que en v < w hay mas entropia.
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Figura 3.37. Capacidad calorifica y fluctuacion de la energia para una cadena de N = 40 uniceldas . (a) w =
0.6, v=0.1,c)w=0.5, v=0.5 y(e)w=0.1, v = 0.6, son las capacidades calorificas en funcion
de la temperatura; (b) w=0.6, v=0.1, (d) w=0.5, v=0.5y (f w=0.1, v=0.6, son las
fluctuaciones en la energia asociadas. Se considero siempre el tunelaje a 2%° vecinos z = 0.

En la figura 3.36 (b), se presenta a la entropia en funcion de la amplitud de tuneleo v con
tunelaje w = 0.5 pero ahora tenemos una temperatura mas elevada que en la figura 3.36 (a)
y como se aprecia vemos que la entropia decae més lentamente conforme v aumenta,

todavia vemos que en la region v < w (régimen topoldgico) hay mas entropia de
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informacion que en la region v > w (régimen trivial); sin embargo, el cambio de la
entropia entre las dos regiones no es tan diferente y como vemos, el efecto de la
temperatura suaviza esta transicion topoldgica. En la figura 3.36 (c) y 3.36 (d) se presentan
las entropias en funcion de la temperatura T con parametros w = 0.6, v =01y w =

0.5,v = 0.5, respectivamente.

Con respecto a la capacidad calorifica (figura 3.37 (a)-(f)), se ve que hay un
comportamiento de tipo Schottky (Souza et al., 2016) en la figura 3.37 (a) la cual se ha
graficado en funcién de la temperatura T con parametros de hopping v = 0.1y w = 0.6
(region topologica, v < w). ElI comportamiento tipo Schottky es el fendmeno en el que la
capacidad calorifica tiene picos maximos a bajas temperaturas como se observa en la figura
3.37 (), estos dos picos en la anomalia Schottky surgen debido a que en el régimen de
bajas temperaturas solo los dos estados de mas baja energia contribuyen significativamente
en la descripcién del ensemble a la capacidad calorifica, el primer pico que se observa en
T < 0.1 tiene asociado una brecha de energia Ae, = &, — &, Yy el segundo tiene una brecha
de energia Ae; =& —¢,. El primer pico Ae, desaparece en el régimen de altas
temperaturas y sélo la brecha asociada al primer estado excitado y el estado base importa.
Por otro lado, para el caso metalico (figura 3.37 (c)) se fijo a los tunelajes en v = w = 0.5,
se observa que cuando el gap se cierra en el punto v = w la anomalia Schottky desaparece.
En la figura 3.37 (e), se utilizaron los tunelajes v = 0.6 y w = 0.1 (region trivial, v > w),
se aprecia que tiene el mismo comportamiento tipo Schottky que en la figura 3.37 (a), por
lo tanto, podemos decir que la anomalia Schottky no es propia de la region topoldgica sino
que es posible que esté presente en ambas regiones del modelo SSH simple. En el caso de
la fluctuacion de la energia (figura 3.37 (b)-(d)-(f)) se ve que ésta aumenta cuando la

temperatura también incrementa para ambos casos, con y sin anomalia de Schottky.
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Figura 3.38. Diagrama de la capacidad calorifica en funcién de la temperatura T y la amplitud de tuneleo v
para una cadena de N = 40 celdas unitarias. Aqui hemos fijado al tunelaje w = 0.5y al tunelaje a 24°
vecinos z = 0.

En la figura 3.38, se presenta el diagrama de la capacidad calorifica para una cadena de
N = 40 celdas unitarias en funcién de la temperatura y el tunelaje intracelda v, donde se ha
fijado al tunelaje intercelda w = 0.5y se considerd al tunelaje a 24° vecinos z = 0. Se
puede apreciar que a bajas temperaturas T < 0.2 estd presente la anomalia Schottky y que
al aumentar la temperatura lo suficiente se pierde la capacidad calorifica, por otro lado,
vemos que si mantenemos grande el tunelaje v la capacidad calorifica perdura mas en

temperaturas T altas.
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Figura 3.39. Distribucién de probabilidades del ensamble térmico por sitio. (a) w=0.5, v=0.1Yy
(b) w=1, v=1, con temperatura T =0.003; (¢) w=0.5, v=0.1y (dw=1, v=1, con un
aumento en la temperaturaa T = 1.5, N = 40 uniceldas y el tunelaje a segundos vecinos z =0 .
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En relacion con la distribucion de probabilidades del ensamble térmico en funcién de la

posicion m sobre la cadena de N = 40 celdas unitarias (figura 3.39 (a)-(d)), con matriz de

. ., —PBE;
densidad en su descomposicion espectral pr = YN, p; |y );| con P; = eT, donde el

factor de normalizacion, Z = }; e PEj, es también conocido como la funcién de particién
candnico. Se tiene una distribucion de probabilidades por sitio con comportamiento
gaussiano a bajas temperaturas (figura 3.39 (a)-(b)) con mas definicion de una distribucion
gaussiana cuando v = w (figura 3.39 (b)), por el contrario, en el régimen de altas
temperaturas todos los sitios tienden a una misma probabilidad de ocupacién (figura 3.39
(c)-(d)), lo cual se debe a que se alcanza el grado de méximo mezclado estadistico y por
ende los estados se vuelven indistinguibles, como se observa en la figura 3.39 (c) con
w=0.5,v=0.1y en la figura 3.39 (d) conw =v =1, los estados estan igualmente

pesados en funcion de la posicion m sobre la cadena.
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Figura 3.40. Probabilidad de los eigenestados en el ensemble. (@Q)w = 0.5, T =0.005y (b)w=0.5, T =
10, variando el tunelaje v; (c) w=0.5, v=0.1y (d) w=0.5, v=0.5, variando la temperatura,
N = 40 uniceldas y el tunelaje a segundos vecinos z =0 .

En la figura 3.40 (a)-(d), se presenta la probabilidad de los eigenestados del ensemble para
una cadena de N = 40 celdas unitarias y con tunelaje a 24° vecinos z = 0, en la figura 3.40

(a@)-(b) se graficaron los eigenestados en funcion del tunelaje intracelda v con tunelaje
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intercelda w = 0.5, en la figura 3.19 (a) se tiene una baja temperatura T = 0.005 y como se
aprecia los eigenestados de valencia mas negativos, es decir, —E,q, —E3q, —E3g, €tcC., son
los que dominan la probabilidad del ensemble. En la figura 3.40 (b) se tiene una alta
temperatura T = 1.5, y como se observa todos los eigenestados tanto de la banda de
valencia como la banda de conduccion contribuyen practicamente lo mismo a la
probabilidad del ensemble. Notemos también que aparecen los estados de borde (curvas
negras) con una probabilidad diferente a cero y de orden de magnitud en probabilidad
similar a los estados del bulto (figura 3.40 (b)). EI comportamiento de los egienestados bajo
el efecto térmico (figura 3.40 (c)-(d)) para bajas temperaturas T < 0.1 esta dominado por
los estados de valencia mas negativos y conforme la temperatura aumenta los estados
asociados a la banda de conduccion contribuyen gradualmente a la probabilidad ya que este
aumento en la temperatura excita los niveles de energia permitidos en el sistema. En la
figura 3.40 (c) se uso un tunelaje w = 0.5y v = 0.1, como se observa el gap permanece
abierto aun con efectos térmicos, sin embargo, al alcanzar un valor alto de temperatura
esto provoca su cierre (figura 3.40 (c)) y en el limite T — 0 el sistema se encuentra en el
estado de minima energia, por otro lado, en la figura 3.40 (d) al usar un tunelaje w = 0.5y

v = 0.5, esta brecha de energia desaparece.

3.7.2. Informacidn cuantica de Fisher optimizada y su relacion con el vector de Bloch
y la capacidad calorifica.

De acuerdo con la teoria expuesta en la seccion 1.3.1, se calculé la no clasicidad por medio
de un proceso de optimizacion mediante la minimizaciéon de la informacion cuéntica de
Fisher dando lugar a una métrica de las correlaciones cuanticas tipo discordia cuantica en el
sistema debido a excitaciones térmicas. En esta seccion, calculamos la informacion
cuantica de Fisher optimizada, ademés, buscamos su relacién con el vector de Bloch y la

capacidad calorifica como observable.
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Figura 3.41. Informacion cuantica de Fisher optimizada. (a) QFI en funcion del tunelaje v y (b) variando la
temperatura T, conw = 0.5 y N = 40 uniceldas y el tunelaje a segundos vecinos z = 0.

En la figura 3.41 (a), se observa el comportamiento de la informacion cuéntica de Fisher
optimizada en funcién del tunelaje intracelda v y con un tunelaje intercelda w = 0.5, para
una cadena de N = 40 celdas unitarias con distintos valores en la temperatura. Como se
aprecia en la region v < w (régimen topoldgico) es mayor la correlacion cuantica que en la
region v > w (régimen trivial) y también al aumentar la temperatura la informacion
cuantica decrementa a causa del ruido térmico, el cual genera fluctuaciones en la energia y
destruye la coherencia cuantica. En la figura 3.41 (b), se grafico la informacion cuantica de
Fisher optimizada en funcion de la temperatura T para distintos valores del tunelaje
intracelda v y un tunelaje intercelda w = 0.5. Como se puede contemplar el efecto de la
temperatura genera que la informacion cuantica de Fisher optimizada en el sistema SSH
simple tienda a perderse conforme la temperatura incrementa. Notemos que en el caso
limite v = 0.005 cerca del dimerizado topologico, es decir, v = 0y w # 0, la informacion
cuantica de Fisher optimizada tiene su valor méximo, I(v=0.005)~ 0.6, justo en la
temperatura T = 0.005 méas pequefia (figura 3.41 (b)), ademas, cabe mencionar que en
v = 0 el sistema se dimeriza topolégicamente en singletes y se alcanza un punto de
maxima correlacion. Aqui radica una relacion importante encontrada anteriormente para el
namero de Schmidt y la polarizacion eléctrica los cuales eran maximos en este punto de
dimerizado topoldgico, como vemos la QFI optimizada también presenta este punto de

méaxima correlacion.
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Figura 3.42. Informacion cuantica de Fisher optimizada. (a) QFI en funcidn del tunelaje v y (b) variando la
temperatura T, conw = 0.5 y N = 40 uniceldas y el tunelaje a segundos vecinos z =0 .

En la figura 3.42 (a)-(b), se examina la informacion cuantica de Fisher optimizada en
funcién del tunelaje intracelda v y la temperatura T para una cadena de N = 40 celdas
unitarias para el modelo SSH simple, z = 0. En la figura 3.42 (a) se fijo al hopping
intercelda w = 0.2, se aprecia que la maxima correlacién de la QFI optimizada se
encuentra en la region v < w (region topoldgica) y esto lo podemos adjudicar a la robustez
de los estados borde. En la figura 3.42 (b), tenemos un tunelaje w = 0.5 y como se observa
la QFI optimizada se ha recorrido méas hacia temperaturas mas altas, por ende, observamos
que al aumentar el tunelaje w la region topoldgica aumenta y esto genera una proteccién en
la informacion cuéntica para temperaturas mas altas. A diferencia del nimero de Schmidt
(figura 3.42 (a)) que caracteriza a la transiciéon de fase topoldgica en v = w vemos que la

QFI optimizada no la determina (figura 3.42 (a)-(b)).

Es importante recalcar que a diferencia del nimero de Schmidt que mide el entrelazamiento
puro, la QFI optimizada es un tipo de correlacion cuantica tipo discordia y su valor esta
dado tanto por contribuciones de correlaciones clasicas producto de las fluctuaciones
térmicas como correlaciones cuénticas debido al entrelazamiento o discordia cuéntica
presentes en el modelo SSH, es decir, podemos escribir a la QFI optimizada como una
suma de correlaciones, Fp = Feiasica + Fpiscoraia» donde Fysicq €5 la contribucion por
parte del ensemble estadistico térmico y Fpiscoraia €S 12 contribucion del entrelazamiento o

de forma maés general, discordia cuantica.
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Figura 3.43. Vector de Bloch del ensamble estadistico. (a) Vector de Bloch en funcidn del tunelaje v y (b)
variando la temperatura, conw = 0.5 y N = 40 uniceldas y el tunelaje a segundos vecinos z =0 .

En la figura 3.43 (a), examinamos el vector de Bloch para el modelo SSH simple (tunelaje a
299 vecinos, z = 0) en funcion del tunelaje intracelda v para una cadena de N = 40 celdas
unitarias donde hemos considerado al tunelaje intercelda w = 0.5. Como se observa (figura
3.43 (a)) el vector de Bloch tiende a cero, || — 0, cuando hacemos que v — 0, al aumentar
la temperatura vemos que las curvas toman valores mas pequefios para el vector de Bloch,
por lo tanto, la temperatura induce un mezclado en el sistema y produce a altas
temperaturas que el vector de Bloch sea mas pequefio, notemos ademas que la region
topoldgica v < w siempre tiene un vector de Bloch méas bajo que la region trivial v > w.
En la figura 3.43 (b), se presenta el vector de Bloch en funcion de la temperatura T para
distintos valores del tunelajes intracelda v, conw = 0.5y z = 0, en este caso vemos que al
aumentar el tunelaje v — 0 el vector de Bloch tiende a cero, |#] — 0, y el efecto de la
temperatura produce un mezclado estadistico tal que, hace que el vector de Bloch se pierda.
En conclusion, el vector de Bloch para el ensemble estadistico queda determinado por la
mezclado térmico y el entrelazamiento intrinseco ya que a bajas temperaturas vemos que
aun se presenta el punto de maximo entrelazamiento en el dimerizado topolégicov =0y
w # 0, sin embargo, ya no se encuentra presente en el vector de Bloch la transicion de fase
topoldgica v = w en el ensemble estadistico, por lo expuesto previamente tenemos que en
el ensemble estadistico no podemos decir que en |#| = 0 hay maximo entrelazamiento sino
mas bien lo correcto es decir que el vector de Bloch en el ensamble estadistico (figura
3.43(a)-(b)) tiene su “maximo mezclado” determinado por la suma de la parte térmica y
entrelazamiento, por ende, el vector de Bloch para este ensemble mixto es una suma de

correlaciones clasicas y cuanticas.

85



(by ° s

04

F(T)

0.2

01 /‘\

0.0

0.0 02 0.4 0.6 0.8 10 00 02 04 06 08 10
Rv) R(T)

Figura 3.44. QFI optimizada vs Vector de Bloch. (a) En funcidn del tunelaje v y (b) variando la temperatura T,
conw=0.5,z=0yN =40 uniceldas.

En la figura 3.44 (a)-(b), se gréafico la informacion cuantica de Fisher optimizada contra el
vector de Bloch para encontrar una relacion entre estas dos cantidades. En la figura 3.44 (a),
tanto la QFI optimizada y el vector de Bloch se presentan en funcion del tunelaje intracelda
vy variamos el valor de la temperatura para una cadena de N = 40 celdas unitarias, con el
tunelaje intercelda w = 0.5 y el tunelaje a 24° vecinos z = 0, como se aprecia todas las
curvas tienen un valor maximo para la QFI optimizada cuando el vector de Bloch es cero,
|7] = 0, y estos maximos alcanzan valores mas grande en la QFI optimizada al decrementar
la temperatura, y esto es debido a que en el régimen de bajas temperaturas se alcanza una
maxima correlacion cuantica. Por otra parte, en la figura 3.44 (b) se grafico la QFI
optimizada y el vector de Bloch en funcién de la temperatura T y se vario el tunelaje
intracelda v, con el tunelaje intercelda w = 0.5y el tunelaje a 24° vecinos z = 0. Como se
aprecia en la figura 3.44 (b) las curvas tienen un valor maximo para la QFI optimizada en
principio para un vector de Bloch || # 0, la curva negra que tiene un valor v = 0.005 es
el caso limite cercano al dimerizado topolégico (v = 0,w # 0) y su correspondiente vector
de Bloch |#] = 0, en este caso el maximo de la QFI optimizada I(v = 0) =~ 0.6, tiene una
relacién bien definida con el entrelazamiento trivial K(v = 0) = 2. Al aumentar el tunelaje
intracelda v vemos que los maximos de la QFI optimizada ocurren en distintos valores del
vector de Bloch, pero en principio |7| # 0, aqui diremos que al aumentar el tunelaje v la
QFI optimizada I(v) — 0y al mismo tiempo el vector de Bloch |#| - 1, y el mezclado del
ensemble se pierde volviendose un sistema separable, por lo tanto, la separabilidad del
mezclado estadistico del vector de Bloch produce que la QFI optimizada se pierda. Es

importante también mencionar que en la region v < w (régimen topoldgico) tenemos

86



siempre una mayor QFI optimizada y al mismo tiempo el vector de Bloch en esta zona

toma valores mas pequefios.
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Figura 3.45. QFI vs €y, para una cadena N = 40 uniceldas con tunelaje a 29°vecinos z = 0. En funcién de la
temperatura T con (a) w = 0.2 y (b) w = 0.7. En funcion del tunelaje v con () w = 0.2 y (b) w = 0.7.

Ademas, también se encontro la relacion entre la capacidad calorifica y la informacion
cuéntica de Fisher en la figura 3.45 (a)-(d) para una cadena de N = 40 celdas unitarias y
tunelaje a 24° vecinos z = 0 (SSH simple). En la figura 3.45 (a), se grafico a la QFI
optimizada y a la capacidad calorifica en funcién de la temperatura T con un tunelaje
intercelda w = 0.2 y se vario el tunelaje v, como se aprecia en el caso v = 0.005 tiene su
maximo en la QFI optimizada en el limite de dimerizacion topoldgica (v = 0,w = 0) y la
capacidad calorifica relacionado en este punto es cero ¢, (v =0) ~ 0, un valor cada vez
mas grande para el tunelaje intracelda v produce un valor maximo de la QFI optimizada
cada vez mas pequefio, es importante resaltar que la maxima correlacion cuantica siempre
ocurre en la region topoldgica v < w. Por otro lado, en la figura 3.45 (b) vemos que al
aumentar el tunelaje intercelda a w = 0.7 las curvas tienen un maximo para la QFI
optimizada que se mantiene ain finito para valores del tunelaje intracelda v mas grandes.
En la figura 3.45 (c)-(d) para una cadena de N = 40 celdas unitarias y el tunelaje a 2%°

vecinos z = 0, se examina la QFI optimizada y la capacidad calorifica en funcion del
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tunelaje intracelda v y se grafica para distintos valores de la temperatura T. En la figura
3.45 (c) se considera un tunelaje intercelda w = 0.2 donde vemos que para la temperatura
T = 0.005 tiene un valor maximo en la QFI optimizada el cual corresponde a un punto cero
para la capacidad calorifica ¢, (T = 0.005) = 0, al hacer la temperatura T méas grande la QFI
optimizada se pierde y a su vez la capacidad calorifica aumenta siendo distinta de cero, en
la figura 3.45 (d) aumentamos el tunelaje intercelda w = 0.7, aqui vemos como la QFI
optimizada perdura aun mas en temperaturas mas altas. Esto lo podemos asociar con el
hecho de que la region topologica v < w = 0.5 crecio y por lo tanto hay mas robustez

topoldgica en las curvas presentadas (figura 3.45 (d)).

3.7.3. Fases geométricas en el ensamble térmico simple
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Figura 3.46. Diagramas de la polarizacion eléctrica en un ensamble termodinamico en funcion de la
temperatura T y de la amplitud de tuneleo v, para una cadena de N = 40 celdas unitarias y tunelaje a 2%°
vecinos z = 0. Para un tunelaje intercelda (a) w = 0.2 y (b)) w = 0. 5.

Considerando los estados borde y sus eigenestados vecinos del bulto, existe una
competencia en la contribucion de la fase geométrica entre estas dos clases de estados
(figura 3.46 (a)-(b)), se observa en la figura 3.46 (a) la polarizacion eléctrica en funcion de
la temperatura T y el tunelaje intracelda v con un tunelaje intercelda w = 0.5, en la region

topoldgica v < w debido a los estados del bulto vecinos a los estados borde, tenemos una
polarizacion eléctrica P, =§, donde e representa la carga del electron y por fines de
simplicidad hemos considerado unidades naturales, e = 1, y en la region trivial v > w
disponemos de una contribucion a la polarizacion eléctrica debido a los estados borde
(figura 3.46 (a)), y en el punto v = w se tiene una P, = 0. En la figura 3.46 (b), cambiamos

el hopping intercelda w = 0.5 y como se aprecia en la polarizacion eléctrica, la
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contribucion debida a los estados del bulto aumento (region topoldgica, v <w) y la
contribucion debida a los estados borde ha disminuido (region trivial, v > w).Notemos que
para los estados del bulto que contribuyen a la polarizacién eléctrica existe una temperatura
tope en la cual estos ya no aportan fase geométrica al sistema (figura 3.46 (a)-(b)). Por otra
parte, los estados borde si pueden contribuir a la fase en temperaturas més altas, sin
embargo, el sistema solo posee polarizacion eléctrica debido a los estados del bulto a

temperaturas bajas.

Esta competencia en la fase geométrica entre los estados de borde y los del bulto, se puede
explicar si consideramos un sistema compuesto por dos clases de estados, el cual se puede

escribir como,
P =pe'P1 + (1 —p)e'®: (3.20)

En este caso el primer estado tiene una probabilidad p y una fase ¢, asociada, y el segundo

estado tiene una probabilidad 1 — p con fase ¢,.
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Figura 3.47. Diagrama de fase para un sistema de dos estados en funciénde py ¢,. (&) ¢, =0y (b) ¢, = 7.

Si fijamos a ¢, = 0, , obtenemos un comportamiento similar a la figura 3.46 (a)-(b), en
la cual si hacemos una analogia la figura 3.47 (a) representa los estados del bulto y la figura
3.47 (b) los estados de borde.

En conclusion, podemos ver que en general la polarizacion eléctrica para el ensamble
estadistico del modelo SSH simple ya no caracteriza la transicion de fase topoldgica, ya que
en v = w tenemos una contribucion a la polarizacion eléctrica tanto por parte de los estados
del bulto y los estados borde, sin embargo, hay que notar que solo para temperaturas bajas
T — 0 la polarizacién eléctrica total solo tendra contribucion debida a los estados bulto
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vecinos a los estados borde (figura 3.46 (b)). Al aumentar la temperatura T vemos que los
estados borde comienzan a contribuir en la polarizacion eléctrica y al tener una temperatura
T lo suficientemente alta (figura 3.46 (b)) vemos que la polarizacion eléctrica solo es
determinada por los estados borde pero en este caso ya no es un caracterizador de la
transicion de fase topologica.

3.7.5. SSH extendido térmico

En la secciéon anterior hemos descrito el comportamiento de la QFI optimizada I (v,w,z =
0,T) y su relacion con la capacidad calorifica C,(v,w,z =0,T), el vector de Bloch
R(v,w,z = 0,T) y la polarizacion eléctrica P,(v,w,z = 0,T). Por lo tanto, ya tenemos una
descripcidn para el modelo SSH simple bajo un ensamble térmico. Como ya hemos resuelto
el comportamiento en funcion del tunelaje intracelda v y el tunelaje intercelda w, en el caso
del modelo SSH simple extendido con un tunelaje extra “z” a 2%°vecinos tenemos que
ahora entender cual es el efecto que produce este tunelaje “z” en las cantidades calculadas
previamente. Para esto presentamos en esta seccion los resultados en funcion de la
temperatura T y el tunelaje z, y fijamos los tunelaje v y w a distintos valores, entonces

tendremos que determinar I(z, T, ve, wy), Cy (2, T, vs, W), R(2,T,ve,wf) Y Po(2, T, vr, wy).

10 ~ = 10 . .
10 10
@) os R o) IR 0s
08 ! 08

06 06
7
N 07 N 0
04 06 04 06
05 05
02 04 02 04
03 03

0.0 0.0

02 04 06 038 10 02 04 06 038 10
T T

Figura 3.48. Diagrama de la capacidad calorifica SSH extendido en funcion de la temperatura T y el tunelaje
z.(aQw=0.5, v=0.3,(b)w=0.3,v=0.5,con N =40 uniceldas.

Como se observa en la capacidad calorifica (figura 3.48 (a)-(b)) la anomalia Schottky a
bajas temperaturas desaparece al introducir un tunelaje a 24°vecinos z # 0, sin embargo,
aunque a temperaturas altas la capacidad calorifica disminuye, si se tiene una z~T la
capacidad calorifica aun se encuentra en un rango finito. En la figura 3.48 (a), se tiene una

cadena de N = 40 celdas unitarias con tunelaje intracelda v = 0.3 y tunelaje intercelda
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w = 0.5. Vemos que a temperaturas bajas T < 0.1 la capacidad calorifica disminuye, en
este caso w > v (region topoldgica), hay que notar por otro lado que la capacidad calorifica
no caracteriza la transicion de fase topoldgica-topoldgica, es decir, cuando w =z y
pasamos de la region z < w (winding number, ¢ = 1) a la region z > w (winding number,
& =—1), tampoco caracteriza la transicion de fase topologica para el sistema SSH
extendido en el punto w = z como se observa para la capacidad calorifica. En la figura 3.48
(b), se tiene un tunelaje intracelda v = 0.5y tunelaje intercelda w = 0.3, tenemos w < v
(region trivial), vemos en este caso que a temperaturas bajas T < 0.2 la capacidad
calorifica disminuye y tampoco se caracteriza la transicion de fase topologica. Por ende,
tanto para el sistema SSH simple y SSH extendido, la capacidad calorifica no representa un
caracterizador de las transiciones de fase topoldgicas, sin embargo, como ya vimos en el
modelo SSH simple la capacidad calorifica tiene una relacion con la metrica de correlacion
o la QFI optimizada en el aspecto de que el ensemble térmico induce una mezcla estadistica
en el sistema y esto afecta el valor de la QFI optimizada y la capacidad calorifica, entonces,
estas dos cantidades se encuentran vinculadas por la parte clasica del sistema

correspondiente a esta mezcla estadistica de estados cuénticos.
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Figura 3.49. QFI optimizada en funcién de la temperatura con () v=0.3,w=0.5 y (b) v=10.5,
w = 0.3, en funcion del tunelaje zcon (c)v=0.3,w=0.5y (d) v =0.5, w = 0.3, en todos los casos
con N = 40 uniceldas.

En la figura 3.49 (a), se presenta la QFI optimizada en funcion de la temperatura T con

v =0.3yw = 0.5 (region topoldgica, v < w), y se ha variado el valor del tunelaje a 2%4°
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vecinos z. El comportamiento que se aprecia en la figura 3.49 (a) es muy similar a la figura
3.49 (b) solo que la diferencia mas importante es notar que a diferencia de la QFI
optimizada para el SSH simple que no caracteriza la transicion de fase topologicaen v = w,
la QFI optimizada para el SSH extendido si caracteriza la transicion de fase topoldgica en
el punto w = z en este caso cuando z = 0.5, es decir, detecta el cambio en el winding
number ¢ =1 — —1 pero no detecta un cambio en el winding number ¢ =0 - —1,1. En
la figura 3.49 (b), se presenta la QFI optimizada en funcién de la temperatura T con
v =0.5yw = 0.3 (region trivial, v > w). En este caso vemos que al ser mas grande el
tunelaje v la QFI optimizada en funcion de la temperatura T disminuye, esto debido a que
la robustez topologica en la region trivial es cero, por otro lado, en este caso la transicion de
fase topologica se da cuando z = 0.3 y vemos en este punto que la QFI optimizada se anula.
En la figura 3.49 (c)-(d), representan la QFI optimizada en funcion del tunelaje z donde se
vario la temperatura T, se fijo al tunelaje v = 0.3 y w = 0.5 en la figura 3.49 (c) se ve més
claramente la transicion de fase topoldgica en z = 0.5y en la figura 3.49 (d) se fijo al

tunelaje v = 0.5 y w = 0.3, aqui la transicion de fase topoldgica ocurre en z = 0.3.
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Figura 3.50. Diagramas QFI optimizada para el sistema extendido en funcion de la temperatura y la amplitud
detuneleoz. @ w=0.5,v=0.3y(b)w=0.3,v=0.5,con N =40 uniceldas.

Con lo que respecta a la QFI optimizada en el modelo SSH extendido (figura 3.50 (a)-(b))
se observa que a diferencia del modelo simple en este caso la QFI optimizada refleja la
transicion de fase topoldgica en el punto criticow = z ya que, I1(z =w) = 0. Lo que es
importante resaltar es que la QFI para z > w es distinta de cero, esto confirma la idea de
que independientemente de la fase geometrica acumulada (z < w) 0o -1 (z > w), existe
una informacién cuantica que se preserva en el sistema; sin embargo, en la region trivial
esta se va perdiendo gradualmente, tal que I(v >>w + z) = 0. En la figura 3.50 (a), se

examina el diagrama de la QFI optimizada en funcion del tunelaje z y la temperatura T,
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I(z,T), para una cadena N = 40 celdas unitarias con v = 0.3 y w = 0.5, mientras que en
la figura 3.50 (b) se utiliz6 un v = 0.5y w = 0.3. Tenemos que mencionar que el tiempo
de computo de este modelo es muy costoso y que el calculo numérico se hizo para una
cadena de N = 40 celdas unitarias; sin embargo, al utilizar una cadena mas larga

obtendremos una mejor definicion en la transicion de fase en el punto w = z.
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Figura 3.51. Vector de Bloch del ensamble estadistico para el sistema extendido en funcion del tuneleo z con
@w=05v=0.3 y(b)w=0.3,v=0.5, y variando la temperatura con (c)w = 0.5, v =0.3 y (d)
w = 0.3, v = 0.5, en todos los casos con N = 40 uniceldas.

En la figura 3.51 (a)-(d), se representa el vector de Bloch en funcién del tuneleo z (figura
3.51 (a)-(b)) y de la temperatura T (figura 3.51 (c)-(d)), notemos que cuando T > 1 el
vector de Bloch R(z, T > 1) — 0. Por otro lado, vemos que el vector de Bloch en funcién
del tuneleo a 24° vecinos z es constante para una temperatura fija (figura 3.51 (a)-(b)), sin
embargo, al aumentar la temperatura el vector de Bloch tiende al punto de maximo
mezclado (figura 3.51 (a)-(b)).
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Figura 3.52. QFI optimizada vs Vector de Bloch en el sistema extendido. En funcion del tuneleo z con (a)
w=0.5,v=0.3y (b)w=0.3,v=0.5, en funcién de la temperatura con (c)w = 0.5, v =0.3y (d)
w=0.3,v =0.5,para N = 40 uniceldas.

Se graficé también para el modelo SSH extendido la QFI optimizada vs el vector de Bloch
(figura 3.52 (a)-(d)), como se logra apreciar en la figura 3.52 (a) y 3.52 (b) donde la QFI
optimizada y el vector de Bloch estan en funcion del tuneleo z se observa el maximo
alcanzado en la informacion cuantica no esta necesariamente relacionado con un vector de
Bloch igual a cero, por otro lado, al tender a una temperatura T méas grande en este limite el
vector de Bloch tiende a cero; sin embargo, para la QFI optimizada ésta tiene un valor cada
vez mas grande. Vemos entonces que la correlacién entre la QFI optimizada y el vector de
Bloch al aumentar la temperatura produce mayor mezcla estadistica y por lo tanto,
R(z,T>»1)—>0y I(z,T > 1) = Lyezciado » €l vector de Bloch alcanza su maximo
mezclado. Hay que notar también que las curvas de la figura 3.52 (a) tienen mayor
mezclado que la de la figura 3.52 (b). Esto se debe a que en 3.52 (a) v< w y hay mayor
robustez topoldgica la cual induce que el vector de Bloch tienda mas rapidamente a cero y
para 3.52 (b) v > w no hay robustez topolégica ya que la fase geométrica es cero (winding
number, & = 0). En este caso tenemos que no habra contribucién a la QFI optimizado por
parte debida al entrelazamiento y por ende de la no clasicidad del sistema. En general, la
QFI optimizada es I1(z,T) # Lnezciado (T)®lenireiazamiento (2, v,w) , €s dificil decir
cuando contribuye Lyezciado Y Ientretazamiento » d€bido a la correlacion de la QFI

optimizada.
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Figura 3.53. QFI optimizada vs Cy en el sistema SSH extendido, en funcién del tunelaje z con () w = 0.5,
v=0.3y(b)w=0.3,v=0.5, en funcién de la temperatura con (c) w = 0.5, v=0.3y (d)w=0.3,
v = 0.5, para N = 40 uniceldas.

En la figura 3.53 (a)-(d), se graficd la QFI optimizada vs la capacidad calorifica en funcion
del tunelaje z (figura 3.53 (a)-(b)) y en funcion de la temperatura (figura 3.53 (c)-(d)).En
estas relaciones se observa un comportamiento un tanto complejo, sin embargo, lo que es
importante analizar aqui es como aumenta o disminuye la QFI optimizada vs la capacidad
calorifica. En la figura 3.53 (a)-(b), se presenta la QFI optimizada y la capacidad calorifica
en funcion del tunelaje z, en 3.53 (a) hay més correlacion cuéntica que en 3.53 (b) debido a
que se considera v < w (region topoldgica) y al mismo tiempo, sin embargo, esto no
produce un efecto significativo en la capacidad calorifica C,,. En la figura 3.53 (c)-(d), se
observa que al cambiar z esto afecta drasticamente el valor para la QFI optimizada, sin
embargo, la capacidad calorifica C,, no presenta cambios relacionados con las transiciones
de fase topoldgicas. Por lo tanto, podemos decir que la QFI optimizada para el modelo SSH
extendido si tiene una relacion con las transiciones de fase topoldgica y esto induce una
correlacion cuantica en su métrica mediada por los tunelajes y la definicion del winding
number, en cambio, para la capacidad calorifica C,, no hay una correlacion cuantica que la
vincule con la QFI optimizada y entonces su efecto en el modelo SSH sera clasico
dependiendo solamente de la estadistica del ensamble mixto induciendo una mezcla térmica
clasica en la QFI optimizada y que no aporta nada en la caracterizacion de la transicion de

fase topoldgica.

95



1z 12
04 04
10 b 10
(@) (D) 0
08 08
+ 06 00 - 06 0.0
04 02 04 02
0z 0z
—04 -04
0.0 0z 04 06 0.8 10 1z 0o 0z 04 06 08 10 12
z z

Figura 3.54. Diagrama de la polarizacion eléctrica en un ensamble termodindmico para el modelo SSH
extendido en funcidn de la temperatura y de la amplitud de tuneleo a segundos vecinos z. Con (a) w = 0.5 y
v=0.3,b)w=0.3 yv=0.5, con N = 40 uniceldas.

Para la polarizacion eléctrica del modelo SSH extendido en el ensamble térmico se
estudiaron los dos casos de interes relacionados con las figuras 3.20 (a) y 3.20 (b). La
figura 3.54 (a), se grafico la polarizacion eléctrica en funcion del tunelaje a 29° vecinos z y
se considera unav =0.3yw = 0.5 (w > v, £ = 1), como se aprecia en la region z < w
(winding number, ¢ = 1) en un rango de temperaturas T < 0.8 se tiene una fase topoldgica
7, mientras que en la region z > w (winding number, ¢ = —1) se tiene una fase topoldgica
-1y en este caso la fase geométrica se preserva para T = 0.8, sin embargo, debido a las
fluctuaciones térmicas P,(z > w,T >» 1) = 0. Hay que hacer notar que solo a bajas
temperaturas T~0 se aprecia la transicion de fase topoldgica en el punto critico z = w
(figura 3.54 (a)) del caso puro (figura 3.20 (a)) y a temperaturas finitas esta transicion
desaparece. En la figura 3.54 (b), se considera unav =05yw =03 (v>w, ¢ =0),
como se observa en la region z > 0.3, tenemos una fase topoldgica acumulada - 7 cuya
robustez se pierde a temperaturas altas, mientras que en la regién z < 0.3 a temperaturas
bajas T — 0, tenemos una fase trivial (¢ = 0) y a temperaturas finitas y altas se tiene
siempre una fase m (¢ = 1). Hay que notar que en T — 0 se recupera el caso puro (figura

3.20 (b))y se observan las transiciones de fase topolégicas 0 » ty m —» —m.

3.7.4. Modulacién parametrica adiabatica 9 en el ensamble térmico simple y
extendido

De igual forma que en la seccion 3.5, utilizando una modulacién adiabatica 9 se encontrd
la informacion cuéntica de Fisher optimizada [(v(9),w(9),z(¥9),T) y el vector de
Bloch R(v(9),w(¥),z(9),T).
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En la figura 3.55 (a)-(d), se tienen dos puntos de maxima correlacion cuantica y estos estan

asociados al caso extremo de la dimerizacion topoldgica de la cadena, en los puntos

21T 4T
9,, =cos—v, I == —.
12 p 3’3

3.55 (a), por lo que, el efecto térmico provoca decoherencias que rompen con la no

Conforme la temperatura aumenta la QFI desaparece (figura

clasicidad del sistema, sin embargo, en la region v(¥9) < w(9) (region topologica) la QFI
se mantiene mas estable debido a la proteccion topoldgica del winding number (figura 3.55
(@)). En la figura 3.55 (b), se presenta el caso SSH extendido con z(¥9) = 0.7 en este caso
vemos que la magnitud de la QFI optimizada ha disminuido, esto lo adjudicamos a la
definiciéon de la QFI optimizada (Apéndice 5.14) ya que debido de que se trata de una
métrica local de correlaciones cuanticas en la base del tipo de atomo y al introducir un
tunelaje a 24° vecinos z(¥9) la QFI optimizada no logra capturar parte de la informacion
cuantica debido a este tunelaje del modelo SSH extendido. A su vez, el vector de Bloch en
el ensamble térmico (figura 3.55 (c)-(d)) también presento en los mismos puntos de
dimerizacion topolégica minimos asociados a la maxima correlacion de la QFI optimizada,
aunque, en este caso vemos (figura 3.55 (c)) que al agregar mas temperatura al sistema el
vector de Bloch siempre muestra estos puntos minimos a diferencia de la QFI que se fueron

desvaneciendo. En la figura 3.55 (d), al utilizar un tunelaje a 24° vecinos z(9) = 0.7 se
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examina que el vector de Bloch se aleja del punto de maximo mezclado R(9) = 0, el
vector de Bloch es una magnitud local del espacio de qubit o espacio del tipo de 4&tomo en
el modelo SSH, por lo que, al agregar este tunelaje a 24° vecinos z(99) que es un parametro
no local, tal que z(¥9) >» 1 tenemos R(I) — 1, por lo tanto el sistema se vuelve separable
excepto en el punto de dimerizado topoldgico cuando v(¥9) = 0, el cual estara relacionado
con un R(Y) = 0y un entrelazamiento trivial K(v(99) = 0) = 2. Por lo tanto, estas dos
magnitudes (figura 3.55 (a)-(d)) solo estardn bien correlacionadas en un intervalo v(¥9) <

w(¥9) para una temperatura 0 < T < 0.5.
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Figura 3.56. Diagram de la QFI optimizada y el Vector de Bloch en funcion de 9 y la temperatura T, con
parametros v, = 0.5, w(9) = 1y N = 40 uniceldas. (a) QFI optimizada con z(99) = 0, (b) Vector de Bloch
con z(9) = 0, (c) QFI optimizada con z(9) = 0.7, (d) Vector de Bloch con z(9) = 0.7.

(C)

En la figura 3.56 (a)-(d), se presenta el diagrama de la QFI optimizada en funcién del
parametro 9 y la temperatura T, para una cadena de N = 40 celdas unitarias con v, = 0.5
yw(d) = 1. En 3.56 (a), se observa la QFI optimizada para un tunelaje z(9) =0 y a
temperatura T > 0.5 se pierde la informacion cuéantica del sistema SSH simple. Por otro
lado, al usar un tunelaje z(19) = 0.7 vemos que ahora que la QFI optimizada (figura 3.56
(c)) se ha recorrido a temperatura méas altas aunque su magnitud es mas pequefia esta se

encuentra descrita en su mayor parte por temperaturas T > 0.5y por debajo de T = 0.5 la
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QFI optimizada mas relevante tiene que ver con los puntos de dimerizaciéon topoldgica
cuando v(¥9) = 0. En la figura 3.56 (b)-(d), se presenta el vector de Bloch para un tunelaje
z(9) = 0 (figura 3.56 (b)) y para un tunelaje z(19) = 0.7 (figura 3.56 (d)) donde se aprecia
que no hay tanto cambio en el vector de Bloch salvo que con un tunelaje a 2%° vecinos
z(9) # 0 se define mejor la regién en donde R(9) = 0. Con lo que respecta, a la QFI
optimizada en el modelo SSH extendio el efecto de la temperatura no hace que se pierda

tanta informacion cuantica como en el modelo SSH simple.
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IV. Conclusiones y trabajo futuro

El aislante topoldgico presentd mayor grado de entrelazamiento en la region no trivial
debido a la presencia de la fase geométrica acumulada. Mas aun, el namero de Schmidt
parece ser un indicador de la transicion de fase topoldgica ya que K(v =w) = 2. Al
agregar un tunelaje a 24° vecinos “z” se produjo un mayor grado de entrelazamiento en la
region topoldgica, tal que, K(v < w + z) = 2, y se caracterizaron las transiciones de fase
topolégicas K(v =w+z) =2 y K(w = z) = 1. Los estados encontrados con un nimero
de Schmidt méximo K = 2 correspondieron a estados tipo Bell. La diferencia entre las
transiciones de fase topologia fue que, en v = w + z surgian estados tipo Bell y enw = z

el sistema se volvia separable.

En el ensamble térmico el efecto de la temperatura sobre el aislante topoldgico generd
fluctuaciones térmicas en la informacion, provocando que la QFI optimizada se fuera
perdiendo gradualmente; sin embargo, debido a que el winding number & # 0 en la region
topoldgica se tuvo una proteccion de las correlaciones cuanticas hasta una temperatura T.
La QFI optimizada no fue un indicador de la transicién de fase geométrica trivial-
topoldgica (£ = 0 — 1), pero al introducir un tunelaje a 24°vecinos “z” la QFI optimizada
si caracterizo la transicion de fase geométrica topologica-topologica (¢ = +1 — +1). Por
otro lado, se determind que existe una QFI optimizada para las fases geométricas T y -,
mientras que, para la fase 0 ésta tiende a desaparecer. Se encontré que la capacidad
calorifica no es una medida de la no clasicidad ya que no se vincula con la QFI optimizada.
Con respecto a la polarizacion eléctrica, se obtuvo un comportamiento disipativo en
funcion de la temperatura T para el modelo SSH simple y extendido, a una T # 0 la

polarizacion eléctrica no determing la transicion de fase topoldgica a menos de que T — 0.

El estudio de estos materiales topoldgicos es un campo de conocimientos que se encuentra
en desarrollo y quedan ain muchas preguntas de interés sin responder. Dentro de las
posibles continuaciones naturales del presente trabajo de investigacién se propone el
estudio de sistemas PT no hermitianos ya que poseen una variedad topoldgica mas general.
Otra linea de investigacion seria el estudio de estos sistemas topoldgicos desde una

perspectiva de muchos cuerpos asi como sus efectos de acoplamiento luz/materia y fonones.
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Apéndice

A.1l. Postulados de la mecanica cuantica

Primer postulado: A cada instante el estado de un sistema fisico esta representado por un

ket |y) en el espacio de Hilbert.

Este postulado implica que una superposicion de dos estados es también un estado del
sistema. Si |4) Y [,) son posibles estados del sistema, entonces [Y) = aq|¥;) + ay|P,)

también lo es, con a, y a, numeros complejos.

Segundo postulado: Cada observable atribuida a un sistema fisico es descrita por un

operador que actla sobre el ket que describe al sistema.

Por regla general, un operador A actia sobre el lado derecho del ket [y), en la forma

A P) = [P') = Alyp).

Tercer postulado: Existe un solo posible resultado de medir a la observable A y

corresponde a uno de los eigenvalores del operador A.

Por esta razén, decimos que los operadores tienen un espectro discreto cuyos valores son

ortogonales entre si, de aqui el caracter “cuantico”.

Cuarto postulado: La probabilidad de obtener un eigenvalor a,, en una medicién de la
observable A , esta dada por la potencia cuadrada del valor absoluto del producto interior

del estado general |) con el eigenestado |a,,) , entonces tenemos, p(a,) = |[{a,|¥)|?.

Ya que, cualquier estado |i) puede expandirse como una superposicién de los eigenestados
de un operador A en la forma, [) = ¥, a,|a,), donde los eigenestados de esta expansion

cumplen la regla de ortogonalidad {a,,|a,,) = 6mn-

Quinto postulado: Inmediatamente después de realizar una medicion de un operador A
este nos da un valor a, y entonces el estado del sistema se encuentra en un nuevo
eigenestado normalizado |a,,). Por lo tanto, el colapso de la funcién de onda preserva su

normalizacion.
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Sexto postulado: La evolucién temporal de la funcion de onda preserva la normalizacion
del ket |y). La evolucion temporal del estado del sistema cuéntico es descrita por algun

operador unitario, U, de manera que, [y(t)) = U(t, to) | (t,)) .

A.2. Matriz de densidad

La matriz densidad es un operador que describe el espacio cuantico general y se encuentra
en el espacio proyectivo de Hilbert g (H), tal que, se realiza un mapeo del espacio de

Hilbert 7 compuesto por kets |y) a un espacio de proyectores de densidad p.

Estados puros. Para estados puros, considerando un ket [) se escribe la matriz de

densidad sin pérdida de generalidad como,

p = [P)l (A.2.1)

Este también se llama operador densidad para un estado puro o simplemente matriz
densidad. Para estados puros el operador densidad cumple con las propiedades,

(D) (plple) =0, V|p) € H, , lo cual también implica que p es Hermitiano, p = pT.
(ii) Tr(p) = 1, yaque el ket |y) se encuentra normalizado.
(iii) p? = p, o sea que la matriz densidad es un operador idempotente.

Estas tres propiedades en conjunto garantizan que el operador p tenga una descomposicion

espectral (A.2.1). Para un estado puro, la propiedad (iii) es analoga a,
(iii*) Tr(p?) =1

Una medicion selectiva hecha sobre una observable A con un resultado a,, y un operador

proyectivo asociado P, hace que la matriz densidad cambie en la forma,

' 1

p=Pn= . PpPy (A2.2)

p(a

con p(a,) = Tr(P, p) la probabilidad de obtener a,, en la medicién. Podemos también,
obtener el valor esperado (A) de una observable, aplicando un operador identidad formado

por la base ortonormal {|u;)},
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() = B =)y [Alwr) il = Bl ui)wi]Alw)

= Y4 (w|pAlw) = Tr(pA) (A.2.3)

Estados mixtos. En esta clase de estados cuanticos se tiene un ensamble {|y;), p;} donde
existe una mezcla de probabilidades p; para cada estado puro [y;). En este caso, se deben
cumplir las mismas propiedades que en el caso puro y ademas se incluye la propiedad de
normalizacion de probabilidades YN ,p; = 1. Un operador densidad de una mezcla

estadistica, se puede expresar en su descomposicion espectral como,

p = X pil Xl = T pips (A.2.4)

Analogamente, en una medicion de una observable A, la probabilidad de obtener un valor

a,, esta dado por,

p(an) = p(anli)pi (A25)

donde p(a,|i) representa la probabilidad condicional de obtener a,, en el estado p; y la

cual se representa de la manera,

p(anli) = Tr(B, pi) (A.2.6)

En un ensamble mixto tenemos que el valor esperado de una observable se puede calcular

de la forma,

(4) = % pi Tr(Ap;) = Tr(Ap) (A.2.7)

En una medida selectiva sobre la matriz densidad del ensamble esta se transforma en,

4 1 !/
p=Pn= mpnppn , Tr(pp) =1 (A.2.8)

Por otra parte, en una medida no selectiva de una observable A se puede repetir la medicion
sobre el mismo estado cuantico, en este caso la medicion resultante arroja otro ensamble y

el sistema no se colapsa. De tal manera que,
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! PTL n !
p - pTlS an( Tl) TT(ZP ) Zn P‘inn ) Tr(pns) = 1 (A.2.9)

A.3. Schmidt

Descomposicion de Schmidt. La descomposicion polar o bi-ortonormal de un estado puro
|48}, también conocida como descomposicion de Schmidt, es muy Gtil para estudiar el

entrelazamiento en un sistema bipartito. Esta descomposicidn establece que un estado puro
normalizado |1®*%™t) de un sistema compuesto S¢*t en el espacio de Hilbert Fex4int =
e @ KM con dimensiones dim{H '} = d,,, y dim{H ™} =d;,,, y donde se
expresa a la matriz densidad como p®¥tint = |yextint)(extint| = ta] que p®¥t =
TTine(p€0M) y p ™t = Tro (p®*4) son las matrices densidad reducidas en los

subsistemas S*¢ o0 S, entonces se establece que,

(i) Un estado puro normalizado |1/)e’“’i"t) en su descomposicion de Schmidt se escribe de

la forma,

|l/)e’Ct mt 1\/_ lue*ty ® |W mt> (A.3.1)

con k < dim{min(ext, int)}, donde |uf**)y |wi™) son los eigenestados de los espacios
reducidos # €*t y #" | respectivamente. Donde A; = ./p; son llamados los coeficientes

de Schmidt y cumplen la identidad de normalizacién Y¥1,> =1y ; > 0.
(ii) p®*ty p ™ comparten los mismos eigenvalores positivos definidos p;.

Demostramos (i). Partiendo de un estado [pe*t™t) = 3, - C;; [i¢*F) @ |j ™), donde la
matriz C = (Cij) = Yk ai luevi| cuyos elementos de matriz son de la forma, C;; =

(i|Clj) = X ax (ilug vk lj) , si se sustituye esta Gltima relacion en el estado inicial |(4E),

se obtiene entonces,

[pextint) = 5 Cy 1) @ | 1) = B (Sl 17 @ (S (wil Pli™)) (A32)
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Se definen los nuevos estados [ug*®) =(ilu,)|i®*t) y |vi™) =(ilv,)|i™t), donde se observa
que se cumple la regla de ortonormalidad (i|u,) = &; Y (jlvk) = 8jx. Reexpresando la

Ultima ecuacion se tiene,

[pextint) = 3 ap [ug™) @ |vi) (A.3.3)

Como se observa A.3.3 es igual a A.3.1, por lo tanto, se concluye que un estado bipartito
inicial |1/)e’“'i"t) que cumple con los criterios expuestos se puede llevar a su

descomposicion de Schmidt.

Con respecto al criterio (ii) se observa que un estado en la descomposicion de Schmidt

(A.3.1) tiene matrices densidades reducidas,
Pt = Tyl APl N uf™ |, pmt = Bl P [v ) w{™] (A.3.4)

ambas matrices reducidas tienen el mismo espectro de eigenvalores y entonces tienen la
misma informacion intrinseca global. Por lo tanto, el subespacio que se elija para medir el

grado de entrelazamiento es invariante.

Numero de Schmidt. El rango o numero de Schmidt es una métrica que determina el grado

de entrelazamiento en un sistema bipartito y se define como,

1 1
= 5w T 1D (A35)

Donde p, representa la matriz densidad reducida en uno de los subespacios A 0 B, que
como ya se menciono puede ser cualquiera de los dos. A grandes rasgos cuando el nimero
de Schmidt sea K = 1 estamos hablando de un sistema separable y no entrelazado, en caso
contrario cuando K > 1, hay entrelazamiento cuantico en el sistema y esta acotado hasta
un valor K < dim{min{ext, int}} y es proporcional al nimero de los coeficientes de
Schmidt.

Si se considera que la matriz reducida es la correspondiente a un sistema qubit, p, =

1 - - - =z
> (I +7-0a), se tiene la relacion,

1 1
pr’ = Z(H + 28,10, + Xy u0u1y0y) = 2 (I+2%, 750, + Eu%’0,%0)  (A36)
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Y sacando la traza se obtiene la expresion,

Tr(p?) == (1 +|7|%) (A.3.7)

T2

Por esta razon es que en un sistema qubit, el nimero de Schmidt se escribe en términos del

vector de Bloch como,

K=—2— (A.3.8)

T

En un sistema de qubit el espacio de Hilbert , tiene dimensién d = 2, por ende, el
namero de Schmidt serd, 1 < K <2, con K =1 no entrelazado y K = 2 maximamente

entrelazado.

A.4. Ensamble Térmico

Un ensamble térmico o colectividad candnica, es un sistema compuesto de un conjunto de
todos los posibles estados que comparten intercambio de energia térmica pero su volumen y
numero de particulas se mantiene constante. En equilibrio térmico todos los microestados
accesibles del sistema son igualmente probables y se puede considerar al sistema completo
como un gran bafio térmico a temperatura constante (McQuarrie, 1976). La probabilidad de
que el sistema se encuentre a una temperatura T con energia E; queda determinada por el

factor de Boltzmann como,

p =" (A.4.1)

En donde Z = };; e PEi es la funcién de equiparticion candnica y es el factor de
normalizacion de la distribucién de probabilidad (A.4.1), y el factor g =kiT con k =
1.3806 x 10‘23# la constante de Boltzmann. Se puede calcular también la energia

promedio del ensamble como,

YiEie PEi

<E) = Zie—ﬁEi

i)
= —ﬁan (A42)

A su vez se calcula la fluctuacion de la energia como,
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a2 a
Var(E) = (E%) —(E) = ;52 — 53 (ﬁ) (A.4.3)
Simplificando,
_ o — _ % gy = 9% g\ _ 729
Var(E) = I InZ = T (E) = 7 (E>aﬁ = kT*— (E) (A.4.4)

Y donde se identifica a la capacidad calorifica C,, = ;—T(E), por lo tanto, despejandola se

encuentra en términos de la fluctuacion de la energia como,

¢, =P (A.4.5)
Ambas son proporcionales por un factor T2.
La expresion para la entropia, S = %Q, donde la transferencia de calor 6Q = C,dT, de
acuerdo, a las relaciones previas se despeja a la entropia como,
S=k(InZ + B(E)) (A.4.6)

O bien, a partir de la distribucién de probabilidad A.4.1 se despeja A.4.6 en términos de las

probabilidades,
S=-kY;P;InP (A4.7)

Esta Gltima expresion es usada con mayor frecuencia en teoria de la informacion cuéntica,

siendo la version clasica de la entropia de Von Neumann o bien entropia de Shannon.

A.5. Informacion Cuantica de Fisher

A partir de la informacidn clasica de Fisher y haciendo algunas generalizaciones al régimen
cuantico se obtiene una expresion para la informacién cuéantica de Fisher en su
descomposicion espectral de la matriz densidad. Considerando la informacion clésica de
Fisher (Ly et al., 2017),

P 2
Iz (pg) = %fma (%logpg) pedx (A5.1)
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En donde pg son las probabilidades de los estados presentes en la matriz densidad pg
parametrizados por 6, donde {py : & € R}. Se hace una generalizacion con un ajuste de

estimacion cuantica (Liu et al., 2020), de tal manera que, de acuerdo a la relacion simétrica,

d 1/0 d
26P0 =3 (5 logpg - pg + Py £logp9) (A5.2)
se reemplaza la integral en A.5.1 por la traza, py por pg, Y la derivada logaritmica ;—Hlog Do

por la derivada simétrica logaritmica Ly la cual cumple,

9 1
9P =5 Lepo + pole) (A5.3)

Se llega a una expresion para la informacién cuantica de Fisher a través del operador Ly en

la forma,

Ir(pg) = ;Tr(Le>po) (A5.4)

Sin embargo, aunque esta Ultima expresion es la mas general aln se encuentra muy
abstracta, por esta razon se suele hacer algunas consideraciones. En particular, cuando es
independiente del pardmetro 8 , py = e~ pe~H esto implica que Ix(pg) = Ir(p, H) =

iTr(pLZ), tal que el operador pg cumple con la ecuacién de Von Neumann-Landau,

i‘% = [Hpg — pgH], entonces, i[pgH — Hpy] = %(Lepe + pglLg) con 6 €R, lo cual

también puede ser expresado de acuerdo a lo anterior como, iZ—Zz[Hp—pH] y

analogamente resulta en,

. 1

i[pH — Hp] = 3 (Lp + pL) (A.5.5)
Suponiendo que p es no degenerado y tiene una descomposicion espectral en la forma,

p= Zmlml(bm)((pml (A.5.6)

Donde {4,,} son los eigenvalores definidos positivos 1,, =0 y {|¢,,)} son los

eigenvectores correspondientes, los cuales, forman una base ortogonal entre si. Ya que,

i[pH — Hp] = %(Lp + pL), proyectando los eigenestados m y n, entonces,
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(bmlipH = iHpln) = = (BmILp + pLIcpy)

De forma que,

Am+n

228 by Ll )

i(lm - An)(d)mlHl(pn) =
Por otro lado, la informacion cuantica de Fisher es expresada como,
Ie(p, H) = ;Tr(pL?)

y desarrollando la traza mediante su descomposicion espectral,

~Tr(pL?) = = Lol bm|PL2|Bim) = Zomn Al b | L1 ) (B LI )

Se encuentra,

Ir(p, H) = 7 Zonn A b L1 ) |2

0 bien, se reexpresa convenientemente en la forma,

Ir(p, H) = = Bmn o + A) bim | LI b )1

de tal manera, que se aprecia una relacion con A.5.8, entonces despejando,

2i
Am+An

(¢m|L|¢n> = (Am_/ln)(qulHld)n)

y sustituyendo A.5.13 en A.5.12, se llega a la expresion,

(ln_lm)z
An+2Am)

Ie(p, H) = > Bmn (| H ) 2

(A5.7)

(A5.8)

(A5.9)

(A.5.10)

(A.5.11)

(A5.12)

(A5.13)

(A.5.14)

esta expresion de la informacion cuantica de Fisher es mas explicita y practica, la Unica

condicion impuesta es que la matriz de densidad sea independiente del parametro 8 y tenga

una descomposicion espectral.

109



A.6. Aproximacion de amarre fuerte: SSH

Un modelo mas preciso del poliacetileno incluye el efecto de alternar enlaces sencillos y
dobles de carbono-carbono sobre la cadena del polimero. Debido a que los enlaces dobles
tienen ligeramente una mayor densidad electronica que los enlaces simples, estos son
sutilmente méas cortos. Entonces, la alternancia de enlaces sencillos-dobles establece una
deformacion estatica con el doble de periodo, 2a,, en relacién con el modelo de enlaces
simples para el poliacetileno. La densidad de carga periddica formada por esta deformaciéon

es conocida como la “densidad de carga de la onda”.

El vector primitivo de la red es, d; = 2a,%, y ahora cada celda unitaria de la cadena tiene

dos atomos de carbono, entonces, sea la funcion de onda de la jth celda unitaria,

b)) = Ci|d1;) + C2|d2,)) (A6.1)

donde |¢4 ) Y |$2,;), son los orbitales atdmicos del primer y segundo atomo de carbono en

la jth celda unitaria, respectivamente.

Definimos a las dos integrales de hoppings o “amplitudes de tuneleo”. Para los enlaces

sencillos tenemos,

Ps=v = <¢1,j|H|¢2,j) (A.6.2)

y para los enlaces dobles,

Pp=w = <¢1,j—1|H|¢2,j) (A.6.3)

ademas, definimos los potenciales de sitio como,

a= <¢1,j|H|¢1,j) = <¢2,j|H|¢2,j) (A.6.4)

De acuerdo a la aproximacion de amarre fuerte, podemos expandir a la funcion de onda

como una combinacion lineal de orbitales atbmicos como,

() = 3, 2 | (x — 2a0))) (A6.5)

2

Donde notemos que el espacio entre celdas unitarias es 2a, y k; = mj.
0
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Entonces, tenemos las dos ecuaciones acopladas,

(po|H|w) = (b |w) (A.6.6)

(D2,|H|W) = (b 2,0) (A.6.7)

Sustituyendo (A.6.5) en (A.6.6) y (A.6.7), expandiendo el lado izquierdo de las ecuaciones
tenemos,

(psj|H|p) = [sz + Cia + Czwe_i%] eiﬁj (A.6.8)

(@2,;|H|w) = [Clv + Coa + Clwe"%] ¢ 7a0%) (A.6.9)

mientras que el lado derecho lo expandimos como,
=2
(e j|) = eCye'zaoV’ (A.6.10)

. 2T .
£(¢2,i[1) = eCre 2oV (A6.11)

Sustituimos estadas ecuaciones en (A.6.6) y (A.6.7), obtenemos entonces,

. 2N

C, (v + we“zaow) +Ca = eC, (A6.12)

C, (v + Welm) + Cya = G, (A.6.13)

Las solucién no trivial parala C; y C, es,

-1l
“TE T =0 (A6.14)
v + we 2%oN a—E&
donde, k = k,, = ;IL’;V por lo tanto,
0
gf =a+Vv?+w?2 +2vwcosk (A.6.15)
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(A.6.15) es la dispersion de energias, hacemos @ = 0, tenemos por lo tanto entonces que,

e = +VvZ + wZ + 2vw cosk = |v + we'*|, es la dispersion de energias para el
modelo SSH de la figura 3.4 en el espacio k, cuya matriz Hamiltoniana la

identificamos de (A.6.14) como,

0 v+ we‘”‘)
H, = ( . A.6.16
k v+ we'k 0 ( )

De acuerdo a la relacion, Hgsyy = Yk w,:ertpk , con vy, = (ag, by)T, podemos transformar
el Hamiltoniano del espacio k al Hamiltoniano real (3.1), mediante las transformadas de

Bloch inversas (3.4),
k,a) = viﬁzme-ikma Im, a) (A.6.17)

donde a € {4, B} es la etiqueta de la posicion atdbmica. Si sustituimos convenientemente en

la relacion del Hamiltoniano real tenemos,

k 295

-I— . .
Hgsy = Dk (Zk) H; (bk) = Zk{[v + We_lk]a,tbk + [v + We_”‘]b;gak} (A.6.18)

y bien, con un poco de algebra e insertando la transformada de Fourier en (A.6.18) se llega

a la relacion,
Hogy = %Zk y{etmct e=*mc, p+h.c.}
+= T Yh{etkm+ct e-tkme o+ h.c.} (A.6.19)
simplificando,
Hssy = vIN{CY ;Cmp + hoc.}+wENLCH . ,Crp +hoc.} (A.6.20)

Donde Cp, o Y Cm,aT, son los operadores de creacion y destruccién fermionicos, sobre la
celda unitaria m de la posicién atémica a € {4, B}. (A.6.20) también suele escribirse en la

forma,

Hssy = vYXN{Im, AYm,B| + h.c.} +wYN{|lm + 1,A¥m,B| + h.c.} (A.6.21)
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Hemos llegado entonces al Hamiltoniano del espacio real (3.1) de nuestro modelo SSH a
partir de la aproximacion de amarre fuerte en donde suponemos a la funcién de onda como
una superposicion de estados orbitales de Bloch. Cabe mencionar que dada a la estructura
del modelo SSH o0 mas bien a la estructura del poliacetileno, este se encuentra conformado
por orbitales tipo p, y debido a esto cada dos atomos de carbono forma enlaces tipo
(Vasilopoulou, 2017).

A.7. Matriz densidad reducida en el analisis de las amplitudes de los estados del
modelo SSH simple, extendido y modulado 9

A continuacion enlistamos las matrices densidad reducida (Ecuacion 3.18) de las figuras de
.y, . .. 2
la seccion 3.6, no sin antes tener en cuenta las condiciones de Bell, ¥3|Cia,| =

B |2 _1 4 A rB  _
mlCmal” = ytambién X3 C ,Cr iy = 0.

> 0.4898
pr = 2 L) (figura 3.30 (a))
0.4898 3
~ 04973 fiqura 3.30 ()
= . igura 3.
Pr=\oa973 1 :
200
pr=(% ) (figura 3.30 (c))
0 3
20
pr=2% .| (figura 3.30 (d))
0 3
r 1
Py = ( 2 12>. (figura 3.30 (e))
T2 2
20
er=1> . (figura 3.30 (f))
0 3
0
Py = (2) L (figura 3.31 (a))
2
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