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Resumen

Se estudia el enfriamiento laser de un sistema optomecénico compuesto por una
cavidad de Fabry-Pérot con un espejo movil acoplado a un resorte cuya frecuencia
natural es una funciéon periédica del tiempo. Tanto la cavidad como el resonador
mecanico interactiian de forma disipativa con un ambiente. Se encuentra una ecuacion
maestra que describe el comportamiento del sistema , incluyendo su disipaciéon y
que toma en cuenta la dependencia temporal explicita de la frecuencia natural del
resonador mecanico de mejor manera que las descripciones usuales. Para el caso donde
esta dependencia temporal es pequena y se puede tratar como una perturbacion a
primer orden, se encuentra una prediccion para la temperatura final del espejo y se
encuentra que esta temperatura varia en cerca del 10 % respecto a la temperatura para
el caso sin modulaciéon temporal, en la region de parametros cerca de la temperatura

minima para el caso no modulado.
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Capitulo 1

Introduccion

La mecanica cuantica es una de las teorias mas importantes de la fisica actual.
La mecanica cuantica surge de la necesidad de explicar el espectro de radiacion de
un cuerpo negro, el cual diverge bajo una derivacion clasica [5|. Utilizando la idea de
que la energia del cuerpo negro cuyo espectro se estaba describiendo se encontraba
cuantizada, es decir solo podia existir en multiplos enteros de alguna cantidad, Max
Planck logré obtener una formula que describia correctamente el espectro de energia.
Posteriormente, Albert Einstein emple6 estos mismos conceptos para explicar el efecto
fotoeléctrico, efecto en el cual es posible lograr que un material emita electrones si
se hace incidir luz sobre el mismo. La mecanica cuéntica sigui6 siendo desarrollada y
se convirtié en la teoria empleada para describir el comportamiento de objetos en la
escala atomica.

La mecéanica cuantica se emplea actualmente en un amplio rango para los parame-
tros fisicos involucrados [6], y una de las lineas de investigacion mas activas se enfoca
en estudiar las propiedades cuanticas de sistemas macroscopicos, los cuales tradicio-
nalmente no se estudiaban desde un enfoque cuéntico. La optomecénica |7, 8] a su vez
estudia las propiedades cuanticas de sistemas donde se realiza un acoplamiento entre
el campo electromagnético, descrito de forma cuantica, y elementos mecénicos ma-
croscopicos, usualmente osciladores armoénicos de algin tipo a los cuales usualmente
se les llama resonadores [9]. Este tipo de sistemas tienen una gran cantidad de aplica-

ciones practicas. Estas incluyen sensores de desplazamiento de alta calidad capaces de
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medir las fluctuaciones de una nube atomica [10], acelerometros de alta precision en
un chip [11], magnetometria [12], microscopia de fuerza atémica [13], deteccion mas
alla del limite cuantico estandar [14], fabricacion de osciladores de alta calidad [15],
almacenamiento de estados del campo electromagnético en modos mecanicos [16] o
conversion de longitud de onda mediante una interfaz mecéanica [17].

Dado el gran nimero de aplicaciones préacticas, naturalmente se trabaja constan-
temente en la busqueda de efectos novedosos o de formas de incrementar la intensidad
de los efectos ya conocidos. Una posibilidad que se ha explorado con frecuencia es
modular alguno de los parametros involucrados en los sistemas optomecéanicos. Una
de estas posibilidades es modular la constante de resorte del resonador y se encuentra
que es posible encontrar division en las bandas de la cavidad [18], llegar a un régimen
cuantico no lineal [19], o lograr estados comprimidos controlables [20]. Si se desea
explorar estados comprimidos en el caso de los grados de libertad del resonador me-
canico, se ha encontrado que esto es posible mediante la modulacion de la amplitud
del campo electromagnético que introduce energia a la cavidad|21]. El estudio de sis-
temas modulados también cubre las ecuaciones periddicas que ocurren al considerar
una cavidad optica con un forzamiento bi-cromatico [22].

Si se desea utilizar la mecanica cuantica para estudiar el comportamiento cuantico
de un objeto macroscopico de forma productiva, usualmente se busca que este esté
cerca de su estado cuantico base [23|, o en un estado coherente. Ya sea para realizar
estudios como la preparacion de estados entrelazados de osciladores mecanicos para
computacion cuéantica [24|, probar desigualdades de Bell con resonadores de silicio
de aproximadamente 10'° atomos [25], el estudio de las fluctuaciones térmicas en un
oscilador mecanico cerca de su estado cudntico base [26] o propuestas para realizar
teletransportacion cuantica de estados 6pticos hacia resonadores mecanicos [27], todos
estos estudios requieren que los componentes mecénicos sean inicializados en su estado
cuantico base o en un estado coherente. Esto requiere enfriar el elemento mecénico
lo més posible, ya que el enfriamiento se puede considerar como llevar el objeto que
se desea enfriar, el cual se encuentra inicialmente en equilibrio térmico con su medio

ambiente, desde un estado inicial arbitrario hacia un estado con mayor pureza [28].
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Se puede entonces pensar en el enfriamiento como la purificacion de estados [29].

Usualmente, la disipacion de sistemas optomecénicos con pardametros modulados
se maneja de la misma forma que la disipacion para sistemas con parametros constan-
tes, lo cual se justifica si los pardmetros que se estdn modulando no varian mucho, ni
muy rapido. Se ha explorado la posibilidad de modelar la disipacién de sistemas opto-
mecanicos con parametros modulados mediante la introduccién ad-hoc de modulacion
en los parametros en la disipacion misma [30].

En este trabajo se deriva una teoria mas adecuada que la teoria usual, la cual
normalmente consiste en el uso de coeficientes periddicos ad-hoc para modelar la de-
pendencia temporal, para describir los sistemas optomecénicos con una dependencia
temporal periddica en la frecuencia del elemento mecanico, cuando se toman en cuen-
ta procesos de disipacion. Una vez se tiene este modelo tedrico, se estudia el caso
especifico de enfriamiento optomecanico.

A continuacién se presenta una breve explicacion de los elementos tedricos que
conforman la optomecanica, seguida de algunos de los efectos mas estudiados del
area, con un enfoque especial en el enfriamiento optomecanico, seguido de una serie
de posibles implementaciones fisicas de sistemas optomecénicos, a fin de presentar un

panorama del estado actual de la investigacion en el area.

1.1. El Sistema Optomecanico Basico

Existen muchas posibles implementaciones de sistemas optomecanicos [8]. Es ilus-
trativo, sin embargo, considerar uno de los casos mas bésicos a fin de obtener intuicién
fisica para este tipo de sistemas. El sistema mas bésico consiste en una cavidad de
Fabry-Pérot con un espejo moévil. Antes de estudiar este sistema, sin embargo, con-
viene tener en mente las propiedades de dicha cavidad cuando ambos espejos se en-
cuentran fijos. Una cavidad de Fabry-Pérot [31] consiste de dos superficies reflectantes
paralelas que se encuentran separadas por una distancia L. Se trabaja asumiendo una
dimension. Existe un campo electromagnético, tal que las soluciones de las ecuaciones

diferenciales que los describen son estacionarias en el espacio entre ambas superficies,
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en el caso ideal. Las frecuencias resonantes de esta cavidad estan dadas por multiplos

de v(n) = nm¢ donde c es la velocidad de la luz en el medio contenido dentro de la

kel

cavidad y n es un entero. El pardmetro 71

se conoce como el rango espectral libre.
Trabajar con tnicamente una de las frecuencias de la cavidad es una buena aproxi-
maciéon cuando la frecuencia mecanica es menor que la diferencia de frecuencias entre
modos de la cavidad, lo cual implica que el movimiento mecanico no acopla modos
vecinos de la cavidad [32]. Si la cavidad presenta pérdidas de intensidad por absorcion,
dispersion o algiin otro fenémeno, estas pérdidas de fotones se describen mediante la
taza de decaimiento de la cavidad, denotada por k. Esta taza de decaimiento se puede
ver como el inverso de 7, el tiempo de vida medio de un fotén dentro de la cavidad.
Otros parametros empleados frecuentemente son el factor de calidad ()., que es in-
versamente proporcional al ntimero de excitaciones que pierde la cavidad por ciclo de

oscilacion y la finesa Optica F,. la cual mide cuantas veces recorre la cavidad un foton

en promedio antes de abandonar la misma. Estos parametros estan dados por

Qc=—, (1.1)

Fc =T—T, (12)

el factor de calidad se utiliza frecuentemente también para describir resonadores me-
canicos, en cuyo caso se denota como (),,,. Cuando ahora se considera una cavidad con
un espejo movil, el cual se encuentra bajo la influencia de un potencial de oscilador
armonico, éste se acopla a la cavidad mediante la presion de radiaciéon que los fotones
ejercen sobre el espejo. El Hamiltoniano usual que describe el sistema acoplado se

deduce en detalle en el capitulo 2 y es

H = —héa'a + hvp,b'b — hgoa'ax, (1.3)

donde § = wy, — ., con wy, la frecuencia de un laser de bombeo y v, la frecuencia de la

cavidad. a y a son los operadores de ascenso y descenso de la cavidad, b y b' son los
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operadores correspondientes al oscilador armonico, = es el operador de posicion del
oscilador armoénico con frecuencia v, v go es el parametro que indica la intensidad
de la interacciéon. Este Hamiltoniano tinicamente es valido cuando la interacciéon es
lo suficientemente débil como para aproximar la interaccién por un término propor-
cional a x, para el caso de una interaccién més fuerte es necesario agregar términos
proporcionales a 22 o potencias mayores. Se considera que la cavidad pierde fotones.
Esto se modela mediante el uso de ecuaciones maestras. Estas ecuaciones modelan
el comportamiento de un sistema que interactia con un sistema mucho més grande
cuyos grados de libertad no son de interés. Para el caso de una cavidad optomecéanica

que puede perder fotones con un ambiente, esta ecuacion se escribe [33]

1
Yy —[H Lap, 1.4
p= - [H.pl + Lap (1.4)
donde
Lup == 5(n, + Dla'ap + pa'a — 2apa' (15)
Y

— 5 (mp)laa’p + paa® —2a"pa],

p es la matriz densidad del sistema compuesto por la cavidad y el resonador mecanico
y H es el Hamiltoniano (1.7). n, es el ntmero de ocupacion promedio de la cavidad
y k es su taza de decaimiento. Este tipo de términos se conocen como Lindbladianos.

En el caso donde se modela disipacion para el elemento mecénico, se tiene el término

Lop=— %’”(nm + 1)[bbp + pbtb — 2bpbi] (1.6)

— 2 () 0B p + pbb! — 20 pb],

donde 7, es la taza de decaimiento del oscilador y n,, es el nimero de excitaciones
térmicas del bano térmico al cual se encuentra acoplado el resonador. Mas adelante
se explicard esta cantidad con mas detalle. Para mantener la intensidad del campo

electromagnético dentro de la cavidad y asi mantener una interacciéon lo suficiente-
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mente fuerte, se emplea un laser para bombear fotones dentro de la cavidad, lo cual
genera un campo de bombeo con intensidad proporcional a ). Esto lleva a que el

Hamiltoniano sea

H = —hda'a + hvyb'b — hgoa'az + Q(a + ab). (1.7)

Es importante considerar los cuatro regimenes de parametros més comunes en
sistemas optomecénicos [8]. El primer régimen es conocido como el régimen de ban-
das laterales bien definidas o limite de buena cavidad, donde se tiene v, > k. En el
régimen de buena cavidad el oscilador completa muchas oscilaciones por cada pérdi-
da de foton. Este régimen es particularmente relevante para el tipo de enfriamiento
optomecanico que se presenta en este trabajo, puesto que es el régimen de pardme-
tros donde se puede alcanzar la temperatura minima para el elemento mecanico [34].
Es el régimen de parametros que se manejara en este trabajo. El régimen opuesto
donde k > v, es conocido como régimen Doppler o régimen de mala cavidad, el
cual no es relevante para el presente trabajo, se emplea cuando se necesita poder
monitorear la posicion del oscilador de forma instantanea, lo cual requiere leer la sa-
lida de la cavidad. Este régimen es relevante en el enfriamiento optomecanico basado
en amortiguamiento en frio [35]. La otra categoria de regimenes de uso frecuente se
refiere al parametro de acoplamiento. En el régimen de acoplamiento débil, se tiene
K > go y se emplea el Hamiltoniano (1.7) En este régimen, las pérdidas de fotones
son més frecuentes que las interacciones entre un fotén y un fonén. En el régimen
de acoplamiento fuerte, se tiene gy > k y es necesario emplear un Hamiltoniano con
dependencias cuadraticas o de orden mayor en el desplazamiento mecanico. En es-
te estudio se trabaja en el régimen de acoplamiento débil. La tabla 1.1 contiene la
definicion de varios pardmetros optomecanicos con los simbolos que se usan para re-
presentarlos. La tabla 1.2 contiene valores experimentales recientes para algunos de

estos parametros.
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VUm, Frecuencia mecéanica

m Masa del resonador mecéanico

v, Frecuencia de la cavidad

Vm Disipacién mecanica

K Disipacién de la cavidad
Qm Factor de calidad mecéanico, Q,, = Vi /Vm

0 | diferencia entre frecuencia de la cavidad y del laser incidente, § = v, — wy,
Ne Nuamero promedio de excitaciones térmicas del bano 6ptico

N, Numero promedio de excitaciones térmicas del bano mecanico

90 Parametro de interaccion optomecanica

Tabla 1.1: Parametros optomecanicos de uso frecuente

Referencia U /2T s K/2m Qum
Peterson, et al (2016)[36] | 1.48 MHz | 0.18 Hz | 2.6 MHz | 8.2 x 10°
Park, et al. (2009)[37] 123Mz | 12.5 klz | 22.7 Mz | 1 x 10°

Jayich, ef al. (2012)[38] | 261.15 kilz | 200 Hz | 120 kilz | 1 x 10°
Norte, et al. (2012)[39] | 150.15 KHz | 1.4 mHz - 1 x 108
Verhagen, et al. (2012)[40] | 78.8 MHz | 3.4 kHz | 7.1 MHz | 1.8 x 10°

Tabla 1.2: Valores experimentales para parametros optomecéanicos
1.2. Efectos Optomecanicos

La interaccion optomecanica que aparece en el Hamiltoniano (1.7) lleva como
consecuencia varios efectos de interés. El efecto optomecanico que se usa como ejemplo
para la teoria presentada en este trabajo es el enfriamiento optomecénico, sin embargo,
este no es el tnico efecto de interés en el area, por lo que se da una breve explicacion

de algunos otros efectos que se estudian actualmente.

1.2.1. Resorte Optico

El efecto de resorte 6ptico consiste en un corrimiento en la frecuencia natural de
un resonador armoénico debido a su acoplamiento a una cavidad o6ptica. Una de las
primeras menciones de este efecto en la literatura aparece en estudios enfocados en
los interferémetros gravitacionales como LIGO-II, donde se not6é que la presion de
radiacion en el sistema podria tener el efecto de cambiar la respuesta mecanica hacia
fuerzas externas de un espejo movil como si éste estuviese acoplado a un resorte 6ptico

[41]. Este corrimiento puede ser expresado como |[31]
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0 —v 0+ v
Av,, = ¢? L + L ) 1.8
. 90”"(52/4+(5—ym)2 24+ (0 + ) (18)

El efecto es mayor en el régimen de pardmetros conocido como el régimen Doppler

(k > vy,), en donde la expresion (1.8) se reduce a
20

ov, m — gg 2

L 4 o2

(1.9)

Esto muestra que el efecto de resorte 6ptico permite aumentar o disminuir la frecuen-
cia natural del resonador mecanico dependiendo del signo de §. Sin embargo, este
efecto no contribuye de gran manera en el régimen usual donde se realiza enfriamien-
to optomecénico, el régimen de bandas laterales bien definidas, (v, > k) por lo que
se asume que la presion de radiacion, al hablar de enfriamiento optomecanico, no
genera un cambio en la frecuencia del elemento mecanico. El efecto de resorte 6ptico
fue demostrado experimentalmente en 2007 [42], en un experimento donde se logro
crear un trampa Optica capaz de generar un resorte 6ptico con un moédulo de Young

inferido 1.2Tpa donde se atrap6 un espejo con una masa de 1g.

1.2.2. Transparencia Inducida Optomecanicamente

Este efecto es el equivalente optomecanico de la Transparencia Inducida Electro-
magnéticamente, efecto que fue asi llamado cuando se estableci6 su existencia en 1990
[43]. Este efecto ocurre al tener un medio 6ptico, tipicamente un gas, en el cual incide
un laser. Este laser puede inducir coherencia entre los estados de los atomos del gas
de tal forma que se genere interferencia en las rutas de excitacion de estados que
controlan la respuesta 6ptica del medio. Mediante este efecto se puede eliminar la
respuesta lineal del medio (absorcion y refraccion) en alguna frecuencia de transicion,
haciendo que el medio se vuelva efectivamente transparente en esta ventana de fre-
cuencia. Este efecto también genera una fuerte respuesta no-lineal (dispersion) en la
ventana de frecuencia de la transparencia inducida [44]. Este fenomeno permite, entre
otras cosas, reducir la velocidad de grupo de un pulso de luz lo suficiente como para

atraparlo por un tiempo controlable dentro de un gas atémico [45].
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En el 2010, se propuso de forma teorica [46] un equivalente formal del fen6meno
para cavidades optomecanicas. Con este efecto, es posible almacenar pulsos de luz en
los grados de libertad mecanicos del sistema, en analogia al almacenamiento de pulsos
de luz en un gas atéomico para el caso de la transparencia electromagnéticamente
inducida. Este efecto, en su version optomecanica, fue observado experimentalmente
por primera vez ese mismo ano [47]. En este experimento se empleé un resonador
optomecanico toroidal el cual se poblé primero con un campo electromagnético de
control mediante un laser y luego se midié la transmisiéon de un laser de prueba
de menor intensidad. Como se esperaria de este efecto, se encontrd que es posible,
sintonizando de forma correcta ambos rayos, transferir la amplitud del laser de prueba

a una amplitud en la oscilacién del elemento mecénico del sistema.

1.2.3. Enfriamiento Optomecanico

Este es el efecto que se emplea como ejemplo de la teoria mejorada presentada
en este trabajo. Se presentara una derivacion mas detallada de este fendémeno en el
capitulo 3. Existen al menos dos esquemas de enfriamiento optomecanico donde se
aprovecha la interacciéon optomecanica entre el elemento mecéanico y el campo dentro
de la cavidad. En el primer esquema, la posicion del elemento mecanico se mide en
tiempo real mediante una deteccion de la salida de la cavidad que sea sensible a la
fase, y la dinamica se ajusta en tiempo real para lograr enfriamiento. Se conoce como
amortiguamiento en frio. El segundo esquema se basa en operar la cavidad fuera de
resonancia, lo cual resulta en una retro accién retardada de la presion de radiaciéon so-
bre el sistema mecanico. Este esquema se conoce como enfriamiento mediante bandas
laterales y es el ejemplo empleado en este trabajo. Estos dos esquemas se comparan
en [34], y se encuentra que el esquema de amortiguamiento en frio es mejor para el
régimen de mala cavidad y el esquema de enfriamiento de bandas laterales es 6ptimo
en el caso del régimen de buena cavidad. En este trabajo se emplea el régimen de bue-
na cavidad y de interaccion débil. Dado que el objetivo es enfriar el objeto mecénico
hacia su estado base cuantico (o en dado caso hacia un estado coherente), se utiliza el

niamero promedio de excitaciones mecanicas, (m), como una cantidad representativa
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de la temperatura de dicho objeto, en un marco de referencia donde se busca llegar a
(m) =0.

El concepto de enfriamiento optomecénico mediante bandas laterales se puede
explicar mediante el efecto Raman. En este efecto, un foton interactiia con materia
y es dispersado de forma inelastica, con una longitud de onda distinta a la incidente
haciendo que la materia con la que interactia el fotén gane o pierda fonones [48]. En
el caso de el enfriamiento optomecanico mediante bandas laterales, los fotones que
entran a la cavidad tienen una frecuencia que esta desentonada hacia el rojo respecto
a la resonancia de la cavidad, por lo que es mas probable que al ser dispersados por
el objeto mecanico, absorban energia para dispersarse en la frecuencia resonante de
la cavidad. El desfasamiento del laser respecto a la frecuencia resonante de la cavidad
hace que el proceso de dispersion de la luz favorezca la dispersion anti-Stokes. Si
el laser se desfasa hacia el azul respecto a la frecuencia de la cavidad se favorece
el proceso opuesto. Si se denota la taza con la que ocurren estos procesos mediante
los coeficientes A+ donde A_ denota el proceso de enfriamiento y A, el proceso de

calentamiento del objeto mecénico, se tiene que la temperatura en equilibrio es

_ A+ + M Ym
Fopt + Ym

(m) : (1.10)

donde 7,, es la taza de decaimiento del oscilador mecénico y I'qpy = A- — A4, en el
caso Optimo donde se considera que el proceso de enfriamiento es mucho méas rapido

que el tiempo de re-termalizacion, la temperatura en equilibrio esta dada por [31]

Ay

)i = 4= (L.11)

Las tazas de enfriamiento y calentamiento se calculan en el capitulo 3 para el caso
donde la frecuencia natural del oscilador mecanico es constante y en el capitulo 5
se obtienen los coeficientes para el caso de una frecuencia natural con dependencia
periodica en el tiempo, asi como una nueva expresion analitica para el niimero de

excitaciones mecénicas, empleando una teoria mejorada de disipacion.
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1.3. Sistemas Optomecanicos

Existe una gran cantidad de sistemas fisicos, implementables en laboratorio, que
emplean la interaccion entre grados de libertad electromagnéticos y mecanicos. Estos
sistemas tienden a agruparse dentro de categorias amplias a fin de poder realizar un
estudio mas organizado de sus propiedades y de el estado del arte en cada categoria

de sistemas.

1.3.1. Espejos Moéviles

En el capitulo 2 se describe la teoria basica de una cavidad de Fabry-Pérot en la
cual uno de los dos espejos no se encuentra fijo y esta acoplado a un resorte, o algin
equivalente, que le permite moverse bajo la influencia de un potencial de oscilador

armonico, se observa un esquema de este tipo de sistema en la figura 1.1.

<«— espejo fijo espejo movil

Figura 1.1: Cavidad de Fabry-Pérot con un espejo movil. La luz entra a la cavidad
mediante un espejo fijo semi-transparente. El espejo moévil se encuentra acoplado a
un resorte o algin otro potencial de oscilador armoénico. Basada en imagen de [1].

Una de las primeras implementaciones experimentales de este tipo de sistemas se

remonta al interferémetro de ondas gravitacionales LIGO [49], ya que a fin de aislar
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los espejos del interferometro del ruido actustico de su ambiente, estos se suspendieron
utilizando cables de acero, de tal forma que cada espejo se podia describir como la
masa de un péndulo ideal. Esto lleva a una de las principales ventajas de los sistemas
optomecanicos basados en espejos méviles: el poder acoplar objetos mecénicos gran-
des, como los espejos de LIGO, a grados de libertad del campo electromagnético. Se
ha demostrado enfriamiento optomecanico [50] de objetos en la escala de kilogramos.

Uno de los posibles retos de este tipo de sistemas surge del elemento mecénico y su
interaccion con el ambiente, ya que este acoplamiento generalmente acarrea una fuerte
decoherencia. Debido a que estos sistemas operan en un rango bajo de frecuencias
mecanicas (vy/2m < 1kHz) son altamente sensibles al ruido acustico [31] por lo que
se ha estudiado reemplazar el elemento mecénico con una trampa o6ptica [51|. En este
montaje tedrico se emplea un disco dieléctrico suspendido mediante tenazas dpticas,
y se encontrd que es posible alcanzar un niimero promedio de ocupaciéon fonénica de
n = .14 para parametros realizables experimentalmente, lo cual se encuentra dentro
del régimen cuéntico, usualmente definido en la literatura como m < 1, lo cual indica
que al medir se encuentra al sistema de forma mas frecuente en su estado base.

Una de las posibles areas de investigacion en el drea de cavidades optomecanicas
con espejos moviles es la medicion de fuerzas con alta precision. Esto incluye trabajos
como la medicién de la carga eléctrica mediante un sistema hibrido de interferémetro
de Michelson y una cavidad de espejo movil [52]. En este sistema, uno de los espejos
dentro de un interferometro de Michelson se puede mover y se encuentra cargado
eléctricamente con una carga por determinar. La longitud del brazo del interferémetro
cambia en funcion de la fuerza de Coulomb entre el espejo cargado y un objeto externo
con carga conocida. La diferencia entre las intensidades de salida de ambos brazos del
interferometro permite determinar la carga del espejo. Otro trabajo estudia el efecto
de introducir un amplificador 6ptico paramétrico dentro de la cavidad y encuentra
que esto permite, dentro de ciertos parametros, medir una fuerza externa aplicada al
espejo movil con precision superior al limite cuéntico estandar [53].

Los amplificadores 6pticos no son el tnico tipo de objeto que se introduce dentro

de una cavidad optomecanica con espejo movil, esta es un area de estudio activa.
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Entre las posibilidades se encuentra introducir un condensado de Bose-Einstein den-
tro de la cavidad. Se ha encontrado que el Hamiltoniano que describe un condensado
de Bose-Einstein dentro de una cavidad con espejos fijos se puede deducir como el
caso limite de una cavidad con espejo moévil cuando este espejo oscila de forma no
lineal [54]. En el caso de un condensado dentro de una cavidad con espejo movil, se
ha encontrado que bajo ciertos parametros, el sistema se puede describir como un
sistema de dos modos donde los grados de libertad atémicos y mecénicos se acoplan
fuertemente mediante el campo electromagnético con un pardmetro 6ptico de acopla-
miento [55]. En una combinacién de posibles sistemas, al acoplar una cavidad con
espejos fijos y un ensamble atomico dentro con una cavidad con un espejo movil, se
logra entrelazamiento de variables continuas a temperaturas de cerca de 32 K [56].
Las cavidades de espejo moévil acopladas a un ensamble atémico o a un condensado
también son empleadas en el estudio de efectos optomecéanicos como la transparencia
optomecanicamente inducida, donde se reporta que la diferencia de frecuencia entre
el espejo movil y un condensado de Bose-Einstein puede llevar a que la ventana de
frecuencia donde se manifiesta la transparencia optomecanicamente inducida se divi-
da en dos ventanas [57]. La transparencia optomecanicamente inducida también se
ha explorado en una cavidad optomecanica de cuatro brazos con dos espejos moéviles
controlados con bombas externas, donde se puede modular varios tipos de parametros
optomecanicos y modular perfiles de Fano [58]|. Otro estudio logra obtener transpa-
rencia mediante una doble capa de grafeno dentro de una cavidad de espejo movil
[59].

Algunos otros temas de estudio actual incluyen el estudio de diferentes tipos de
acoplamiento (donde las oscilaciones del espejo movil modulan la frecuencia de la
cavidad, la intensidad del acoplamiento, o el acoplamiento coherente de varios modos
opticos dentro de la cavidad) llevando a un sistema de clasificacion de acoplamientos
en funcion de su Hamiltoniano [60]. Se ha explorado el uso de presion de radiacion y
el uso del efecto de resorte 6ptico para estabilizar cavidades con espejos moviles y se
ha demostrado experimentalmente [61]. Se ha estudiado el efecto de considerar que

la cavidad tiene un tamano finito y el de pequenas fallas en el alineamiento sobre el
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modelo usual de una cavidad de espejo movil, con miras a la utilizacion de este tipo

de sistemas en aplicaciones industriales y comerciales [62].

1.3.2. Micro-resonadores

X
@

Figura 1.2: Microresonador toroidal. La luz entra al resonador mediante una fibra 6pti-
ca. La luz puede viajar dentro del resonador en modos en la direccién de las manecillas
del reloj y en la direcciéon opuesta. Los grados de libertad mecénicos corresponden a
vibraciones del resonador que alteran el camino 6ptico. Basada en imagen en |2]

Otra posible configuracion de uso frecuente en la actualidad es la de los micro-
resonadores. Este tipo de resonador, como se puede observar en la figura 1.2, usual-
mente consiste de un objeto soélido donde la luz se atrapa en modos donde esta viaja
por el perimetro del resonador. Los modos 6pticos dependen del tamano del resona-
dor, por lo que si éste vibra, esto altera los modos 6pticos. Tres geometrias comunes
para fabricar estos resonadores son anillos, esferas y discos [63]. Una de las grandes
ventajas particulares de esta clase de dispositivos optomecéanicos es que al reducir el
tamano de la cavidad, es posible alcanzar un acoplamiento mayor que en el caso de
las cavidades de espejo movil [40]. Los micro-resonadores también permiten acceso
a un rango muy amplio de frecuencias mecanicas, del rango de M Hz a GHz. Entre
sus posibles desventajas, se debe considerar que en este tipo de dispositivo la luz se
propaga dentro de un medio, por lo que estos dispositivos son especialmente sensibles

a pérdidas por absorcion y efectos térmicos|64].
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Debido a la fuerte relacion entre la geometria de este tipo de sistemas y sus modos,
se ha realizado investigacion reciente respecto al efecto sobre los modos del resonador
ocasionados por deformaciones en el mismo. Esta linea de investigacién encuentra
entre otros resultados que algunos defectos que podrian considerarse inevitables en
la fabricacion del dispositivo implican un cambio fuerte sobre la frecuencia mecéanica
del resonador, y que los factores de calidad de los modos que no confinan a la luz en
el perimetro pueden ser aumentados en un factor de 4 con la subsidencia correcta en
una esfera|65]. Al estudiar el modelo teérico de un resonador ligeramente deformado
de manera que los modos mecanicos que viajan en sentidos opuestos de las manecillas
del reloj se acoplan, se puede observar la simetria PT de los modos mecénicos en
un micro-resonador de disco [66]. Otra posibilidad se observa en un modelo donde se
acoplan los modos 6pticos que se propagan en sentidos opuestos del reloj y se observa
una transparencia optomecanicamente inducida con un fuerte perfil de Fano [2]. Se
observan también resonancias de Fano al acoplar dos micro-resonadores, donde solo
uno de los cuales actiia como dispositivo optomecanico [67]. En quimica, los micro-
resonadores presentan una avenida de investigacion para la detecciéon de moléculas.
Un estudio utiliz6 un micro-resonador esférico lleno de fluido y con un recubrimiento
de grafeno. Las propiedades elésticas del grafeno cambian conforme este adsorbe
moléculas del fluido y esto altera los modos actsticos del resonador lo que permite
la deteccion de las moléculas. Este tipo de montaje demostré una gran sensibilidad a
moléculas de gas de amoniaco [68]. También se ha estudiado el uso de gotas de liquido
como micro-resonador, y se encontré que este tipo de montaje es una plataforma para
espectroscopia de alta sensibilidad para liquidos transparentes en volimenes de nL

[69)].

1.3.3. Membrana en el Medio

En contraste a los sistemas optomecanicos donde la luz se refleja en el elemento
con grados de libertad mecénicos o viaja en un medio cuya longitud de camino 6ptico
cambia debido a sus deformaciones, los sistemas de membrana en el medio, como el que

se dibuja en la figura 1.3, son sistemas dispersivos. En este tipo de sistemas el elemento
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Figura 1.3: Cavidad optomecanica con una membrana en el medio. La membrana es
semi-transparente y flexible. La posicion de la misma respecto a su punto de equilibrio
representa los grados de libertad mecanicos de la interaccion. Basada en imagen en
3]

mecanico consiste de una membrana semi transparente y flexible colocada dentro de
una cavidad de Fabry-Pérot con ambos espejos fijos. La interaccién optomecénica es
una funcién peridédica del desplazamiento de la membrana respecto a su punto de
equilibrio [70].

Este tipo de sistemas presentan varias oportunidades de estudio, incluyendo es-
tudiar el comportamiento de un sistema optomecénico dentro del régimen de acopla-
miento extremadamente fuerte, donde el acoplamiento no puede aproximarse como
una funcion lineal o cuadrética de la posicion mecanica [71]. Debido al posicionamien-
to de la membrana en este tipo de cavidades, es posible modelar sistemas donde se
utilizan dos laseres de bombeo con frecuencias distintas, cada una de las cuales in-
troduce luz a la cavidad por un espejo distinto. En este tipo de sistema se encuentra
que es posible enfriar la membrana maéas alla del limite de enfriamiento optomecanico
marcado por el acoplamiento a un ambiente térmico [3].

Ya que las membranas empleadas en este tipo de sistemas son semi transparentes,
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es posible introducir mas de una membrana a la misma cavidad. En una versiéon, donde
se emplean dos membranas con posicion, angulo y flexibilidad controlables, se puede
modelar fenémenos no lineales, asi como acoplamiento a més de un modo mecénico
con resonadores distintos |72]. El sistema de dos membranas se ha logrado montar
experimentalmente, inclusive se han desarrollado chips integrados con dos membranas
de SiN, con los cuales se encuentra un acoplamiento mayor al modo de centro de masa
de lo que se esperaria con una sola membrana |[73]. En una extrapolacion de este tipo
de montajes se ha calculado que el acoplamiento aumenta de forma exponencial con el
numero de membranas hasta saturarse al alcanzar la completa localizacion del campo
dentro de la cavidad en un sistema de N membranas [74].

Los sistemas de membrana en el medio también permiten el estudio tedrico de
la interaccién de la membrana con otros sistemas dentro de la cavidad, como los
condensados de Bose-Einstein. Un estudio analizé el comportamiento de una cavidad
con una membrana en el medio y dos condensados de Bose-Einstein idénticos, cada
uno de un lado distinto de la membrana. Se encuentra que en el régimen de acopla-
miento débil, los condensados actian como quasi-membranas [75]. En el caso de un
solo condensado, se ha encontrado que al considerar acoplamiento tanto lineal como
cuadratico, es posible lograr estados altamente comprimidos en el modo mecéanico asf

como un fuerte entrelazamiento entre los grados de libertad mecéanicos y atémicos

176].

1.4. Oscilador Armoénico con Frecuencia Dependien-
te del Tiempo

En este trabajo se estudia un sistema optomecanico donde la frecuencia natural
del resonador mecénico es una funcién periddica del tiempo. Para esto es necesario
entender la teoria cuantica del oscilador arménico dependiente del tiempo. Un posi-
ble origen experimental de la necesidad de modelar un oscilador armoénico cuantico

con frecuencia natural dependiente del tiempo fue el logro experimental de colocar
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un unico ion en su estado base de movimiento dentro de una trampa de Paul |77].
Una trampa de Paul, asi llamada en honor a su desarrollador Wolfgang Paul [78§],
consiste en cuatro electrodos hiperbolicos extendidos en una direcciéon, usualmente
denominada y, y donde se genera un campo electromagnético con simetria aproxima-
damente cilindrica en su centro. El campo electromagnético se genera mediante un
voltaje periddico en el tiempo, puesto que de otra forma la trampa solo seria capaz
de confinar iones en dos dimensiones. Agregar la variacién temporal permite confinar
iones en tres dimensiones [4|. Se observa un esquema de este tipo de dispositivo en la

figura 1.4.

z £ =g+ /2

27 . J=_

Figura 1.4: Esquema de una trampa de Paul, obtenido de [4].

Este tipo de montaje lleva a analizar el comportamiento de objetos cuanticos
que interactiian con un potencial con una dependencia periddica en el tiempo. En
particular, requiere poder modelar un oscilador armoénico cuantico dependiente del
tiempo [79]. La teoria para modelar este tipo de sistema cuantico requiere de poder
resolver las ecuaciones de movimiento del problema clasico correspondiente [80]. Una
vez que se conocen estas soluciones es posible modelar el sistema de forma muy
similar al sistema sin dependencia temporal pero utilizando operadores distintos, con

dependencia temporal. Esta distincién es importante, puesto que es usual modelar
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sistemas con este tipo de dependencia peridédica empleando los operadores usuales de
oscilador armonico, pero asignando alguna dependencia temporal a alguna cantidad
normalmente constante. Esto no es correcto, como se vera mas adelante, ya que los
operadores de escalera para el oscilador armoénico con frecuencia constante y para el

oscilador armoénico dependiente del tiempo corresponden a objetos distintos.

1.5. Optomecanica con Parametros Dependientes del
Tiempo

Este trabajo combina varios de los temas vistos en las secciones anteriores. Se
analiza un sistema que consiste en una cavidad optomecanica de espejo moévil, donde
el resorte al cual se encuentra acoplado el espejo moévil tiene una frecuencia natural que
depende del tiempo de forma periédica, como se observa en la figura 1.5. El principal
objetivo de este trabajo es modelar este sistema empleando una teoria mas adecuada
para describir la disipacion de sistemas cuénticos con dependencias periddicas. Esto
es un modelo de disipacién para el oscilador que toma en cuenta su dependencia
temporal explicita [81]. Esto lleva a establecer una ecuacion maestra que modela el
sistema de forma méas adecuada que intentos anteriores [30], donde simplemente se
incluyoé la dependencia temporal del problema en la constante de disipacion.

Después de derivar dicha ecuacidén maestra, se analiza el caso de enfriamiento op-
tomecanico para esta cavidad, en el caso donde la dependencia temporal del oscilador
se puede tratar como una perturbaciéon pequena, y se encuentra que para ciertos re-
gimenes de parametros es posible alcanzar una temperatura menor que en el caso de

una frecuencia natural constante.
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Figura 1.5: Cavidad de Fabry-Pérot con un espejo movil acoplado a un resorte cuya
frecuencia natural es funcion del tiempo. Tanto el resorte como la cavidad inter-

cambian energia con un ambiente.Un laser bombea fotones de forma continua a la
cavidad.



Capitulo 2

Interaccién Optomecanica

La forma de acoplamiento entre el campo electromagnético y un elemento meca-
nico es la presion de radiacién debida al intercambio de momento entre fotones y el
espejo movil de una cavidad de optomecanica Fabry-Pérot. Para esta seccion se sigue
la derivacion de la referencia [32]. El potencial vectorial unidimensional dentro de la

cavidad cumple con la ecuaciéon de onda

Az, t)  0*A(x,t)
ox2 o2

(2.1)

donde x es eje de movimiento del espejo movil y se toma ¢ = 1. El potencial se
encuentra definido dentro de la region 0 < x < ¢(t). Se considera el potencial vectorial

unidimensional en la direccion del eje z y se tiene

A =4k, (2.2)
. OA

E =Pk = ——k, (2.3)

B =curlA = —g—’ij = Bj. (2.4)

Cuando se trata con espejos perfectos fijos, se emplea el requisito de continuidad de
E =0 en los espejos [82]. Si uno de los espejos se mueve, la generalizacion natural es

pedir que el campo se anule en el marco de Lorentz donde el espejo se encuentra ins-

21
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tantaneamente en reposo [83], esta condicion se cumple si se satisfacen las condiciones

de frontera

A(0,1) = Aq(t), 1) = 0, (2.5)

en el marco de referencia del laboratorio. Esto se debe a que, si se considera la
transformacion de Lorentz parametrizada por v = vi, el campo eléctrico transformado

€S

+v— | k. (2.6)

0A  0A\ -
I e -
E=~vE+vxB)= 7((% 8x)

Si la velocidad del marco de referencia se toma como ¢(t) y se evalia el potencial
vectorial unidimensional A en x = ¢(t) entonces el término entre paréntesis es la
derivada direccional del potencial a lo largo de la trayectoria del espejo y es idénti-
camente cero [83], lo que asegura que en el marco donde el espejo fijo se encuentra
instantdneamente en reposo el campo eléctrico se anula. La ecuaciéon de movimiento

no relativista para el espejo de masa m es, considerando ademés un potencial V' (q)

V(g 1 <8A<a:, t))2 (2.7)

mi==5 o\ T

dq 2

z=q(t)

El segundo término del lado derecho es la presion de radiacion. El término de presion
de radiaciéon se deduce a partir de que, en el marco de referencia que se mueve con
el espejo, la presion de radiacién esta dada por B’?/2; ya que el campo eléctrico en
este marco es cero debido a las condiciones de frontera. El término de presiéon de
radiacion se obtiene transformando B’ al marco de referencia del laboratorio en el
limite no relativista. El espejo movil esta sujeto entonces a una fuerza proveniente
de un potencial de oscilador armoénico V(q) y a una fuerza proveniente del campo
electromagnético, la presion de radiacion. Las ecuaciones (2.7) y (2.1) determinan
por completo la dindmica del sistema cuando se toman en cuenta las condiciones de

frontera dadas por (2.5). Se define un conjunto de coordenadas generalizadas como
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B 9 q(t) . kmx
Qr = 4 /@/0 drA(z,t)sin o) (2.8)

donde k es un entero positivo. Las coordenadas (), representan una descomposicion
del potencial vectorial A(x,t) en las funciones sin Zr—tﬂ)c las cuales dependen la posicion
del espejo en cada momento. Para mas detalle sobre estas funciones ver [84]. Estas

funciones forman un conjunto completo y se puede realizar la expansion

Az, t) =) Qilt), /%Sin%, (2.9)

la cual claramente cumple con las condiciones de frontera (2.5). Si se sustituye la

expansion en las ecuaciones (2.1) y (2.7), se obtiene

. . .2
A q : 49 — 4
Qr = — wiQx + 25 > k@ + 7 > 9@ (2.10)
J J
q'2
+ P > 9imginQ
jl
. oV (q 1 ,
mg = — % + p Z(—l)kﬂwkijij. (2.11)
k7j
Se usan las frecuencias dependientes de la posicion
km
wi(q) = —, (2.12)
4q
y las funciones
—1)k+i 2k ’ Lk ;
grj = N 7 (2.13)
0, k=j

El sistema de ecuaciones (2.10) corresponde a las ecuaciones de Euler-Lagrange del

Lagrangiano
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L (0:0:Q00) = 5 30 [0F - d@@] + gmi -V (@214)
k

. .2
q : q
Ty E Ik QrQj + 27 E Irj I QiQ;.
Jik

Jk,l

Hasta este punto el tratamiento del problema es completamente clasico. Se trans-
forma al Hamiltoniano para proceder con la cuantizacion. El Hamiltoniano se define

mediante la transformacion

H (P, Qup, @) =pi+ > PuQx — L (0,6, Qr, Q&) (2.15)
k

donde se han definido los momentos

s q
Pe = Qr — &ngija (2.16)
J
o1
p=mq— p ngijQj. (2.17)
Gk

Como se espera, el momento canénico del espejo no es m¢ para un campo no nulo

dentro de la cavidad. El Hamiltoniano resultante es

2
1 1
H = P <p+ ng‘]Pk‘QJ) "’52 P; +wiQi] -

k
Usando este Hamiltoniano, se procede a cuantizar de forma canoénica. Las variables

D, q, P, Qr se convierten en operadores con relaciones de conmutacién dadas por

[@762]} = [‘j’p"f] - [ﬁ’ Qﬂ] - [ﬁ’ p’“] =0 (2.18)
=i, [Qs Be] = i,

y se definen operadores de creacién y aniquilacion para la cavidad, pero a diferen-

cia de los operadores usuales para un oscilador armoénico cuantico, estos dependen
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explicitamente de la longitud de la cavidad mediante ¢. Se tiene

ay(q) = %wlk(q) [wk(d)Qk +Z‘pk} , (2.19)
o 1 A
a,(q) = 2heon(d) [Wk(Q)Qk: - sz} : (2.20)

La dependencia de ¢ indica que existe una base del espacio de Hilbert para cada
posicion del espejo. Esto implica que cada estado debe etiquetarse con un valor para
el nimero de excitaciones de cada modo y un valor para la posiciéon del espejo. Esto

lleva a la acciéon de los operadores

ab (@)ar(@) [{mi} »a) = ne [{ma} . )

qH{mt,q) =al{n},q),

donde se usa {n;} para denotar el conjunto {n, ns, ns, ...} de los nimeros de ocupa-

(2.21)

cion de cada modo de la cavidad. El Hamiltoniano (2.18) se expresa en términos de

estos operadores como

+T)? 1
H= % +V(g) +h> wilq) [alak + 5] ) (2.22)
k
donde
in k]2
_ tot T T

Aqui se ha omitido escribir explicitamente la dependencia de ¢ en los operadores
de la cavidad por conveniencia. Este Hamiltoniano es similar al Hamiltoniano de
acoplamiento minimo en electrodinamica, sin embargo en este caso I' es bilineal, por
lo que hay procesos de absorciéon y emision de dos fotones. El término de vacio en
(2.22) es divergente ya que hay un namero infinito de modos, por lo que se emplea el
procedimiento usual [85] y se tiene el Hamiltoniano con la energia de Casimir en una

dimensién
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hr

+Vi(q) + thk(q)azak ~ g (2.24)

(p+1)?
2m

H—

Es importante notar que el término para la energia de Casimir que se presenta en el
Hamiltoniano es el balance de los modos del campo fuera de la cavidad, los cuales
empujan el espejo hacia adentro, y los modos dentro de la cavidad los cuales empujan
el espejo hacia afuera [86]. Esto implica que deberian considerarse los modos fuera de
la cavidad para un tratamiento completo, por lo que este Hamiltoniano es aproximado,
sin embargo se considera una buena aproximacion en los casos donde el campo dentro
de la cavidad es dominante. El Hamiltoniano (2.24) tiene un acoplamiento no lineal
entre la cavidad y el espejo. En el caso donde el potencial V(g) confina al espejo a
moverse cerca de una posicion de equilibrio, se escribe el desplazamiento respecto a
esta posicion [y como g = ¢ — [y y cuando este desplazamiento es pequeno respecto

a ly se puede aproximar I como

F~Ty=T] . (2.25)

Adicionalmente se pueden realizar expansiones en series de potencias a primer orden

del parametro ”;—00 y se obtiene

ax(q) ~ agy — —al,, (2.26)
0

wi(q) & wio (1 - —) , (2.27)

donde agg y wgo son el operador de aniquilaciéon y la frecuencia asociadas a ¢ = .
Si las aproximaciones (2.26) se sustituyen en el Hamiltoniano (2.24) y se hace una
transformacion unitaria H' = UTHU dada por

U = glvolo/h, (2.28)

se obtiene el Hamiltoniano
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2

H ~ 2p_m + u (o) + thkoazoako — zoFp (2.29)
k

donde u (z,,) = V(q) — hrr/24q y Foy denota la presion de radiacion en ordenamiento

normal dada por

h )
FO :_2l E (—1)k+j. /WEOW;0 (akoajo + GZOCL;O + a,toajo + a}oam) . (230)
0 -
k.j

En una aproximacion donde se considera tinicamente un modo de la cavidad, la presiéon

de radiacion se simplifica a
hwo
JI()F() ~ xol—aloako, (231)
0
lo cual es el resultado deseado y lleva, para el caso donde el potencial u(zg) corres-

ponde al oscilador armoénico, al Hamiltoniano

H= hwkoa,toako + humb'b — hgoa'az. (2.32)

Se tiene entonces la interaccion optomecénica para el caso donde se considera un
tinico modo de la cavidad y no se considera el campo fuera de la misma. De aqui en

adelante se omite el sub-indice k.



Capitulo 3

Enfriamiento Optomecanico en una

Cavidad no Paramétrica

En este capitulo se presenta una derivacion del enfriamiento optomecénico de ban-
das laterales, desde el enfoque de ruido cuantico, y se presenta en analogia al caso
clasico de un oscilador armoénico acoplado a un bano térmico. Existen muchas deriva-
ciones de este efecto [87, 33|, pero se presenta una que sigue de cerca a la derivacion
presentada en [88], los conceptos se pueden encontrar con un poco méas de detalle
en [89]. Primero es importante discutir ciertos conceptos y cantidades relevantes en

relacion al ruido cuéntico.

3.1. Densidad de Potencia Espectral

Se inicia con la teoria clasica. Sea I(t) una senal clasica aleatoria caracterizada

por tener un valor promedio cero y por la funcién de correlacion

Grp(t,t") = I (). (3.1)

Esta funcién de correlacion es analoga a una matriz de covarianza. Para t' = ¢,
contiene la informacion sobre las correlaciones entre las fluctuaciones de la senal. Para

tiempos distintos contiene la informacién sobre que tanta correlacion existe entre las

28
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fluctuaciones de I(t) y las de I(t'). Conviene definir ciertos conceptos. Primero, el
ruido bajo consideracion es estacionario, esto es, la funcién I(¢) no es constante
en el tiempo pero sus propiedades estadisticas si lo son. Esto lleva a que la funcion
Gyp(t,t") dependa tnicamente de la diferencia entre tiempos, ¢ —t'. Segundo, el ruido
que se considera es Gausiano, es decir el ruido queda completamente caracterizado
por la funcion Gy ;(¢, '), no tiene momentos estadisticos de mayor orden. Y finalmente
el tiempo caracteristico, el cual define la escala de tiempo en la cual decaen las
correlaciones entre I(t) e I(t'). Si el tiempo caracteristico 7. < [t — /|, entonces se
considera Gy (t—t') =~ 0. I(t) es una variable aleatoria Gaussiana con promedio cero,
y también lo es su transformada de Fourier, la cual se define en un periodo de muestra

T Como

1 T/2
B \/F —7/2

Para un 7 lo suficientemente grande, las propiedades estadisticas de esta transformada

I W] dte™" I (t). (3.2)

no dependen de 7. Se define ahora la densidad de potencia espectral, la cual
contiene la informacion de cudnta potencia contiene I(¢) para alguna frecuencia w.

Es simplemente la varianza de I.[w] en el limite donde 7 es muy grande

Sirlw] = lim <|[T[w]\2> = lim ([ |w][.[-w]). (3.3)

T—00 T—00

Esto quiere decir que la densidad de potencia espectral es la transformada de Fourier

de la funcion de auto-correlacion de I(t)

S[[[O.)] = /_+OO dtethG[J(t). (34)

o0
Este resultado se conoce como el teorema de Wiener-Khinchin [90]. En el caso clésico,
como la sefial I(t) es una funcion real, G (t,t') también lo es y la densidad de
potencia espectral cumple Sy;[w] = Spy[—w]. Fisicamente esto tiene sentido, pues la
interpretacion fisica de que tanta potencia contiene la senal para una frecuencia dada
no tendria sentido de otra forma.

La densidad de potencia espectral también se puede definir para sistemas cuanti-
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cos, sin embargo es importante entender que mientras la definiciéon es completamente
anéloga, la interpretacion fisica de esta cantidad no es la misma. Se define de la misma

forma. Por ejemplo, en el caso del operador de posicion

+o0
Sealw] = / dte™"(#(t)2(0)). (3.5)

oo
Una diferencia clave en este caso es que, en general, se tiene que para un operador
O(t), [O(t),0(t")] # 0, por lo que la funcién de auto-correlacion puede ser compleja
y por ende S, [w] # S..[—w]. Esto no ocurre en el caso clasico cuando se trabaja
con variables en lugar de operadores. ;Cual es la interpretacion fisica de esto? Para
el caso cuantico, la densidad de potencia espectral contiene informacion respecto a
transferencia de energia. La parte positiva del espectro corresponde con transferencia
de energia al sistema y la parte negativa a transferencia de energia desde el sistema.
Es importante notar que no se pide un sistema fisico con frecuencia negativa, se tiene
una funcién que, dada una frecuencia positiva, describe los intercambios de energia
del sistema desde y hacia un sistema externo. Se analiza el caso especifico de un

oscilador armoénico acoplado a un bano térmico.

3.2. Caso clasico y caso cuantico

Se inicia con el caso clasico. Se tiene un oscilador armonico con frecuencia v
y masa m en equilibrio con un bano térmico a temperatura 7. Se asume que el
acoplamiento es lo suficientemente débil como para que no sea necesario considerarlo
en la descripcion de la dindmica del oscilador. Es este caso, la soluciéon para las
ecuaciones de movimiento de Hamilton es
p(0)

x(t) = x(0) cos(vt) + o sin(vt), (3.6)

donde z(0) y p(0) son los valores iniciales de la posicion y el momento, los cuales son

aleatorios. La funcién de auto-correlacion de la posicion es entonces



CAPITULO 3. ENFRIAMIENTO OPTOMECANICO NO PARAMETRICO 31

Goa(t,0) = (z(t)z(0)) (3.7)

= (x(0)x(0)) cos(vt) + (p(0)x(0)) 1 sin(vt), (3.8)

mv

donde tunicamente se ha sustituido la solucion (3.6) en la definicion de la funcion
de correlacion. Clésicamente no debe haber correlacion entre los valores iniciales de
la posiciéon y el momento puesto que se tomaron como valores aleatorios. Eso deja

unicamente

Gox(t,0) = (x(0)z(0)) cos(vt). (3.9)

Se sabe, del teorema de equiparticion, que %mu (x?) = %l{;BT, con kg la constante de

Boltzman. Calcular la transformada de Fourier del coseno es directo y se obtiene la

densidad de potencia espectral

 ksT

mv

]

(O(w—v)+0(w+v)), (3.10)

la cual es simétrica en la frecuencia como se buscaba e indica que toda la potencia
se concentra en la frecuencia v del oscilador. Se considera ahora el caso cuantico. La
expresion para la funciéon de correlacion es la misma que en el caso de la ecuacion

(3.7), pero ahora con operadores

Grz(t,0) = (2(0)2(0)) cos(vt) + (p(0)z(0)) =S sin(vt). (3.11)

my
Aqui el desarrollo difiere del caso clésico, debido a la relacion de conmutacion entre los
operadores  y p. Forzosamente debe existir una correlacion entre estos o se violaria
la relacién de conmutacion y se tiene que (#(0)p(0)) = 2. La funcién de correlacion

se puede re-escribir

Goo(t) = a3 {np(hv)et™ + np(hwv) + 1] e ™'}, (3.12)
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h

2 _
donde zj = 5

es el movimiento de punto cero y ng(hv) es el nimero de ocupacion de
Bose-Einstein en equilibrio térmico. La transformada de Fourier se calcula de forma

directa y se tiene

Spelw] = 272 {np(hv)é(w + v) + [ng(hv) + 1] §(w — v)}. (3.13)

Se observa que esta funcién ha perdido la simetria en la frecuencia. En este caso,
el factor de ocupacion de Bose-Einstein sugiere la interpretacion fisica. El término
correspondiente a la parte positiva del espectro de frecuencias se relaciona con emision
de energia del bano térmico hacia el oscilador y la parte negativa se relaciona con

emision de energia del oscilador al bano térmico. Cuando la temperatura aumenta

kpT

L~ >> 1, se tiene que np(hv) ~ np(hv) + 1 y la densidad de potencia

tal que
espectral cudntica tiende a la densidad de potencia espectral clasica. Es importante
notar que aunque se habla de un espectro negativo de frecuencias, no se habla de una
frecuencia negativa para el oscilador, esta frecuencia siempre es una cantidad positiva
y la densidad de potencia espectral contiene informacién sobre los intercambios de

energia entre un oscilador armoénico de frecuencia v y el bano térmico al cual este se

encuentra acoplado.

3.3. Teorema de Fluctuacién-Disipaciéon

El desarrollo presentado pareceria indicar que las densidades de potencia espectral
cuanticas y clésicas no se encuentran conectadas mas alla de las expresiones empleada
para calcularlas. Sin embargo, existe una conexién en su interpretacion fisica y esto
se puede evidenciar mediante el teorema de fluctuaciéon-disipacion. Este teorema es-
tablece una relacion entre la taza de decaimiento del oscilador arménico y la densidad
de potencia espectral [91]|. Para el caso clasico, de nuevo pensando en un oscilador
armonico sujeto a una fuerza F(t) que actia como una fuente de ruido, se tiene la

ecuacion de movimiento

mi = —mv-x —myi + F(t), (3.14)
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donde se ha agregado un término de disipaciéon dependiente de la velocidad para evitar
que la fuerza F(t) pueda calentar indefinidamente al oscilador. En este caso la fuerza
actiia como un bano térmico, ya que lleva al oscilador hacia un punto de equilibrio.
Se pide que este bano térmico se encuentre en equilibrio a una temperatura 7', por lo
que se espera que el oscilador se encuentre en equilibrio también a esta temperatura.
Esto implica que los cambios en la energia del oscilador, debido a la disipacién y
al calentamiento del bano, deben estar balanceados y se tiene, asumiendo que el
acoplamiento es pequeno tal que v >> ~

%<E> e O (3.15)

2m

En el caso de energia estacionaria y usando el teorema de equiparticion, se tiene el

teorema de fluctuacion disipacion clésico

., Como es el teorema de fluctuacion disipacion para el caso cuantico? Se tiene el

Hamiltoniano

H = hwb'b+ Hg + 2F, (3.17)

donde b y b son los operadores de escalera del oscilador armoénico, Hpg es el Hamilto-
niano del bano y Z es el operador de posicion del oscilador y Fesel operador para la
fuerza que experimenta el oscilador debido al acoplamiento con el bano. F es tal que
[, ] = 0. El oscilador evoluciona de acuerdo a la ecuacion de Schrédinger. No es
necesario conocer de forma explicita el Hamiltoniano que describe la evolucion libre
del batfio térmico. Si el oscilador se encuentra en un estado inicial [¢(0)) al tiempo
cero, se desea conocer la probabilidad de que después de un tiempo t se encuentre en
un estado final [¢f). Ya que solo es de interés como esta probabilidad de transicion
depende de F, se trabaja en el marco de interacciéon para eliminar las dinamicas libres
del oscilador y el bano. En este marco de referencia, denotado por el sub-indice I se

tiene
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Ui (1)) = U3 () [ (1)) = Ur(t) [9(0)) , (3.18)
con Up(t) = e i0F+MI/I ¢ (7 (4) = ¢~#Ft/h F] Hamiltoniano en este marco de
referencia es

Hy(t) = UlHU, = UV, = Vi (1), (3.19)

donde V = ZF. La amplitud de transicion entre un estado inicial ¢ al tiempo ¢ y un

estado final f, el cual se asume es un eigen-estado del sistema, esta dada por

Aip=(Ts|Wi(1)),
= (U4 |Us(t)U1 ()| (0))
=e P (W0 (1)

donde F; es la energfa del estado final. La solucion a la ecuacion de Schodinger en este
marco de referencia esta dada por la serie de Dyson [92|. Esta serie tiene, formalmente,
un namero infinito de términos pero solo es de interés la probabilidad de transicion a

tiempos cortos, por lo que se tiene, a primer orden

W) = [9(0) + 5 [ arti(r) ¥, (3.20)

Aqui se ha utilizado que [¥;(0)) = |¥(0)) ya que Uy(0) = 1. Para poder proceder es
necesario dar una condicién inicial. Se asume que al tiempo 0, el estado del oscilador
es separable del estado del bano y que el oscilador se encuentra en algiin estado
etiquetado como n. Como el estado final elegido es un eigen-estado, debe ser ortogonal
a la condicién inicial. Primero se calcula la amplitud de transicién del caso donde el

oscilador va del estado n al estado n + 1

t

g =g | dr o+ 1lin(m)ln) <F> (3.21)
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Por definicion del marco de interaccion, &;(7) = Ul (7)2Uy(7). Se puede expresar Z en
términos de operadores de creacion y aniquilacién como & = z4(b+ b'). Si se procede

de esta forma

t

Ai,f :;B_;; dr <n + 1|€i(ul;T5+HB)T/ﬁ<Z; + I;T>€_i(VBTB+HB)T/h|TL> <ﬁ1> 7
“"7‘; drei (n + 1|(b+ bt)|n) < >
]

W/m

La dinamica del bano no es conocida, y el objetivo no es desarrollar una descripcion
de la misma. Se asume que el bafio se encuentra en un estado estacionario y que su
matriz densidad se puede escribir de forma diagonal. Se tiene que la probabilidad de

transicion del estado n al estado n + 1 del oscilador armoénico esta dada por

r2(n+1 t o . .
Pn7n+1<t> = %\//{) dTldTgew(TQ 71) <F](7'1)F[(T2)> . (322)

La probabilidad de transicion del estado n del oscilador armoénico al estado n + 1
depende entonces de la funciéon de auto-correlaciéon de F. Se hacen los cambios de

variable 71 =t/ + 7y 7 =t tal que

P = n“ /dt/ Fy (¢ +7) Fr(t)). (3.23)

Si la integracion se toma en un tiempo lo suficientemente largo comparado con el tiem-
po de auto-correlacion del bano, se pueden aproximar los limites de integracion por
+00. Si se asume que el bano es Markoviano, entonces su funcién de auto-correlacion
es una delta de Dirac y la aproximacion es razonable. Esto se puede reescribir en

términos de la densidad de potencia espectral como

zj(n+1)

Pai(t) = T8 (—w). (3.24)

Es importante notar que este desarrollo asume tiempos cortos tnicamente. Si se desea
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obtener la taza de transiciéon de n a n + 1 se deriva P, ,11(t) respecto al tiempo y se
obtiene

zi(n+1
Pnn+1 = %S}:ﬂ(—w). (3.25)

El calculo para el caso de la transicion n a n — 1 es completamente analogo y resulta

en

z3(n

Pnn—1 = F)Sﬁ(w) (326)

Ambas transiciones son mas probables entre mayor el niimero de ocupacién n y no
existe una transicion hacia abajo cuando n = 0. Sin embargo la propiedad que resulta
de mayor interés es que la transiciéon hacia estados con mayor nimero de excitaciones
depende de la parte negativa del espectro de Sz (w) y la transicion descendente depen-
de de la parte positiva, como se vio anteriormente. Con estas tazas de transicion se
puede escribir una ecuacion diferencial para la probabilidad de encontrar al oscilador
en el estado n. Esta debe ser simplemente la probabilidad de que el oscilador entre al

estado n menos la probabilidad de que abandone el estado n, dada por

d
Zibn = [nR4pn—1+ (n+ )R ppi1] — [nRy + (n+ 1) Ry] pn, (3.27)

donde se emplea la notacion

j
RT :ﬁsﬁ‘(_w)a
2
x
Ry =h—25ﬁ<w),

para las tazas de transicion del oscilador. La energia promedio del oscilador armoénico
estda dada por la suma de la energia de cada posible estado multiplicada por la pro-

babilidad de ocupacién correspondiente. Esto permite llegar, empleando la ecuacion

(3.27), a
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45y = iy + 2l

3.28
b, (3.28)

la cual tiene la misma forma que la ecuacion clésica, sin embargo en este caso se tiene

que

2

7= 73 (Serlw] = Sprl-w]). (3.20)
Spl] = SEEL] +2SFF[_“]. (3.30)

La densidad de potencia espectral cuantica parecia contener mas informacion que su
analogo clésico, puesto que describe dos procesos distintos. Lo que se observa aqui
es que la parte simétrica contiene la informaciéon de como las fluctuaciones del bano
calientan el oscilador de la misma forma que en el caso clasico y la parte asimétrica
corresponde al coeficiente de decaimiento clasico, al describir como el bano puede
enfriar el oscilador. La asimetria de la funciéon de densidad de potencia espectral
se debe por completo al hecho de que el operador que describe la accién del bano
no necesariamente conmuta consigo mismo a tiempos distintos. Dado que ambos
factores dependen de la densidad de potencia espectral, el enfriamiento del oscilador
es el resultado de controlar la densidad de potencia espectral del bano con el cual

interacciona el oscilador, favoreciendo la parte asimétrica.



Capitulo 4

Oscilador Armoénico Dependiente del

Tiempo

En este trabajo se estudia el comportamiento de una cavidad optomecénica con un
resonador mecénico cuya frecuencia natural es una funciéon periédica del tiempo. A fin
de modelar este sistema es importante entender como modelar primero la evolucién
libre de un oscilador armoénico cuya frecuencia natural es una funciéon del tiempo.
Primero se revisa de manera breve la teoria del oscilador armoénico cuéntico con
frecuencia constante y después se estudia el caso de frecuencia dependiente del tiempo
asi como la ecuacion de Mathieu y la teoria de Floquet, las cuales son necesarias para

resolver el problema del oscilador arménico con dependencia temporal.

4.1. Oscilador Armoénico Cuantico

Tanto el campo electromagnético dentro de una cavidad, como los resonadores
mecanicos se describen mediante el formalismo del oscilador armoénico cuéntico [93].
El Hamiltoniano del oscilador armoénico cuantico, cuando se consideran todos los

modos, tiene la forma general

1
H =" hu(afay + 5)- (4.1)
k

38



CAPITULO 4. OSCILADOR ARMONICO DEPENDIENTE DEL TIEMPO 39

v, corresponde a la frecuencia de cada modo individual y se debe sumar sobre todos los
dos. L d ' dores d ic iquilacic
modos. Los operadores a;, y a;, se conocen como operadores de creacion y aniquilacion

respectivamente y operan sobre la base de Fock de la siguiente forma [92]

(07% |nk> :\/n_k |nk — 1> s (42)
al |ng) =vng + 1 |ng + 1), (4.3)

aLak ) =ng |ng) - (4.4)

Las relaciones de conmutaciéon estan dadas por

[aj, a}] = 6 (4.5)

(4.6)

A manera de aproximacion, usualmente se trabaja con un tinico modo, por lo que en
general se omitiré el sub-indice k£ a menos que sea necesario. El término constante

tampoco se tomara en cuenta desde este punto.

4.2. Oscilador Armoénico Cuantico Dependiente del
Tiempo: Evolucién Libre

El Hamiltoniano dado en la secciéon 4.1 es, en el caso del resonador mecanico,

expresable en términos de los operadores de posiciéon y momento x y p como

1 1
H = %pz + §m1/23:2, (4.7)

donde m es la masa del resonador y v su frecuencia natural. ;Qué sucede si se tiene

un Hamiltoniano explicitamente dependiente del tiempo en la frecuencia?
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1 1
H=—p>+- 222, 4.
2mp + 2m1/(t) T (4.8)

El caso de particular interés es el caso cuando v(t) es una funcién periodica del tiempo.
En este caso el problema se puede resolver de forma completamente analoga al caso de
frecuencia constante siempre y cuando se puedan encontrar las soluciones a la ecuacion
de movimiento clasica para un resonador armoénico con frecuencia dependiente del
tiempo

f(t) +v(t)*f(t) =0. (4.9)

Para los propositos de este estudio, se considera una frecuencia de la forma

v(t) = vy + € cos(2uwt), (4.10)

donde vy es la frecuencia promedio, €' es un parametro pequeno en relacion a vy y
w es la frecuencia con la que varia la frecuencia natural del resonador y a la cual se
hace referencia con el nombre de frecuencia secundaria. Esta eleccion de v(t) lleva a

una ecuacion de movimiento clasica a primer orden en el parametro ¢’

f+ (V% + 2€'v cos(2wt)) f = 0, (4.11)

esta ecuacion diferencial es conocida como la ecuacion de Mathieu [94], la cual es un

caso particular de la ecuacion de Hill [95]

dy
— tyy =0. 4.12
Tz T @0y (4.12)
La solucion de la ecuacion de Mathieu es necesaria para poder resolver, de forma
analitica, el problema del oscilador armoénico dependiente del tiempo por lo que se

estudia de forma detallada.
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4.2.1. Ecuacién de Mathieu y teoria de Floquet

La ecuacion de Mathieu usualmente se expresa de la forma [96]

i+ (a — 2q cos(2t))u = 0, (4.13)

la discusion se limita al caso de a y ¢ reales. Es directo llevar la ecuacion (4.11) a
esta forma. El tipo de solucion que existe depende de los coeficientes a y ¢. En el caso
donde tinicamente es aceptable obtener soluciones con periodo 7 o 27 solo es posible
encontrar una solucion para ciertos valores de a y g [97]. Este caso lleva a obtener las
asi llamadas funciones de Mathieu ce, (¢, q) y se,(t,q). El indice n en estas funciones
refiere a que para cada valor de ¢ se puede dar una serie de valores de a para los cuales
existe una soluciéon de este tipo. Estos valores usualmente se denotan por las series
a,(q) para ce,(q) v b,(q) para se,(q). Las funciones ce,(t, ¢) son pares y las funciones
se,(t, q) son impares. Estas tienden a cos(nt) y sin(nt) respectivamente cuando ¢ — 0.
Este tipo de solucién no es la méas adecuada para un caso mas general, ya que esto
limitaria el estudio a sélo ciertos valores para la frecuencia. Por esto se busca una
solucion méas general. Esta solucion se obtiene mediante el teorema de Floquet [97], el
cual dice que para una ecuacion de la forma (4.13) es posible encontrar una solucién

de la forma

f(£) = e"p(t) (4.14)

donde p se conoce como el exponente caracteristico o de Floquet, el cual depende de
a'y q. La funciéon p(t) es una funciéon periodica con un periodo igual al de cos(2t). La
segunda solucion esta dada simplemente por f*(t). Estas soluciones estan expresadas
en la llamada forma de Floquet. En el caso general [96], se buscan soluciones donde p
es real para garantizar que la soluciéon no diverja o tienda a cero para tiempos largos.

Al ser una funcion periodica, la funcion p(t) se puede expresar como serie de Fourier

pt) = > cye® (4.15)
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esta serie se puede sustituir en la ecuacion de Mathieu y se obtiene una relacion de

recurrencia para los coeficientes de la serie. Esta relacion es

nj(p)caj—2 + c2j + n;(p)cajre = 0, (4.16)
con
ni(p) = I —. (4.17)
= G =i —a

El valor de y queda determinado por

Ap) =0, (4.18)

donde A(u) es el determinante del sistema de ecuaciones (4.16), este valor de p
garantiza soluciones no triviales. Sin embargo, esta soluciéon es muy compleja para
un manejo analitico. Para el caso de interés, donde ¢ < a es posible encontrar una
solucion, con la forma deseada, mediante una expansion en serie de potencias de ¢

[98]. Empleando los parametros de la ecuacion (4.11), se escribe

f(t) + (a+ ecos(2t)) f(t) = 0, (4.19)

con a = :—@ Se usa de ahora en adelante el parametro adimensional ¢ = 25;—2”0 Se
absorbe el factor w en el tiempo por simplicidad durante la derivacién. Primero se
determina la regiéon de parametros donde se buscara una soluciéon a fin de encontrar
una solucion estable. Se sigue la derivacion de [98]|. Primero se expresa la solucion en

serie de Fourier de la forma

f(t) = Z ¢; cos(2jt) + Z s;sin(25t), (4.20)

y se sustituye en la ecuacion (4.19) para obtener
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o0

0= Z a—4j ¢; cos(24t) —I—Z a—4j )S]SID(QJt)
7=0

7=1

+e Z cj cos(2jt) cos(2t) + € Z s;sin(2jt) cos(2t).

n=0 7j=1

Si se emplean las igualdades trigonométricas

cos(A) cos(B) ==(cos(A — B) + cos(A + B)),

[\.’)I)—‘[\'}Il—ﬂ

sin(A) cos(B) ==(sin(A — B) +sin(A + B)),

se tiene que

0= Z a — 45%) ¢j cos(2;t) +Z a — 45%) s; sin(2;t)
7=0 7j=1
+ g ZCJ(COS(Z(]' + 1)t) + cos(2(j — 1)t))
7=0

n % Z Sn(sin(2(5 + 1)t) +sin(2(j — 1)),

por lo que se tiene

0= Z (a — 45%) ¢j cos(2;t)

¢ (2¢ + 02)> cos(2t)

€
0={(dco+ 561> cos(0) + <(a —4)ey + 5

o0

+3° (0= 47%) &+ 5 (61 + 1) ) cos(2jt),

=2

43

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)



CAPITULO 4. OSCILADOR ARMONICO DEPENDIENTE DEL TIEMPO 44

y de forma completamente analoga

3 (a — 45%) s; sin(2nt) (4.25)
+ g D sulsin(2( + 1)t) + sin(2( — 1)1))
( a—4)s, + —32) sin(2t) (4.26)

i ( a—4j%) ; (8j-1+ Sj+1)> sin(2jt).

=2

Se usa la ortogonalidad de las funciones cos(jz) y sin(jz) y se escriben los sistemas

de ecuaciones resultantes de forma matricial

o o o O

.12

)
S|

|
NN

&1

.92

Q
|
IS N

CQ 9

N
N

a—4-32 s

N
N

a—4-12
.92

s
|
NI

52

N
DN

a—4-3? S5

Nm
. N

0

Para tener una solucién distinta de cero, al menos uno de los determinantes de estos

sistemas debe ser cero, lo cual genera las condiciones sobre € y a. Las matrices son

de dimension infinita, por lo que usualmente se aproximan mediante el determinante

de matrices de dimension finita para algin valor de corte para j. Esto lleva a buscar

soluciones cerca de a =n

2 conn € ZT para € < n?. Se propone una solucién en serie

de potencias de € tal que



CAPITULO 4. OSCILADOR ARMONICO DEPENDIENTE DEL TIEMPO 45

f=folt)+efi(t)+Efo(t) + ..., (4.27)

a=n%+ea; +€as+ ..., (4.28)

y se obtiene la solucion, regresando la variable de tiempo original, a primer orden en

€ y en forma de Floquet

1 . 1 ;
pin+2)wt _ 6—61(71*2)@)_ (4.29)

t) = einwt Ny
1) = 8(n+1) 8(n —1)
Esta solucion tiene la forma deseada, con p = n. No hay correccién a primer orden
en € para el exponente de Floquet. La segunda solucion es f*(¢). Es importante notar

que no se emplea la solucion general que se obtiene como combinacion lineal de las

dos soluciones obtenidas debido a que la soluciéon general no tiene forma de Floquet.

4.2.2. Operadores de Floquet

Una vez obtenida la solucion (4.29), es posible expresar el Hamiltoniano (4.8) de
forma analoga al Hamiltoniano usual para el oscilador armonico cuantico [80]. Esto

requiere la aplicacion de dos transformaciones unitarias, aplicadas de forma

H=U'HU, (4.30)
dadas primero por el operador
U, = e FGEH ) (4.31)

que resulta en operadores transformados T y p. Y una segunda transformacion dada

por el operador

U, = e(3ier+epnlf@P) (4.32)
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la cual resulta en operadores transformados P(¢) y X(¢). En términos de estos ope-

radores, se escribe

2m

- <LP2<t)+%mW2Q2(t)) (4.33)

donde

fOf ) — f) /@)
2 ’

W= (4.34)

es el Wronskiano del sistema. El Hamiltoniano (4.33) puede escribirse de forma

- W
H=Mrop

Estos operadores I [81] se escriben en términos de los operadores originales z y p de

1 (t). (4.35)

la forma

I(t) :% [x 2%Lf(t) —ﬁ\/%f(t)] : (4.36)
'(t) =;—Z.1 [x 2me'*(t) —ﬁ\/%f*(t)] : (4.37)

Los operadores dependen explicitamente del tiempo. Se emplean los operadores
[(t) =e "™ (t), (4.38)
Ti(t) =™ (1), (4.39)

ya que estos operadores no tienen dependencia temporal si € = 0. Estos operadores

se escriben
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] (4.40)

\/7
I (t) :;—2,1 [$\/; ﬁ\/> ] (4.41)

con

1 € 2iwt €

g(t) :m(l + 8(n+ 1>€ — me—?iwt)’
_ L GW(”—"‘@ 2iwt Eiw(n—_z)e—%wt
h(t) —\/M(mwjt St D) e S0 = 1) ).

Estas funciones estan multiplicadas por una constante de normalizacion \/% de tal

forma que

[T(t),TH(#)] = 1. (4.42)

A partir de este punto se omite escribir la dependencia explicita del tiempo de los
operadores I' por simplicidad. Estos operadores actiian sobre la base de Floquet que

es analoga a la base de Fock

L) =\jli—1), (4.43)
T3y =5+ 1]+ 1). (4.44)

Mediante este formalismo, la evolucién libre del oscilador armoénico cuantico depen-
diente del tiempo, considerando un solo modo, esta descrito por el Hamiltoniano
w
H(t)mee = h——=T'T. (4.45)
VIR
Es importante notar que el operador I''T, al ser aplicado a un estado, resulta en

el namero de excitaciones de un oscilador armoénico con frecuencia dependiente del
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tiempo. Este es un sistema fisicamente distinto del oscilador armoénico cuantico usual,
por lo que los operadores correspondientes a cada sistema no son intercambiables. El
operador ntmero correspondiente al oscilador arménico cuéntico, b'b, al ser aplicado
a un eigen-estado, resulta en el niimero de excitaciones en ese estado. Esas excitacio-
nes son el nimero de fonones para la frecuencia correspondiente a un oscilador con
frecuencia constante. Estas no son las mismas excitaciones que las que corresponden
a un oscilador cuya frecuencia es una funciéon periddica del tiempo no trivial, es decir
no es constante. No se puede emplear el operador ntimero de un sistema para medir el
numero de excitaciones del otro sistema, cada uno se emplea para medir una cantidad
fisica diferente.

Con esta teoria se puede proceder a modelar la disipacion de un sistema optome-

canico donde la frecuencia mecénica es una funcion periodica del tiempo.

4.3. Oscilador Armoénico Dependiente del Tiempo:
Evolucion Abierta

Se puede ver la disipaciéon en un sistema chico debido a la interacciéon con un
sistema grande y cuya evolucién no es de interés, llamado ambiente. Este ambien-
te, también conocido como bano térmico, consiste en un sistema que se asume lo
suficientemente grande para no ser afectado por su interacciéon con el sistema cuya
evolucion si es de interés. Para describir la dindmica del sistema tomando en cuenta
su interaccién con el bano térmico cuya dinamica no se desea conocer se emplea el
formalismo de ecuaciones maestras, el cual se detalla a continuaciéon. Se sigue de cerca

la derivacion de [81]. Se parte de un Hamiltoniano de la forma

H(t) = Hs(t) + Hsg + Hg, (4.46)

donde Hg(t) es un Hamiltoniano de la forma (4.8) y modela a lo que se llamara sistema
central, Hp modela el comportamiento del bafio térmico y Hsp modela el acoplamiento

entre ambos sistemas. El bano se describe como N osciladores armoénicos
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~2

N
& 2 : Dy my ~
v=1 v

y el acoplamiento es de la forma

N N
2 A N ~2
Hgp = —x § G, + 2
v=1

= v=

2
9y
2 Y
- 2myw;

(4.48)

que acopla al sistema a cada oscilador del bano, donde g, dicta la intensidad del aco-
plamiento entre el sistema central y cada oscilador del bano. El segundo término del
acoplamiento corrige un corrimiento en el minimo de potencial debido al acoplamien-
to. La densidad de potencia espectral del bano se calcula como se vio en el capitulo

3 v se obtiene

Sw)=m Z v (W—wy). (4.49)

= 2myw,
Como condicién inicial, se pide que para el tiempo ¢t = ¢, el bafio se encuentre en

equilibrio térmico y no tenga correlacion con el sistema central, lo cual lleva a que el

operador densidad del sistema completo sea separable

p (to) = ps (to) @ pp. (4.50)

Para este tipo de sistemas, el procedimiento usual es llegar a una ecuaciéon para
tunicamente las variables del sistema central S, después de trazar sobre las variables
del bano. Esta ecuaciéon no siempre es posible de resolver de forma analitica. Sin
embargo, en el caso de interacciéon débil entre el sistema y el bano, es posible realizar
una expansion en serie de potencias. Se denota el efecto total del bano por el parametro

vy se pide

Y <<k?BT/h

v LA,
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donde T es la temperatura, kg la constante de Boltzmann y A,,,, denota la frecuencia
de transicion del sistema central de un estado n a un estado m. Bajo estas condiciones,
las correlaciones del bano decaen de forma efectivamente instantanea en la escala de
tiempo de las correlaciones del sistema central. Bajo estos parametros, la ecuacion

para la evolucion del sistema central se puede escribir como

pe(t) = — % [5(0). p5(1)] %trB [Hsp. ps1)] (4.51)
_ % 000 dr tr [Hisp, [ Aot — 7.1), 0% @ ps(0)]

donde la tilde denota el marco de interacciéon definido por

O (t,t') =U! (t, 1) OU, (t,1) (4.52)

Uy (t,¢) =T exp (—% /t L (FIS (") + HB>> (4.53)

donde T es el operador de ordenamiento temporal de Wick.
Por el teorema de Floquet, la ecuacion de Schréodinger para un Hamiltoniano que
depende de forma periddica del tiempo [99], como es el caso del sistema central, debe

tener una solucién de la forma

T;(t) = e " g5 (1)) , (4.54)

donde |¢;(¢)) es periddica. En la region de soluciones estables p; = (j+1/2)u° es real.
El indice p;, el cual es el exponente de Floquet, esta definido tinicamente por algtn
modulo Qf debido a la periodicidad de e*. A estos estados se les conoce como cuasi-
estados de energfa, y los posibles valores de p;; como el cuasi-espectro de energia, el

cual estda dado por

e =G +1/2p° +EkQp, k=0,+1,42,... (4.55)



CAPITULO 4. OSCILADOR ARMONICO DEPENDIENTE DEL TIEMPO 51

Las funciones de onda con el mismo indice j pero distinta k corresponden al mismo
estado debido a la ambigiiedad de la definiciéon. Es conveniente conocer la forma de

los elementos de matriz del operador x, en la base de estados de Floquet. Se tiene

entonces
Xpm(t) = (Un(t)|2] T (1)) (4.56)
= =)t (g (8)]2| b (1)) (4.57)
= ek X (4.58)
k
(4.59)
donde
1 [T ,
Xomi = 7 [ e (0,0lal6(0) (1.60)

es el producto interno para las funciones ¢;(t). Se utilizo la periodicidad de los estados

de Floquet. Las frecuencias de transiciéon estan dadas por

Ay =t — P + kS2p. (4.61)

Se evaltian las componentes de Fourier en la representacion espectral

Xpm(t) = /_OO dxth, (x, t)xthy, (x, t) (4.62)

h
= /% (Vmf(t)0pm—1 4+ VS (t)0nm1) » (4.63)
y usando la expansion de Fourier de las soluciones f(t) se llega a

| h
Xompk = o (\/chkfsn,mq + \/ﬁck(sn,erl) - (4.64)

Volviendo a la ecuaciéon (4.51) pero ahora se limita la discusién a un baiio Ohmico
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tal que

I(w) = myw, (4.65)

lo cual fija la relacién entre la constante macroscopica v que describe el efecto del
bano y las constantes microscopicas g, que describen el acoplamiento a cada oscilador

armoénico del bano. Se impone un corte de Drude tal que

I(w) = I(w)/ (1 —iw/wp)

con la frecuencia de corte wp mucho mayor que nug y que €2y para evitar divergencias.

La ecuacién maestra se escribe entonces como

. 1[x
p=— 7 [Hs(t), o] (4.66)
1 [ o0 .
+ s dw[(w)nth(w)/ dre™7[Z(t — 7,t)p, ] + c.h.,
™ —00 0

donde c.h. denota el conjugado Hermitiano. Se tiene que

nn(w) = (eh‘”/kBT —1) = -nw(-w) -1, (4.67)

es el numero de excitaciones térmicas del oscilador del bafio con frecuencia w. Se
escribe la matriz densidad del sistema en los estados de Floquet, los cuales son la

solucion de la ecuacion de Schrodinger para el Hamiltoniano del sistema central

Pprm (t) = (Un(8)]p()[ (1)) , (4.68)

la ecuacion (4.66) se escribe ahora
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Prm :—/ dwl(w)nin(w) (4.69)

X / dre” Z { X (= 7)ot e X (8) — Xy () Xt (8 = T) prrm } + €l
0

n'm’

al sustituir las formas explicitas de los elementos de matriz de Z se tiene

. 1 i Ve ’ *
Prm :ﬁ Z Z {_I (An’m’k’) Nth (An’m’k’) € (Bnrmiss =Bnn k)tXn’nan'm'k'pm'm (470>

n'm’ kk’

+7 (Ann’k> N (Ann’k> ei(Ann/k*Anm/k/)tXn,nkpn/m/X:nm,k/} + c.h.

aqui se ha empleado la igualdad

/000 dre“” = m§(w) + P(i/w). (4.71)

P es el valor principal de Cauchy [100|. Las cantidades A, representan frecuencias
de transicion entre estados, por lo que las cuasi-energias del sistema central figuran en
la ecuacion (4.70). Dado que estas frecuencias son fisicamente significativas si pueden
ser utilizadas como argumentos para las funciones ny,(w) e I(w), a diferencia de las
cuasi-energias mismas, ya que éstas estan definidas de manera ambigua debido a la
periodicidad. Se han descartado corrimientos en las frecuencias de transicion debido
a las partes principales de la integral. Ahora se procede a hacer la aproximaciéon de
onda rotante. Se asume que los factores de la forma e!(®rmk=2wm)t donde (n, m, k) #
(n',m' k") oscilan méas rapido que todos los demaés factores con dependencia temporal
y pueden ser ignorados. Sin embargo, por la forma del espectro de cuasi-energia, la
condicion n—m = n' —m’ y k = k' es suficiente para que las frecuencias de transicion
correspondientes sean iguales, por lo que esos términos se deben conservar. Se hace

la aproximacion y se sustituye la ecuacion (4.64) en (4.70) y se obtiene la ecuacion
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Prm = ;/ {(N+1) (2\/ n+1 + 1)pnt1m+1 — (n+ m)pnm> (4.72)
+N (2\/nmpn_17m_1 —(n+m+ 2)an)} (4.73)

donde la ocupacion del bano térmico N

N = Z ) (10 + k) g (10 + k) (4.74)

se reduce a N = ny,(wp) en el limite sin forzamiento. Si se emplean las definiciones
de la accion de los operadores de Floquet sobre los estados correspondientes, se llega

de forma directa a

(1s(1). o] (4.75)

(g + 1) (prﬁ S pfff) + (gffpf Tty - pfff) } .

+
o[ ¢
——

Donde esta ecuacion se empleara utilizando n,, para denotar la ocupaciéon del bano.
Esta ecuacion tiene la misma forma que la ecuacion disipativa del oscilador armoénico
con frecuencia constante, con un término que modela la evolucién libre y los términos
disipativos, pero debido a que se tomo6 en cuenta que el sistema central posee un
cuasi espectro de energia, la disipacion queda expresada en términos de operadores de
Floquet, por lo que en todo momento se ha tomado en cuenta la dependencia temporal
explicita del sistema central. Esto hace que esta sea una descripciéon més correcta
del sistema en comparacion con el procedimiento comun de agregar una dependencia
temporal a los pardametros de la ecuacion maestra sin dependencia temporal. Con este
modelo de disipacion es posible proceder a estudiar el enfriamiento optomecanico de
un sistema compuesto por una cavidad optomecénica cuyo elemento mecénico tiene

una frecuencia natural que depende explicitamente del tiempo.



Capitulo 5

Ecuacion Maestra

Con los resultados del capitulo 4, se procede a escribir la ecuaciéon maestra para
un oscilador armonico con frecuencia natural dependiente del tiempo, acoplado a
una cavidad de Fabry-Pérot, la cual recibe fotones de parte de una bomba laser con
frecuencia ). Tanto el resonador mecanico como la cavidad interactian de forma
separada con su bano térmico correspondiente. La ecuaciéon maestra se estudia en
un marco de referencia desplazado, por lo que se hard esa transformacion de forma
detallada. Una vez obtenida la ecuacién maestra en el marco de referencia deseado, se
procedera a realizar la deduccion de la ecuacion maestra de enfriamiento laser, la cual
modela el comportamiento iinicamente del resonador mecanico con frecuencia natural
dependiente del tiempo, en la escala de tiempo donde alcanza un estado estacionario,
lo cual permite encontrar una medida de su temperatura al final de un proceso de

enfriamiento.

5.1. Hamiltoniano Optomecanico

El Hamiltoniano del sistema es [30]

H(t) = Heay + Hunee(t) + Hint + Hyomba, (5.1)

donde

95
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H,., = — héa'a, (5.2)
5 W
Hnec(t) _h|f(t)]2r (T (¢),

Hy =— ﬁgCaTaa:,

Q
Hbomba :FLE(GT + CL).

Aqui se han utilizado los resultados del capitulo 4 para expresar el Hamiltoniano
del resonador mecénico en operadores de Floquet. El Hamiltoniano H.,, modela la
evolucion libre de la cavidad, en un marco de referencia que rota con la frecuencia
del laser de bombeo, por lo que § = v, — w;. La intensidad del acoplamiento entre la

cavidad y el oscilador esta modulada por el parametro g.. Recordando que

o) =5 [fz@h(t) —py a0

es posible expresar el operador x en términos de los operadores de Floquet como

: (5.3)

g=~ )+~ )T, (5.4)

para funciones 7/(t)+ que dependen de las soluciones de Floquet. De esta forma el

Hamiltoniano de interaccién se expresa como

h
Hini(t) = ge\[ 5 —ala[y} (T + 2 ()T, (5.5)
Con esto, la ecuaciéon maestra que gobierna el comportamiento del sistema cuando
tanto la cavidad como el oscilador armoénico dependiente del tiempo interacttian con
un bafio térmico es [101]

1
o= %[H, pl + Lop + Lrp = Lp, (5.6)
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donde

Lup == 5(n, + Dla'ap + pa'a — 2apa’ (5:7)

K
— 5 (mp)laa’p + paa® —2a"pal,

Lrp=— %(nm + 1)[FTF,0 + pI''l — ZFPFT] (5.8)

— 2 (np)[CTYp + pr0t — 20 pI

k describe la interaccion de la cavidad con su bano térmico y v describe la interaccion
del resonador mecanico con el suyo. n, es el nimero de excitaciones térmicas del bano
de la cavidad en la frecuencia resonante y n,, es el nimero de excitaciones térmicas
del bano térmico al que esta acoplado el resonador mecanico, en el limite donde no
existe forzamiento, como se detall6 en el capitulo 4. De no existir interaccién opto-
mecanica, la cavidad y el resonador mecanico se termalizarian a n, y n,, excitaciones
respectivamente [31]. La ecuacion (5.6) es uno de los principales resultados de este
trabajo, ya que describe la evolucién de un sistema optomecénico donde la frecuencia
natural del resonador mecanico se modula con el tiempo, y emplea un modelo de disi-
pacién que toma en cuenta el efecto del forzamiento del resonador mecénico sobre el
espectro de cuasi-energia. Esto permite una descripcion mas correcta del sistema, ya
que al trabajar con un resonador dependiente del tiempo, se requiere una expresion
para el numero de excitaciones de Floquet, las cuales son las que corresponden de

forma natural al sistema.

5.2. Marco de Desplazamiento

A fin de eliminar el término de bombeo en (5.2) y para poder encontrar aproxi-
maciones tutiles se emplea una transformacion a un marco de referencia desplazado

dada por
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Utary = e(@®a=a"00) (3OT=5"(00) (5.9)

y denotado por primas. A partir de este punto se omite escribir la dependencia tempo-
ral de a(t) y B(t) para compactar la notacion. Es importante notar que, en el caso de
un estado Gausiano, como los que se consideran en este trabajo, esta transformacion,
al ser un desplazamiento, no altera segundos momentos [102]. La transformacion se

realiza mediante el lema de Baker-Hausdorff [92]
Ap, —A 1
e Be :B—i-[A,B]—i-ﬁ[A, [A,B]] + ... (5.10)
Como se desea transformar la ecuacion maestra (5.6), es importante tomar en cuenta

el término de la derivada temporal del operador densidad. Esto lleva a la ecuaciéon

maestra transformada

Uty Ul ry =LIUr) Ul 1) = Uy UL, 1y = Uty p'Uga, T)' (5.11)

¢ =Ulo 0y Ll0r UL ) Uar) = Uiy Uy’ = 90 Uty (5.12)

El efecto de la transformacion en los operadores se obtiene de forma directa

(a*afaaf)e(B*FfﬁFf) (ozaffa*a)e(ﬁFTfﬁ*F)

U(Ta,r)@U(a,F) —=e ae

:e(a*a—aaT)ae(aaT—a*a)7
—a — [(aa’ — a*a),a] — [(aa' — a*a), [(aa’ — a*a),a] + ...,
=a — [aal, a] + [@*a,a] + . . .,

=a —afal,a] + ...,

=a + «.

Para el caso de las reglas de conmutacion involucradas en este ejemplo la serie corta

de forma natural ya que los primeros conmutadores de la serie son iguales a niimeros
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y los conmutadores subsecuentes son entonces iguales a cero. Esto permite escribir

U(fam)aU(a,p) =a + «,

ot
—
N

U(Tar) a'Upr) =a' + o,

U,y TUGr) =T + 8,

~—~~ o~~~
ot
—_
(S

~—  ~— ~— =

Ul TUr) =T + 8.

Para el caso del operador a'a se tiene

U(TaI)aTaU(GI) —a'a — [(aad’ — a*a),a’a] — [(aa’ — a*a),[(ad" — a*a),a’a]] + .. .,
—a'a — afa’,d'a] + a*la,a’a] + ...,
=dla+aa"+afa+. ..,
=+ [(aa' — a*a), [(ad" + a*a)],

—=da'a + aal + a*a + |af’.

De nuevo los operadores I' siguen las mismas reglas de conmutacion lo que permite

escribir

U(Ta’r)aTaU(a,p) —a'a+ ad’ + a*a + o, (5.17)

Ul MUy =TT + AU + 8°T + | 8%, (5.18)

Los términos que involucran la derivada temporal del operador U, r) se tratan con
mayor detalle, debido a la dependencia temporal explicita de los operadores I'. Estos

detalles se encuentran en el apéndice. El Hamiltoniano transformado

H' = Ul HUqr) (5.19)
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se escribe entonces

H'=—h6 (a'a+ aa’ + a*a) + h# (T'T + AU + B*T) (5.20)

- hgc,/% [(afa +aa" + a*a+[af?) (- (t) (TT + 8%) + ()T + 9))]
+ ? (a' +a) +ih <d*a —aat + 8T — BFT)

(aal —a%a) + 2 (807 = B°T) ) +in (8T - 6I7).

R

+ih(2

Se han descartado los términos constantes ya que éstos no afectan la dinamica. Los
términos proporcionales a las constantes de disipacion provienen de la transformacion
de los términos de disipacion L, y Lr. En la ecuacion (5.20) observamos un término
de bombeo que involucra las derivadas temporales de los operadores de Floquet. Se

tiene entonces la ecuacion maestra

§ = )+ Ligf + Ll + C(0p = £ + C(0)p, (521)
donde
C(t) =~ T1)(5% — 18%) - [, 1152 - 181°) (522)

y Lo v Lr son los operadores mencionados en (5.7) y (5.8) respectivamente. En este
punto se imponen condiciones a a y 3 con el fin de eliminar el término original de
bombeo y de emplear aproximaciones tutiles. Para obtener estas condiciones se re-
agrupa el Hamiltoniano, poniendo especial atencion en los términos de orden uno en

operadores, por ejemplo para el caso del operador a se tiene

n h
a(=h8a" = hg\| - (Y (DB" + 7, (1)) + 52+ ihd” + ihgoz).

Si se realiza el mismo proceso para los operadores a',T" y I'f, se obtienen ecuaciones

diferenciales para o, a*, 8 y 5*. En el régimen de parametros en el que se trabaja, el

estado estacionario de oo y [ se alcanza rapido y se tiene & = f = 0. Con esto, se
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tienen las ecuaciones

0=a(—§+z(6+gc\/27( ()" + (¢ >B))—i% (5.23)

0:5<—% T ‘2 +ng\/ |ay (5.24)

Se pide que el acoplamiento sea lo suficientemente débil para resolver estés ecuaciones

a orden cero en el parametro de acoplamiento. Esto lleva a obtener las soluciones

Q
20 + ik’

(5.25)

Qo =

como puede verse en [103]| El sub-indice cero denota que son validas sélo en un régimen

de acoplamiento débil. Bajo estos parametros, el Hamiltoniano se escribe

-I'T (5.27)

Se ha hecho la aproximacion a > 1, la cual lleva a despreciar el término del operador
numero de los operadores de la cavidad en el término de interacciéon optomecénica.
Esto quiere decir que se pide que el laser de bombeo tenga una potencia alta en
comparacion con la disipacion de la cavidad y que no esté muy lejos de la frecuencia
de resonancia del modo en consideracién. El Hamiltoniano de interacciéon, en términos

de las funciones ¢(t), se escribe como

Hiou(t) = hyey | 5o (g + 00a!) (" (T (1) + 9()T (1),

y esto se puede re-escribir utilizando un nuevo pardmetro xo = gey /VO%. Es conve-
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niente separar este Hamiltoniano de acuerdo a su dependencia en €

donde

o, (t) =xo(aga + apal)(D(t) + TH(t)),
H; () =xoe(oga + OzoaT) X
(s (e r + i)

n+1)

- ) + e ),

Finalmente, se tiene el Hamiltoniano transformado

H(t) = —hda'a + hvoI'T — Hpy(2), (5.28)

despreciando términos de orden -5. jQue significa trabajar en este marco? En térmi-

nos fisicos, el operador de desplazamiento [104] tiene el efecto

eaaj—a*a

0) = o), (5.29)

para la cavidad. Esto quiere decir que en el marco desplazado, hacer referencia a |0) es
hacer referencia a un estado coherente. Debido al bombeo, la cavidad se encuentre en
un estado coherente con frecuencia «g. La frecuencia natural de la cavidad no tiene un
corrimiento en este régimen de parametros, sin embargo elegir un régimen donde 5 # 0
llevaria a que la frecuencia natural de la cavidad tuviese un corrimiento proporcional
a Re(f) y que el resonador mecanico se enfriara hacia un estado coherente. Con esto

se llega a la ecuacion maestra en el marco de desplazamiento
-/ ]' ! / / AN !/
P = E[H7p] +Lap+L1"p =L ) (530)

la cual es uno de los resultados principales de este trabajo. Esta ecuacion se puede

emplear para modelar cualquier tipo de sistema optomecénico donde la frecuencia
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natural del elemento mecéanico es una funciéon periddica del tiempo, y sera usada para
modelar, a manera de ejemplo, el enfriamiento de los grados de libertad mecanicos
del sistema. A partir de este punto se omitird denotar el marco de desplazamiento

mediante el uso de primas puesto que todos los céalculos se realizan en este marco.

5.3. Base de Decaimiento

Antes de proceder, es necesario entender la base comtinmente empleada al trabajar
con ecuaciones como (5.30). Esta base se conoce como la base de decaimiento [105].

Se piensa en una ecuacion de la forma

1
p = Ecavp = E[H, p] + Lap, (531)
con
Lop=— g(np + Da'ap + pa'a — 2apa’]
— g(np)[aan + paa’ — 2a'pa) (5.32)
y
H = hv.a'a. (5.33)

Los operadores a son operadores de creaciéon y aniquilacion de oscilador armoénico. Se
parte de asumir que se tiene una soluciéon para (5.31) tal que se conocen todos los
eigenestados y todos los eigenvalores. Si el estado inicial del sistema estd dado por

p(0), se puede entonces realizar la expansion

p(0) = ZéAﬁA, (5.34)

donde la suma es sobre todos los eigenvalores y se conoce el estado al tiempo ¢
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p(t) = éxeMpa. (5.35)

El problema se convierte entonces en poder calcular los coeficientes de la expansion,

los cuales estan dados por

& = Tr{pap(0)} . (5.36)

Los estados p cumplen la relacion

Tr {papr} = oo (5.37)

Se tiene entonces eigenestados denotados como py y estados duales, denotados como
px- Este tipo de estados surgen del término L,. Este tipo de términos se conocen como
super-operadores ya que actiian sobre operadores, tales como el operador densidad, y
actuan de forma distinta al ser aplicados por la derecha o por la izquierda. Esto lleva
a considerar estados llamados derechos e izquierdos, la nomenclatura corresponde al
lado por el cual se aplica el siiper operador, ambos correspondientes al mismo eigen-
valor. Los estados derechos son entonces duales de los estados izquierdos. Denotamos

a los estados izquierdos como p? y a los estados derechos como 7, tal que

Lapl, = N (5.38)
PLLy=Npl. (5.39)

La parte real de los eigenvalores M/ correspondientes a estos estados, por razones
fisicas, deben ser no positivos, ya que se espera que los estados correspondientes a
procesos disipativos decaigan con el tiempo [106]. Se tiene que los eigenvalores se
escriben como

1J]

N = ijv. — k[n + 7] : (5.40)



CAPITULO 5. ECUACION MAESTRA 65

conn =20,1,2,.. j =0,4+1,4+2,.... La parte imaginaria de cada eigen-valor co-
rresponde a la evolucién libre del Hamiltoniano, acompanada por una parte real no
positiva que corresponde a la disipacion. Estos estados estan dados, en términos de

operadores de creacion y aniquilaciéon como

_1\» T T
N (—1) I P e d
o= Sy el e e g 20, (5.41)
NI G ) L I e
/07]1 —(np + ]_>|j|+1 n [np n 1]6 rr a J < 07 (542>
para los estados izquierdos y
i —n, n! cata, o
= " L — s d’ >0 5.43
(g a papela '
) = —a'V LI —] <0, 5.44
A= G T S (5.44)

para los estados derechos también conocidos como estados duales. Los estados iz-

quierdos y derechos son ortonormales bajo la traza

(P, ) = TrIpL 0] = O, (5.45)

y cumplen una relaciéon de completez

Z P @ pr =1, (5.46)
X

donde la suma es sobre todos los posibles eigenvalores. Para el caso de un sistema
donde el ntimero de excitaciones térmicas del sistema disipativo se puede considerar

como 0, se tiene el caso mas simple
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~g j ala+n 7’L+] .
Pl =al(—1) fat (aTa+j) j >0, (5.47)
5 (e ( P Y g 5.48
pZL_( ) aTa—i—]j] a J < ) ( . )
y
e L PR 5.49
piz _<n+])| n a J =Y, ( . )
| T
T a'a ‘
P =a' CERE ( o ) Jj <0. (5.50)

Finalmente, si no se considera disipacion, los estados correspondientes son

P = |0+ 1) (nl = pf, (5.51)

con eigenvalores

A = ilvg. (5.52)

Se tiene (n+1) > 0. Estos estados se construyen de forma completamente analoga en

el caso de los operadores de Floquet, ya que siguen las mismas reglas de conmutacion.

5.4. Proyecciéon dependiente de escalas de evoluciéon

A fin de obtener una ecuaciéon maestra que describa tnicamente los grados de
libertad mecéanicos, para un sistema que lleva a cabo un proceso de enfriamiento, se
emplean operadores de proyeccion que separan al espacio en dos sub-espacios distin-
tos. Estos operadores son similares a los empleados en [100]. El primer sub-espacio
corresponde a los estados de evolucion lenta que evolucionan en un tiempo largo. Esto
necesariamente implica que la parte real de sus eigenvalores es cero. Los eigenvalores
de los estados que corresponden a este sub-espacio se denotan mediante el sub-indice

A. El segundo sub-espacio corresponde a los estados de evolucién rapida, estos decaen
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en poco tiempo. Estos estados se denotan mediante el sub-indice \'. Los proyectores

a estos espacios se denotan por P y () respectivamente. En términos de ecuaciones

Po= ) (@ 5 @ (A @ 55), (5.53)

Q = D (05" @p) @ (75 ® ), (5.54)

Notando que cada proyector esta compuesto por estados derechos e izquierdos tanto
para la cavidad como para el elemento mecanico. Estos proyectores se aplican a la
ecuacion maestra correspondiente al Hamiltoniano (5.27), sin tomar en cuenta la
disipaciéon mecanica. Esto se debe a que ésta es mucho mas lenta que los demés
procesos. Esto, aunado a que se busca trabajar con cavidades con un factor de calidad
del orden de 10°, lleva a que la disipacién mecénica, la cual ocurre con frecuencia
YN, sea varios ordenes de magnitud mas lenta que la disipacion optomecanica [36].
Esto permite incorporar la disipaciéon mecanica hasta el final del procedimiento. Esta

ecuacion maestra se escribe

p=(Lo+L1)p, (5.55)

donde

LO = Ecav + ['mecv (556>

= (L[Heav o)+ Lo) + (£ [Huec, o),

describe la evolucion libre de la cavidad y el resonador mecéanico, el punto denota

donde entra el operador densidad, y
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1
L1=L0+ L= [H, + H,, el (5.57)

Zh n nt?
describe la interaccion, separando la parte del Hamiltoniano de interaccion que es
proporcional a € de la cual no lo es. Los operadores que se emplean para proyectar la

ecuacion maestra cumplen varias propiedades [93]

1. P+ @ = Z. La suma de ambos proyectores cubre todo el espacio, Z es la

identidad.

2. PLy = LoP = 0. Debido a que P proyecta al sub-espacio correspondiente a
estados estacionarios, los cuales necesariamente tienen eigenvalores con parte

real igual a cero.
3. PCiP=0. Ya que la interacciéon no acopla estados en el sub-espacio de P.

4. PP=P Q*>=0Q Ya que tanto P y () son proyectores.

Los céalculos se realizan en el marco de decaimiento, asi que se expresa la ecuacion

maestra mediante

p =L, (5.58)

donde se tiene

— t /
,0/ —e fo Lodt p7

L) =e Il ﬁodt’ﬁlefot Lodt!

de forma explicita, para la expresion empleada para el Hamiltoniano mecénico, se

puede escribir

Lot

P =e ", (5.59)

L =e Fot ! eFot, (5.60)
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La ecuacion (5.58) se proyecta a ambos sub-espacios y se obtienen dos ecuaciones

P§ =PL,Qy.
QF =QL1QY + QL PY.

Se resuelve la ecuacion correspondiente al sub-espacio () mediante integraciéon formal

Qo =Qdt) + [ drQLi)P()

n / dQLYE)QP (1),

aqui se emplea la aproximacion de Markov al aproximar p(t') como p(ty), esto resulta

en

Qo= Qo) + [ QL) Pt

to

T / QLY (H)Qp (1),

esa ecuacion se puede sustituir en el lado derecho de la ecuacién correspondiente al

sub-espacio P

Pp/(t) =PL1Qp (o) (5.61)

+PLy / QL ()P (ko)

to

+ PL,y / dt' QL1 (1) Qp' (to).

to

Es posible elegir una condicion inicial p(tp) que no tenga parte en @) y de esta forma
s6lo el segundo término es no nulo. Se toma tnicamente este término y se regresa del

marco de decaimiento para obtener la ecuacion
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Pyl (t) =Pe %0t L eFot (5.62)

t
X / dt' Qe 0t £1eF0! Pe= ot p(t).

to

En este punto es conveniente estudiar de forma mas detallada la forma explicita de

los proyectores. Se tiene

Po= ) (55" @) @ (52 © ), (5.63)

Q = ) (B @ pu) @ (55" @ pie) (5.64)
)\/

= ) 9,09,
A

= Yo
A

Cada proyector, como se mencion6 anteriormente, estd compuesto del producto ten-
sorial de estados tanto de la cavidad como mecanicos y contiene los estados izquierdos

y los estados derechos para ambos sistemas. Estos proyectores se aplican de la forma

PX = paTr[paX], (5.65)

y de igual forma para (), recordando que

pr = e @ P, (5.66)

Se emplean las definiciones de los proyectores (5.53) y (5.54) en la ecuacion(5.62). Se
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aplica el operador L, y se llega a

t
Ppl(t) = Pe_LOtACl(Z/ dtlekltﬁ/\/ & [3,\/e_>‘,t,£1 (567)
M to
e/\t/)é)\ ® ﬁA€_Atop(to)>-

L1 se puede aproximar como independiente del tiempo para propoésitos de esta inte-

gracion de forma que se obtiene

At 3

/0 dt'eM L0(t) (ﬁﬁ?(t»

t

, (5.68)

6/\t

/ dt’e)‘tﬁi (t) :(mﬁi)

0

, (5.69)

al despreciar términos de orden -5, recordando que se trabaja con n > €. Se regresan

los proyectores a su notaciéon original y se tiene

Py (t) = Pe~%otL, ( YN (5.70)
PPN

t
/ dt/ Q,\/e(A_’\,)tlﬁlpAp(tOD .

to

La integracion es entonces directa y se tiene

. . 1
Pg/(t) = Pe ‘Otﬁl(z . A,)e” Mo (5.71)
A

Oy (e — 6lt0)£173,\/)(t0))7

con [ = A — X. Después de realizar las multiplicaciones de exponenciales se obtiene
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./ —Lo 1 —to / —to
P(t) = Pe© t£1<z o (eMtto) _ N (t—to)) (5.72)

JUBY

Q,\'ﬁlp/\P(to)> .

Los términos proporcionales a e se desprecian puesto que esos eigen-valores decaen
rapido y en la escala de tiempo correspondiente a la evolucion lenta se consideran

como cero. Se utiliza que A = 0, y se escribe

Pp@>—-§j(‘N.PcO<>Q»L€u>Pp«»
-ypﬁ%)QxﬁﬂﬂPM® (5.73)

- yPﬁ( )Q»E‘f(t)PP(O))-

Se ha utilizado la separacion de £; = L9 + £ y se ha descartado el término propor-

cional a €2. Si se substituye la definicién de £; se tiene

Pit) =3 (3 PHSD). $1Qx HE (1), 81 P(0)
4 PLHS (1), ] QxlHi (1), 0] Po(0) (5.74)

b PLHG (1), S QY1) o|PA(0)).

Esta es una ecuacion maestra soélo para la evoluciéon temporal correspondiente a los
estados en el sub-espacio P. Sin embargo, ain incluye los grados de libertad de la
cavidad, los cuales no son de interés para obtener una medida de la temperatura del

resonador, por lo que se traza sobre los grados de libertad de la cavidad. Si se define
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wu(t) = Tr.[Pp(t)] se tiene

(1) = 3 o (Trel s PL (1), ] Qu (1), o] Pp(0)] (5.75)
$Tr L PUHD (), o] Qv [Hy (1), oL P (O)]

P (1), ] Qv [HE, (1), o Pp(0)] ).

Esta es una ecuaciéon maestra para el sub-espacio estacionario y para los grados de
libertad mecanicos tnicamente. Esta ecuacion maestra puede llevarse a una forma

més conveniente empleando la definicién de H;,,.(t), donde se emplea la notacion

F, =(aja + apal), (5.76)
Fr =T +T7), (5.77)
+ € 22'th —2iwtrT 5.78
r 8<n+1)(€ te )v ( )
€ . .

Fr = —27,th 2@thT )
F =g T T, (5.79)
Fl. =Ff - Fy, (5.80)
Hznt _XOF FF7 (581)
H'L'Gnt :XOFaFIév (582)

a fin de obtener expresiones mas compactas. Se trabaja con el primer término de la

ecuacion (5.75), el cual se puede escribir

% Z hzTrc | PIEFr, Qu[FuFr, poull] =33 Y hi (;, Tr.|PFFrQu (FuFrpipy)
N

- Trc PQ)\’(FaFFMpst)FaFF

- Trc PFaFFQX(MpstFaFF)

+ Tre| PQu(ppu Fut) FuFt ).
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Aqui se ha asumido que la condicién inicial es separable p(0) = ppec ® pst, lo cual
equivale a pedir que no exista una correlacion entre la cavidad y el resonador mecanico
al inicio del proceso de enfriamiento optomecanico. Es util notar que el proyector del
espacio () esté desglosado en su forma de suma pero el proyector del espacio P no,
debido a que ya se utilizo la forma de esos eigenvalores. En ambos casos los proyectores
se pueden separar en la parte que corresponde a la cavidad y la que corresponde al

resonador mecanico. Se puede escribir

Xi Z o TrelPIELFr, Qv [FuFe, ] (5.83)
:X(% Z ) (y(Trc [PaQAQ (Fupst)Fy PFFFQ)\f (Frp)
N

—Tr. P O, (Fupst) Fau PFQXF(FF#)FF

- TTC PaFaQ)\fl (pstFa) PFFFQ)\f (NFF)

o Tre| PuQu, (0o Fu) Fu | PrQu (1FF) Fr)).

Se han movido todos los elementos que no dependen de los grados de libertad de la
cavidad fuera de las trazas. Los paréntesis después de los operadores Q) indican que
es lo que se proyecta al espacio (). En todos los casos lo que se proyecta es un elemento
del espacio P al cual se le aplica primero un operador de creaciéon o aniquilaciéon por
lo que la proyeccién sobre () no es cero necesariamente. El término se puede escribir

de forma mas compacta empleando notacién de conmutadores

11
Xg Z ﬁyT?"c [P[FaFF> Q}«[FQFF;MPst :| = X()Zh2 % <T10PF FF; Q}\/ FFHJ]

)\/

— Ty Pr[Fy, Q,\'FMFF]>7

las trazas se pueden evaluar como [30]
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Ty :TTC[FCI Q)\; Fapst]
:h2|061|25j’1(5n’0, (584)
T2c :TTC[FO, Q)\{lpstFa]

:h2|a1|2(5j7_15n70. (585)

En la evaluaciéon de los términos de las trazas se aproxima la temperatura del bano
de la cavidad como cero, lo cual es razonable para parametros experimentales comu-
nes [30], y las trazas se evalian mediante los estados de base de decaimiento para

temperatura cero. Los términos que multiplican a las trazas se evaltan como

PF([FF, Q,\'FFFM]) =((ITfu =TT pul)8y, (5.86)
+ (DT — Tpl")ér),
Pe([Fr, QuuFr]) =((Tul™ = D), (5.87)

+ (Tl — uI'TH)6,,).

Dado que el ultimo paso es la aplicacion del proyector P todos los términos resultantes
se encuentran en el sub-espacio P. Los términos proporcionales a € en la ecuaciéon
(5.75) se evaltan de la misma forma, y ambos dan el mismo resultado por lo que este

simplemente se escribe con un factor de 2, se obtiene

11 1 /2 -
T'rc [ﬁyP[Hzont (t)a .] Q)\’ [H:nt(t)7 .]Pp(0>i| = X% ; ﬁ <Y(T10PF [FF’ Q’\i“ (FIQ’U/)]

- TQCPF[FF7 Q)\f (IUFIl‘)]>7

lo cual se puede escribir como
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Pp[Fr, Qu (Fip)] =€(T(—w)IT péy 1 — T(—w)ITuléy (5.88)

+ T ()T sy — T(w)Tul's;,),

Pr[Fr, Qu (nFL)] =€(T(—w)Luléy y — T(—w)ul 1o (5.89)

+ T ()Tl — T(w)ul T, ),

donde se ha usado la notaciéon para la dependencia temporal

1 . 1 ,
T — 2wt —22wt‘ 5.90
@ =smr° Sh—1)° (5.:90)

Se aproxima esta funcién, despreciando términos de orden -5 como
isin(2wt)

T(w) = = . (5.91)

Las deltas de Kroenecker aplican a los eigenvalores X los cuales son, sumando los
valores correspondientes a la cavidad, con disipacién, y al resonador mecénico
I

N =1i(0) +wvol) — k(n + 5) (5.92)

Los términos correspondientes a la ecuacion (5.86), asi como los términos proporcio-

nales a € pueden ser reordenados para escribir la ecuacion

f(t) = A_D[Tlu+ Ay DMy, (5.93)

donde D[I'] = 2I'ul't — {T''T, i} aqui no se toma en cuenta un término proporcional
a I''T, el cual actia como una pequeiia correcciéon a la frecuencia del Hamiltoniano

libre y se puede absorber. Se tiene que los coeficientes son
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Ay =AY + esin(2wt) AS, (5.94)
2 2
40 — X0l (5.95)
2 (5 F U0)2 + %2
€ 7X(2)|O{0|2 (5 :F VO) (596)

T a(Z10Fw))

Los coeficientes Ay corresponden a calentamiento y enfriamiento respectivamente
y se conocen como bandas laterales. El proceso dominante, ya sea calentamiento o
enfriamiento, depende de cual de estas dos bandas es la dominante en una region
particular de valores para el desfazamiento de la cavidad §. En este punto se agrega
la disipacion del resonador mecénico. Esta se incorpora de forma directa como

= (A (8) + 3 + D)D[Cp + (A4 (8) + 0) DI, (5.97)

lo cual es el resultado deseado, una ecuacién maestra que describe tnicamente los
grados de libertad mecanicos, en el sub-espacio correspondiente al decaimiento lento
y en la forma usual de una ecuacién maestra. Se busca ahora obtener una expresion
para la temperatura del sistema. Para este proposito se tomara <FTI‘> = (m) como
una medida de la temperatura. Es importante notar que esto es el numero de ex-
citaciones correspondientes a un resonador mecanico con frecuencia dependiente del
tiempo y no es entonces directamente comparable con el niimero de excitaciones de
un resonador mecéanico con frecuencia constante. A fin de obtener (m), se emplea la

matriz covarianza del sistema.

5.5. Temperatura Final

Se sigue el procedimiento establecido en [107] para calcular el valor de expectacion
de la matriz de covarianza del sistema y obtener (m) en términos de su traza. El

procedimiento emplea un vector de operadores adimensionales correspondientes a
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posicion y momento

R=(X,P)T, (5.98)

donde estos operadores estan dados por

X = %(g(t)*f‘ +g(H)Th), (5.99)

P= (h(t)*T + R(t)T'T). (5.100)

2nw

La cantidad de interés requiere calcular el valor de expectacion de la matriz de cova-

rianza, dado por

Yij = % (RiR; + R;R;) — (Ri) (R;) . (5.101)

El valor de expectacion deseado se calcula a partir de la traza de esta matriz [30] y

se tiene

(m) — %(Trm _). (5.102)

el calculo de esta traza se encuentra en el apéndice B. Se obtiene

. e

Trly(t)] A0 (5.103)

(A9 — A°)sin(2wt)
AT~ 2+
w cos(2wt)
(A9 — A9)2 4 o2
¢ (A — A% (AL — A0)(A 4+ AO)
2w (A2 — A0)2 4 2
e (A5 — A<)(A° 4 A9)
T 2w (A0 — A0) ’

— (AL +AD)

—€(AS + A°)

donde se emplea la notacion
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AL =AY+ L+ 1),
fli = A%+ %nm ,
lo cual significa que la ecuacion (5.103) incluye disipacion tanto mecanica debido
al acoplamiento del resonador mecanico a un bano, como disipacién optomecéanica
debido a la interaccién optomecanica con la cavidad. El resultado para la traza del
matriz covarianza (ecuacion (5.103)) se escribe como un término sin correccion y
cuatro correcciones proporcionales a €. Dos de estas correcciones son explicitamente
dependientes del tiempo, sin embargo ambas promedian a cero en un promedio tem-
poral integrando sobre un periodo de oscilacion. Este resultado tinicamente es valido
en el caso 0 < 0. Si § > 0 el proceso de calentamiento domina y no tiene sentido
hablar de un estado estacionario o final, el nimero de excitaciones no esti acotado
por arriba. En este caso se emplean pardmetros en el régimen donde k < 14 el cual
se conoce como régimen de bandas laterales definidas. Este es el régimen de parame-
tros donde es posible, en teoria, alcanzar el estado base del resonador mecanico [108].
Puede observarse también que en el régimen opuesto, cuando 1y < k los términos
de correccion de (5.103) que no dependen del tiempo tienden a cero ya que en este
régimen A, ~ A_. Las correcciones con dependencia temporal no se cancelan pero
siguen promediando a cero. También se puede notar que A son proporcionales a % y
AS son proporcionales a % por lo que atin sin promediar sobre el tiempo, las correc-
ciones pierden relevancia en este régimen. Regresando al régimen de bandas laterales

definidas se tiene que para w? < (A% — AY)?, se puede aproximar el promedio de

excitaciones sobre un periodo de tiempo
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como

__ __ YMm YMm
~ ot + AS — A%, 5.104
N VPR R Py ER (0100

donde se define la taza de enfriamiento optomecanico Iy, = A% — A% y se ha definido

) AL A% + A% + /2

P~ + ew AT — A°). 5.105
L I T VIR R (5.105)

La ecuacion (5.105) describe el nimero de excitaciones mecénicas en el caso donde
se puede asumir que el bano mecanico tiene cero excitaciones térmicas. El término
de correccion proporcional a € puede ser positivo o negativo, dependiendo del signo
de € y del signo de (A — A°). Atn en el caso donde se considera el intercambio de
energia del sistema mecanico con un bano térmico, se pueden elegir parametros tales
que el término de correccion lleve a un ntimero promedio de excitaciones menor que
para el caso donde € = 0. Para parametros experimentales usuales [36] se tiene que
Ny < Topg, por lo que se puede asumir que (m) ~ (m), _,y que A, ~ A.. Bajo
estas aproximaciones se puede expresar el ntimero promedio de excitaciones en un

periodo como

(vo + (5)2 + 52/4
4(5V0

() ~ — (5.106)

N €w
3203K203\ 2| ag |’

(g — 0° + K2 /) (5 + 0% + K2 /4) ((vo + 6)* + K2 /4) (o — 6)* + Kk/4)] .

En este régimen se tiene que si 13 —d%+x%/4 = 0 el término de correccion, proporcional
a € es cero, por lo que aiin el caso con una correccioén correspondiente a una modulacién
temporal de frecuencia coincide con el caso sin modulacién para este punto. Cuando
se tiene € > 0y 6% < 12 + K%/4, 0 e < 0y 6% > 1} + £?/4, el término de correccion
lleva a un ntimero menor de excitaciones promedio. Este comportamiento se puede
observar de manera grafica. Se analiza el comportamiento de (m) en su punto minimo

como funciéon de % y se grafica la evolucion de la temperatura en este punto por un
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ciclo de las correcciones dependientes del tiempo. El resultado se observa en la figura

5.1
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Figura 5.1: Ntimero de excitaciones mecéanicas para el caso con modulacién temporal
(linea de guiones) y para el caso sin modulacion temporal (linea punteada). El caso
modulado oscila con frecuencia w en torno a un ntmero promedio de excitaciones
menor que el caso no modulado. Se utiliza: §/vy = —0.9469, n = 2, ¢ = 1/18,

k= 0.2505, X2|aol?/v2 = 0.25.

Dado que las correcciones dependientes del tiempo promedian a cero sobre un
ciclo completo, se estudia el comportamiento de la temperatura después de haber
promediado sobre estas correcciones. Se analiza la temperatura promedio sobre el
rango V% € [—1.2,—0.8] y se observa que tanto para € > 0 como para € < 0 existe una
region donde el namero de final de excitaciones promedio es menor que en el caso sin
modulacion temporal. Estos resultados pueden observarse en la figura 5.2. El modelo
desarrollado en este trabajo predice temperaturas finales distintas a las predicciones
del modelo sin correccion. Se grafica ademas la proporcion entre la temperatura sin
correccion y la temperatura corregida para los casos de € < 0y € > 0 sobre los mismos
valores del parametro Vio a fin de visualizar por cuanto difieren los modelos. Este
resultado se observa en la figura 5.3. Las diferencia entre las predicciones corregidas y
sin correccion aumentan al alejarse del punto donde todas las predicciones coinciden.

Los puntos donde se alcanza la temperatura minima se encuentran relativamente cerca
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Figura 5.2: Namero de excitaciones mecanicas promediado sobre el tiempo para el
resonador modulado y sin modulacién. € > 0 corresponde a la linea con guiones,

€ < 0 a la linea con guiones y puntos y la linea punteada corresponde al caso sin
modulacion temporal. Se utiliza: n = 2, e = £1/18, k = 0.251, x2|ao|’/v2 = 0.25.

de este punto, por lo que la diferencia entre la prediccion, en el caso de la temperatura

minima, es de cerca del 10 %. Al alejarse de estos puntos la diferencia entre modelos

es mayor, aun si estos puntos pueden no ser de tanto interés al no ser los puntos de

maximo enfriamiento.
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Figura 5.3: Proporcién como funcién de ¢ entre el nimero de excitaciones mecénicas
promediado sobre el tiempo para el caso con modulacion y el caso sin modulacion. La
linea con guiones corresponde a € > 0 y la linea puntuada a € < 0. Se utiliza n = 2,
€=+1/18, rk = 0.251, x2|ao]?/13 = 0.25



Capitulo 6

Perspectivas futuras

6.1. Soluciéon Numérica a Ecuacion de Mathieu

La solucién analitica obtenida depende de varias aproximaciones, en especial re-
quiere de una interaccién optomecanica pequena comparada con vy y de un valor
pequeno de € al comparar con el valor de n. Estas aproximaciones son razonables a
fin de obtener una solucién analitica que pueda aportar intuicion fisica. Si se desea
analizar el comportamiento de la ecuacion maestra (5.30) en otros regimenes de pa-
rametros, es necesario el uso de métodos numeéricos. Se busca una solucién numérica
para la ecuacion (B.2) con menos restricciones de parametros. A fin de poder realizar
este célculo, primero es necesario encontrar una solucién numérica para la ecuacion

de Mathieu

F+ (a—2qcos(2t)) f(t) = 0, (6.1)

en forma de Floquet

f(t) = Aeo(t), (6.2)

donde u es el exponente de Floquet el cual es puramente imaginario para soluciones
estables. La funciéon ¢(t) es una funcion periodica con el mismo periodo que cos(2t)

y puede ser expresada como serie de Fourier de forma

84
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¢(t): Z 62k62ikt.

k=—o00

(6.3)

La ecuacion (6.2), expresada en términos de serie de Fourier, se sustituye en la ecua-
cion de Mathieu para obtener la relacion de recurrencia (4.16). A partir de esta
relacion de recurrencia se obtiene una expresion para el cociente de coeficientes con-

secutivos de la serie de Fourier [96]

0 =ni(p)cor—a + cor + Ne(1)Cort2,

Cok—2 Cok
0 =nk(p) + + (1)
Cok+2 Cok+-2
Cok—2 Cok
—nk(u) =n(1)
Cok+2 Cok+2
Cok Cok—2 Cok+2
—ni(p) = = 1)
Cok+2 Cok+2 Cok
Cok _ —ﬁk(u)
Cok+2 (Uk(ﬂ)%;z + 1)7

C2k

el proceso para el signo opuesto en el sub-indice del denominador es equivalente y se

llega a la expresion

Cog —q

= ; 6.4
Cokre  (2k —ip)2 —a+ Q(—Cifz) (6.4)

la cual resulta en una fracciéon continua. Si se emplea la notacion

Co;
= Ry (1), (6.5)
Cokz2
se pueden calcular los coeficientes de la serie de Fourier como

Caop = CoRY (1) Ry (1) - - - Ric (), (6.6)

notando que en el caso de R, (p) se emplean los valores negativos de k. El valor de p

queda determinado por
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Ry ()R (n) = 1. (6.7)

2 se obtiene, despreciando términos

Si se utilizan los valores ¢ = —5, u = in, a =n
de orden €2, la solucién a primer orden en € que se emplea en los capitulos anteriores.
Mediante las expresiones (6.4) se puede calcular una solucién para cualquier valor
de € y n, siempre y cuando (6.7) tenga una soluciéon puramente imaginaria. A fin de

poder calcular las funciones R*(u) se emplea el método de convergentes [109]. Si se

tiene una cantidad expresada como fraccion continua de la forma

ai

K = , (6.8)

a2

by +
as
by +

b3+.'-

esta se puede aproximar mediante fracciones g—: conocidas como convergentes o apro-

ximantes. Estas fracciones forman una serie y se dice que la fracciéon converge al valor

K si

Esta serie se calcula mediante las relaciones de recurrencia fundamentales

Ak = bkAk_l + akAk_g, (610)

Bk = kak,1 + CLkBk,Q, (611)

con valores iniciales

A_l = 1,A0 = b(), B_1 =0 y BQ =1. (612)
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Como criterio de convergencia, puede emplearse el teorema de Sleszynski-Pringsheim

el cual dice, para una fraccion de la forma (6.8), si

bl > la] +1 Wk > 1, (6.13)

la serie g—i converge de manera absoluta a algin valor 0 < |K| < 1 lo cual es suficiente
para asegurar que la serie de coeficientes de Fourier no sea divergente. El esquema

del calculo de estas soluciones es

1. Dar valores para 1y, w y €. Calcular R, (1) y R (1) sobre un conjunto de posibles
valores de p y buscar los ceros de la funcion (6.7) para encontrar los valores
posibles del exponente de Floquet. Si no se encuentran ceros no existe una
solucion estable para los parametros dados. Una vez encontrado el exponente se
puede revisar la condicion de convergencia (6.13). Se crea un objeto que contiene

los valores de entrada y el exponente y correspondiente.

2. Se calculan los coeficientes cok. El valor de entrada es un objeto con todos los
parametros del punto anterior y una tolerancia para determinar cuando cortar
el calculo, ya que por (6.13) cada coeficiente ¢y, debe ser menor o igual al ante-
rior. Es conveniente entonces calcular un coeficiente ¢y, verificar su magnitud,
calcular la siguiente funcion R,f(u), obtener cor4o € iterar hasta que |cop| sea

menor que la tolerancia.

3. Crear las funciones de Floquet utilizando los coeficientes, de forma sencilla tam-

bién se puede obtener su derivada con la misma informacién.

Para calcular las funciones Rki es necesario expresarlas en la forma usual para frac-

ciones continuas. En términos de ¢, la fraccion (6.4) se escribe como

Cop €
CokF2 B 2(2k + Iu’)Q — o2 — €(C2ki2)‘

C2k

(6.14)

Por comodidad se ha hecho la sustitucion i/ = iu. Con esta expresion en mano se
puede calcular ambas soluciones para la ecuaciéon de Mathieu, en forma de Floquet.

La fraccion (6.14) se escribe como
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Cak €
R = —
) Cok—o 22k + @)% — 2n? — e(22£2)’

C2k

si se emplea la sustitucion k 4+ 1 = [ se tiene

€
(2k + p/)? — 2n? — e(=22)’

C21—2

Ri(w) =5

lo cual permite utilizar de nuevo la definicion de R} (i)

88

(6.15)

(6.16)

Ri(y) = .
€

2(2k 4 p')? — 2n? — (2

C21

€

(20 + p')? — 2n? — e(212)

)

)

62

22k + )2 = 2n2 — (

2(2k + 2 4 )2 — 202 — e( 2it4)

C2k+2

)

De esta forma se puede ver como escribir las series de valores a; y b, para la funcion

R} (p'). Se tiene

ay =€,
ag = — 627
ar = — 62,
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b[) :O
by =2(2j + 1')? — 2n?,

by =2(2j + 2+ p')* — 2n°,

b =2(2(j + k — 1) + ')* — 2n?,

con esto es suficiente para calcular los convergentes de las funciones R, (1/). El proce-
dimiento para los coeficientes R, (') es completamente analogo. Es importante notar
que para este segundo grupo de coeficientes se puede entrar en problemas de estabi-
lidad, ya que en algunos casos es posible que 2(2(k — j + 1) + p/)?> — 2n? con k < 0
sea igual a cero y no se cumpla la condiciéon de convergencia para ese coeficiente en
particular. Esto solo ocurre para ciertos valores de p/ muy cerca de enteros y debido
a la velocidad con la que disminuyen los coeficientes cop, tinicamente es problematico
para valores pequenos de n.

En un trabajo futuro, el objetivo es modelar numéricamente el comportamiento
de la ecuacion (5.30) sin emplear aproximaciones restrictivas en los parametros invo-
lucrados. Esto permite explorar el comportamiento del sistema cuando las variaciones
de frecuencia son grandes con respecto a la frecuencia promedio del oscilador o donde
la variacion en la frecuencia no es necesariamente lenta comparada con la frecuencia
promedio. También es posible explorar el comportamiento del sistema en regimenes
de interaccion donde los coeficientes o y 5 no se pueden aproximar por gy 3y como

se hizo en este trabajo.
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Conclusiones

Se describi6 el comportamiento de un sistema optomecénico compuesto por una
cavidad de Fabry-Pérot con un espejo movil, el cual se encuentra acoplado a un
resonador mecanico con frecuencia natural dependiente del tiempo, mediante una
ecuacion maestra méas adecuada a la descripcién de sistemas paramétricos que la
ecuacion maestra usual. Tanto la cavidad como el resonador mecénico interactiian de
forma disipativa con un ambiente. Mediante el formalismo de operadores de Floquet,
se emplea un modelo de disipacién que toma en cuenta la dependencia temporal
de la frecuencia natural del resonador mecanico durante toda la deduccién de la
ecuacion maestra, lo cual es una descripcion mas adecuada [81]. De la misma forma,
el emplear los operadores de Floquet para escribir el Hamiltoniano libre del resonador
mecanico asegura que al medir su temperatura al final del proceso de enfriamiento,
se mida la cantidad correcta, es decir el nimero promedio de excitaciones de un
resonador mecanico con frecuencia dependiente del tiempo. Esta ecuacién maestra es
una descripcién mas adecuada para el caso de una frecuencia modulada, y por ende
deberia ser empleada en la descripcion de sistemas similares, ya que el procedimiento
usual es simplemente emplear coeficientes ad-hoc con dependencia temporal.

Al obtener una prediccion para la temperatura final del resonador mecanico des-
pués de un procedimiento de enfriamiento laser, se encuentra que esta cantidad difiere
de la prediccion para el caso de frecuencia no modulada. La diferencia en las prediccio-

nes, cerca del punto donde se obtiene la temperatura minima en el caso no modulado,
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es de cerca del 10 %. Sin importar el signo de la modulacién, se puede encontrar un
régimen de pardmetros donde la temperatura final predicha es menor que para el
caso no modulado. Esta diferencia es no trivial y muestra que, atin en un caso donde
se asumen parametros moderados para la modulacién, no es correcto esperar que la
descripcion del sistema sin modulacion sea la mas adecuada para realizar predicciones
sobre el comportamiento del sistema modulado.

Un posible siguiente paso a la investigacion presentada en este trabajo consiste en
resolver, probablemente de forma numérica, casos con pardmetros menos moderados.
Eso podria ser el caso de un valor mayor para ¢ o de un pardmetro de interaccion
mayor, tal que se deben tomar en cuenta modificaciones a la frecuencia natural de la
cavidad.

La combinacién de los dos resultados anteriores, la posibilidad de enfriar més
mediante el uso de modulacién en la frecuencia natural del resonador mecanico y el
hecho de basarse en una descripcién més adecuada del sistema modulado, lleva a una
pregunta. ;Es posible modelar la disipacion de la cavidad tomando en cuenta que su
frecuencia natural es una funcién del tiempo? ;Que efectos podrian encontrarse de

ser este el caso?



Apéndice A

Transformaciéon al Marco Desplazado

A.1. Transformaciéon de L,

Es necesario realizar la transformacion

Ly, = UlL.U,, (A1)

utilizando el resultado de aplicar la transformacion a cada operador de forma indivi-

dual, se obtiene, escribiendo el stper-operador aplicado p a fin de facilitar la lectura

L' p=2(a+ a)p(a" + a*) — (afa + ad’ + a*a + |a]?)
—plata + aa' + a*a + |a),
=2(ap + ap)(a’ + a*) — (a'a + aa’ 4+ a*a + |a)?)
— plafa + aal + a*a + |al?),
=2(apa’ + apa* + apal +|al’p) — (a'a + ad’ + a*a + |af?)
—plata + aa' + a*a + |a),
=2(apa’ + apa* + apa') — (a'a + aa’ + a*a)

— pla'a + aa' + a*a),
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=2apa’ — {a'a, p} + 2apa* + 2apa’
—aa'p —a*ap — pa'a — paa’ — pata,
=Lap + 2apa* + 2apal
—aa'p —a*ap — pata — paa’ — pata,

=Lap + (a*a — aa’)p — pla*a — aal),

=Lap + [(a*a — ad'), p].

El segundo término se considera parte del Hamiltoniano al tener forma de conmutador.
Transformar un término en forma de Lindblad tiene entonces tnicamente el efecto
de agregar un término al Hamiltoniano. La transformacion de Lr es completamente

analoga.

A.2. Derivadas Temporales del Operador de Despla-
zamiento

Es necesario poder calcular la derivada temporal del operador de desplazamiento.

Se tiene

Uur = UUr + U, Ur, (A.2)

donde la derivada del operador correspondiente a la cavidad es directa, sin embar-
go para el caso del operador correspondiente al resonador mecanico, es conveniente
utilizar la forma

1812

Up =™ e P Te 7, (A.3)

de tal forma que
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~ o 1812 : 1|2 . 1812
Ur = (eATM)e " P e’BFT(e*ﬁ*F)e_BT + el s F(e*%). (A.4)

Debido a la dependencia temporal de I', es necesario utilizar la formula de Sneddon
[110] la cual dice que, en el caso de un operador A que depende del tiempo (o algin

parametro continuo)

ieA(t) = /1 e“AiAe(l_“)Adu (A.5)
dt 0 dt ’

esta reduce, en el caso trivial donde A(t) = At a
ie‘” =eMA = AeM. (A.6)
dt
Con esto se puede calcular
Tt P B + ()00
(ef) = pIe” — 70_ (t)e” . (A7)
C7(t) representa el conmutador de operadores de Floquet y sus derivadas. Se utiliza

la notacion

C=(t) =[I',T] (A.8)
C*(t) =, T (A.9)
C7(t) =1, 1 (A.10)
C(t) =17, T, (A.11)

estos conmutadores son, en general, distintos de cero y dependen tnicamente de las
soluciones a la ecuacién de Mathieu, no contienen operadores. Con esto es posible

obtener la derivada temporal del operador U

Ur = (BT" + BT — W)UF - UF(B*F+5*F+M

S0y S, (A1)
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. 1 -
U, = (aa"U, — U,(d*a) — §\a\2Ua. (A.13)

De manera que es posible calcular los términos correspondientes a las derivadas tem-

porales del operador de desplazamiento en la ecuaciéon maestra

UtUp + pUTU =BT 4 pTT = B*T — g*T)p
2 *\2
reto - - oo
2
+ (qa! — é*a)p + (aa* — %) + C.H,,

18)°

+ BB — T)P

donde C.H. denota el conjugado Hermitiano. Esta expresion se puede re-escribir de

forma més compacta como

UtUp + pU'U =[da’ — ca, p] + [BTT — BT, p] + [BIT — BT, p]
+(da* + ad” — [af?)p+ (38" + BB — |BP)p

+CEO)(B = 1B1)p + CZ(O((B°) = 1B,

y finalmente

UtUp+ pU'U =[aat — da, p] + [BTT = BT, p] + [BLT = BT, ] (A.14)
+CEOB = 1BF)p + CZ(1((8°) — |B])p-
lo cual es la expresion deseada. Los términos en forma de conmutador se incluyen en

el Hamiltoniano, notando que hay un cambio de signo ya que estos términos aparecen

del otro lado de la ecuacién. Este se toma en cuenta al voltear los conmutadores.



Apéndice B

Traza Matriz Covarianza

Se sigue el procedimiento establecido en [107, 30, 101]. Una vez hecho el cambio

a operadores adimensionales, la ecuacion maestra (5.55) se puede expresar en forma

lineal

E:

> wD[LiRlp.

(B.1)

A partir de esta ecuacion linealizada, se puede obtener una ecuacion diferencial para el

valor de expectacion de la matriz de covarianza correspondiente a la ecuaciéon maestra

linealizada. Se tiene

dy
dt

con las matrices

_ _ __T j—

(B.2)
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Esto se integra como

(1) —elo dt’ﬁeff(t’)7(0)6f0t dtHepp () (B.7)

¢ _ _
+ / drelo” dt/HEff(t/)j(T)efgiT dt'H g4 (1)
0

Debido a la forma de (5.55) Los vectores L deben ser

1 2

Ty = (y) - hle), ~Vamag(1), (B3)
Lo = (b (1), /g (1), (B.9)
1 =A_(t), (B.10)
Yo =A4(2). (B.11)

Todas las matrices en (B.3) se pueden calcular de forma directa. La matriz de con-

mutadores es

0 1
T = ) (B.12)
-1 0

y se tiene que, despreciando términos de orden -5
n

Gia =A_(L)1(Ln)1 + A (Lo (L), (B.13)
Gra =A(L)1(L1)2 + As(L3)1(Lo)s, (B.14)
Goy =A_(L)ao(Li)1 + Ay (Ly)o(Lo)1, (B.15)
Gap =A_(Ly)2(L1)2 + A (Ly)2(La)o. (B.16)
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Esto permite escribir las matrices ﬁef Fy J, notando que ambas son proporcionales

a la identidad

Heff :(A+ - A*>T7 <B17)
J=(A; + A, (B.18)
donde se denota la identidad I en dos dimensiones como
_ 10
I = . (B.19)
01

Se separan los coeficientes A4 () de acuerdo con su dependencia en € y se inicia el pro-
ceso de integracion. Se realizan primero las integrales que ocurren en los argumentos

de las exponenciales

t
/ dt'Hepp(t') =(AS — A%t
0
N €(1 — cos(2wt))
2w

/O AL () =(A° — AV)(t — )
N €(1 — cos(2w(t — 7)))

(AL — A9, (B.20)

A — AT B.21
7 (A4 ) (B.21)
Se define
Ap =(A% — AT, (B.22)
— € € eNT
e =5 (A5 — AL, (B.23)

a fin de compactar la notacion. Se escribe (B.7) como
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W :ezot—&—ze(1—cos(2wt))7(0)ezot+ze(1—COS(2Wt)) <B24)

t
_|_/ dTeZO(t—T)—l-ZG(l—cos(2w(t—7—)))
0

J(T) eZO (t—7)+Ac(1—cos(2w(t—T))) )

y dado que todas las matrices involucradas conmutan al ser proporcionales a la iden-

tidad, se tiene

W ZGQ(AOH-AE(1—cos(2wt)))7(0) <B25)

t
+ / d7_62(zo(t—T)—&—Ze(1—cos(2w(t—r))))7(7_> ‘
0

Se realiza el resto de las integraciones, comenzando con J la cual se re-escribe como

J =Jo + sin(2wt)J. (B.26)
Jo =(A% + AD)I, (B.27)
Jo=€(A° + AL (B.28)
Se emplea la aproximacion
2(Ac=eos20)) o T 4 94 (1 — cos(2wt)). (B.29)

Tal que conservando tnicamente términos a primer orden en €
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t t
/d,re?(Ao(t—T)-l-Ae(1—008(2w(t—7))))7(7_):/ dTGQZO(t—T)jo
0 0
t A —_—
+/ dre*0t=") gin(2wr) J,
0
t A —_— —_—
—2/ dre* =T A cos(2w(t — 7))o
0

t -y —_——
+2/ dre?Mt=m14_J,.
0

La integral que no es proporcional a € resulta en

b A VAL AL 0 a0y 1AL+ A
20(-7)7 — 2 L T Ay AT L 2T T B.30
/OdTe 0 2A3—A96 +2A9—A3 ( )

Los términos proporcionales a € resultan ser

t i (6r) . 1 we2(A37A(l)t _
dre* =T sin(2wr)J, ==€( A5 + A I B.31
/0 Te sin(2wT) 26( <+ ,)<A9r e ( )
1 (AY — AY)sin(2wt) + w cos(2wt) -
— Ze( A€ A€ + I.
ey + A (AL — AD)? 4 o2
y
t _ o o Ae_Ae)(AO_AO)(AO —I—AO)_
_ d 214()(1577')146 2w(t — :i( + — + — + =7
2/0 Te cos( uJ( T))Jo 9% (A?r—A(l)Q-l-wQ
(B.32)
62(,43714(1)1‘,

€

o (4G - A°) (A% + A%)

(AY — A%)% + w2 <
(A% — AY) cos(2wt) + w sin(?wt))f.
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_L(QQ(AHO-”(Ai —AYAL+AY) 7
2w A} — A

<(A€+ — A°)(A° + Ag))7
2w A} — A '

101

(B.33)

Si los parametros del sistema corresponden a enfriamiento, se tiene que A, < A_

por lo que para un tiempo lo suficientemente largo, todos los términos proporcionales

a 62(,437,4(1»

decaen a cero. Esto lleva a un estado semi-estacionario donde (m) oscila

en torno a un valor promedio constante. La traza es, después de este tiempo largo

. AO + AO
Trly(t) =——0
A0 — A°
(AS — AY) sin(2wt)
(AY — A%)% + w?
w cos(2wt)
(A} — A%)? + w2
€ (A — A)(AY — A%)(AS + A%)
w (A} — A%)% + w2
e (Ag - A)(AL + A
w (A9 — A2)

(A + A

— (A} +AL)

Lo cual es el resultado deseado.

(B.34)
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