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Introduccion

El trabajo de tesis que presento surge del interés de realizar un analisis pictérico
mediante herramientas computacionales que complementan a las herramientas
clasicas que han sido superadas y mejoradas con el paso del tiempo. Después de
presentar una vision histérica, conceptual y practica del modus operandi de la
geometria y la dptica geométrica por parte de los pintores renacentistas, el objetivo
principal al que se avoca el Ultimo capitulo es revisar cdmo se enlazan los siguientes
elementos:

1) la fidelidad con la que los pintores retrataban lo que el mundo ofrece a la mirada,

2) los recursos técnicos con que contabany

3) el contraste entre ciertas representaciones de curvas que se muestran en varias
pinturas —en particular lo que hoy sabemos deberian ser parabolas— con lo que
se obtendria a través de construcciones estrictamente geométricas empleando
software de modelado en 3D. Esto significa que se analizara que tan apegadas
eran las pinturas a la representacion correcta de elementos -objetos o procesos-
que deben sujetarse a formas plenamente identificadas.

Mas en concreto, se dard un vistazo a las concepciones geométricas que tenian los
griegos sobre la vision y como a partir de las mismas surgieron en el Renacimiento
conceptos clave que dieron paso al dibujo en perspectiva que, aplicado a la pintura,
buscaban alcanzar el ideal de inmersién visual que en la actualidad se consigue —o se
pretende conseguir— con las aplicaciones de Realidad Virtual (RV).

Se investigara el grado de precision y la intencion de los pintores y dibujantes del
Renacimiento para plasmar parabolas y/o ciertas situaciones de perspectivas en
grabados y pinturas de la época. La investigacion ird encausada hacia qué tan bien
conseguian los renacentistas imitar la realidad con las herramientas, conceptos y
“técnicas” disponibles en ese entonces.

Generando una version tridimensional de los grabados de Rubens, (Especificamente, su
Atlas cargando al mundo, el cual figura en el Opticorum Libri Sex (Franciscus Aguilonus,
1613.)), Tartaglia y la portada que acompana a su Nueva Ciencia (1537), (Euclides
cuidando las puertas del conocimiento), se analizara empleando herramientas de
computo, las habilidades de algunos de los renacentistas mas representativos para
plasmar la realidad, desde las trayectorias fisicas de las balas hasta las disposiciones de
las fuentes de luz en los correspondientes grabados, Todo lo anterior con base en los
conceptos de perspectiva que se hicieron populares en esa época.

Finalmente se presentara una comparativa con una version tridimensional de Judith
decapitando a Holofernes de Artemisia Gentileschi (1612 - 1613). De especial interés
es la curva que describe la sangre que brota como fuente de la herida.



Los programas de cémputo grafico actuales permiten construir objetos en un espacio
simulado con precision matematica. En particular, los modelos en 3D generados para
ser utilizados principalmente en arquitectura o ingenieria, emplean estos programas
(también conocidos como CAD) y ofrecen resultados mucho mas realistas.

Existen también programas de modelado en 3D (Maya, Blender, 3DSMAX) cuya
finalidad es acaso mas artistica. Estos programas han sido alimentados a lo largo de su
historia con las caracteristicas que el ojo (interpretado por la camara) y la luz habrian
de tener en el entorno simulado que proponen. Sorprendera —o quizas no— descubrir
que muchos conceptos ideados mucho tiempo atras por la cultura griega mantienen su
vigencia y son tomados en cuenta entre las herramientas de computo grafico actuales.

El texto que presento como tesis esta dividido en cuatro capitulos, cuyos contenidos
muestro a modo de esbozo a continuacion:

e Capitulo 1: Se presenta un recuento de las ideas que nos heredaron los griegos
respecto de la vision y su paso por la Edad Media hasta llegar al Renacimiento.

e Capitulo 2: Se analizan las metodologias de dibujo en perspectiva que surgieron
en el Renacimiento, asi como sus resultados pictoricos y limitaciones.

e Capitulo 3. Se presenta una metodologia que permite construir parabolas y se
combinan con los métodos mostrados en el capitulo 2 para producir parabolas
en perspectiva.

e Capitulo 4: Finalmente se comparan algunos grabados y pinturas del
Renacimiento que presenten descripciones de lo que hoy sabemos deberian ser
parabolas. Se agrega una seccion con trabajos pictoricos asi como imagenes que
presentan fuentes de luz con dudoso comportamiento y se contrastan con sus
representaciones computarizadas. A partir de ello se plantean las diferencias
entre ambas practicas.

Al emplear las herramientas computacionales comunes en el presente, es facil perder de
vista que no siempre fue sencillo lograr representaciones realistas de objetos en
perspectiva. Mientras percibimos como los renacentistas y los griegos hacian lo mejor
que podian de acuerdo con sus capacidades y herramientas de la época, no debemos
olvidar que es gracias al esfuerzo temprano de estos mismos ancestros que
eventualmente nuestra modernidad cuenta con toda esta matematica computacional
tan sofisticada.



A lo largo de nuestro estudio del origen de la teoria que se empleara en el analisis
comparativo, se mencionara como determinados conceptos histéricos han engendrado
los conceptos modernos. Al contrario de los prejuicios contemporaneos, “lo viejo” ha
poseido y posee todavia mucha fortaleza, validez y utilidad si se sabe interpretar. Mas
aun, se pueden extraer beneficios de caracter didactico, ademas de culturales, si se
logra contrastar adecuadamente con “lo nuevo”, permitiendo asi también un mejor
entendimiento de un concepto que quizas parezca nuevo, pero que seguramente su
estado actual comenzé a gestarse mucho tiempo atras en la historia de nuestra
civilizacion.



Capitulo 1
Geometria Prerrenacentista

La Geometria como recurso para describir al mundo: el antes y el ahora.

Las matematicas son fundamentales para comprender el universo. Pitagoras, a pesar
de ser una figura cubierta por un velo de misterio, es uno de los primeros fil6sofos en
dar cuenta de ello: la matematica, los niUmeros, las proporciones y la geometria eran
para los pitagéricos cuestiones que extendian los vinculos entre la realidad y las
creencias religiosas.

Posteriormente, Platon integra a su filosofia muchas de las ideas pitagoricas, a tal grado
que en ciertos aspectos llega a ser dificil discernir entre sus planteamientos y los
preceptos pitagoricos.

Segun Platén, el mundo fisico estd compuesto por lo perecedero, lo que cambia; a su
vez, su contraparte, el mundo de las ideas, es eterno y es el modelo del que se deriva el
mundo fisico. A Platon le interesaba contar con ideas, definiciones exactas vy fijas que
permitiesen describir el mundo fisico, que en contraste siempre esta en constante
cambio. La Academia, el circulo de intelectuales que gravitaban alrededor de Platon,
dialogando y aprendiendo, influye en este aspecto de manera decisiva en lo que siglos
mas tarde formaria parte del llamado método cientifico y en particular el pensamiento
matematico occidental. (Wade, 2015.p 12)

Esta corriente de ideas que permite conceptualizar estilos de pensamiento y
concepciones del mundo ha perdurado ya bastante tiempo, adoptando variados
matices, y se refleja en campos tan modernos como las Ciencias de la Computacion. En
la programacion orientada a objetos, por ejemplo, una clase es una especie de receta
fija que indica a la computadora la forma en cdmo debe construir un objeto, mismo que
es operado y afectado por el entorno programatico vy, finalmente, destruido cuando ya
ha cumplido con su cometido o deja de ser (til.

Platén propone que el mundo fisico estd compuesto de particulas elementales, las
cuales poseen la forma de los poliedros regulares hoy conocidos como Sdlidos
Platénicos, que son poliedros cuyas caras son todas iguales. Asi, las particulas de aire
son representadas por el octaedro, las de la tierra por el cubo, el fuego es un tetraedro y
el agua un icosaedro. Nuevamente volteando a ver a la época actual, hoy en dia las
supercomputadoras corren simulaciones numéricas de fluidos en movimiento o de
edificios derrumbandose considerando que dichos objetos estan construidos a partir de
pequenos tetraedros que obedecen reglas que tienden a minimizar el tiempo de calculo
de dichas simulaciones. Esta estrategia es conocida como Método de Elemento Finito y
es ampliamente utilizada en simulaciones como las antes mencionadas, entre otras.



La optica y las primeras teorias de la vision

Los griegos trataron de construir mediante la geometria un marco tedrico que
justificara cémo vemos las cosas. El summum de esta corriente se aprecia en la Optica
de Euclides. Como en muchas ocasiones ocurria con las diversas ramas de la
matematica, no era un interés bien definido el emplear lo que hoy conocemos como
Optica geométrica para hacer representaciones de la realidad, sino solamente era una
serie de resultados que basicamente estaban contenidos en dicha obra para explicar las
proposiciones de indole espacial, es decir, dar cuenta de la transmision de la forma de
los objetos del mundo visible a nuestros érganos de percepcion y los supuestos
procesos que daban lugar a su interpretacion. La aplicacion de dicha teoria parece que
tenia lugar en algunas expresiones pictoricas de las culturas griega y romana para
luego, terminando la hegemonia de Roma en occidente, pasar al olvido. Su empleo
retornaria, casi como si fuera algo nuevo, hasta finales del siglo XIV.

La vista tomaria mayor importancia como sentido sensorial puesto que la mayor parte
de la informacion —incluso aquella contenida en este texto— llega a la mente mediante
la vision. Tal es la primacia de este sentido que Platén afirma que las ideas son
estructuras mentales captadas solamente por el ojo de la mente. Es dificil saber si esta
afirmacion era de caracter meramente metaférico, o hasta que nivel se pensaba que se
ajustaba a la realidad.

El término fantasia, originalmente “presencia bajo la luz”, pasé a transformarse en
“traer hacia la luz”, haciendo asi referencia al proceso mental de usar esta suerte de ojo
platénico captador de ideas como medio para traer a la existencia un concepto, al
menos en el plano racional. De esta manera el pintor cumple su tarea de artista
evocando objetos en tres dimensiones para plasmarlos sobre un plano bidimensional,
haciendo presente lo que de otra manera estaria ausente.

La pintura y la poesia eran, para los griegos, e incluso hasta para un gran nimero de
eruditos del siglo XVI, artes hermanas. A pesar de que su medio de expresion era
distinto, su proposito y naturaleza fundamental eran los mismos. La narrativa tiene su
encanto y fuerza propia para evocar imagenes en la mente del lector. Es ahi donde
reside la importancia de la pintura: incluso para hacer notar la fuerza de evocaciéon que
produce la literatura en el ser humano resulta mas simple hablar de una imagen, de lo
que “se ve”, de lo que capta el ojo. (Martinez, 2013, p. 43) Esta metafora permea toda
nuestra cultura occidental desde la antigiedad griega. No extrafia que algunos autores,
entre ellos Leonardo da Vinci, hayan dedicado un cierto nimero de parrafos para
contrastar las caracteristicas de ambas disciplinas (Farago, 1992. pp 4-7) Los
contrastes y excelencias de la disciplina eran expuestos en textos denominados
Paragone.



A la luz de las filosofias prevalecientes, durante el auge de la civilizacion griega existian
dos teorias o corrientes similares en cuanto su empleo de la geometria para explicar
cémo ve el ojo humano pero que sin embargo difieren en cuanto a su explicacion del
proceso. Estas las podemos clasificar como teoria extromisionista y teoria
intromisionista de la vision. (Martinez, 2013. p 53)

La teoria extromisionista de la vision afirmaba que el ojo lanzaba rayos visuales que
alcanzaban a un objeto, asi se establecio el contrato para que, mediante una especie de
“tacto visual” se percibiera el objeto. Por otro lado, la teoria intromisionista sostenia que
el objeto era el que enviaba lo que en griego se denominaba eidolas —una especie de
cumulos o copias de si mismo— al ojo. (Lindberg, 1976, p.1-11) A pesar de que en la
antigliedad existieron teorias de la vision diferentes en los sentidos citados, ambas
coincidian en establecer el proceso de conexién entre el objeto y su percepcion por el
sujeto empleando rayos o rectas y los angulos o conos de visién a los que daban lugar.
Estas ideas se mantienen a lo largo de la Edad Media gracias a los arabes, quienes
eventualmente las llevaron (S. XI y S. Xl d.c.) a Europa para que siglos mas tarde
contribuyeran a eso que hoy llamamos el Renacimiento.

De Grecia a Oriente Medio

Después de los holocaustos de Alejandria, los trabajos de los griegos quedaron en
manos del mundo musulman. Sabiendo atesorar su herencia, los arabes traducen,
revisan y apuntalan los textos griegos y ademas realizan sus propias contribuciones.

La vida académica en la Edad Media islamica se gestaba en los entornos de palacios y
cortes del mundo musulman, de manera similar a como posteriormente ocurrié en
Europa. Los eruditos se esforzaban por alcanzar renombre hasta lograr atraer la
atencion de un mecenas que se interesara en ellos y los llamasen para ejercer como
astrélogos, fisiatras o simplemente para embellecer su corte. Mientras el sabio
cumpliese con los encargos del cortesano y agradara a éste (y mantuviese su
desempefio como investigador y estatus de erudito, por supuesto), todo su tiempo libre
lo podia dedicar a investigar sobre su tema predilecto.

Sin embargo, ocurria que algunas veces el tema no era de tan libre eleccion. Llamese
cristianismo, llamese Islam, las religiones influian en los temas que pudiesen resultar de
interés. En el caso del mundo arabe, si los temas de estudio o su filosofia no seguian la
ley islamica, se consideraban no islamicos y eran menospreciados por los patrones y
mecenas. Peor aun, si resultaba que el enfoque o el contenido iban en contra de la ley
islamica se consideraban anti islamicos y se desfavorecian rotundamente. En general, si
el tema de estudio no servia directamente a intereses religiosos se le consideraba banal
y se menospreciaba por completo. (Smith, 2015, p18)



La optica era entendida como una “ciencia mixta”. Era una ciencia que echaba mano de
una “ciencia pura” —la Geometria en este caso— para ocuparse de cuestiones del mundo
natural, es decir, por su materialidad, su sentido aplicado y alejado de lo platoénico, le
hacian caer en ese terreno donde convivian las reglas del mundo infralunar con que se
sometia a la razén, es decir, las ideas. Tanto la Astronomia —que gozaba de mejor
posicion que la Optica— como la Arménica —ciencia que analiza los fendémenos
acUsticos— resultaban ser “ciencias medias” o “mixtas”.

SI bien la dptica no ensefiaba nada en contra del Islam, inicialmente tampoco le
redituaba grandes beneficios a dicha religion. Es por ello que parecia estar fuera del
interés del islamismo. En este contexto surge el De Aspectibus de Alhazen (Conocido en
la cultura arabe como ibn al-Haytham. Su Kitab Al-Manazir), que llega a Europa
mediante traducciones hechas en Espafa. Lamentablemente, los manuscritos de la
época de los que se tiene noticia muestran un texto incompleto si se comparan con las
versiones en arabe que aun se conservan.

Alhazen opina que para el estudio de la dptica basta considerar los rayos visuales a los
que Euclides se referia en cuanto a su tratamiento geométrico, tal y como se usaban en
los textos de Optica y catoptrica que le eran atribuidos.

Para los musulmanes, al igual que para los griegos, el término Optica incluye también
los aspectos del funcionamiento del ojo. Por ello no sorprende que en el De Aspectibus
de Alhazen aparezcan imagenes que dan cuenta de esto. Evidentemente, Alhazen no
parte de la nada; se le considera uno de los pensadores mas profundos del Islam, y que
retomo las ideas de muchos de los mas reconocidos autores clasicos. Todo ello gracias a
que tenia a su disposicion gran parte de la produccion filoséfica griega y latina. Con ello
se hacia pasar a segundo plano la discusion acerca de la procedencia de algunas de las
alternativas mas extremas, la intromisionista y la extromisionista, y lo mismo se validé
para propuestas intermedias o vertientes como la que presenta Aristételes respecto de
qué era lo que consistia eso que llamamos luz (Lindberg, 1976. p, 61),

Entre los que mayor influencia ejercieron sobre él, intervienen Aristételes y Galeno, en
particular sobre cuestiones asociadas con la vision. Esta Ultima en el caso de la dptica,
contaba como principal autor a Claudio Ptolomeo, el también autor del Almagesto o
Sintaxis Matematica, el texto que guié a esta disciplina a lo largo de lo que restaba de la
antigliedad y toda la Edad Media. Sélo hasta después de Copérnico, en el siglo XVI
empezaria a caer en desuso.



Fig. 1.1

Galeno de Pérgamo (130-210 d.c.) ya se habia ocupado de la vision, tanto de la
producida por un solo ojo —analizando cémo funciona éste— como de la vision binocular
(y antes que él, Herophilus y Erasistratus también lo habian hecho (Smith, 2015, p. 42) .
Su principal contribucion fue reunir en un todo coherente una coleccién de teorias que
posteriormente dominaron la escena europea durante mucho tiempo.

Respecto de la visién binocular, Galeno menciona lo siguiente al final del décimo libro de
su De Usu Partium dirigiéndose a aquellos que “conocen lo que los circulos, conos, ejes y
otras cosas por el estilo son”, es decir, su publico lector lo componian quienes han
estudiado geometria, quienes en ocasiones eran rechazados por “la mayoria de las
personas que pretenden tener algo de educacion” (Lindberg, 1976. p 11, 12) Con ello
enfatizé que la matematica no era un tema que atrajera a todos, ni siquiera entre
aquellos que habian recibido una educacion privilegiada.

Sin embargo, los conceptos de geometria han sido siempre necesarios, ya sea para
medir extensiones de terreno, para mantener la orientacion en los navios o para
representar y estudiar situaciones tridimensionales en un espacio bidimensional.

Galeno, en el De Usu Partium, comienza con la descripcion de un cono con vértice en la
pupila y un circulo como su base, que determina la superficie visualizada. Segin Galeno,
este cono esta hecho de una multitud densa —en el sentido moderno— de una especie de
filamentos a los que nombra rayos visuales.



A manera de ejemplo de como Galeno modela geométricamente la estructura
diagramatica de la vision, considere el campo de vision EF (en figura 1.2) visto con
ambos ojos colocados respectivamente en A y B, esto es, considere un cono visual para
cada ojo con vértices en A y B precisamente. Justo frente a dicho campo anteponga un
objeto CD. Los filamentos o rayos visuales se extienden hasta chocar con el objeto
mencionado. El ojo en A percibira el objeto CD con un angulo <CAD. Asi mismo, el ojo
en B percibira el objeto a partir del cono de percepcién <CBD. Los ejes de ambos conos
se cortaran en el punto central O del objeto. Cada ojo vera de manera distinta al objeto
CD. En general la distancia AB es relativamente pequefa respecto de los objetos
observados y por ello las imagenes vistas por cada ojo no difieren demasiado como para
que el cerebro interprete que son dos objetos distintos. Segin Galeno, los ejes del cono
de vision o Frustum llegan al ojo que corresponde y lo que sea que portan para que
ocurra la vision pasa a los nervios Opticos que transmiten el efecto producido por el
objeto hasta el cerebro. Poco antes de llegar al cerebro ambos nervios se fusionan en el
llamado chiasma optico y con ello al cerebro llega un solo canal que lleva en su interior
las imagenes superpuestas de lo captado por los dos ojos. Los detalles sobre como se
produce el cono, como se recoge y transmite lo que interpreta como imagen, y como es
que el cerebro “traduce” lo que presenta el nervio optico después del chiasma es algo
que dista mucho de haber sido esclarecido en los textos galénicos y en los inspirados en
ellos a lo largo de la historia. Con todo, la 6ptica continda siendo estudiada en la Edad
Media, sobretodo gracias a Avicena y Averroes, quienes transmitieron y comentaron las
aportaciones griegas a esta disciplina (Lindberg, 1976, pp. 43 - 57) .

El gran salto en occidente respecto de los estudios opticos se dié en Grecia, a la llegada
del occidente medieval, a fines del siglo XlI o principios del XIIl, de los escritos épticos de
Alhazen, en particular el Kitab al-Manazir




La optica mantiene relativa importancia hasta ya entrado el Renacimiento. A partir de
ese momento, ésta queda relegada al nicho de aquellos especializados en el estudio de
la fisica y la matematica aplicada.

El concepto del frustum es reconsiderado y empleado -aunque no con ese nombre- en
diversos trabajos del periodo actualmente conocido como Renacimiento, principalmente
por Ledn Batista Alberti, Piero della Francesca, Giacomo Barozzi da Vignola, Guidobaldo
del Monte, entre otros. Es de suponer que los mencionados pensadores del
Renacimiento obviaban la importancia del funcionamiento fisiolégico auténtico del ojo,
y que el frustum de vision era la mejor manera que encontraron de abstraer el
comportamiento del mencionado o6rgano visual, a juzgar por la forma en que lo
implementan en sus trabajos.

Piero y Alberti consideran un triangulo de visién con uno de sus aristas partiendo desde
el ojo del espectador, mientras que la base esta ubicada en la pintura. Por otra parte, los
diagramas del Perspectivae Libri Sex —publicado a finales del periodo renacentista—
(Monte 1600) presentan piramides de vision bastante mas detalladas que dan una
sensacion de profundidad ad hoc con la idea de tridimensionalidad. A pesar de estar
presentada en un medio bidimensional, es decir, sobre papel, es posible identificar
facilmente la disposicion tridimensional de los objetos, el observador y su campo visual
a partir de diagramas tales como el presentado en la figura 1.3

Fig 1.3

No es sino hasta mediados del siglo XX que la historia del desarrollo de la dptica es
vuelta a tomar en cuenta, primero por historiadores del arte y luego por historiadores
de la ciencia. Posteriormente, con la aparicion de las ciencias de la computacion y el
vertiginoso avance del poder de procesamiento grafico de las computadoras, no tardo
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en aparecer quien tradujera las reglas de las construcciones en perspectiva en
algoritmos computacionales. Con ello, todo un abanico de profesionistas, desde artistas
visuales, pasando por arquitectos y hasta ingenieros, tienen ahora acceso a
herramientas graficas que permiten construir objetos con un alto grado de precision en
la perspectivas con uno, dos o tres puntos de fuga, ya bien como desarrollos
arquitectonicos, expresiones artisticas o aplicaciones ludicas.

Los programas de modelado de objetos tridimensionales (Blender, Maya, 3DSMAX) y
los motores de programacion de videojuegos actuales (Unity, Unreal, Lumberyard,
Godot) presentan sus camaras empleando el concepto de la piramide de vision de
manera intuitiva en un ambiente en 3D. La camara —y su piramide— se puede cambiar
de posicion y manipular mediante los dispositivos de entrada de la computadora. Se
puede extender también el alcance de la camara, asi como el angulo de vision de la
misma.

% Godot Engine - Platformer 3D () — X

Escenas
+ o

& Camera

bullet.gd bullet.scn E

& Camera

Fig. 1.4
En la figura 1.4 se aprecia una escena vacia del motor de videojuegos Godot

Unicamente con una camara ubicada en un ambiente 3D, y cuya piramide de vision
figura con un contorno de color morado.
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La compaiia Sharp puso en el mercado en el aho 2006 un sistema que permite
presentar imagenes estereoscopicas sin necesidad de lentes especiales. Las imagenes
en 3D se generan empleando un sistema de paralaje directamente sobre un LCD
(Pantalla de Cristal Liquido, por sus siglas en inglés) y considerando que los ojos se
encuentran separados entre si 65mm aproximadamente. Los diagramas que se
muestran en su pagina web (ver figura 1.5) explicando el funcionamiento de la
mencionada tecnologia son muy parecidos a los de Galeno y Alhazen, e incluso se
muestran lineas de visiéon. (Se-Um et al 2016)

2D display mode 3D display mode

The switching liquid crystal is controlled A parallax barrier is created by

so as fo make the parallax barrier controlling the switching liquid crystal,
fransparent, allowing all the light to pass thereby separating the light into two
through. This causes the same image lo images. This causes different images lo
be seen by the right and left eyes, be seen by the right and left eyes,
resulting in & two-dimensional display. creating a sense of depth.

4—>

T ]—TFrLt;D—[

T.J"l.-"'l.""gl'\ !

=/=;f-v>:w\x TS T I T AT

{Light cannaot
g thiough. ]|

. Parallax ... i '
J!i J!n A A OFF barrier QN 'y A A 4
| B T —
Fig. 1.5

Hay otras maneras de producir imagenes en tercera dimensién que son relativamente
sencillas de implementar aprovechando los mencionados motores para aplicaciones
visuales y la tecnologia de los teléfonos celulares actuales. Dichas implementaciones
emplean al celular como un visor de realidad virtual y los sensores de movimiento
permiten controlar la camara para ver el entorno simplemente moviendo la cabeza. El
celular presenta en su pantalla orientada de forma horizontal una imagen para cada ojo
por separado, mismas que provienen de dos camaras generadas por separado en un
ambiente virtual similar al de la figura 1.6
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Fig. 1.6

Estos resultados no son sino la culminacion de los esfuerzos iniciados a finales del siglo
XIV, y que tuvieron un gran momento en el siglo XV. Al lograr procesar geometrias
sistematicas, apoyados en la 6ptica geométrica de los antiguos, para generar la ilusion
de perspectiva en las pinturas o murales. Esto tenia como objetivo impartir un alto
grado de realismo a las imagenes, mostrando asi la capacidad creativa del artista, lo
cual venia a apoyar con mayor vigor el reclamo de Giovanni (Pico de la Mirandula) que
en su Oratio de Hominus Dignitate (Discurso sobre la dignidad del hombre) (1486)
reclama para el hombre el poder alcanzar la capacidad creativa de la divinidad.

La Perspectiva: Entre Geometria y Mimesis

Platén, en el libro X de La Republica menciona mediante una conversacion entre
Socrates y Glaucén la idea de la mimesis o imitacion. Para Platon, el pintor y el poeta
enganan a los sentidos imitando algo que muy probablemente desconocen.

“[...] Estamos suficientemente de acuerdo en que el imitador no tiene un conocimiento
suficiente de las cosas que imita [...]

La misma grandeza no aparece igual segln se la presente ante nuestros ojos de cerca o
de lejos [...] quebradas o derechas segun se las miren dentro o fuera del agua, cdncavas
o convexas siguiendo otra ilusion visual producida por los colores [..] ;Acaso no se
descubrieron contra eso convenientes remedios en la medida, el nUmero y el peso, de
manera que lo que prevalece en nosotros no es la apariencia variable de la grandeza o
pequenez, de cantidad o de peso, sino la facultad que cuenta, mide y pesa?”
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Asi, Platon establece que la geometria es la herramienta que conduce a la verdad,
mientras que la pintura y la poesia buscan enganar a los sentidos aprovechandose de la
facilidad con que el hombre cae en las emociones viscerales.

¢Y que pasaria si para sacar de esta cualidad de espejismo a la pintura, se le hiciera
hacer pasar por el tamiz de la geometria? ;Dejaria entonces de ser la pintura un
producto enajenante y se podria representar la realidad acaso mas fielmente?

La llamada perspectiva artificial, o perspectiva lineal o de los pintores, comienza a surgir
en la primera mitad del siglo XV como resultado de una amalgama de practicas
artesanales aderezadas o derivadas de planteamientos teoéricos de la filosofia natural,
llegando a adquirir un estatus similar al de la arquitectura.

Para evitar confusiones respecto al uso del término perspectiva, hay que aclarar que en
el siglo XIV los conceptos filoséficos y los que hoy tenemos como nociones anatémicas,
fisiologicas y fisicas que regulan la vision, estaban acompasadas por lo que se llamé
Perspectiva Communis, pero aquellas que desde finales del XIV y a lo largo del XV
giraban en torno de construcciones geométricas quedaron englobadas bajo el nombre
de Perspectiva Artificialis.

En las primeras décadas del renacimiento preguntas tales como ;Qué es la luz? ;Qué es
el color? seguian estando vigentes, convirtiéndose en una de las principales
preocupaciones de los filésofos de aquel entonces. Poco a poco se fueron sumando los
cuestionamientos de pintores y arquitectos que de una u otra manera estaban
involucrados o presentaban interés en estas interrogantes.

A inicios del siglo XV comienza a surgir en los talleres florentinos la idea de unificar las
artes mecanicas, las que en dichos centros se practicaban, con las ya mencionadas
ciencias medias. Hacia falta entonces determinar una metodologia a modo de resaltar
importancia, y proveer de formalidad y fundamento a los trabajos de los practicantes.

Si bien en el Trecento las representaciones de figuras de humanos y de animales eran lo
suficientemente buenas como para identificar lo que el pintor pretende plasmar a través
de ellas, al observar las pinturas del mencionado periodo en el contexto en que se
encontraban carecian de sentido espacial es decir, la imagen que ofrecian al espectador
no parecia presentar los objetos del mundo tal y como son vistos a través de la vision
directa, esto es, no reflejaban la realidad. No tenian tampoco el sentido de la
iluminacion —en ocasiones los personajes retratados parecian algo planos— ni de la
proporciéon —usualmente los santos eran retratados como gigantes respecto de los
humanos—. Lo representado era una especie de colecciéon de objetos colocados a modo
en un espacio pero sin que hubiera correlacién de proporcionalidad y de posicion entre
ellos.
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Como resultado de esto, en el Renacimiento emergen corrientes que consisten en
aplicaciones practicas de las matematicas, y en particular, la pintura se ve
especialmente beneficiada gracias a la geometria. Las nuevas representaciones
pictoricas surgen a partir de un afan naturalista, si bien afin a la mimesis griega, es decir,
al intento de representar la realidad de la manera mas fiel, tal y como ésta se mostraba
ante los ojos. La perspectiva artificial el conjunto de técnicas geométricas que dan lugar
a esta reproduccion de lo visto, se convierte en herramienta popular y comienza a ser
empleada para plasmar esta realidad.

En este contexto aparece, en 1435, un texto escrito por Leon Battista Alberti (1404 —
1472), conocido como De Pictura (Trad. de J. R. Martinez, 1996), dirigido a pintores y
practicantes de disciplinas ligadas con la representacion —escultores, arquitectos,
ilustradores de libros, etc.— pero apreciado también por filésofos y amantes de los
estudios clasicos. Dicho tratado presenta una gran influencia de los Elementos de
Euclides, y sin embargo posee personalidad propia. Alberti aparentemente retoma las
experiencias sobre perspectiva de Filippo Brunelleschi, a quien también dedica su obra.
En dicho trabajo se muestra la forma de construir un objeto visto en perspectiva. En
principio, cualquier objeto puede ser construido mediante esta técnica, desde un piso
cuadriculado a la manera de un tablero de ajedrez, pasando por vistas de edificios,
hasta objetos tridimensionales mas complicados, como vasijas o incluso personas.

El libro de Alberti ofrece argumentos para hacer de la pintura un arte liberal, y por esto
requiere el concurso de las matematicas. Y en efecto, el capitulo | de De la pintura se
ocupa de ofrecer las instrucciones que conducen a representar un piso cuadriculado en
perspectiva. Sin embargo, dado a que no incluyé diagramas, hay ciertos pasajes un
tanto ambiguos. Los de capitulos restantes son rapidos en ofrecer elementos historicos
y mitologicos para justificar -y reclamar- que la persona culta debe poseer un
vocabulario técnico acerca del arte del pintar y le ofrece criterios que muestran que en
los tiempos clasicos de Grecia y Roma las personas educadas podian emitir opiniones
bien argumentadas acerca de las virtudes o efectos de una obra filosofica.

Gracias al tratado de Alberti, precursor también del uso de la dptica para sustentar sus
métodos de representacion, la perspectiva comienza a adquirir importancia similar a la
que tenian ya la astronomia o la musica.

Poco después, Piero della Francesca (1416 — 1492) redacté una especie de manual para
guiar de manera practica a quienes buscaran recurrir a las estrategias geométricas para
hacer los trazos de pisos ajedrezados, techos cubiertos con paneles, horizontales o
curvos, edificios, vistas interiores, todo trazo de objetos y hasta rostros humanos. Todo
esto a través de pasos precisos para la construccion de lineas que demarcarian la
estructura geométrica del ente representado. El libro de Piero, conocido como De
Prospectiva Pingendi (della Francesca, 2005) escrito entre las decadas de los 80 o 90
del siglo XV, se inspira y sigue sin reservas la idea Albertiana pero, al contrario de
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Alberti, della Francesca, ademas del disefio -representacion de los diferentes objetos
que aparecen en una pintura-, la “mensuracion” -como distribuir objetos de manera que
realmente parezca ocupar lugares precisos en el espacio- y el color, dedica una seccion
muy grande, por mucho la mas interesante, a los trazos geométricos que conducen a la
representacion precisa, geométrica, de los objetos. Los ejemplos se han vuelto iconicos
del arte renacentista y son facilmente reconocidos por quienes se han interesado en la
historia del arte o en el uso de las matematicas en la pintura o el dibujo. Piero escribi6
también dos libros sobre matematica: el Libellus de quinque corporibus regularibus
-Librillo de los cinco sélidos regulares- Trattato dell'abaco -Tratado de abaco-, un
manual de aritmética elemental para ser utilizado en los talleres donde entrenaban para
el oficio los futuros pintores, arquitectos, orfebres, contadores y comerciantes. Por lo
anterior, Piero es hoy dia recordado como el primero -y tal vez el Unico ademas de,
efectivamente, Leonardo Da Vinci- de los grandes pintores matematicos.

Los textos de della Francesca inspiraron a otros matematicos hoy mas conocidos que el
propio Piero. Destaca entre ellos Luca Pacioli, autor de De divina proportione (1486-88)
y del muy conocido, al menos durante el siglo XVI, Summa de Arithmetica Geometrica,
Proportione et Proportionelita (1494) Es muy sabido que en el De divina proportione
Luca retoma casi como un plagio, parte del contenido sobre perspectiva y las figuras de
poligonos que habian sido representadas por della Francesca. Luego vendrian otros
textos de otros autores como Guidobaldo del Monte, y Jacopo Barozzi da Vignola. Este
ltimo escribié un texto de perspectiva que no llegd a publicar. Sin embargo, Egnazio
Danti lo hizo por el bajo el titulo Le due regole della prospettiva pratica di H. lacomo
Barozzi da Vignola (Danti 1583)

Egnazio Danti cita a Piero della Francesca en el Le due regole della prospettiva pratica
donde extiende y profundiza los trabajos de Vignola (y por ello se atribuye a este
altimo): “El primero de su época que escribiese acerca de esto con el mejor método y
forma, a partir del cual tenemos hoy dia escritos tres excelentes libros de dibujo”
(Centofanti 2016)

Los trabajos de Alberti y Piero tuvieron una gran influencia sobre los arquitectos de la
época. Para los investigadores del siglo XV, la perspectiva era considerada un método de
representacion del espacio, es decir, una herramienta. Brunelleschi fue de los primeros
arquitectos, junto con L.B. Alberti en considerar de manera cientifica las leyes que
gobiernan a las construcciones en perspectiva para satisfacer la necesidad de
representar espacios tridimensionales empleando dibujos y disefios bidimensionales en
papel. Mas alla de la posible necesidad utilitaria que podria tener la perspectiva en la
pintura, en la arquitectura se volvia una herramienta necesaria.

Hay que sefalar que las laboriosas técnicas de Della Francesca pasaron a segundo

término pues resultaba mas simple confiar en la habilidad del pintor para representar la
realidad que intentar plasmar un rostro humano en perspectiva. A pesar de tener un

16



sustento geométrico resultaba exageradamente laborioso —si no es que imposible—, y
por ello poco practico, ejecutar representaciones del rostro humano en perspectiva,
para entender la complejidad basta con ver algunas de las ilustraciones que nos legd
Piero. Sin embargo, para edificios arquitecténicos la metodologia resultaba bastante
convincente.

Muchos aspectos de la realidad no son tan simples como para ser plasmados por medio
de la perspectiva. No es una mala metodologia pero la ejecucion sin las herramientas
adecuadas castiga mucho al ejecutante.

Varios grabados y dibujos de la época prescinden de la perspectiva renacentista sin que
ello implique abandonar la idea de plasmar la realidad. Por ejemplo, los estudios sobre
balistica y dinamica de fluidos de Leonardo Da Vinci ofrecen un lujo de detalles respecto
de las turbulencias y las trayectorias de las balas y sin que para ello haga falta recurrir a
una infraestructura geométrica basada en las reglas de la perspectiva.

Sin embargo, ;Qué tanta habilidad tendrian los renacentistas para plasmar las
trayectorias de las balas? ;De que manera reconocian o sabian cédmo eran estas
trayectorias? ;qué métodos y procedimientos seguian para evitar que los personajes de
su obra presentasen el mismo aspecto plano que ofrecia el lienzo sobre el cual
dibujaban?

Para esa época todavia no se tenia consciencia del hecho de que la trayectoria de un
proyectil lanzado con alguna inclinacion respecto de la vertical describe una parabola. Y
menos aln se tenia la capacidad de constatar la importancia del movimiento parabdlico.
Muchas veces, por simplicidad, el ser humano acostumbra dibujar una U invertida o algo
gue asemeja un segmento de circulo para representar una trayectoria que deberia ser
parabdlica. El cerebro no alcanza, en muchas ocasiones, a distinguir la especificidad de la
trayectoria. ;Se trata de una seccion de circulo, de elipse, de parabola, o de conchoide?

17



Conclusion

Los renacentistas tienen a bien voltear a ver los trabajos de los griegos, quienes ya
contaban con tratados de dptica y debatian cuestiones vinculadas a la perspectiva.
Afortunadamente algunos de estos trabajos llegaron a Europa por medio de los arabes.
Hay un hueco enorme en la historia —aproximadamente hasta el siglo Xll- en el cual no
se aprecia el uso de técnicas apropiadas para dibujar imitando la realidad. Los tratados
quattrocentistas de Piero y Alberti, muy técnico el primero, mas humanista el segundo,
sientan las bases para los tratados de perspectiva de los siglos siguientes gracias a la
forma en como hicieron de la geometria una herramienta para lograr mayor realismo en
la pintura.

En la actualidad, el empleo de aplicaciones de Disefio Asistido por Computadora ha
llegado a sustituir aquellas clases de Dibujo Técnico donde el alumno dibujaba
recamaras de viviendas o piezas de mecanismos a tres vistas. Actualmente es posibile
generar por computadora modelos geométricos en 3D hiperrealistas, ya sea desde el
punto de vista visual o de acuerdo a su comportamiento mecanico. Hay dispositivos que
permiten ver dichos modelos empleando ambos ojos produciendo asi el efecto de
profundidad que se genera en la realidad. La humanidad sigue empecinada en reproducir
la realidad empleando los medios a su alcance.

Sin embargo, toda la teoria que desde el Renacimiento —y antes— fue surgiendo, es la
que da origen a estos modernos programas de computo. El uso de la perspectiva no ha
disminuido y sigue al servicio de muchos propdsitos: analizar algunos supuestos o
propuestas de la psicologia de la percepcién, poner a prueba propuestas de la
mercadotecnia, la medicina, etc. Mencidn aparte merecen las contribuciones del ingenio
geométrico a corrientes como el hiperrealismo, que apuntan a reproducir la realidad
empleando unicamente la pintura como medio. Asi sucede que ni la matematica ni la
pintura han dejado de crecer en paralelo.
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Capitulo 2
La Perspectiva de Alberti y Piero

La Construccion de Alberti

Leon Battista Alberti (1404-1472) fue hijo ilegitimo de Lorenzo Alberti, miembro de
una antigua familia florentina caida en desgracia por cuestiones politicas. Al ser
ilegitimo y viviendo en Génova, tuvo que buscar apoyo econémico para encontrar
acomodo en algo que estuviese a la par con sus aspiraciones. Lo encontré a fin de
cuentas en la burocracia vaticana, llegando a ser secretario personal de tres papas.

Considerado como uno de los mas destacados representantes del humanismo, sus
contribuciones a la linglistica, arquitectura, pintura, musica y arqueologia, asi como
poesia y la tratadistica de la moral hicieron que se le considerara un 'Hombre Universal'.

Desde su juventud saltaba a la vista su interés por las matematicas y las artes visuales.
Puesto que Alberti estudia leyes en la Universidad de Bolonia, las matematicas que
habria de aprender serian del estilo de la geometria de Euclides o del algebra de
Nicomaco de Gerasa. Las matematicas que presenta en su tratado De Pictura son, en
cambio, del estilo de las llamadas metodologias practicas, las que se usarian en las
escuelas del Abaco, donde los artesanos aprendian las herramientas para realizar sus
obras. Sin embargo, no hay pruebas que senalen que Alberti hubiese asisitido a dichas
escuelas. (Field 1997, p. 62) Usualmente en ellas se aprendia copiando y repitiendo los
trabajos del maestro y no a partir de un texto como los que Alberti escribiria
posteriormente.

Alberti escribi6 su De Pictura desde un punto de vista 'humanista’. Desde el inicio se
sumerge directamente en la filosofia natural y asegura que para poder pintar
correctamente se debe comprender la teoria de la vision, que abarca desde las leyes de
propagacion de la luz asi como la anatomia del ojo humano, es decir, la perspectiva
communis. Todo esto sin hacerlo explicito, dandole prioridad a las justificaciones
buscadas en los textos clasicos sobre la geometria y la vision, complementados con
elementos mitoldgicos y la tradicion clasica.

La piramide de visién segln Alberti es un manojo de rayos visuales que unen al ojo con
todos los puntos del contorno del objeto visto. Entre dicho manojo (no necesariamente
al centro) se encuentra el rayo céntrico, que es el rayo principal: donde este cae en el
objeto, esta la parte mas claramente percibida. Este manojo es lo que conforma la
pirdmide de vision segin Alberti. (Smith, 2015. p 300)
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Esta piramide, o mas bien, la base de ella, corresponde a lo que se observa del objeto.
Luego Alberti se aventura a aseverar que no importa si la vista procede por emision de
rayos visuales (Extromisionismo) o por recepcién de los mismos (Intromisionismo)
puesto que la geometria de la piramide de vision sera la misma en cualquier caso.

Después de la descripcion de la piramide de vision, Alberti procede a indicar sin mucho
preambulo que se debe elegir el punto donde el rayo céntrico de la piramide visual toca
al objeto de la pintura. Este punto es posteriormente denominado punto céntrico.
(Fields, 1997.p 25)

Segun (Green, 1987. p. 641), se atribuye a Samuel Edgerton el término Punto de
Distancia para referirse al punto C (Fig. 2.1) desde el cual Alberti traza lineas a las
divisiones de la base. Hay que tener cautela con esta definicion pues si se compara con
la construccion de Piero, resultan ser construcciones distintas y el significado del
término no es el mismo.

Las distancias entre divisiones de la base eran medidas en unidades denominadas
braccia. Usualmente, el cuerpo humano debe tener 3 braccia de altura.

C
A D E F G H B
k———-
1 Braccium
Fig. 2.1

A continuaciéon se presentaran las construcciones de Alberti y Piero para
posteriormente compararlas y luego continuar con el trabajo de Piero, que extiende un
poco mas el trabajo de Alberti y a su vez pavimenta el de Guidobaldo, mismo que
vendria una cincuentena de afios después.
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En términos modernos, la “construccion de Alberti” (como se le conoce hoy dia en honor
al mismo) que aparece en De Pictura, procede como sigue:

Considere un rectangulo CJABJK como el area del lienzo destinada al dibujo. Marque en
el centro del panel de dibujo un punto C que sera el llamado Punto Céntrico. Dicho
punto esta en posicion directamente opuesta al ojo del observador y justamente a la
altura del mismo.

Sobre la base inferior 4B del rectangulo, marquese el cuadriculado del piso a dibujar.
Identifiquese cada marca con una literal (En este caso D, E, F, G, H) (Fig. 2.2) En pocas
palabras, el procedimiento original de Alberti implicaba replicar la base 4B y sobre
dicha réplica marcar el cuadriculado a dibujar.

K J
o ¢

Fig. 2.2

Una vez hechas las marcas anteriores, las lineas que corresponden a las lineas del piso
perpendiculares al lienzo son trazadas uniendo las marcas A, B, D, E, etc, con el punto
céntrico C. (Fig. 2.3)
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Fig. 2.3

Ahora considere que la posicion del ojo del observador ha cambiado, colocandose en el
punto O, a la derecha —o izquierda— del lienzo y a la misma altura que C (Fig. 2.4).
Dibuje una recta OC paralelaa 4B, de manera que OC sea la distancia del
observador frente a él; ahora, desde el punto O trace lineas que unan cada punto A
hasta H con O. Observe que las lineas trazadas cortaran la vertical del rectangulo que
define al lienzo situada entre los puntos marcados en la base y el ojo. En el caso de la
figura 2.4 la linea es la vertical del lado derecho.
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Identifique los puntos de corte de las rectas OA hasta la recta OB con la recta
vertical, y trace paralelas a 4B pasando por dichos puntos de corte. Sin riesgo de
cometer un anacronismo, se presenta a continuacion la interseccion de diagramas del
procedimiento original segin Alberti.

23



VA i
VAN B = = "

Fig. 2.5

Alberti dibuja por separado las lineas de vision y la interseccion de éstas con el plano del
cuadro OJABJK. El cuadriculado resultante (Fig. 2.5) corresponde a lo que veria el
espectador cuyo ojo estd situado a la altura de C y ubicado frente al cuadro
considerando que el procedimiento de Alberti se realiza siempre sobre ABJK.

Observe que la base de la pintura 4B parece fungir como una de las divisiones del
piso. Esto depende en realidad de la ubicacion del punto O. Alberti no parece dejar en
claro la posicion de O respecto de las divisiones del piso, solamente busca determinar
una distancia entre el espectador y la pintura y ésta queda determinada por la distancia
deCaO.

J. V. Field ubica a Donatello (1386 - 1466) y Masaccio (1401 - 1428) entre los
primeros en asumir que las lineas perpendiculares al plano de la pintura apareceran en
ésta como lineas que concurren en el punto céntrico. Ambos eran amigos de
Brunelleschi (Field, 1997. p 40), a quien sus contemporaneos acreditaban con haber
inventado una regla que permitia dibujar correctamente pisos (Field, 2005. p 33) Sin
embargo, no esta claro que clase de regla era. El gran interés que mostraba Brunelleschi
en las artes visuales le gandé la dedicatoria de De Pictura por parte de Alberti (Field,
1997. p 25), quien probablemente atestigud los trabajos de Brunelleschi en donde
destacaba dicha propiedad de convergencia. Alberti no se adjudica la invencion de esta
propiedad. Tampoco le es atribuida a Brunelleschi. De hecho, se puede deducir
facilmente de las proposiciones 5 y 6 de la Optica de Euclides. Antes que él lo planteara

24



por escrito, un fresco de Masaccio (La Santisima Trinidad, fresco que se conserva adn en
la iglesia Sta Maria Novella, en Florencia) ya hace uso de esta propiedad que podria para
ese entonces haberse difundido entre algunos miembros del oficio de la pintura y
probablemente por ello Alberti no ofrece una justificacion matematica de la misma.
Asumir que las ortogonales convergen a un punto era una tendencia que prevalecié en
la mayoria de los autores que hablaban sobre perspectiva antes del siglo XVII.

Fiel a las practicas artesanales de las Botteghe o talleres artesanales, tan populares en
la Italia renacentista, Alberti describe los procedimentos para llevar a cabo
representaciones pictéricas sin ofrecer las justificaciones teoéricas —Matematicas o
provenientes de la Filosofia Natural- que justificaran la practica artesanal.

La primera prueba de que la construccion de Alberti es correcta (y siendo equivalentes
también a la de Piero) la escribe Giovanni Battista Benedetti (1530-1590), matematico
profesional, y es de los primeros matematicos que no asume como cierta la
construccion de Alberti. Su demostracién aparece en De Rationibus Operationum
Perspectivae, trabajo de 1585. Posteriomente, Guidobaldo del Monte presenta también
esta prueba en su Perspectivae Libri Sex, publicado en 1600. (Andersen, 2013.p 153)

Alberti menciona que es posible emplear el cuadriculado que nos ensefa a dibujar para
construir imagenes tridimensionales, sugiriendo una suerte de hilos instalados a modo
de rayos visuales e intersectando un plano, lienzo o velo que permitan mapear (valga el
anacronismo) los puntos de la imagen en la interseccién de los rayos con el lienzo o
velo. Estos aparatos resultaron ser bastante populares entre los artistas. Permitian el
manejo de un sistema de coordenadas tridimensionales sin tener que tocar las
matematicas involucradas en ello. Hoy en dia los programas de modelado en 3D (Maya,
Blender, 3DSMAX), a pesar de estar construidos sobre bases fuertemente matematicas,
las mismas resultan invisibles al usuario, que por lo regular es un artista visual, mientras
que los programadores o ingenieros acaso optaran por herramientas como Ogre,
DirectX u OpenGL, mas bien pensadas desde el punto de vista de la programacion.

Alberti asegura que la pintura es una actividad intelectualmente significativa y lo hace
retomando sus fuentes de la antigliedad, y con la mas clara intencién de revivir los
grandes logros artisticos alcanzados por los ancestros. Aunque la anterior intencién no
precisamente se sostiene hasta nuestros dias, si tuvo bastante impacto en su momento
entre los artistas visuales.
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Las Escuelas de Abaco

Las escuelas de abaco surgen por la necesidad de educar en la matematica basica a
personas que la necesitasen en sus oficios: Lo anterior significa que tanto mercaderes
como pintores y arquitectos, ademas de orfebres, escultores, contadores, agrimensores,
eran los usuarios tipicos para este tipo de escuelas o talleres de oficios.

Muchos de los ejercicios matematicos que aprendian a ejecutar seguian los tipicos
problemas de cuentas de mercado de la primaria y secundaria de nuestros dias, y habia
que repetirlos muchas veces hasta comprender el concepto. Las matematicas de las
escuelas del abaco, de tradicion vernacular, son mas bien operativas o aplicadas;
mientras que los libros empleados en la universidad, escritos en latin, apuntaban por
una matematica mas abstracta que el simple cobro de impuestos o regalias.

Piero della Francesca

A una de tales escuelas del dbaco seguramente acudieron Piero della Francesca y sus
hermanos para luego poder ayudar con las labores mercantiles de la familia.

Avezado en las matematicas, Piero escribe varios ensayos sobre temas tanto
novedosos como sofisticados, siendo uno de ellos el De Prospectiva Pingendi (1474).
Concebido dentro de la misma tradicién de los textos del abaco, se desarrolla a la
manera de un manual de geometria y un tanto bajo el enfoque de los Elementos de
Euclides, aunque este Ultimo aspecto se ve opacado por el estilo de presentacion de los
problemas, mismos que lo hace aparecer como un manual de instrucciones.

En contraste con el estilo humanista de Alberti, Piero escribe sus trabajos al estilo de las
escuelas del abaco. No esta bien claro si Piero se dirige a alumnos de este tipo de
escuelas o si lo hace para los nuevos aprendices de las Botteghe o talleres/escuela del
siglo XIV. Las versiones que se consideran originales estan escritas en el vernacular
mientras que las versiones en latin presentan modificaciones que adaptan el texto para
quienes acostumbran a leer sobre matematica universitaria en la citada lengua. La
forma de escribir de Piero es en imperativo, rayando en lo chocante y lo suficientemente
repetitivo como para pensar que se habia escrito teniendo en cuenta las computadoras
que aparecerian 500 afos después.

Hay que sefalar que aunque los diagramas resultantes en los textos de Piero son
matematicamente equivalentes a los de Alberti, sus procesos son distintos y no
precisamente representan lo mismo.

Otra diferencia visible entre Alberti y Piero ocurre en el Frustum o piramide de vision.

Mientras que Alberti se refiere a la piramide pensandola en tres dimensiones, Piero se
refiere a la misma tomandola solamente en dos.
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Piero menciona en su trabajo que de las tres partes que componen una pintura: disegno
(dibujo o diseno) conmesurattio (proporcion) y colorare (coloreado) él hablara
Unicamente de la segunda y un poco de la primera, puesto que sin dibujo es imposible
hablar de perspectiva.

El trabajo de Piero sobre perspectiva se compone de tres libros. El primero se ocupa de
las superficies degradadas, es decir, superficies representadas en perspectiva; el
segundo trata sobre prismas generados a partir de lo que ensena en el primer libro, y el
tercero extiende un poco lo visto en el libro dos y muestra cémo representar objetos un
poco mas complicados.

La version original fue escrita en el dialecto local de la region, muy parecido al toscano,
aunque luego fue traducida al latin por alguien llamado Maestro Matteo, y muy
probablemente supervisada por el mismo Piero. Matteo fue amigo cercano de Piero y
tenia experiencia en matematicas.

En la época de Piero, a mediados del siglo XV, no habia muchos términos para hablar de
Perspectiva, asi que Piero escoge con libertad las palabras que usa. Emplea, por ejemplo,
termine o terminus para referirse a un plano, con toda seguridad aludiendo a que éste
tiene bordes donde precisamente “termina”.

Las siete primeras proposiciones de su libro son resultados previos de Euclides
contenidos en los libros Elementos y Optica, este Gltimo texto era conocido en latin
como Perspectiva, que era la forma usual de traducir la palabra del griego al latin. Esto
fue antes que la palabra se usara para referirse a la técnica geométrica de la pintura
para obtener la ilusién de espacialidad —o profundidad— de una escena.

El primer teorema de &ptica/perspectiva original de Della Francesca es la proposicion
12, que se enuncia como sigue: A partir del ojo [posicion] dado y en un plano
determinado, degradar la superficie asignada.

En esta oracion, el sentido que adquiere “degradar”’ -que ya se habia mencionado
previamente, pero sin mucha precision- es el de modificar una figura para que sea vista
en perspectiva, y esto es lo que se conoce como representar algo en perspectiva. El
dibujo original es llamado por Piero Propria Forma o Perfetto.

En la proposicion 13 aparece una figura definida. Dicha proposicién aborda
directamente el Hacer la superficie degradada (a partir de) un cuadrado. Después de
anunciarlo, pasa luego a citar las instrucciones de construccién de la figura. En términos
modernos, los pasos son los siguientes:
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Considere larecta DC. Marque B € DC vy seaentonces BC el piso -donde puede
aparecer una imagen o un objeto plasmado en esa superficie- a degradar observado
desde el ojo puesto en A. (Fig. 2.6)

F
L ]
A
D B C
& O
Fig. 2.6

Levante dos rectas AD y BF, tales que 4D | DC, BF | DC y BF =
BC. D denota el pie o posicion del observador cuyo ojo se encuentra en Ay BF
denota el plano de la pintura. (fig. 2.6) Levante GC paralela a BF y del mismo
tamafio que ésta. GC comprende a la escena —vista de perfil- que se pretende
recoger sobre la pintura cuyo perfil se muestra como BF. Uniendo G con F se
completa el cuadrado COIBCGF. De esta manera, la construccion resulta como en la figura

2.7.

F G
L ]
A
D B C
& @
Fig. 2.7
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Levantese una bisectriz I4' sobre BC, con A’ala misma altura que A. (Fig. 2.8).

F G
& i)
A A
|
|
|
D I C
& S )
B |
Fig. 2.8

Piero es claro al momento de mencionar que el punto A es la posicion del ojo, tanto
respecto de la pintura en BF como del cuadrado CIBCGF. Sin embargo no resulta
evidente (a2 menos que se hagan por cuenta propia unos cuantos calculos de
proporciones de triangulos) que en realidad Piero intenta aplastar una situacion
tridimensional en el plano bidimensional del papel, ademas de que el diagrama muestra
simultaneamente dos situaciones: una en la que el plano de la pintura, BF, esta
siendo visto de perfil, y otra en la que el mismo plano, ahora COBCGF, esta siendo
contemplado desde el frente. La idea ultima es que el dibujo final degradado quede
plasmado sobre COBCGF. Finalmente, uniendo A’ con B'y A’ con C se obtiene AA’BC. (Fig.
2.9).

En la actualidad toda persona con conocimiento basico de pintura o arquitectura sabe
que todo conjunto de rectas paralelas que se alejan en la realidad del observador,
converge a un punto en el llamado horizonte si dicho conjunto es representado en
perspectiva. Sin embargo, no fue Piero quien demostr6 esto —al menos no
abiertamente— sino el matematico y astrénomo Guidobaldo del Monte (1454 — 1607)
quien lo exhibe en su Perspectivae Libri Sex, publicado en Pésaro en el afio de 1600.
Piero recurre a Euclides para suplir esta “carencia” y justificar la construccion de dicho
triangulo. En todo caso, AA’BC servirda como base para crear el cuadrado degradado.
Para ello se hace lo siguiente:
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Unase A con Cy marquese el puntoE= AC n BF (Fig. 2.9).
F

G
@ o]
A A
E
D C
&
B
Fig. 2.9
Luego, se trazaunalinea EK paralelaa BC vy que pase por E (Fig 2.10).
F G
@ Q

Fig. 2.10
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MarqueD’'= A'B n EK yE'= A'C n EK. UnaD’conE’ (Fig.2.11).

F G
9 ®

Fig. 2.11

Finalmente, una A con G. Marque H= AG n BF (Fig2.12).

Fig. 2.12

Esta ultima figura muestra una versién simplificada de la construccion final de Piero.

Piero inicia con la construccion del cuadrado a degradar. Luego muestra que el lado mas
alejado, CG, aparecera para el ojo en A, de tamafio EH . es decir, CG se observa
con el tamafo que aparenta EH situado como parte de BF. Noétese que si
tomamos a xGAC como el angulo de visidn, tanto EH como CG subtienden el
mismo angulo con vértice en A.
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La recta transversal D'E’ representa el borde posterior del cuadrado degradado.
Ahora hace falta mostrar que este borde en efecto corresponde al borde posterior y
posee la proporcion adecuada en el dibujo degradado. Esto se puede justificar por
semejanza de triangulos tal como sigue:

El angulo de vision xGAC subtiende al tramo CG, pero frente a dicho angulo se
interpone BF como si fuera un obstdculo. Dicho obstdculo corta a la piramide de
vision con dicho angulo de vision, y la visidn efectiva queda reducida al tramo EH en
el plano cortado por BF . Dicho tramo es pues visto desde A con el angulo xHAE.

Luego, el &ngulo xGAC es congruente con xHAE y como las lineas BF y CG son
paralelas, se tiene que los triangulos AACG y AAEH son semejantes.

Notese que el fondo del cuadro (Fig. 2.12 nuevamente), es decir, la parte mas alejada
del observador ubicado en A correspondea CG. CG, asuvez, como lo establece la
optica de Euclides serd visto en el “plano” BF detamafio EH.

Al considerar A" no necesariamente sobre el plano de la figura a degradar, Piero esta
asumiendo que dicho punto no es coplanar a OOBCGF, cosa que no es precisamente
evidente en, digamos, la figura 2.12, por ejemplo. Mas aun, la prueba por semejanza
sirve incluso si el punto A no es perpendicular a BF en el pinto medio, siempre que no
se salga de los limites impuestos por dicho segmento. Esto es algo que Piero ya habia
vislumbrado mas no lo discute. Lo anterior se menciona en aras de simplificar su
argumento. El siguiente modelo propuesto por (Field, 1997.p 89) y (Field, 2005. p 144)
intenta arrojar luz sobre esta situacion.
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El cuadro de la pintura tiene como base a BC —tal como aparece en la figura 2.12—y
el ojo del observador relativo a la base del cuadro esta realmente en A’ —Aunque dicho
punto pareciera ser coplanar a OBCGF, como en 2.13—. Entonces, si visto desde A”

E'""H' es el borde més lejano, correspondientemente D'E’ debe ser el borde més
lejano visto desde A’, siendo pues el borde formal del cuadrado degradado. Lo anterior
se logra por semejanza de triangulos de la siguiente manera.

Refiérase nuevamente a la Figura 2.12. M’'BC y 4A'D'E’' son semejantes. Se tiene que

D'E'_A'E’
BC A4'C

Analogamente, MA’C y AEE’C son semejantes. Por lo mismo

CE’ CE
CA' C4

Por dltimo, respecto de AMEH y AACG se tiene

AE _TH
AC CG

A partir de estas tres relaciones anteriores, se tiene que

D'E’ _ A'E' _ A'C- E'C
BC A'C A'C

=1+ _ 1 o EC
CA’ CA AC

_ 1 AC-AE _ AE

aC aC

Finalmente

DE _4 _EH . . . DE _ BC
BC aCc _ Gc 'mpicaq TH GC

que era la razén que queriamos encontrar.
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Trazado del cuadriculado sobre el piso degradado

Para trazar un cuadriculado sobre el piso ya degradado, en este caso el trapecio D'BCE),
identifique las muescas L, M, N, P y trace las rectas que se interpretan como
perpendiculares al lienzo uniendo cada muesca con el punto A, a saber:
A'LLA'M,A'N y A'P (Fig. 2.14).

F G
[
H/
A J

B L P C
Fig. 2.14
Luego, trace la diagonal BE' (Fig.2.15)
F G
@
H
A J A'

B L M N = C
Fig. 2.15

En el mismo tratado Piero demuestra que es posible construir las paralelas a BC
como rectas que pasen por los puntos de intersecciéon de la diagonal BE' con las
llamadas ortogonales. Hecho lo anterior, finalmente, el piso degradado con su
cuadriculado aparece en la Fig. 2.16.
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Fig. 2.16

Alcanzada esta etapa, las diferencias principales apreciables entre los métodos de
construccion de pisos cuadriculados en perspectiva de Alberti y los de Piero son:

1. Alberti traza primero las lineas ortogonales y después traza todas las
transversales paralelas a la base del rectangulo que contiene a la pintura.

2. Piero determina primero el borde posterior del piso a partir de la posicion del
observador y luego traza las ortogonales tal como lo propone Alberti.
Posteriormente Piero traza sus transversales a partir del cruce de la diagonal
mayor del piso con las ortogonales.

Construccion a Partir del Punto de Distancia

Mientras que Alberti emplea la diagonal del piso degradado, Unicamente para
comprobar que la construccion es correcta, Fields asevera que Piero emplea el trazo
mencionado por Alberti en su tratado una vez que ha presentado su método de
degradado como parte de un método mas simple para realizar la construccion (Fields,
1997.p.91).

El método de Alberti resulta mas facil de entender y de hacer encajar con los conceptos
de dptica de ese entonces, que era también lo que Piero buscaba en su De Prospectiva
Pingendi. Por otra parte, el punto de distancia es mas facil de implementar.

Quizas por eso Piero usa primero el método de Alberti y luego el del punto de distancia,
que recurre a la diagonal: a modo de un maestro que ensena los temas en determinado
orden y con determinada intencién, Piero decide mostrar primero una construccion que
pueda justificarse a partir de los conceptos acerca del frustum de vision, para luego
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proceder a mostrar un método practico equivalente y que resulte mas simple de
implementar.

El Método del Punto de Distancia consiste en lo siguiente:

A partir de los pasos de construccién de Piero, avanzar hasta levantar el cuadro tal
como aparece en la figura 2.8.

Una A con A’ Ubique el punto de distancia O sobre la recta AA4' de la siguiente
manera:

marqueJ= AA’ n BF, haga 0A' = AJ (Fig. 2.17).

F G
@
H
A o) J A'
O L
@ O 9
D B C
Fig. 2.17

Marque las divisiones del pavimento L, M, N, P, fijando como unidad de medida el
braccio BL. UnaA,B,L,M,N,P yCconA’ (Fig.2.18).
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Fig. 2.18

Una el punto de distancia O con la esquina C. El borde posterior del pavimento, es decir,
la horizontal mas lejana desde el punto de vista del observador, estara dado por la recta
paralelaa BC que pasa por el puntode cruce D'=0CNA'B (Fig.2.19)

F G

e
O
i

Al

oe
w
e
=
=z
o
O

Fig. 2.19

Cada uno de los puntos donde OC cruza —-en el orden de las rectas

A'L,LA'M,A’N y A’P— con los otros rayos con fuente en A determina la
ubicacién sucesiva de las transversales paralelas a BC y que pasan por la recta
ortogonal correspondiente (Fig. 2.20)-
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Fig. 2.20
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Finalmente, hay que hacer notar que si ahora se traza AC y se marca el punto
E=ACNBF, también es posible obtener ED’ que cumple que BCIED’' (Fig.
2.21)

F G
@
H
A \J A'
E K
E

oO¢

e o ——
B L M N P C
1

Si ahora se traza AP, setomael punto I=APNBF vy setrazauna paralelaa BC
que pase por | (Fig 2.22), se obtiene la misma paralela que resulta de tomar aquella que
pasa por OPNA'L. Siguiendo este procedimiento se corrobora, en la practica, que el
pavimento construido con este método resulta ser el mismo que el construido con el
método de Alberti.
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Se ha exhibido que la identidad entre diagramas se comprende mediante un ejercicio de
superposicion. Un matematico se plantea, sin embargo, el ofrecer una demostracion de
su equivalencia matematica y esto justo se demuestra como sigue:

A partir de la figura 2.22 se tiene que por construccion

AANWED T BC = AOAD’ ~ AD’BC

de donde también resulta que

MAJE ~ NEBC
Entonces se cumple que
JA_JE 04’
BC EB BC

dedonde JA=04',

es decir, las distancias del ojo A a la pintura, J4, y del punto de distancia O al punto
céntrico A, soniguales, y por tanto las construcciones son equivalentes.

Como ya antes se habia mencionado, la pintura esta sobre BF (con BF visto de
perfil) y el observador en A (Vea Fig. 2.21). Fisicamente la distancia entre el observador
y lapinturaes A4J, pero la construccién que propone Piero no parte de A, sino de O, y
por ello debe realizar una construccion diferente que le permita obtener los trazos
correctos sobre el plano pictérico atravezado por BF, que corresponda a la misma
escena que se observa desde A. Para Piero, basta con que la distancia OA4’ seaigual a

AJ para poder conseguir una construccion geométricamente equivalente. Esto
permite utilizar una superficie mas restringida para realizar los trazos constructivos de
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la perspectiva, lo cual es una ventaja pues no siempre se cuenta con el suficiente
espacio exterior al cuadro o pintura para realizar los trazos auxiliares que generan la
imagen en perspectiva.

Trazado de prismas segin el método de Piero.

El segundo libro de De Prospectiva Pingendi versa sobre como trazar prismas a partir de
lo visto en el primer libro. La idea es construir las bases de dichos prismas empleando lo
aprendido en el primer libro y luego dibujar planos verticales para generar la forma
sélida.

Para dibujar las bases de los prismas se emplea un esquema que involucra al mismo
tiempo el plano original y su forma degradada. Considerando la base del prisma en el
plano original, ésta se copia al plano degradado, resultando una base degradada debido
al método empleado para copiarlo.

Las proposiciones 9, 10y 11 del libro 1 muestran cémo calcar proporciones —es decir,
coémo construir segmentos que guarden una proporcion dada— a partir de un
cuadrilatero y su diagonal. La forma de realizar esta construccion es como sigue:

Sean dos magnitudes PC y PD. Construir dos magnitudes proporcionales tales que
una de ellas mida PD'

Considere COPQRS y dos muescas C, D sobre PO que denoten las mencionadas
magnitudes PC y PD (Fig.2.23).

Trace paralelasa QR por Cy D que corten a la diagonal PR enAyB
respectivamente.

Trace paralelasa PQ que pasen por Ay B hasta cortar PS. Marque los puntos de
intersecciéon como C’y D’ respectivamente.

Resulta que
PD_PB
APCA ~ APDB = i
y también
, , PD' PB
APCA ~ APDB = 0P
y por tanto
PD_PD"
PC_PC’
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Asi, las distancias de las muescas C'y D’ a P sobre PS, son proporcionales a las
distancias desde P a las muescas C y D sobre PQ

F
©
O

&

2
Fig. 2.23

En las proposiciones 14 y 15 del libro 1 se menciona como trazar cuadriculados en
perspectiva en un piso degradado a partir de una vista superior del mismo.

El siguiente diagrama (Fig. 2.24, izquierda) es una réplica simplificada del diagrama de
Piero mostrado en la proposicion 15, libro 1 (Fig. 2.25). Es de notar que el diagrama
muestra al mismo tiempo el plano Perfecto —o En Forma Propia— en la parte inferior, y
su equivalente degradado en la parte superior.

A

Fig. 2.24
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Fig. 2.25

Piense el diagrama como si sobre la linea GF hubiese un espejo inclinado (Fig. 2.24,
derecha) y que de esta manera se consigue calcar la informacion del plano perfecto a
una forma degradada; aunque en realidad lo que se obtiene es una imagen reflejada, es
posible mostrar que el reflejo degradado es exactamente igual al degradado original,
como se vera a continuacion.

(Field, 2005. p. 148) se encarga de sintetizar el método con el cual Piero transcribe o
calca puntos de un plano en propia forma a un plano degradado, idea que
reiteradamente emplea en las proposiciones mencionadas. De hecho, esa era la forma
de fijar un concepto segin los libros del abaco: hacer muchos ejercicios con
determinada metodologia intrinseca hasta dominarla.

El procedimiento para calcar puntos es como sigue:

Partiendo del plano perfecto CIBCGF se debe obtener el cuadrilatero degradado CIFGE'D'
(ubicado en la parte superior de la figura 2.26) efectuando el proceso que conduce
justamente a la figura 2.21, donde aparece el cuadrilatero marcado como CIBCE'D),
producto de degradar el COBCGF de la figura citada. Sera necesario también conservar el
llamado punto céntrico A en el diagrama pues es a partir del cual se obtiene el
cuadrilatero degradado CIFGE'D".
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Fig 2.26

Habiendo trazado los cuadrilateros CIBCGF y CIFGE'D' dispuestos como muestra la
figura 2.26, ubique el punto X en el plano perfecto. (Fig. 2.27).
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Luego, trace una perpendicular a GF que pase por el punto X. Lldmese R el punto
donde cortea GF. Una el punto R al punto céntrico A (Fig. 2.27).

A

Fig. 2.27

Trace la diagonal BG sobre el plano perfecto. Trace también su correspondiente
reflejo GD' sobre el plano degradado. (Fig. 2.28)
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Fig. 2.28

La disposicion mostrada en la figura 2.28 permite ubicar primero los puntos de interés
en el plano perfecto respecto de la distancia horizontal a la diagonal BG , para luego
proceder a copiar la distancia encontrada sobre la orilla comun a los planos perfecto y
degradado, y finalmente degradar la proporcién respecto del punto céntrico A. La
diagonal degradada GD' se emplea para ubicar con precisién el punto sobre el plano
degradado mediante el proceso siguiente.

Trace una paralelaa GF que pase por X y marquese como D el punto en que corta a
la diagonal BG (Fig. 2.29).
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Fig. 2.29

Trace una perpendicular a GF que pase por D. LlAmese P al punto donde dicha
perpendicular corta a GF. Desde el punto P trace una recta hasta A. Marque
Q=PANGD’ sobre la diagonal degradada GD’ (Fig. 2.30)
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Fig. 2.30

Trace una paralela a GF que pase por Q. Marquese como Y al punto donde dicha
paralela corte a la recta RA. Dicho punto Y corresponde al punto X en el plano
degradado. (Fig. 2.31)
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Fig. 2.31

Observe que la imagen resultante es en realidad una imagen especular o virtual
respecto de la original. Es decir, la imagen resultante parece ser la proyectada sobre un
espejo colocado sobre GF vy luego degradada. En términos generales, lo que los
practicantes de la perspectiva en la pintura hacen es utilizar un método de proyeccion
de imagenes. Las reflexiones sobre espejos también se consideran procesos de
proyeccion y son producto de una técnica de construccién de imagenes a partir de una
imagen dada.
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Piero no hace comentarios respecto de su construccion reflejada. Sin embargo no es
dificil justificar dicha construccion empleando los conocimientos sobre optica y
catdptrica de la época. Dichas leyes de reflexién se dan por conocidas en la Optica de
Euclides y se demuestra en su Especularia o Catoptrica. Es probable que la imagen
reflejada y degradada de Piero no causara mucho disgusto pues seguramente también
se sabia que todo espejo plano produce una imagen virtual de un objeto, del mismo
tamano y simétrica respecto del plano del espejo. Y si la imagen virtual era tal, bien
podria uno ahorrarse una reflexion y trabajar con la imagen degradada reflejada sin
mayor problema.

A continuacion se ilustrara la razon por la cual el reflejo en un espejo es equivalente a la
imagen real empleando un objeto muy sencillo y siguiendo un par de proposiciones de la
Catéptrica de Euclides (Tanto la Optica como la Catdptrica de Euclides son en realidad
trabajos que se adjudican a Euclides. Si bien de mayor sencillez que los Elementos, hay
ciertos rasgos caracteristicos, mas nunca concluyentes, en los trabajos mencionados
que bien podrian ser de un Euclides menos experimentado que cuando escribié sus
Elementos.). De esta manera se pretende salvar el hecho de que Piero trabaja en su
Proposicion 15, libro 1, con las reflexiones de los planos degradados y no con los planos
degradados originales. La importancia de esta justificacion radica en el hecho de que a
partir de las proposiciones mencionadas Piero crea todos los prismas degradados de su
libro 2.

Considere un espejo GF y un observador viendo desde A, situado delante del espejo,
y un objeto situado en D. Esto significa que el observador ve el objeto de manera
indirecta, mirando su reflejo en el espejo.

Trace un rayo visual desde A tal que incida sobre el espejo en K a modo que sea
reflejado hasta tocar D (Fig. 2.32).
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Euclides dice que los dngulos a y B son iguales. (Teorema 1 de la Especularia de Euclides.
de Ondériz, p. 43) Trace ahora las alturas 4B y DC de los puntos By C
correspondientes en el espejo (Fig. 2.33).

Vea que en efecto, empiricamente, resulta que AB es a BK, como DC es a
CK . Entonces, AABK y ADKC son triangulos semejantes y por tanto los angulos ay 8
son iguales.

Fig. 2.33

Considere ahora un espejo  GF y un observador viendo desde A y situado delante del
espejo. Trace los rayos visuales AB y AC tales que se reflejen en el espejo y
permitan ver a un objeto (“Cosa Vista”) DE. (Fig.2.34)

Fig. 2.34
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Desde D y E, dibljense rectas DQ y EZ perpendiculares al espejo. Extiéndanse
maés alld del espejo y de igual manera extiéndanse los rayos visuales 4B hasta cortar
a DQ extendidaenl,y AC hastacortara EZ extendidoenK. (Fig. 2.35)

El angulo en «res igual al angulo en B y gracias a que AKCZ y AZCE comparten el lado
CZ, las distancias EZ y ZK resultan ser las mismas. Por las mismas razones,
DQ esiguala QL. Finalmente, visto en el espejo, las partes derechas —izquierdas

si son vistas desde el espejo— aparecen a la izquierda —vistas desde A— y las partes

izquierdas aparecen a la derecha y la imagen es igual a la cosa vista.

Fig. 2.35
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Dibujar un prisma degradado

Una vez que se conoce el método para degradar un poligono en el piso, Piero procede a
mostrar como se dibuja un prisma cuya base resulta ser un poligono ya degradado.

Considere el cuadrilatero Cabcd dibujado sobre el plano degradado CIBCED (Fig. 2.36)
A

Fig. 2.36
A continuacion se dibujara una arista vertical desde b.

Para ello, trace primero una paralela a FG que pase por b y corte a FA en P (Fig.

2.37)
A

Fig. 2.37
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Trace una perpendiculara Pb por P (Fig. 2.38)
A

Fig. 2.38

Trace una perpendicular a FG por F cuya longitud FR sea exactamente la longitud
que tendria la arista en propia forma (Fig. 2.39) Es decir, como si la arista estuviese
colocada sobre el punto F.

A

Fig. 2.39

Una al punto R con A. Marque como T al punto donde RA corte a la perpendicular por
P (Fig. 2.40)

53



Fig. 2.40

Trace ahora una paralelaa PT de longitud indefinida que pase por b (Fig. 2.41)

A

Fig. 2.41

Trace luego una paralela a Pb que pase por T. Marque como L al punto donde dicha
recta corte a la recta vertical que pasa por b (Fig. 2.42).

Larecta bL es la arista vertical del prisma que se buscaba dibujar. Aqui Piero degrada
la arista original FR respeto del punto A —el punto céntrico—, y apoyandose en los
teoremas de la Especularia de Euclides y la argumentacion geométrica que aparece en
esta obra para identificar las figuras semejantes que se obtienen. (Vea también la
argumentacion que en este capitulo conduce a la Fig. 2.35) Esto Ultimo se logra con
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base en cémo se ven degradando las alturas de la figura seglin la profundidad, tal y
como se aprecia en la parte izquierda, formada sobre el AFRA en la figura 2.42.
A

Fig. 2.42

Repitiendo este proceso para cada uno de los vértices se obtiene el prisma degradado
(Fig. 2.43)

I /

A

]

Fig. 2.43

Una vez presentado este método para construir objetos que sirve para degradar
cualquier objeto rectilineo, sin importar la inclinacién de las lineas, Piero extiende dicha
metodologia para dibujar incluso rostros humanos en perspectiva. Para ello se requeria
aproximar mediante rectas —entre mas pequefas, mejor— las lineas curvas que
conforman lo que sea que se desease representar. Desafortunadamente, resulta en un
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proceso excesivamente laborioso, mas adn, poco conveniente cuando el espacio para
dibujar es pequeno. Es preferible en esas ocasiones confiar en las habilidades de dibujo
del artista para representar un rostro humano en lugar de intentar proyectarlo con las
técnicas descritas por Piero. Faltaba mucho tiempo para que apareciese una
herramienta que permitiese dibujar rostros a partir de poligonos de manera semejante
a como Piero lo proponia. Esta herramienta depende, basicamente, de la computadora.

Fig. 2.44

El Caliz de Ucello

Uno de los trabajos en perspectiva mas famosos —e impresionantes— es el llamado Caliz
de Ucello. Dibujado en tinta, el caliz cuenta con tres Mazzocchios (una suerte de toros
poligonales), cada uno construido a partir de 32 hexagonos regulares distribuidos de
manera igualmente regular a lo largo de la mencionada estructura geométrica. Hecho a
la manera de los perspectivistas representaba un reto, y quienes lo hacian era mas por
mostrar su habilidad como gedmetras que porque resultara necesario.
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Con un poco de dedicacién, hoy en dia cualquiera puede reproducir el Caliz empleando
programas de modelado 3D de manera mucho mas simple que intentando seguir los
métodos de Alberti, Piero y Ucello, y por ello mismo es realmente admirable la habilidad
y precision de Ucello que le permitieron reproducir el caliz a mano y con gran exactitud.

A manera de ejercicio se presenta a continuacion una descripcion de los pasos que se

siguieron para en esta tesis realizar el trazo del caliz recurriendo a la computadora y a
las facilidades que ofrecen los algoritmos constructivos de imagen.
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Fig. 2.46

Para realizar el modelado se emple6 el corte isométrico del caliz (Fig. 2.46) que
presenta (Talbot, 2002. p 130). A partir de la mencionada figura se dibujé un hexagono
que se reprodujo 31 veces para formar el Mazzocchio superior (Fig. 2.47).

Fig. 2.47

A partir del Mazzocchio se “estiraron” las aristas inferiores para generar la parte
superior de la copa, luego del tallo y de la base. Se reutilizé el Mazzocchio superior para
la base, y se adapté un Mazzochio Heptagonal a partir del modelo hexagonal para la
parte media.
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Finalmente, para evitar que el modelo quedase con la apariencia gris que de inicio traen
todas las figuras primarias que genera el programa (planos, cubos, cilindros, conos, etc.)
se agregd una textura de cuerno con la cual se cubre la figura, lo cual le da una
apariencia un poco mas realista. En esa época era comdn emplear oro, plata, cuerno o
madera en la construccion de los calices. Esto producia, en menor o mayor grado, juegos
de luces y sombras para un espectador que se coloca en una u otra posicion. Para
reproducir este efecto se agregaron también fuentes de luz que simulan la iluminacion
del objeto, realzando la geometria y ofreciendo una “rendereo” mas realista, mismo que
puede apreciarse en la figura 2.48.

e v
o 2

Contrales  Restablecer  Modo de
vista ventana

Fig. 2.48
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Conclusion

En este capitulo se presenté brevemente la metodologia de las construcciones
geomeétricas clasicas del siglo XV.

Dos de los precursores de la perspectiva y la 0ptica actuales abordan el tema del dibujo
en perspectiva de manera distinta. Mientras que Alberti lo hace desde el punto de vista
del humanista, el enfoque de Piero es mas bien técnico. Si bien sus métodos son
distintos y presentan diferencias respecto a la ubicacion del punto céntrico, es posible
mostrar que son equivalentes mediante la semejanza de triangulos.

Estas metodologias tenian sus alcances y limitaciones. Mientras mas intrincado fuese el
objeto a dibujar, mayor cantidad de tiempo habia que emplear para obtener un
degradado que correspondiese a la realidad del objeto. A pesar de que Piero presenta
una metodologia para trabajar con rostros, resulta casi imposible aplicar la metodologia
puesto que el espacio que le corresponde al rostro de una persona en la pintura es muy
pequeno.

Sin embargo, el limite de la complejidad geométrica no termina alli. Figuras posteriores
tales como Egnazio Danti, Guidobaldo del Monte y Giacomo Vignola se vieron
beneficiadas por la acumulacion de experiencias del siglo XV en el trazo de
perspectivas, y gracias a sus conocimientos matematicos pudieron entender y expresar
mejor la realidad mediante sus modelos geométricos.

En la actualidad, los programas de modelado y de disefio cuentan con todo un arsenal
de leyes geométricas y de reflexion y refraccion de luz ya programados, los cuales
facilitan al artista, ingeniero o arquitecto, la construccion de modelos en perspectiva,
muchas veces mas complicados que los Mazzocchios del Renacimiento.

60



Capitulo 3

Concepto y representacion de parabolas: algunos resultados
geomeétricos.

Parabolas en grabados renacentistas

Una revision amplia de pinturas y grabados del Renacimiento permite detectar muchas
representaciones de objetos lanzados al aire con trayectorias que desde el siglo XVII se
sabe deberian ser parabdlicas. Los ejemplos de este tipo exhiben una suerte de arcos
cuyos trazos asemejan parabolas. Sin embargo, la filosofia natural hasta antes de la
primera mitad del siglo XV no recoge ningun testimonio, menos adn argumentacion, de
que tales trayectorias deberian seguir las curvas analizadas por Apolonio. Si acaso,
hubo quienes representaron estas trayectorias curvilineas como secciones de circulo.
Tal es el caso de Tartaglia en la Nueva Ciencia, o Leonardo al ilustrar los disparos de
morteros. Por lo que se pretende recoger de la realidad hoy sabemos que dichas
trayectorias deberian ser parabolas, por lo que deberian ser presentadas ya fuera como
tales o vistas desde algin otro angulo.

Una pregunta que nos planteamos es si el pintor, a sabiendas nuestras de que no posee
los conocimientos tedricos que le conducirian a elegir representar un arco parabdlico
bajo una perspectiva, jpodria simplemente siguiendo sus dotes observacionales y
artisticas, estar mostrando un trazo que correspondiera a una parabola?

En este capitulo se presentara una manera de dibujar pardbolas en perspectiva
empleando los conocimientos disponibles en el Renacimiento. Parte de la investigacion
consistira en reproducir en modelos computarizados dichos grabados o pinturas y
analizar qué tanto se parecian esas curvas dibujadas a mano alzada a las trayectorias
parabdlicas que en realidad describen los misiles en cuestién. Dando el beneficio de la
duda, uno podria pensar que quizas las curvas fueron dibujadas en perspectiva bajo el
impulso de algun capricho o de la creatividad del artista.

Veamos primero como caracterizar a una parabola empleando conocimientos afines a la

época de los grabados y pinturas mencionados en la introduccion del presente trabajo
de tesis, esto es, desde el siglo XV y hasta inicios del siglo XVII.
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Caracterizacion de parabolas a partir de los resultados de Apolonio

Para determinar el lugar geométrico de una cénica, es posible emplear los teoremas de
Pascal (1623 — 1662) o de Pappus (c. 290 — c. 350). Sin embargo, el primer escrito del
que se tiene noticia sobre conicas, y cuyo estudio conduciria a la resolucion del
mencionado problema fue el de Apolonio de Perga (c. 262 — c. 190).

Las Conicas de Apolonio, junto con los Elementos de Euclides, son dos de los libros mas
importantes de las matematicas desarrollados por los griegos. Las Conicas fueron
traducidas al latin por primera vez por el matematico Federico Commandino —quien
también era un excelente traductor— y publicadas en 1566. A su vez estos textos
sirvieron a Kepler para sus trabajos sobre orbitas elipticas. Se sabe que originalmente
las Conicas constaban de ocho libros. Durante el Renacimiento cuatro de ellos fueron
recuperados en griego y tres mas en traducciones al arabe. El octavo libro no llegé al
Renacimiento y se cree era una suerte de apéndice. El segundo texto de Apolonio que se
conserva hasta nuestros dias es anterior a las Cénicas y mas breve. Conocido como De
Sectione Rationis, fue traducido del arabe al latin por Edmond Halley en 1706.
(Zerlenga, 2016.p. 121)

De haber sido lo suficientemente conocidos, los textos de Apolonio habrian sido de vital
importancia al momento de hablar sobre cénicas en el Renacimiento. Comparados con
los Elementos de Euclides, tratado que ha tenido y conservado gran influencia en los
textos modernos de geometria, la influencia de las Cénicas de Apolonio en la actualidad
—a pesar de ser un trabajo destacable— ha sido practicamente nula.

Segun lo expresa Heath (1896. p vii), en gran medida la falta de popularidad de los
mencionados libros reside en la redaccion poco accesible con la que originalmente
fueron escritos, llevando a Apolonio a ocupar incluso media pagina para enunciar una
proposicion, misma que convendria recordar pues posteriormente seria empleada para
demostrar otra proposicién enunciada en una extension de texto similar. Ademas
tampoco utilizaba una notacién uniforme. Por ejemplo, en cada proposicion Apolonio
emplea una letra distinta para el mismo punto. Esto sélo por citar algunos detalles que
dificultaban su lectura.

Versiones modernas de Halley, Balsam y Heath (Heath, 1896. p ix) han solventado los
vericuetos mencionados del texto original, conservando las ideas que Apolonio
inicialmente planeaba plasmar y ofreciendo asi versiones legibles para los matematicos
contemporaneos.
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En la siguiente seccion se presentaran algunos conceptos que Apolonio introduce y a los
que posteriormente hace referencia cuando presenta sus proposiciones. Estas
proposiciones se emplearan para identificar si determinado dibujo es en realidad una
conica o simplemente una mera representacion visual de una curva que uno interpreta
como la manera en que el observador percibe el movimiento que el artista captura a
mano alzada.

Definiciones de diametro, ordenada y abscisa de una seccién conica

En vista del uso que se les dara paginas mas adelante conviene recordar algunos
conceptos. Considere un cono simple tal como los conocemos hoy en dia. Hagase a
dicho cono un corte con un plano p que pase sin tocar su vértice y que corte
perpendicularmente el plano de la base BC. Sea DME la interseccién del plano p —
por él pasan los puntos D, Q, P, E, M- con el plano de la base BC, con M € BC. (Fig
3.3)

Fig. 3.3
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Sea ahora DPE la seccién conica definida por el corte del cono con el plano p (Fig.
3.3). Vea que la recta PM cortara cualquier cuerda paralela a DE en el plano

DPE. Una linea recta que biseca cualquier cuerda de una determinada seccién conica
se conoce como didmetro. A partir del diametro es posible caracterizar las distintas
secciones coénicas producidas al cortar un cono.

Una segunda recta que resulta importante, nombrada por Apolonio como recta
dibujada en sentido ordenado o simplemente la ordenada, se traza de la siguiente
manera:

Suponga (Fig. 3.4) un cono cortado por un plano que pasa por DME a la altura de su
base BC -que ademas es diametro de la base mencionada- y con tridngulo axial
A ABC.

Considere ahora un plano p que hace un corte PP’ al cono.Silarecta BC bisecaen
angulorectoa DME por M, yelplano PP’ seencuentra en tal disposicién que la
linea PM resulta de la interseccién entre PP’ y AABC, entonces PP’ es un
diametro de la seccién conica resultante por el corte PM y bisecara a todas las
cuerdas de la seccion trazadas paralelasa DE.

Suponga ahora QQ' como una de las cuerdas mencionadas. Sea V el punto del
didmetro que bisecaa QQ'. Entonces, OV es la ordenada al didmetro PP’'. (Fig.
3.4)

A

Fig. 3.4
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Finalmente, aprovechando la construccién anterior, la recta PV es a la que Apolonio
llama abscisaa QV. (Fig.3.4)

Con base en esta identificaciones Apolonio caracteriza a la parabola en la proposicién
11 del libro | de las Cénicas. Dicha proposicion enuncia lo siguiente:

Proposicion 11, libro 1, Sea PM el diametro de la seccion, trazado paralelo al lado
AC del tridngulo axial, y sea OV cualquier ordenada a PM . Entonces, si una
BC’

BA AC’

recta PL perpendicular a PM se traza de longitud tal que %z

entonces esto prueba que QV’=PL - PV

£

&/_//C

Fig. 3.5

Esta caracterizacion no favorece el trabajo de identificaciéon de una curva si esta curva
la observamos en un dibujo o cuadro pictorico, y por ello hay que utilizar otros
resultados que den pie a una metodologia que permita dilucidar si una curva dada
representa o no una parabola. Esto es lo que se hara en el resto de este capitulo.

Elementos Geométricos para identificar una parabola

Para alcanzar criterios que permitan identificar como parabola a una curva trazada
sobre un plano se presentaran a continuacion algunos resultados. Apolonio explica en la
proposicion 29 de su libro Il la manera de trazar un diametro a una seccién conica
empleando rectas tangentes que se cruzan. Dicha proposicion se reproduce a
continuacion.
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Proposicidn 29, Libro I, Dadas dos tangentes a una cénica 7O y TQ' —conQy Q'en
la conicay T el punto de interseccién de las tangentes—, si V' es el punto medio de la
cuerda definida por QQ', entonces TV es el diametro de la conica. (Fig 3.6)

Fig. 3.6

Suponga que TV no es el diametro de la conica (Fig. 3.7). Sea pues VE un diametro

que tocaa TO' enE con E= T. Una E con Q y marque como R el punto donde
EQ corte a la curva. Dibuje ahora la cuerda RR’ paralela a OQ’ y que toca a
EV y EQ' enKy H respectivamente.
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Entonces, puesto que RH esparalelaa QQ', yademas QV=Q'V, setiene que
RK=KH. Ademds, como RR’' es una cuerda paralela a QQ’ vy bisecada por el
diametro EV —por definicibn de diametro—, entonces RK=KR'. Por lo tanto,
KR'=KH, lo cual es imposible, y por tanto, EV no es un didmetro. En sentido
opuesto, el didmetro de una cénica dibujado a partir del punto T=TQ n TQ' -esto
es, la interseccion de las tangentes- biseca a la cuerda de contacto QQ'. (Fig. 3.7)

Respecto del didametro y la ordenada, una caracteristica de la parabola que vale la pena
destacar, y que se deduce empleando las definiciones, aparece en la proposicion 35 del
libro I. Se enuncia de la siguiente manera:

Sea TQ una tangente a una pardbola tal que TQ corta al didmetro en T, con T
fuera de la seccion. La ordenada desde el punto de tangencia Q cortard al diametro en
V de tal manera que TB=BV, siendo B el punto donde el diametro corta a la
pardbola (Fig. 3.8)

Fig. 3.8

Para mostrar que asi sucede, suponga que no ocurre asi, es decir, que 7B = BV (Fig.
3.9) Construya K de tal manera que 7B=BK vy levante la ordenada desde K hasta
cortar la parabolaenR,con R# Q yaque K=V, yQyR se obtienen como el corte
con la parabola de las ordenadas por K y por V. Al unir T con R se aprecia que, si bien

TR si corta al diametro fuera de la seccion, resulta que no es una tangente, pues el
punto de tangencia Q de la recta que pasa por T es Unico.
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Fig. 3.9

Lugar Geométrico de una Parabola a Partir de Rectas Tangentes

Las proposiciones 41, 42 y 43 del Libro Il de Apolonio hablan sobre como describir una
cbnica a partir de sus tangentes; y asi lo hace para la parabola, la elipse y la hipérbola
respectivamente. La proposicibn que resulta de interés para este trabajo es
precisamente la proposicion 41, que se refiere a parabolas.

La proposicion 41 del libro Ill de Apolonio, reescrita en estilo moderno, enuncia: Si las
tangentes a una pardbola en los puntos P, Q, R forman un tridngulo pgr, las tres

tangentes estan divididas en la misma proporcién, a saber (ver Fig 3.10):

Pr:rg=rQ:0p=qp: pR
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Fig. 3.10

Trace una recta I, paralela a ¢V y que pase por Q (Fig. 3.11). Por construccion, |
resulta ser también un diametro (Proposicion 29, Libro II).

Llamense ahora T=I n Pq, T'=l n gR y O=I] n PR. (Fig.3.11)

Fig. 3.11

69



Dibuje las rectas PP’ y R'R, paralelas a pr. Construidas asi, las ordenadas
PU y RW por Uy W respectivamente, resultan ser rectas paralelas a pr (Fig.
3.12).

Si gV pasase por Q, entonces dicha recta cortaria de forma simétrica a la parabola y

las proporciones que se buscan determinar, esto es g g y 4P resultan
rq  Op ~ PR
iguales trivialmente.

RI

45

Fig. 3.12

En caso contrario, marquese como B el punto donde larecta ¢V cortaala parabolay
trace una tangente EBF por dicho punto. Por propiedades de las tangentes
(Proposicién 35 del libro | de Apolonio) se tiene que

T0=0U, T'0=0W y ¢B=BV,

70



mientras que gracias a las paralelas T'W y gV setiene que
Pr=rT, T'p=pR y qF=FR.
qV estatrazado tal que funge como un lado de APqV y al mismo tiempo de AVgR.
Entonces también se cumple que
qE=EP
ademas, como PT=Pr+rT y qP=qE+EP, secumple larelacion
rP:PT=EP:Pg=1:2
Dicha relacion se mantiene si se intercambian antecedentes, es decir, despejando:

p_TP
PE Pq

y nuevamente, por proporcionalidad de los triangulos A PTO y A PgV se tiene
P _OopP

Pg PV
por proporcionalidad entre A PgR y APgV setiene

P _OP
Pq PR’

y con un despeje sencillo y sabiendo que Pg=Pr+7g y PR=PO+OR:

L (L

Luego, como 7p | PU I RW se tiene

La relaciébn 1 a 2 se cumple también sobre ArTQ y APTU, asi también sobre
AT'WR y AT'Qp. Deaquisurgeque PU=2rQ, y RW=2pQ.

Luego,de AOPU y AORW setiene que
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Y por tanto,

rQ P
=z 2
» = (2)
Yde AT'WR y AgVR, setiene
FR_1_ pR
Rq 2 RT"
o bien, intercambiando antecedentes
R_ 4R
Rp RT’
yasuvezcon AT'WR y AT'OR, seobtiene
9R _TR
RT' RO
Ahora, ubiqgue AgRP y A pRO en 3.12. De dichos triangulos se tiene que
gR _ PR
Rp RO
Y como
gR=gp+pR PR=PO+OR
se tiene que
gp _ PO
— 3
pR OR )

En otro tratado de Apolonio, De Sectione Rationis, se menciona la manera de encontrar
cualquier cantidad de tangentes a una cénica, dadas dos de ellas. En particular, para el
caso de la parabola se tiene que, dadas dos tangentes gP y ¢gR, Yy los puntos de
contacto con la parabola, P y R respectivamente, se busca trazar una linearecta 7p tal
que
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o bien
Pr_gp

Pg 4R
De esta Ultima igualdad resulta que la relacion

PPy
ap 4R

debe mantenerse constante. Este resultado, como veremos a continuacion, resulta muy
relevante para determinar si una curva es o no es una parabola.

Trazado de una parabola en perspectiva

Una vez que se ha presentado un método para trazar rectas tangentes a parabolas,
acorde con las practicas y los textos disponibles en la segunda mitad del siglo XV, y
mencionado una manera de encontrar cualesquier cantidad de tangentes a una curva,
adquiere sentido preguntarse si las curvas presentadas en los grabados del citado
periodo son parabolas trazadas en perspectiva, si fueron trazadas siguiendo alguna
metodologia o si simplemente se trazaron a mano alzada curvas que semejan lo que
captaba un observador de un objeto lanzado al aire en una trayectoria diferente a la
vertical.

En la Proposicion 54 del Libro Il de Apolonio se menciona que con dos rectas tangentes

gP y gR fungiendo como envolventes a una parabola (Refiriéndose a la fig. 3.12), y
un punto Q sobre la mencionada curva, dicho punto es empleado para encontrar una
tercera recta que es tangente a la parabola en otro punto B (Refiérase a Q y B en Fig.
3.12 también). La proposicion 41 del libro Il supone la mencionada tangente en B ya
determinada -aunque no necesariamente fija-. A partir de cualquiera de las dos
proposiciones es posible encontrar tres puntos del lugar geométrico de una parabola.
Sin embargo, quizas tres puntos del lugar geométrico no sean suficientes para trazar
una parabola. Una soluciéon simple seria dejar fijas las dos tangentes que menciona la
proposicion 54 y variar la recta tangente al interior de las envolventes de modo que se
respete la proporcion mencionada en la proposicion 41 y asi ir generando mas puntos
que pertenezcan al lugar geométrico de la parabola.

Ya existe en la actualidad una metodologia similar aunque es relativamente moderna.
Fue ideada por Pierre Bézier en 1960, a su vez, como aplicacion de los polinomios de
Bernstein, mismos que se conocen desde 1912. Originalmente Bézier empled sus
Curvas de Bézier para hacer disefos en los coches de la compania Renault; sin embargo
su metodologia se popularizé y se emplea actualmente en cobmputo grafico para dibujar
curvas de orden superior y Splines, o Caminos, mismos que pueden ser tan sinuosos
como el grado del polinomio que les describe.
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En lo que respecta a este trabajo es interesante exhibir que se puede ofrecer respuesta
al problema con los elementos disponibles desde la época de Apolonio, y que para fines
del siglo XVI ya circulaban en los circulos académicos europeos. En nuestro caso
concreto se trata de trazar parabolas tal y como serian percibidas desde distintos
puntos de vista, es decir, una vez hecho el trazo de una parabola sobre una superficie,
¢como se veria desde diferentes posiciones del observador?

La metodologia propuesta para trazar parabolas en perspectiva se presenta a
continuacion:

Dibuje dos rectas no paralelas. Prolongue las rectas hasta que se corten en un punto ¢ .
Estas rectas seran las envolventes de la parabola. Trace una recta 7p tal que corte a las
dos rectas concurrentes del paso anterior.

Fig. 3.13

Ahora marque dos puntos P y R,y uno mas, Qe7p, tales que cumplan la proporcién

referida en la proposicion 41, Libro lll, esto es: gzgzz
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Fig. 3.14

Construido asi, el punto Q estara en una recta que también es tangente a la parabola
que pasase por Py R.

Si se repite esta operacion, fijadas las rectas Pq y ¢R es posible encontrar una
cantidad de puntos suficientes como para trazar una parabola correctamente moviendo
ry p alo largo de las rectas (lo cual afectara la posicion de Q) con la condicion de que se
conserve la proporcion de la proposicion 41-lll. A mayor cantidad de puntos Q
localizados mientras se mueve 7p, considerandola una recta rigida cuyos ejes son Pgq
y gR , mayor resolucion tendra la parabola. (Fig. 3.15)
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o

Fig. 3.15

Una vez determinada una cantidad suficiente de puntos que caen en el lugar
geométrico de la parabola se procede a proyectar dichos puntos en un plano degradado
empleando la metodologia de Piero della Francesca presentada en el capitulo 2. (Fig.
3.16, 3.17 y 3.18) La correccion de aspecto -reflexion- presentada en la fig. 3.18 fue
hecha gracias a un programa de computo.
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Fig 3.16

Parabola construida siguiendo la metodologia basada en las proposiciones 41 y 54, libro
lll, de las Conicas de Apolonio
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Enmarcada en FD'E'G aparece la parabola degradada segin el método de Piero della

Francesca

El

/N

B

Fig. 3.17

C
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Fig 3.18 (a)

Fig.3.18 (b)

En (b) se muestra la reflexion de la parabola presentada en (a)

Para analizar una parabola que presuntamente se dibujé en un plano degradado es
necesario recordar que degradar una imagen -una Perspectividad, como en la actualidad
se conoce- no es una transformacion rigida. Por lo tanto no se podria asegurar que las
proporciones de la parabola original se preservan al degradar una imagen y si esto
sucedia se perdia la proporcion de la proposicion 41-lll.

En el caso de la geometria Euclidiana, nos son familiares los conceptos de invariantes
bajo determinadas transformaciones. Si pensamos en las transformaciones dadas por
rotacion y por traslacion, los invariantes mas importantes son distancias y angulos. Para
las transformaciones proyectivas, como resulta ser el caso de nuestro degradado de
imagenes, un invariante fundamental resulta ser la razén cruzada.
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Razon cruzada

(Brady, 2017) Definase una razén como la relaciéon que existe respecto de tres puntos
colineales distintos entre si, A, By C, tales que

(4,B,;C)=

o

oo A
S
;IL

donde ko es un real positivo si AC y BC estan dirigidas en la misma direccion,
negativo en caso contrario.

La razén cruzada se define entre cuatro puntos A, B, C y D sobre una recta, distintos
entre si, como

ac

_ _(4,B;C) CB _ACXDB

4. B:C. D)=("5 D)~ 4D~ ADXCB
DB

Por principio de dualidad, es posible definir la razon cruzada entre cuatro rectas
PA,PB, PC,PD, distintas entre si, que pasan por un punto P, como

sen 2 PAPC
— — — —— (P4,PB;PC) sen~PCPB
\PA,PB;PC. PD)= 5 P D)~ sen ZPATD

sen ~PD PB

Si se traza una recta | que corte al haz de rectas (P4, PB; PC,PD) vy se marcan los
puntos de corte como A’, B' C'y D', (Fig. 3.19) entonces es posible conectar las
versiones de razones cruzadas entre puntos y rectas simplemente como

(4,B,C,D)=(PA,PB,;PC,P

’

):(A’,B,,'C',D,)

o abreviando notacién

I~

(4,B,C,D)=(A",B';C",D")
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Fig. 3.19

Finalmente, el Teorema Fundamental de la Razén Cruzada (TFRC) cita lo siguiente:

Sean A, B, C y D cuatro puntos sobre una recta y distintos entre si. Sea E un punto que
no estd sobre la recta. Entonces se cumple que

(EA,EB;EC,ED)=(4,B;C,D)

Razén cruzada sobre una cénica
(Brady, 2017) Considere ahora cuatro puntos A, B, C y D, esta vez sobre una

circunferencia w (Fig. 3.20). Suponga que los arcos dirigidos AC,CB,BD,DA de w
tienen angulos de tamafios 2, 2f,2y,29.
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Fig 3.20
Sea E otro punto sobre w Entonces

sena

(E4,EB:EC,ED)=- b
send

seny

y por el teorema fundamental de la razén cruzada, se puede escribir como

s 7 o ACXBD
(EA,EB,EC E )_—ExB_c

AN

De esto resulta que la razén cruzada es invariante, independientemente de la posicion
del punto E. Basta con que se encuentre sobre el circulo w

Para el caso de una conica cualesquiera (2 se procede de la siguiente manera. Recordar




que toda conica es resultado de la interseccion de un plano p con un cono C. En este
caso, habremos de considerar también el punto desde donde el observador ve la conica,
mismo que habremos de etiquetarlo como O. Considere seis puntos A, B, C, D, Ey F
sobre la conica 2 que en este caso sera una parabola. (Fig. 3.21)

Fig. 3.21

Suponga ahora un segundo plano p', tal que al cortar a C produzca un circulo w' Sean A,

B, C, D'y E' las intersecciones de las rectas O4,0B,0C, 0D, OE,OF con el plano p
(Fig. 3.22)

Fig. 3.22

(F!A ’,F’B’,'F'C’,F'D’)

Esto gracias al corte que provoca el plano p' sobre el haz de rectas por O

Ahora, sobre el plano p” se encuentran todos los puntos {A', B', C', D', E', F'} y el circulo
w'. Basta con trazar tangentes a w' desde {A, B, C', D'} (Fig. 3.24), determinar los

puntos de tangencia sobre w'y mostrar que estos puntos también determinan una
razén cruzada, justamente como se hizo al principio de este apartado.
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Fig. 3.23

Finalmente, por el Teorema Fundamental de la Razén cruzada, se tiene que
(E/A!,E/B/;E!C/,E!D!):(A!,B!;C!,D/):(F!A!,F/B!’,F/C!,F/D!)

Debido a lo anterior, la razén cruzada sobre cualquier conica Qtampoco depende de la
eleccion del quinto punto. Entonces es posible establecer la siguiente definicion:

Sean A, B, C, D cuatro puntos sobre una coénica 2 La razén cruzada sobre ( eligiendo
un quinto punto E, estara dada por

(4,B,C,D)o=(EA,EB;EC, ED)

Esto muestra que sin importar el punto E, que entonces es arbitrario —debido al
(TFRC)—, y como tampoco importa la ubicacién del punto de vista O, se puede concluir
que la razén cruzada cumple con ser un invariante, independientemente del punto de
vista respecto del cual se esta degradando la cénica.

El resultado anterior sustenta que, incluso si la parabola esta degradada, ésta se puede
identificar como tal, es decir, que es posible determinar si un determinado conjunto de
puntos es parte del lugar geométrico correspondiente a una parabola. Entonces es
posible aplicar 41-Ill (sobre las proporciones en que se dividen las 3 tangentes a una
parabola. Ver pag 63 de esta tesis) directamente sobre la parabola degradada y ver sila
proporcion se cumple como ocurre en la proposicion original.
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Aplicacion de la Proposicion de Apolonio a una parabola en perspectiva

Considere la siguiente parabola, misma que fue reconstruida empleando el programa de
computo Geogebra a partir del grupo de puntos que fueron determinados en la figura
3.18, y que corresponde a la version degradada de la Fig. 3.16. (Fig. 3.26)

Fig. 3.24

Enla Fig. 3.26 se trazaron dos rectas tangentes a la curva por P y R, y una tercera recta
por Q, también tangente a la curva, y cortando a las primeras dos tangentes enry p.

Pr=212

[ ra=1.21
\_ Qp=2.19

qp = 2.33 PR =4.22

Fig. 3.25
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Empleando una de las herramientas del programa, se midieron los segmentos Pr, 7q,
gp, pR, pQ, Or, tal como se presenta en la figura 3.27. Gracias a la citada
herramienta, se logré determinar que

Pr_r0_4p _jss,

cumpliéndose asi lo que la proposicion 41-lll establece como propiedad de una parabola
degradada, y que por propiedades proyectivas, permanece invariante.

En el siguiente capitulo se usara este mismo procedimiento para el analisis de varios
grabados y se compararan resultados contra modelos en tres dimensiones de los
grabados en cuestion.

Conclusion

Apolonio en realidad no explica cdmo encontrar una coénica a partir de 4 rectas. Sin
embargo, la forma en que va presentando sus proposiciones apunta a que es posible
realizar esto, y que ademas es posible encontrar el lugar geométrico de una cénica que
pase por cinco puntos. Para los griegos, en realidad, esto se presentaria como 3
problemas distintos -uno por cada cénica- pues consideraban las secciones como
problemas o casos separados. (Heath, 1896. p. cli) Por ejemplo, para el caso de la
parabola, bastan 4 puntos para determinarla por completo. Si el 5to no cayera sobre el
lugar geométrico de la parabola se podria interpretar como que en este caso no existe
solucion e incluso se podria considerar como una supuesta falta de generalidad, y no
como que se tratase de otra conica.

Una vez mostrada la manera en que se mediran los trazos de los grabados y pinturas
por estudiar, mismos que identificamos en la actualidad con algo que a primera vista
parece una parabola, se procedera en el siguiente capitulo a medir los mencionados
trazos a partir de representaciones tridimensionales. Utilizando el criterio aqui descrito
podemos responder a la pregunta de si los diferentes autores han representado una
parabola en la obra analizada en este trabajo.
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Capitulo 4

Analisis comparativo de curvas con apariencia de parabola en
grabados y pinturas del Renacimiento

Introduccion

El nivel de realismo de las aplicaciones de computo visual actuales llega a ser tan
sorprendente que bien se podria pensar a los entornos virtuales como la cumbre de una
acumulacion de conocimientos y practicas que encuentra una expresion en las ideas de
los renacentistas y la produccion de la ilusion de la realidad en su maxima expresion.

Los diversos usos de los entornos virtuales van desde las aplicaciones militares hasta los
usos recreativos pasando por las simulaciones fisicas, matematicas y de cualquier
proceso.

Mas alla de la mera simulacion que se utiliza en entornos académicos con sus variables
y parametros perfectamente especificados, una simulacion virtual permite al
espectador sumergirse por completo en un entorno especifico y conectar a un nivel
emotivo con la idea que dicho entorno intenta transmitir. La simulacion del
comportamiento de las variables fisicas (iluminacién, gravedad, etc.) queda sujeto a los
principios y los mecanismos que asumimos gobiernan el cambio y situacién que se
pretende analizar.

Este capitulo presenta los andlisis comparativos realizados a partir de un grabado de
Rubens, (Atlas cargando al mundo), de una imagen contenida en un libro de Tartaglia
(Euclides cuidando las puertas del conocimiento), y otro mas de una pintura de
Artemisia Gentileschi (Judith decapitando a Holofernes), todos ellos recreados en tres
dimensiones a partir de las versiones originales de los mencionados trabajos pictéricos.

Estas imagenes fueron seleccionadas en tanto que muestran de manera muy evidente
situaciones donde la geometria y las leyes de movimiento se conjugan para ofrecer
evidencia sobre las doctrinas “cientificas” de la época y las representaciones de
procesos naturales, como es el caso del lanzamiento de un proyectil, o la proyeccion de
sombras producidas sobre una superficie debido a la interferencia que un objeto opaco
produce al ser colocado frente a una fuente luminica.
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Estado del Arte

El 10 de abril de 2010 se abrié una exhibicion en Assisi, la cual gira en torno de la
restauracion de un fresco de Giotto pintado en la basilica de San Francisco y danado por
un terremoto en el afio de 1997. Dicha exhibicion presenta un modelo en 3D realizado a
partir de un analisis de la perspectiva de un fresco que adorna dicho recinto. El modelo
intenta replicar la pintura de la manera mas fiel posible implementando una perspectiva
realista. (Pietroni, E. (2010))

X
[t

WD e

Fig, 4.1

A Pietroni le interesaba corregir la perspectiva de la pintura analizada empleando las
reglas geométricas del software empleado en la reproduccion. El resultado de su analisis
le llevo a presentar el disefio que aparece a la derecha de la fig. 4.1 En nuestro caso, la
intencion era realizar una version tridimensional del cuadro o grabado tal cual se
encuentra, respetando los detalles de la perspectiva a la que estan sujetos, pero
centrandonos en reproducir de la manera mas fiel la imagen, incluida la curva que se va
a analizar. Una vez realizado esto se llevaron a cabo las mediciones de los parametros
cuyos valores nos interesan determinar de acuerdo con los criterios estipulados en el
capitulo 3 para establecer si una curva es una parabola.

Los modelos que se presentaran a continuacion fueron realizados empleando el

programa informatico de licencia libre conocido como Blender, y montados en el Motor
de programacion de videojuegos Unity3D.
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Grabado de Niccolo Tartaglia

S ——

El primer caso que se analiza es el grabado que aparece como frontispicio de la Nova
Scientia, texto en el que su autor, Nicola Tartaglia, pretende sentar la base teorica que
sustenta el arte de la atilleria. En este estudio no se analizaran los aspectos fisico-
tedricos que Tartaglia presenta sobre la trayectoria de proyectiles lanzada por un caidn
-puesto que tal cosa no es nuestro objetivo-, y sélo nos ocuparemos de los aspectos
geomeétricos de la curva representada en la imagen (Fig. 4.2)

Este grabado (Figura 4.2) aparece en la edicion de la Nova Scientia de 1537. En el figura

Euclides a la entrada del Primer Circulo del Conocimiento, lugar donde se encuentran el
propio Tartaglia rodeado de las musas de la musica, la aritmética, la geometria y la
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astromia entre otras. Un poco mas arriba aparecen Aristoteles y Platén custodiando el
Segundo Circulo del Conocimiento, justo frente a la entrada al recinto donde la dama
Filosofia ocupa el trono.

Quien observa detenidamente la manera como los personajes del grabado se
encuentran dispuestos -quizas a proposito- a los lados de las entradas de los circulos,
concluira que resulta un poco dificil determinar con precision la ubicacion y tamafo de
las mismas.

Justo a la izquierda de la primer puerta, dentro del primer circulo, se logra distinguir una
bombarda disparando hacia arriba, con un pequefio angulo respecto de la vertical, lo que
hoy en dia podria asumirse como una trayectoria parabdlica.

Como se muestra, la bala cae un poco al lado de la direccién del eje del cafion. Ello lleva
a pensar que probablemente la curva que describe la bala corresponde a la
representacion en perspectiva de la curva.
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La Fig 4.3 muestra la version digital del grabado y en particular de la curva que describe
el desplazamiento de la bala. La metodologia del disefio del modelo radica en respetar el
grabado tanto como sea posible, y suponer que la imagen que nos presenta no contiene
distorsion respecto del original publicado, esto es, el modelo tridimensional imita
geométricamente al grabado original sin importar si las proporciones de los personajes
o las perspectivas a partir de determinado punto de vista son correctas o realistas en
términos de los trazos realizados por el grabador.

Para recrear a los personajes del grabado se trazaron primero a mano los elementos
“metricos” de Euclides a partir del grabado original para con ello establecer los tamafos
proporcionales de los elementos restantes del grabado. Luego se gener6 la ropa
empleando el sistema de simulacion fisica del programa Blender. También se recurrié a
un proceso para surcir la tela mediante puntos, un poco parecido a la costura de telas
reales. Una vez vestido, se agregd un esqueleto al modelo del personaje, mismo que
permite colocarlo en la posiciébn que se desee. Este proceso se repitié para los 27
personajes que componen al grabado. Una vez terminado el modelo completo, se
agrego un efecto de achurado empleando el programa Unity3D con un componente
adicional llamado NPRSketchEffect.

=A

e

\__\v___/—

B
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La parte que nos interesa es la curva que dibuja la trayectoria de la bala de canén en el
primer circulo. Siguiendo la metodologia de disefio del modelo se recreé exactamente la
misma curva del grabado, considerando que esta dibujada paralela al plano del grabado
original.

Sobre esta curva se hicieron las mediciones correspondientes empleando Ia
metodologia del capitulo anterior referida a la proposicién 41 del libro Il de las Cénicas
de Apolonio.
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gp =562 rq=542

Fig. 4.6

Una vez trazadas dos tangentes, de manera que una esté a la izquierda del diametro y

la otra a la derecha, se midieron las proporciones y se encontro que —=0.607,

rq
rQ ap _ .
Q=—1.06 y :R—1.78 Estos valores muestran que la curva en cuestion no es una
'p
parabola.

El modelo tridimensional se puede rotar y asi cambiar el punto desde donde se observa
la curva que describe la bala, y asi “medirla” desde otra perspectiva.
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A la manea de un ejercicio mas, se volvio a realizar la construccion de las tangentes de
igual manera que en el caso previo, y se volvieron a establecer las proporciones
correspondientes.
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Se encontrd que g=0.99 , 221.39 y P _1 g0 por lo que se concluye que el
rq Op PR
trazo, en efecto, tampoco es el de una parabola, lo cual era de esperarse en funcion de

lo presentado en el capitulo anterior.

Grabado de Rubens: Atlas cargando al Mundo

Fig. 4.9

La Fig. 4.9 muestra un grabado de Paul Rubens’, en donde se aprecia a Atlas cargando
una esfera, -misma que simula ser el “mundo”, entendido como el universo-
acompanado de trés angeles. Uno de ellos porta un compas y apunta al piso, sefialando
la sombra del mundo, producida a su vez por la antorcha que porta el angel flotando a la
izquierda. En principio, dicha antorcha habria de ser la fuente de luz que genera la
sombra del mundo en cuestion. Comparado con el grabado anterior, en éste es un poco
mas evidente que no hubo un método para trazar la sombra a partir de un supuesto
objeto original, como a continuacién se mostrara.

Para generar la version tridimensional de este grabado se midieron las proporciones de
Atlas y de uno de los angeles. Se generd el modelo tridimensional de los cuatro
personajes, se agregaron los “huesos” y se colocaron en las posiciones que
originalmente tienen en el grabado.

1 Laimagen aparece al inicio del Libro VI del Opticorum Libri Sex, de Francisco Aguillionus, p. 452.
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Para este modelo se dibujé un achurado sencillo directamente sobre los personajes,
respetando la perspectiva desde la que son vistos. Para ello se establece algo que se
llama material en el programa Blender, sobre el cual se monta una textura, y encima de
dicha textura se dibuja en formato bidimensional. Los dibujos se hicieron empleando
una tableta de dibujo para introducirlos como informacion a la computadora de la
manera mas natural posible. En la Fig. 4.10 se pueden apreciar algunas capturas de
pantalla mostrando algunos pasos de creacién de los modelos. Primero se buscé erguir
artificialmente a los modelos recortando sus extremidades a partir del grabado original
y reacomodandolas a modo de piezas. Luego, se calco un “Blueprint” o plano a partir del
cual se modela el personaje tridimensional empleando dos vistas, y después de haberles
agregado una armazoén para ponerlos en posicion, se procedio a pintar manualmente la
pieza. Se pint6 unicamente la cara visible para acelerar el tiempo de produccion del
diorama digital.
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La Fig 4.11 muestra un diagrama del Perspectivae Libri Sex (p. 273) de Guidobaldo del
Monte, en donde se estudia la sombra que genera un objeto esférico GCED, misma que
posteriormente se reduce al corte CLD del cono BRQP. Siguiendo esta idea, la sombra
proyectada en el piso -en el grabado de Rubens- debera coincidir con el circulo achurado
RQP, y la fuente de luz que la proyecta tendra que estar en el vértice B del cono.

42 Blender* [C:\Users\Ricardo'Google Drivet2019-2\Rubens\Rubens bl x
i | Defa IEEFA  BlenderRender %

Front Ortho

T Y NI o sy

A L o o
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La Fig 4.12 muestra como se colocé el cono de luz (resaltado en naranja) haciéndole
pasar por la esfera que carga Atlas y, al mismo tiempo, haciéndole coincidir con la
sombra proyectada en el piso. El resultado es que la fuente de luz necesaria para que se
genere esta situacion, deberia estar muy por encima de donde se estipula en el grabado
original. (ver Fig. 4.13. La fuente de luz esta marcada con un circulo rojo)

User Ortho

Fig. 4.13

La reproduccion final en tres dimensiones de este grabado se muestra en la Fig. 4.14
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Comparativamente, es posible apreciar que la ilustracion original muestra elementos —
especificamente, el juego de luces y sombras— que no corresponden a lo que se logra
apreciar a partir del modelo tridimensional con sus luces y sombras calculadas por
computadora. Lo relevante de este ejemplo es, por un lado, mostrar la capacidad de las
nuevas tecnologias para analizar la geometria de situaciones reales y contrastarla con
las representaciones que de ella nos ofrecen los pintores de épocas pasadas. Por el otro
lado, exhibe que nuestro aparato perceptivo — nuestra mirada y los juicios que a partir
de ella elabora nuestro cerebro-- es capaz de emular como “correctas” situaciones
pictéricas que no corresponden a los fendbmenos y como estos se producen. En
particular, en este grabado de Rubens, nuestra mirada lo interpreta como un ejemplo
notable de ilustracion de una proyeccién, ademas de admirar el logro artistico y las
sensaciones de realismo que nos producen. Y sin embargo, la ilustracion es fallida en
cuanto que no recoge con fidelidad los juegos de luces y de sombras. Con esta
experiencia tan ilustrativa, podemos pasar a analizar otra pintura, una en la que se nos
ofrece una imagen con trayectorias que parecerian recordar tiros parabdlicos.
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Pintura de Artemisia Gentilleschi: Judith decapitando a Holofernes

Fig. 4.15

En la Fig. 4.15 se muestra el cuadro original de Judith decapitando a Holofernes, de
Artemisia Gentilleschi. Para crear el modelo en tres dimensiones del cuadro de
Artemisia se emplearon un modelo masculino y dos femeninos. Se crearon las ropas que
visten empleando el motor de fisica de telas de Blender y haciendo modificaciones
manuales. Las texturas se crearon a partir de la pintura. Parte del proceso de

100



construccion del modelo se presenta en las figuras 4.16 y 4.17. El modelo
tridimensional se muestra enla Fig 4.16
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Fig. 4.18

En términos histéricos, Tanto Stillman Drake (Drake, 1982. p. 390) como R. H. Naylor
(Naylor, 1976. pp. 153 y 160 ) coinciden en que para 1609 Galileo habia desarrollado la
mayor parte de su teoria del movimiento parabdlico, y concuerdan en que desde 1605
habia iniciado, seglin lo atestigua el llamado folio f.81, depositado en la Biblioteca
Nacional de Florencia. El estudio de la trayectoria de proyectiles concluye con un patrén
de movimiento que seguia una forma parabdlica.

Gentilleschi, siguiendo la escuela del realismo de Caravaggio por un lado, y dado que
mantenia contacto epistolar justamente con Galileo, bien pudo haber tenido
conocimiento de los resultados experimentales y elucubraciones de Galileo.

Artemisa pinta este cuadro en una fecha cercana a 1620, mientras que Caravaggio
presenta su version de Judith y Holofernes, incluyendo también un chorro de sangre, en
1599. Uno podria llegar a preguntarse si las trayectorias que sigue la sangre en la
pintura son parabolas, si fueron quiza dibujadas tomando esto en cuenta, o
simplemente fueron dibujadas intentando reproducir lo que se observaba en las fuentes
de agua, lo cual daria una impresion muy similar a lo que hoy conocemos como
parabolas.
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Fig 4.19

En la Fig. 4.19 se muestra un acercamiento sobre el grupo de chorros de sangre que se
desea analizar. Se descartaron aquellos brotes que no presentan un trazo continuo y se
consideraron aquellos que tienen gran parte continua y se completaron los fragmentos
restantes. Si bien algunos parecen hacer un arco que definitivamente no tiene aspecto
parabdlico, hay otros que incluso hacen a uno dudar si acaso se trata de parabolas
dibujadas bajo alguna metodologia.
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Se aislé de la imagen principal el grupo de curvas y se etiquetaron las curvas de interés
de la a a la h. Se realizaron mediciones sobre las parabolas que conforman el conjunto
de curvas de interés utilizando el programa informatico Geogebra y empleando el
método derivado de la proposicién 41-lll de Apolonio, mismo que fue presentado en el
capitulo anterior. A partir de ello se obtuvieron los resultados siguientes:

(En lo subsecuente, se presentan cuatro de las imagenes que muestran el analisis de
algunas de las curvas que se identifican con la letra correspondiente)

Curva a

La curva a se presenta ligeramente deforme del lado derecho. El analisis bajo la
metodologia revela las siguientes proporciones:

Pr_ooazs, €—_05304 y 2—03623
Op PR

A partir de los datos obtenidos, se aprecia que a pesar de que las proporciones
presentan valores cercanos entre si, resultan solamente aproximados, y no
exactamente iguales a cuatro decimales como en la figura 3.25 (Capitulo 3), ni siquiera
intentando sintonizar los puntos de tangencia R, Q, P.
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Curvad

La curva d resulta un poco laboriosa de medir, pero a la vez interesante puesto que

parece mas una parabola que las curvas a o h. La medicién de las proporciones reporté
los siguientes resultados:

Pr rQ qp
= =0.7157, =<£=0.5851 4E —().5845
rq Op Y PR

Todo indica que mientras menor sea la diferencia de las proporciones, mas se acercara
la curva a ser una parabola.
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Curvae

Esta curva también es similar a la curva d. Los valores de las proporciones a
continuacion mostradas resultaron ser bastante proximos entre si. Sin embargo, al no
ser iguales, se sigue descartando la idea de que sea una parabola y se queda
simplemente en una representacion muy cercana a serlo.
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Curva h

Esta curva parece mas un arco o un segmento de circunferencia deforme antes que una

parabola, y por lo mismo resulta de interés averiguar qué datos arroja el analisis, los
cuales se muestran a continuacion

P 06241, 2101 y L=2269
Op R

Para este caso, coincide el hecho de tener diferencias marcadas entre las proporciones
medidas con la forma que tiene la curva, bastante alejada ya de parecer una parabola.
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Conclusiones

La curva que describe la bala en el grabado de Tartaglia aparenta ser una parabola. La
parte final de la trayectoria resulta un poco vertical para ser una parabola, por lo que se
ajustd un poco la perspectiva de la version tridimensional al punto de que resultara mas
parecida a una parabola. Se volvié a realizar la medicion y se corroboré que los valores
de las proporciones segln Apolonio 41-lll siguen discrepando. Por lo tanto, la curva, tal
y como fue trazada, no corresponde a una parabola, incluso intentando medirla desde
otra perspectiva. Destaca, sin embargo, la capacidad del artista de lograr curvas
cercanas a la parabola empleando solamente su sentido artistico, logrando mejores
representaciones que las propuestas geométricas de la época, que se limitaban a ser
dos rectas unidas por un arco de circunferencia.

Empleando programas de modelado en tres dimensiones fue posible recrear el grabado
de Rubens donde figuran Atlas y unos angeles. Asi mismo, a partir de los conceptos
establecidos por Guidobaldo del Monte, fue posible recrear la sombra que produce en el
piso la estructura esférica que carga Atlas, concluyendo que la sombra no es producida
por las fuentes de luz presentadas en la escena.

Es probable que Rubens tuviese que adaptarse al espacio que tenia disponible para
realizar el grabado. A juzgar por sus otros trabajos pictéricos, Rubens parece tener el
intelecto suficiente como para interpretar un texto sobre proyecciones de sombras
como el de Guidobaldo.

Respecto a la pintura de Artemisia Gentilleschi, una vez que se midieron las 8 curvas de
la pintura, se concluye que las curvas c y d son las que se podrian considerar mas
cercanas a ser una parabola, tanto por lo que a simple vista se logra apreciar como por
los valores que report6 la medicién.

Hay curvas, como la curva h, sobre la cual no era necesario realizar una medicion, pues
era posible, a simple vista, juzgar que no se trataba de una parabola. Esto se ve
justificado a partir de los datos que se obtuvieron durante las mediciones de las
proporciones.

A pesar de que Artemisia y Galileo Galilei mantenian correspondencia, y que la pintura
analizada fue posterior a los trabajos de Galileo sobre trayectorias parabdlicas, todo
apunta a que, incluso de haber sido consciente, Artemisia no buscaba plasmar
parabolas perfectas como trayectorias de la sangre en sus pinturas. Sin embargo, su
pericia para retratar la realidad mediante sus técnicas pictoricas la llevd a obtener
representaciones muy cercanas a parabolas.
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La metodologia de analisis propuesta no solamente permite identificar si determinada
curva es una parabola. También proporciona un criterio numérico que podria ser
aplicado como métrica que permitiese determinar qué tanto dista determinada curva
de ser una parabola analizando cuanto difieren entre si los valores de las proporciones
obtenidas en la medicion.

Conclusiones Finales

En el presente trabajo de tesis se analizaron tres trabajos pictéricos del periodo
Renacentista que presentaban curvas dando la impresion de ser parabolas en
perspectiva.

En el presente trabajo de tesis, la teoria inicia presentando las ideas griegas empleadas
para representar la realidad y se abordaron brevemente los conceptos arabes respecto
de la visién. Se presentaron las herramientas geométricas con que se contaba en el
Renacimiento para plasmar objetos en perspectiva, y se revisaron también las
herramientas matematicas con que hubiesen podido contar los artistas de dicho
periodo para trazar parabolas en perspectiva.

Luego de determinar en el capitulo 3 una metodologia para el trazado de parabolas en
perspectiva, y de identificar un criterio para determinar si las curvas que aparecen en los
cuadros son o no son parabolas, se generaron y presentaron en el capitulo 4, las
versiones tridimensionales de los grabados a estudiar para asi poder comparar las
curvas de interés desde diferentes puntos de vista rotando los mencionados modelos.

Aplicando la metodologia sobre los modelos tridimensionales, se determin6 que las
curvas pensadas como parabolas son en realidad representaciones que los pintores
consideraban reproducian mejor el efecto apreciado en realidad. A partir de nuestro
analisis sobre los ejemplos que presentamos ya determinamos que no corresponden
geométricamente con lo que hoy sabemos resultan ser trayectorias parabdlicas. Sin
embargo, estas representaciones eran la mejor aproximaciéon a lo que lograban
vislumbrar los artistas plasticos de los siglos XV y XVI. También para ellos la
determinacion o intuicion de la verdadera forma de la trayectoria era algo que no se
interpretaba como un problema cuya solucién debiera estar sujeta a una cuantificacion
de exactitud que fuera mas alla de una aproximacion cualitativa. Sin embargo, y con el
afan de lograr reproducir de mejor manera lo que observaban, los pintores buscaron
herramientas matematicas que les permitiesen representar de mejor manera la realidad
en sus pinturas y grabados. Si bien en ocasiones las herramientas terminaban
abigarrando el proceso —los rostros en perspectiva de Piero, por ejemplo— habia
también ocasiones en que la herramienta matematica no representaba fielmente la
realidad —se creia que la trayectoria de una bala estaba definida por dos rectas unidas
por un arco de circunferencia—, y entonces las observaciones del artista podrian ser mas
precisas, tal y como lo presenta Tartaglia en el grabado de la Nova Scientia.
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Ya en el Renacimiento —e incluso antes— se apreciaba la inclinacion del hombre por
intentar representar el mundo que le rodea desde el punto de vista cientifico o artistico.
Algunas veces los artistas buscaban el apoyo de la ciencia para mejorar sus
representaciones, mientras que en otras tantas fueron los cientificos quienes resultaron
beneficiados por el “saber” plasmado en las expresiones artisticas. Hoy dia esta relacién
entre ciencia y arte continda mas vigente que nunca.
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