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R E S U M E N

La creación de fuentes de luz cuantizada de ancho de banda ultra-
estrecho es fundamental en el desarrollo de toda una nueva familia de
tecnologías que aprovechan las propiedades particulares de este tipo de
luz. Este trabajo implementa y describe una fuente de luz fotónica con el
ancho de banda más estrecho del que se tenga conocimiento hasta la fecha
(550 kHz). Dicha fuente consta de una microcavidad óptica de simetría
esférica acoplada a la luz con una fibra óptica estrechada, ambas fabricadas
en el laboratorio.

A B S T R A C T

The creation of quantum light sources with ultra-narrow spectral band-
width is fundamental in the development of a new family of technologies
that take advantage of the particular properties of quantized light. In
this work is implemented and described a photonic light source with
the narrowest spectral bandwidth known to date (550 kHz). This source
consists of a spherically symmetric optical microcavity coupled to light
with a tapered optical fiber, both fabricated in the laboratory.

Z U S A M M E N FA S S U N G

Die Entwicklung von quantifizierten Lichtquellen mit ultra-schmaler
Bandbreite ist grundlegend für die Entwicklung einer ganz neuen Familie
von Technologien, die sich die besonderen Eigenschaften dieser Art von
Licht zunutze machen. Diese Arbeit implementiert und beschreibt eine
photonische Lichtquelle mit der schmalsten bisher bekannten Bandbreite
(550 kMz). Diese Quelle besteht aus einer sphärisch symmetrischen opti-
schen Mikrokavität, die mit einer schmalen optischen Faser an das Licht
gekoppelt ist, die beide im Labor hergestellt wurden.
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I N T R O D U C C I Ó N





1
I N T R O D U C C I Ó N

Las microcavidades (o microresonadores) ópticas son caminos ópticos
cerrados que permiten la resonancia óptica de la luz. Se las emplea como
filtros espectrales,[1] compresores de densidad de energía,[2] trampas
ópticas (biosensores[3] y detectores de partículas únicas[4]), sensores de
campo,[5] en el análisis de películas delgadas y nanopartículas,[6] en
metrología,[7-9] así como en cavidades láser,[10-14] entre otras.[15]

Dentro del contexto de la óptica no lineal, que es aquella que depende
de la respuesta no lineal de la polarización eléctrica del medio óptico,
se pueden aprovechar estos fenómenos en microcavidades ópticas. Por
ejemplo, para obtener un aumento coherente en la intensidad de la luz e
incrementar la respuesta óptica no lineal de los medios[16], o con bajos
umbrales de potencia,[17, 18] en la generación de estados coherentes
comprimidos cuánticos,[19] para emplearlas como fuentes de emisión
láser, en aplicaciones de espectroscopía y electrodinámica cuántica,[20]
para la generación de tercer armónico,[21-23] en su empleo para circuitos
fotónicos integrados[24] o como fuentes fotónicas.1

A las fuentes fotónicas las podemos clasificar en dos categorías según
el ordenamiento de la estructura interna del material que las compone,
cristalinas y amorfas. Dentro de las primeras encontramos cristales BBO
(BaB2O4) cuyos efectos de generación dependen de la polarización del
medio a segundo orden; mientras que en las segundas se encuentran a
las fibras ópticas y los microresonadores ópticos (SiO2) que dependen de
la polarizabilidad del medio a tercer orden. En estas fuentes existen dos
formas para producir parejas de fotones mediante procesos paramétricos y
que se pueden implementar en conjunto con una configuración de cavidad
óptica, ya sea empleando a la Conversión Espontánea Paramétrica Descen-
dente (SPDC)2[26-31] que sucede en materiales con propiedades ópticas
no lineales a segundo orden usualmente cristalinos y sin centrosimetría;
y el Mezclado de Cuatro Ondas Espontáneo (SFWM)3[32-39] que es un
proceso que sucede en medios no lineales a tercer orden normalmente
isotrópicos.4[41]

1 Se recomienda revisar la siguiente referencia en tanto a los avances en resonadores ópticos
no lineales [25].

2 Por las siglas en inglés de Spontaneous Parametric Down Convertion (SPDC).
3 Por las siglas en inglés de Spontaneous Four Wave Mixing (SFWM).
4 Se pueden observar fenómenos a tercer orden en medios anisotrópicos pero la tasa de

conversión en estos es muy baja.[40]
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4 introducción

Si el medio de generación de parejas de fotones se encuentra dentro
de una cavidad (o se le da forma para que este sea la cavidad misma),
empleando luz de bombeo con un ancho espectral ultra delgado, sucederá
que características del ancho de banda tanto del bombeo como de los
fotones emitidos quedarán determinadas por su resonancia en la cavidad.
Esto conduce a que la amplitud espectral conjunta para la pareja de fotones
generados, señal (signal) y acompañante (idler),5 puede ser descrita como
un peine de frecuencias que es función de la diferencia de frecuencias de
los fotones generados, ωs −ωi. Cada pico del peine resultante tendrá un
ancho espectral que es inversamente proporcional al factor de calidad de
la cavidad, Q; mientras que la separación entre picos o Rango Espectral
Libre (FSR)6 será inversamente proporcional al tiempo de vuelta de los
fotones dentro de la cavidad.[42, 43] Luego, una cavidad con un alto
factor de calidad tendrá la ventaja que los picos del peine tendrán una
separación espectral mayor a aquellos generados en cavidades con un
factor de calidad inferior, esto permitirá la diferenciación individual de
los picos individuales en estos peines.

Por otra parte, que en los procesos de SFWM y SPDC sin cavidad la
propagación de frecuencias emitidas sólo se vea principalmente limitada a
las restricciones de empate de fases; puede ser útil en condiciones como
en señales delgadas de interferencia de Hong-Ou-Mandel que permitan
una alta resolución en dispositivos de tomografía de coherencia óptica.[44,
45] Además, el empleo de fuentes de ancho de banda estrecho resulta
útil si se desean alcanzar transiciones específicas de sistemas de un solo
átomo que requieren que tanto el ancho de banda como la frecuencia de
los fotones empaten.[42, 43, 46] Es por lo que estas fuentes fotónicas se han
propuesto para su uso en memorias cuánticas;[47, 48] de ahí la motivación
para generar fuentes fotónicas de ancho de banda ultraestrecho basadas en
microresonadores ópticos a través de SFWM. Estas fuentes fotónicas basadas
en microcavidades ópticas se plantean como útiles en la miniaturización
de las mismas, para su empleo en manipulación óptica y detección en un
mismo circuito fotónico.[49, 50]

Si bien, se han empleado como fuentes de fotones mediante SFWM

microanillos,[34, 37-39, 49-55] microdiscos y esferas en Conversiones Para-
métricas Descendentes;[56, 57] el empleo de microesferas al presentar un
alto valor de confinamiento gracias a su alto factor de calidad es promi-
sorio de generar fotones con ancho de banda ultraestrecho, a su vez que
correlacionados en tiempo y energía. Hemos de notar también avances en
fuentes fotónicas por SPDC mejoradas por cavidad con geometrías de mi-
croanillos[27], microdiscos[28], con guías de onda no lineales con espejos

5 Nos referiremos a aquello que refiera a los fotones señal y acompañante con los subíndices
s e i respectivamente.

6 Por las siglas en inglés de Free Spectral Range (FSR).
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dieléctricos a sus extremos[31], así como en cavidades en espacio libre.[30,
58-60]

En este trabajo se reporta, al menos hasta donde se tiene conocimiento, a
los anchos de banda más delgados para los fotones generados hasta ahora
(de alrededor de 0.55 MHz).

1.1 propuesta y objetivos

Se propone en este trabajo que los microresonadores ópticos de geome-
tría esférica pueden servir como fuentes de parejas de fotones generadas
por SFWM, y se plantean los siguientes objetivos:

Fabricación de los resonadores ópticos esféricos tales que generen
fotones mediante SFWM.

Caracterización de sus propiedades de generación, acoplamiento y
resonancia.

1.2 estructura de la tesis

Se comenzará hablando en el Capítulo 2 sobre las soluciones modales
del campo electromagnético en esferas y se definirán cantidades que nos
ayudan a caracterizarlo. En el Capítulo 3, y ya que a las microesferas
empleadas se las acopló usando una fibra óptica estrechada, se hablará
brevemente de sus soluciones de campo y de su caracterización en el
proceso de estirado. En el Capítulo 4 se estudiará al acoplamiento del
sistema fibra-microesfera. En el Capítulo 5 se hablará sobre el proceso de
generación de fotones en microesferas. En el Capítulo 6 se describirá el
experimento preparado y los resultados obtenidos de este, para finalizar
con conclusiones en el Capítulo 7. Se incluye como apéndices matemáticos
a los capítulos 2 y 3 a los apéndices A y C, respectivamente. En particular
el Apéndice D para el capítulo 3 tratará sobre la demostración del perfil
exponencial de las transiciones de fibra empleadas en el experimento.
Finalmente, el Apéndice B contiene figuras auxiliares que muestran el
comportamiento de algunas soluciones modales tanto para microesferas
como para fibras.
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2
G U I A D O D E L U Z E N M I C R O E S F E R A S

A continuación, se resumen las soluciones al campo electromagnético
en microesferas, el lector ha de remitirse a la Sección A.1 en los apéndices
para seguir el desarrollo matemático completo de las soluciones. El sistema
coordenado por emplear se puede ver en la figura 2.1.

Figura 2.1: Sistema esférico de coordenadas referido para una microesfera, se
indican las direcciones de los vectores unitarios de la base de este
sistema en la punta del vector de posición P.

9
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2.1 soluciones al campo en microesferas

A partir de la ecuación de onda en medios dieléctricos y separando la
parte espacial de la temporal en las expresiones de campo, se encuentra
que la ecuación a resolver está dada por la ecuación de Helmholtz vectorial,
por lo que los campos eléctrico E y magnético B habrán de cumplir con
expresiones de la forma

∇2C + k2C = 0, (2.1)

∇ ·C = 0, (2.2)

donde k es el número de onda, y cuya solución directa es difícil de
encontrar, por lo que se emplea para ello el método de Hansen[61] que
trata de encontrar la solución escalar de dicha ecuación para hallar después
una expresión vectorial. Así, la ecuación escalar de Helmholtz a resolver
para una función Ψ : C3 → C toma la forma

∇2Ψ(x) + k2Ψ(x) = 0, (2.3)

que se puede resolver mediante el procedimiento estándar de separación
de variables.

La ecuación (2.3) tiene como solución general a

Ψ(r, θ,ϕ) =
+∞∑
l=0

l∑
m=−l

(
αl
ϕl(kr)

kr
−βl

χl(kr)

kr

)
Yml (θ,ϕ), (2.4)

donde l ∈ Z+ y m ∈ Z, tal que −l 6 m 6 l, θ ∈ [0,π] y ϕ ∈ [0, 2π]; con αl
y βl coeficientes constantes complejos, mientras que Yml es el armónico
esférico dado por

Yml (θ,ϕ) =

√
2l+ 1

4π

(l−m)!
(l+m)!

Pml (cos(θ))eimϕ,

con Pml los polinomios asociados de Legendre cuya fórmula de Rodrigues
es

Pml (x) =
(−1)m

2ll!
(1− x2)m/2

dl+m

dxl+m
(
x2 − 1

)l
,

donde si m < 0

P−ml (x) = (−1)m
(l−m)!
(l+m)!

Pml (x);

y ϕl y χl son las funciones de Bessel-Riccati expresadas mediante

ϕl(x) = xjl(x) =

√
πx

2
Jl+ 1

2
(x), (2.5)

χl(x) = −xyl(x) = −

√
πx

2
Yl+ 1

2
(x); (2.6)
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con

jl(x) =

√
π

2x
Jl+ 1

2
(x), (2.7a)

yl(x) =

√
π

2x
Yl+ 1

2
(x), (2.7b)

donde Jl y Yl son las funciones de Bessel de primer y segundo tipo.
En general para cada l y m se puede escribir

ψml (r, θ,ϕ) = Zl(kr)Yml (θ,ϕ), (2.8)

donde Zl puede ser la parte que depende de jl o yl.
Las soluciones vectoriales de (2.3) están dadas por la combinación lineal

de las siguientes funciones:

Lml =∇Ψ, (2.9a)
r = rêrMm

l = Lml × r, (2.9b)

Nml =
1

k
∇×Mm

l , (2.9c)

que se pueden reescribir en términos de los armónicos esféricos vectoriales

Zlm = Yml (θ,ϕ)êr, (2.10a)

Ylm = r∇Yml (θ,ϕ), (2.10b)

Xlm =∇Yml (θ,ϕ)× r. (2.10c)

Para soluciones de campo de carácter solenoidal1 basta expresar al cam-
po en términos de Mm

l y Nml y se encuentran las siguientes soluciones.[62,
63]

Para el caso Transversal Eléctrico (TE) se tiene

¯
E =

ATEi
ϕl(kr)
kr Xlm si r 6 R,

−ATEo
ϕl(k0r)
k0r

Xlm si r > R.
(2.11)

¯
B(r, θ,ϕ) =


ik
ωA

TE
i

(
l(l+1)
k2r2

ϕl(kr)Zlm + 1
kr
∂
∂r

(ϕl(kr))Ylm
)

si r 6 R,

− ik0ω A
TE
o

(
l(l+1)

k20r
2 χl(k0r)Zlm + 1

k0r
∂
∂r

(χl(k0r))Ylm
)

si r > R.

(2.12)

1 Se dice que un campo es solenoidal cuando tiene divergencia cero,∇·C = 0. Para el campo
eléctrico sucede en ambientes con densidad de carga nula, ρe = 0. Dicha consideración es
válida en nuestro caso pues empleamos materiales dieléctricos.
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Mientras que para el caso Transversal Magnético (TM) se tendrá

¯
E(r, θ,ϕ) =

A
TE
i

(
l(l+1)
k2r2

ϕl(kr)Zlm + 1
kr
∂
∂r

(ϕl(kr))Ylm
)

si r 6 R,

−ATEo

(
l(l+1)

k20r
2 χl(k0r)Zlm + 1

k0r
∂
∂r

(χl(k0r))Ylm
)

si r > R.

(2.13)

¯
B =

 ikωATEi
ϕl(kr)
kr Xlm si r 6 R,

− ik0ω A
TE
o
ϕl(k0r)
k0r

Xlm si r > R,
(2.14)

donde R es el radio de la esfera, k = nk0 con n = n(ω) es el índice
de refracción dependiente de la frecuencia angular de la luz,2 k0 = 2π

λ ,
λ la longitud de onda del haz y A

TE/TM

i/o
es la magnitud del campo

indicando con el subíndice i u o según sea para dentro o fuera de la esfera
respectivamente.3

Las ecuaciones modales estarán dadas por[64]

Ecuación de autovalores
para una microesfera

P
ϕ ′l(kR)

ϕl(kR)
=
χ ′l(kR)

χl(kR)
, (2.15)

donde

P =

k0k = 1
n si es TM,

k
k0

= n si es TE.

Empleando relaciones de recurrencia para las funciones de Bessel Jl y
Yl se puede expresar lo anterior como[65]

Yl− 1
2
(k0R)

Yl+ 1
2
(k0R)

− P
Jl− 1

2
(kR)

Jl+ 1
2
(kR)

− l

(
1

k0R
−
P

kR

)
= 0. (2.16)

Así, para obtener las frecuencias o longitudes de onda resonantes o
el índice l que sea resonante a una determinada frecuencia, bastará con
resolver la anterior ecuación para el caso que interese.

2 Dicha dependencia se puede obtener de la ecuación de Sellmeier del material óptico
empleado, y está dada por la expresión[40]

n(ω)2 = 1+

m∑
j=1

Bjω
2
j

ω2j −ω
2

,

donde ωj es la frecuencia de resonancia j-ésima y Bj es su intensidad. Los coeficientes co-
rrespondientes para el SiO2 amorfo son: B1 = 0.6961663, B2 = 0.4079426, B3 = 0.8974794,
λ1 = 0.0684043 µm, λ2 = 0.1162414 µm y λ3 = 9.896161 µm, con λj = 2πc/ωj.

3 Como abreviación del inglés inside (dentro) y outside (fuera).
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Los rangos de las soluciones para resolver los índices l o las longitudes
de onda en resonancia están dados por los siguientes criterios. Para l,
tomando en cuenta al efecto Goos-Hanchen[63]

2π(R+ δp)

λ
< l+

1

2
< n

2π(R+ δp)

λ
, (2.17)

donde

δp ≈
λ

2πn

P√
n2 − 1

. (2.18)

Mientras que las longitudes de onda resonantes estarán dentro del rango

2πR

l+ 1
2 −α

< λ <
2πRn

l+ 1
2 −αn

, (2.19)

con

α =
P

n
√
n2 − 1

. (2.20)

La solución a la ecuación de autovalores (2.15) se encuentra de forma
numérica, como se aprecia en la figura 2.2; se pueden identificar a las
soluciones con un nuevo índice s, que se asociará al orden de la solución,
desde el valor más alto de l al más bajo, dadas las condiciones de radio R
y longitud de onda λ.

Del mismo modo, en la figura 2.3 se identifican a las soluciones con una
cruz negra, dadas las condiciones de radio R e índice l. Estas soluciones
también se pueden indizar con s, pues corresponden a soluciones radiales
interiores.4 Cada una de las soluciones modales encontradas se conocen
como Modos de Galería Susurrante5 en analogía a las soluciones de ondas
acústicas que surgen en geometrías similares, como en las cúpulas de
iglesias.6

4 Como se muestra en la Sección B.1, conforme el valor del índice s aumenta, así el número
de lóbulos en el campo que aparecen hacia dentro de la esfera.

5 Conocidos en inglés como Whispering Galery Modes (WGM).
6 Las soluciones de esta naturaleza fueron descritas por primera vez por Lord Rayleigh en

su obra The Theory of Sound.[66, pág. 126]
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r = 20 µm λ = 1.55 Modo: TE

Figura 2.2: Representación gráfica de la solución de la ecuación de autovalores
para una microesfera. Para los parámetros de radio y longitud de onda
y tipo de modo indicados en el título, se identifican a las abscisas de
los puntos de solución a los índices l que resuelven a la ecuación. Por
otra parte nótese que el índice s del modo va desde el mayor al menor
valor en l, a mayor sea el índice mayor es el orden del modo dirección
radial.
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Figura 2.3: Representación gráfica de la solución de la ecuación de autovalores
para una microesfera, para parámetros de radio, longitud de onda
y tipo de modo indicados en el título de la figura. Se muestra que
para determinado índice l del modo, hay una longitud de onda que
resuena en dicho modo.
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Para el caso de microesferas, se tiene que la constante de propagación
longitudinal está dada por

βm =
m

R
, (2.21)

pues existen m longitudes de onda resonantes en una circunferencia de
radio R. Conforme la diferencia entre índices l ym aumenta, el orden polar
así lo hace,7 en este caso el camino de propagación (desde la perspectiva
geométrica) es a lo largo de una trayectoria zigzagueante y la constante de
propagación sobre este es

βl =

√
l(l+ 1)

R
,

βm es la proyección de βl a lo largo de la circunferencia.[67, 68]
Por otra parte, las soluciones para frecuencias angulares resonantes de

(2.15) están degeneradas para toda la familia de 2l+ 1 valores posibles
de m que existen para cada l, esta degeneración se puede romper, como
se muestra en [69], si se considera que la esfera es imperfecta y tiene un
radio elipsoide

r(θ) = R(1+
ε

3

(
3 cos2(θ) − 1

)
),

donde la excentricidad es ε =
rp−re
re

, con rp el radio polar y re el radio
ecuatorial; con esto se puede llegar a que la relación entre la separación
entre frecuencias angulares sin degenerar ∆ωdisp y su valor central ωmls
está dada por8

∆ωdisp

ωmls
= −

ε

6

(
1− 3

|m|
2

l(l+ 1)

)
,

que considerando índices m consecutivos, se puede aproximar a la separa-
ción de frecuencias como

∆ωdisp = |ωmls −ωm+1,ls| ≈ ωmlsε
|m|+ 1

2

l(l+ 1)
. (2.22)

2.2 parámetros de caracterización de las cavidades esféri-
cas

Existen parámetros que se emplean para caracterizar el espectro de los
modos resonantes9 y a las cavidades donde se propagan, servirá de apoyo

7 Ver figuras de la Sección B.1, donde en cuanto la diferencia entre índices l y m aumenta,
el número de lóbulos debajo y sobre el ecuador también lo hace.

8 Ya se hace la identificación del modo con los índices m, l o s que le correspondan.
9 Estos parámetros son válidos en general para cualquier resonador óptico con sus respecti-

vas adecuaciones a la geometría del mismo.
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a su descripción referirse a la figura 2.4. Esta figura muestra la señal de
transmitancia a la salida de una guía óptica que porta un haz láser y que
se emplea como medio de acoplamiento de la luz a la esfera, las caídas
en la señal de transmitancia indican que ha ocurrido una resonancia que
toma energía de la guía óptica y que esta se ha acoplado a algún modo
resonante de la esfera. Será en el Capítulo 4 donde se discutirá más a
fondo la interacción entre una microesfera y una guía óptica.

λ
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δλ δλ

Figura 2.4: Esquema de caracterización de resonancias en microesferas. δλ es el
ancho del pozo de transmitancia hasta su altura media generado por
una resonancia, ∆λ es la separación espectral en longitud de onda.
Cada pozo en la transmitancia observado en la señal transmitida por
la guía de onda que acopla y extrae luz a una cavidad óptica se asocia
a un modo resonante.

2.2.1 Rango Espectral Libre

Es una medición de la separación espectral de dos modos resonantes
contiguos. Este parámetro se conoce como FSR.10 Sean dos frecuencias
resonantes contiguas ω1 y ω2, ie. tales que ωTR = 2mπ con m ∈ Z+,
donde TR es el tiempo de una revolución de un haz en la cavidad; este

10 Por las siglas inglesas de Free Spectral Range (FSR).
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tiempo de revolución se relaciona con el índice de refracción efectivo de la
siguiente manera[64, 70]

TR = neff
L

c
L = 2πR,

con L la longitud de la circunferencia.
Se define al FSR como

FSR := ω2 −ω1, (2.23)

=
2π

TR
,

=
2πc

Lneff
; (2.24)

de forma equivalente en términos de longitud de onda

FSRλ =
λ20
Lneff

.

A partir de la ecuación (2.21) se puede mostrar que

FSRλ =
λ0
m

(2.25)

recordando que m = m(λ0,R), con λ0 una determinada longitud de onda
y R el radio de la esfera.

2.2.2 Fineza

Se define como la razón entre el FSR y el ancho a la profundidad media11

(FWHM) del pozo de transmitancia generado por una cavidad resonante
sobre la luz transmitida por su medio acoplador[64, 70]12

F :=
FSR

FWHM
,

de forma análoga

F =
2π

αdisL
=
π

T2
, (2.26)

donde αdis es una constante de disipación por revolución y T la transmiti-
vidad compleja.

11 Se conoce en inglés como Full Width at Half Maximum (FWHM) al ancho de una señal a su
altura media, aquí usaremos este mismo término para referirnos a su profundidad por
conveniencia.

12 No solo se puede acoplar luz a una esfera con fibra óptica, puede hacerse con guías ópticas
grabadas en sustratos de silicio o con prismas.
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2.2.3 Factor de calidad

El factor de calidad Q, se define como el número de ciclos ópticos
característicos antes que la cavidad pierda energía. Es decir, la razón de
energía almacenada en el resonador con la pérdida de energía por ciclo
óptico[64, 70]13

Q = ω0
Energía almacenada
Pérdida de energía

. (2.27)

Si suponemos una intensidad de campo inicial |E0|
2, luego de la cual

ya no alimentamos de más energía al resonador y considerando que el
decaimiento por vuelta está dado a la n-ésima vuelta por

|En|
2 = exp(−αdisL)|En−1|

2,

= exp(−nαdisL)|E0|
2,

si n� 1, se tendrá que en el límite continuo

d|En|
2

dn
= −αdisL|En|

2,

así

Q = ω0
|En|

2

−d|En|
2

dn

,

= ω0
TR
αdisL

,

que en el caso de acoplamiento débil14 y αdis � 1,15

∆ω =
αdisL

TR
,

13 Dadas las soluciones complejas de la ecuación de autovalores, las frecuencias de resonancia
complejas que son solución, se asocian a una tasa de decaimiento γ, tales que ω̃ = ω− iγ/2.
En términos de la frecuencia angular compleja de resonancia ω̃, se puede definir la Q
matemática, dígase, el valor máximo de Q sin interacción con una guía óptica como

Qmat =
Re(ω̃)

Im(ω̃)
,

este valor no considera correcciones debidas a pérdidas por defectos, termalización o por
interacción con una guía óptica.

14 Dígase cuando la constante de acoplamiento |κ|� 1, el cómo calcular esta constante de
acoplamiento se mostrará en el Capítulo 4.

15 Pocas pérdidas por vuelta.
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así

Q =
ωTR
Trδω

,

=
ω

δω
, (2.28a)

≈ λ

δλ
. (2.28b)

De (2.26)

Q =
ω0TR
2π

F,

≈ neffL
λ0

F, Pero TR = Lneff
c

= mF,

como el índice m se refiere al número de longitudes de onda que caben
en la circunferencia L, entonces m = neffL/λ0.

Naturalmente para acoplar luz a microresonadores ópticos de esta
simetría requeriremos de un medio para hacerlo, ya sean puntas de fibra
óptica recordada,[71] con el empleo de dispersores de dimensiones de
sublongitudes de onda[72], con prismas,[73] con guías de onda grabadas
en sustratos[74], o con fibras ópticas estrechadas como lo trataremos en
este trabajo. Esta interacción con algún medio de acoplamiento acarreará
pérdidas pues dan vía a la luz no solo para poder entrar a la cavidad
sino también para salir de ella. Aumentar o disminuir la interacción de la
cavidad con el dispositivo de acoplamiento es equivalente a disminuir o
aumentar, respectivamente, la reflectividad de los espejos de una cavidad
de tipo Fabry-Pérot.

Con esto en mente, si consideramos ahora un número de vueltas N,
hasta que el resonador pierda energía hasta llegar a un valor de 1/e de su
intensidad original, a causa de pérdidas internas y debido a la cercanía de
una guía de onda, entonces

exp(−αdisL) =
1

e
,

así

N =
1

αL
,

⇒ F = 2πN,

y

Q = ω0TRN,
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es decir, F representa el número de vueltas por un factor de 2π que hace
la luz dentro de la cavidad hasta que su intensidad llega a un 1/e de su
valor original. Del mismo modo, Q representa el número de oscilaciones
de campo a las que la energía almacenada llega a 1/e de su valor original.

En el siguiente capítulo trataremos cómo es guiada la luz por el disposi-
tivo que empleamos en los experimentos para acoplar luz a las microcavi-
dades ópticas, una fibra óptica estrechada.
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Del mismo modo que se resolvió la ecuación de onda electromagnética
para las microesferas, al separar la solución temporal del campo se llega a
una ecuación de Helmholtz vectorial que en este caso es más fácil resolver
y que se puede solucionar componente a componente; dicha ecuación es
análoga a la ecuación (2.5) y que escribiremos como

(∇2 + k2)U(r,ϕ, z) = 0 (3.1)

a ser resuelta en coordenadas polares cilíndricas. La convención de coorde-
nadas para este sistema se muestra en la figura 3.1, mientras que para la
nomenclatura usada para los radios de la fibra se muestra en la figura 3.2.

Figura 3.1: Sistema coordenado polar cilíndrico referido para una fibra óptica
con dirección de propagación en z. Se indican las direcciones de las
componentes de campo. Se distingue del recubrimiento al núcleo con
un color azul más obscuro.

1 Si interesa revisar todo el desarrollo matemático en el cálculo de las soluciones de campo
para fibras ópticas se recomienda encarecidamente revisar la referencia [75].

21
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x

y

a

b

Figura 3.2: Corte transversal de una fibra óptica. Se indica al radio del recubri-
miento con b y al del núcleo con a.

Para el caso que nos atañe, que son las fibras ópticas con perfil de índices
de refracción escalonado, se puede encontrar que la solución general de la
forma funcional U está dada, para una fibra de núcleo de radio a, por

U(r,ϕ, z) =


a1a2AJm(η1r) exp(i(mϕ−βz)),

para r < a,

a1a2DKm(η2r) exp(i(mϕ−βz)),

para r > a;

donde {a1,2,A,D} ∈ R y son constantes, m ∈ Z+, Jm es la función
de Bessel de primer orden m y Km la función de Bessel modificada
de segundo orden m. Se identifica además a β como la constante de
propagación de la onda y donde además, si definimos la diferencia de
cuadrados entre la constante de propagación y el número de onda en cada
región de la fibra, tal que sea positiva

η21 = k
2
1 −β

2,

η22 = β
2 − k22,

con

k1 = n1k0,

k2 = n2k0;

donde k0 = 2π/λ, n1 es el índice de refracción del núcleo de la fibra y
n2 el índice de refracción del recubrimiento, se puede mostrar que ha de
cumplirse la siguiente condición para un guiado confinado al núcleo

n2 <
β

k0
< n1; (3.2)
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la cantidad β/k0 se conoce como índice de refracción efectivo neff, y su
valor dependerá de la solución al campo electromagnético al que haga
referencia la constante de propagación, es decir, al modo.

Se puede demostrar, a partir de las ecuaciones de Maxwell en materiales
dieléctricos, y de las relaciones de divergencia y rotacional para un campo
vectorial en coordenadas polares cilíndricas, que las componentes de
campo electromagnético que son solución están dadas, para r < a por

Ez(r,ϕ, z) =MJm(η1r)e
i(ωt+mϕ+βz),

Er(r,ϕ, z) =
−iβ

η21

(
iωµ1m

βr
NJm(η1r) +Mη1J

′
m(η1r)

)
ei(ωt+mϕ+βz),

Eϕ(r,ϕ, z) =
−iβ

η21

(
im

r
MJm(η1r) −

ωµ1
β
Nη1J

′
m(η1r)

)
ei(ωt+mϕ+βz),

Hr(r,ϕ, z) =
−iβ

η21

(
Nη1J

′
m(η1r) −

iωε1m

βr
MJm(η1r)

)
ei(ωt+mϕ+βz),

Hϕ(r,ϕ, z) =
−iβ

η21

(
im

r
NJm(η1r) +

ωε1
β
Mη1J

′
m(η1r)

)
ei(ωt+mϕ+βz),

Hz(r,ϕ, z) = NJm(η1r)e
i(ωt+mϕ+βz);

y para r > a por

Ez(r,ϕ, z) =MJm(η1r)e
i(ωt+mϕ+βz),

Er(r,ϕ, z) =
iβ

η22

(
iωµ2m

βr
PKm(η2r) +Oη2K

′
m(η2r)

)
ei(ωt+mϕ−βz),

Eϕ(r,ϕ, z) =
iβ

η22

(
im

r
OKm(η2r) −

ωµ2
β
Pη2K

′
m(η2r)

)
ei(ωt+mϕ−βz),

Hz(r,ϕ, z) = NJm(η1r)e
i(ωt+mϕ+βz),

Hr(r,ϕ, z) =
iβ

η22

(
Pη2K

′
m(η2r) −

iωε2m

βr
OKm(η2r)

)
ei(ωt+mϕ−βz),

Hϕ(r,ϕ, z) =
iβ

η22

(
im

r
PKm(η2r) +

ωε2
β
Oη2K

′
m(η2r)

)
ei(ωt+mϕ−βz);

donde ε1,2 son las constantes dieléctricas del núcleo y el recubrimiento y
del mismo modo µ1,2 son las constantes de permitividad magnética para
el núcleo y el recubrimiento, respectivamente.

Considerando continuidad a la frontera se tendrá que las amplitudes
M, N, O y P han de formar un sistema de ecuaciones cuya solución no
es trivial si el determinante de dicho sistema de ecuaciones iguala a cero,
este determinante es una función trascendental de β para cada m, dado
un radio del núcleo a
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Ecuación de
eigenvalores para una

fibra óptica

(
J ′m(η1a)

η1aJm(η1a)
+

K ′m(η2a)

η2aJm(η1a)

)(
n21J
′
m(η1a)

η1aJm(η1a)
+
n22K

′
m(η2a)

η2aJm(η1a)

)

= m2
(
β

k0

)2((
1

η1a

)2
+

(
1

η2a

)2)2
(3.3)

donde se emplea que para medios dieléctricos las constantes de permitivi-
dad para el núcleo y el recubrimiento son aproximadamente iguales a la
del vacío, ie. (µ1 ≈ µ2) ≈ µ0.2

Las constantes de propagación β que son solución se pueden encontrar
de forma numérica dado un índice m y una frecuencia angular ω dadas.3

Por otra parte se puede resolver que los términos de amplitud M, N, O y
P cumplen que

O

M
= −

α1
α2

, (3.4)

P

N
= −

α1
α2

, (3.5)

P

M
=
O

M

N

M
, (3.6)

N

M
=

imβ
ωµ

(
1

(η1a)2
+ 1

(η2a)2

)
J ′m(η1a)

η1aJm(η1a)
+

k ′m(η1a)
aη2Km(η2a)

, (3.7)

con α1 = Jm(η1a) y α1 = −Km(η1a). Vale notar que N/M es la cantidad
relativa entre los campos Ez y Hz dentro del núcleo, O/M la cantidad de
campo Ez que hay fuera del núcleo respecto a la que hay dentro de él, y
P/N representa también esto último pero para Hz.

Se puede reescribir (3.3) para identificar toda una familia de soluciones,
las EH y HE; para las primeras la ecuación de autovalores será

Ecuación de
eigenvalores para

modos EH

δ1
Jm+1(η1a)

Jm(η1a)
=
n21 +n

2
2

2n21
δ2κ+ δ

2
1m− Γ , (3.8)

mientras que la solución que se asocia a los modos HE será

Ecuación de
eigenvalores para

modos HE

δ1
Jm−1(η1a)

Jm(η1a)
= −

n21 +n
2
2

2n21
δ2κ+mδ

2
1 − Γ , (3.9)

2 En otras palabras, que las constantes de permeabilidad magnética del núcleo µ1 y de
recubrimiento µ2 son esencialmente iguales a la del vacío al tratarse de materiales con
baja interacción magnética.

3 Recordemos que ω = 2πc/λ, con λ la longitud de onda.
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donde

Γ =

√√√√(n21 −n22
2n21

)2
(δ2κ)2 +

m2(δ21 + δ
2
2)
2ζ2

n21
, (3.10)

con

δ1 =
1

η1a
, (3.11a)

δ2 =
1

η2a
, (3.11b)

κ =
K ′m(η2a)

Km(η2a)
, (3.11c)

ζ =
β

k0
. (3.11d)

Cuando m = 0, se encuentran dos expresiones para soluciones particu-
lares, la transversal eléctrica (TE)

Ecuación de
eigenvalores para
modos TE

δ1
J1(η1a)

J0(η1a)
= −δ2

K1(η2a)

K0(η2a)
, (3.12)

y la transversal magnética (TM)

Ecuación de
eigenvalores para
modos TM

δ1
J1(η1a)

J0(η1a)
= −δ2

n22
n21

K1(η2a)

K0(η2a)
. (3.13)

Para las soluciones TE, Er = Ez = Hϕ = 0, pues M = O = 0, mientras
que para los modos TM, Eϕ = Hr = Hz = 0 pues N = P = 0.

Para la evaluación de las anteriores ecuaciones de autovalores vale
considerar hacer las siguientes sustituciones, primero definiendo a

V := ak0NA, Se conoce al parámetro
V como «frecuencia
normalizada»

donde NA =
√
n21 −n

2
2, es la apertura numérica de la fibra; así

(η2a)
2 = V2 − (η1a)

2,

otra sustitución útil es escribir β como

β2 = k21 − η
2
1,

y

ζ2 =
(ak1)

2 − (aη1)
2

(ak0)2
,
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así las ecuaciones a resolver solo dependerán de η1a. Las soluciones a
las ecuaciones de autovalores (3.9) y (3.8) las podemos identificar como
se muestran en las figuras 3.3 y 3.4 respectivamente. Para hacer esto
numeramos con un índice n al orden de aparición de las soluciones
modales de menor a mayor, según como aparecen estas en una gráfica de
los lados derechos e izquierdos de las ecuaciones de autovalores como
funciones de η1a en el intervalo que va desde cero al parámetro V . Esto
lleva a que una solución modal en particular se puede identificar con el
tipo de modo que representa (HE, EH), con los índices m y n. En el caso
de las soluciones transversales (TE y TM), el primer índice es siempre
m = 0, como ya se había mostrado. La notación empleada, sin pérdida de
generalidad para los otros tipos de soluciones, es de la forma HEmn. Se
puede apreciar en la figura 3.3, que siempre existirá una solución HE11
sin importar el parámetro de corte,4 de ahí que se conozca a este modo
como el fundamental. Una fibra que solo soporte este primer modo se la
conoce como «monomodal».5

3.1 regímenes de guiado

De acuerdo a la diferencia de índices de refracción entre el núcleo y su
recubrimiento, se pueden distinguir dos regímenes de guiado, el débil y
el fuerte. El primero se identifica cuando la diferencia fraccionaria de los
índices de refracción de las partes de la fibra cumplen que[76]

n1 −n2
n2

� 1.

Por el contrario, en el régimen fuerte, la diferencia de índices de refrac-
ción puede ser tan alta como en el caso donde recubrimiento es el aire que
rodea a la fibra. 6

Como notamos de las figuras 3.5 y 3.6, los valores límite de los índices
de refracción efectivos se encuentran entre los valores correspondientes a
los índices del núcleo y el recubrimiento, como ya lo predecía la relación
(3.2). Además, podemos apreciar que en el régimen débilmente guiado,
las soluciones modales del campo están degeneradas, es decir, poseen
casi el mismo índice de refracción efectivo; esto da pie a poder simplificar
el estudio de las soluciones modales a las combinaciones lineales de los

4 Siempre que este sea distinto de cero.
5 Se puede mostrar que una fibra monomodal es aquella tal que V < 2.404883, es decir que

sea menor al valor del primer cero de la función de Bessel J0.
6 La diferencia máxima formalmente es con el vacío, que tiene índice de refracción 1, sin

embargo, en este texto (y dadas las condiciones del experimento) consideraremos al índice
de refracción del aire aproximadamente igual al del vacío.
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Figura 3.3: Representación gráfica de ambos lados de la ecuación de autovalores
para modos HE en guiado fuerte, indicando con una cruz negra la
posición de las soluciones. Nótese cómo el segundo índice del modo,
n, identifica el orden de las soluciones desde el menor al mayor valor
de η1a. Se indica con V al parámetro de corte para esta fibra. Se
indican los parámetros de radio, longitud de onda e índice m en el
título de la figura. Nótese que la solución HE11 siempre aparecerá
como solución.

modos HE o EH que les dan origen, estas nuevas soluciones son conocidas
como modos Linealmente Polarizados (LPs).7

Notamos además que el parámetro de frecuencia de corte mínimo al
que aparece toda una familia de soluciones modales en el régimen débil
es el mismo, a diferencia de lo que sucede en el régimen fuerte donde el
valor mínimo de V al que aparece una nueva solución modal es distinto
para cada modo.

Las fibras débilmente guiadas son las típicamente empleadas en tele-
comunicaciones, gracias a los pocos modos que soportan y a sus bajas
pérdidas tanto en transmisión a largas distancias como a la robustez de
las señales ante dobleces de la guía.[77]

Es de notar en la figura 3.6, en particular para la curva correspondiente
al modo fundamental HE11, que cuando el parámetro de corte V se hace

7 En la Sección B.2, se muestran ejemplos para el campo simulado de modos LP, como
combinación lineal de modos híbridos. El mote de su designación queda claro al observar
el comportamiento se sus componentes transversales.
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Figura 3.4: Representación gráfica de ambos lados de la ecuación de autovalores
para modos EH en guiado fuerte, indicando con una cruz negra la
posición de las soluciones. Nótese cómo el segundo índice del modo,
n, identifica el orden de las soluciones desde el menor al mayor valor
de η1a. Se indica con V al parámetro de corte para esta fibra. Se
indican los parámetros de radio, longitud de onda e índice m en el
título de la figura.

muy chico, lo cual se puede lograr reduciendo el radio de la fibra, esta
curva se corta, lo que indica que ya no es soportada la transmisión de la
luz por el núcleo y pasa a ser transmitida por el recubrimiento ahora bajo
el régimen fuertemente guiado.

Por otro lado, como se observa de la figura 3.5, una vez que ya no es
soportado el modo fundamental en la fibra, dígase, cuando el índice de
refracción efectivo del modo es igual que el del ambiente que le rodea, la
luz ya no será soportada por la fibra y se fugará.

3.2 fibra óptica estrechada

La fibra óptica estrechada, coloquialmente conocida como taper,8 es
una clase de micro y nano cable de fibra óptica, un esquema de su perfil
se muestra en la figura 3.7. Se las aprovecha por su alto confinamiento,
presencia de campo evanescente exterior y por poder presentar un compor-

8 Contracción del inglés tapered fiber.
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Figura 3.5: Evolución del índice de refracción efectivo de una fibra óptica respecto
al parámetro de frecuencia normalizada en el régimen fuertemente
guiado.
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Figura 3.6: Evolución del índice de refracción efectivo de una fibra óptica respecto
al parámetro de frecuencia normalizada en el régimen débilmente
guiado.
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Figura 3.7: Perfil longitudinal de una fibra óptica estrechada. Lc indica las zonas
sin estirar, r0 el radio original, z0 la longitud de las zonas de transición
y, Lw y rw a la longitud de la cintura y su radio respectivamente. Ωt
es el ángulo de estrechamiento, medido desde la horizontal al perfil
de la fibra en dicho punto.

tamiento óptico altamente no lineal. Se las fabrica al estirar una fibra óptica
fundida alrededor de su parte media,9 dejando inalterados sus extremos lo
que facilita su implementación en sistemas ópticos convencionales. En este
trabajo se utilizaron este tipo de fibras como medio de acoplamiento de la
luz a las cavidades óptica fabricadas al aprovechar la presencia de campo
evanescente en la luz guiada. Como se verá más adelante, las condiciones
de resonancia para las cavidades empleadas no solo dependen de las
características de esta misma, sino también del medio acoplador. El perfil
de las zonas de transición se puede escribir como

r(z) = r0e
− z
Lw , (3.14)

donde r0 es el radio original de la fibra, Lw la longitud de la cintura y z la
coordenada longitudinal, como se muestra en la figura 3.7.

3.3 propagación de la luz en fibra al estrecharse

Si bien formalmente las soluciones en las regiones de transición y du-
rante el proceso de estiramiento deben considerar un medio con tres
capas (núcleo, recubrimiento y medio externo),[82, 83] podemos hacer una
generalización en el comportamiento del campo durante el proceso de
estirado en el cual inicialmente es válida la solución débilmente guiada,

9 Si bien existen diversas formas para calentar la fibra,[78] en este trabajo se optó por el
barrido de llama[79, 80] dada la facilidad de implementación, disponibilidad y experiencia
que se tiene en ella en trabajos previos.[81]
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para después pasar a un comportamiento fuertemente guiado. Este tipo
de soluciones son las que consideramos en el proceso de estirado, cuyo
análisis nos permite monitorear al mismo, para ello primero definiremos
cantidades que nos serán útiles a este fin.

longitud de abatimiento Sean dos modos con constantes de pro-
pagación βx y βy, estos intercambian potencia de forma periódica cada
longitud de abatimiento, dada por[40, 84]

LB =
2π

|βx −βy|
, Longitud de

abatimiento
(3.15)

su inverso, νβ = L−1B , se conoce como frecuencia espacial de abatimiento.
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Figura 3.8: La figura a) indica el perfil de radios de una fibra estrechada respecto
a la longitud de esta. En b) se muestra para varias combinaciones
de modos el parámetro de frecuencia de abatimiento respecto a la
longitud de la fibra, nótese cómo algunas combinaciones de modos
sobreviven en la cintura de la fibra, mientras que otras se eliminan en
cuanto alguno de los modos que baten llega a su condición de corte.

Notemos de la figura 3.8, obtenida de simular el análisis de algunos
resultados mostrados en [85], que para el perfil de la fibra adelgazada
planteado en estos, solo ciertas combinaciones de modos sobreviven a la
transmisión a través de su cintura. Si las líneas se cortan en algún radio, es
porque a partir de ese punto alguno de los modos de dicha combinación
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han alcanzado la condición de corte y no puede seguir transmitiéndose en
radios inferiores.10

ángulo de estrechamiento El ángulo Ωt dado entre el perfil del
taper y la horizontal como se muestra en la figura 3.7. Este ángulo tiene
una longitud asociada, tal que

Lt =
R

tan(Ωt)
, (3.16)

con R el radio de la fibra al ángulo Ωt.

frecuencia angular espacial Sean dos modos con constantes de
propagación dependientes del radio βx(r) y βy(r), donde r = r(z), con z
la coordenada longitudinal sobre las regiones de transición; la fase relativa
acumulada se puede escribir como[86]

Φxy(L) = 2

(∫L/2
0

∆βxy(r(z))dz+∆βxy(rw)Lw

)
; (3.17)

así la frecuencia angular espacial queda como la derivada de Φxy respecto
de L

Frecuencia angular
espacial

Kxy =
dΦxy

dL
= ∆βxy −

rw

2

d
dr
∆βxy

∣∣∣∣
rw

, (3.18)

donde rw es el ancho local de la cintura en el proceso de estirado.
Si la fibra óptica es estirada con una velocidad constante vx, el perfil de

radios en el tiempo está dado por11

rw(t) = r0e
−vxt
2L0 , (3.19)

que puede incorporarse en (3.18) para obtener Kxy como función del
tiempo. La expresión (3.18) se puede normalizar al multiplicar por el
factor λ/(2π), lo que da la frecuencia espacial normalizada. Esta frecuencia
se puede obtener de un espectrograma al realizar una transformada de
Fourier a corto tiempo sobre la señal de potencia transmitida durante el
proceso de estiramiento.[84, 86, 87] Por completez, en el Apéndice E se
coloca una pequeña introducción a este tipo de análisis de señales.

10 Mediciones directas de este valor se pueden obtener con las técnicas expuestas en la
referencia [85].

11 Las demostraciones de las fórmulas (3.14) y (3.19) se encuentran en el Apéndice D.
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3.3.1 Condiciones de adiabaticidad

Cuando LB � Lt se dice que la conversión entre modos es adiabática,
esto es análogo a decir que[84]

Ωc � Ωt, Para dos modos con
ctes. de propagación
βx y βy, con longitud
de abatimiento LB,

LB =
R

tan(Ωc)

(3.20)

teniendo como límite superior a la igualdad. Como se muestra en la figura
3.9, para cada ángulo críticoΩc (líneas continuas) de cierta combinación de
modos, siempre que este sea mayor al ángulo de la fibra (línea punteada),
la conversión entre modos se dará casi sin pérdida de potencia.
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Figura 3.9: Se indica en a) al perfil de radios respecto de la longitud en la zona
de transición de una fibra óptica estrechada. En b) se muestra a los
ángulos críticos calculados para diferentes combinaciones de modos
comparados con el ángulo de la fibra en la misma región.

Estudiadas ya las soluciones de campo electromagnético en fibras óp-
ticas estrechadas y microcavidades esféricas, pasaremos a estudiar la
interacción entre ellas en el siguiente capítulo, en particular a lo referente
al acoplamiento del campo electromagnético entre estos sistemas.
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Se presenta ahora el problema de cómo conjuntar las soluciones que ya
tenemos para la esfera y la fibra, en otras palabras, cómo los modos de
ambos sistemas se acoplan tanto desde la fibra a la esfera y en viceversa,
esto se puede lograr con el modelo de modos acoplados.

4.1 teoría de modos acoplados

La teoría de modos acoplados es un modelo que nos permite cuantificar
el acoplamiento de modos entre guías ópticas, suponiendo que ambos
son perturbados de forma mínima, i.e. que cambian poco su distribución
geométrica al interactuar. La relación de reciprocidad de modos a lo largo
de un infinitesimal recorrido en la dirección de propagación x está dada
por,23

∂

∂x

∫∫
(E1×H∗2+E∗2×H1 · x̂)dydz = iω(ε1−ε2)

∫∫
E∗2 ·E1 dydz, (4.1)

donde E1,2 y H1,2 son los campos eléctrico y magnético, respectivamente,
de los modos 1 y 2, ω la frecuencia angular de la luz, ε0 la permitividad
eléctrica del vacío, y n1,2 el índice de refracción que ven cada uno de los
modos. Esta relación implica que el flujo de potencia neta entre dos guías
de onda ideales es simétrico.[67]

Veamos que la ecuación (4.1) podemos escribirla de una forma más con-
veniente, para ello antes de continuar consideremos la siguiente expresión
para el producto vectorial

(a + b)× (c + d) = (a× c) + (a× d) + (b× c) + (b× d), (4.2)

supongamos que escribimos vectores A y B en términos de sus compo-
nentes longitudinales y transversales At,l y Bt,l, así mediante la relación
anterior, y dada la dirección longitudinal l̂

(At+Al)× (Bt+Bl) = (At×Bt)+ (At×Bl)+ (Bt×Al)+ (Al×Bl),

1 Las demostraciones pertinentes a este capítulo se encuentran en el Apéndice C, se reco-
mienda encarecidamente revisarlas.

2 Ver la Sección C.1 para ver la deducción de esta fórmula.
3 En general se tendrá que ε1,2 = ε1,2(x,y), es decir, se prevé la existencia de un perfil de

permitividades del medio, mas en nuestro caso tenemos un perfil de índices de refracción
escalonado, con lo que podremos sacar de la integral como una constante a estos valores,
si bien en general esto no es cierto, por ejemplo, en guías ópticas de índice graduado
(«graded index» en inglés) que poseen un perfil dieléctrico distinto al escalonado.
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Figura 4.1: Representación gráfica de las orientaciones tanto de la esfera como de
la fibra que se emplearon para los cálculos, respecto a los ejes cartesia-
nos. Se aclara que para la fibra la dirección de propagación se cambia
a la dirección x por comodidad en el cálculo. La representación aquí
mostrada no está a escala del sistema empleado en el experimento.

donde el último término es cero pues Al ‖ Bl, si además la anterior
relación la proyectamos en l̂, el único término que sobrevive del lado
derecho es el primero, ya que (At×Bl) ⊥ l y (Al×Bt) ⊥ l̂, así((

At + Al
)
×
(
Bt + Bl

))
· l̂ =

(
At×Bt

)
· l̂. (4.3)

Por otra parte

(At + Al) ·Bt + Bl = At ·Bt + At ·Bl︸ ︷︷ ︸
=0

+Al ·Bt︸ ︷︷ ︸
=0

+Al ·Bl,

= At ·Bt + Al ·Bl, (4.4)
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y con esto podemos reescribir (4.1) por (4.3) y (4.4) como

∂

∂x

∫∫ (
Er1×Ht∗2 + Et∗2 ×Ht1

)
· x̂dydz = iω

∫∫
(ε1−ε2)

(
Et
1 · Et∗

2 + El1 · El∗2
)
dydz.

(4.5)

Supongamos que perturbamos el modo de una guía a en presencia de
otra guía b, esto lo hacemos suponiendo que4

ε1 = ε,

ε2 = εa,

y las componentes de campo transversales

Et1 = a(x)E
t
a(y, z) + b(x)Etb(y, z),

Ht1 = a(x)H
t
a(y, z) + b(x)Htb(y, z);

y las longitudinales si consideramos una propagación en dirección x, con
lo que podemos camiar el superíndice l por x, así5

Ex1 = a(x)
εa

ε
Exa(y, z) + b(x)

εa

ε
Exb(y, z),

Hx1 = a(x)Hxa(y, z) + b(x)Hxb(y, z);

donde a(x) y b(z) son amplitudes de los modos de las guías a y b en
función de la coordenada de propagación. Ahora al campo de la guía
perturbada la expresamos con la fase adquirida en x

E2 = Ea(y, z)e−iβax =
(
Eta + Exa

)
e−iβax,

H2 = Ha(y, z)e−iβax =
(
Hta + Hxa

)
e−iβax.

Lo que suponemos ahora para es una perturbación sobre la guía b en
presencia de la guía a, lo hacemos considerando

ε1 = ε,

ε2 = εb,

y que las componentes del campo transversales son las mismas que el caso
anterior, pero que ahora las longitudinales están dadas por

E2 = Eb(y, z)e−iβbx =
(
Etb + Exb

)
e−iβbx,

H2 = Hb(y, z)e−iβbx =
(
Htb + Hxb

)
e−iβbx.

4 Lo que haremos es suponer primero una guía a perturbada, pero sin que lo esté la otra guía
b, luego suponemos la perturbación sobre b, sin que se perturbe a, y al final juntaremos
las soluciones.

5 Dependiendo de cuál sea nuestro sistema coordenado, emplearemos otra coordenada,
por ejemplo para esferas la coordenada de propagación longitudinal será en dirección ϕ,
mientras que para la fibra la coordenada longitudinal será x.
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Al combinar estas soluciones en la ecuación (4.1) llegamos a una expre-
sión del tipo6

κba − κab =
1

2
(Cab(x) +Cba(x))(βb −βa), (4.6)

donde

Cab(x) =
1

2

∫∫ (
Etb×Ht∗a

)
· x̂dydz, (4.7)

y

κab =
ω

4

∫∫
(ε− εb)

(
Etb · Et∗a +

εa

ε
ExbE

x∗
a

)
dydz, (4.8)

estos valores se conocen como coeficientes de acoplamiento; el primero
se asocia al probabilidad de un fotón de saltar desde una guía a otra y el
segundo con la energía asociada al traslape de modos.[67] Si queremos
además considerar en el coeficiente de acoplamiento tanto el empate de
fases y el traslape entre los modos, esto lo conseguimos al integrar en la
coordenada de propagación de la guía que estemos empleando

κ̃pq =

∫
κpqe

i(βq−βp)x dx, (4.9)

que llamaremos intensidad de traslape.

4.2 acoplamiento fibra-esfera y esfera-fibra

Para cada uno de estos acoplamientos lo más indicado es hacer las
operaciones en el sistema natural de coordenadas propio de cada guía;
ya que esto permite una identificación rápida de los elementos trans-
versales y longitudinales de los campos. Lo que sí es un hecho, es que
inevitablemente se deberán escribir campos con coordenadas esféricas en
cilíndricas y viceversa, además de calcular los campos con las traslaciones
necesarias para que representen cabalmente lo que sucede en la realidad
y las operaciones se realicen con éxito. Un ejemplo del comportamiento
de los campos en el sistema compuesto para ejecutar el cálculo de las
constantes que interesarán en esta sección lo podemos ver en la figura 4.2.
Además consideraremos los campos normalizados a través de la siguiente
ecuación[88]

1 =
1

2
N2f(s)

ε0
µ0

∫∫
nf(s)‖E‖2f(s) dydz, (4.10)

donde el subíndice f(s) se refiere a seleccionar la normalización para
la fibra f o la esfera s. Consideramos de aquí en adelante al término

6 Ver la demostración completa en la Subsección C.1.1
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de diferencia de fase como ∆β = βs − βf. Nf(s) es una constante de
normalización del campo de la fibra o esfera, según corresponda, y que se
puede obtener de

1 =
1

2
N2f(s)

√
ε0
µ0

∫∫
nf(s)(x,y)|E|2f(s)dxdy
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Figura 4.2: Ejemplo del campo esperado en un sistema de fibra y esfera correc-
tamente colocados, para una esfera de 50µm, longitud de onda a
1.550µm, y radio de fibra de 5.0µm. El modo de la esfera es TE fun-
damental y el de la fibra es el HE21 rotado π/3 radianes. (a) y (b)
representan la vista longitudinal de la norma de su parte imaginaria
y sus respectivas componentes vectoriales. (c) y (d) lo mismo pero en
vista transversal.

4.2.1 Acoplamiento fibra-esfera

A partir de las ecuaciones (4.8) y (4.9), el cálculo se deberá realizar en
coordenadas esféricas (r, θ,ϕ) y la integración sobre el volumen de la
esfera Vs, haciendo las sustituciones sobre las constantes de permitividad
y sustituyéndolas por expresiones que involucren al perfil de índices de
refracción que en nuestro caso es escalonado, ie. seguiremos el perfil de
índices de refracción propio de una fibra óptica fuertemente guiada. Así
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se puede obtener la siguiente fórmula para la intensidad de acoplamiento
desde una fibra a una esfera,

κ̃sf =
ωε0
4

(
n2s −n

2
o

)
NfNs

∫∫∫
Vs

(
Etf · Et∗s + Eϕf E

ϕ∗
s

)
e−i∆βrϕr2 sin(θ)drdθdϕ.

(4.11)

4.2.2 Acoplamiento esfera-fibra

Análogamente al caso anterior y de las mismas ecuaciones y considera-
ciones, salvo que ahora integramos sobre el volumen de la fibra Vf y por
lo tanto en coordenadas polares cilíndricas, podemos obtener la fórmula
para la intensidad de acoplamiento ahora desde una esfera a una fibra,

κ̃fs =
ωε0
4

(
n2f −n

2
o

)
NfNs

∫∫∫
Vf

(
Ets · Et∗f + ExsE

x∗
f

)
ei∆βzr dr dθ,dx.

(4.12)

Cabe aclarar que en cada una de las integrales anteriores si bien se
indica que ha de integrarse sobre todo el volumen de una guía, es poco
usual que eso sea necesario para encontrar que la integral converge puesto
que volumen de interacción entre las guías es típicamente pequeño lo que
hace suficiente realizar la integral solo en una región significativa. Si bien
hay que considerar, que como se muestra en la Sección B.1 el volumen de
los modos es distinto según su índice.7

4.3 sobre la utilidad de la constante de acoplamiento

Una aplicación más o menos directa de la constante de acoplamiento
es en el cálculo de las dimensiones ideales de la fibra para el óptimo
acoplamiento hacia y desde la esfera a un determinado modo de esta
última. También se pude estimar el distanciamiento óptimo de las guías,
sin embargo, no se explorarán estos resultados en el texto, puesto que
el problema que nos atañe, relativo a cómo se realizó el experimento, es
el caso en que tanto la guía óptica como la cavidad están en contacto.
Como se aprecia en las figuras 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6 el máximo de cada pico se
asocia al radio óptimo de fibra para que un determinado modo en fibra
acople al modo fundamental en la esfera, es decir, aquel con diferencia
de índices |l−m| = ∆lm igual a cero y s = 1. Hay que notar que cada
curva alcanza distintos valores máximos según el tipo de acoplamiento

7 En este trabajo se estima el volumen sobre el cual se realizan las integrales, haciendo una
evaluación del integrando sobre cada coordenada y estimando las cotas de integración
cuando la evaluación del integrando alcanza un valor del orden de 1.0× 10−10.
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estudiado (fibra-esfera o viceversa), lo que sugiere que no siempre existe
un acoplamiento simétrico entre la guía de onda y la cavidad. También de
resaltar es el hecho que una condición de empate de fases ∆β = 0 entre las
guías ópticas, no es una condición de acoplamiento máximo (aunque sí de
acoplamiento simétrico como se aprecia de (4.6)). Además, el radio óptimo
resulta siempre menor al que cumple el empate de las fases, lo cual tiene
sentido si no solo la fase juega un papel en el acoplamiento sino también
la geometría del modo, en este sentido, la disminución del radio de la
fibra permite que exista una mayor proporción de campo evanescente que
pueda interactuar con el campo de la esfera, aunque en algún momento
llega a ganar el término de fase y el acoplamiento disminuye a causa de
la creciente diferencia de estas. Si bien en el estudio de las simulaciones
presentadas en las figuras 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6, no se encuentra una relación
entre el ∆β correspondiente al punto de máximo acoplamiento, al menos
para los modos en estas figuras presentadas, se observa que el radio donde
se cumple que ∆β = 0, es aproximadamente 1.15 veces mayor al radio de
acoplamiento máximo.
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Figura 4.3: Valor de |κ̃sf|
2 para diferentes modos y radios de fibra rf con luz

a 1550 nm de longitud de onda y radio de la esfera de 300 µm. Se
indica con una línea continua para el modo TE de la esfera y una
punteada para el modo TM. Las líneas más claras indican el valor de
la función en la condición de empate de fases entre la esfera y la fibra;
véase que la condición de acoplamiento óptima no se logra en estas
circunstancias. El modo en esfera, para este caso es el fundamental,
∆lm = 0 y s = 0.
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Figura 4.4: Valor de |κ̃fs|
2 para diferentes modos y radios de fibra rf con luz

a 1550 nm de longitud de onda y radio de la esfera de 300 µm. Se
indica con una línea continua para el modo TE de la esfera y una
punteada para el modo TM. Las líneas más claras indican el valor de
la función en la condición de empate de fases entre la esfera y la fibra;
véase que la condición de acoplamiento óptima no se logra en estas
circunstancias. El modo en esfera, para este caso es el fundamental,
∆lm = 0 y s = 0.
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Figura 4.5: Valor de |κ̃sf|
2 para una esfera en modo TE vs. el radio de fibra rf con

luz a 1550 nm de longitud de onda y radio de la esfera de 300 µm,
se indica en la gráfica el modo de fibra correspondiente. Las líneas
más claras indican el valor de la función en la condición de empate de
fases entre la esfera y fibra; véase que la condición de acoplamiento
óptima no se logra en estas circunstancias. El modo en esfera, para
caso este es el fundamental, ∆lm = 0 y s = 0.
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Figura 4.6: Valor de |κ̃sf|
2 para una esfera en modo TM vs. el radio de fibra rf

con luz a 1550 nm de longitud de onda y radio de la esfera de 300 µm,
se indica en la gráfica el modo de fibra correspondiente. Las líneas
más claras indican el valor de la función en la condición de empate de
fases entre la esfera y fibra; véase que la condición de acoplamiento
óptima no se logra en estas circunstancias. Apréciese como el modo
TE01 no acopla con modos TM. El modo en esfera, para este caso es
el fundamental, ∆lm = 0 y s = 0.

Por otra parte, el cálculo de esta constante es útil para predecir el valor
del factor de calidad Q de la microesfera ya que está dado por[67, 89]

neffs =
mλ

rsπ
,

= βs
λ

π

Q =
4πrsneffs
λTfs

,

=
4πrsneffs

λ|κ̃fs|
2

,

=
2mπ

|κ̃fs|
2

.

Por otra parte el factor de calidad como también puede ser aproximado
en términos del tiempo de vida de un haz dentro de la cavidad como[62]

Q = ωTRNv,

= ωoTR
Te

TR
,

= ωoTe,

donde TR es el tiempo de revolución de un haz en la cavidad, Nv el
número de vueltas hasta que la intensidad llega a un valor 1/e de su valor
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original y Te el tiempo en que llega la intensidad al valor 1/e de su valor
original. Si consideramos una estadística de tiempo de vida en la cavidad
de tipo gaussiana, tendremos que el tiempo de vida medio de un fotón en
la cavidad estará dado por

T 1
2
=
m
√
2 ln(2)

ν|κ̃fs|
2

. (4.13)

Habiendo estudiado el sistema microesfera-fibra, pasaremos a estudiar
el mecanismo de generación de parejas de fotones en cavidades esféricas.
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M E Z C L A D O E S P O N TÁ N E O D E C UAT R O O N D A S

5.1 óptica no lineal

El Mezclado de Cuatro Ondas1 pertenece a la familia de los fenóme-
nos ópticos no lineales; estos fenómenos a diferencia de los lineales, no
cumplen con el principio de superposición, es decir, la combinación lineal
de soluciones a las ecuaciones de campo no son necesariamente solución.
Este comportamiento en las soluciones de campo no se aprecia sino hasta
intensidades de campo muy altas, ya que los términos no lineales de las
soluciones son pequeños, por lo que normalmente no los observamos.2

La no linealidad de un medio se expresa en el cambio de sus propiedades
ópticas como función de la intensidad de la luz que lo atraviesa o al hacer
incidir una o más ondas de luz. Se pueden diferenciar dos tipos de no
linealidades

intrínsecas : Violaciones al principio de superposición que surgen
de respuestas no lineales de moléculas individuales o de celdas unitarias
a dos o más ondas. Se pueden presentar incluso para un mismo haz,
pues este se puede representar como la suma de haces con la misma
polarización, frecuencia y dirección.[92]

extrínsecas : Cambio en las propiedades ópticas relacionado con una
modificación en la composición del medio resultando en la absorción o
emisión de luz. Los cambios se pueden deber al cambio relativo en las
poblaciones de los estados excitados y basales o en el número de electrones
ópticamente efectivos. El historial de exposición así como la intensidad
instantánea a la que es sometido el medio determina su comportamiento
óptico.[92]

Este comportamiento no lineal surge de la respuesta anarmónica de
los electrones de enlace del material al campo electromagnético de la
onda. Esta respuesta se caracteriza mediante la dependencia del momento

1 Identificado por las siglas en inglés de Four Wave Mixing (FWM).
2 Nos referimos a condiciones típicas a aquellas que experimentamos diariamente, y que

son útiles en la descripción geométrica de la luz, o en la descripción propia de la óptica
física (donde ya es importante considerar la polarización, la longitud de onda y el tamaño
de los medios con lo que la luz interactúa), pero donde el papel de la intensidad de la luz
no es relevante.[90, 91]

45
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dipolar por unidad de volumen o polarización3 P, respecto al campo
eléctrico E, en general se tiene[40, 92]

P = ε0

(
χ(1) · E +χ(2) .. EE +χ(3) ... EEE + · · ·

)
, (5.1)

con ε0 la permitividad eléctrica del vacío y χ(j) la susceptibilidad
eléctrica del medio de j-ésimo orden y es un tensor de rango j+ 1.4

El índice del término j para χ en la ecuación (5.1) se asocia al orden de
interacción del campo, así j igual a 1 se asocia a las interacciones lineales5,
j igual a 2 a fenómenos ópticos de segundo orden como la generación de
segundo armónico, j igual a 3 a procesos ópticos de tercer orden como la
generación de tercer armónico y FWM.

Para materia condensada, los términos de la susceptibilidad eléctrica
son de los siguientes órdenes[41]

χ(1) = 1,

χ(2) = 1.94× 10−12
m

V
,

χ(3) = 3.78× 10−24
m2

V2
,

de ahí que necesitemos campos muy intensos para observar una respuesta
no lineal. Sin embargo, hay que recordar que al ser χ una cantidad tenso-
rial, la descripción meramente escalar del problema no es suficiente, pues
la respuesta dependerá de la orientación del campo eléctrico como de las
condiciones internas del material. Por ejemplo, la respuesta de segundo
orden sucede en medios cristalinos sin centrosimetría, mientras que a
tercer orden el medio puede o no ser isotrópico.[41]6

Por otra parte, el proceso puede darse de forma paramétrica o no
paramétrica. Los procesos paramétricos son aquellos donde los estados
cuánticos iniciales y finales del sistema son idénticos y donde las suscep-
tibilidades eléctricas pueden escribirse como números reales. Preservan
además la energía de los fotones que participan en el proceso, por lo que
no hay transferencia de la misma al medio, por otra parte, las poblaciones

3 También conocida como «polarización inducida», se usará uno u otro término en este texto
a fin de diferenciar el otro significado de polarización que se emplea en electromagnetismo
y que refiere a la dirección de oscilación de los campos.

4 Cabe mencionar que cada término E de la ecuación (5.1) puede tener una distinta longitud
de onda, pues podemos expresar a cualquier campo eléctrico incidente como la suma
de ondas monocromáticas, para ello se recomienda el estudio de las ecuaciones de onda
acopladas; para estos fines resultan convenientes las fuentes [41, 93, 94].

5 O mejor dicho a la óptica lineal.
6 La observación de fenómenos a segundo orden en medios anisotrópicos es posible, pero

de muy baja intensidad, ya que el efecto cuadrupolar y de dipolo magnético presentan
una tasa de conversión muy baja. [40]
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electrónicas que median el proceso son removidas de su estado basal a
uno virtual en un tiempo del orden  h/δE con δE la diferencia de energía
entre el nivel virtual y el real más cercano.

Mientras en los procesos no paramétricos, las poblaciones se mueven
entre estados reales, hay transferencia de energía al medio, el valor de
las susceptibilidades pertenecen al campo de los números complejos y no
conservan la forma del estado cuántico.

5.2 mezclado espontáneo de cuatro ondas

El Mezclado Espontáneo de Cuatro Ondas7 es un proceso óptico no
lineal paramétrico de tercer orden, por lo que esta asociado al término a
tercer orden de la ecuación (5.1) para la polarización inducida

PNL = ε0χ
(3) ... EEE. (5.2)

Si consideramos la composición del campo total como la superposición de
cuatro campos,

E =
1

4
x̂
4∑
j=4

Ej exp
(
i(βjz−ωjt)

)
+ c.c.,

donde cada uno de los campo está polarizado en dirección x̂, tienen
frecuencia ωj y cuentan con constante de propagación βj = ñjωj/c con
ñj es índice de refracción del modo en el que viaja el campo j. Al considerar
un mismo eje de polarización para los cuatro campos podemos hacer una
aproximación escalar, así PNL toma la forma

PNL =
1

2
x̂
4∑
j=1

Pj exp
(
i(βjz−ωjt)

)
+ c.c.,

donde los coeficientes Pj se calculan a través del producto de las normas
de los campos eléctricos, en particular el cuarto término de la suma está
dado por

P4 =
3ε0
4
χ
(3)
xxxx

[
| E4 |

2 E4 + 2
(
| E1 |

2 + | E2 |
2 + | E3 |

2
)
E4

+ 2E1E2E3 exp(iθ+) + 2E2E2E3 exp(iθ−) + · · ·
]
,

con

θ+ = (β1 +β2 +β3 −β4)z− (ω1 +ω2 +ω3 −ω4)t,

θ− = (β1 +β2 −β3 −β4)z− (ω1 +ω2 −ω3 −ω4)t.

7 Conocido por las siglas en inglés de Spontaneous Four Wave Mixing (SFWM).
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Los términos θ+ y θ− se asocian a los procesos no lineales de suma y resta
de frecuencias, la eficiencia de esta conversión de frecuencias dependerá
que el desempate las fases de los campos involucrados sea mínimo. Mien-
tras tanto, el FWM sucede al aniquilarse dos fotones incidentes que dan
paso a la creación de otros dos con distintas frecuencias, mas conservando
la energía y momento netos de sus fotones padres, dicho proceso se puede
dar de forma no degenerada o degenerada, que se resumen en las figuras
5.1 y 5.2 respectivamente.

ω1

ω2

ωi

ωs

(a) Esquema energético

χ(3) ωs

ωi

ω1

ω2

(b) Esquema geométrico

Figura 5.1: Diagrama del mezclado de cuatro ondas no degenerado.

ωp

ωp

ωi

ωs

(a) Esquema energético

χ(3) ωs

ωi

ωp

ωp

(b) Esquema geométrico

Figura 5.2: Diagrama del mezclado de cuatro ondas degenerado.

Si observamos el término θ+, notamos que si ω1 = ω2 = ω3(= ω),
luego ω4 = 3ω, esto se conoce como generación de tercer armónico, por
otra parte, θ− se asocia a la aniquilación de dos fotones con frecuencias
ω1 y ω2 que dan origen a otros con frecuencias ω3 y ω4 tales que

ω3 +ω4 = ω1 +ω3.

Además, la condición de empate de fase requiere que ∆k = 0 con

∆k = β3 +β4 −β1 −β2 −NL,

= (ñ3ω3 + ñ4ω4 − ñ1ω1 − ñ2ω2) −NL, (5.3)

donde ñj es el índice de refracción efectivo para la frecuencia ωj y NL un
término de corrección no lineal que más adelante explicaremos.
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Puede suceder que ω1 6= ω2, caso que se conoce como «no degenerado»
y otro en el que ω1 = ω2(= ωp), llamado «degenerado»8, en este último
caso se generan dos fotones simétricamente desplazados desde la frecuen-
cia de bombeo ωp una cantidad conocida como corrimiento espectral Ωs
y que se define como

Ωs = ωp −ω3 = ω4 −ωp.

A la señal de mayor frecuencia respecto de la de bombeo se la conoce como
«Stokes» y a su pareja de menor frecuencia como «anti-Stokes», también
se les llama de forma más común como «señal»9 y «acompañante»10

respectivamente. Al haber conservación de energía se considera al FWM

un proceso paramétrico.

5.3 coeficiente no lineal

El términoNL de la ecuación (5.3) es un elemento de corrección no lineal
que considera la contribución de automodulación de fase11 y modulación
de fase cruzada12 y dicho valor se puede escribir como

NL = 2γP0,

donde P0 es la potencia del haz de bombeo y

γ ≈ n
′
2ωp

cAeff
,

con n2 = 3
8nRe(χ

(3)
xxxx), el índice de refracción no lineal y Aeff el área

efectiva del modo de bombeo. El punto máximo de ganancia paramétrica
para SFWM está dado por

gmáx = γP0 = gp
P0
Aeff

,

con gp = 2πn ′2/λ y n ′2 ≈ 3× 10−2 m2/W donde

Aeff =

(∫∫∞
−∞ |F(x,y)|2 dxdy

)2∫∫∞
−∞ |F(x,y)|4 dxdy

,

con F(x,y) la distribución transversal del campo.

8 La notaciónωp se refiere a que ambos fotones provienen de una señal de bombeo, pumping
en inglés.

9 Del inglés signal, se identifica con una «s».
10 Del inglés idler, se identifica con una «i».
11 Self-Phase Modulation (SPM).
12 Cross-Phase Modulation (XPM).
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Considerando que la potencia de circulación dentro de la cavidad está
dada por[70, 95]

Pcirc =
F

π
P0,

que puede escribirse en términos de Q como

F =Q
λ

neffL

Pcirc =
λp

πneffL
Q,

=
λp

2π2Rneff
Q.

Así

λ =
2πc

ω

2γP0 = 2

(
n ′2ωp
cAeff

)(
λp

2π2Rneff
Q

)
,

=
2n ′2
πAeff

Q

Rneff
.

Recordemos que Q se puede calcular a partir de la constante de acopla-
miento κ̃fs.

5.4 diagrama de empate de fases .

Podemos explorar bajo qué condiciones espectrales esperaríamos ob-
servar fotones generados por SFWM, bajo la salvedad que no considera
aún que cualquiera de estos sean resonantes, al graficar a las soluciones
de la ecuación (5.3) como función de la frecuencia (longitud) de onda
de bombeo y presentar a las soluciones en términos de la frecuencia de
desintonización Ω.

El cálculo más sencillo que podemos hacer es suponer que todos los
fotones están copolarizados, es decir están todos en modo TE o TM, y que
se encuentran en la misma familia de modos radiales y azimutales. Se
puede además variar el valor del término no lineal 2γP0 y explorar cómo
se comporta la frecuencia de desintonización entre los fotones s e i. Todo
esto se muestra en las gráficas 5.3 y 5.4

Para una microcavidad esférica de sílice fundida de 160 µm de radio
el comportamiento de la condición de empate de fases es que se muestra
en las figuras 5.3 y 5.4, al aumentar el valor del término no lineal, se
incrementa la separación espectral entre los fotones señal y acompañante,
mientras que al incrementar el orden radial (índice s) se disminuye la
frecuencia de cero dispersión, y los fotones generados pasan a separarse
más abruptamente a frecuencias más bajas, puesto que el punto alrededor
del que las curvas de empate de fases se abren abruptamente se relaciona
con la frecuencia de cero dispersión para la esfera.
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Figura 5.3: Curvas de empate de fases para todos los fotones en modo azimutal
fundamental y modos radiales desde el fundamental (s = 1) hasta
el segundo superior (s = 3), para una esfera de 160 µm de radio
y considerando a todos los fotones en modo TE. Nótese como la
separación espectral aumenta rápidamente a partir del punto de cero
dispersión. Se indica el valor del término de corrección no lineal para
cada pareja de fotones generada, indicado con distinto color.

Si por el contrario modificamos en una misma cantidad el orden azi-
mutal (∆lm = l−m), no se observará cambio, ya que toda la familia de
modos para una determinada l están degenerados en frecuencia.

Por otra parte, si consideramos que los fotones de bombeo están contra-
polarizados a los fotones generados no observamos soluciones a la función
de empate de fases. Sin embargo, sí pueden observarse soluciones, que
presentan un comportamiento similar a las presentadas en las figuras 5.3
y 5.4, si existe una pareja complementaria de fotones bombeo y generado
que compartan polarización, por ejemplo, en el caso [TE1, TM2, TEs, TMi],
donde el subíndice indica el fotón asociado. Finalmente, si sólo uno de
los fotones involucrados tiene una polarización distinta a los demás, si
bien se pueden observar soluciones, para el espacio de frecuencias de las
figuras 5.3 y 5.4, estas aparecerían apenas sobre las esquinas izquierdas de
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Figura 5.4: Curvas de empate de fases para todos los fotones en modo azimutal
fundamental y modos radiales desde el fundamental (s = 1) hasta
el segundo superior (s = 3), para una esfera de 160 µm de radio
y considerando a todos los fotones en modo TM. Nótese como la
separación espectral aumenta rápidamente a partir del punto de cero
dispersión. Se indica el valor del término de corrección no lineal para
cada pareja de fotones generada, indicado con distinto color.

dichos espacios de graficación, por lo que en la práctica y al menos para
las condiciones del experimento preparado, no serían observables.

5.5 estado de dos fotones

El estado de dos fotones para Mezclado Espontáneo de Cuatro Ondas
(SFWM), se puede escribir a través de un análisis perturbativo en el tiempo
a primer orden como

|Ψ〉 = |0〉s |0〉i + η
∫∞
−∞ dΩG(Ω) |ωp +Ω〉s |ωp −Ω〉i , (5.4)

donde ωp es la frecuencia de bombeo y las frecuencias señal y acom-
pañante están dadas en términos de la frecuencia de desintonización Ω
por ωs = ωp +Ω y ωi = ωp −Ω respectivamente. G(Ω) es la amplitud
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espectral conjunta13 y η una constante de eficiencia de generación. La
función G puede modelarse como el producto de una función de peine de
frecuencias con su respectiva dependencia funcional f(Ω), multiplicada
por una envolvente F(Ω) (de ancho mayor al de f(Ω)), así

G(Ω) = F(Ω) · f(Ω) ∗ combδΩ(Ω), (5.5)

donde ∗ indica una operación de convolución, y con la función de peine
de Dirac dada por

comb∆(x) =
∞∑

j=−∞ δ(x−∆j).
Así, mediante la transformada de Fourier de G, se puede calcular la

amplitud temporal conjunta14

G̃(T) =

∞∑
j=−∞ f̃

(
1

δΩ
j

)
F̃

(
T −

1

δΩ
j

)
, (5.6)

donde f̃ y F̃ son las transformadas de Fourier de f y F respectivamente.
Con esto, la amplitud temporal conjunta se compone de una función peine
en el tiempo T con picos individuales definidos por F̃(T) y separados cada
1/δΩ, cuya envolvente ahora está dada por f̃(T). Es decir, los roles de F y
f se invierten en el espacio de Fourier, como se esquematiza en la figura
5.5.15

f(Ω)

F(Ω)

δΩ
Ω

f̃(T)

F̃(T)δΩ−1
T

F

Figura 5.5: A la izquierda, ilustración del peine de frecuencias de la función de
amplitud espectral conjunta G(Ω) para parejas de fotones generadas
por SFWM, descrita en términos de la envolvente F(Ω) y la dependen-
cia funcional de cada pico f(Ω). A la derecha, peine en el dominio
temporal, donde se indican los papeles de las funciones F(Ω) y f(Ω)

respecto a sus transformadas F̃(T) y f̃(T).

13 Joint Spectral Amplitude (JSA).
14 Joint Temporal Amplitude (JTA)
15 En este caso el espacio de Fourier es el de tiempos T .
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En el experimento que se expone en el siguiente capítulo, solo se pudie-
ron obtener mediciones de la envolvente de intensidad temporal |f̃(Ω)|2,
puesto que la estructura del peine correspondiente |F̃(Ω)|2 no pudo ser
resuelta. Sin embargo, f se puede obtener de la raíz cuadrada de las
mediciones asumiendo una contribución de fase plana, y mediante una
transformada de Fourier numérica obtener |f(ω)|2, que es el perfil de
intensidad para cada pico del peine de frecuencias. Dicha función repre-
senta el perfil espectral de un único fotón acompañante anunciado por la
detección de su correspondiente fotón señal, todo esto bajo la suposición
que al filtrar espectralmente al modo señal, se hace la selección de un
único modo resonante de la cavidad.
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6.1 fabricación y caracterización de fibra estrechada

La fabricación de fibra óptica estrechada se realizó con una máquina
disponible en el laboratorio que a través de una llama oscilante permite
el calentamiento de una región determinada de la fibra. La amplitud de
oscilación de la llama de oxígeno/butano utilizada, con una relación de
mezcla de gases de 2.6, empata con la longitud de la región de la cintura
esperada; mientras que su velocidad de oscilación permite controlar no
solo a la velocidad de estiramiento sino también al perfil de sus zonas
de transición. La fibra se coloca sobre monturas especiales motorizadas
que se separan a velocidad constante, lo cual junto con el movimiento de
la llama, permite controlar tanto el perfil de las regiones de transición
como la calidad del estirado. Se muestra el proceso de estirado en la figura
6.1. Se fabricaron fibras con un diámetro del cuello de aproximadamente1

1.5 µm, a una rapidez desplazamiento de los motores de 25 mm/min,
una rapidez de oscilación del mechero de 5 mm/seg y una longitud del
cuello de 20 mm. Bajo estos parámetros, la longitud de cada una de las
transiciones fue de 88.45 mm, con lo que la longitud total sumando la
longitud del cuello y las transiciones fue de 19.70 mm.2 La fibra empleada
en todos los casos fue una SFM-28, con un radio de núcleo de 8.2 µm y
125 µm de radio de recubrimiento, con una apertura numérica, NA, entre
el núcleo y su recubrimiento de 0.14 a 1550 nm, según valores reportados
por el fabricante.[96]

La caracterización de la fibra óptica se logra a través de la medición del
perfil longitudinal de la fibra mediante el análisis fotográfico de una serie
de micrografías ópticas tomadas a determinadas posiciones longitudinales,
que mediante el empleo de un software de detección de bordes3 logra
reconstruir su perfil.

1 En nuestra experiencia hemos encontrado que existen variaciones del cuello de ±0.1 µm
respecto a lo que se le solicita a la máquina, esto pensamos es debido al poco aislamiento
atmosférico y mecánico del dispositivo, cuyo montaje es todo menos que ideal, un ejemplo
de condiciones de fabricación más o menos ideales lo podemos encontrar en esta referencia
[80].

2 Más 1.5 cm aproximadamente a los extremos de la fibra, a fin de poderla colocar sobre las
monturas y en el dispositivo de estiramiento.

3 Desarrollado por el autor.

57



58 desarrollo experimental y análisis de resultados

Figura 6.1: Proceso de estrechado realizado la máquina disponible en el labora-
torio, se presenta cómo se va elongando la fibra. Se aprecian como
se separan las monturas durante el estirado, el mechero y la llama
empleados. El tiempo indicado en minutos y segundos desde el inicio
de proceso de estirado

Por otra parte, durante el proceso de estiramiento se transmite luz a 1.550

µm de longitud de onda a una potencia fija y se mide la transmitancia de
la guía durante este proceso; esta señal se emplea no sólo para determinar
la calidad del estirado y así saber si vale la pena usar de fibra en el
experimento, sino que también se analiza a través de un espectrograma
donde se puede obtener información de las frecuencias de abatimiento, lo
que a su vez ofrece datos sobre los modos de transmisión que sobreviven al
proceso de estirado; además se la emplea para supervisar a las condiciones
de adiabaticidad en las zonas transicionales.[84-86]

Un ejemplo de la señal de potencia transmitida lo podemos ver en la
figura 6.2, donde para una transmitancia de alrededor del 97 %, al finalizar
el estiramiento termina con una transmitancia aproximada del 92 %. Pode-
mos apreciar que hay un tiempo en que la señal oscila fuertemente, esto es
debido a que hay energía que transita de un modo a otro, lo cual nos da
información sobre qué modos son los que están batiendo como se muestra
en el espectrograma de esta señal en la figura 6.3. Notemos que en esta
gráfica hay curvas que se cortan de forma abrupta, esto es indicativo que
alguna de las parejas de modos que interactúan ha llegado a su condición
de corte al disminuir el radio, por lo que ya no puede ser transmitido.
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Figura 6.2: Ejemplo de señal de potencia vs. tiempo obtenida durante el proceso
de estirado de una fibra óptica.
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Figura 6.3: En la figura a) se indica la disminución del radio en el tiempo, durante
la fabricación de una fibra con transiciones de perfil exponencial
hasta que alcanza un radio de 1µm. En b) se muestra la evolución
del espectrograma normalizado de la señal de potencia transmitida
durante el proceso de estiramiento para los datos mostrados en la
figura 6.2, las curvas estiman algunas combinaciones de modos que
dan origen a la señal de batido observada, según la fórmula (3.18).
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Por otro lado, se aprecia que al disminuir el radio ya no siguen apare-
ciendo señales de batido, pues se ha alcanzado la condición de transmisión
monomodal en régimen fuertemente guiado, por lo que solo sigue trans-
mitiéndose el modo HE11. 4

6.2 fabricación y caracterización de microesferas

La fabricación de las microesferas se realizó mediante la aplicación
de un arco eléctrico en la punta de una fibra SFM-28, la misma que se
empleó en la fabricación de fibra estrechada. La microesfera se fabricó
con ayuda de una empalmadora de fibra óptica (Fujikura-FSM100P) que
posee la función incorporada para tal fin, además que provee la función
de medición del perfil de la esfera (ver figura 6.4). Con la fibra disponible
y este dispositivo, se pudieron fabricar esferas con diámetros entre 270

µm a 500 µm. El proceso de fabricación si bien está casi completamente
automatizado, requiere del ajuste fino en la rapidez de acercamiento de
la punta de fibra al arco eléctrico y el control del tiempo y potencia del
mismo.

En la figura 6.5, se muestra una micrografía electrónica de una de las
esferas fabricadas, resulta interesante que al menos hasta la amplificación
explorada no se apreciaran irregularidades en la superficie de estas.5

4 Se puede mostrar que el perfil estimado para estas fibras es adiabático para la combinación
de modos presentada en la figura 6.3, hasta el punto en que se cortan las curvas de
frecuencia espacial de abatimiento.

5 La microscopía se realizó con la ayuda del microscopio electrónico del Instituto de Ciencias
Nucleares (ICN) de la Universidad Nacional Autónoma de México (UNAM), no se previó
hacer un recubrimiento de oro a fin de no ocultar, de haber, detalles de las irregularidades
en la superficie. Con el propósito de no dejar cargada la esfera y permitir una buena toma
de imágenes, las esferas fueron colocadas en una cinta adhesiva conductora. Durante
el proceso de toma de imágenes se encontró que, debido a la buena regularidad de la
superficie, el microscopio electrónico tenía dificultades para encontrar el enfoque óptimo
de la imagen a causa de la falta de textura. De ahí que supongamos que de existir
irregularidades estas han de tener dimensiones menores a la resolución observada. No se
exploraron amplificaciones mayores a causa de problemas técnicos en el dispositivo de
adquisición.
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Figura 6.4: Ejemplos de perfiles de diámetros de algunas esferas fabricadas, obte-
nidos de las mediciones de la máquina empalmadora.

Figura 6.5: Esfera de 360 µm de diámetro, fabricada a partir de la punta de una
fibra óptica mediante arco eléctrico.

Hay que destacar que durante el proceso de preparación de la fibra,
que involucra no solo su corte, sino la remoción de la capa de acrílico
protector que se hace mediante una navaja y alcohol isopropílico, quedan
aún residuos que no son apreciables a simple vista, como se aprecia en la
figura 6.6, de ahí que la etapa de limpieza sea crucial.6

6 Esto también es cierto para las fibras óptica estrechadas, pues la existencia de residuos en
la superficie puede llevar desde irregularidades en el perfil de la fibra hasta la rotura de la
misma.
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Figura 6.6: Zona de transición para una micro esfera de 360 µm de diámetro, nó-
tese como cualquier irregularidad e impureza remanente del proceso
de limpieza manual se elimina dando paso a una superficie lisa. El
elemento grande que aparece pegado en la parte superior izquierda
de la imagen es un residuo de la cinta conductora con la que se asió
la esfera.

La esfera fue colocada en una montura diseñada a tal propósito colocada
sobre motores de Physik Instrumente con una resolución de 0.7 nm por
paso, tal que permitieran un ajuste en la posición vertical como horizontal,
la posición de la esfera fue controlada con un par de cámaras a 90

◦ la una
de la otra, a fin de proporcionar referencias para el posicionamiento de la
esfera respecto al taper al que se buscó acoplar en la zona de radio constante
(el radio de la cintura), se procedió primero con un ajuste grueso de la
posición de ambas direcciones de desplazamiento para luego ir acercando
la esfera a la fibra poco a poco hasta que la distancia entre la fibra y la esfera
no fuera discernible con la cámara de control de desplazamiento vertical
que empleaba una cámara Charge-Coupled Device (CCD) y un objetivo 40X.
A partir de ese momento el control de posición se hizo midiendo la
transmitancia de la fibra. Un ejemplo de posicionamiento de la esfera en
su eje horizontal que a la postre era el que nos indicaba la cercanía de la
fibra a su ecuador lo encontramos en la figura 6.7

Para esto, el láser empleado en todo el experimento como bombeo
fue un láser sintonizable (New Focus TLB-6730-P) que posee un rango
espectral de 1550-1630 nm, y un ancho de banda de 200 kHz.7 Este láser
se puede sintonizar de forma oscilante proveyendo al láser de una señal
eléctrica periódica, con lo que se puede lograr un corrimiento desde la

7 Es decir, el ancho de banda de la región de exploración modulada con una señal triangular,
alrededor de los 1550 nm fue de 0.16016 nm.
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Figura 6.7: Ejemplo de las posiciones que cumplían la esfera y la fibra respecto
la una de la otra, esta imagen se tomó con la cámara de control de
posicionamiento horizontal.

una determinada longitud de onda establecida de 10 GHz/V . Este láser
se conectó a unas paletas de control de polarización8 y luego mediante
un conector de férula9 a la sección que posee el estrechamiento la cual
no fue desplazada del dispositivo de fabricación debido a la delicadez
de su naturaleza. La señal se recuperó conectando a la salida de la fibra
con conectores FC a otra fibra, para ser conectada a un fotodiodo rápido
infrarrojo de InGaAs conectado a un osciloscopio.

La señal usada para sintonizar al láser fue dividida para seguir prove-
yendo de señal al fotodiodo rápido conectado al osciloscopio, así se pudo
hacer una correlación entre el voltaje aplicado con la longitud de onda
suministrada a la fibra y esta a su vez con el tiempo registrado para la
señal de transmitancia. Fue así que haciendo un escaneo de las longitudes
de onda centrales del láser, y acercando poco a poco la esfera y modifican-
do la polarización de la onda en la fibra al mover las paletas del PC, se
observó que en algunas longitudes de onda la señal de transmitancia caía,
pues para estas longitudes de onda se había encontrado una resonancia, ya
que la energía asociada a esta longitud de onda estaba siendo capturada
por la microesfera.

El propósito de sintonizar al láser con una señal exterior tuvo dos
fines: el primero fue proporcionar la suficiente resolución en el espectro de
bombeo explorado alrededor de los puntos de resonancia, y el segundo fue
para evitar la presencia de efectos térmicos sobre la esfera que cambiasen
el radio de la misma que, aunque mínimos, son suficientes para sacar

8 Llamada en inglés Polarization Controler (PC).
9 Conocidos en inglés como Ferrule Connector (FC).
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al bombeo de su estado de resonancia. En este sentido, las frecuencias
de la onda triangular suministrada rondaron entre los 5 a 200 MHz,
aunque para todas mediciones presentadas en este trabajo se empleó
una frecuencia de 100 MHz. Así con la obtención de estas señales de
transmitancia se pudo medir el factor de calidad asociado a la esfera en
una determinada resonancia. Ejemplos en las mediciones del factor de
calidad para el bombeo los encontramos en las figuras 6.8, 6.9 y 6.10.

En la figura 6.8, el valor esperado de separación de las posiciones en lon-
gitud de onda de las resonancias observadas (con ε = 1/360± 0.002) según
la fórmula (2.22) es de 4.7±3.3 pm, mucho mayor al observado en dicha
gráfica, este fenómeno podría ser explicado a través de la termalización
de la posición de la resonancia o por la existencia de dispersión retrógra-
da.[97] Por otra parte, la separación en longitud de onda de las resonancias
observadas en la figura 6.10, empleando igualmente a la ecuación (2.22),
se esperaba que fuera de 4.2±3.0 pm,10 dicha medición se realizó sobre
la misma esfera de 360±0.5 µm de diámetro; para esta observación la
medición es muy cercana a valores predichos por dicha relación, por lo
que se podría explicar a través del desdoblamiento de las resonancias
de la misma familia de índice l,11 a causa de emplear una cavidad no
idealmente simétrica.

10 El alto valor de la incertidumbre sucede a causa de la propagación de las incertidumbres
experimentales, en particular, la referente a la resolución de la cámara de la máquina
empalmadora que es de pm 0.5 µm. La incertidumbre se estima como el producto de
la incertidumbre de la excentricidad por la frecuencia angular estimada, convertida a
longitud de onda. La incertidumbre de la excentricidad está dada por ±εdr/ra con ra el
radio mayor.

11 l(= m) = 1031, estimado a partir de la solución de la ecuación de autovalores (2.16), para
la longitud de onda promedio de los picos observados, un diámetro de esfera 360 µm,
asumiendo que el modo observado es fundamental TE.
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Figura 6.8: Ejemplo de las pruebas de caracterización de una microesfera, se
indica el título la longitud de onda central a la que fue sintonizado
el láser, su potencia y la frecuencia de la señal de control. Se ajustan
curvas lorentzianas a las resonancias. Se indican las longitudes de
onda centrales de ambos ajustes y los factores de calidad medidos
para cada resonancia observada. Las líneas naranjas representan el
ancho del pico a la altura media. El radio de la esfera empleado fue
de 360 µm.

Figura 6.9: Ejemplo de prueba de caracterización de una microesfera. Se indica
en el título la longitud de onda central a la que fue sintonizado el
láser, su potencia y la frecuencia de la señal de control. Se indican la
longitud de onda central del ajuste y el factor de calidad observado.
Las líneas naranjas representan el ancho del pico a la altura media. El
radio de la esfera empleado fue de 360 µm. Si bien se aprecia en los
datos experimentales la aparición de un posible doblete, este podría
ser generado por la termalización de la posición espectral del pozo de
resonancia.
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Figura 6.10: Ejemplo de las pruebas de caracterización de una microesfera, se
indica el título la longitud de onda central a la que fue sintonizado
el láser, su potencia y la frecuencia de la señal de control. Se ajustan
curvas lorentzianas a las resonancias. Se indican las longitudes de
onda centrales de ambos ajustes y los factores de calidad medidos
para cada resonancia observada. Las líneas naranjas representan el
ancho del pico a la altura media. El radio de la esfera empleado fue
de 360 µm. Se mide una ∆λ = 0.9389 ± 0.0393 pm.

Además, se observó que a partir de los 50 Hz comienza a aparecer un
fenómeno conocido como ringing o «tañido», que es causado cuando un
haz resonante que no se disipó completamente de la cavidad en un ciclo de
exploración de frecuencias, se encuentra con otro excitado por el siguiente
ciclo de sintonización, esto provoca el batido de ambos, pues hay que
recordar que el ancho espectral de las resonancias no es nulo y luego hay
componentes espectrales que dan lugar a un batido por interferencia entre
las señales. El comportamiento típico de esta señal semeja a un oscilador
forzado del lado derecho de la señal mostrada en la figura 6.11, y que se
hace patente en las oscilaciones que suben más allá del valor unitario de
la transmitancia.
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Figura 6.11: Ejemplo de señal de resonancia que presenta ringing, se indica el
título la longitud de onda central a la que fue sintonizado el láser, su
potencia y la frecuencia de la señal de control.

También se ha de mencionar que el láser se colocó en este proceso de
acoplamiento una potencia fija12 menor a 10 mW. Fue así que teniendo
todo este sistema preparado se pudo pasar a la detección de fotones, cosa
que será discutida en la siguiente sección.

12 No es trivial el seleccionar una potencia baja, sobre todo al comenzar a montar la esfera,
pues si se hiciera de golpe con una potencia muy alta, podemos llegar a saturar nuestros
sensores de detección además de romper a la fibra óptica a causa de un choque térmico.
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6.3 generación y detección de fotones

El arreglo experimental se muestra en la figura 6.12. Debido a la presen-
cia de frecuencias parásitas en el espectro del láser este tuvo que ser filtrado
con un multiplexador de divisor de onda13, pasó luego a un amplificador
de fibra dopada con erbio14 para volver a ser filtrado. Contamos para ello
con dos filtros WDM que diferenciamos por el ancho de banda que nos
ofrecen, un filtro grueso (Coarse Wavelength Division Multiplexing (CWDM))
cuyos canales de transmisión están separados cada 20 nm y tienen un
ancho a la altura media de 22 nm, lo que hace que estos se traslapen, y
uno denso (Dense Wavelength Division Multiplexing (DWDM)) con canales15

separados cada 0.8 nm y un ancho de banda a la altura media de 0.47

nm, cubriendo las longitudes de onda desde los 1529.65 nm a los 1560.61

nm.16

La amplificación intermedia tiene el fin de compensar la energía perdida
en el primer filtrado con CWDM y también para que compense las pérdidas
que se generan en el segundo filtrado del primer DWDM. La potencia
usada en este experimento durante las mediciones fue siempre menor
a los 7 mW, aunque el EDFA con una amplificación de 24 dB deja una
disponibilidad de potencia de hasta 40 mW.

La luz posteriormente pasa a unas paletas de control de polarización
(PC), para luego ser acoplada a la fibra estrechada con la esfera ya prepara-
da como se describió en la sección anterior. La luz se encausa ahora a un
CWDM que no solo filtre al bombeo del láser, sino que haga el filtrado de
los fotones señal (λs < λp) y acompañante (λi > λp), así los primeros se
extraen del canal centrado a 1530 nm y los segundos del canal centrado
a 1570 nm. A fin de observar la señal de SFWM entre estas dos señales se
juntaron en una sola fibra empleando un divisor de haz 50:50 y se conectó
una de sus salidas a un espectrómetro de rejilla con una cámara de CCD
de InGaAs (Andor Idus) como sensor, con lo que se pudo obtener una

13 Lo identificaremos con las siglas inglesas de Wavelength Division Multiplexing (WDM).
14 Lo identificaremos con las siglas inglesas de Erbium Doped Fiber Amplifier (EDFA).
15 Estos canales de transmisión DWDM son estándar en aplicaciones de telecomunicaciones

y cada canal está separado cada 10 GHz, así el canal 1 corresponde a 190.10 THz, el 2 a
190.20 THz y así sucesivamente hasta el canal 79.5 que está centrado en 197.95 THz (el
canal máximo puede ser distinto según el fabricante del dispositivo). Por otra parte los
canales CWDM se identifican por la longitud de onda central, están separados cada 20 nm

y comienzan desde los 1271 nm hasta los 1611 nm. Se pueden encontrar en línea tablas
con los valores centrales de frecuencia o longitud de onda; no se aventura a poner una
referencia explícita a alguna de estas tablas debido a su amplia disponibilidad en línea, y
a riesgo que la que sea aquí citada no pueda hallarse en línea larga data.

16 Si comparamos el ancho espectral de región de exploración del láser, con la del ancho del
canal, este último es aproximadamente 2.38 veces más ancho que la región cubierta por el
láser. La amplitud de la señal triangular suministrada al láser fue de 1 V , lo que representa
200 pm de ancho de banda explorado.
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señal como la mostrada en la figura 6.13 donde se observan tres picos que

Figura 6.13: (a) Espectro de SFWM que consta de picos en la señal en longitudes de
onda que conservan energía, cada uno de los colores de sombreado
corresponden a los canales del CWDM, de los que se incluyen sus
curvas de transmisión. Se indica además un pequeño esquema del
montaje experimental empleado a la salida del segundo CWDM (ver
figura 6.12). (b) Picos de emisión individuales para fotones acom-
pañantes (λi < λp), referenciados según el ancho de banda de los
canales DWDM, se incluye la curva de transmisión correspondiente.

conservan energía según lo esperado para el SFWM.1718 Para el esquema
de detección de fotones se elimina al divisor de haz de la salida del CWDM

ahora que se conoce dónde ocurre la emisión de SFWM, para esto prime-
ro se seleccionó a alguna de las parejas de picos detectadas; a causa de
la inexistencia de filtros DWDM19 para los fotones i estos se discriminan
mediante un monocromador MC configurado de tal manera que los filtra
según lo previsto por la condición de energía del SFWM, cuyos fotones
pareja s son filtrados por un determinado canal en el DWDM.

Para supervisar el proceso de generación ya filtrado, las señales prove-
nientes del DWDM y del monocromador son mezcladas nuevamente con

17 Ver Capítulo 5.
18 En el acercamiento para los fotones acompañantes se aprecia un cuarto pico sobre el canal

53, pero tan débil que su pareja señal no fue detectada por la cámara InGaAs.
19 Los fotones siguen saliendo de canales distintos del CWDM y se requiere una postselección.
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un divisor de haz 50:50 y una de sus salidas se manda al espectrómetro
con cámara CCD ya antes mencionado. El espectro ahora obtenido tiene la
forma mostrada en la figura 6.14(b).

Figura 6.14: (a) Esquema del montaje para la obtención de resultados de las
figuras (b) y (c). (b) Aislamiento de los picos más altos que conservan
energía, obtenidos de filtrar al fotón señal con un canal DWDM y al
fotón acompañante con la rejilla del monocromador, la señal filtrada
es la mostrada en la figura 6.13. (c) Flujo integrado de SFWM para
fotones señal como función de la potencia de bombeo, junto con un
ajuste cuadrático. d) Esquema experimental para la obtención de
los resultados de las figuras (e) y (f). (e) Cuentas en coincidencia
entre los fotones señal y acompañante como función del retraso de
arribo, se observa un pico bien definido, junto con un acercamiento
al mismo. (f) Figura similar a la del panel (e) pero incorporando un
retraso de 12.8 km de longitud.

Se hace ahora la verificación del comportamiento del número de cuentas
registradas por la cámara CCD respecto de la potencia, y el resultado es un
comportamiento cuadrático respecto de la potencia aplicada, como cabe
esperar en el SFWM [42] y que se muestra en la figura 6.14(c).

Se elimina ahora el divisor de haz que mezclaba los fotones s e i, y
las fibras que los guían ahora se conectan cada una a un fotodiodo de
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avalancha20 de InGaAs (IDQuantique ID230) de funcionamiento de libre.21

Los pulsos electrónicos de los APD se mandan a un registrador digital de
tiempos (IDQuantique ID800) lo que permitió registrar la diferencia en
tiempos de arribo, la señal detectada se muestra en las figuras 6.14(e) y
6.14(f)

La medición mostrada en la figura 6.14(e) es la distribución en tiempos
de arribo del fotón acompañante espectralmente determinado y condicio-
nado a la detección de un fotón señal seleccionado de un particular canal
de DWDM. El pico mostrado en esta señal presenta un ancho de 265.6 ns a
1/e, y un desplazamiento temporal de 279.8 ns; esto se piensa que es a
causa de un desbalance en los valores de Q para cada uno de los fotones
generados, es decir que el tiempo de vida de los fotones s e i en la cavidad
una vez que son generados, difieren en dicha cantidad.

Para verificar que esta diferencia de tiempos sí es debida a la generación
de fotones y no al esquema de detección, se transmitió el fotón s a través de
un retraso óptico de 12.8 km de fibra óptica antes de alcanzar su respectivo
APD, el resultado mostrado en la 6.14(f), muestra el resultado esperado al
solo haber sido desplazado temporalmente el pico de detección.

Ahora, además de resolver temporalmente a los eventos de coincidencias
se pasó a seleccionar al espectro del fotón i, es decir, mientras se dejó fija
a la selección del fotón s en su salida del DWDM, se sintonizó la salida
del monocromador para el fotón i. Esto resulta en una matriz de datos
cuyo eje horizontal es la longitud de onda λi en la que se seleccionaron los
fotones i, y el eje vertical la diferencia de tiempos de arribo. Así para una
microesfera de 360 µm un bombeo transmitido por el canal 33, y un fotón
s transmitido por el canal 47 se obtiene el espectrograma bidimensional
que reporta el número de coincidencias obtenidas en la figura 6.15.

20 Los identificaremos con las siglas inglesas de Avalanche Photodiode (APD).
21 Modelos anteriores de APD requerían una señal que anunciara la llegada de los fotones, el

tipo de detector aquí empleado no requiere una señal que dispare la fotomultiplicación y
de ahí el mote de «funcionamiento libre» o free running en inglés.
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Figura 6.15: Para una microesfera con diámetro de 360 µm, bombeo transmitido
por el canal DWDM 33 y fotón señal por canal el 47. (a) Emisión
de fotón único anunciado, en el espacio λi vs. ∆Tsi (diferencia de
tiempo de emisión entre fotón señal y acompañante), la sombra roja
indica el ancho de exploración del láser de bombeo; (b) distribución
marginal en λi, (c) distribución marginal en ∆T , (d) representación
gráfica para las longitudes de onda involucradas, para el bombeo y
los fotones señal y acompañante, (e) distribución de diferencia de
tiempos de arribo para fotones acompañantes en un corte a la altura
de la flecha roja sobre (b), y (f) distribución de intensidad espectral
inferida para fotón acompañante único.

En la figura 6.15 se observa que los fotones i cumplen con la condición
de conservación de energía esperada para el SFWM, según lo indica el pico
de la señal al estar centrado en la posición λi esperada. Los otros eventos
que se aprecian en el espectrograma tienen una frecuencia que coincide
con el FSR de la esfera (1.4±0.47 nm).

El cálculo de de las integrales marginales de estos datos,22 al integrar
sobre T se obtiene la distribución marginal de longitudes de onda, al
integrar sobre λi se obtiene la Distribución de Diferencias de Tiempo de
Emisión (DDTE).

Eligiendo un determinado canal en el DWDM para el fotón s a fin de
medir la DDTE, ha de fijarse en el monocromador la selección del fotón i,

22 Que en la práctica corresponde a sumar los datos obtenidos en solo una de las dimensiones
de la matriz de datos adquiridos.



74 desarrollo experimental y análisis de resultados

en este caso en el máximo de coincidencias detectado en el espectrograma,
se saca la marginal en T del espectrograma medido, se filtra de forma
digital el ruido y se calcula la transformada de Fourier de la DDTE medida
para obtener al perfil espectral de un solo fotón (como se menciona en
la Sección 5.5), este nos da información sobre el ancho de banda para
un único fotón i anunciado, que en este caso se midió con un valor de
∆ν = 44.24 MHz, que corresponde a un alto valor de Q(= ωi/∆ω) que
para este fotón fue de 4.53× 107, dada la frecuencia central del fotón ωi.

Si seleccionamos al fotón s en otro canal, se observará un corrimiento en
el fotón i que le es pareja, como se muestra en la figura 6.16, esto debido
a la alta correlación espectral entre ambos fotones. Al cambiar al fotón s
del canal 47 al 49, se observa que el fotón i posee un ancho espectral de
5.70 MHz y un parámetro Q de 3.36× 107.
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Figura 6.16: Para una microesfera con diámetro de 360 µm, bombeo transmitido
por el canal DWDM 33 y fotón señal por canal el 49. (a) Emisión
de fotón único anunciado, en el espacio λi vs. ∆Tsi (diferencia de
tiempo de emisión entre fotón señal y acompañante), la sombra roja
indica el ancho de exploración del láser de bombeo;(b) distribución
marginal en λi, (c) distribución marginal en ∆T , (d) representación
gráfica para las longitudes de onda involucradas, para el bombeo y
los fotones señal y acompañante, (e) distribución de diferencia de
tiempos de arribo para fotones acompañantes en un corte a la altura
de la flecha roja sobre (b), y (f) distribución de intensidad espectral
inferida para fotón acompañante único.
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Como las características de emisión dependen principalmente de la
longitud de onda de bombeo y del radio de la esfera, se preparan otras
mediciones cambiando de canal al bombeo y manteniendo las condiciones
de acoplamiento,23 la selección espectral del fotón s y del radio de la
esfera, los resultados que presentados en las figuras 6.15, 6.16, 6.17, 6.18,
6.19 y 6.20 que se sintetizan en el cuadro 6.1. Baste apreciar que los
espectrogramas de tiempos de arribo aparecen sombras de otros picos no
seleccionados por el canal DWDM en cada experimento y que estos picos
aparecen cada FSR longitudes de onda.
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Figura 6.17: Para una microesfera con diámetro de 360 µm, bombeo transmitido
por el canal DWDM 34 y fotón señal por canal el 48. (a) Emisión
de fotón único anunciado, en el espacio λi vs. ∆Tsi (diferencia de
tiempo de emisión entre fotón señal y acompañante), la sombra roja
indica el ancho de exploración del láser de bombeo; (b) distribución
marginal en λi, (c) distribución marginal en ∆T , (d) representación
gráfica para las longitudes de onda involucradas, para el bombeo y
los fotones señal y acompañante, (e) distribución de diferencia de
tiempos de arribo para fotones acompañantes en un corte a la altura
de la flecha roja sobre (b), y (f) distribución de intensidad espectral
inferida para fotón acompañante único.

23 La posición de los PC y de la fibra respecto a la esfera.



76 desarrollo experimental y análisis de resultados

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
FSR

λs λpCh. 49 Ch. 34 λi

(d)

−4

−2

0

2

4

∆
T

[µ
s]

(c)

1560.0 1562.5 1565.0

λ [nm]

(b)

(a)

0

8

16

24

32

−4 −2 0 2 4

∆T [µs]

0

10

20

(e)

−4 −2 0 2 4

ν [MHz]

(f)

1.3 MHz

Figura 6.18: Para una microesfera con diámetro de 360 µm, bombeo transmitido
por el canal DWDM 34 y fotón señal por canal el 49. (a) Emisión
de fotón único anunciado, en el espacio λi vs. ∆Tsi (diferencia de
tiempo de emisión entre fotón señal y acompañante), la sombra roja
indica el ancho de exploración del láser de bombeo; (b) distribución
marginal en λi, (c) distribución marginal en ∆T , (d) representación
gráfica para las longitudes de onda involucradas, para el bombeo y
los fotones señal y acompañante, (e) distribución de diferencia de
tiempos de arribo para fotones acompañantes en un corte a la altura
de la flecha roja sobre (b), y (f) distribución de intensidad espectral
inferida para fotón acompañante único.
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Figura 6.19: Para una microesfera con diámetro de 270 µm, bombeo transmitido
por el canal DWDM 33 y fotón señal por canal el 47. (a) Emisión
de fotón único anunciado, en el espacio λi vs. ∆Tsi (diferencia de
tiempo de emisión entre fotón señal y acompañante), la sombra roja
indica el ancho de exploración del láser de bombeo; (b) distribución
marginal en λi, (c) distribución marginal en ∆T , (d) representación
gráfica para las longitudes de onda involucradas, para el bombeo y
los fotones señal y acompañante, (e) distribución de diferencia de
tiempos de arribo para fotones acompañantes en un corte a la altura
de la flecha roja sobre (b), y (f) distribución de intensidad espectral
inferida para fotón acompañante único.
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Figura 6.20: Para una microesfera con diámetro de 270 µm, bombeo transmitido
por el canal DWDM 33 y fotón señal por el canal CWDM centrado en
1530 nm. Emisión de fotón único anunciado, en el espacio λi vs. ∆Tsi
(diferencia de tiempo de emisión entre fotón señal y acompañante).
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Vale la pena notar cómo la Q teórica calculada es aproximadamente
del orden de magnitud de la observada, para el primer modo superior
azimutal y modo HE11 en fibra,24 lo cual está de acuerdo a lo mostrado en
las curvas de empate de fases 5.3 y 5.4, pues todas las curvas de empate
de fases están degeneradas para una familia de resonancias con la misma
diferencia de índices ∆lm. El que la Q teórica sea mayor a la experimental
es esperado, en tanto que el cálculo de esta Q no considera otros procesos
como pérdidas por dispersión de superficie, que corrijan dicho valor. Por
otra parte puede existir una contribución aditiva entre más modos de la
cavidad y no solo restringirse al aquí explorado.

Cabe resaltar que estos datos representan, al menos hasta donde se tiene
conocimiento a la fecha, del ancho de banda más corto para un fotón único
anunciado, como se muestra en cuadro 6.2. Notemos que el resultado
previo más cercano a la mejor medición que se obtiene en este trabajo es
más ancho por 110 MHz que el aquí reportado. Este trabajo presenta la
ventaja de no requerir el empleo de cristales especiales o de una cavidad
al aire, que resulte voluminosa. Mientras que las otras mediciones están
del orden de las mejores obtenidas en sistemas abiertos.

∆ν tipo de fuente referencia fecha

153 GHz Microanillo [51] 2012

28.6 GHz Microanillo [38] 2015

13 GHz Microanillo [32] 2015

1.1 GHz Microanillo [27] 2016

931 MHz Microdisco [55] 2019

800 MHz Microanillo [50] 2017

110 MHz Microanillo [39] 2016

320 MHz Microanillo [49] 2015

270 MHz Microanillo [34] 2017

160 MHz Microanillo [37] 2019

48 MHz Espacio libre (PPLN) [59] 2015

7.2 MHz Espacio libre (PPKTP-KTP) [30] 2011

1.6 MHz Espacio libre (PPLN) [60] 2013

666 KHz Espacio libre (PPKTP) [58] 2016

Cuadro 6.2: Resultados de experimentos previos en la materia, ordenados de
mayor a menor ancho de banda medido para fotones individuales.

24 Como se mencionó antes y se muestra en la figura 6.3, el único modo que sobrevive en la
fibra al ser reducida es el fundamental.
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Finalmente se analizaron las características espectrales de toda la luz
emitida, esto se midió con un analizador de espectro óptico (Anritsu
MS9740B) que toma toda la luz proveniente a la salida de la fibra estre-
chada que lleva consigo tanto a los fotones de bombeo como a los s e i.
Lo que se observa es todo un peine de frecuencias generado por todos los
modos señal y acompañante que genera y soporta la esfera y; se observa
además, que el valor de FSR para los diámetros de la esfera de 360 µm, 320

µm y 270 µm son de 1.9 nm, 1.6 nm y 1.4 nm respectivamente, como se
muestra en la figura 6.21. El hecho que se observen estos peines se debe al
desplazamiento estadístico de las resonancias a causa de efectos térmicos
y se relaciona con el comportamiento oscilante de la frecuencia de bom-
beo. También se pueden explicar a través de la ruptura de degeneración
causada por una excentricidad distinta de cero en la circunferencia de la
esfera, lo que permite la medición de resonancias en modos superiores.
Ambos procesos simultáneos dan origen a los espectros observados en la
figura 6.21. Se muestra en la figura 6.22 la comparación entre la FSR, con la
esperada por la fórmula (2.25), y se muestra que la FSR medida está acorde
a la teoría dentro de su respectiva incertidumbre.
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Figura 6.21: Espectros de los espectros de los fotones señal (columna izquierda) y
acompañante (columna izquierda) para diámetros de microesfera de
360 µm, 320 µm y 270 µm.
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Figura 6.22: FSR del espectro de pares de fotones generados por SFWM, según lo
medido de la figura 6.21.
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C O N C L U S I O N E S

En este trabajo se mostró la factibilidad de implementar una fuente
de parejas de fotones en una cavidad resonante de geometría esférica
fabricada de sílice fundido, con diámetros desde los 270 µm a 360 µm.

Se fabricó y caracterizó una fibra óptica estrechada para el acoplamiento
posterior de esta a una microcavidad óptica esférica.

Se demostró la existencia de generación de SFWM, mostrando la de-
pendencia cuadrática de la intensidad de las señales medidas respecto a
la intensidad de campo de bombeo suministrada. Además, se mostró la
existencia de un picos de detección bien diferenciados en la medición de
coincidencias por tiempos de arribo. Y también se mostró que los fotones
presentan una correlación en tiempo y energía, al modificarse el número
de coincidencias en tiempo de arribo de los fotones al detector, al efectuar
previamente sobre estos una selección espectral.

Se mostró además la existencia de retraso entre los tiempos de llegada de
los fotones generados, y que tal no se muestra afectada por la aplicación
de un retraso óptico de 12 Km de fibra. Se caracterizaron también las
propiedades espectrales de los fotones acompañados únicos y anunciados,
con una emisión espectral cumpliendo condiciones de conservación de
energía.

Se mostró que la Q calculada para los fotones acompañantes observa-
dos, están de acuerdo en su orden de magnitud para el primer modo
superior azimutal con los valores experimentales reportados. Además,
que la separación espectral de los fotones involucrados se relaciona con el
parámetro FSR propio de la esfera empleada y que la estimación de este
concuerda con la experimental dentro de su rango de incertidumbres. Se
observó que los peines de frecuencias generados, pueden ser ocasionados
por la naturaleza oscilatoria del espectro de bombeo aunado a rupturas de
degeneración de resonancias causadas por defectos en la esfericidad de la
cavidad. Lo que puede hacer a la fuente implementada en este trabajo útil
en sistemas que aprovechen una multitud de frecuencias lumínicas bien
diferenciadas, por ejemplo, para la multiplexación de señales en canales
de ancho de banda ultraestrecha.

Se mostró la existencia de una correlación espectral entre los fotones
señal y acompañante. Y mediante la medición de la DDTE, se mostró que
los altos valores de Q medidos llevan a asegurar, hasta donde se tiene
conocimiento, que se logró una medición récord en la delgadez de ancho
de banda para fotones únicos anunciados con un ancho de banda 110

85
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KHz más delgado respecto al valor más estrecho anteriormente reportado.
Finalmente cabe agregar, que la capacidad de tener una fuente fotónica
de ancho de banda ultaestrecha la hace apropiada, en principio, para su
inclusión en experimentos de memorias cuánticas. Bajo la salvedad que
habrá que optimizar dicha fuente a los requerimientos espectrales que
requiera dicho sistema.1

1 Por ejemplo, las memorias cuánticas de átomos alcalinos trabajan con espectros en el
rango óptico, por lo que sería necesario explorar las propiedades de generación del tipo de
fuente desarrollada en este trabajo sobre dicho rango de espectros, con el fin de verificar
que se mantienen sus propiedades de generación. Por no decir que las dimensiones tanto
del resonador como de la guía óptica que la acoplan deberán estar optimizadas tal que
fuente fotónica cumpla las condiciones espectrales necesarias para operar en conjunción
con estos sistemas de memorias cuánticas.
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A P É N D I C E M AT E M ÁT I C O D E L C A P Í T U L O 2

En este apéndice se colocarán las aclaraciones matemáticas necesarias
en cuanto a las operaciones realizadas a lo largo del documento, y que en
pos de preservar su concisión y fluidez, son colocadas en esta sección de
apéndices.

a.1 solución a la ecuación de helmholtz en coordenadas

esféricas

A partir de la ecuación de onda, para una función Ψ, al separar su parte
temporal, se encuentra a la ecuación de Helmholtz vectorial dada por

∇2Ψ(x) + k2Ψ(x) = 0, (A.1)

con

Ψ(x) = Ψ(r, θ,ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ).

El laplaciano en coordenadas esféricas
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1

r2 sin2(θ)
∂2φ

∂ϕ2
,

metiendo al laplaciano la función Ψ y ya considerando la separación de
variables

∇2Ψ =
ΘΦ
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Dividiendo entre Ψ
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,

considerando lo anterior en la ecuación de Helmholtz dividida entre Ψ
se tendría que

∇2Ψ
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Separemos a la parte en Φ, primero multipliquemos todo por r2 sin2(θ)

sin2(θ)
R

d
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+ sin(θ)

d
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+ k2r2 sin2(θ) = −

1

Φ

d2Φ
dϕ2

.

(A.2)

R, Θ y Φ dependen de variables independientes, así que podemos
igualar cada una de las dependencias de la ecuación anterior a constan-
tes. Igualando el lado derecho de la ecuación anterior a una constante,
tendremos la ecuación para Φ,

1

Φ

d2Φ
dϕ2

= −m,

d2Φ
dϕ2

= −mΦ, (A.3)

que tiene por solución general, considerando que hemos de tener simetría
en ϕ cada 2π, es decir, que tenemos una condición periódica,

Φ(ϕ) = c1e
−imϕ + c2e

imϕ.

Ahora separaremos R y Θ, para eso sustituimos (A.3) en (A.2)
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reagrupamos a la izquierda lo que dependa de r
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,

si igualamos cada lado a una constante λ
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+ k2r2 = λ, (A.4)
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de (A.4) multiplicando por R

d
dr

(
r2

dR
dr

)
+ k2r2R = λR, (A.6)

y de (A.5) multiplicando por Θ

m2

sin2(θ)
Θ−

1

sin(θ)
d

dθ

(
sin(θ)

dΘ
dθ

)
= λΘ,

∂t

∂θ
= − sin(θ)

∂t = − sin(θ)∂θ

∂

∂t
= −

1

sin(θ)
∂

∂θ

− sin(θ)
∂

∂t
=
∂

∂θ

m2

sin2(θ)
Θ−

1

sin(θ)
d

dθ

(
sin(θ)

dΘ
dθ

)
− λΘ = 0,

haciendo el cambio de variable t = cos(θ) y Θ→ P(t)

−
sin(θ)
sin(θ)

d
dt

(
− sin2(θ)

dP
dt

)
−

m2

1− t2
− λP = 0,

d
dt

(
(1− t2)

dP
dt

)
−

m2

1− t2
− λP = 0,

−2t
dP
dt

+ (1− t2)
d2P
dt2

−
m2

1− t2
− λP = 0. Ecuación asociada de

Legendre
(A.7)

La solución a la ecuación (A.7) está dada por las funciones asociadas de
Legendre

Pml (x) =
(−1)m

2ll!
(1− x2)m/2

dl+m

dxl+m
(
x2 − 1

)l
,

con l ∈ Z, m ∈ Z y −l 6 m 6 m En el caso de m < 0 equivalentemente

P−ml (x) = (−1)m
(l−m)!
(l+m)!

Pml (x),

y cumplen la condición de ortogonalidad∫1
−1
Pml (x)Pml (x)dx =

2

2l+ 1

(l+m)!
(l−m)!

δlm,

de dicha condición se puede ahora regresar a las soluciones en θ

Θlm(cos(θ)) =

√
2l+ 1

2

(l−m)!
(l+m)!

Pml (cos(θ)).

La solución de Φ tal que cumpla condiciones de ortogonalidad es

Φm(ϕ) =
1√
2π
eimϕ,

con m ∈ Z, donde∫2π
0

[Φm(ϕ)]∗Φm ′(ϕ)dϕ = δmm ′ .
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Al producto de Θlm y Φm se conoce como armónico esférico

Yml (θ,ϕ) =

√
2l+ 1

4π

(l−m)!
(l+m)!

Pml (cos(θ))eimϕ,

y son ortonormales sobre la superficie de una esfera∫2π
0

dϕ

∫π
0

sin(θ)dθ[Ym1

l1
(θ,ϕ)]∗Ym2

l2
(θ,ϕ) = δl1l2δm1m2

.

Por otra parte, de la ecuación (A.6) 1

d
dr

(
r2

dR
dr

)
+ k2r2R− λR = 0,

r2
d2R
dr2

+ 2r
dR
dr

+
(
k2r2 − l(l+ 1)

)
R = 0, (A.8)

y considerando la siguiente sustitución

R(kr) =
Z(kr)

(kr)
1
2

, (A.9)

se tendría

d
dr

(
Z(kr)

(kr)
1
2

)
=
kZ ′(kr)

(kr)
1
2

−
k

2

Z(kr)

(kr)
3
2

, (A.10)

d2

dr2

(
Z(kr)

(kr)
1
2

)
=
k2Z ′′(kr)

(kr)
1
2

−
k2

2

Z ′(kr)

(kr)
3
2

−
k2

2

Z ′(kr)

(kr)
3
2

+
3

2
k2
Z(kr)

(kr)
5
2

;

(A.11)

sustituyendo (A.10) y (A.11) en (A.8)

r2

(
k2Z ′′(kr)

(kr)
1
2

− k2
Z ′(kr)

(kr)
3
2

+
3

4
k2
Z(kr)

(kr)
5
2

)
+ 2r

(
k
Z ′(kr)

(kr)
1
2

−
k

2

Z(kr)

(kr)
3
2

)

+

(
k2r2 − l(l+ 1)

Z(kr)

(kr)
1
2

)
= 0,

y multiplicando por (kr)
1
2

r2
(
k2Z ′′(kr) − k2

Z ′(kr)

kr
+
3

4
k2
Z(kr)

(kr)2

)
+ 2r

(
kZ ′(kr) −

k

2

Z(kr)

kr

)
+
(
k2r2 − l(l+ 1)

)
Z(kr) = 0,

1 Se puede mostrar que [98]

λ = l(l+ 1),

como eigenvalores de la ecuación (A.7).
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dividiendo entre k2

r2
(
Z ′′(kr) −

Z ′(kr)

kr
+
3

4

Z(kr)

(kr)2

)
+ 2r

(
Z ′(kr)

kr
−
1

2k

Z(kr)

(kr)

)
+
(
k2r2 − l(l+ 1)

)Z(kr)
k2

= 0,

(A.12)

operando sobre los términos marcados en rojo

−
Z ′(kr)

kr
r2 + 2r

Z ′(kr)

k
= −

Z ′(kr)

k
r+ 2r

Z ′(kr)

k
= r

Z ′(kr)

k
;

y ahora sobre los términos en azul

3

4

Z(kr)

k2
−
1

k2
Z(kr) +

(
k2r2 − l(l+ 1)

)Z(kr)
k2

=
Z(kr)

k2

(
3

4
− 1+ k2r2 − l(l+ 1)

)
,

=
Z(kr)

k2

(
k2r2 − l2 − l−

1

4

)
,

=
Z(kr)

k2

(
k2r2 −

(
l+

1

2

)2)
;

así la ecuación (A.12) quedaría

r2Z ′′(kr) + r
Z ′(kr)

k
+

(
k2r2 −

(
l+

1

2

)2)
Z(kr)

k2
= 0. (A.13)

A la expresión (A.13) se conoce como ecuación de Bessel de orden
l+ 1/2, que tiene como soluciones generales a las funciones de Bessel
esféricas2

jl(x) =

√
π

2x
Jl+ 1

2
(x), (A.14a)

yl(x) =

√
π

2x
Yl+ 1

2
(x), (A.14b)

h
(1)
l (x) =

√
π

2
H

(1)

l+ 1
2

= jl(x) + iyl(x), (A.14c)

h
(2)
l (x) =

√
π

2
H

(2)

l+ 1
2

= jl(x) − iyl(x), (A.14d)

donde

yn(x) = −
(2n− 1)!!
xn+1

∞∑
s=0

(−1)s

s!
(
1
2 −n

)
2

(x
2

)2s
(a)n se conoce como
símbolo de
Pochhammer, donde
(a)1 = a y
(a)n+1 = a(a+
1) · · · (a+n).

,

jn(x) =
xn

(2n+ 1)!!

∞∑
x=0

(−1)s

s!
(
n+ 3

2

)
s

(x
2

)2s
.

2 Jν y Yν son las funciones de Bessel de primer y segundo tipo respectivamente. h(1)l y h(2)l
son las funciones de Hankel de primera y segunda especie.
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En general la solución para la ecuación (A.13) se puede ver como la
combinación lineal (en R) de (A.14a) y (A.14b)

Zl(kr) = αljl(kr) +βlyl(kr),

así (A.9) se puede escribir como

Rl(kr) = αl
jl(kr)

(kr)
1
2

+βl
yl(kr)

(kr)
1
2

. (A.15)

Introduciendo ahora a las funciones de Bessel-Riccati

ϕl(x) = xjl(x) =

√
πx

2
Jl+ 1

2
(x), (A.16)

χl(x) = −xyl(x) = −

√
πx

2
Yl+ 1

2
(x), (A.17)

se puede reescribir R como

Rl(kr) = αl
ϕl(kr)

kr
−βl

χl(kr)

kr
. (A.18)

La solución general de la ecuación (A.1) se puede ver como la combina-
ción lineal de las ecuaciones encontradas

Ψ(r, θ,ϕ) =
+∞∑
l=0

l∑
m=−l

(αljl(kr) +βlyl(kr))Y
m
l (θ,ϕ),

=

+∞∑
l=0

l∑
m=−l

(
αl
ϕl(kr)

kr
−βl

χl(kr)

kr

)
Yml (θ,ϕ),

en general para cada l y m

ψml (r, θ,ϕ) = Zl(kr)Yml (θ,ϕ), (A.19)

donde Zl puede ser la parte que depende de jl o yl.
Las soluciones vectoriales están dadas en términos de los armónicos

esféricos vectoriales

Lml =∇Ψml ,

= êr
∂

∂r
Ψml +

êθ
r

∂

∂θ
Ψml +

êϕ
r sin θ

∂

∂ϕ
Ψml ,

= êr
∂

∂r
Z(kr)Yml (θ,ϕ) +

êθ
r
Zl(kr)

∂

∂θ
Yml (θ,ϕ)

+
êϕ

r sin(θ)
Zl(kr)

∂

∂ϕ
Yml (θ,ϕ),
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Mm
l = Lml × r,

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
êr êθ êϕ
Lmlr Lmlθ Lmlϕ

r 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
= Lmlϕrêθ − L

m
lθêϕ,

=
Zl(kr)

sin(θ)
∂

∂θ
Yml (θ,ϕ)êθ −Zl(kr)

∂

∂ϕ
Yml (θ,ϕ)êϕ,

Nml =
1

k
∇×Mm

l ,

=
1

k

[(
∂

∂θ
(Mm

lϕ sin(θ)) −
∂Mm

lθ

∂ϕ

)
êr

r sin(θ)

+

(
1

sin(θ)
∂Mm

lr

∂ϕ
−
∂

∂r
(rMm

lϕ)

)
êθ
r

+

(
∂

∂r
(rMm

lθ) −
∂Mm

lr

∂ϕ

)
êϕ
r

]
,

=
1

k

[(
∂

∂θ
(Mm

lϕ sin(θ)) −
∂Mm

lθ

∂ϕ

)
êr

r sin(θ)
−
∂

∂r
(rMm

lϕ)
êθ
r

+
∂

∂r
(rMm

lθ)
êϕ
r

]
.

Ahora pasamos a calcular las componentes de Nml

∂

∂r
(rMm

lθ) =
∂

∂r

(
r
Zl(kr)

sin(θ)
∂

∂θ
Yml (θϕ)

)
,

=
1

sin(θ)
∂

∂θ
Yml (θϕ)

∂

∂r
(rZl(kr)),

⇒

Nmlϕ =
1

kr sin(θ)
∂

∂r
(rZl(kr))

∂

∂θ
Yml (θϕ).

∂

∂r
(rMm

lϕ) = −
∂

∂r

(
r
∂

∂ϕ
Yml (θϕ)Zl(kr)

)
,

= −
∂

∂ϕ
Yml (θ,ϕ)

∂

∂r
(rZl(kr)),

⇒

Nmlθ =
1

kr

∂

∂r
(rZl(kr))

∂

∂ϕ
Yml (θ,ϕ).
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La componente Nmlr se calcula considerando las expresiones sin desarro-
llar de Mm

l en términos de Ψml , así

Mm
l = Lmlϕrêθ − L

m
lθrêϕ,

=
r

r sin(θ)
∂

∂ϕ
Ψml êθ −

r

r

∂

∂θ
Ψml êϕ,

=
1

sin(θ)
∂

∂ϕ
Ψml êθ −

∂

∂θ
Ψml êϕ,

con esto

(Nml )r =

(
1

k
∇×Mm

l

)
r

=
1

k

(
∂

∂θ
(Mm

lϕ sin(θ)) −
∂Mlϕ

∂ϕ

)
1

r sin(θ)
,

=
1

rk sin(θ)

(
∂

∂θ

(
−
∂

∂θ
Ψml sin(θ)

)
−
∂

∂ϕ

(
1

sin(θ)
∂

∂ϕ
Ψml

))
,

= −
1

rk sin(θ)

(
∂

∂θ

(
sin(θ)

∂

∂θ
Ψml

)
+

1

sin(θ)
∂2Ψml
∂ϕ2

)
,

= −
r

k

(
1

r2 sin(θ)
∂

∂θ

(
sin(θ)

∂

∂θ
Ψml

)
+

1

r2 sin2(θ)
∂2Ψml
∂ϕ2

)
. (A.20)

Notemos que de la expresión del laplaciano en coordenadas esféricas
para una función escalar ζ, se tiene

∇2ζ = 1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ζ

∂r

)
+

1

r2 sin(θ)
∂

∂θ

(
sin(θ)

∂ζ

∂θ

)
+

1

r2 sin2(θ)
∂2ζ

∂ϕ2
, (A.21)

que podemos sustituir en (A.20) por el laplaciano de Ψml menos la parte
que depende de r, así y ya metiendo el signo correspondiente queda

(Nml )r =
r

k

(
−∇2Ψml +

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂Ψml
∂r

))
,
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pero de (A.1) tenemos: ∇2Ψml = −k2Ψml , con lo que

(Nml )r =
r

k

(
−k2Ψml +

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂Ψml
∂r

))
, Nota 1.

1

k

∂2

∂r2
(rΨml )

=
1

k

∂

∂r

(
Ψlm+ r

∂

∂r
Ylm

)
=
1

k

(
∂Ψlm
∂r

+
∂Ψlm
∂r

+r
∂2Ψlm
∂r2

)
=
1

k

(
2
∂Ψlm
∂r

+ r
∂2Ψlm
∂r2

)

= krΨml +
1

kr

∂

∂r

(
r2
∂Ψml
∂r

)
,

= krΨml +
1

kr

(
2r
∂Ψml
∂r

+ r2
∂2Ψml
∂r2

)
,

=
1

k

(
2
∂Ψml
∂r

+ r
∂2Ψml
∂r2

)
+ krΨml ,

N.1
=
1

k

(
∂2

∂r2
(rΨml ) + k2rΨml

)
,

=
1

k

(
∂2

∂r2
(rZl(kr)) + k

2rZl(kr)

)
Yml (θ,ϕ),

(A.19)
=

1

k

(
2
∂Zl(kr)

∂r
+ r
∂2Zl(kr)

∂r2
+ k2rZl(kr)

)
Yml (θ,ϕ),

N.2
=

1

kr

(
2r
∂Zl(kr)

∂r
+ r2

∂2Zl(kr)

∂r2
+ k2r2Zl(kr)

)
Yml (θ,ϕ), Nota 2.

∂

∂r

(
∂

∂r
(rZl)

)
=
∂

∂r

(
Zl+ r

∂Zl
∂m

)
= 2

∂Zl
∂r

+ r
∂2Zl
∂r2

(A.8)
=

1

kr

(
��
��
��

2r
∂Zl(kr)

∂r
−
��

��
��

2r
∂Zl(kr)

∂r
− [
HHHk2r2 − l(l+ 1)]Zl(kr)

+
XXXXXXk2r2Zl(kr)

)
Yml (θ,ϕ),

con lo que se tendría

(Nml )r =
l(l+ 1)

kr
Zl(kr)Y

m
l (θ,ϕ).

Definimos a los armónicos esféricos vectoriales como

Zlm = Yml (θ,ϕ)êr, (A.22a)

Ylm = r∇Yml (θ,ϕ), (A.22b)

Xlm =∇Yml (θ,ϕ)× r. (A.22c)

Desarrollemos las expresiones para Ylm y Xlm

Ylm =

(
êr
∂

∂r
Yml (θ,ϕ) +

êθ
r

∂

∂θ
Yml (θ,ϕ) +

êϕ
r sin(θ)

∂

∂ϕ
Yml (θ,ϕ)

)
r,

=

(
êθ
r

∂

∂θ
Yml (θ,ϕ) +

êϕ
r sin(θ) ∂∂ϕY

m
l (θ,ϕ)

)
r,

=
∂

∂θ
Yml (θ,ϕ)êθ +

1

sin(θ)
∂

∂ϕ
Yml (θ,ϕ)êϕ.
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Xml =

∣∣∣∣∣∣∣∣
êr êθ êϕ
0 1

r
∂
∂θY

m
l (θ,ϕ) 1

r sin(θ)
∂
∂ϕY

m
l (θ,ϕ)

r 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
= −

∂

∂θ
Yml (θ,ϕ)êϕ +

1

sin(θ)
∂

∂ϕ
Yml êθ.

Notemos que podemos reescribir a Lml , Mm
l y Nml en términos de los

armónicos esféricos vectoriales, es decir

Lml =
∂

∂r
Zl(kr)Y

m
l (θ,ϕ)êr +

Zl(kr)

r

∂

∂θ
Yml (θ,ϕ)êθ

+
Zl(kr)

r

1

sin(θ)
∂

∂ϕ
Yml (θ,ϕ)êϕ,

=
∂

∂r
Zl(kr)Zlm +

Zl(kr)

r
Yml . (A.23)

Mm
l = Zl(kr)

(
1

sin(θ)
∂

∂θ
Yml (θ,ϕ)êϕ −

∂

∂ϕ
Yml (θ,ϕ)eϕ

)
,

= Zl(krXlm). (A.24)

Nml =
l(l+ 1)

kr
Zl(kr)Y

m
l (θ,ϕ)êr +

1

kr

∂

∂r
(rZl(kr))

∂

∂ϕ
Yml (θ,ϕ)êθ

+
1

kr sin(θ)
∂

∂r
(rZl(kr))

∂

∂θ
Yml (θ,ϕ)êϕ,

=
l(l+ 1)

kr
Zl(kr)Zlm

+
1

kr

∂

∂r
(rZl(kr))

(
∂

∂ϕ
Yml (θ,ϕ)eθ +

1

sin(θ)
∂

∂θ
Yml (θ,ϕ)êϕ

)
,

=
l(l+ 1)

kr
Zl(kr)Zlm

+
1

k

∂

∂r
(rZl(kr))

(
1

r

∂

∂ϕ
Yml (θ,ϕ)êθ +

1

r sin(θ)
∂

∂θ
Yml (θ,ϕ)êϕ

)
,

=
l(l+ 1)

kr
Zl(kr)Zlm +

1

k

∂

∂r
(rZl(kr))(∇Yml (θ,ϕ)),

=
l(l+ 1)

kr
Zl(kr)Zlm +

1

kr

∂

∂r
(rZl(kr))(r∇Yml (θ,ϕ)), (A.25)

con lo que

Nml =
l(l+ 1)

kr
Zl(kr)Zlm +

1

kr

∂

∂r
(rZl(kr))Ylm.

Así la solución general de la versión vectorial de la ecuación (A.1),
∇2c(x) + k2c(x) = 0, estará dada por

c(r, θ,ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

αml Lml (r, θ,ϕ)+βml Mm
l (r, θ,ϕ)+γml Nml (r, θ,ϕ),
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donde αml , αml , αml ∈ C y son constantes.
Por otra parte, Lml , Mm

l y Nml cumplen que

∇× Lml = 0, (A.26a)

∇×Mm
l = 0, (A.26b)

∇×Nml = 0, (A.26c)

Mm
l = Lml × r, (A.26d)

Nml =
1

k
∇×Mm

l , (A.26e)

Mm
l =

1

k
∇×Nml . (A.26f)

a.1.1 Soluciones al campo electromagnético en microesferas

Para soluciones de carácter solenoidal, basta expresar al campo en
términos de Mm

l y Nml y se encuentran dos tipos de soluciones

Transversal Eléctrica (TE), donde E es colineal a Mm
l

¯
E(r, θ,ϕ) = ATEi/oMm

l ,

donde ATEi/o es una amplitud compleja, i refiere a dentro de la esfera
(inside) y o fuera de ella (outside).

Transversal Magnética (TM) donde E es colineal a Nml

¯
E(r, θ,ϕ) = ATMi/oMm

l ,

donde ATMi/o es una amplitud compleja, con la notación siguiendo el
esquema ya descrito.

Para el campo magnético,
¯
B

N.3
= i

ω∇× ¯
E, así en el caso TE Nota 3.

∇× E(x, t)

+
∂

∂t
B(x, t) = 0

⇒
eiωt∇×

¯
E(x)

+iω
¯
B(x)eiωt = 0

⇒

¯
B(x) =

i

ω
∇×

¯
E(x)

¯
B(r, θ,ϕ) =

i

ω
∇×

¯
E,

=
i

ω
ATEi/o∇×Mm

l ,

(A.26e)
=

ik

ω
ATEi/oNml ;

y en el caso TM

¯
B(r, θ,ϕ) =

i

ω
∇×

¯
E,

=
i

ω
ATMi/o∇×Nml ,

(A.26f)
=

ik

ω
ATMi/oMm

l .



100 apéndice matemático del capítulo 2

Notemos que Nml y Mm
l se pueden expresar en términos de funciones

Bessel-Riccati, a través de las ecuaciones (A.16) y (A.17), sin embargo
hemos de notar el comportamiento de estas, para ϕl valen cero en x = 0
mientras que χl diverge en x = 0. Requerimos una solución no divergente
dentro de la esfera y una que decaiga a cero (o no diverja fuera), luego
dentro de la esfera nos sirve ϕl, mientras que fuera χl, o jl dentro y yl
fuera.

Pasemos a expandir las expresiones del campo, en el caso TE para el
campo eléctrico

Zl→ rl
salvo por el signo, ver

(A.16) a (A.18).
rl es el Riccatti-Bessel

correspondiente

Zl(kr) =
rl(kr)

kr

¯
E(r, θ,ϕ)

(A.24)
= ATEi/oZl(kr)Xlm, (A.27)

por las consideraciones anteriores

¯
E =

ATEi
ϕl(kr)
kr Xlm si r 6 R,

−ATEo
ϕl(k0r)
k0r

Xlm si r > R.
(A.28)

Mientras que para el campo magnético

¯
B(r, θ,ϕ)

(A.25)
=

ik

ω
ATEi/o

(
l(l+ 1)

kr

rl(kr)

kr
Zlm +

1

kr

∂

∂r
(rl(kr))Ylm

)
,

=
ik

ω
ATEi/o

(
l(l+ 1)

k2r2
rl(kr)Zlm +

1

kr

∂

∂r
(rl(kr))Ylm

)
,

(A.29)

por las consideraciones ya expuestask0 ya que no valen
las condiciones

internas de la esfera,
sino las de su

exterior que
igualamos al vacío

¯
B(r, θ,ϕ) =


ik
ωA

TE
i

(
l(l+1)
k2r2

ϕl(kr)Zlm + 1
kr
∂
∂r

(ϕl(kr))Ylm
)

si r 6 R,

− ik0ω A
TE
o

(
l(l+1)

k20r
2 χl(k0r)Zlm + 1

k0r
∂
∂r

(χl(k0r))Ylm
)

si r > R.

(A.30)

Ahora para el caso TM del campo eléctrico

¯
E(r, θ,ϕ)

(A.25)
= ATEi/o

(
l(l+ 1)

k2r2
rl(kr)Zlm +

1

kr

∂

∂r
(rl(kr))Ylm

)
, (A.31)

nuevamente por las consideraciones ya explicadas

¯
E(r, θ,ϕ) =

A
TE
i

(
l(l+1)
k2r2

ϕl(kr)Zlm + 1
kr
∂
∂r

(ϕl(kr))Ylm
)

si r 6 R,

−ATEo

(
l(l+1)

k20r
2 χl(k0r)Zlm + 1

k0r
∂
∂r

(χl(k0r))Ylm
)

si r > R;

(A.32)



A.1 solución a la ecuación de helmholtz en coordenadas esféricas 101

y para el campo magnético

¯
B(r, θ,ϕ)

(A.24)
=

ik

ω
ATEi/orl(kr)Xlm, (A.33)

y por lo anteriormente expuesto

¯
B =

 ikωATEi
ϕl(kr)
kr Xlm si r 6 R,

− ik0ω A
TE
o
ϕl(k0r)
k0r

Xlm si r > R.
(A.34)

a.1.2 Ecuaciones modales

Falta ahora tomar en cuenta las condiciones a la frontera en la interfaz de
la esfera. Atendiendo a las condiciones de continuidad para las ecuaciones
de Maxwell en un medio isotrópico, lineal y homogéneo, ha de suceder
que (en la frontera de medios)

E× n̂ = 0,

B · n̂ = 0,

εE · n̂ = ρs,
1

µ
B× n̂ = −jΣ,

donde jΣ es la densidad de corriente superficial, ρs la densidad superficial
de carga y n̂ un vector normal a la superficie. Para el caso dieléctrico que
nos ocupa ρs = 0 y jΣ = 0 en r = R (el radio de la esfera), con lo que se
tiene

E(R, θ,ϕ)× êr = 0, (A.35a)

B(R, θ,ϕ) · êr = 0, (A.35b)

E(R, θ,ϕ) · êr = 0, (A.35c)

B(R, θ,ϕ)× êr = 0, (A.35d)

estas condiciones valen en general para cualquier interfaz bajo estas consi-
deraciones.

a.1.2.1 Ecuación modal para modos TE

Notemos las expresiones (A.27) y (A.29) de los campos

¯
E(r, θ,ϕ) = ATEi/oZl(kr)Xlm,

¯
B(r, θ,ϕ) =

ik

ω
ATEi/o

(
l(l+ 1)

k2r2
rl(kr)Zlm +

1

kr

∂

∂r
(rl(kr))Ylm

)
.
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La condición (A.35c) implica que Xlm ⊥ êr, por otra parte, (A.35a) ha de
cumplirse siempre, lo que implica que

ATEi/oZl(kR) = A
TE
i/o

rl(kR)

kR
= 0, (A.36)

y ha de satisfacerse a ambos lados de la frontera

ATEi
ϕl(kR)

kR
= −ATEo

χl(k0R)

k0R
. (A.37)

La condición (A.35b) sobre la expresión de
¯
B implica que

ik

ω
ATEi/o

(
l(l+ 1)

k2R2
rl(kR)Zlm · êr +

1

kR

∂

∂r
rl(kr)

∣∣∣∣
r=R

Ylm · êr
)

= 0,

ATEi/o
l(l+ 1)

kR2
rl(kR)Zlm · êr +

ATEi/o

R

∂

∂r
rl(kr)

∣∣∣∣
r=R

Ylm · êr = 0,

l(l+ 1)

R
ATEi/o

rl(kR)

kR︸ ︷︷ ︸
(A.36)
= 0

Zlm · êr +
ATEi/o

R

∂

∂r
rl(kr)

∣∣∣∣
r=R

Ylm · êr = 0,

ATEi/o
∂

∂r
rl(kr)

∣∣∣∣
r=R

Ylm · êr = 0,

como ha de valer sobre cualquier punto sobre la frontera, entonces

ATEi/o
∂

∂r
rl(kr)

∣∣∣∣
r=R

= 0,

y se ha de cumplir a ambos lados de la frontera con lo que

ATEi
∂

∂r
ϕl(kr)

∣∣∣∣
r=R

= ATEo
∂

∂r
χl(kr)

∣∣∣∣
r=R

. (A.38)

Se tiene además que (A.37) y (A.38) forman un sistema de ecuaciones

∂rl(rk)

∂r

∣∣∣∣
r=R

= r ′l(rk)k

∣∣∣∣
r=R

Como k aparece a
ambos lados, se anula y

vale la expresión
primada.

A
TE
i

ϕl(kR)

kR
+
χl(k0R)

k0R
ATEo = 0,

ATEi ϕ ′l(kR) +A
TE
o χ ′l(k0R) = 0.

(A.39a)

(A.39b)

Este sistema de ecuaciones tiene soluciones no triviales si el determinan-
te del sistema es cero, donde las variables a resolver son ATEi yATEo , lasUsaremos de aquí en

adelante el abuso de
notación

r ′l(rk)

∣∣∣∣
r=R

= r ′l(kR)

donde sea necesario.

amplitudes de campo dentro y fuera. Así el determinante de (A.39) queda

ϕl(kR)

kR
χ ′l(k0R) −

χl(k0R)

k0R
ϕ ′l(kR) = 0,

ϕl(kR)k0R

kRϕ ′l(kR)
=
χl(k0R)

χ ′l(k0R)
,

k0
k

ϕl(kR)

ϕ ′l(kR)
=
χl(k0R)

χ ′l(k0R)
, (A.40)

k0
k

ϕl(kR)

χl(kR)
=
ϕ ′l(k0R)

χ ′l(k0R)
.Ecuación modal para

modos TE
(A.41)
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Despejando (A.39b) para ATEo se tiene

ATEo = −ATEi
ϕ ′l(kR)

χ ′l(k0R)
,

ATEo
(A.41)
= −ATEi

k0
k

ϕl(kR)

χl(k0R)
.

a.1.2.2 Ecuación modal para modos TM

Notemos las expresiones (A.31) y (A.33) de los campos

¯
E(r, θ,ϕ) = ATMi/o

(
l(l+ 1)

k2r2
rl(kr)Zlm +

1

kr

∂

∂r
(rl(kr))Ylm

)
,

¯
B(r, θ,ϕ) =

ik

ω
ATMi/o

rl(kr)

kr
Xlm,

la condición (A.35b) sobre la expresión de
¯
B implica que Xlm ⊥ er, por

otra parte (A.35d) ha de cumplirse siempre, por lo que

ik

ω
ATMi/oZl(kR) = 0,

⇒ ATMi/o
rl(kR)

kR
= 0, (A.42)

y ha de satisfacerse a ambos lados de la frontera Ya se eliminó kR del
denominador por
(A.42)ATMi ϕl(kR) = −ATMo χl(kR). (A.43)

Ahora la condición (A.35a) sobre la expresión de
¯
E implica que

ATMi/o

(
l(l+ 1)

k2r2
rl(kR)Zlm × êr +

1

kR

∂

∂r
rl(kR)

∣∣∣∣
r=R

Ylm × êr

)
= 0,

l(l+ 1)

kR
ATMi/o

rl(kR)

kR︸ ︷︷ ︸
(A.42)
= 0

Zlm × êr +ATMi/o
1

kR

∂

∂r
rl(kr)

∣∣∣∣
r=R

Ylm × er = 0,

ATMi/o
1

kR

∂

∂r
rl(kr)

∣∣∣∣
r=R

Ylm × er = 0.

Como ha de valer siempre en la frontera, entonces

ATMi/o
1

k

∂

∂r
rl(kr)

∣∣∣∣
r=R

= 0,

y se debe de cumplir a ambos lados de la frontera

ATMi
1

k

∂

∂r
ϕl(kr)

∣∣∣∣
r=R

= −ATMo
1

k0

∂

∂r
χl(k0r)

∣∣∣∣
r=R

,

k0A
TM
i

∂

∂r
ϕl(kr)

∣∣∣∣
r=R

= −kATMo
∂

∂r
χl(kr)

∣∣∣∣
r=R

. (A.44)
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Las expresiones (A.43) y (A.44) forman un sistema de ecuaciones para
ATMo y ATMi

∂rl(rk)

∂r

∣∣∣∣
r=R

= r ′l(rk)k

∣∣∣∣
r=R

Como k aparece a
ambos lados, se anula y

vale la expresión
primada.

{
ATMi ϕl(kR) +A

TM
o χl(k0R) = 0,

ATEi k0ϕ
′
l(kR) +A

TE
o kχ ′l(k0R) = 0,

(A.45a)

(A.45b)

que tiene soluciones no triviales si el determinante del sistema es cero. Así
el determinante queda

kϕl(kr)χ
′
l(k0R) − k0ϕ

′
l(kR)χl(k0R) = 0,

así

k

k0

ϕl(kR)

ϕ ′l(kR)
=
χl(k0R)

χ ′l(k0R)
; (A.46)

despejando (A.45b) para ATMO

ATMo = −
k0A

TM
i ϕ ′l(kR)

kχ ′(k0R)
,

ATMo
(A.46)
= −�

�ko

Sk
ATMi

Sk

��k0

ϕl(kR)

χlk0R
,

así

ATM0 = −ATMi
ϕl(kR)

χl(k0R)
.

Podemos agrupar a (A.40) y (A.46) en una sola expresión

Ecuación de autovalores
para microesferas

P
ϕ ′l(kR)

ϕl(kR)
=
χ ′l(k0R)

χl(k0R)
, (A.47)

donde

P =

k0k = 1
N si es TM,

k
k0

= N si es TE,

con N = N(ω), el índice de refracción de la esfera.
Podemos abrir la expresión (A.47) empleando las fórmulas (A.16) y

(A.17)

ϕl(x) =

√
πx

2
Jl+ 1

2
(x),

χl(x) = −

√
πx

2
Yl+ 1

2
(x),
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derivamos respecto de x

ϕ ′l(x) =

√
πx

2
J ′
l+ 1

2

(x) +
1

2

√
π

2x
Jl+ 1

2
(x),

=

√
πx

2
J ′
l+ 1

2

(x) +
1

2

√
π

2x
Jl+ 1

2
(x); (A.48)

de forma análoga

χl(x) = −

√
πx

2
Y ′
l+ 1

2

(x) −

√
π

8x
Yl+ 1

2
(x), (A.49)

y sustituimos (A.48) y (A.49) en la ecuación (A.47), sean x = kR y x0 = k0R

P

√
πx
2 J ′

l+ 1
2 (x)

+
√
π
8xJl+ 1

2
(x)√

πx
2 Jl+ 1

2

=

√
πx0
2 Y

′
l+ 1

2

(x0) +
√

π
8x0
Yl+ l

2
(x0)√

πx0
2 Yl+ 1

2
(x0)

,

P

√
xJ ′
l+ 1

2

(x) + 1
2
1√
x
Jl+ 1

2
(x)

√
xJl+ 1

2
(x)

=

√
x0Y

′
l+ 1

2

(x0) +
1
2

√
x0Yl+ 1

2
(x0)

√
x0Yl+ 1

2
(x0)

,

P
J ′
l+ 1

2

(x)

Jl+ 1
2
(x)

+
P

2x
=
Y ′
l+ 1

2

(x0)

Yl+ 1
2
(x0)

+
1

2x0
,

P
J ′
l+ 1

2

(x)

Jl+ 1
2
(x)

−
Y ′
l+ 1

2

(x0)

Yl+ 1
2
(x0)

=
1

2x0
−
P

2x
,

Y ′
l+ 1

2

(x0)

Yl+ 1
2
(x0)

− P
J ′
l+ 1

2

(x)

Jl+ 1
2
(x)

=
1

2

(
P

x
−
1

x

)
,

así

Y ′
l+ 1

2

(x0)

Yl+ 1
2
(x0)

− P
J ′
l+ 1

2

(x)

Jl+ 1
2
(x)

=
1

2

(
P

x
−
1

x0

)
. (A.50)
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Ahora consideraremos las relaciones de recurrencia3 4

Jν−1(x) −
ν

x
Jν(x) = J

′
ν(x),

Yν−1(x0) −
ν

x0
Yν(x0) = Y

′
ν(x0),

donde si ν = l+ 1/2, quedan

J ′
l+ 1

2

(x) = Jl− 1
2
(x) −

l+ 1
2

x
Jl+ 1

2
(x), (A.51a)

Y ′
l+ 1

2

(x0) = Yl− 1
2
(x0) −

l+ 1
2

x0
Yl+ 1

2
(x0), (A.51b)

y sustituimos las expresiones anteriores en la ecuación (A.50)

Yl− 1
2
(x0) −

l+ 1
2

x0
Yl+ 1

2
(x0)

Yl+ 1
2 (x0)

− P
Jl− 1

2
(x) −

l+ 1
2

x Jl+ 1
2
(x)

J1+ 1
2
(x)

=
1

2

(
P

x
−
1

x0

)
,

Yl− 1
2
(x0)

Yl+ 1
2
(x0)

−
l+ 1

2

x0
− P

Jl− 1
2
(x)

Jl+ 1
2
(x)

+ P
l+ 1

2

x
=
1

2

(
P

x
−
1

x0

)
,

Yl− 1
2
(x0)

Yl+ 1
2
(x0)

− P
Jl− 1

2
(x)

Jl+ 1
2
(x)

=
l+ 1

2

x0
− P

l+ 1
2

x
,

+
1

2

P

x
−

1

2x0
,

=
l

x0
+
�
�
�1

2x0
−
Pl

x
,

−
A
AA

P

2x
+
A
AA

P

2x
−
�
�
�1

2x0
,

= l

(
1

x0
−
P

x

)
,

con lo que

Yl− 1
2
(k0R)

Yl+ 1
2
(k0R)

− P
Jl− 1

2
(kR)

Jl+ 1
2
(kR)

= l

(
1

k0R
−
P

kR

)
,

3 De la fórmula (14.12) de [98]

Jn(x) = ±J ′n±1(x) +
n± 1
x

Jn±1(x)

si n = ν− 1

Jν−1(x) −
ν

x
Jν(x) = J

′
ν(x)

4 De [98, pág. 672]
Yn−1(x)+ Yn+1(x) =

2n
x Yn(x)

+ Yn−1(x)− Yn+1(x) = 2y ′n(x)

2Yn−1 = 2n
x Yn(x)+ 2Y ′n(x)

simplificando y ordenando da

Yn−1(x) −
n
x Yn(x) = Y

′
n(x).
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así es que buscaremos los ceros tanto en ω (o para λ) y l que resuelvan a
la ecuación

Yl− 1
2
(k0R)

Yl+ 1
2
(k0R)

− P
Jl− 1

2
(kR)

Jl+ 1
2
(kR)

− l

(
1

k0R
−
P

kR

)
= 0. (A.52)
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F I G U R A S A D I C I O N A L E S

b.1 gráficas modales del campo electromagnético para mi-
croesferas
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(a) Dependencia radial de la norma de los cam-
pos.

(b) Norma del campo eléc-
trico respecto de la esfe-
ra (superficie gris).

Figura B.1: Se indican en el título de la gráfica los índices l, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una línea punteada anaranjada
en la figura B.1c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.1a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.1b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera. Se indican en las barras de color la escalas co-
rrespondientes a las normas del campo.
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110 figuras adicionales
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(a) Dependencia radial de la norma de los campos. (b) Norma del campo eléctri-
co respecto de la esfera (su-
perficie gris).

Figura B.2: Se indican en el título de la gráfica los índices l, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una línea punteada anaranjada
en la figura B.2c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.2a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.2b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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(a) Dependencia radial de la norma de los campos. (b) Norma del campo eléctrico
respecto de la esfera (super-
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Figura B.3: Se indican en el título de la gráfica los índices l, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una línea punteada anaranjada
en la figura B.3c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.3a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.3b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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Figura B.4: Se indican en el título de la gráfica los índices l, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una línea punteada anaranjada
en la figura B.4c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.4a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.4b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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Figura B.5: Se indican en el título de la gráfica los índices l, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una línea punteada anaranjada
en la figura B.5c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.5a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.5b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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Figura B.6: Se indican en el título de la gráfica los índices l, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una línea punteada anaranjada
en la figura B.6c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.6a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.6b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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Figura B.7: Se indican en el título de la gráfica los índices l, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una línea punteada anaranjada
en la figura B.7c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.7a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.7b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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Figura B.8: Se indican en el título de la gráfica los índices l, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una línea punteada anaranjada
en la figura B.8c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.8a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.8b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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Figura B.9: Se indican en el título de la gráfica los índices l, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una línea punteada anaranjada
en la figura B.9c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.9a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.9b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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Figura B.10: Se indican en el título de la gráfica los índices l, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una línea punteada anaranjada
en la figura B.10c. La discontinuidad en el campo magnético como
se muestra en la figura B.10a, se debe a que es el campo transversal
a la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.10b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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Figura B.11: Se indican en el título de la gráfica los índices l, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una línea punteada anaranjada
en la figura B.11c. La discontinuidad en el campo magnético como
se muestra en la figura B.11a, se debe a que es el campo transversal
a la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.11b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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(a) Dependencia radial de la norma de los campos. (b) Norma del campo eléctrico res-
pecto de la esfera (superficie
gris).

Figura B.12: Se indican en el título de la gráfica los índices l, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una línea punteada anaranjada
en la figura B.12c. La discontinuidad en el campo magnético como
se muestra en la figura B.12a, se debe a que es el campo transversal
a la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.12b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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Cuadro B.1: Modos LP01 y LP11, y modos vectoriales asociados. La barra de color indica la escala del valor del campo.

Modo
LP

Norma del campo
¯
E

Componentes transversales
Modo

vectorial
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CuadroB.2:ModosLP11(continuación)yLP21,ymodosvectorialesasociados.Labarradecolorindicalaescaladelvalordelcampo.

Modo
LP

Normadelcampo
¯
E

Componentestransversales
Modo

vectorial
Normadelcampo

¯
E

Componentestransversales
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Cuadro B.3: Modos LP11 (continuación) y LP21, y modos vectoriales asociados. La barra de color indica la escala del valor del campo.

Modo
LP

Norma del campo
¯
E

Componentes transversales
Modo

vectorial
Norma del campo

¯
E
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CuadroB.4:ModosLP31ymodosvectorialesasociados.Labarradecolorindicalaescaladelvalordelcampo.

Modo
LP

Normadelcampo
¯
E

Componentestransversales
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Normadelcampo
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Cuadro B.5: Modos LP12 y modos vectoriales asociados. La barra de color indica la escala del valor del campo.

Modo
LP

Norma del campo
¯
E

Componentes transversales
Modo
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Norma del campo
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Componentes transversales
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CuadroB.6:ModosLP42ymodosvectorialesasociados.Labarradecolorindicalaescaladelvalordelcampo.
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C
D E M O S T R A C I O N E S D E L C A P Í T U L O 4

c.1 demostración de la relación de reciprocidad (4 .1)

Comenzamos a partir de las ecuaciones de Maxwell en materia

∇× E = −
∂B
∂t

, (C.1a)

∇×H = J +
∂D
∂t

, (C.1b)

donde el campo de inducción magnética B se relaciona con el de inten-
sidad magnética H a través de la constante de permeabilidad magnética
del material µ, y la densidad de flujo eléctrico D con el campo eléctri-
co mediante la constante de permitividad eléctrica del material ε. En la
ecuación (C.1b), J es la densidad de corriente. Además, como sabemos
que estamos trabajando con soluciones tipo onda que tienen la forma fun-
cional U(x, t) =

¯
U(x) exp(−iωt), entonces ∂U

∂t = −imU que para medios
dieléctricos sabemos que cumplen con µ0 ≈ µ, lo que podemos reescribir
en (C.1) como

∇× E = i
ω

µ
H, (C.2a)

∇×H = J − iωεE. (C.2b)

Utilizaremos además la siguiente relación vectorial

∇ · (A×B) = B · (∇×A) − A · (∇×B). (C.3)

Primero calculamos

∇ · (E1×H∗2) =∇ ·
(

E1×
(
iµ

ω
∇× E∗2

))
=
iµ

ω
((∇× E∗2) · (∇× E1) − E1 · (∇× (∇× E∗2))),

=
iµ

ω

((
−
iω

µ

)2
H∗2 ·H1 − E1 ·

(
∇×

(
−
iω

µ
E∗2

)))
,

=
iµ

ω

(
−
ω2

µ2
H∗2 ·H1 +

iω

µ
E1 · (∇× E∗2)

)
,

=
iω

µ
H∗2 ·H1 − E1 · (J∗2 + iωε2E∗2),

=
iω

µ
H∗2 ·H1 − E1 · J∗2 − iωε2E1 · E∗2; (C.4)
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y ahora

∇ · (E∗2×H1) =∇ ·
(

E∗2×
(
−i
µ

ω
∇× E1

))
,

= −
iµ

ω
((∇× E1) · (∇× E1) − E∗2 · (∇× (∇× E1))),

=
iµ

ω

(
−

(
iω

µ

)2
H1 ·H∗2 − E∗2 ·

(
∇×

(
iω

µ
H1

)))
,

= −
iω

µ
H1 ·H∗2 − E∗2 · (J1 − iωε1E1),

= −
iω

µ
H1 ·H∗2 − E∗2 · J1 + iωε1E∗2 · E1; (C.5)

sumemos (C.4) y (C.5),1

∇ ·
(
E1×H22 + E22×H1

)
=
iω

µ
H∗2 ·H1 −

iω

µ
H1 ·H∗2

− (E1 · J∗2 + E∗2 · J1)
+ iω(ε1 − ε2)E∗2 · E1,

si no hay fuentes de carga, como en nuestro caso, entonces J1,2 = 0, así

∇ ·
(
E1×H22 + E22×H1

)
= iω(ε1 − ε2)E∗2 · E1. (C.6)

Recordemos que el índice de refracción de un medio se puede escribir
en términos de la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética
relativas, dadas respectivamente por

εr =
ε

ε0
,

µr =
µ

µ0
,

1 Esta expresión la sacamos del siguiente teorema

Teorema 1 (de reciprocidad de Lorentz) Sean las corrientes J1,2 que producen los campos
E1,2 y H1,2, tales que los tres sean periódicos y con frecuencia angular ω, entonces, para algún
volumen V y superficie arbitraria S∫

V
(J∗1 · E2 − E∗1 · J2)dV =

∮
s
(E∗1×H2 − E2×H∗1) · dS,

o de forma equivalente a través del teorema de Green

J∗1 · E2 − E∗1 · J2 =∇· (E∗1×H2 − E2×H∗1).
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de la siguiente manera2

n =
√
εrµr,

≈ √εr,
⇒

n2 = εr,

⇒
n2ε0 = ε.

Así la ecuación (C.6) se puede reescribir en términos de los índices de
refracción de los medios,

∇ ·
(
E1×H22 + E22×H1

)
= iωε0

(
n21 −n

2
2

)
E∗2 · E1, (C.7)

que en su forma integral sobre una infinitesimal longitud en la dirección
de propagación se puede escribir como

∂

∂z

∫∫
(E1×H∗2 + E∗2×H1 · ẑ)dxdy = iωε0

(
n21 −n

2
2

) ∫∫
E∗2 ·E1 dxdy.

(C.8)

c.1.1 Demostración de los coeficientes de acoplamiento3

Pasaremos a calcular los términos internos de la integral (4.5), se indican
en cada apartado las condiciones de perturbación que se emplean y que
ya están escritas en la Sección 4.1.

Se emplearán en el desarrollo las siguientes sustituciones4

α = a ′(x) + a(x)(iβa), (C.9a)

β = b ′(x) + b(x)(iβa), (C.9b)

α̃ = a ′(x) + a(x)(iβb), (C.9c)

β̃ = b ′(x) + b(x)(iβb), (C.9d)

~γpq = Etp×Ht∗q , (C.9e)
~ζtpq = Etp · Et∗q , (C.9f)
~ζxpq = Exp · Ex∗q . (C.9g)

2 En este desarrollo se deja de usar el término ≈ y se sustituye una por igualdad, cosa
que, aunque no es estrictamente cierta, lo hacemos para evitar cargar el símbolo en los
desarrollos posteriores y porque en los cálculos teóricos así lo considero.

3 Para la elaboración de esta sección se consultaron las fuentes [67, 88, 99-101].
4 Una disculpa de antemano al lector por usar β como otra variable, esperando que no se

confunda en esta ocasión con una constante de propagación.
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c.1.2 Lado izquierdo de la ecuación (4.5)5

perturbación en a

Et1×Ht∗2 =
(
a(x)Eta + b(x)E

t
b

)
×Ht∗a e

iβax,

= a(x)eiβaxEta ×Ht∗a + b(x)eiβaxEtb×Ht∗a ,

= eiβax(a(x)~γaa + b(x)~γba).

Et∗2 ×Ht1 = Et∗a e
iβax×

(
a(x)Hta + b(x)H

t
b

)
,

= eiβax
(
a(x)Et∗a ×Hta + b(x)E

t∗
a ×Htb

)
,

= eiβax(a(x)~γ∗aa + b(x)~γ
∗
ab).

Sumando ambas expresiones y agrupando

Et1×Ht∗2 + Et∗2 ×Ht1 = e
iβax(a(x)(~γaa + ~γ∗aa) + b(x)(~γba + ~γ∗ab)),

sustituyendo a la anterior ecuación del lado izquierdo de la fórmula (4.5),
abriendo las derivadas y evaluando la derivada parcial en x da

(
a ′(x) + a(x)(iβa)

)
eiβax

∫∫
~γaa + ~γ∗aa · x̂dydz

+
(
b ′(x) + b(x)(iβa)

)
eiβax

∫∫
~γba + ~γ∗ab · x̂dydz

=

(
α

∫∫
(~γaa + ~γ∗aa) · x̂dydz+β

∫∫
(~γba + ~γ∗ab) · x̂dydz

)
eiβax.

(C.10)

perturbación en b

Et1×Ht∗2 =
(
a(x)Eta + b(x)E

t
b

)
×Ht∗b e

iβbx,

= a(x)eiβbxEta ×Ht∗b + b(x)eiβbxEtb×Ht∗b ,

= eiβbx(a(x)~γab + b(x)~γbb).

Et∗2 ×Ht1 = Et∗b e
iβbx×

(
a(x)Hta + b(x)H

t
b

)
,

= eiβbx
(
a(x)Et∗b ×Hta + b(x)E

t∗
b ×Htb

)
,

= eiβbx(a(x)~γ∗ba + b(x)~γ
∗
bb).

Sumando ambas expresiones y agrupando

Et1×Ht∗2 + Et∗2 ×Ht1 = e
iβbx(a(x)(~γab + ~γ∗ba) + b(x)(~γbb + ~γ∗bb)),

5 En las siguientes cuentas omitimos la notación de dependencia espacial por brevedad.
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sustituyendo a la anterior ecuación del lado izquierdo de la fórmula (4.5),
abriendo las derivadas y evaluando la derivada parcial en x da

(
a ′(x) + a(x)(iβb)

)
eiβbx

∫∫
~γab + ~γ∗ba · x̂dydz

+
(
b ′(x) + b(x)(iβb)

)
eiβbx

∫∫
~γbb + ~γ∗bb · x̂dydz

=

(
α̃

∫∫
(~γab + ~γ∗ba) · x̂dydz+ β̃

∫∫
(~γbb + ~γ∗bb) · x̂dydz

)
eiβbx.

(C.11)

Notemos que los términos de la forma ~γpp y ~γpp
∗ son colineales a

la dirección de propagación o del vector de Poynting correspondiente,
empero en dirección contraria por lo que las integrales de superficie con la
forma

∫
S ~γpp · dS y

∫
S ~γ
∗
pp · dS se anularán una a la otra y como se verá

más adelante6 solo sobreviven los términos

β

∫∫
(~γba + ~γ∗ab) · x̂dydz, (C.12)

y

α̃

∫∫
(~γab + ~γ∗ba) · x̂dydz, (C.13)

que sumando (C.12) con el complejo conjugado de (C.13) tenemos

β

∫∫
(~γba + ~γ∗ab) · x̂dydz+ α̃∗

∫∫
(~γ∗ab + ~γba) · x̂dydz

= 2(β+ α̃∗)

∫∫
(~γba + ~γab) · x̂dydz,

= 2(b ′(x) + a ′(x) + iω(b(x)βa − a(x)βb))

∫∫
(~γba + ~γab) · x̂dydz.

(C.14)

c.1.3 Lado derecho de la ecuación (4.5)

perturbación en a

Et1 · Et∗2 =
(
a(x)Eta + b(x)E

t
b

)
· Et∗a eiβax,

= a(x)eiβaxEta · Et∗a + b(x)eiβaxEtb · Et∗a ,

= eiβax
(
a(x)~ζtaa + b(x)~ζ

t
ba

)
.

6 Aquí se está adelantando que el término exponencial en las ecuaciones (C.10) y (C.11), con
sus parejas correspondientes al evaluar el lado derecho de la ecuación (4.5) se elimina.
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El1 · El∗2 =
(
a(x)

εa

ε
Exa + b(x)

εb
ε

Exb
)
· Ex∗a eiβax

= a(x)
εa

ε
Exa · Ex∗a eiβax + b(x)eiβax

εb
ε

Exb · Ex∗a

= eiβax
(
a(x)~ζxaa

εa

ε
+ b(x)~ζxba

εb
ε

)
Sumando ambas expresiones y agrupando

Et1 ·Et∗2 +El1 ·El∗2 = eiβax
(
a(x)

(
~ζtaa + ~ζxaa

εa

ε

)
+ b(x)

(
~ζtba + ~ζxba

εb
ε

))
,

sustituyendo la expresión anterior del lado derecho de la ecuación (4.5)
obtenemos el término

iωeiβax
∫∫

(ε−εa)
(
a(x)

(
~ζtaa + ~ζxaa

εa

ε

)
+ b(x)

(
~ζtba + ~ζxba

εb
ε

))
dydz,

(C.15)

observe que el término exponencial eventualmente se cancelará con el de
la ecuación (C.10) correspondiente a esta perturbación.

perturbación en b

Et1 · Et∗2 =
(
a(x)Eta + b(x)E

t
b

)
· Et∗b eiβbx,

= a(x)eiβbxEta · Et∗b + b(x)eiβbxEtb · Et∗b ,

= eiβbx
(
a(x)~ζtab + b(x)~ζ

t
bb

)
.

El1 · El∗2 =
(
a(x)

εa

ε
Exa + b(x)

εb
ε

Exb
)
· Ex∗b eiβbx,

= a(x)
εa

ε
Exa · Ex∗b eiβbx + b(x)eiβbx

εb
ε

Exb · Ex∗b ,

= eiβbx
(
a(x)~ζxab

εa

ε
+ b(x)~ζxbb

εb
ε

)
.

Sumando ambas expresiones y agrupando

Et1 ·Et∗2 +El1 ·El∗2 = eiβbx
(
a(x)

(
~ζtab + ~ζxab

εa

ε

)
+ b(x)

(
~ζtbb + ~ζxbb

εb
ε

))
,

sustituyendo la expresión anterior del lado derecho de la ecuación (4.5)
obtenemos el término

iωeiβbx
∫∫

(ε− εb)
(
a(x)

(
~ζtab + ~ζxab

εa

ε

)
+ b(x)

(
~ζtbb + ~ζxbb

εb
ε

))
dydz,

(C.16)

observe que el término exponencial eventualmente se cancelará con el de
la ecuación (C.10) correspondiente a esta perturbación.
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Pasemos ahora a hacer las mismas operaciones que realizamos con
las ecuaciones (C.12) y (C.13), es decir sumaremos a (C.15) el complejo
conjugado de (C.16), lo que luego de considerar que los términos con
subíndices repetidos son pequeños en comparación7 y despreciables[100]
nos da

iω

∫∫
(ε− εa)b(x)

(
~ζtba + ~ζtba

εa

ε

)
− iω

∫∫
(ε− εb)a(x)

(
~ζt∗ab + ~ζt∗ab

εa

ε

)
.

(C.17)

Si consideramos x = 0 entonces b(0) = 1 y b(0) = 1 para campos
normalizados y b ′(0) = 0 y a ′(0) = 0, si consideramos que el máximo del
campo se halle en esta posición como abría de esperar. Tomando esto en
consideración e igualando (C.14) con (C.17) llegamos a la expresión

2iω

∫∫
(~γba + ~γab) · x̂dydz

= iω

∫∫
(ε− εa)b(x)

(
~ζtba + ~ζtba

εa

ε

)
−iω

∫∫
(ε− εb)a(x)

(
~ζt∗ab + ~ζt∗ab

εa

ε

)
, (C.18)

donde si definimos8

κpq =
ω

4

∫∫
(ε− εq)

(
Etq · Et∗p +

εp

ε
ExqE

x∗
p

)
dydz, (C.19a)

Cpq =
1

2

∫∫ (
Etq×Ht∗p

)
· x̂dydz, (C.19b)

así (C.18) se puede escribir como

κba(x) − κba(x) =
1

2
(Cab(x) +Cba(x))(βb −βa). (C.20)

7 Dígase de los términos de la forma κpp.
8 No en todas las fuentes aparecen los factores de escala 1/2 y 1/4 como en [101].
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Figura D.1: a) Fibra al inicio del proceso de estirado (t = 0), donde una sección
PQ de longitud L0 es calentada. b) Fibra en el proceso de estirado al
tiempo t > 0, los puntos P y Q se separan por una distancia x, y la
distancia entre estos puntos es 2z0 + L. Figuras no a escala.

En este capítulo se mostrará la deducción del perfil exponencial para
una fibra estirada simétricamente a velocidad constante.1 Supondremos un
material cuya viscosidad no depende de la velocidad de desplazamiento
del material y que no sea compresible, a su vez se considera que el material
no se calienta lo suficiente como para que se deforme por efecto de la
gravedad, a fin de poder analizar al sistema mediante una ecuación de
conservación de masa.2

1 Se estudian las soluciones pertinentes a las fibras ópticas estrechadas que se usaron en
el experimento, se analiza el desarrollo mostrado en [102], en esta misma referencia se
pueden consultar los casos cuando no se tiene un calentamiento uniforme o el cálculo de
perfil de fibras de adiabaticidad óptima, sobre este mismo tema se recomienda la referencia
[103].

2 Como la densidad del material se considerará constante, bastará analizar la conservación
de volumen.
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El sistema por analizar se esquematiza en la figura D.1, donde supo-
nemos una fibra que es simétricamente estirada por sus extremos, una
región caliente (en rojo) uniforme y cilíndrica. El radio original de la fibra
lo identificamos como r0, la longitud de la cintura como lw y el radio de
esta como rw. Las regiones de transición que consideraremos simétricas
tienen una longitud de z0 y su radio local como función de la coorde-
nada longitudinal z, lo podemos describir como una función r = r(z);
así considerando z = 0 al inicio de cada zona de transición, r(0) = r0 y
r(z0) = rw.

La extensión total del taper x es la distancia total de estiramiento en la
figura D.1, la longitud del segmento PQ después del estiramiento menos
PQ antes del proceso de estirado. Podemos relacionar x con la rapidez
de estiramiento vx. La longitud final del taper luego de ser estirado se
denotará con x0.

d.1 ley de distancias y conservación de volumen

Notemos a la figura D.2 y sea una zona caliente de longitud L al tiempo
t entre los puntos AB dentro de la cual el medio es suave como para
ser estrechado, mas no tanto como para deformarse bajo la acción de su
propio peso, y que fuera de la cual el material es sólido y frío.

Ahora estiremos al cilindro, así al tiempo t+ δt el radio de este disminu-
ye y la sección caliente ahora mide L+ δx.3 Así luego de este estiramiento,
las secciones AA ′ y BB ′ salen de la zona caliente y forman zonas de tran-
sición, ahora habrá una nueva sección caliente A ′B ′. Ha de suponerse que
L > 0 y que dL

dx 6 1, primero porque no puede haber secciones calientes
de longitud negativa; y segundo, para no recalentar zonas de las transicio-
nes. Apreciemos que la longitud instantánea de la cintura lw tendrá una
longitud igual a la de la zona caliente al tiempo t, es decir

lw(t) = L(t). (D.1)

Considerando que el material no cambie su densidad en el proceso,
la conservación de masa se da a través de una simple preservación del
volumen entre AB, así antes y después del proceso instantáneo de estirado
los volúmenes correspondientes se relacionarán por la igualdad

πr2wL = π(rw + δrw)
2(L+ δx), (D.2)

3 Estrictamente δx 6= δL, podríamos cambar la longitud de la zona caliente de forma distinta
a lo que estiramos al cilindro en una cantidad δx, si bien δx > 0, no existe restricción en
que δL 6 δx.
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donde δrw es el cambio instantáneo en el radio de la cintura. Para hacer
el estudio de la forma diferencial (cuando δt→ 0), primero desarrollemos
(D.2)

��
�

πr2wL = π

(
�
��r2wL+ 2rwLδrw + L�

��>
0

δr2w + r2wδrw + 2rw��
��:0δrwδx+��

��*
0

δr2wδx

)
,

así

0 = 2rwLδrw + r2wδx,

con esto en mente

∂rw

∂x
=

drw
dx

= −
r2w
2rwL

,

así 4

drw
dx

= −
rw

2L
. Ley de volumen(D.3)

Relacionemos ahora a la longitud de transición z con la extensión del
taper x. Para ello hay que comparar la longitud de la distancia del segmento
PQ antes y después del proceso de estirado. Así de la D.2, se tendrá que

2z0 + L = x+ L0,

con L(x) tal que L(0) = L0.5 Como r = r(z), una función a lo largo de la
longitud de la zona de transición, debe ser igual a rw(x), en el punto que
va saliendo de la zona caliente, entonces z0 = z, y podemos escribir la ley
de distancias como

2z0 = x+ L0 − L, Ley de distancias(D.4)

donde x es la extensión a la que el punto z se extrae de la región caliente.

d.2 soluciones

Supongamos que conocemos L(x) y x0, por lo que quedarán lw, rw, z0
y rz por ser resueltos, de (D.1) se tendrá que

lw = L(x0). (D.5)

Mientras, a rw(x) se lo obtendrá integrando la ley de volumen (D.3),
considerando la condición inicial rw(0) = r0∫rw

r0

dr ′w
r ′w

= −
1

2

∫x
0

dx ′

L(x ′)
. (D.6)

4 Recordemos que en general x = x(t) y L = L(t).
5 Como L = L(t)⇒ ∃x = x(t).
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Por otra parte, para las longitudes de transición de la ley de distancias
(D.4)

z(x) =
1

2
(x− L0 − L(x)), (D.7)

donde la longitud de transición final z0 estará dada por z(x0). A fin de
obtener r(z) invirtamos (D.7) con lo que se obtiene

r(z) = rw(x(z)).

Para el caso de las fibras estrechadas que fabricamos en el experimento,
la región caliente se puede considerar de longitud constante, es decir

L(x) = L0,
(D.5)⇒ lw = L0,

y de (D.6)

rw = r0e
− x
2L , (D.8)

con un radio final de rw(x0). Con todo esto, la ley de distancias (D.4)
quedaría como

z(x) = x/2,

así z0 = x0/2 y x = 2z, por lo que al sustituir en (D.8),

r(z) = r0e
− z
L0 , (D.9)

Finalmente, si consideramos una rapidez de estiramiento vx simétrica,
entonces

rw(t) = r0e
−vxt
2L0 . (D.10)
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(a) Fibra uniformemente calentada en el segmento AB, en rojo, al tiempo t

(b) Fibra estirada luego de un tiempo δt, donde se muestra una reducción del
radio δrr, al ser estirada una distancia δx.

Figura D.2: Diagrama del proceso diferencial de estirado al tiempo t (a), y al
tiempo t + δt. En azul las regiones frías, en naranja las zonas de
transición y en rojo la región caliente.
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Finalmente, el perfil resultante se resume en la figura D.3.

L c

L c
+

z 0

L c
+

z 0
+

Lw

L c
+

2z
0
+

Lw

2L
c
+

2z
0
+

Lw

Ωt

Lw

rw

r0

Lc
z0 z0 Lc

z

r(z)

Figura D.3: Perfil longitudinal de una fibra óptica estrechada. Lc indica las zonas
sin estirar, r0 el radio original, z0 la longitud de las zonas de transi-
ción, Lw y rw a la longitud de la cintura y su radio respectivamente.
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T R A N S F O R M A D A D E F O U R I E R A C O RT O T I E M P O 1

Para analizar el espectro de frecuencias de una señal que varía en
el tiempo, podemos seccionar a esta en intervalos más pequeños que
su duración total y hacer un análisis al espectro de cada uno de estos
segmentos. Esta es la idea general de la Transformada de Fourier a Corto
Tiempo.2

El proceso de división de la señal en intervalos de tiempo cada vez más
cortos no puede (ni debe) hacerse ad infinitum; esto se debe a que señales
cortas tienen anchos de banda largos, lo que hará que el espectro de
señales demasiado cortas no tenga nada que ver con la señal original. Por
otra parte, las propiedades de estas señales cortas también se mezclarán
con las de la función de ventana empleada como medio para cortar a la
señal.

Para analizar una función s al tiempo t, habrá que multiplicarla por una
función de ventana h centrada al tiempo t, que suprima los valores de la
señal lejos del tiempo t,

st(τ) = s(τ)h(τ− t),

donde t es el tiempo de interés y τ el tiempo de «corrida». La venta debe
dejar a la función de interés más o menos inalterada alrededor del tiempo
t y suprimirlas lejos de este

st(τ) ∼

s(τ) para τ cerca de t,

0 para τ lejos de t.

La transformada de Fourier de la función modificada representará la
distribución de frecuencias alrededor del tiempo t.

St(ω) =
1√
2π

∫
e−iωtst(τ)dτ,

=
1√
2π

∫
e−iωts(τ)h(τ− t)dτ, (E.1)

1 Para la elaboración de este apéndice se consultaron las referencias [104, 105]. Se recomienda
ampliamente además si interesa profundizar los detalles del análisis de señales empleando
estas técnicas la consulta de la referencia [106], pues aunque su énfasis es en el procesa-
miento de señales musicales, dichas técnicas tienen un amplios márgenes de aplicación, por
no decir que los materiales suplementarios y ejemplos de programación (disponibles en
https://www.audiolabs-erlangen.de/resources/MIR/FMP/C0/C0.html) son muy buenos
para profundizar en dicho tema.

2 Conocida en inglés como Short-Time Fourier Transform (STFT).
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y el espectro de densidad de energía estará dado por

Psp(t,ω) = |St(ω)|2.

El total de los espectros calculados para cada t es la distribución de
tiempo-frecuencia Psp; esto se conoce típicamente como «espectrograma».

Al estimar las propiedades temporales de una determinada frecuencia,
se utilizan ventanas anchas, es decir, al ganar resolución temporal se pierde
esta en frecuencia y viceversa.

e.1 la transformada en tiempo a frecuencias cortas

La STFT enfatiza el estudio de propiedades espectrales al tiempo t, sin
embargo, podemos interesarnos en estudiar las propiedades temporales de
una frecuencia particular. Para ello pesaremos a un espectro S(ω), con una
función de ventana de frecuencias H(ω), y tomaremos la transformada
temporal, es decir, esto es la transformada Fourier inversa de la STFT, y se
conoce como Transformada en Tiempo a Frecuencias Cortas.3 La definimos
como

sω(t) =
1√
2π

∫
eiω

′tS(ω ′)H(ω−ω ′)dω ′. (E.2)

Si seleccionamos a la función de ventana temporal h(t) con la función
de ventana en frecuencias H(ω) por

H(ω) =
1√
2π

∫
h(t)eiωtdt,

entonces

St(ω) = e−iωtsω(t),

por lo que bajo esta consideración, la STFT es lo mismo que la SFTT salvo por
un factor de fase eiωt, término que se elimina al calcular la distribución,
es decir

P(t,ω) = |St(ω)|2 = |sω(t)|2.

Con lo que el espectrograma puede emplearse para analizar el comporta-
miento de las propiedades temporales a una determinada frecuencia. Esto
se logra eligiendo una H(ω) delgada, o de forma equivalente una h(t)
gruesa.

3 Conocida en inglés como Short-Frequency Time Transform (SFTT).
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e.2 el caso discreto

Sea una serie de datos discreta de longitud N, tal que s[n] es el valor de
la amplitud de una señal al n-ésimo tiempo, la STFT al momento m como
función de la frecuencia n-ésima estará dado por

S[m,n] =
L−1∑
k=0

s[k]g[k−m]ei2πnk/L, (E.3)

donde la ventana g es discreta y se representa por un arreglo de L valores.
La función inversa o SFTT estará dada por

s[k] =
∑
m

∑
n

S[m,n]g[k−n]ei2πnk/L. (E.4)

De forma práctica, se puede calcular a partir de una transformada rápida
de Fourier,45 multiplicada por alguna función discreta de ventana. Afortu-
nadamente existe paquetería que nos permite hacer todo esto de forma
automática. En este trabajo, se empleó la librería DSP.jl6 que proporciona
rutinas para el análisis digital de señales y que internamente implementa
a la librería FFTW.jl,7 que porta al lenguaje de programación Julia,8 la
librería de C del mismo nombre y que declara las rutinas numéricas de la
FFT. Para esta librería hay que definir el número de puntos como ancho de
la ventana y el salto en puntos de la ventana entre intervalos, además de
alimentar a la función correspondiente del arreglo de datos a analizar.

4 Conocida con las siglas inglesas de Fast Fourier Transform (FFT).
5 El cálculo directo de la ecuación (E.3) no suele ser eficiente, por ello que de forma típica se

empleé alguna forma de FFT.
6 Código fuente y acceso a documentación en https://github.com/JuliaDSP/DSP.jl.
7 Código fuente y acceso a documentación en https://github.com/JuliaMath/FFTW.jl.
8 Si existe interés en conocer este lenguaje de programación vale la pena dar una visita al

sitio https://julialang.org/. La versión empleada para la realización de este trabajo fue
la 1.5.3.

https://github.com/JuliaDSP/DSP.jl
https://github.com/JuliaMath/FFTW.jl
https://julialang.org/
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