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RESUMEN

La creaciéon de fuentes de luz cuantizada de ancho de banda ultra-
estrecho es fundamental en el desarrollo de toda una nueva familia de
tecnologias que aprovechan las propiedades particulares de este tipo de
luz. Este trabajo implementa y describe una fuente de luz foténica con el
ancho de banda mds estrecho del que se tenga conocimiento hasta la fecha
(550 kHz). Dicha fuente consta de una microcavidad 6ptica de simetria
esférica acoplada a la luz con una fibra 6ptica estrechada, ambas fabricadas
en el laboratorio.

ABSTRACT

The creation of quantum light sources with ultra-narrow spectral band-
width is fundamental in the development of a new family of technologies
that take advantage of the particular properties of quantized light. In
this work is implemented and described a photonic light source with
the narrowest spectral bandwidth known to date (550 kHz). This source
consists of a spherically symmetric optical microcavity coupled to light
with a tapered optical fiber, both fabricated in the laboratory.

ZUSAMMENFASSUNG

Die Entwicklung von quantifizierten Lichtquellen mit ultra-schmaler
Bandbreite ist grundlegend fiir die Entwicklung einer ganz neuen Familie
von Technologien, die sich die besonderen Eigenschaften dieser Art von
Licht zunutze machen. Diese Arbeit implementiert und beschreibt eine
photonische Lichtquelle mit der schmalsten bisher bekannten Bandbreite
(550 kMz). Diese Quelle besteht aus einer sphérisch symmetrischen opti-
schen Mikrokavitét, die mit einer schmalen optischen Faser an das Licht
gekoppelt ist, die beide im Labor hergestellt wurden.
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INTRODUCCION

Las microcavidades (o microresonadores) 6pticas son caminos 6pticos
cerrados que permiten la resonancia 6ptica de la luz. Se las emplea como
filtros espectrales,[1] compresores de densidad de energia,[2] trampas
Opticas (biosensores[3] y detectores de particulas tinicas[4]), sensores de
campo,[5] en el andlisis de peliculas delgadas y nanoparticulas,[6] en
metrologia,[7-9] asi como en cavidades laser,[10-14] entre otras.[15]

Dentro del contexto de la 6ptica no lineal, que es aquella que depende
de la respuesta no lineal de la polarizacién eléctrica del medio 6ptico,
se pueden aprovechar estos fenémenos en microcavidades 6pticas. Por
ejemplo, para obtener un aumento coherente en la intensidad de la luz e
incrementar la respuesta 6ptica no lineal de los medios[16], o con bajos
umbrales de potencia,[17, 18] en la generacién de estados coherentes
comprimidos cuanticos,[19] para emplearlas como fuentes de emisién
laser, en aplicaciones de espectroscopia y electrodindmica cudntica,[20]
para la generacién de tercer armoénico,[21-23] en su empleo para circuitos
foténicos integrados[24] o como fuentes foténicas.”

A las fuentes foténicas las podemos clasificar en dos categorias seguin
el ordenamiento de la estructura interna del material que las compone,
cristalinas y amorfas. Dentro de las primeras encontramos cristales BBO
(BaB,O,) cuyos efectos de generacion dependen de la polarizacién del
medio a segundo orden; mientras que en las segundas se encuentran a
las fibras 6pticas y los microresonadores 6pticos (SiO,) que dependen de
la polarizabilidad del medio a tercer orden. En estas fuentes existen dos
formas para producir parejas de fotones mediante procesos paramétricos y
que se pueden implementar en conjunto con una configuracion de cavidad
Optica, ya sea empleando a la Conversion Espontdnea Paramétrica Descen-
dente (SPDC)?*[26-31] que sucede en materiales con propiedades 6pticas
no lineales a segundo orden usualmente cristalinos y sin centrosimetria;
y el Mezclado de Cuatro Ondas Espontaneo (SFWM)3[32-39] que es un
proceso que sucede en medios no lineales a tercer orden normalmente
isotrépicos.#[41]

Se recomienda revisar la siguiente referencia en tanto a los avances en resonadores 6pticos
no lineales [25].

Por las siglas en inglés de Spontaneous Parametric Down Convertion (SPDC).

Por las siglas en inglés de Spontaneous Four Wave Mixing (SFWM).

Se pueden observar fenémenos a tercer orden en medios anisotrépicos pero la tasa de
conversion en estos es muy baja.[40]
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Si el medio de generacion de parejas de fotones se encuentra dentro
de una cavidad (o se le da forma para que este sea la cavidad misma),
empleando luz de bombeo con un ancho espectral ultra delgado, sucederd
que caracteristicas del ancho de banda tanto del bombeo como de los
fotones emitidos quedardn determinadas por su resonancia en la cavidad.
Esto conduce a que la amplitud espectral conjunta para la pareja de fotones
generados, sefial (signal) y acompanante (idler),> puede ser descrita como
un peine de frecuencias que es funcién de la diferencia de frecuencias de
los fotones generados, ws — w;. Cada pico del peine resultante tendrd un
ancho espectral que es inversamente proporcional al factor de calidad de
la cavidad, Q; mientras que la separacion entre picos o Rango Espectral
Libre (FSR)® sera inversamente proporcional al tiempo de vuelta de los
fotones dentro de la cavidad.[42, 43] Luego, una cavidad con un alto
factor de calidad tendra la ventaja que los picos del peine tendran una
separacion espectral mayor a aquellos generados en cavidades con un
factor de calidad inferior, esto permitira la diferenciacién individual de
los picos individuales en estos peines.

Por otra parte, que en los procesos de SFWM y SPDC sin cavidad la
propagacién de frecuencias emitidas sélo se vea principalmente limitada a
las restricciones de empate de fases; puede ser ttil en condiciones como
en sefales delgadas de interferencia de Hong-Ou-Mandel que permitan
una alta resolucion en dispositivos de tomografia de coherencia 6ptica.[44,
45] Ademas, el empleo de fuentes de ancho de banda estrecho resulta
atil si se desean alcanzar transiciones especificas de sistemas de un solo
atomo que requieren que tanto el ancho de banda como la frecuencia de
los fotones empaten.[42, 43, 46] Es por lo que estas fuentes foténicas se han
propuesto para su uso en memorias cuanticas;[47, 48] de ahi la motivacién
para generar fuentes foténicas de ancho de banda ultraestrecho basadas en
microresonadores Opticos a través de SFWM. Estas fuentes foténicas basadas
en microcavidades 6pticas se plantean como ttiles en la miniaturizacion
de las mismas, para su empleo en manipulaciéon éptica y detecciéon en un
mismo circuito foténico.[49, 50]

Si bien, se han empleado como fuentes de fotones mediante SFWM
microanillos,[34, 37-39, 49-55] microdiscos y esferas en Conversiones Para-
métricas Descendentes;[56, 57] el empleo de microesferas al presentar un
alto valor de confinamiento gracias a su alto factor de calidad es promi-
sorio de generar fotones con ancho de banda ultraestrecho, a su vez que
correlacionados en tiempo y energia. Hemos de notar también avances en
fuentes foténicas por SPDC mejoradas por cavidad con geometrias de mi-
croanillos[27], microdiscos[28], con guias de onda no lineales con espejos

Nos referiremos a aquello que refiera a los fotones sefal y acompanante con los subindices
s e 1 respectivamente.
Por las siglas en inglés de Free Spectral Range (FSR).



1.1 PROPUESTA Y OBJETIVOS

dieléctricos a sus extremos[31], asi como en cavidades en espacio libre.[30,
58-60]

En este trabajo se reporta, al menos hasta donde se tiene conocimiento, a
los anchos de banda més delgados para los fotones generados hasta ahora
(de alrededor de 0.55 MHz).

1.1 PROPUESTA Y OBJETIVOS

Se propone en este trabajo que los microresonadores 6pticos de geome-
tria esférica pueden servir como fuentes de parejas de fotones generadas
por SFWM, y se plantean los siguientes objetivos:

» Fabricacién de los resonadores 6pticos esféricos tales que generen
fotones mediante SFWM.

» Caracterizacién de sus propiedades de generacién, acoplamiento y
resonancia.

1.2 ESTRUCTURA DE LA TESIS

Se comenzara hablando en el Capitulo 2 sobre las soluciones modales
del campo electromagnético en esferas y se definiran cantidades que nos
ayudan a caracterizarlo. En el Capitulo 3, y ya que a las microesferas
empleadas se las acoplé usando una fibra 6ptica estrechada, se hablard
brevemente de sus soluciones de campo y de su caracterizacién en el
proceso de estirado. En el Capitulo 4 se estudiard al acoplamiento del
sistema fibra-microesfera. En el Capitulo 5 se hablara sobre el proceso de
generacion de fotones en microesferas. En el Capitulo 6 se describira el
experimento preparado y los resultados obtenidos de este, para finalizar
con conclusiones en el Capitulo 7. Se incluye como apéndices mateméticos
a los capitulos 2 y 3 a los apéndices A y C, respectivamente. En particular
el Apéndice D para el capitulo 3 tratard sobre la demostraciéon del perfil
exponencial de las transiciones de fibra empleadas en el experimento.
Finalmente, el Apéndice B contiene figuras auxiliares que muestran el
comportamiento de algunas soluciones modales tanto para microesferas
como para fibras.






Parte II

MARCO TEORICO






GUIADO DE LUZ EN MICROESFERAS

A continuacién, se resumen las soluciones al campo electromagnético
en microesferas, el lector ha de remitirse a la Secciéon A.1 en los apéndices
para seguir el desarrollo matemético completo de las soluciones. El sistema
coordenado por emplear se puede ver en la figura 2.1.

Figura 2.1: Sistema esférico de coordenadas referido para una microesfera, se
indican las direcciones de los vectores unitarios de la base de este
sistema en la punta del vector de posicién P.
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GUIADO DE LUZ EN MICROESFERAS

2.1 SOLUCIONES AL CAMPO EN MICROESFERAS

A partir de la ecuacién de onda en medios dieléctricos y separando la
parte espacial de la temporal en las expresiones de campo, se encuentra
que la ecuacién a resolver estd dada por la ecuacién de Helmholtz vectorial,
por lo que los campos eléctrico E y magnético B habrdn de cumplir con
expresiones de la forma

VZC + kZC —_ O, (2.1)
V.C=0, (2.2)

donde k es el nimero de onda, y cuya solucién directa es dificil de
encontrar, por lo que se emplea para ello el método de Hansen[61] que
trata de encontrar la solucién escalar de dicha ecuacién para hallar después

una expresion vectorial. Asi, la ecuacién escalar de Helmholtz a resolver
para una funcién ¥ : C3 — C toma la forma

V2Y(x) + k*¥(x) =0, (2.3)

que se puede resolver mediante el procedimiento estdndar de separaciéon
de variables.
La ecuacién (2.3) tiene como solucién general a

wro g =Y 3 (w2 0,0, @a)

1=0m=—1

dondele ZTymeZ, talque—1<m<1,0€(0,7y o €[0,27]; con oy
y B1 coeficientes constantes complejos, mientras que Y™ es el arménico
esférico dado por

2L+1(1—m)!
4 (1+m)!

Y1 (6, 9) = P{™(cos(6))e!™®,

con P{™ los polinomios asociados de Legendre cuya férmula de Rodrigues
es

—_1)ym 1+m
Prio = SO 2 L )
donde si m < 0
e pm(L—m)!
Prm(x) =(-1) TTm)! PU (x);

y @1y X1 son las funciones de Bessel-Riccati expresadas mediante

P1(x) = xji(x \/7]1+2 (2.5)
x1(x) = —xy1(x) = —\/?YHZ(X); (2.6)



2.1 SOLUCIONES AL CAMPO EN MICROESFERAS 11

con

jix) = %]H%(X), (2.7a)

yilx) = \/ZYH;M, (2.7b)

donde J; y Y1 son las funciones de Bessel de primer y segundo tipo.
En general para cada | y m se puede escribir

q){n(r/ 6, (P) = Zl(kT)Y]Tn(e/ (P), (28)

donde Z; puede ser la parte que depende de j; o y;.
Las soluciones vectoriales de (2.3) estdn dadas por la combinacién lineal
de las siguientes funciones:

L"=VY, (2.9a)

M =L"xr, (2.9b) r=ré,
1

N = EV X M"Y, (2.9¢)

que se pueden reescribir en términos de los armoénicos esféricos vectoriales

VAR Yim(ez P)er, (2.10a)
Yim =1VY(6, @), (2.10b)
Xim = VY0, @) x 1. (2.100)

Para soluciones de campo de caracter solenoidal® basta expresar al cam-
po en términos de M{™ y Ni" y se encuentran las siguientes soluciones.[62,
63]

Para el caso Transversal Eléctrico (TE) se tiene

B ATESLE Y, siT<R, (2.11)
—ATERO N sir > R,
. ] :
b0 BATE (U @y (k) Zum + 5 & (01 (K1) Y sit<R,
T,9,Q)=
= . ] .
3o ATE (ML (ko) Zum + e & D (kor) Yam ) s> R

(2.12)

1 Se dice que un campo es solenoidal cuando tiene divergencia cero, V - C = 0. Para el campo
eléctrico sucede en ambientes con densidad de carga nula, pe = 0. Dicha consideracién es
véalida en nuestro caso pues empleamos materiales dieléctricos.



12 GUIADO DE LUZ EN MICROESFERAS

Mientras que para el caso Transversal Magnético (TM) se tendra

. ATE (M5 o1 (k) Zum + %%(cm(kr)mm) siT<R,
LT, YU, Q) =
—ATE (M (kor) Zum + g & O (kor))Yim ) siT > R,
(2.13)
B iA.TEi‘p‘]g:r)le sir <R, (2.14)
B = 2.14
1k° ATE (p‘k::fr Xim sir>R,

donde R es el radio de la esfera, k = nkg con n = n(w) es el indice

de refracciéon dependiente de la frecuencia angular de la luz,*> ko = ZT”,

A la longitud de onda del haz y ATE/ ™ es 1a magnitud del campo
indicando con el subindice i u o segtin sea para dentro o fuera de la esfera
respectivamente.>

Las ecuaciones modales estaran dadas por[64]

/ /
Ecuacion de autovalores P P (kR) = X1 14 (2.15)
para una microesfera @1(kR) X1 (kR) ’
donde
k

1 .
¢ = siesTM,

k
%:n sies TE.
0

Empleando relaciones de recurrencia para las funciones de Bessel J; y
Y1 se puede expresar lo anterior como[65]

Y, (koR)_Ph](kR)_l(] p>_0
Yl

(2.16)

[SIE ST
~
o
=
~—
—
+

+

Asi, para obtener las frecuencias o longitudes de onda resonantes o
el indice | que sea resonante a una determinada frecuencia, bastard con
resolver la anterior ecuacion para el caso que interese.

2 Dicha dependencia se puede obtener de la ecuacién de Sellmeier del material 6ptico
empleado, y estd dada por la expresién[40]
mBiw?
n(w)? :1"'272) L,
j=1 "]
donde wj es la frecuencia de resonancia j-ésima y B; es su intensidad. Los coeficientes co-
rrespondientes para el SiO, amorfo son: By = 0.6961663, B, = 0.4079426, B3 = 0.89747%4,
A1 =0.0684043 um, A; = 0.1162414 pm y A3 = 9.896161 pm, con Aj = 2mc/wj.
3 Como abreviacién del inglés inside (dentro) y outside (fuera).
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Los rangos de las soluciones para resolver los indices 1 o las longitudes
de onda en resonancia estdn dados por los siguientes criterios. Para 1,
tomando en cuenta al efecto Goos-Hanchen[63]

27(R+5,) 1 2n(R+5p)
f < l+§ <TLT

, (2.17)
donde

S M P

P 2mymZ 1

Mientras que las longitudes de onda resonantes estardn dentro del rango

(2.18)

27R 27Rn
—— <A< ———, (2.19)
l+ 5 (0.6 l+ 3 xn
con
P
o= ——, 2.20
nvn? —1 (2.20)

La solucién a la ecuacion de autovalores (2.15) se encuentra de forma
numérica, como se aprecia en la figura 2.2; se pueden identificar a las
soluciones con un nuevo indice s, que se asociard al orden de la solucién,
desde el valor mas alto de 1 al més bajo, dadas las condiciones de radio R
y longitud de onda A.

Del mismo modo, en la figura 2.3 se identifican a las soluciones con una
cruz negra, dadas las condiciones de radio R e indice 1. Estas soluciones
también se pueden indizar con s, pues corresponden a soluciones radiales
interiores.* Cada una de las soluciones modales encontradas se conocen
como Modos de Galeria Susurrante> en analogia a las soluciones de ondas
actsticas que surgen en geometrias similares, como en las ctipulas de
iglesias.®

Como se muestra en la Secciéon B.1, conforme el valor del indice s aumenta, asi el nimero
de 16bulos en el campo que aparecen hacia dentro de la esfera.

Conocidos en inglés como Whispering Galery Modes (WGM).

Las soluciones de esta naturaleza fueron descritas por primera vez por Lord Rayleigh en
su obra The Theory of Sound.[66, pag. 126]

13
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r=20pum A =1.55 Modo: TE

0.5

0.0

—0.5

—1.01

85 20 95 100 105 110 115
1

Figura 2.2: Representacién grafica de la solucién de la ecuaciéon de autovalores
para una microesfera. Para los parametros de radio y longitud de onda
y tipo de modo indicados en el titulo, se identifican a las abscisas de
los puntos de solucién a los indices 1 que resuelven a la ecuacién. Por
otra parte nétese que el indice s del modo va desde el mayor al menor
valor en 1, a mayor sea el indice mayor es el orden del modo direccién

radial.
s r=50pum 1= 100 Modo: TE
1.0
0.5
s=7|s=6s=5 |s=4 |s=3 s =2 s =1
0.0
—0.5
7].0 -
-1.5
3.2 34 3.6 3.8 4.0 4.2 4.4 4.6 4.8

Alum]

Figura 2.3: Representacion grafica de la solucién de la ecuacién de autovalores
para una microesfera, para pardmetros de radio, longitud de onda
y tipo de modo indicados en el titulo de la figura. Se muestra que
para determinado indice 1 del modo, hay una longitud de onda que
resuena en dicho modo.
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Para el caso de microesferas, se tiene que la constante de propagaciéon
longitudinal est4d dada por

Bm = %/ (2'21)
pues existen m longitudes de onda resonantes en una circunferencia de
radio R. Conforme la diferencia entre indices 1 y m aumenta, el orden polar
asi lo hace,” en este caso el camino de propagacion (desde la perspectiva
geométrica) es a lo largo de una trayectoria zigzagueante y la constante de
propagacion sobre este es

Pr= l(};”,
B-m es la proyeccion de 31 a lo largo de la circunferencia.[67, 68]

Por otra parte, las soluciones para frecuencias angulares resonantes de
(2.15) estdn degeneradas para toda la familia de 21 + 1 valores posibles
de m que existen para cada 1, esta degeneracion se puede romper, como
se muestra en [69], si se considera que la esfera es imperfecta y tiene un
radio elipsoide

€
r(6) = R(1 + 3 (3cos*(0) — 1)),
donde la excentricidad es € = r"r: e, con 1}, el radio polar y T el radio
ecuatorial; con esto se puede llegar a que la relacién entre la separacion
entre frecuencias angulares sin degenerar Awygsp y su valor central wm s
estd dada por®

Awgisp € 1-3 m/?
Wmis 6 (1+1) )
que considerando indices m consecutivos, se puede aproximar a la separa-
cién de frecuencias como
m|+ 1

Awgisp = [Wmis — Wm1,1s] = wmls€m~ (2.22)

2.2 PARAMETROS DE CARACTERIZACION DE LAS CAVIDADES ESFERI-
CAS

Existen parametros que se emplean para caracterizar el espectro de los
modos resonantes? y a las cavidades donde se propagan, servird de apoyo

Ver figuras de la Seccion B.1, donde en cuanto la diferencia entre indices | y m aumenta,
el nimero de 16bulos debajo y sobre el ecuador también lo hace.

Ya se hace la identificacién del modo con los indices m, 1 0 s que le correspondan.

Estos pardmetros son validos en general para cualquier resonador 6ptico con sus respecti-
vas adecuaciones a la geometria del mismo.

15
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a su descripcion referirse a la figura 2.4. Esta figura muestra la sefial de
transmitancia a la salida de una guia 6ptica que porta un haz laser y que
se emplea como medio de acoplamiento de la luz a la esfera, las caidas
en la sefal de transmitancia indican que ha ocurrido una resonancia que
toma energia de la guia Optica y que esta se ha acoplado a algtin modo
resonante de la esfera. Serd en el Capitulo 4 donde se discutird més a
fondo la interaccion entre una microesfera y una guia optica.

1.00 1 AN

0.95 1

0.90 4

Transmitancia

o

oo

(921

|

o
(=

o
le

o

o

S
1

0.75 1

0.70 1

Figura 2.4: Esquema de caracterizaciéon de resonancias en microesferas. dA es el
ancho del pozo de transmitancia hasta su altura media generado por
una resonancia, AA es la separacion espectral en longitud de onda.
Cada pozo en la transmitancia observado en la sefial transmitida por
la guia de onda que acopla y extrae luz a una cavidad 6ptica se asocia
a un modo resonante.

2.2.1  Rango Espectral Libre

Es una medicién de la separacion espectral de dos modos resonantes
contiguos. Este pardmetro se conoce como FSR.' Sean dos frecuencias
resonantes contiguas w; y w;, ie. tales que wTg = 2mm con m € Z*,
donde Tg es el tiempo de una revolucién de un haz en la cavidad; este

10 Por las siglas inglesas de Free Spectral Range (FSR).
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tiempo de revolucién se relaciona con el indice de refraccion efectivo de la
siguiente manera[64, 70]

L
TR =Merf—,
c

con L la longitud de la circunferencia.
Se define al FSR como

FSR := w, — w, (2.23)
2
=3
27c
- ; 2.2
Lrorr (2.24)

de forma equivalente en términos de longitud de onda

2
Ap
Iness

FSR) =

A partir de la ecuacién (2.21) se puede mostrar que

Ao
FSRy = — .
= (225)

recordando que m = m(Ap, R), con Ap una determinada longitud de onda
y R el radio de la esfera.

2.2.2 Fineza

Se define como la razén entre el FSR y el ancho a la profundidad media™*
(FWHM) del pozo de transmitancia generado por una cavidad resonante
sobre la luz transmitida por su medio acoplador[64, 70]"*

FSR
Ii= FWHM’

de forma andloga

27 m
xgisL T2

(2.26)

donde xg4is es una constante de disipacién por revolucién y 7 la transmiti-
vidad compleja.

Se conoce en inglés como Full Width at Half Maximum (FWHM) al ancho de una sefial a su
altura media, aqui usaremos este mismo término para referirnos a su profundidad por
conveniencia.

12 No solo se puede acoplar luz a una esfera con fibra 6ptica, puede hacerse con guias 6pticas

grabadas en sustratos de silicio o con prismas.

17
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2.2.3 Factor de calidad

El factor de calidad Q, se define como el ntimero de ciclos 6pticos
caracteristicos antes que la cavidad pierda energia. Es decir, la razén de
energia almacenada en el resonador con la pérdida de energia por ciclo
6ptico[64, 70]"3

Energia almacenada
© Pérdida de energfa

Q=w (2.27)

Si suponemos una intensidad de campo inicial IEOIZ, luego de la cual
ya no alimentamos de més energia al resonador y considerando que el
decaimiento por vuelta estd dado a la n-ésima vuelta por

[Enl? = exp(—aaisL)[En_11%,

2
= exp(—nagisL)|Eol”,
sin > 1, se tendrd que en el limite continuo

d[E,|*

dn = _OCdisL|En|2/

2
|En|
O L
dn
Tr
= wo—-,
oaisl

que en el caso de acoplamiento débil™* y orgis < 1,7

xaisL
Aw = ,
w ™

Dadas las soluciones complejas de la ecuacién de autovalores, las frecuencias de resonancia
complejas que son solucidn, se asocian a una tasa de decaimiento v, tales que @ = w —iy/2.
En términos de la frecuencia angular compleja de resonancia @, se puede definir la Q
matematica, digase, el valor méximo de Q sin interaccién con una guia éptica como
_ Re(w)

mat — m/
este valor no considera correcciones debidas a pérdidas por defectos, termalizacién o por
interaccioén con una guia Optica.
Digase cuando la constante de acoplamiento || < 1, el coémo calcular esta constante de
acoplamiento se mostrard en el Capitulo 4.
Pocas pérdidas por vuelta.
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- — (2.28a)
N —. (2.28b)

De (2.26)
woTr
Q= 27 5
Nerrl
Ao
=m5,

F,

como el indice m se refiere al nimero de longitudes de onda que caben
en la circunferencia L, entonces m = nereL/Ag.

Naturalmente para acoplar luz a microresonadores 6pticos de esta
simetria requeriremos de un medio para hacerlo, ya sean puntas de fibra
Optica recordada,[71] con el empleo de dispersores de dimensiones de
sublongitudes de onda[72], con prismas,[73] con guias de onda grabadas
en sustratos[74], o con fibras 6pticas estrechadas como lo trataremos en
este trabajo. Esta interacciéon con algin medio de acoplamiento acarreard
pérdidas pues dan via a la luz no solo para poder entrar a la cavidad
sino también para salir de ella. Aumentar o disminuir la interaccién de la
cavidad con el dispositivo de acoplamiento es equivalente a disminuir o
aumentar, respectivamente, la reflectividad de los espejos de una cavidad
de tipo Fabry-Pérot.

Con esto en mente, si consideramos ahora un ntiimero de vueltas N,
hasta que el resonador pierda energia hasta llegar a un valor de 1/e de su
intensidad original, a causa de pérdidas internas y debido a la cercania de
una guia de onda, entonces

1
exp(—axgisl) = o

19
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es decir, J representa el nimero de vueltas por un factor de 27t que hace
la luz dentro de la cavidad hasta que su intensidad llega a un 1/e de su
valor original. Del mismo modo, Q representa el nimero de oscilaciones
de campo a las que la energia almacenada llega a 1/e de su valor original.

En el siguiente capitulo trataremos como es guiada la luz por el disposi-
tivo que empleamos en los experimentos para acoplar luz a las microcavi-
dades 6pticas, una fibra 6ptica estrechada.
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Del mismo modo que se resolvié la ecuaciéon de onda electromagnética
para las microesferas, al separar la solucién temporal del campo se llega a
una ecuacién de Helmholtz vectorial que en este caso es més facil resolver
y que se puede solucionar componente a componente; dicha ecuacion es
analoga a la ecuacién (2.5) y que escribiremos como

(V2 +X2)U(r, @,2) =0 (3.1)

a ser resuelta en coordenadas polares cilindricas. La convencion de coorde-
nadas para este sistema se muestra en la figura 3.1, mientras que para la
nomenclatura usada para los radios de la fibra se muestra en la figura 3.2.

Figura 3.1: Sistema coordenado polar cilindrico referido para una fibra éptica
con direccién de propagacion en z. Se indican las direcciones de las
componentes de campo. Se distingue del recubrimiento al nicleo con
un color azul més obscuro.

1 Si interesa revisar todo el desarrollo matematico en el calculo de las soluciones de campo
para fibras dpticas se recomienda encarecidamente revisar la referencia [75].

21
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Figura 3.2: Corte transversal de una fibra 6ptica. Se indica al radio del recubri-
miento con b y al del niicleo con a.

Para el caso que nos atafie, que son las fibras 6pticas con perfil de indices
de refraccién escalonado, se puede encontrar que la solucién general de la
forma funcional U est4d dada, para una fibra de ntcleo de radio a, por

a1 AJm(Mir) exp(i(me — Bz)),
parar < q,

araz DKy (mar) exp(i(me — Bz)),
para T>aQ

U(r, @,z) =

donde {aj2,A,D} € R y son constantes, m € Z*, ], es la funcion
de Bessel de primer orden m y K, la funcién de Bessel modificada
de segundo orden m. Se identifica ademds a 3 como la constante de
propagacion de la onda y donde ademas, si definimos la diferencia de
cuadrados entre la constante de propagacién y el nimero de onda en cada
region de la fibra, tal que sea positiva

ni =kj —p%,

n3 =B —k3,
con

k1 =mniko,

k2 =mnako;

donde ko = 27/A, n1 es el indice de refraccion del ntcleo de la fibra y
n; el indice de refraccién del recubrimiento, se puede mostrar que ha de
cumplirse la siguiente condicién para un guiado confinado al nicleo

ny < kﬁ <ni; (3-2)
0
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la cantidad 3/ko se conoce como indice de refraccidon efectivo ness, y su
valor dependera de la solucién al campo electromagnético al que haga
referencia la constante de propagacion, es decir, al modo.

Se puede demostrar, a partir de las ecuaciones de Maxwell en materiales
dieléctricos, y de las relaciones de divergencia y rotacional para un campo
vectorial en coordenadas polares cilindricas, que las componentes de
campo electromagnético que son solucién estdn dadas, para r < a por

E.(1,9,2) = MJm ellwt+mo+pz)

—

mr)

Er(r,,2) = ;1]2[5 <1wg:mNIm(mr) + My L'n(mr)) ellwtime+pz)
Eolr0,2) = (MM lr) = N Ty it e 62,
Hi(r 0,2) = _nl]f (lein(mr) - lwg;mwm(mr))e (wermep2)
Hop(r, @,2) = _n:f h:lNIm(mT) + BMme(mT)) ellwtrme+pz)

H.(r, @,z) = N (mir)et(@ttme+Bz).
y para r > a por

EZ(T/ @, Z) = Mlm(n,l T)ei(wt+m(p+r52)

Eo(r,0,2) = b <“°“2mPK (Ma27) + On2K/, (a7 >e wtme—pz)
n3 pr
lB / H{wt+me— [32)
3 [3

H. (v, @,z) = Nlm(n1r)ei(wt+m¢’+52),

He(r, @,2z) = % (PT]ZK{TI(T]ZT) — 1w€2m m(mam) ellwt+me— Bz)
n3 pr

Holr e,2) = % <1:1PKm(nzr) + wgzOnngm(nzr)> etlwttme—pz).
n2

donde €1, son las constantes dieléctricas del niicleo y el recubrimiento y
del mismo modo 1 > son las constantes de permitividad magnética para
el nucleo y el recubrimiento, respectivamente.

Considerando continuidad a la frontera se tendra que las amplitudes
M, N, O y P han de formar un sistema de ecuaciones cuya solucién no
es trivial si el determinante de dicho sistema de ecuaciones iguala a cero,
este determinante es una funcién trascendental de (3 para cada m, dado
un radio del nicleo a

23
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K7 (n2a) )( nfJl,(nia) I (n2a) )
n2a]Jmmia) /) \n1aJmMmia) nza]m(ma

—mz<so>2(<mu>2+<n;>2>z

\ J

< Jinmia)
maJmMmia)

donde se emplea que para medios dieléctricos las constantes de permitivi-
dad para el nicleo y el recubrimiento son aproximadamente iguales a la
del vacio, ie. (11 =~ uz) ~ wo.?

Las constantes de propagacion 3 que son solucién se pueden encontrar
de forma numérica dado un indice m y una frecuencia angular w dadas.3
Por otra parte se puede resolver que los términos de amplitud M, N, Oy
P cumplen que
—_%
= (3-4)
—_%
= (3:5)
~ ON
MM

imp 1 1
52 (e * wmar)

T Jha) . Ky(ma) (3-7)

niajm(mia) * anz2Km(nza)

(3.6)

2z Z|lwzwZlo

con &1 = Jim(M1a) y &1 = —Ky(n1a). Vale notar que N/M es la cantidad
relativa entre los campos E, y H, dentro del ntcleo, O/M la cantidad de
campo E, que hay fuera del ntcleo respecto a la que hay dentro de él, y
P/N representa también esto tltimo pero para H.,.

Se puede reescribir (3.3) para identificar toda una familia de soluciones,
las EH y HE; para las primeras la ecuacién de autovalores serd

Jmi1(ma) _ nf+nj 2
T @) = Zn% dok+07m—T, (3.8)

mientras que la solucién que se asocia a los modos HE sera

Jm—1(mia) g "‘“%5
JmMmia) 2“-%

ok +mdf—T, (3.9)

En otras palabras, que las constantes de permeabilidad magnética del ntcleo p; y de
recubrimiento p, son esencialmente iguales a la del vacio al tratarse de materiales con
baja interaccién magnética.

3 Recordemos que w = 2mc/A, con A la longitud de onda.



GUIADO DE LUZ EN FIBRA

donde
2 2 2 2(82 2\272
P (B2 sz 4 RO B2
an nj
con
6=
ma
1
by = —
n2a
« Ki.(m2a)
Kmmza)’
B
C= .

OPTICA ESTRECHADA

(3.10)

(3.112)
(3.11b)
(3.110)

(3.11d)

Cuando m = 0, se encuentran dos expresiones para soluciones particu-

lares, la transversal eléctrica (TE)

5 Jinia) _62K1 (m2a)

Jomia) Ko(m2a)

7

y la transversal magnética (TM)

~

Jitma) —62“—%](] (m2a)

01 .
o(ma) n? Ko(nza)

\

(3.12)

(3-13)

Para las soluciones TE, E; = E; = Hy, = 0, pues M = O = 0, mientras
que para los modos ™™, E, = Hy =H, =0 pues N =P = 0.

Para la evaluaciéon de las anteriores ecuaciones de autovalores vale
considerar hacer las siguientes sustituciones, primero definiendo a

V.= akoNA,

donde NA = 4/ n% — n%, es la apertura numérica de la fibra; asi

2 2 2
(M2a)” =V —(ma)’,
otra sustitucion ttil es escribir 3 como

B? =ki—n1,

(akq)? — (amq)?

2
¢ = (ako)? ’
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asi las ecuaciones a resolver solo dependeran de nja. Las soluciones a
las ecuaciones de autovalores (3.9) y (3.8) las podemos identificar como
se muestran en las figuras 3.3 y 3.4 respectivamente. Para hacer esto
numeramos con un indice n al orden de aparicién de las soluciones
modales de menor a mayor, segin como aparecen estas en una grafica de
los lados derechos e izquierdos de las ecuaciones de autovalores como
funciones de 1 a en el intervalo que va desde cero al parametro V. Esto
lleva a que una solucién modal en particular se puede identificar con el
tipo de modo que representa (HE, EH), con los indices m y n. En el caso
de las soluciones transversales (TE y TM), el primer indice es siempre
m = 0, como ya se habfa mostrado. La notacién empleada, sin pérdida de
generalidad para los otros tipos de soluciones, es de la forma HE . Se
puede apreciar en la figura 3.3, que siempre existird una solucién HEq
sin importar el parametro de corte,* de ahi que se conozca a este modo
como el fundamental. Una fibra que solo soporte este primer modo se la
conoce como «monomodal».5

3.1 REGIMENES DE GUIADO

De acuerdo a la diferencia de indices de refraccién entre el nticleo y su
recubrimiento, se pueden distinguir dos regimenes de guiado, el débil y
el fuerte. El primero se identifica cuando la diferencia fraccionaria de los
indices de refraccion de las partes de la fibra cumplen que[76]

L

Por el contrario, en el régimen fuerte, la diferencia de indices de refrac-
cién puede ser tan alta como en el caso donde recubrimiento es el aire que
rodea a la fibra. ©

Como notamos de las figuras 3.5 y 3.6, los valores limite de los indices
de refraccion efectivos se encuentran entre los valores correspondientes a
los indices del ntcleo y el recubrimiento, como ya lo predecia la relaciéon
(3.2). Ademads, podemos apreciar que en el régimen débilmente guiado,
las soluciones modales del campo estdn degeneradas, es decir, poseen
casi el mismo indice de refraccién efectivo; esto da pie a poder simplificar
el estudio de las soluciones modales a las combinaciones lineales de los

Siempre que este sea distinto de cero.

Se puede mostrar que una fibra monomodal es aquella tal que V < 2.404883, es decir que
sea menor al valor del primer cero de la funcién de Bessel .

La diferencia maxima formalmente es con el vacio, que tiene indice de refraccién 1, sin
embargo, en este texto (y dadas las condiciones del experimento) consideraremos al indice
de refraccién del aire aproximadamente igual al del vacio.
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r =3.0um, A = 1.55um, m = 1, Modo: HE, Guiado: fuerte
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Figura 3.3: Representacién gréfica de ambos lados de la ecuacién de autovalores
para modos HE en guiado fuerte, indicando con una cruz negra la
posicion de las soluciones. Notese como el segundo indice del modo,
n, identifica el orden de las soluciones desde el menor al mayor valor
de nja. Se indica con V al pardmetro de corte para esta fibra. Se
indican los pardmetros de radio, longitud de onda e indice m en el
titulo de la figura. Nétese que la solucion HEq; siempre aparecera
como solucioén.

modos HE o EH que les dan origen, estas nuevas soluciones son conocidas
como modos Linealmente Polarizados (LPs).”

Notamos ademads que el pardmetro de frecuencia de corte minimo al
que aparece toda una familia de soluciones modales en el régimen débil
es el mismo, a diferencia de lo que sucede en el régimen fuerte donde el
valor minimo de V al que aparece una nueva solucién modal es distinto
para cada modo.

Las fibras débilmente guiadas son las tipicamente empleadas en tele-
comunicaciones, gracias a los pocos modos que soportan y a sus bajas
pérdidas tanto en transmision a largas distancias como a la robustez de
las sefiales ante dobleces de la guia.[77]

Es de notar en la figura 3.6, en particular para la curva correspondiente
al modo fundamental HE11, que cuando el pardmetro de corte V se hace

En la Seccién B.2, se muestran ejemplos para el campo simulado de modos LP, como
combinacion lineal de modos hibridos. El mote de su designacion queda claro al observar
el comportamiento se sus componentes transversales.
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r =3.0um, A = 1.55um, m = 1, Modo: EH, Guiado: fuerte
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Figura 3.4: Representacién gréfica de ambos lados de la ecuaciéon de autovalores
para modos EH en guiado fuerte, indicando con una cruz negra la
posicién de las soluciones. Nétese como el segundo indice del modo,
n, identifica el orden de las soluciones desde el menor al mayor valor
de nja. Se indica con V al pardmetro de corte para esta fibra. Se
indican los pardmetros de radio, longitud de onda e indice m en el
titulo de la figura.

muy chico, lo cual se puede lograr reduciendo el radio de la fibra, esta
curva se corta, lo que indica que ya no es soportada la transmisién de la
luz por el ntcleo y pasa a ser transmitida por el recubrimiento ahora bajo
el régimen fuertemente guiado.

Por otro lado, como se observa de la figura 3.5, una vez que ya no es
soportado el modo fundamental en la fibra, digase, cuando el indice de
refraccion efectivo del modo es igual que el del ambiente que le rodea, la
luz ya no serd soportada por la fibra y se fugara.

3.2 FIBRA OPTICA ESTRECHADA

La fibra 6ptica estrechada, coloquialmente conocida como taper? es
una clase de micro y nano cable de fibra 6ptica, un esquema de su perfil
se muestra en la figura 3.7. Se las aprovecha por su alto confinamiento,
presencia de campo evanescente exterior y por poder presentar un compor-

8 Contraccion del inglés tapered fiber.
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Figura 3.5: Evolucién del indice de refraccion efectivo de una fibra éptica respecto
al pardmetro de frecuencia normalizada en el régimen fuertemente

guiado.
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Figura 3.6: Evolucién del indice de refraccion efectivo de una fibra éptica respecto
al parametro de frecuencia normalizada en el régimen débilmente

guiado.
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Figura 3.7: Perfil longitudinal de una fibra 6ptica estrechada. L. indica las zonas
sin estirar, 1o el radio original, z¢ la longitud de las zonas de transicién
y, Lw y Tw a la longitud de la cintura y su radio respectivamente. Q¢
es el angulo de estrechamiento, medido desde la horizontal al perfil
de la fibra en dicho punto.

tamiento 6ptico altamente no lineal. Se las fabrica al estirar una fibra ¢ptica
fundida alrededor de su parte media,® dejando inalterados sus extremos lo
que facilita su implementacién en sistemas 6pticos convencionales. En este
trabajo se utilizaron este tipo de fibras como medio de acoplamiento de la
luz a las cavidades 6ptica fabricadas al aprovechar la presencia de campo
evanescente en la luz guiada. Como se vera mds adelante, las condiciones
de resonancia para las cavidades empleadas no solo dependen de las
caracteristicas de esta misma, sino también del medio acoplador. El perfil
de las zonas de transicion se puede escribir como

z

1(z) =T10€ Tw, (3-14)

donde T es el radio original de la fibra, L,, la longitud de la cintura y z la
coordenada longitudinal, como se muestra en la figura 3.7.

3.3 PROPAGACION DE LA LUZ EN FIBRA AL ESTRECHARSE

Si bien formalmente las soluciones en las regiones de transicién y du-
rante el proceso de estiramiento deben considerar un medio con tres
capas (ntcleo, recubrimiento y medio externo),[82, 83] podemos hacer una
generalizacion en el comportamiento del campo durante el proceso de
estirado en el cual inicialmente es vélida la solucién débilmente guiada,

9 Si bien existen diversas formas para calentar la fibra,[78] en este trabajo se opté por el
barrido de 1lama[79, 80] dada la facilidad de implementacién, disponibilidad y experiencia
que se tiene en ella en trabajos previos.[81]
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para después pasar a un comportamiento fuertemente guiado. Este tipo
de soluciones son las que consideramos en el proceso de estirado, cuyo
andlisis nos permite monitorear al mismo, para ello primero definiremos
cantidades que nos serdn ttiles a este fin.

LONGITUD DE ABATIMIENTO Sean dos modos con constantes de pro-
pagacion By y By, estos intercambian potencia de forma peridédica cada
longitud de abatimiento, dada por[40, 84]

2m
Lg = m/ (3.15)

su inverso, vg = L? , se conoce como frecuencia espacial de abatimiento.
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Figura 3.8: La figura a) indica el perfil de radios de una fibra estrechada respecto
a la longitud de esta. En b) se muestra para varias combinaciones
de modos el pardmetro de frecuencia de abatimiento respecto a la
longitud de la fibra, nétese cémo algunas combinaciones de modos
sobreviven en la cintura de la fibra, mientras que otras se eliminan en
cuanto alguno de los modos que baten llega a su condicién de corte.

Notemos de la figura 3.8, obtenida de simular el anélisis de algunos
resultados mostrados en [85], que para el perfil de la fibra adelgazada
planteado en estos, solo ciertas combinaciones de modos sobreviven a la
transmision a través de su cintura. Si las lineas se cortan en algtn radio, es
porque a partir de ese punto alguno de los modos de dicha combinacién
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han alcanzado la condicién de corte y no puede seguir transmitiéndose en
radios inferiores.™

ANGULO DE ESTRECHAMIENTO El dngulo Q¢ dado entre el perfil del
taper y la horizontal como se muestra en la figura 3.7. Este dngulo tiene
una longitud asociada, tal que

R

Lt - m, (3.16)

con R el radio de la fibra al d&ngulo Q.
FRECUENCIA ANGULAR ESPACIAL Sean dos modos con constantes de
propagacion dependientes del radio B« () y By(r), donde r = r(z), con z

la coordenada longitudinal sobre las regiones de transicion; la fase relativa
acumulada se puede escribir como[86]

L/2
Dy (L) = 2<JO ABxy(r(z))dZ+ABxy(Tw)Lw>} (3-17)

asi la frecuencia angular espacial queda como la derivada de @ respecto
deL

dOyy, T d
dL - Aﬁxy - 7 aAﬁxy

Kxy = , (3.18)

Tw

donde 1,, es el ancho local de la cintura en el proceso de estirado.
Si la fibra dptica es estirada con una velocidad constante vy, el perfil de
radios en el tiempo estd dado por™*

—vxt

Tw(t) =Toe 7o, (3.19)

que puede incorporarse en (3.18) para obtener K., como funcién del
tiempo. La expresion (3.18) se puede normalizar al multiplicar por el
factor A/(27), lo que da la frecuencia espacial normalizada. Esta frecuencia
se puede obtener de un espectrograma al realizar una transformada de
Fourier a corto tiempo sobre la sefial de potencia transmitida durante el
proceso de estiramiento.[84, 86, 87] Por completez, en el Apéndice E se
coloca una pequefia introduccién a este tipo de andlisis de sefiales.

Mediciones directas de este valor se pueden obtener con las técnicas expuestas en la
referencia [85].
Las demostraciones de las férmulas (3.14) y (3.19) se encuentran en el Apéndice D.
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3.3.1 Condiciones de adiabaticidad
Cuando Lg <« L se dice que la conversion entre modos es adiabética,
esto es analogo a decir que[84]

Qe > Oy, (3.20)

teniendo como limite superior a la igualdad. Como se muestra en la figura
3.9, para cada angulo critico Q. (lineas continuas) de cierta combinacion de
modos, siempre que este sea mayor al dngulo de la fibra (linea punteada),
la conversién entre modos se dard casi sin pérdida de potencia.
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2
- 25
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Q¢ (HE11 —EHqq)
Q¢ (HEy; —HE21)
Qc (HE11 —TMo1)
E Q¢ (HEy7 —TEo1)
R Qc (EHyy —HEq2)
a Q¢ (EH11 —HE3q)
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Figura 3.9: Se indica en a) al perfil de radios respecto de la longitud en la zona
de transicién de una fibra 6ptica estrechada. En b) se muestra a los
angulos criticos calculados para diferentes combinaciones de modos
comparados con el dngulo de la fibra en la misma regién.

Estudiadas ya las soluciones de campo electromagnético en fibras 6p-
ticas estrechadas y microcavidades esféricas, pasaremos a estudiar la
interaccion entre ellas en el siguiente capitulo, en particular a lo referente
al acoplamiento del campo electromagnético entre estos sistemas.
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SISTEMA ESFERA-FIBRA"®

Se presenta ahora el problema de cémo conjuntar las soluciones que ya
tenemos para la esfera y la fibra, en otras palabras, como los modos de
ambos sistemas se acoplan tanto desde la fibra a la esfera y en viceversa,
esto se puede lograr con el modelo de modos acoplados.

4.1 TEORIA DE MODOS ACOPLADOS

La teoria de modos acoplados es un modelo que nos permite cuantificar
el acoplamiento de modos entre guias 6pticas, suponiendo que ambos
son perturbados de forma minima, i.e. que cambian poco su distribucién
geométrica al interactuar. La relacién de reciprocidad de modos a lo largo
de un infinitesimal recorrido en la direccién de propagacion x estd dada
por,?3

0
ax”(E] X H; +E; Xx Hy -X) dy dz = tw(e1 —€2) ”E;E dy dz, (4.1)

donde E; > y Hj 2 son los campos eléctrico y magnético, respectivamente,
de los modos 1y 2, w la frecuencia angular de la luz, ¢ la permitividad
eléctrica del vacio, y nt > el indice de refracciéon que ven cada uno de los
modos. Esta relacion implica que el flujo de potencia neta entre dos guias
de onda ideales es simétrico.[67]

Veamos que la ecuacién (4.1) podemos escribirla de una forma maés con-
veniente, para ello antes de continuar consideremos la siguiente expresioén
para el producto vectorial

(a+b)x (c+d)=(axc)+(axd)+(bxc)+(bxd), (4.2)

supongamos que escribimos vectores A y B en términos de sus compo-
nentes longitudinales y transversales At y B'!, asi mediante la relacién
anterior, y dada la direccién longitudinal 1

(At +AY) x (B'+BY) = (A x BY) + (At x BY) + (Bt x A!) + (A! x BY),

Las demostraciones pertinentes a este capitulo se encuentran en el Apéndice C, se reco-
mienda encarecidamente revisarlas.

Ver la Seccién C.1 para ver la deduccién de esta férmula.

En general se tendréd que €12 = €12(x,y), es decir, se prevé la existencia de un perfil de
permitividades del medio, mas en nuestro caso tenemos un perfil de indices de refraccion
escalonado, con lo que podremos sacar de la integral como una constante a estos valores,
si bien en general esto no es cierto, por ejemplo, en guias 6pticas de indice graduado
(«graded index» en inglés) que poseen un perfil dieléctrico distinto al escalonado.
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Figura 4.1: Representacién grafica de las orientaciones tanto de la esfera como de
la fibra que se emplearon para los calculos, respecto a los ejes cartesia-
nos. Se aclara que para la fibra la direccién de propagacion se cambia
a la direccién x por comodidad en el calculo. La representacién aqui
mostrada no estd a escala del sistema empleado en el experimento.

donde el dltimo término es cero pues Al I B!, si ademads la anterior
relacién la proyectamos en I, el tnico término que sobrevive del lado
derecho es el primero, ya que (A x B) L 1y (A! x BY) L1, asi

((A*+A"Y) x (B*+BY))-1=(A* xBY) -1 (4-3)
Por otra parte
(At+AY-B'+B' =A' . B' + At B' + Al . B' +A' . B,
N~ Y=

=0 =0
=A'-B'+A'.B}, (4.4)
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y con esto podemos reescribir (4.1) por (4.3) y (4.4) como

0
F™ JJ (E? x HY* + B3 x H%) Xdy dz =iw JJ(Q —62)(]32 -EY —f—E% EE*) dy dz.
(4-5)

Supongamos que perturbamos el modo de una guia a en presencia de
otra guia b, esto lo hacemos suponiendo que*

€1 =€,
€2 = ea/
y las componentes de campo transversales
E} = a(x)Eq(y,z) + b(x)Ey (y,2),
H} = a(x)Hg (y,z) + b(x)Hy (y, 2);

y las longitudinales si consideramos una propagacién en direccién x, con
lo que podemos camiar el superindice 1 por x, asi>

Ef = a(x)i:E;;(y,z) —i—b(x)%E’{, (y,2),
HY = a(x)H (y,z) + b(x)H} (y, 2);

donde a(x) y b(z) son amplitudes de los modos de las guias a y b en
funcién de la coordenada de propagaciéon. Ahora al campo de la guia
perturbada la expresamos con la fase adquirida en x

E; =Ea(y,z)e Pe¥ = (B, +EY)e PeX,

H, = Hg(y,z)e Pax = (HS + H’(‘l)e_iﬁ“x.

Lo que suponemos ahora para es una perturbaciéon sobre la guia b en

presencia de la guia a, lo hacemos considerando

€1 =€,

€2 = €p,
y que las componentes del campo transversales son las mismas que el caso
anterior, pero que ahora las longitudinales estdn dadas por

Es = Ep(y,z)e P = (B + Ey)e P,

H; = Hy(y,z)e Fo* = (HE + Hy)e Prx.

4 Lo que haremos es suponer primero una guia a perturbada, pero sin que lo esté la otra guia
b, luego suponemos la perturbacion sobre b, sin que se perturbe a, y al final juntaremos
las soluciones.

5 Dependiendo de cudl sea nuestro sistema coordenado, emplearemos otra coordenada,
por ejemplo para esferas la coordenada de propagacién longitudinal sera en direccién ¢,
mientras que para la fibra la coordenada longitudinal seré x.
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Al combinar estas soluciones en la ecuacién (4.1) llegamos a una expre-
si6n del tipo®

1

Kba — Kab = Z(Cab(x)"_cba(x))(ﬁb_ﬁa)/ (46)
donde

1

Cav(x) = 5 ” (B x HY) - dy dz, (47)

y
w * €a rxrxx
cav =5 [ (e~ el (B BV + SUBVEY) dy ez (4.8)

estos valores se conocen como coeficientes de acoplamiento; el primero
se asocia al probabilidad de un fotén de saltar desde una guia a otra y el
segundo con la energia asociada al traslape de modos.[67] Si queremos
ademads considerar en el coeficiente de acoplamiento tanto el empate de
fases y el traslape entre los modos, esto lo conseguimos al integrar en la
coordenada de propagacién de la guia que estemos empleando

S S 49

que llamaremos intensidad de traslape.

4.2 ACOPLAMIENTO FIBRA-ESFERA Y ESFERA-FIBRA

Para cada uno de estos acoplamientos lo méas indicado es hacer las
operaciones en el sistema natural de coordenadas propio de cada guia;
ya que esto permite una identificacién rapida de los elementos trans-
versales y longitudinales de los campos. Lo que si es un hecho, es que
inevitablemente se deberan escribir campos con coordenadas esféricas en
cilindricas y viceversa, ademads de calcular los campos con las traslaciones
necesarias para que representen cabalmente lo que sucede en la realidad
y las operaciones se realicen con éxito. Un ejemplo del comportamiento
de los campos en el sistema compuesto para ejecutar el célculo de las
constantes que interesardn en esta seccién lo podemos ver en la figura 4.2.
Ademds consideraremos los campos normalizados a través de la siguiente
ecuacion[88]

1 €0
1= 3N =2 | [ [BIE ) dy @z (4.10)

donde el subindice f(s) se refiere a seleccionar la normalizacién para
la fibra f o la esfera s. Consideramos de aqui en adelante al término

6 Ver la demostracién completa en la Subseccion C.1.1
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de diferencia de fase como AB = s — 3. N¢(5) es una constante de
normalizacién del campo de la fibra o esfera, segtin corresponda, y que se
puede obtener de

1 €0
1=-NZ ), /— B2
2 f(s)\/;”nf(s)(xfyﬂ [£(s)dxdy

Zlﬁ[bffwflimwHlfHH’lM
112

Figura 4.2: Ejemplo del campo esperado en un sistema de fibra y esfera correc-
tamente colocados, para una esfera de sopum, longitud de onda a
1.550pum, y radio de fibra de 5.oum. El modo de la esfera es TE fun-
damental y el de la fibra es el HE,; rotado 7/3 radianes. (a) y (b)
representan la vista longitudinal de la norma de su parte imaginaria
y sus respectivas componentes vectoriales. (c) y (d) lo mismo pero en
vista transversal.

4.2.1  Acoplamiento fibra-esfera

A partir de las ecuaciones (4.8) y (4.9), el calculo se debera realizar en
coordenadas esféricas (r,0, @) y la integracién sobre el volumen de la
esfera Vs, haciendo las sustituciones sobre las constantes de permitividad
y sustituyéndolas por expresiones que involucren al perfil de indices de
refraccion que en nuestro caso es escalonado, ie. seguiremos el perfil de
indices de refracciéon propio de una fibra 6ptica fuertemente guiada. Asi
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se puede obtener la siguiente férmula para la intensidad de acoplamiento
desde una fibra a una esfera,

Rsr = —— (n2 —n2)N¢N J” (E}-EY* + EPESL*)e 4PTP125in(0) dr do de.
Vs

(4.11)

4.2.2  Acoplamiento esfera-fibra

Andlogamente al caso anterior y de las mismas ecuaciones y considera-
ciones, salvo que ahora integramos sobre el volumen de la fibra V¢ y por
lo tanto en coordenadas polares cilindricas, podemos obtener la férmula
para la intensidad de acoplamiento ahora desde una esfera a una fibra,

Res = % (n2 —n2)N,N, ”JV (EL - EM + EXEF*)eP=r dr do, dx.
f

(4.12)

Cabe aclarar que en cada una de las integrales anteriores si bien se
indica que ha de integrarse sobre todo el volumen de una guia, es poco
usual que eso sea necesario para encontrar que la integral converge puesto
que volumen de interaccién entre las guias es tipicamente pequefio lo que
hace suficiente realizar la integral solo en una regién significativa. Si bien
hay que considerar, que como se muestra en la Seccién B.1 el volumen de
los modos es distinto segtn su indice.”

4.3 SOBRE LA UTILIDAD DE LA CONSTANTE DE ACOPLAMIENTO

Una aplicacién méas o menos directa de la constante de acoplamiento
es en el calculo de las dimensiones ideales de la fibra para el 6ptimo
acoplamiento hacia y desde la esfera a un determinado modo de esta
altima. También se pude estimar el distanciamiento 6ptimo de las guias,
sin embargo, no se explorardn estos resultados en el texto, puesto que
el problema que nos atafie, relativo a como se realiz6 el experimento, es
el caso en que tanto la guia 6ptica como la cavidad estdn en contacto.
Como se aprecia en las figuras 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6 el maximo de cada pico se
asocia al radio 6ptimo de fibra para que un determinado modo en fibra
acople al modo fundamental en la esfera, es decir, aquel con diferencia
de indices [l — m| = Ay, igual a cero y s = 1. Hay que notar que cada
curva alcanza distintos valores maximos segtn el tipo de acoplamiento

En este trabajo se estima el volumen sobre el cual se realizan las integrales, haciendo una
evaluacioén del integrando sobre cada coordenada y estimando las cotas de integracién
cuando la evaluacién del integrando alcanza un valor del orden de 1.0 x 10~ 1°.



4.3 SOBRE LA UTILIDAD DE LA CONSTANTE DE ACOPLAMIENTO

estudiado (fibra-esfera o viceversa), lo que sugiere que no siempre existe
un acoplamiento simétrico entre la guia de onda y la cavidad. También de
resaltar es el hecho que una condicién de empate de fases A = 0 entre las
guias Opticas, no es una condiciéon de acoplamiento méximo (aunque si de
acoplamiento simétrico como se aprecia de (4.6)). Ademads, el radio 6ptimo
resulta siempre menor al que cumple el empate de las fases, lo cual tiene
sentido si no solo la fase juega un papel en el acoplamiento sino también
la geometria del modo, en este sentido, la disminucién del radio de la
fibra permite que exista una mayor proporciéon de campo evanescente que
pueda interactuar con el campo de la esfera, aunque en algin momento
llega a ganar el término de fase y el acoplamiento disminuye a causa de
la creciente diferencia de estas. Si bien en el estudio de las simulaciones
presentadas en las figuras 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6, no se encuentra una relaciéon
entre el Ag correspondiente al punto de maximo acoplamiento, al menos
para los modos en estas figuras presentadas, se observa que el radio donde
se cumple que AP =0, es aproximadamente 1.15 veces mayor al radio de
acoplamiento maximo.

30 1

25 A

20 A

|Rs¢|* (1074
&

¢ [um]

Figura 4.3: Valor de Iksfl2 para diferentes modos y radios de fibra r¢ con luz
a 1550 nm de longitud de onda y radio de la esfera de 300 um. Se
indica con una linea continua para el modo TE de la esfera y una
punteada para el modo TM. Las lineas mads claras indican el valor de
la funcién en la condicién de empate de fases entre la esfera y la fibra;
véase que la condicion de acoplamiento 6ptima no se logra en estas
circunstancias. El modo en esfera, para este caso es el fundamental,
Aim =0y s=0.
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30 1

251

20 1

Res|? (1074)

¢ [um]

Figura 4.4: Valor de kasl2 para diferentes modos y radios de fibra r¢ con luz
a 1550 nm de longitud de onda y radio de la esfera de 300 um. Se
indica con una linea continua para el modo TE de la esfera y una
punteada para el modo TM. Las lineas mads claras indican el valor de
la funcién en la condicién de empate de fases entre la esfera y la fibra;
véase que la condicién de acoplamiento 6ptima no se logra en estas
circunstancias. El modo en esfera, para este caso es el fundamental,
A =0y s=0.

50 1

[Rse[* (107

¢ [pm]

Figura 4.5: Valor de IESfI2 para una esfera en modo TE vs. el radio de fibra r¢ con
luz a 1550 nm de longitud de onda y radio de la esfera de 300 um,
se indica en la grafica el modo de fibra correspondiente. Las lineas
mas claras indican el valor de la funcién en la condicién de empate de
fases entre la esfera y fibra; véase que la condiciéon de acoplamiento
Optima no se logra en estas circunstancias. El modo en esfera, para
caso este es el fundamental, Aj;;, =0y s =0.



4.3 SOBRE LA UTILIDAD DE LA CONSTANTE DE ACOPLAMIENTO

3.5 — HEn
HE 2
3.0 — TEo
— HEx
2.5 EH
T 2.0
2
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o 154
1.0
0.5
0.0 -
2 4 6 8 10
¢ [um]

Figura 4.6: Valor de \Rsf\z para una esfera en modo TM vs. el radio de fibra r¢
con luz a 1550 nm de longitud de onda y radio de la esfera de 300 um,
se indica en la grafica el modo de fibra correspondiente. Las lineas
mas claras indican el valor de la funcién en la condicién de empate de
fases entre la esfera y fibra; véase que la condicién de acoplamiento
Optima no se logra en estas circunstancias. Apréciese como el modo
TEo1 no acopla con modos TM. El modo en esfera, para este caso es
el fundamental, A, =0y s =0.

Por otra parte, el calculo de esta constante es ttil para predecir el valor
del factor de calidad Q de la microesfera ya que esta dado por[67, 89]

Q= ATIr s Mo,
ATee
AT Mgy,
=—=,
)\|Kfs|
~ 2mn

=—.
‘Kfs|

Por otra parte el factor de calidad como también puede ser aproximado
en términos del tiempo de vida de un haz dentro de la cavidad como[62]

Q= wIlrN,,

donde Ty es el tiempo de revolucién de un haz en la cavidad, N, el
nimero de vueltas hasta que la intensidad llega a un valor 1/e de su valor

43




44

SISTEMA ESFERA-FIBRA

original y T, el tiempo en que llega la intensidad al valor 1/e de su valor
original. Si consideramos una estadistica de tiempo de vida en la cavidad
de tipo gaussiana, tendremos que el tiempo de vida medio de un fotén en
la cavidad estard dado por

T, = MV2In(2) (4.13)

~ 2
2 V[R¢s]

Habiendo estudiado el sistema microesfera-fibra, pasaremos a estudiar
el mecanismo de generacién de parejas de fotones en cavidades esféricas.



MEZCLADO ESPONTANEO DE CUATRO ONDAS

5.1 OPTICA NO LINEAL

El Mezclado de Cuatro Ondas’ pertenece a la familia de los fenéme-
nos 6pticos no lineales; estos fendmenos a diferencia de los lineales, no
cumplen con el principio de superposicion, es decir, la combinacién lineal
de soluciones a las ecuaciones de campo no son necesariamente solucion.
Este comportamiento en las soluciones de campo no se aprecia sino hasta
intensidades de campo muy altas, ya que los términos no lineales de las
soluciones son pequefios, por lo que normalmente no los observamos.?

La no linealidad de un medio se expresa en el cambio de sus propiedades
Opticas como funcién de la intensidad de la luz que lo atraviesa o al hacer
incidir una o mds ondas de luz. Se pueden diferenciar dos tipos de no
linealidades

INTRINSECAs: Violaciones al principio de superposicién que surgen
de respuestas no lineales de moléculas individuales o de celdas unitarias
a dos o mds ondas. Se pueden presentar incluso para un mismo haz,
pues este se puede representar como la suma de haces con la misma
polarizacién, frecuencia y direccién.[92]

EXTRINSECAS: Cambio en las propiedades 6pticas relacionado con una
modificacién en la composicion del medio resultando en la absorcién o
emision de luz. Los cambios se pueden deber al cambio relativo en las
poblaciones de los estados excitados y basales o en el niimero de electrones
Opticamente efectivos. El historial de exposicién asi como la intensidad
instantdnea a la que es sometido el medio determina su comportamiento
Optico.[92]

Este comportamiento no lineal surge de la respuesta anarmonica de
los electrones de enlace del material al campo electromagnético de la
onda. Esta respuesta se caracteriza mediante la dependencia del momento

Identificado por las siglas en inglés de Four Wave Mixing (FWM).

2 Nos referimos a condiciones tipicas a aquellas que experimentamos diariamente, y que
son ttiles en la descripcién geométrica de la luz, o en la descripcién propia de la 6ptica
fisica (donde ya es importante considerar la polarizacién, la longitud de onda y el tamafio
de los medios con lo que la luz interacttia), pero donde el papel de la intensidad de la luz
no es relevante.[90, 91]
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dipolar por unidad de volumen o polarizaciéon3 P, respecto al campo
eléctrico E, en general se tiene[40, 92]

Pzeo(xm-E+x(2):EE+X(3)§EEE+---), (5.1)

con € la permitividad eléctrica del vacio y xU) la susceptibilidad
eléctrica del medio de j-ésimo orden y es un tensor de rango j + 1.4

El indice del término j para x en la ecuacién (5.1) se asocia al orden de
interaccion del campo, asi j igual a 1 se asocia a las interacciones lineales®,
j igual a 2 a fenémenos 6pticos de segundo orden como la generacién de
segundo armonico, j igual a 3 a procesos Opticos de tercer orden como la
generacion de tercer arménico y FWM.

Para materia condensada, los términos de la susceptibilidad eléctrica
son de los siguientes 6rdenes[41]

xm =1
—194x 10121
X(2) x v
2
_qm
X(3) =378 x10 W,

de ahi que necesitemos campos muy intensos para observar una respuesta
no lineal. Sin embargo, hay que recordar que al ser x una cantidad tenso-
rial, la descripcién meramente escalar del problema no es suficiente, pues
la respuesta dependeréd de la orientacién del campo eléctrico como de las
condiciones internas del material. Por ejemplo, la respuesta de segundo
orden sucede en medios cristalinos sin centrosimetria, mientras que a
tercer orden el medio puede o no ser isotrépico.[41]°

Por otra parte, el proceso puede darse de forma paramétrica o no
paramétrica. Los procesos paramétricos son aquellos donde los estados
cudnticos iniciales y finales del sistema son idénticos y donde las suscep-
tibilidades eléctricas pueden escribirse como ntimeros reales. Preservan
ademas la energia de los fotones que participan en el proceso, por lo que
no hay transferencia de la misma al medio, por otra parte, las poblaciones

También conocida como «polarizacién inducida», se usard uno u otro término en este texto
a fin de diferenciar el otro significado de polarizacién que se emplea en electromagnetismo
y que refiere a la direccion de oscilaciéon de los campos.

Cabe mencionar que cada término E de la ecuacién (5.1) puede tener una distinta longitud
de onda, pues podemos expresar a cualquier campo eléctrico incidente como la suma
de ondas monocromaticas, para ello se recomienda el estudio de las ecuaciones de onda
acopladas; para estos fines resultan convenientes las fuentes [41, 93, 94].

O mejor dicho a la 6ptica lineal.

La observacién de fendmenos a segundo orden en medios anisotrépicos es posible, pero
de muy baja intensidad, ya que el efecto cuadrupolar y de dipolo magnético presentan
una tasa de conversién muy baja. [40]



5.2 MEZCLADO ESPONTANEO DE CUATRO ONDAS

electrénicas que median el proceso son removidas de su estado basal a
uno virtual en un tiempo del orden h/5E con OE la diferencia de energia
entre el nivel virtual y el real mds cercano.

Mientras en los procesos no paramétricos, las poblaciones se mueven
entre estados reales, hay transferencia de energia al medio, el valor de
las susceptibilidades pertenecen al campo de los ntimeros complejos y no
conservan la forma del estado cuantico.

5.2 MEZCLADO ESPONTANEO DE CUATRO ONDAS

El Mezclado Espontdneo de Cuatro Ondas” es un proceso 6ptico no
lineal paramétrico de tercer orden, por lo que esta asociado al término a
tercer orden de la ecuacién (5.1) para la polarizacién inducida

Pni = eox®) : EEE. (5.2)

Si consideramos la composicion del campo total como la superposicion de
cuatro campos,

~ \

4
Z jexp(i(Bjz— wjt)) +c.c.,

donde cada uno de los campo esta polarizado en direccién X, tienen
frecuencia wj y cuentan con constante de propagacion f3; = fijw;/c con
fi; es indice de refraccién del modo en el que viaja el campo j. Al considerar
un mismo eje de polarizacién para los cuatro campos podemos hacer una
aproximacion escalar, asi Pnp toma la forma

4
PN = i g exp i(Bjz — w; t)) +c.c.,

donde los coeficientes P; se calculan a través del producto de las normas
de los campos eléctricos, en particular el cuarto término de la suma esté
dado por

3e
Pa =T %00 [ | B4 P Ea+ 2 (1 By P+ E2 2+ E5 1°) Eg

+2E1ExE3 exp(i04) + 2E2E Esexp(i6-) + -+ |,
con

0 = (B1+PB2+PB3—Pa)z— (w1 + w2+ w3 —wylt,
=(B1+P2—PB3—Pa)z— (w1 + w2 — w3 —wylt.

7 Conocido por las siglas en inglés de Spontaneous Four Wave Mixing (SFWM).
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Los términos 6 y 0_ se asocian a los procesos no lineales de suma y resta
de frecuencias, la eficiencia de esta conversion de frecuencias dependerd
que el desempate las fases de los campos involucrados sea minimo. Mien-
tras tanto, el FWM sucede al aniquilarse dos fotones incidentes que dan
paso a la creacion de otros dos con distintas frecuencias, mas conservando
la energia y momento netos de sus fotones padres, dicho proceso se puede
dar de forma no degenerada o degenerada, que se resumen en las figuras
5.1y 5.2 respectivamente.

Wy
- | (3)
w; V\/\/\/\/\/\d)‘; X
Wy
(a) Esquema energético (b) Esquema geométrico
Figura 5.1: Diagrama del mezclado de cuatro ondas no degenerado.
Wy Ws
o x
wy i wp wj

(a) Esquema energético (b) Esquema geométrico

Figura 5.2: Diagrama del mezclado de cuatro ondas degenerado.

Si observamos el término 6., notamos que si w; = w; = w3(= w),
luego w4 = 3w, esto se conoce como generacion de tercer armoénico, por
otra parte, 0_ se asocia a la aniquilacién de dos fotones con frecuencias
w1y wy que dan origen a otros con frecuencias w3 y w4 tales que

w3+ wgq = w1 + w3.
Ademés, la condicién de empate de fase requiere que Ak = 0 con

Ak = B3+ B4 —B1—P2—NL,
= (Rlzw3 +figws —fijwy —owy) —NL, (5.3)

donde fi; es el indice de refraccion efectivo para la frecuencia wj y NL un
término de correccién no lineal que mas adelante explicaremos.

Ws

Wy

Ws



10
11
12

5.3 COEFICIENTE NO LINEAL

Puede suceder que w1 # w3, caso que se conoce como «no degenerado»
y otro en el que w1 = w2 (= wy), llamado «degenerado»®, en este ultimo
caso se generan dos fotones simétricamente desplazados desde la frecuen-
cia de bombeo wy, una cantidad conocida como corrimiento espectral Qg
y que se define como

Qs = wp — w3 = wWg — Wy.

A la sefial de mayor frecuencia respecto de la de bombeo se la conoce como
«Stokes» y a su pareja de menor frecuencia como «anti-Stokes», también
se les llama de forma mds comtn como «sefal»® y «acompanante»'®
respectivamente. Al haber conservacién de energia se considera al FWM
un proceso paramétrico.

5.3 COEFICIENTE NO LINEAL

El término NL de la ecuacién (5.3) es un elemento de correccién no lineal
que considera la contribucion de automodulacién de fase™ y modulacion
de fase cruzada™ y dicho valor se puede escribir como

NL = ZYPO ,
donde Py es la potencia del haz de bombeo y

/
njwp
7
CAert

Y =
con ny, = %Re(xg)xx), el indice de refracciéon no lineal y Ac¢¢ el drea
efectiva del modo de bombeo. El punto méximo de ganancia paramétrica
para SFWM esta dado por

Po
Aess’

gmax = YPo = 9p
con g, = 2mn5 /Ay ny ~ 3 x 1072 m?/W donde

(JI, [FOx, )2 dxdy)?
S IF(x,y)I* dxdy

Aetf =

con F(x,y) la distribucién transversal del campo.

La notacién wy, se refiere a que ambos fotones provienen de una sefial de bombeo, pumping
en inglés.

Del inglés signal, se identifica con una «s».

Del inglés idler, se identifica con una «i».

Self-Phase Modulation (SPM).

Cross-Phase Modulation (XPM).
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Considerando que la potencia de circulacién dentro de la cavidad esta
dada por[70, 95]

F
Pcirc = %PO/

que puede escribirse en términos de Q como

— }\P

N 7TT‘LeffI_
— }\P
N 27’[2 Rﬂ,eff

nbw A
2yPy =2( —2-F P
vro (CAeff> <27[2Rneff Q>’

my Q
TtA e Riless

Qr

Pcirc

Recordemos que Q se puede calcular a partir de la constante de acopla-
miento K¢s.

5.4 DIAGRAMA DE EMPATE DE FASES.

Podemos explorar bajo qué condiciones espectrales esperariamos ob-
servar fotones generados por SFWM, bajo la salvedad que no considera
aun que cualquiera de estos sean resonantes, al graficar a las soluciones
de la ecuacioén (5.3) como funcién de la frecuencia (longitud) de onda
de bombeo y presentar a las soluciones en términos de la frecuencia de
desintonizacién Q.

El calculo mas sencillo que podemos hacer es suponer que todos los
fotones estdn copolarizados, es decir estdn todos en modo TE o TM, y que
se encuentran en la misma familia de modos radiales y azimutales. Se
puede ademas variar el valor del término no lineal 2yPy y explorar cémo
se comporta la frecuencia de desintonizacion entre los fotones s e i. Todo
esto se muestra en las graficas 5.3y 5.4

Para una microcavidad esférica de silice fundida de 160 um de radio
el comportamiento de la condicién de empate de fases es que se muestra
en las figuras 5.3 y 5.4, al aumentar el valor del término no lineal, se
incrementa la separacion espectral entre los fotones sefial y acompafiante,
mientras que al incrementar el orden radial (indice s) se disminuye la
frecuencia de cero dispersion, y los fotones generados pasan a separarse
mads abruptamente a frecuencias mds bajas, puesto que el punto alrededor
del que las curvas de empate de fases se abren abruptamente se relaciona
con la frecuencia de cero dispersién para la esfera.



5.4 DIAGRAMA DE EMPATE DE FASES.

R=160pm Ay, =0s=1TE R=160pm Ay, =0s=2TE
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Figura 5.3: Curvas de empate de fases para todos los fotones en modo azimutal
fundamental y modos radiales desde el fundamental (s = 1) hasta
el segundo superior (s = 3), para una esfera de 160 pym de radio
y considerando a todos los fotones en modo TE. Nétese como la
separacién espectral aumenta rapidamente a partir del punto de cero
dispersion. Se indica el valor del término de correccién no lineal para
cada pareja de fotones generada, indicado con distinto color.

Si por el contrario modificamos en una misma cantidad el orden azi-
mutal (A, = 1 —m), no se observara cambio, ya que toda la familia de
modos para una determinada 1 estdn degenerados en frecuencia.

Por otra parte, si consideramos que los fotones de bombeo estan contra-
polarizados a los fotones generados no observamos soluciones a la funcién
de empate de fases. Sin embargo, si pueden observarse soluciones, que
presentan un comportamiento similar a las presentadas en las figuras 5.3
y 5.4, si existe una pareja complementaria de fotones bombeo y generado
que compartan polarizacién, por ejemplo, en el caso [TEy, TM,, TEs, TMy],
donde el subindice indica el fotén asociado. Finalmente, si s6lo uno de
los fotones involucrados tiene una polarizacién distinta a los demas, si
bien se pueden observar soluciones, para el espacio de frecuencias de las
figuras 5.3 y 5.4, estas aparecerian apenas sobre las esquinas izquierdas de
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R=160um Ay, =0s=1T™M R=160um A, =0s=2T™M
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Figura 5.4: Curvas de empate de fases para todos los fotones en modo azimutal
fundamental y modos radiales desde el fundamental (s = 1) hasta
el segundo superior (s = 3), para una esfera de 160 um de radio
y considerando a todos los fotones en modo TM. Nétese como la
separacion espectral aumenta rapidamente a partir del punto de cero
dispersién. Se indica el valor del término de correccién no lineal para
cada pareja de fotones generada, indicado con distinto color.

dichos espacios de graficaciéon, por lo que en la préctica y al menos para
las condiciones del experimento preparado, no serian observables.

5.5 ESTADO DE DOS FOTONES

El estado de dos fotones para Mezclado Espontaneo de Cuatro Ondas
(SFWM), se puede escribir a través de un andlisis perturbativo en el tiempo
a primer orden como

oo
1) =10}, 10)+n | dQG(Q) wp +Q), lwp Q). (54
—00
donde wy, es la frecuencia de bombeo y las frecuencias sefial y acom-
pafante estan dadas en términos de la frecuencia de desintonizacién Q
por ws = wp +Q y wi = wp — Q respectivamente. G(Q) es la amplitud
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espectral conjunta™ y n una constante de eficiencia de generacién. La
funcién G puede modelarse como el producto de una funcién de peine de
frecuencias con su respectiva dependencia funcional f(Q), multiplicada
por una envolvente F(Q) (de ancho mayor al de f(Q)), asi

G(Q) =FQ) - f(Q) * combs (), (5.5)

donde * indica una operacién de convolucioén, y con la funcién de peine
de Dirac dada por

comba (x) = i S(x — Aj).

j=—c0

Asi, mediante la transformada de Fourier de G, se puede calcular la
amplitud temporal conjunta’#

~ — 1 .\z 1.
GM= ) f<6QJ>F<T—5QJ>, (56)

j=—c0

donde f y F son las transformadas de Fourier de f y F respectivamente.
Con esto, la amplitud temporal conjunta se compone de una funcién peine
en el tiempo T con picos individuales definidos por F(T) y separados cada
1/86Q), cuya envolvente ahora esta dada por f(T). Es decir, los roles de F y
f se invierten en el espacio de Fourier, como se esquematiza en la figura

5.5.1

{ I}
flQ)7 8Q 0! F(T)

Figura 5.5: A la izquierda, ilustracién del peine de frecuencias de la funcién de
amplitud espectral conjunta G((Q)) para parejas de fotones generadas
por SFWM, descrita en términos de la envolvente F(Q) y la dependen-
cia funcional de cada pico f(Q). A la derecha, peine en el dominio
temporal, donde se indican los papeles de las funciones F(Q) y f(Q)
respecto a sus transformadas F(T) y f(T).

13 Joint Spectral Amplitude (JSA).
14 Joint Temporal Amplitude (JTA)
15 En este caso el espacio de Fourier es el de tiempos T.
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En el experimento que se expone en el siguiente capitulo, solo se pudie-
ron obtener mediciones de la envolvente de intensidad temporal [f(Q)|?,
puesto que la estructura del peine correspondiente [F(Q)|? no pudo ser
resuelta. Sin embargo, f se puede obtener de la raiz cuadrada de las
mediciones asumiendo una contribucién de fase plana, y mediante una
transformada de Fourier numérica obtener [f(w)|?, que es el perfil de
intensidad para cada pico del peine de frecuencias. Dicha funcién repre-
senta el perfil espectral de un tinico fotén acompafiante anunciado por la
deteccion de su correspondiente foton sefial, todo esto bajo la suposicién
que al filtrar espectralmente al modo sefial, se hace la seleccién de un
tnico modo resonante de la cavidad.
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6.1 FABRICACION Y CARACTERIZACION DE FIBRA ESTRECHADA

La fabricacion de fibra optica estrechada se realizé con una maquina
disponible en el laboratorio que a través de una llama oscilante permite
el calentamiento de una regién determinada de la fibra. La amplitud de
oscilacién de la llama de oxigeno/butano utilizada, con una relacién de
mezcla de gases de 2.6, empata con la longitud de la regién de la cintura
esperada; mientras que su velocidad de oscilaciéon permite controlar no
solo a la velocidad de estiramiento sino también al perfil de sus zonas
de transicién. La fibra se coloca sobre monturas especiales motorizadas
que se separan a velocidad constante, lo cual junto con el movimiento de
la llama, permite controlar tanto el perfil de las regiones de transicién
como la calidad del estirado. Se muestra el proceso de estirado en la figura
6.1. Se fabricaron fibras con un didmetro del cuello de aproximadamente®
1.5 pm, a una rapidez desplazamiento de los motores de 25 mm/min,
una rapidez de oscilacion del mechero de 5 mm/seg y una longitud del
cuello de 20 mm. Bajo estos pardmetros, la longitud de cada una de las
transiciones fue de 88.45 mm, con lo que la longitud total sumando la
longitud del cuello y las transiciones fue de 19.70 mm.? La fibra empleada
en todos los casos fue una SFM-28, con un radio de ntcleo de 8.2 um 'y
125 pm de radio de recubrimiento, con una apertura numérica, NA, entre
el ntcleo y su recubrimiento de 0.14 a 1550 nm, segtn valores reportados
por el fabricante.[96]

La caracterizacién de la fibra 6ptica se logra a través de la medicién del
perfil longitudinal de la fibra mediante el andlisis fotografico de una serie
de micrografias 6pticas tomadas a determinadas posiciones longitudinales,
que mediante el empleo de un software de detecciéon de bordes? logra
reconstruir su perfil.

1 En nuestra experiencia hemos encontrado que existen variaciones del cuello de £0.1 um
respecto a lo que se le solicita a la maquina, esto pensamos es debido al poco aislamiento
atmosférico y mecénico del dispositivo, cuyo montaje es todo menos que ideal, un ejemplo
de condiciones de fabricacién mas o menos ideales lo podemos encontrar en esta referencia
[80].

2 Mas 1.5 cm aproximadamente a los extremos de la fibra, a fin de poderla colocar sobre las
monturas y en el dispositivo de estiramiento.

3 Desarrollado por el autor.
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Figura 6.1: Proceso de estrechado realizado la mdquina disponible en el labora-
torio, se presenta como se va elongando la fibra. Se aprecian como
se separan las monturas durante el estirado, el mechero y la llama
empleados. El tiempo indicado en minutos y segundos desde el inicio
de proceso de estirado

Por otra parte, durante el proceso de estiramiento se transmite luz a 1.550
um de longitud de onda a una potencia fija y se mide la transmitancia de
la guia durante este proceso; esta sefial se emplea no sélo para determinar
la calidad del estirado y asi saber si vale la pena usar de fibra en el
experimento, sino que también se analiza a través de un espectrograma
donde se puede obtener informacién de las frecuencias de abatimiento, lo
que a su vez ofrece datos sobre los modos de transmisién que sobreviven al
proceso de estirado; ademas se la emplea para supervisar a las condiciones
de adiabaticidad en las zonas transicionales.[84-86]

Un ejemplo de la sefal de potencia transmitida lo podemos ver en la
figura 6.2, donde para una transmitancia de alrededor del 97 %, al finalizar
el estiramiento termina con una transmitancia aproximada del 92 %. Pode-
mos apreciar que hay un tiempo en que la sefal oscila fuertemente, esto es
debido a que hay energia que transita de un modo a otro, lo cual nos da
informacién sobre qué modos son los que estdn batiendo como se muestra
en el espectrograma de esta sefial en la figura 6.3. Notemos que en esta
grafica hay curvas que se cortan de forma abrupta, esto es indicativo que
alguna de las parejas de modos que interacttian ha llegado a su condicién
de corte al disminuir el radio, por lo que ya no puede ser transmitido.
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Figura 6.2: Ejemplo de sefial de potencia vs. tiempo obtenida durante el proceso
de estirado de una fibra 6ptica.
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Figura 6.3: En la figura a) se indica la disminucién del radio en el tiempo, durante
la fabricacién de una fibra con transiciones de perfil exponencial
hasta que alcanza un radio de Tum. En b) se muestra la evolucién
del espectrograma normalizado de la sefial de potencia transmitida
durante el proceso de estiramiento para los datos mostrados en la
figura 6.2, las curvas estiman algunas combinaciones de modos que
dan origen a la sefial de batido observada, segtn la férmula (3.18).
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Por otro lado, se aprecia que al disminuir el radio ya no siguen apare-
ciendo sefiales de batido, pues se ha alcanzado la condicién de transmisién
monomodal en régimen fuertemente guiado, por lo que solo sigue trans-
mitiéndose el modo HE{7. 4

6.2 FABRICACION Y CARACTERIZACION DE MICROESFERAS

La fabricaciéon de las microesferas se realiz6 mediante la aplicacion
de un arco eléctrico en la punta de una fibra SFM-28, la misma que se
empled en la fabricacion de fibra estrechada. La microesfera se fabric6
con ayuda de una empalmadora de fibra 6ptica (Fujikura-FSM100P) que
posee la funcién incorporada para tal fin, ademds que provee la funcién
de medicién del perfil de la esfera (ver figura 6.4). Con la fibra disponible
y este dispositivo, se pudieron fabricar esferas con didmetros entre 270
um a 500 pm. El proceso de fabricacion si bien estd casi completamente
automatizado, requiere del ajuste fino en la rapidez de acercamiento de
la punta de fibra al arco eléctrico y el control del tiempo y potencia del
mismo.

En la figura 6.5, se muestra una micrografia electrénica de una de las
esferas fabricadas, resulta interesante que al menos hasta la amplificacién
explorada no se apreciaran irregularidades en la superficie de estas.

Se puede mostrar que el perfil estimado para estas fibras es adiabético para la combinacién
de modos presentada en la figura 6.3, hasta el punto en que se cortan las curvas de
frecuencia espacial de abatimiento.

La microscopia se realiz6 con la ayuda del microscopio electrénico del Instituto de Ciencias
Nucleares (ICN) de la Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM), no se previé
hacer un recubrimiento de oro a fin de no ocultar, de haber, detalles de las irregularidades
en la superficie. Con el propésito de no dejar cargada la esfera y permitir una buena toma
de imdgenes, las esferas fueron colocadas en una cinta adhesiva conductora. Durante
el proceso de toma de imagenes se encontré que, debido a la buena regularidad de la
superficie, el microscopio electrénico tenia dificultades para encontrar el enfoque éptimo
de la imagen a causa de la falta de textura. De ahi que supongamos que de existir
irregularidades estas han de tener dimensiones menores a la resolucién observada. No se
exploraron amplificaciones mayores a causa de problemas técnicos en el dispositivo de
adquisicién.
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Figura 6.4: Ejemplos de perfiles de didmetros de algunas esferas fabricadas, obte-
nidos de las mediciones de la maquina empalmadora.

Figura 6.5: Esfera de 360 pm de didmetro, fabricada a partir de la punta de una
fibra 6ptica mediante arco eléctrico.

Hay que destacar que durante el proceso de preparacién de la fibra,
que involucra no solo su corte, sino la remocién de la capa de acrilico
protector que se hace mediante una navaja y alcohol isopropilico, quedan
aun residuos que no son apreciables a simple vista, como se aprecia en la
figura 6.6, de ahi que la etapa de limpieza sea crucial.®

6 Esto también es cierto para las fibras ptica estrechadas, pues la existencia de residuos en
la superficie puede llevar desde irregularidades en el perfil de la fibra hasta la rotura de la
misma.
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Figura 6.6: Zona de transicién para una micro esfera de 360 um de didmetro, n6-
tese como cualquier irregularidad e impureza remanente del proceso
de limpieza manual se elimina dando paso a una superficie lisa. El
elemento grande que aparece pegado en la parte superior izquierda
de la imagen es un residuo de la cinta conductora con la que se asi6¢
la esfera.

La esfera fue colocada en una montura disefiada a tal propdsito colocada
sobre motores de Physik Instrumente con una resolucién de o.7 nm por
paso, tal que permitieran un ajuste en la posicion vertical como horizontal,
la posicion de la esfera fue controlada con un par de cdmaras a 9o° la una
de la otra, a fin de proporcionar referencias para el posicionamiento de la
esfera respecto al taper al que se buscé acoplar en la zona de radio constante
(el radio de la cintura), se procedi6 primero con un ajuste grueso de la
posicion de ambas direcciones de desplazamiento para luego ir acercando
la esfera a la fibra poco a poco hasta que la distancia entre la fibra y la esfera
no fuera discernible con la cdmara de control de desplazamiento vertical
que empleaba una cdmara Charge-Coupled Device (CCD) y un objetivo g40X.
A partir de ese momento el control de posicién se hizo midiendo la
transmitancia de la fibra. Un ejemplo de posicionamiento de la esfera en
su eje horizontal que a la postre era el que nos indicaba la cercania de la
fibra a su ecuador lo encontramos en la figura 6.7

Para esto, el ldser empleado en todo el experimento como bombeo
fue un laser sintonizable (New Focus TLB-6730-P) que posee un rango
espectral de 1550-1630 nm, y un ancho de banda de 200 kHz.7 Este laser
se puede sintonizar de forma oscilante proveyendo al laser de una sefial
eléctrica periddica, con lo que se puede lograr un corrimiento desde la

Es decir, el ancho de banda de la regién de exploracién modulada con una sefial triangular,
alrededor de los 1550 nm fue de 0.16016 nm.
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Figura 6.7: Ejemplo de las posiciones que cumplian la esfera y la fibra respecto
la una de la otra, esta imagen se tomo con la cdmara de control de
posicionamiento horizontal.

una determinada longitud de onda establecida de 10 GHz/V. Este laser
se conect6 a unas paletas de control de polarizacién® y luego mediante
un conector de férula® a la seccién que posee el estrechamiento la cual
no fue desplazada del dispositivo de fabricacién debido a la delicadez
de su naturaleza. La sefial se recuperé conectando a la salida de la fibra
con conectores FC a otra fibra, para ser conectada a un fotodiodo rédpido
infrarrojo de InGaAs conectado a un osciloscopio.

La sefial usada para sintonizar al laser fue dividida para seguir prove-
yendo de sefial al fotodiodo rdpido conectado al osciloscopio, asi se pudo
hacer una correlacién entre el voltaje aplicado con la longitud de onda
suministrada a la fibra y esta a su vez con el tiempo registrado para la
sefial de transmitancia. Fue asi que haciendo un escaneo de las longitudes
de onda centrales del laser, y acercando poco a poco la esfera y modifican-
do la polarizacién de la onda en la fibra al mover las paletas del PC, se
observé que en algunas longitudes de onda la sefial de transmitancia cafa,
pues para estas longitudes de onda se habia encontrado una resonancia, ya
que la energia asociada a esta longitud de onda estaba siendo capturada
por la microesfera.

El propésito de sintonizar al ldser con una sefial exterior tuvo dos
fines: el primero fue proporcionar la suficiente resolucion en el espectro de
bombeo explorado alrededor de los puntos de resonancia, y el segundo fue
para evitar la presencia de efectos térmicos sobre la esfera que cambiasen
el radio de la misma que, aunque minimos, son suficientes para sacar

8 Llamada en inglés Polarization Controler (PC).
9 Conocidos en inglés como Ferrule Connector (FC).
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al bombeo de su estado de resonancia. En este sentido, las frecuencias
de la onda triangular suministrada rondaron entre los 5 a 200 MHz,
aunque para todas mediciones presentadas en este trabajo se empled
una frecuencia de 100 MHz. Asi con la obtencién de estas sefiales de
transmitancia se pudo medir el factor de calidad asociado a la esfera en
una determinada resonancia. Ejemplos en las mediciones del factor de
calidad para el bombeo los encontramos en las figuras 6.8, 6.9 y 6.10.

En la figura 6.8, el valor esperado de separacién de las posiciones en lon-
gitud de onda de las resonancias observadas (con € = 1/360 & 0.002) segtn
la férmula (2.22) es de 4.743.3 pm, mucho mayor al observado en dicha
grafica, este fendmeno podria ser explicado a través de la termalizacion
de la posicién de la resonancia o por la existencia de dispersion retrogra-
da.[97] Por otra parte, la separaciéon en longitud de onda de las resonancias
observadas en la figura 6.10, empleando igualmente a la ecuacién (2.22),
se esperaba que fuera de 4.2+3.0 pm,' dicha medicién se realiz6 sobre
la misma esfera de 360+0.5 pm de didmetro; para esta observacion la
medicién es muy cercana a valores predichos por dicha relacién, por lo
que se podria explicar a través del desdoblamiento de las resonancias
de la misma familia de indice 1,'* a causa de emplear una cavidad no
idealmente simétrica.

10 El alto valor de la incertidumbre sucede a causa de la propagacion de las incertidumbres

11

experimentales, en particular, la referente a la resolucién de la cdmara de la mdquina
empalmadora que es de pm 0.5 pm. La incertidumbre se estima como el producto de
la incertidumbre de la excentricidad por la frecuencia angular estimada, convertida a
longitud de onda. La incertidumbre de la excentricidad estd dada por +edr/rq con 4 el
radio mayor.

I(=m) = 1031, estimado a partir de la solucion de la ecuacién de autovalores (2.16), para
la longitud de onda promedio de los picos observados, un didmetro de esfera 360 um,
asumiendo que el modo observado es fundamental TE.
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Figura 6.8: Ejemplo de las pruebas de caracterizacion de una microesfera, se
indica el titulo la longitud de onda central a la que fue sintonizado
el laser, su potencia y la frecuencia de la sefial de control. Se ajustan
curvas lorentzianas a las resonancias. Se indican las longitudes de
onda centrales de ambos ajustes y los factores de calidad medidos
para cada resonancia observada. Las lineas naranjas representan el
ancho del pico a la altura media. El radio de la esfera empleado fue
de 360 pm.
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Figura 6.9: Ejemplo de prueba de caracterizacién de una microesfera. Se indica
en el titulo la longitud de onda central a la que fue sintonizado el
laser, su potencia y la frecuencia de la sefial de control. Se indican la
longitud de onda central del ajuste y el factor de calidad observado.
Las lineas naranjas representan el ancho del pico a la altura media. El
radio de la esfera empleado fue de 360 um. Si bien se aprecia en los
datos experimentales la apariciéon de un posible doblete, este podria
ser generado por la termalizacion de la posicion espectral del pozo de
resonancia.
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Figura 6.10: Ejemplo de las pruebas de caracterizacién de una microesfera, se
indica el titulo la longitud de onda central a la que fue sintonizado
el laser, su potencia y la frecuencia de la sefial de control. Se ajustan
curvas lorentzianas a las resonancias. Se indican las longitudes de
onda centrales de ambos ajustes y los factores de calidad medidos
para cada resonancia observada. Las lineas naranjas representan el
ancho del pico a la altura medjia. El radio de la esfera empleado fue
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de 360 pm. Se mide una AA = 0.9389 £ 0.0393 pm.

Ademds, se observé que a partir de los 50 Hz comienza a aparecer un
fenémeno conocido como ringing o «taftido», que es causado cuando un
haz resonante que no se disipé completamente de la cavidad en un ciclo de
exploracién de frecuencias, se encuentra con otro excitado por el siguiente
ciclo de sintonizacién, esto provoca el batido de ambos, pues hay que
recordar que el ancho espectral de las resonancias no es nulo y luego hay
componentes espectrales que dan lugar a un batido por interferencia entre
las sefiales. El comportamiento tipico de esta sefial semeja a un oscilador
forzado del lado derecho de la sefial mostrada en la figura 6.11, y que se
hace patente en las oscilaciones que suben més alld del valor unitario de

la transmitancia.
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Figura 6.11: Ejemplo de sefial de resonancia que presenta ringing, se indica el
titulo la longitud de onda central a la que fue sintonizado el ldser, su
potencia y la frecuencia de la sefial de control.

También se ha de mencionar que el laser se colocé en este proceso de
acoplamiento una potencia fija'* menor a 10 mW. Fue asi que teniendo
todo este sistema preparado se pudo pasar a la deteccion de fotones, cosa
que sera discutida en la siguiente seccion.

12 No es trivial el seleccionar una potencia baja, sobre todo al comenzar a montar la esfera,
pues si se hiciera de golpe con una potencia muy alta, podemos llegar a saturar nuestros
sensores de deteccién ademas de romper a la fibra 6ptica a causa de un choque térmico.
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Figura 6.12: A) Montaje experimental. Se identifican cada uno de los componentes del montaje con sus siglas correspondientes. (Ver apartado
de acrénimos), T refiere la fibra 6ptica estrechada, MS a la microesfera. B) Acercamiento al sistema taper-microesfera. Se
identifican a las fibras 6pticas como cables en color amarillo y a los cables coaxiales en negro. Se identifican a los elementos con
sus respectivos acrénimos y un color: al filtro grueso CWDM de color verde, al amplificador de fibra EDFA de color crema, al filtro
denso DWDM de color morado, al control de polarizacion PC con paletas cobrizas y sujetadores negros, al monocromador MC de
color azul, a los fotodiodos de avalancha con su ntimero de modelo ID230 de color amarillo y finalmente al registrador digital
de tiempos también con su ntimero de modelo ID8oo y de color gris.
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6.3 GENERACION Y DETECCION DE FOTONES

El arreglo experimental se muestra en la figura 6.12. Debido a la presen-
cia de frecuencias pardsitas en el espectro del laser este tuvo que ser filtrado
con un multiplexador de divisor de onda®3, pasé luego a un amplificador
de fibra dopada con erbio™ para volver a ser filtrado. Contamos para ello
con dos filtros WDM que diferenciamos por el ancho de banda que nos
ofrecen, un filtro grueso (Coarse Wavelength Division Multiplexing (CWDM))
cuyos canales de transmisién estdn separados cada 20 nm y tienen un
ancho a la altura media de 22 nm, lo que hace que estos se traslapen, y
uno denso (Dense Wavelength Division Multiplexing (DWDM)) con canales®
separados cada 0.8 nm y un ancho de banda a la altura media de 0.4y
nm, cubriendo las longitudes de onda desde los 1529.65 nm a los 1560.61
nm.1°

La amplificacion intermedia tiene el fin de compensar la energia perdida
en el primer filtrado con CWDM y también para que compense las pérdidas
que se generan en el segundo filtrado del primer DWDM. La potencia
usada en este experimento durante las mediciones fue siempre menor
a los 7 mW, aunque el EDFA con una amplificacién de 24 dB deja una
disponibilidad de potencia de hasta 40 mW.

La luz posteriormente pasa a unas paletas de control de polarizacién
(PC), para luego ser acoplada a la fibra estrechada con la esfera ya prepara-
da como se describi6 en la seccién anterior. La luz se encausa ahora a un
CWDM que no solo filtre al bombeo del ldser, sino que haga el filtrado de
los fotones sefial (A; < Ap) y acompafante (A; > Ap), asi los primeros se
extraen del canal centrado a 1530 nm y los segundos del canal centrado
a 1570 nm. A fin de observar la senal de SFWM entre estas dos sefales se
juntaron en una sola fibra empleando un divisor de haz 50:50 y se conect6
una de sus salidas a un espectrémetro de rejilla con una cdmara de CCD
de InGaAs (Andor Idus) como sensor, con lo que se pudo obtener una

Lo identificaremos con las siglas inglesas de Wavelength Division Multiplexing (WDM).

Lo identificaremos con las siglas inglesas de Erbium Doped Fiber Amplifier (EDFA).

Estos canales de transmisiéon DWDM son estandar en aplicaciones de telecomunicaciones
y cada canal esta separado cada 10 GHz, asi el canal 1 corresponde a 190.10 THz, el 2 a
190.20 THz y asi sucesivamente hasta el canal 79.5 que estd centrado en 197.95 THz (el
canal maximo puede ser distinto segtn el fabricante del dispositivo). Por otra parte los
canales CWDM se identifican por la longitud de onda central, estdn separados cada 20 nm
y comienzan desde los 1271 nm hasta los 1611 nm. Se pueden encontrar en linea tablas
con los valores centrales de frecuencia o longitud de onda; no se aventura a poner una
referencia explicita a alguna de estas tablas debido a su amplia disponibilidad en linea, y
a riesgo que la que sea aqui citada no pueda hallarse en linea larga data.

Si comparamos el ancho espectral de regién de exploracién del ldser, con la del ancho del
canal, este tltimo es aproximadamente 2.38 veces mds ancho que la regién cubierta por el
laser. La amplitud de la sefial triangular suministrada al ldser fue de 1 V, lo que representa
200 pm de ancho de banda explorado.
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sefial como la mostrada en la figura 6.13 donde se observan tres picos que

@ CH 1530nm \  CHI1550nm / CH 1570nm \

CWDM

At
LﬁJJ A i -‘-L—
1520 1530 1540 1550 1560 1570 1580
(b) A [nm]

CH. 53
CH. 52
CH. 51
CH. 50
CH. 49
CH. 48
CH. 47

— A_A —

1535 1536 1537 1538 1539 1540
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Figura 6.13: (a) Espectro de SFWM que consta de picos en la sefial en longitudes de
onda que conservan energia, cada uno de los colores de sombreado
corresponden a los canales del CWDM, de los que se incluyen sus
curvas de transmision. Se indica ademads un pequefio esquema del
montaje experimental empleado a la salida del segundo CWDM (ver
figura 6.12). (b) Picos de emisién individuales para fotones acom-
pafiantes (A; < Ap), referenciados segtin el ancho de banda de los
canales DWDM, se incluye la curva de transmisién correspondiente.

conservan energia segtin lo esperado para el SFWM.7*® Para el esquema
de deteccién de fotones se elimina al divisor de haz de la salida del CWDM™
ahora que se conoce dénde ocurre la emision de SFWM, para esto prime-
ro se seleccion6 a alguna de las parejas de picos detectadas; a causa de
la inexistencia de filtros DWDM" para los fotones i estos se discriminan
mediante un monocromador MC configurado de tal manera que los filtra
segun lo previsto por la condicién de energia del SFwM, cuyos fotones
pareja s son filtrados por un determinado canal en el DWDM.

Para supervisar el proceso de generacién ya filtrado, las sefales prove-
nientes del DWDM y del monocromador son mezcladas nuevamente con

17 Ver Capitulo 5.

18 En el acercamiento para los fotones acompanantes se aprecia un cuarto pico sobre el canal
53, pero tan débil que su pareja sefial no fue detectada por la cdmara InGaAs.

19 Los fotones siguen saliendo de canales distintos del CWDM y se requiere una postseleccion.
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un divisor de haz 50:50 y una de sus salidas se manda al espectrémetro
con cdmara CCD ya antes mencionado. El espectro ahora obtenido tiene la
forma mostrada en la figura 6.14(b).
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Figura 6.14: (a) Esquema del montaje para la obtencién de resultados de las
figuras (b) y (c). (b) Aislamiento de los picos mds altos que conservan
energia, obtenidos de filtrar al fotén sefial con un canal DWDM y al
fotén acompanante con la rejilla del monocromador, la sefial filtrada
es la mostrada en la figura 6.13. (c) Flujo integrado de SFWM para
fotones sefial como funcién de la potencia de bombeo, junto con un
ajuste cuadratico. d) Esquema experimental para la obtencién de
los resultados de las figuras (e) y (f). (e) Cuentas en coincidencia
entre los fotones sefial y acompafiante como funcién del retraso de
arribo, se observa un pico bien definido, junto con un acercamiento
al mismo. (f) Figura similar a la del panel (e) pero incorporando un
retraso de 12.8 km de longitud.

Se hace ahora la verificacién del comportamiento del ndmero de cuentas
registradas por la cdmara CCD respecto de la potencia, y el resultado es un
comportamiento cuadrético respecto de la potencia aplicada, como cabe
esperar en el SFWM [42] y que se muestra en la figura 6.14(c).

Se elimina ahora el divisor de haz que mezclaba los fotones s e i, y
las fibras que los guian ahora se conectan cada una a un fotodiodo de
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avalancha®® de InGaAs (IDQuantique 1D230) de funcionamiento de libre.**
Los pulsos electrénicos de los APD se mandan a un registrador digital de
tiempos (IDQuantique ID800) lo que permitié registrar la diferencia en
tiempos de arribo, la sefial detectada se muestra en las figuras 6.14(e) y
6.14(f)

La medicién mostrada en la figura 6.14(e) es la distribucién en tiempos
de arribo del fotén acompafante espectralmente determinado y condicio-
nado a la deteccion de un fotén sefial seleccionado de un particular canal
de DWDM. El pico mostrado en esta sefial presenta un ancho de 265.6 ns a
1/e, y un desplazamiento temporal de 279.8 ns; esto se piensa que es a
causa de un desbalance en los valores de Q para cada uno de los fotones
generados, es decir que el tiempo de vida de los fotones s e i en la cavidad
una vez que son generados, difieren en dicha cantidad.

Para verificar que esta diferencia de tiempos si es debida a la generacion
de fotones y no al esquema de deteccidn, se transmiti6 el fotén s a través de
un retraso 6ptico de 12.8 km de fibra 6ptica antes de alcanzar su respectivo
APD, el resultado mostrado en la 6.14(f), muestra el resultado esperado al
solo haber sido desplazado temporalmente el pico de deteccion.

Ahora, ademads de resolver temporalmente a los eventos de coincidencias
se paso a seleccionar al espectro del fotén i, es decir, mientras se dejo fija
a la seleccién del fotén s en su salida del DWDM, se sintonizd la salida
del monocromador para el foton i. Esto resulta en una matriz de datos
cuyo eje horizontal es la longitud de onda A; en la que se seleccionaron los
fotones i, y el eje vertical la diferencia de tiempos de arribo. Asi para una
microesfera de 360 pm un bombeo transmitido por el canal 33, y un fotén
s transmitido por el canal 47 se obtiene el espectrograma bidimensional
que reporta el nimero de coincidencias obtenidas en la figura 6.15.

Los identificaremos con las siglas inglesas de Avalanche Photodiode (APD).

Modelos anteriores de APD requerfan una sefal que anunciara la llegada de los fotones, el
tipo de detector aqui empleado no requiere una sefial que dispare la fotomultiplicacién y
de ahi el mote de «funcionamiento libre» o free running en inglés.
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Figura 6.15: Para una microesfera con didmetro de 360 um, bombeo transmitido
por el canal DWDM 33 y fotén sefial por canal el 47. (a) Emisiéon
de fotén tnico anunciado, en el espacio A; vs. ATg; (diferencia de
tiempo de emision entre fotén sefial y acompaiiante), la sombra roja
indica el ancho de exploracién del ldser de bombeo; (b) distribucién
marginal en A, (c) distribucién marginal en AT, (d) representacién
grafica para las longitudes de onda involucradas, para el bombeo y
los fotones sefial y acompafiante, (e) distribucién de diferencia de
tiempos de arribo para fotones acompafiantes en un corte a la altura
de la flecha roja sobre (b), y (f) distribucién de intensidad espectral
inferida para fotén acompafiante tinico.

En la figura 6.15 se observa que los fotones i cumplen con la condicién
de conservacion de energia esperada para el SFWM, segtn lo indica el pico
de la sefal al estar centrado en la posicién A; esperada. Los otros eventos
que se aprecian en el espectrograma tienen una frecuencia que coincide
con el FSR de la esfera (1.4+0.47 nm).

El calculo de de las integrales marginales de estos datos,** al integrar
sobre T se obtiene la distribucién marginal de longitudes de onda, al
integrar sobre A; se obtiene la Distribucién de Diferencias de Tiempo de
Emision (DDTE).

Eligiendo un determinado canal en el DWDM para el fotén s a fin de
medir la DDTE, ha de fijarse en el monocromador la seleccién del fotén 1,

Que en la préctica corresponde a sumar los datos obtenidos en solo una de las dimensiones
de la matriz de datos adquiridos.

73



74

DESARROLLO EXPERIMENTAL Y ANALISIS DE RESULTADOS

en este caso en el maximo de coincidencias detectado en el espectrograma,
se saca la marginal en T del espectrograma medido, se filtra de forma
digital el ruido y se calcula la transformada de Fourier de la DDTE medida
para obtener al perfil espectral de un solo fotén (como se menciona en
la Seccion 5.5), este nos da informacién sobre el ancho de banda para
un Unico fotén i anunciado, que en este caso se midié con un valor de
Av = 44.24 MHz, que corresponde a un alto valor de Q(= w;i/Aw) que
para este foton fue de 4.53 x 107, dada la frecuencia central del fotén w;.

Si seleccionamos al fotén s en otro canal, se observard un corrimiento en
el fotén 1 que le es pareja, como se muestra en la figura 6.16, esto debido
a la alta correlacion espectral entre ambos fotones. Al cambiar al fotén s
del canal 47 al 49, se observa que el fotén i posee un ancho espectral de
5.70 MHz y un pardmetro Q de 3.36 x 107.

FSR
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4 F| — 100
(c) (e)
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) 50
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Figura 6.16: Para una microesfera con didmetro de 360 um, bombeo transmitido
por el canal DWDM 33 y fotén sefial por canal el 49. (a) Emision
de fotén tnico anunciado, en el espacio A; vs. ATg; (diferencia de
tiempo de emisién entre fotén sefial y acompaiiante), la sombra roja
indica el ancho de exploracién del laser de bombeo;(b) distribucién
marginal en A, (c) distribucién marginal en AT, (d) representacién
grafica para las longitudes de onda involucradas, para el bombeo y
los fotones sefial y acompafante, (e) distribucién de diferencia de
tiempos de arribo para fotones acompanantes en un corte a la altura
de la flecha roja sobre (b), y (f) distribucién de intensidad espectral
inferida para fotén acompafiante tinico.
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Como las caracteristicas de emisién dependen principalmente de la
longitud de onda de bombeo y del radio de la esfera, se preparan otras
mediciones cambiando de canal al bombeo y manteniendo las condiciones
de acoplamiento,? la seleccién espectral del fotén s y del radio de la
esfera, los resultados que presentados en las figuras 6.15, 6.16, 6.17, 6.18,
6.19 y 6.20 que se sintetizan en el cuadro 6.1. Baste apreciar que los
espectrogramas de tiempos de arribo aparecen sombras de otros picos no
seleccionados por el canal DWDM en cada experimento y que estos picos
aparecen cada FSR longitudes de onda.

FSR
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As Ch. 48 Ap Ch. 34 Ai
4 —T32
(© ©
20
2 24
10
g. 04
= 0 16
<
-2 8
—4 n —0
(b)
1560.0 1562.5 1565.0
A [nm] v [MHz]

Figura 6.17: Para una microesfera con didmetro de 360 um, bombeo transmitido
por el canal DWDM 34 y fotén sefial por canal el 48. (a) Emision
de fotén tnico anunciado, en el espacio A; vs. ATg; (diferencia de
tiempo de emision entre fotén sefial y acompaiiante), la sombra roja
indica el ancho de exploracién del laser de bombeo; (b) distribucién
marginal en A4, (c) distribucién marginal en AT, (d) representacién
gréfica para las longitudes de onda involucradas, para el bombeo y
los fotones sefial y acompafiante, (e) distribucién de diferencia de
tiempos de arribo para fotones acompafiantes en un corte a la altura
de la flecha roja sobre (b), y (f) distribucién de intensidad espectral
inferida para fotén acompariante tinico.

23 La posicion de los PC y de la fibra respecto a la esfera.
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Figura 6.18: Para una microesfera con didmetro de 360 um, bombeo transmitido
por el canal DWDM 34 y fotén sefial por canal el 49. (a) Emision
de fotén tinico anunciado, en el espacio A; vs. ATg; (diferencia de
tiempo de emisién entre fotén sefial y acompaiiante), la sombra roja
indica el ancho de exploracién del ldser de bombeo; (b) distribucién
marginal en A;, (c) distribucién marginal en AT, (d) representacién
grafica para las longitudes de onda involucradas, para el bombeo y
los fotones sefial y acompanante, (e) distribucién de diferencia de
tiempos de arribo para fotones acompanantes en un corte a la altura
de la flecha roja sobre (b), y (f) distribucién de intensidad espectral
inferida para fotén acompafiante tinico.
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Para una microesfera con didmetro de 270 pm, bombeo transmitido
por el canal DWDM 33 y fotén sefial por canal el 47. (a) Emisiéon
de fotén tnico anunciado, en el espacio A; vs. ATg; (diferencia de
tiempo de emision entre fotén sefial y acompaiiante), la sombra roja
indica el ancho de exploracién del ldser de bombeo; (b) distribucién
marginal en A, (c) distribucién marginal en AT, (d) representacién
grafica para las longitudes de onda involucradas, para el bombeo y
los fotones sefial y acompafiante, (e) distribucién de diferencia de
tiempos de arribo para fotones acompafiantes en un corte a la altura
de la flecha roja sobre (b), y (f) distribucién de intensidad espectral
inferida para fotén acompafiante tinico.
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Para una microesfera con didmetro de 270 um, bombeo transmitido
por el canal DWDM 33 y fotén sefial por el canal CWDM centrado en
1530 nm. Emisién de fotén tinico anunciado, en el espacio A; vs. ATgy
(diferencia de tiempo de emisién entre fotén sefial y acompafiante).
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DIAMETRO [um] A, [nm] As [nm] Ai [nm] FsR [nm] Av [MHz] Q [x107] Qteo [x108]
360 Ch. 33 [1550.903] Ch. 47 [1539.750] 1562.4 1.41+0.47  4.24 4.53 2.082

360 Ch. 33 [1550.903] Ch. 49 [1538.170] 1563.9 1.4110.47 5.70 3.36 2.084

360 Ch. 34 [1550.100] Ch. 48 [1538.959] 1561.2 1.41£0.47 0.55 34.91 2.108

360 Ch. 34 [1550.100] Ch. 49 [1538.170] 1562.7 1.41£0.47 1.3 14.76 2.990

270 Ch. 33 [1550.903] Ch. 48 [1538.959] 1562.7 1.91+0.23  3.53 5.43 4.099 (x107)
270 Ch. 33 [1550.903] CWDM [1530] sin definir  1.91+0.23 sin definir  sin definir sin definir

Cuadro 6.1: Resumen de resultados. Se sefiala los canales WDM con su respectiva longitud de onda centra

_.aw

a El valor de Qteo se calculd considerando la teorfa mostrada en el Capitulo 2, suponiendo que la mayor contribucién a la medicién la da primer modo
superior azimutal (A, = 1), fundamental en modo radial y la longitud de onda del fotén i.
b La FSR experimental para una esfera de 320 pm de didmetro fue de 1.6240.12 nm, a esta esfera no se le pudo obtener una medicién de tiempos de arribo.



63 GENERACION Y DETECCION DE FOTONES

Vale la pena notar cémo la Q tedrica calculada es aproximadamente
del orden de magnitud de la observada, para el primer modo superior
azimutal y modo HE1; en fibra,* lo cual estd de acuerdo a lo mostrado en
las curvas de empate de fases 5.3 y 5.4, pues todas las curvas de empate
de fases estan degeneradas para una familia de resonancias con la misma
diferencia de indices Ay . El que la Q tedrica sea mayor a la experimental
es esperado, en tanto que el cdlculo de esta Q no considera otros procesos
como pérdidas por dispersion de superficie, que corrijan dicho valor. Por
otra parte puede existir una contribucién aditiva entre mas modos de la
cavidad y no solo restringirse al aqui explorado.

Cabe resaltar que estos datos representan, al menos hasta donde se tiene
conocimiento a la fecha, del ancho de banda mads corto para un fotén tinico
anunciado, como se muestra en cuadro 6.2. Notemos que el resultado
previo més cercano a la mejor medicién que se obtiene en este trabajo es
maés ancho por 110 MHz que el aqui reportado. Este trabajo presenta la
ventaja de no requerir el empleo de cristales especiales o de una cavidad
al aire, que resulte voluminosa. Mientras que las otras mediciones estdn
del orden de las mejores obtenidas en sistemas abiertos.

Av TIPO DE FUENTE REFERENCIA FECHA
153 GHz Microanillo [51] 2012
28.6 GHz Microanillo [38] 2015
13 GHz  Microanillo [32] 2015
1.1 GHz  Microanillo [27] 2016
931 MHz Microdisco [55] 2019
800 MHz Microanillo [50] 2017
110 MHz Microanillo [39] 2016
320 MHz Microanillo [49] 2015
270 MHz Microanillo [34] 2017
160 MHz Microanillo [37] 2019
48 MHz  Espacio libre (PPLN) [59] 2015
7.2 MHz  Espacio libre (PPKTP-KTP) [30] 2011
1.6 MHz  Espacio libre (PPLN) [60] 2013
666 KHz  Espacio libre (PPKTP) [58] 2016

Cuadro 6.2: Resultados de experimentos previos en la materia, ordenados de
mayor a menor ancho de banda medido para fotones individuales.

24 Como se mencioné antes y se muestra en la figura 6.3, el Gnico modo que sobrevive en la

fibra al ser reducida es el fundamental.
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Finalmente se analizaron las caracteristicas espectrales de toda la luz
emitida, esto se midié con un analizador de espectro 6ptico (Anritsu
MS9g740B) que toma toda la luz proveniente a la salida de la fibra estre-
chada que lleva consigo tanto a los fotones de bombeo como a los s e i.
Lo que se observa es todo un peine de frecuencias generado por todos los
modos sefial y acomparfiante que genera y soporta la esfera y; se observa
ademds, que el valor de FSR para los didmetros de la esfera de 360 um, 320
pumy 270 um son de 1.9 nm, 1.6 NM y 1.4 nm respectivamente, como se
muestra en la figura 6.21. El hecho que se observen estos peines se debe al
desplazamiento estadistico de las resonancias a causa de efectos térmicos
y se relaciona con el comportamiento oscilante de la frecuencia de bom-
beo. También se pueden explicar a través de la ruptura de degeneraciéon
causada por una excentricidad distinta de cero en la circunferencia de la
esfera, lo que permite la medicién de resonancias en modos superiores.
Ambos procesos simultdneos dan origen a los espectros observados en la
figura 6.21. Se muestra en la figura 6.22 la comparacién entre la FSR, con la
esperada por la férmula (2.25), y se muestra que la FSR medida estd acorde
a la teorfa dentro de su respectiva incertidumbre.
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Figura 6.21: Espectros de los espectros de los fotones sefal (columna izquierda) y
acompafante (columna izquierda) para didmetros de microesfera de
360 pm, 320 um y 270 um.
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Figura 6.22: FSR del espectro de pares de fotones generados por SFWM, segtin lo
medido de la figura 6.21.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se mostré la factibilidad de implementar una fuente
de parejas de fotones en una cavidad resonante de geometria esférica
fabricada de silice fundido, con didmetros desde los 270 pm a 360 pm.

Se fabricé y caracterizé una fibra Optica estrechada para el acoplamiento
posterior de esta a una microcavidad 6ptica esférica.

Se demostré la existencia de generaciéon de SFWM, mostrando la de-
pendencia cuadratica de la intensidad de las sefiales medidas respecto a
la intensidad de campo de bombeo suministrada. Ademads, se mostré la
existencia de un picos de deteccion bien diferenciados en la medicién de
coincidencias por tiempos de arribo. Y también se mostr6 que los fotones
presentan una correlacién en tiempo y energia, al modificarse el nimero
de coincidencias en tiempo de arribo de los fotones al detector, al efectuar
previamente sobre estos una seleccién espectral.

Se mostr6 ademads la existencia de retraso entre los tiempos de llegada de
los fotones generados, y que tal no se muestra afectada por la aplicacién
de un retraso 6ptico de 12 Km de fibra. Se caracterizaron también las
propiedades espectrales de los fotones acompafiados tinicos y anunciados,
con una emisién espectral cumpliendo condiciones de conservacion de
energia.

Se mostré que la Q calculada para los fotones acompafiantes observa-
dos, estdn de acuerdo en su orden de magnitud para el primer modo
superior azimutal con los valores experimentales reportados. Ademads,
que la separacién espectral de los fotones involucrados se relaciona con el
pardmetro FSR propio de la esfera empleada y que la estimacion de este
concuerda con la experimental dentro de su rango de incertidumbres. Se
observé que los peines de frecuencias generados, pueden ser ocasionados
por la naturaleza oscilatoria del espectro de bombeo aunado a rupturas de
degeneracién de resonancias causadas por defectos en la esfericidad de la
cavidad. Lo que puede hacer a la fuente implementada en este trabajo til
en sistemas que aprovechen una multitud de frecuencias luminicas bien
diferenciadas, por ejemplo, para la multiplexacion de sefiales en canales
de ancho de banda ultraestrecha.

Se mostr6 la existencia de una correlacién espectral entre los fotones
sefial y acompafante. Y mediante la medicién de la DDTE, se mostré que
los altos valores de Q medidos llevan a asegurar, hasta donde se tiene
conocimiento, que se logr6é una medicién récord en la delgadez de ancho
de banda para fotones tinicos anunciados con un ancho de banda 110
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KHz maés delgado respecto al valor més estrecho anteriormente reportado.
Finalmente cabe agregar, que la capacidad de tener una fuente fotonica
de ancho de banda ultaestrecha la hace apropiada, en principio, para su
inclusién en experimentos de memorias cudnticas. Bajo la salvedad que
habrd que optimizar dicha fuente a los requerimientos espectrales que
requiera dicho sistema.’

1 Por ejemplo, las memorias cuédnticas de atomos alcalinos trabajan con espectros en el
rango Optico, por lo que seria necesario explorar las propiedades de generacién del tipo de
fuente desarrollada en este trabajo sobre dicho rango de espectros, con el fin de verificar
que se mantienen sus propiedades de generacién. Por no decir que las dimensiones tanto
del resonador como de la guia 6ptica que la acoplan deberdn estar optimizadas tal que
fuente foténica cumpla las condiciones espectrales necesarias para operar en conjuncién
con estos sistemas de memorias cudnticas.
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APENDICE MATEMATICO DEL CAPITULO 2

En este apéndice se colocardn las aclaraciones matemadticas necesarias
en cuanto a las operaciones realizadas a lo largo del documento, y que en
pos de preservar su concision y fluidez, son colocadas en esta secciéon de
apéndices.

A.1 SOLUCION A LA ECUACION DE HELMHOLTZ EN COORDENADAS
ESFERICAS

A partir de la ecuacién de onda, para una funcién V¥, al separar su parte
temporal, se encuentra a la ecuacion de Helmholtz vectorial dada por

V2Y(x) + k*¥(x) =0, (A.1)
con
Y(x) =V¥(r,0,¢0) =R(r)O(0)D(p).

El laplaciano en coordenadas esféricas

10/ ,00 10/, b 1 024
24 V([ 2YY e _r T
Vo= T2 or <T ar> T sin(0) 06 <sm(9) 89> * r2sin?(0) 02’

metiendo al laplaciano la funcién ¥ y ya considerando la separacién de
variables

0 d ( 2dR> RO

g2y 02 d (HdR de RO  d?@
dr

d <sin(9) +——=
do r2sin?(0) de?’

+ r2sin(0) dO
Dividiendo entre ¥

vy 11d<2dR> 1T 1d

d®> 1 1d20

v " 2Rar\" dr +rzsin(6)®de<sm(e)de ZsinZ(6) ® dp?’

considerando lo anterior en la ecuacion de Helmholtz dividida entre ¥
se tendria que

y © r2Rdr\ dr 12sin(0) © dO do

n 1 le(D
r2sin?(0) © do?

+k*=0.

89
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Separemos a la parte en @, primero multipliquemos todo por 12 sin(6)

sin(@) d ([ ,dR\ . d /. _dO\ 1d® ,, ,
o dr(r c1r>+51“(6)c19<51n(6)019)+®d<p2 +k“r°sin”(0) =0,

- 2 2
sin“(0) d / ,dR . d /. do 2220y 1d°@
g (r dr) —|—sm(9)—de <s1n(9) de) +k“r°sin“(0) = D de?’
(A.2)

R, © y ® dependen de variables independientes, asi que podemos
igualar cada una de las dependencias de la ecuacion anterior a constan-
tes. Igualando el lado derecho de la ecuacién anterior a una constante,
tendremos la ecuacién para O,

Odepz 7
d?o
dicpz =-—mQo, (A-3)

que tiene por solucién general, considerando que hemos de tener simetria
en ¢ cada 27, es decir, que tenemos una condicién periédica,

O(p) =cre "™ 4 cret™e,

Ahora separaremos R y ©, para eso sustituimos (A.3) en (A.2)

sin?(8) d [/ ,dR . 1d/.  de e 5
0 dr(T dr> +sm(9)®de<sm(6)da> + k“r°sin“(0) = m*~,

dividimos entre sin?(0)

1d/,dR 1 1d/. .dOe 2, m?
Rdr <T dr> * Sin(e)®@do (sm(e) d6> T = 20y

reagrupamos a la izquierda lo que dependa de r

1d/,dR\  ,, m? 11 _.de
<r dr) ker = snZ(e) sin(0)© sin(0) ,

si igualamos cada lado a una constante A

1d/,dR 5,
R dr (r dr) + ke =A, (A.g)
m2 1 14 de
_ 1d (. 99) _ A.
sin2(9) sin(0) ©do <Sm(9)de> A (A-5)
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de (A.4) multiplicando por R

;r (r 3R> +Kk?r’R = AR, (A.6)

y de (A.5) multiplicando por ©

2
LS S d<sin(e)d®>:>\@,

sin?(0) sin(0) d6 do
mz 1 d ot = —sin(0)
e — 0 A@ =0, 00
Sinz(e) sin(G) de <Sln( ) do ) ot = —sin(0)0
d 19
haciendo el cambio de variable t = cos(6) y © — P(t) ?t ~  sin(0) 00
. o ?
sin(0) d dp m? —sin(0) 3% = 39
_ — | _ . _AP=
sin(0) dt( sin”(6) dt) 1—1t2 AP =0,
d 5, dP m?
dp 2 dZ mZ Ecuacién asociada de
_thi -5z dtz2  1—-t2 AP =0. (A7) Legendre
La solucién a la ecuacién (A.7) estd dada por las funciones asociadas de
Legendre
(=™ 2ymy2 A l
P{n(x) = TU(] —X )m/ dx1+m (X - ]) s

conleZ meZy—-1l<m<mEnelcasodem < 0 equivalentemente

(1—m)!

P00 = (S

P (%),
y cumplen la condicién de ortogonalidad

2 (14+m)!

:
m m —
L PUOIPT X dx = 5125 (T e

de dicha condicién se puede ahora regresar a las soluciones en 0

2U+1(1—m)!

Otm(cos(0)) = T 0 m)

(PU(cos(8).

La solucién de @ tal que cumpla condiciones de ortogonalidad es

con m € Z, donde

27
JO [(Dm((P)]*(Dm/((P)d(P = 6111111’-
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Al producto de Oy, y @, se conoce como armoénico esférico

_ | .
2L+ 1 (1 m)' P{n(cos(e))elmqjl

Y0 @) = /o T+ m)!

y son ortonormales sobre la superficie de una esfera

27 7T
[ de] sin(@100 (0, 0)1V2 0, 0) = 5118y

Por otra parte, de la ecuacién (A.6) *
R
d(rzd ) +Kk* 1" R—AR =0,

dr dr
d2R dR
2 2.2
L) +2r—dr + (k“r* =1L+ 1))R =0, (A.8)

y considerando la siguiente sustitucion

R(kr) = , (A.9)

se tendria

d(z(k))  kZ'(kr)  kZ(kv)

dr\(kn)z /) (kn)z 2(kn)?’

d2 <Z(kr)> CK2Z7(kr) K2Z'(kr) K2 Z'(kr) 3. ,Z(kr)
B B B 2

(A.10)

(kr)2 2 (kr)2 2 (kr)?

dr? \ (kr)? 2 (k)3
(A.11)

sustituyendo (A.10) y (A.11) en (A.8)

2 (kZZ”(kr) ez ikZZ(kr)> s <sz(kr) B 12<(Z(kr)>

(kr)2 (kr)3 (k)3 (kr)? 2 (kn)?
+ (kzrz 4 1)2(”1)) —0,
(kr)2
y multiplicando por (kr)2
(et ) e S E2)

+ (K2 =11+ 1)) Z(kr) =0,

1 Se puede mostrar que [98]
A=11+1),

como eigenvalores de la ecuacion (A.7).
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dividiendo entre k?
Z'(kr) 3 Z(kr) Z'(kr) 1 Z(kr)
2 " o e
T (Z b = a0 P e T

PN RTINI)) KLt

k2
(A.12)

operando sobre los términos marcados en rojo

Z'(kr) 5 Z'(kr) Z'(kr) Z'(kr) Z'(kr)
=) 2 — 2 — .
P P S
y ahora sobre los términos en azul
3Z(kr) 1 22 3
1@ kzZ(k )+ (k°r 1(1—1—1)) 1

(kzrz—Lz—l—

asi la ecuacién (A.12) quedaria

’ 2
P22 (er) 472 (szZ - (l+ D ) L = (A.13)

A la expresion (A.13) se conoce como ecuacion de Bessel de orden
1+ 1/2, que tiene como soluciones generales a las funciones de Bessel
esféricas®

100 =4[5 (), (A.142)
yi(x) = \/ZYH%(X)’ (A.14b)
h () = \/fH{E; = 1) + i (%), (A140
00 = THE) =) — i), (A-14d)
donde
B

XTL

) B s 1)s 2s
In(x) = (2n+ 1! = sl(n+ %)S <§> ’

2 Jv y Yy son las funciones de Bessel de primer y segundo tipo respectivamente. h y hy (2)
son las funciones de Hankel de primera y segunda especie.

o)

93

—1+k2r? 1(1+1)>,

(a)n se conoce como
stmbolo de
Pochhammer, donde

(a
(a
1)---

Ji1=ay
Jng1 = ala+
(a+mn).



94 APENDICE MATEMATICO DEL CAPITULO 2

En general la solucién para la ecuacion (A.13) se puede ver como la
combinacion lineal (en R) de (A.14a) y (A.14b)

Zy(kr) = oqji(kr) + Bryi(kr),
asi (A.9) se puede escribir como

Jl(kT) 4 yl(kf).

Ri(kr) = o 1=
(kr)2 (kr)2

(A.15)

Introduciendo ahora a las funciones de Bessel-Riccati

P1(x) =xji(x \/>]1+2 (A.16)
xu(x) = —xyi(x) = \/jYH (x), (A.17)

se puede reescribir R como

@1(kr) x(kr)
X1 — B .

Rufkr) = kr kr

(A.18)

La solucién general de la ecuacién (A.1) se puede ver como la combina-
cién lineal de las ecuaciones encontradas

+
8

1
Y(r,6, ) Z ouji(kr) + Bryi(kr)Y{™(6, @),

—
O

1
Z( ) b X e, o,

I I\/]éL

en general para cada ly m

ll){TL(TI e/ (P) = Zl(kr)Y{“(G, (P)/ (Alg)

donde Z; puede ser la parte que depende de j; o y;.
Las soluciones vectoriales estdn dadas en términos de los arménicos
esféricos vectoriales

:V\{’m,
_ 0 mo ée 0 m é@ 0 m
_eTa b r 00 ! rsinG 0@
. 0 0
:eTaZ(kr)Yl 6, 9) + & Zl(kr)ae (0, )
€

0
Zl(kr)%\’{“(@, ®),

T5in(0)
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95
r=L"xr,
LT Lis Lis|-
r 0 0
— 1] réo — L{ge,
Zl(kT‘) a 0 A
= (e, —Zy(kr)=—Y™(0

do !

1

- ]E [(aae(Mw nl0)) = aM%) =

0@ /rsin(0)
(;W) agg%)é;o],
:11[<aae( y;sin(e))—a’a\t}né%jr:w)—aar(rM{’;)éf+:T(TM{%)A:’-

Ahora pasamos a calcular las componentes de N{™

0 0 ( Zy(kr) 0
o) = 2 (200 o),

sin(0) 00
12 d
= (@) aeY (0) 5 (rZu(kr),
=
m_ 1 0 0
1o = irsin(o) ar LK) gg "1 (0@)
) " 0/ 0 m
&( )= ar<Ta(le (e(P)ZL(kT)>/
d d
:_%YL (0, (p)a (rZy(kr)),
=
1
N = k—ag(rzl(kr))in (6, ¢).

0
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La componente N se calcula considerando las expresiones sin desarro-
llar de M[™ en términos de Wi, asi

m m A m.Aa
1 — I_]_(PTee —Llere(p,

T 0 . m T O
= % yma, I % ymg
rsin(0) 0 L 0 rop t %
10 )
" sin(0) 3¢ ee_%\yl Cor
con esto
1 1/0 oM, 1
Nm . Mm — | = m o3 0)) — P ,
(NT)r (kvx 1>r k(’ae( to sin(0)) = =5 )rsin(e)

1 0 0 . m .
- rk sin(0) (66 <_E)6Wl sm(9)>

d T 9. .
" 30 <sin<e> P ))

] 2 2 1 o2ym
Tksin(6) (ae (Sm(e)ae t >+ sin(0) 992 )

T 1 0 0 1 oZym
k (rz sin(0) 00 (sm( )89 t ) + r2sin?(0) 0¢? > (420

Notemos que de la expresién del laplaciano en coordenadas esféricas
para una funcién escalar ¢, se tiene

10,00 12/, 1 %
2, P V[ 2Y% i - I
VL= r2or (r 6T> i sin(0) 06 (sm(e) 66) * r2sin?(0) 02’ (A-21)

que podemos sustituir en (A.20) por el laplaciano de Y™ menos la parte
que depende de 1, asi y ya metiendo el signo correspondiente queda

m _I 7 2ym li 2aqj{n
(N7 )r_k< v +rzar<r or !
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pero de (A.1) tenemos: V2YI" = —k?YI™, con lo que
m _I 12 mo lg a‘ym Nota 1.
(N]_ )r—k< k‘\ljl 2 T‘<T ar ,
1 92 "
e 1a< 2 3¥ > )
kro or _] d wi 9 Vi
e e H3(erae)
= kr¥; +* arz , 1 /owlh,  awl
5 - E( or or
1/ 0¥  o°ym
_k<2 o T arzl )Jrkﬂjm’ “a;\ﬁ“>
2 1/ 9wl 2wl
&1L<:2(wm)+k2r\ym> :E<2 ar T a2>
1 02 5 m
= = (52 07k +1EZ (k) ) V0, 0),
(A.19) 1 azl(kT) azzl(kT‘) 2
=7 (2 kerZy(kr) ) Y™, @),
< (222 A | ke, (k) ) Vi@, )
2
I\éz l 2T621(kr) 2a Zy (kr) +kzrzzl(kr) Yim(e’ ®), Nota 2.
kr or?

an 1 <2T/az%$«ff 22852 11z,

R ) 6,0,
con lo que se tendria

(N{n)r = Zy(kr)

l+1
=Dz 000, ).

Definimos a los armonicos esféricos vectoriales como

Zlm = Y{Tl(e, (P)ér/
Yim =1VY[(6, ),
le = VY{TL(S/ (p) X I.

Desarrollemos las expresiones para Yim V¥ Xim

0 &o a é 0
Yim = (&Y — £ _
tm <efar v e+ 66 v (O (p)+rsin(9) o
€po 0 é(p
= Y e 7
< a0 'L (0@ rsin(e)afip\q“(e,q)))r
0 N 0 m "

6}
—\(Z
ar< b

0Z,
or

(A.22a)
(A.22b)
(A.22¢)

Y{“(G,@)>r,

o] 6]
a(a*(TZIO

om
927,
or?

aZ1>
+Tr—
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e, éo €o
U=10 15000 aeras e o)),
r 0 0
d 1 0
__7Ym e A 77Ym’\ .

Notemos que podemos reescribir a L™, M{™ y N en términos de los
armonicos esféricos vectoriales, es decir

0 Zi(kr) 0
L™ = —Z,(kr)YI™(6, ¢)&, + 1kr) Y1 (0, 9)ée
or 00
Zl(kT) 1 0 m A
T sin(e)a(le (6, )&,
0 Zy(kr)
:Ezl(kr)llm—i- " Y (A.23)
M = 7, (k) [ —— 2 ym(e p)a, — Ym0, @e
L= a sin(0) 00 '+ PIE0 T L T PICe )
= Z(krXim). (A.24)
Hl+1) .~ 10 0 .
m— o Zl(kr)Y{“(G,(p)er—i—ﬁa(rzdkﬂ)%wn(er@)ee
1 0 0 um N
krsin(@)a(rzl(kr))@“ (er(p)e(p/
L{1+1
= D7 ez
T
1 9 0 um 1 0 um "
—f—]a‘aT.(TZl(kr))(a(le (9, (p)Ee#—m%Y1 (el (P)eq)>/
1+1
= (k )Zl(kT)Zlm
T
19 19 . . 1T 3 .
+kaT(T21(kT))<Ta(le (el(P)eevLm@Yl (9/(9)e¢>>/
L1+1 10
=D 7 (k) Zi + £ 2 (1 (k) (VV(0, ),
kr k or
11+ 10 m
= % Zl(kT)ZlerEa(le(kT))(TVYl (0, @), (A.25)
con lo que
L+1) 19
N* = Tzl(kr)zlm + Ea(TZI(kT))YIm-

Asi la solucion general de la version vectorial de la ecuaciéon (A.1),
V2¢(x) 4+ k?¢(x) = 0, estara dada por

0 1
c(r,8,0)=) > o'L*(r,0,¢)+B*M (1,6, ¢) +V{"N*(r,6, 0),
1=0 m=-—1
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donde o™, o™, o™ € C y son constantes.
Por otra parte, L[, M{" y N{"* cumplen que

V x L{" =0, (A.26a)
V xM" =0, (A.26b)
V X N" =0, (A.26¢)
M =L"xr, (A.26d)
N{* = ]EV X M"Y, (A.26€)
M™ = %V x NI™. (A.26f)

A.1.1  Soluciones al campo electromagnético en microesferas

Para soluciones de caracter solenoidal, basta expresar al campo en
términos de M{" y N{" y se encuentran dos tipos de soluciones
= Transversal Eléctrica (TE), donde E es colineal a M{"

E(T/e/(p) A'L/O 7

donde AiT/EO es una amplitud compleja, i refiere a dentro de la esfera
(inside) y o fuera de ella (outside).
» Transversal Magnética (TM) donde E es colineal a N[™
E(T/ el (P) AI/O /

donde AIT/’\(/} es una amplitud compleja, con la notacién siguiendo el
esquema ya descrito.

" N3 p
Para el campo magnético, B = 5V X E, asi en el caso TE

B(r,6,¢) = iv XE,
1/OV X MY,
(A. 26e) 1kA1/0 ,
y en el caso TM
B(r,0,¢) = —V XE,

99
Nota 3.
V X E(x, 1)
0
+aB(X,t] =0
=



100

Zy — 1

salvo por el signo, ver
(A.16) a (A.18).

11 es el Riccatti-Bessel
correspondiente

ko ya que no valen
las condiciones
internas de la esfera,
sino las de su
exterior que
igualamos al vacio

APENDICE MATEMATICO DEL CAPITULO 2

Notemos que N{" y M[" se pueden expresar en términos de funciones
Bessel-Riccati, a través de las ecuaciones (A.16) y (A.17), sin embargo
hemos de notar el comportamiento de estas, para ¢ valen cero en x =0
mientras que X1 diverge en x = 0. Requerimos una solucién no divergente
dentro de la esfera y una que decaiga a cero (o no diverja fuera), luego
dentro de la esfera nos sirve ¢, mientras que fuera x, o j; dentro y yi
fuera.

Pasemos a expandir las expresiones del campo, en el caso TE para el
campo eléctrico

E(r,0,0) "= ATE Zy(kr)Xum, (A27)
por las consideraciones anteriores
TE @1(kr) :
E— ATEPL T X sit <R, (A28)
—ATE ‘Pﬁg”xlm sir>R.
Mientras que para el campo magnético
(A25) ik L1+ 1) r(kr) 10
B(r,0, 9) wAi/"( o 7 Zim + k*a*(Tl(kT))Ylm
ik g /UL+T) 10
= AT (M e Zum + i (k) Yo ),
(A.29)
por las consideraciones ya expuestas
EATE (M o) Zim + & & (@) Yim)  siT<R,

B -
B(r, 0, ¢) tke 2 TE {1(141 .
~ S ATE (M (kor) Zum + gy O (ko) Yum ) siT> R

(A.30)

Ahora para el caso TM del campo eléctrico

A (141 10
Br,8,0) 2 ATE (M e Zin + 5 nkn)¥um ), (A30)

nuevamente por las consideraciones ya explicadas

ATE( kl;:p PLkT)Zim + %%((Pl(kT))Ylm) sit <R,
ATE< klz"'; xi1(kor)Zym + kor a7 (X[(koT))Y1m> sit>R;

(A.32)

E(r,0,9) =
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y para el campo magnético

(A2g) 1K

B(r,6, ¢) AL fr (k) X, (A.33)

w 1

y por lo anteriormente expuesto

ik A TE @1(kr) :
EAlEEL X <R,
e (A34)

) y ‘
—%AgEi‘m}iofT)le sit>R.

A.1.2  Ecuaciones modales

Falta ahora tomar en cuenta las condiciones a la frontera en la interfaz de
la esfera. Atendiendo a las condiciones de continuidad para las ecuaciones
de Maxwell en un medio isotrépico, lineal y homogéneo, ha de suceder
que (en la frontera de medios)

Exn=o,
B-Ai=0,
e.E'I"i:pS/

1
*BXﬁ:—jz,

donde jx es la densidad de corriente superficial, ps la densidad superficial
de carga y fi un vector normal a la superficie. Para el caso dieléctrico que
nos ocupa ps = 0y jz = 0 en 1 = R (el radio de la esfera), con lo que se
tiene

E(R,0,¢) x & =o, (A.35a)
B(R,0,¢)-&. =0, (A.35b)
E(R,6,¢)-& =0, (A.350)

B(R,6,¢) x & =0, (A.35d)

estas condiciones valen en general para cualquier interfaz bajo estas consi-
deraciones.

A.1.2.1  Ecuacién modal para modos TE

Notemos las expresiones (A.27) y (A.29) de los campos

E(1,0,9) = A/ Zy(k1)Xim,

ik e (UL4T)
' k212

r(kE)Zim 4 2 (n(kr))nm>.

10
kr or
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Usaremos de aqui en
adelante el abuso de
notacion

T (k) =7

T=R

donde sea necesario.

Ecuacion modal para
modos TE

APENDICE MATEMATICO DEL CAPITULO 2

La condicién (A.35¢) implica que Xy L &, por otra parte, (A.35a) ha de
cumplirse siempre, lo que implica que

T1(kR
AL ZUKR) = AT, ll(cR)

y ha de satisfacerse a ambos lados de la frontera
eLkR) _ ) reXxi(koR)

=0, (A.36)

ALt = A
' kR ° TR (A.37)
La condicién (A.35b) sobre la expresiéon de B implica que
ik, e (UL+1) n 1 0 .
oMo <szzT1(kR)Zlm R an(kr) . Yim-& ) =0,
H1+1) o 0
TE N i/0 R
i/o er(kR)Zlm et — an(kr) . Yim & =0,
TE
LL+1) ,re nu(kR) . Ao D )
R i/0 TR VAR R aT[(kT) L Yim € =0,
——

(A36) 0

0
AlTE —r(kr)

i/o or Ylm'ér :Oz

r=R

como ha de valer sobre cualquier punto sobre la frontera, entonces

0
AiT/EO an(kr) . =0,

y se ha de cumplir a ambos lados de la frontera con lo que

0
AiTE *T(Pl(kT)

0
3 =AF aXL(kT)

(A.38)

T=R r=R

Se tiene ademads que (A.37) y (A.38) forman un sistema de ecuaciones

x1(koR)

kR)
ATE o1( ATE 0, A
ATEQ{(kR) + AlEx](koR) = 0. (A.39b)

Este sistema de ecuaciones tiene soluciones no triviales si el determinan-
te del sistema es cero, donde las variables a resolver son AiTE yAgE, las
amplitudes de campo dentro y fuera. Asi el determinante de (A.39) queda

¢1(kR) X1(koR)

/ - / _
R X1 (koR) KoR @1(kR) =0,

(kR) @1(kR)koR _ x1(koR)
kRe{(kR)  x{(koR)’
ko @1(kR)  x1(koR)
=0 = , A.40
k 0{(kR) — X{(koR) (A0
ko ®1(kR)  ¢{(koR)
~0 = . A1
K X1(kR) — x{(koR) (40
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Despejando (A.39b) para AJF se tiene

ATE _ATE ¢{(kR)
X[(kOR)
ko @1(kR)
ATE (A41) _ATERO ‘
'k xu(koR)

A.1.2.2  Ecuacién modal para modos TM

Notemos las expresiones (A.31) y (A.33) de los campos

L+1) 12
B,0,0) = AT (M (e Zum + 5 (k) Yo ),

ik T1(kr)
B(T/ el (P) A;r/l\él lk

la condicion (A.35b) sobre la expresiéon de B implica que X, L e;, por
otra parte (A.35d) ha de cumplirse siempre, por lo que

le/

i/o0
™ (kR)

y ha de satisfacerse a ambos lados de la frontera
ATM @ (kR) = —ATMxq (kR). (A.43)

Ahora la condicién (A.35a) sobre la expresion de E implica que

(t+1) 1 9
A1/0 < K212 T (kR)Zm X & + ﬁ FTl(kR)

Yim X ér) =0,
r=R

UL+ 1 1 (kR 1 9
(kR )AI}OA 11(<R )zlm x &+ AN — = o) Yim xer =0,
N , r=R
(A»:42)0

19
ATM_— — ¢ (kr) Yim X er = 0.
/o xR or e

Como ha de valer siempre en la frontera, entonces

r=R

y se debe de cumplir a ambos lados de la frontera

10 1 9
ATM_ (kr) =AM __ (koT)

tokor or ™t r=R a k or ot T:R’
0 0
KoAIM =@i(kr)| = —kAJM —x(kr) (A.44)
or =R or FR

103

Ya se elimind kR del
denominador por
(A.42)



104

Ecuacion de autovalores
para microesferas

APENDICE MATEMATICO DEL CAPITULO 2

Las expresiones (A.43) y (A.44) forman un sistema de ecuaciones para

AMy ATM
{ ATM@ (kR) + AMxq (koR) =0, (A.45a)
A{Fko@{(kR) + A Fkx{(koR) =0, (A.45b)

que tiene soluciones no triviales si el determinante del sistema es cero. Asi
el determinante queda

k1 (kr)x{(koR) — ko (kR)x1(koR) =0,
asi

Kk @u(kR) _ x1(koR)
ko @{(kR)  x{(koR)’

(A.46)

despejando (A.45b) para AJM

_ koA{Mo{(kR)

ATM —
© kx’(koR)

ATM (Aé6) —J—%ATMB ¢1(kR)
° Kk xikoR
asi
kR)
ATM _ _aTM al .
0 b Xu(koR)

Podemos agrupar a (A.40) y (A.46) en una sola expresion

P = (A.47)

donde
b_ ko= 1 siesTM,
%:N si es TE,
0

con N = N(w), el indice de refracciéon de la esfera.
Podemos abrir la expresion (A.47) empleando las férmulas (A.16) y

(A.17)

(Pl(x) = \/?Il_y;(x)/
Xl(x) = _\/?YlJr;(X)/
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derivamos respecto de x

(p{(X) = Jl+

Xy
271+

(x) +

de forma andloga

7TX
l+ 2

e

2 ZXIH_Z

[Tt
- &YH%(X)

(x); (A.48)

(A.49)

y sustituimos (A.48) y (A.49) en la ecuacion (A.47), sean x = kR y xg = koR

\/H/ o Va6 %Y{%(X) xo V11 (x0)
\/%TIH—% “%YH—] (Xo) ,
ZRIORS f]l+%(x) X0V 1 (x0) + 3VX0 Y41 (x0)
\/>][+j \/)TOY]__'_% Xo 4
]H (x) P P Y{Jrz(xo) L
IH— ( ) ZX YH_I(X()) ZXO’
b 1+2(X) Y{+1 (x0) L i
Jit 1(X) Yl+%(X0) 2xo 2’
YH_%(XO) ]H_%(X) 2\x x)’
asi
/ /
YH%(XO) _p 1+%(X) ]<_]>' -
Yipi(xo)  Jipal) 2 Xo

105
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Ahora consideraremos las relaciones de recurrencia3 4
v
Fuo1 () = 210 (x) = Ty o),
v
Yy_1(x0) — —Y~(x0) = Y, (x0),
X0
donde si v =1+1/2, quedan

1+ 3

]{Jr% (x) =Ji_1(x) = — 2 Jip 1 (%), (A.51a)
, 1+
YH%(XO) = Ylf%(xo) T YH%(XO), (A.51b)
y sustituimos las expresiones anteriores en la ecuacioén (A.50)
1+1 1+1
iy (xo) = SV (x0) Ty (0= ST (60 1<p - 1)
Vi3 (x0) Jip1(x) 2\x  xo
Yiiilxo) 143 _th%(x) +P1+% _ 1(P_1)
Yipilxo) %o Jip1(x) X 2\x X0
Yi_1(xo) B Jio1(x) 143 _Pl+%
Yier(xo)  Jipa(x) %o x
w1
2x ZXO’

con lo que
Yi_1(koR) Pll,%(kR) 1( 1 P)
Vi (koR) Ji 3 (kR) — \koR kR )’

3 De la férmula (14.12) de [98]

Inl6) = £t () + 2 s 0
sin=v—1

Jv—1 (x) = ZJv b0 = T4 (%)

Yno1(%) + Ynp1(x) = 22 Vn (x)
4 De [98, pag. 672] +V,,_1(x)— Yn 1(x)= 2
2

= 2y,
Y1 =2V (x)+ 2Y,(
Yno1(x) = 2Yn(x) = Y4 (%).

(x) simplificando y ordenando da

X
x)
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asi es que buscaremos los ceros tanto en w (o para A) y 1 que resuelvan a
la ecuacion

Yy (koR)_PJF%(kR) L<1 P)
Y 1(koR)  J,1(kR)

2

= 0. (A.52)

N= (N=

+






FIGURAS ADICIONALES

B.1 GRAFICAS MODALES DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO PARA MI-
CROESFERAS

[Ell=81m=281s=1¢=0R=15umA = 1.55um TE

9 10 1 12 13 14 15 16
T [um]

Bl=81m=28ls=1¢=0R=15umA = 1.55um TE

T [um

ISIl=81m =81s=1¢ =0R=15umA = 1.55um TE

202
0.00
9 10 n 12 13 14 15 16
T [um]
(a) Dependencia radial de la norma de los cam- (b) Norma del campo eléc-
pos. trico respecto de la esfe-
ra (superficie gris).
El=81m=81s=1¢=0TE B[l=81m=81s=1¢=0TE ISIl=81m=81s=1¢=0TE

2 0 z 2 o 2 o
v cos(0) [um] +-cos() [um] +-cos(®) [um)

(c) Norma de los campos para un corte con ¢ = 0.

Figura B.1: Se indican en el titulo de la grafica los indices 1, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una linea punteada anaranjada
en la figura B.1c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.1a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.1b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera. Se indican en las barras de color la escalas co-
rrespondientes a las normas del campo.

109
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FIGURAS ADICIONALES

[E[1=81m=80s=1¢ =0R=15umA = 1.55pum TE

1.00
£ 075
H
2050
g
2 0.25
0.00 ¢
9 10 n 12 13 14 15 16
T [pm]
B/l=8Tm=80s=1¢=0R=15umA = 1.55um TE
1.00 {
£ 0.75 1
E
20504
g
2 0.25 4
0.00 ¢
9 10 1 12 13 14 15 16
T [um]
S[1=81m=80s=1¢ =0R=15umA = 1.55pum TE
1.00 { 1
£ 0754
E
20504
g
£ 0.25 4
0.00
9 10 mn 12 13 14 15 16
T [um]

(a) Dependencia radial de la norma de los campos. (b) Norma del campo eléctri-
co respecto de la esfera (su-
perficie gris).

[E[1=81m=80s=1¢=0TE BI1=81m=80s=1¢=0TE SI1=81m=80s=1¢=0TE N

18 18 18

08

" s .

E E g 0.6
s 2u 2
: : i

12 12 12

0 10 10 02

3 3 8 Lloo

—6 —4 -2 0 2 4 6 —6 —4 =2 0 2 4 6 —6 —4 -2 0 4 6

(c) Norma de los campos para un corte con ¢ = 0.
Figura B.2: Se indican en el titulo de la grafica los indices |, m y s correspondien-

tes. El radio de la esfera se indica con una linea punteada anaranjada
en la figura B.2c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.2a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.2b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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[E[1=81m=79s=1¢ =0R=15umA = 1.55pum TE

1.00
£ 075
5 050
£
2 0.25
0.00 1
9 10 n 12 13 14 15 16
T [’
BIl=8Tm=79s=1¢@=0R=15umA = 1.55um TE
1.00
€075
5 050
£
73 0.25
0.00 1
9 10 n 12 13 14 15 16
T [um]
[SIt=81m=79s=1¢=0R=15umA = 1.55um TE
1.00
£ 075
5 050
£ \
2 0.25
0.00
9 10 n 12 13 14 15 16
T [um)

(a) Dependencia radial de la norma de los campos. (b) Norma del campo eléctrico
respecto de la esfera (super-
ficie gris).

[E1=81m=79s=1¢=0TE BIll=81m=79s=1¢=0TE ISIL=81m=79s=1¢=0TE

v sin(0) [um]

02

Figura B.3:

v+ cos(0) [um] v+ cos(0) [um ¥+ cos(0) [um

(c) Norma de los campos para un corte con ¢ = 0.

Se indican en el titulo de la grafica los indices 1, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una linea punteada anaranjada
en la figura B.3c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.3a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.3b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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FIGURAS ADICIONALES

[E[l=81m=78s=1¢ =0R=15umA = 1.55um TE

10 1 12 13 14 15 16
T (um)

Bll=81m=78s=1¢=0R=15umA = 1.55um TE

10 n 12 13 14 15 16
T [um]

[SIt=81m=78s=1¢ =0R=15umA = 1.55um TE

0.00

T [um]

(a) Dependencia radial de la norma de los campos. (b) Norma del campo eléctrico

|E/ 1 =8

respecto de la esfera (super-
ficie gris).

1m=78s=19=0TE Bll=81m=78s=1¢=0TE SI1=81m=78s=1¢9=0TE

08

sin(0) [um]
v sin(0) [um]

Figura B.4:

r-cos(0) [um] r-cos(0) [um] r-cos(0) [um]

(c) Norma de los campos para un corte con ¢ = 0.

Se indican en el titulo de la grafica los indices 1, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una linea punteada anaranjada
en la figura B.4c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.4a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.4b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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[Ell=74m=74s=2¢ =0R=15umA = 1.55um TE

Norma unitaria
=)

B g

G 2

9 10 n 12 13 14 15 16
T [um]

Bll=74m=74s=2¢ =0R=15umA = 1.55um TE

9 10 n 12 13 14 15 16
T [um

[SIt=74m=74s=2¢ =0R=15umA = 1.55um TE

9 10 n 12 13 14 15 16
T [um

(a) Dependencia radial de la norma de los campos.

[E1=74m=745=2¢9 =0TE [BIl=74m =745 =2¢ =0TE

(b) Norma del campo eléctrico
respecto de la esfera (superfi-
cie gris).

ISIl=74m =745 =2¢=0TE

02

T cos(0) [um] T cos(0) [um)

¥+ cos(0) [um

(c) Norma de los campos para un corte con ¢ = 0.

Figura B.5: Se indican en el titulo de la grafica los indices 1, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una linea punteada anaranjada
en la figura B.5c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.5a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.5b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas

correspondientes a las normas del campo.

113



114 FIGURAS ADICIONALES

[E[l=74m=73s=2¢ =0R=15umA = 1.55um TE

1.00
£ 075
5 0.50
g
72 0.25
0.00 1
9 10 11 12 13 14 15 16
T [um]
Bll=74m=73s=2¢@=0R=15umA = 1.55um TE
1.00
g 0.75
5 050
g
ﬁ 0.25
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S[1=74m =73s=2¢=0R=15umA = 1.55um TE
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g
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g
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9 10 1 12 13 14 15 16
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(a) Dependencia radial de la norma de los campos. (b) Norma del campo eléctrico
respecto de la esfera (superfi-
cie gris).

[E[l=74m=735s=2¢ =0TE Bil=74m=73s=2¢=0TE SI1=74m=73s=2¢=0TE
710
18 18 18
08
i i r
E E g 0.6
s 2u 2
: : : o
12 12 12
0 10 10 02
8 8 8 (I
—6 —4 -2 0 2 4 6 —6 —4 - 0 4 6 —6 —4 -2 0 4 6

r-cos(0) [um] r-cos(0) [um] r-cos(0) [um]

(c) Norma de los campos para un corte con ¢ = 0.

Figura B.6: Se indican en el titulo de la grafica los indices |, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una linea punteada anaranjada
en la figura B.6c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.6a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.6b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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[Ell=74m=72s=2¢ =0R=15umA = 1.55um TE

Norma unitaria
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(a) Dependencia radial de la norma de los campos. (b) Norma del campo eléctrico

[E|L=74

respecto de la esfera (super-
ficie gris).

m=725s=2¢=0TE [Bll=74m=72s=2¢=0TE IS|l=74m=725s=2¢=0TE

02

Figura B.7:

v+ cos(0) [um] v+ cos(0) [um ¥+ cos(0) [um

(c) Norma de los campos para un corte con ¢ = 0.

Se indican en el titulo de la grafica los indices 1, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una linea punteada anaranjada
en la figura B.yc. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.7a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.7b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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[E[l=74m=71s=2¢ =0R=15umA = 1.55um TE
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(a) Dependencia radial de la norma de los campos. (b) Norma del campo eléctrico
respecto de la esfera (super-
ficie gris).

[E[1=74m=71s=2¢ =0TE Bll=74m=71s=2¢=0TE S[1=74m=71s=2¢=0TE
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r-cos(0) [um] r-cos(0) [um] r-cos(0) [um]

(c) Norma de los campos para un corte con ¢ = 0.

Figura B.8: Se indican en el titulo de la grafica los indices |, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una linea punteada anaranjada
en la figura B.8c. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.8a, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.8b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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(c) Norma de los campos para un corte con ¢ = 0.

Se indican en el titulo de la grafica los indices 1, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una linea punteada anaranjada
en la figura B.gc. La discontinuidad en el campo magnético como se
muestra en la figura B.ga, se debe a que es el campo transversal a
la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.gb es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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(c) Norma de los campos para un corte con ¢ = 0.

Figura B.10: Se indican en el titulo de la gréfica los indices 1, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una linea punteada anaranjada
en la figura B.10c. La discontinuidad en el campo magnético como
se muestra en la figura B.10a, se debe a que es el campo transversal
a la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.10b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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(c) Norma de los campos para un corte con ¢ = 0.

Figura B.11: Se indican en el titulo de la gréfica los indices 1, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una linea punteada anaranjada
en la figura B.11c. La discontinuidad en el campo magnético como
se muestra en la figura B.11a, se debe a que es el campo transversal
a la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.11b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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(a) Dependencia radial de la norma de los campos. (b) Norma del campo eléctrico res-
pecto de la esfera (superficie
gris).
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(c) Norma de los campos para un corte con ¢ = 0.

Figura B.12: Se indican en el titulo de la gréfica los indices 1, m y s correspondien-
tes. El radio de la esfera se indica con una linea punteada anaranjada
en la figura B.12c. La discontinuidad en el campo magnético como
se muestra en la figura B.12a, se debe a que es el campo transversal
a la superficie dieléctrica el que se mantiene continuo, para un modo
TE, es el campo eléctrico. La figura B.12b es un corte al rededor del
ecuador de la esfera.. Se indican en las barras de color la escalas
correspondientes a las normas del campo.
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Cuadro B.1: Modos LPyy y LP;1, y modos vectoriales asociados. La barra de color indica la escala del valor del campo.
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Cuadro B.3: Modos LP17 (continuacién) y LP,1, y modos vectoriales asociados. La barra de color indica la escala del valor del campo.
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Componentes transversales
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Cuadro B.5: Modos LP7, y modos vectoriales asociados. La barra de color indica la escala del valor del campo.
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DEMOSTRACIONES DEL CAPITULO 4

C.1 DEMOSTRACION DE LA RELACION DE RECIPROCIDAD (4.1)

Comenzamos a partir de las ecuaciones de Maxwell en materia

0B
V XE = vy (C.1a)
VXH:]—Faa—]f, (C.1b)

donde el campo de induccién magnética B se relaciona con el de inten-
sidad magnética H a través de la constante de permeabilidad magnética
del material p, y la densidad de flujo eléctrico D con el campo eléctri-
co mediante la constante de permitividad eléctrica del material €. En la
ecuacion (C.1b), J es la densidad de corriente. Ademas, como sabemos
que estamos trabajando con soluciones tipo onda que tienen la forma fun-
cional U(x, t) = U(x) exp(—iwt), entonces %—Ig = —imU que para medios
dieléctricos sabemos que cumplen con py ~ , lo que podemos reescribir
en (C.1) como

V XE= i%H, (C.2a)

V xH =] —1iweE. (C.2b)
Utilizaremos ademads la siguiente relacioén vectorial

V- (AxB)=B-(VXA)—A - (V xB). (C3)

Primero calculamos

V- (E; ><H§)zV-<E1 x (H)LVXEE))

(VX E3) (VXE)—E- (VX (VXE3))),

(5o fox ()

. 2 .
1 w w
_ “(_P@Hz “Hy + ?E1 (V% E§)>,

ele elF

w
iw, ., B x
iw * * . *
= IHZ . H‘[ — E] . ]2 — 1w€2E‘| . Ez, (C.4)
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y ahora
V- (E; x Hy) = V- (E3 x (—i%V xEi)),

:_%((VxE])(VXE])—EE(VX (VXE])))/

) N :
_ _<‘w> H, H; —Ej- <V>< (WH1>) ,
w " H
iw * . .
= —IH] . HZ *EZ ‘ (J] *1w€1E1 )/
iw " . . *
:_IH1 .HZ—EZ-]] —i—lwe]Ez'E]; (C5)
sumemos (C.4) y (C.5),*
V- (Ey x H3 4 B3 x Hy) = ~UH3 - Hy —© CH - Hj

—(Ey-J3+E3-J1)
+iw(e;q —Ez)Ei -Eq,

si no hay fuentes de carga, como en nuestro caso, entonces J; > = 0, asi
V- (Ey x H3 +E3 x Hy) =iw(ey —€2)E} - Ey. (C.6)

Recordemos que el indice de refracciéon de un medio se puede escribir
en términos de la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética
relativas, dadas respectivamente por

€
€Er = —,
€0
_ b
Wr = —,
Ho

1 Esta expresion la sacamos del siguiente teorema

Teorema 1 (de reciprocidad de Lorentz) Sean las corrientes J1 5 que producen los campos
E1 y Hy , tales que los tres sean periddicos y con frecuencia angular w, entonces, para algiin
volumen V' y superficie arbitraria S

JV(JT-EZ—E7~]2)dV:jE (Ef x Ha—E; x H}) - dS,

S

o de forma equivalente a través del teorema de Green

]7 ~E2*E? -J> :V(]5:>]k X Hy —E> XHT)



(%)

DEMOSTRACION DE LOS COEFICIENTES DE ACOPLAMIENTO

de la siguiente manera®

n =./€rty,

Q
R

nlep = €.

Asfi la ecuacion (C.6) se puede reescribir en términos de los indices de
refraccién de los medios,

V- (Ey x H3 + E3 x Hy) = iweo(nf —n3)E; - Ey, (C.7)

que en su forma integral sobre una infinitesimal longitud en la direcciéon
de propagacion se puede escribir como

d
az” (Eq x H; +Ej3 x Hy -2) dx dy = iweo (nf —n3) ”Ez -E; dx dy.
(C.8)

c.1.1  Demostracion de los coeficientes de acoplamiento’

Pasaremos a calcular los términos internos de la integral (4.5), se indican
en cada apartado las condiciones de perturbacién que se emplean y que
ya estan escritas en la Seccion 4.1.

Se empleardn en el desarrollo las siguientes sustituciones*

x=a’(x) +a(x)(iBa), (C.9a)
B=0b"(x)+b(x)(iBa), (C.9b)
& = a’(x) + a(x)(iBp), (C.90)
B =1b'(x)+b(x)(iBb), (C.od)
Ypq = Ey X HY, (C.9¢)
Cha = Ep EG, (C.of)
(g =E5 B (C.92)

En este desarrollo se deja de usar el término = y se sustituye una por igualdad, cosa
que, aunque no es estrictamente cierta, lo hacemos para evitar cargar el stimbolo en los
desarrollos posteriores y porque en los calculos tedricos asi lo considero.

Para la elaboracién de esta seccion se consultaron las fuentes [67, 88, 99-101].

Una disculpa de antemano al lector por usar 3 como otra variable, esperando que no se
confunda en esta ocasién con una constante de propagacién.
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c.1.2  Lado izquierdo de la ecuacion (4.5)°

PERTURBACION EN a

E! x H5* = (a(x)EL + b(x)E) x HE*etPex,
1 2 a b a
= a(x)e'PXEl x HY + b(x)elP<*El x HY,

= eiﬁax(a(x)‘?aa + b(x)‘\_}ba)-
EY x HY = Elfe'Pe* x (a(x)HS +b(x)H}),

= e'PaX(a(x)EY" x HY +b(x)EY x Hy),
= ePeX(a(x)¥5a +b(X)Vap)-

Sumando ambas expresiones y agrupando
Ej x H5" +E5* x Hi = eP<*(a(x)(Vaa + Via) + () (Voa + Vap)),s

sustituyendo a la anterior ecuacién del lado izquierdo de la férmula (4.5),
abriendo las derivadas y evaluando la derivada parcial en x da

(a'(0) + alx)(iBa))eiPer ”y Ly kdy dz
—l—(b'(x) —i—b(x)(i[‘Ba))eiB‘lX JJVba +Vip -Xdydz

— (oc” (Yaa +Vea) -Xdydz+ B ” (Voa +Vip) - % dy dz) eiBax
(C.10)

PERTURBACION EN b

E! x HS* = (a(x)EL + b(x)E}) x H e'Prx,

1 2 a b b

a(x)ePPEL x HY* 4 b(x)e'Pr*EL x HYY,
= e"Pv*(a(x)¥qp + b(X)Yob)-

EY x HY = Effe'Pv™ x (a(x)HE +b(x)HY),
= e'FrX(a(x)EL* x HS + b(x)EY x HY),
= P (a(x)¥5q + D(X) V).

Sumando ambas expresiones y agrupando

E! x HS* + ES* x HY = e'P**(a(x) (Yab + Vo) + b(X) Fob + Vi),

5 En las siguientes cuentas omitimos la notacién de dependencia espacial por brevedad.
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sustituyendo a la anterior ecuacién del lado izquierdo de la férmula (4.5),
abriendo las derivadas y evaluando la derivada parcial en x da

(a’(x) + a(x)(iBp)) e #e J J Vab + Tha X dy dz
(0" (x) + b(x)(iBy)) e PP ”m Lt Rdy dz

= <6c” (Yab +Vig) - Xdydz+ ” (Yoo +Yob) - X dy dz> etPox,
(C.11)

Notemos que los términos de la forma y,p y ¥pp* son colineales a
la direccién de propagacion o del vector de Poynting correspondiente,
empero en direccion contraria por lo que las integrales de superficie con la

S . . B
forma [¢Vpp-dSy [ Ypp - dS se anulardn una a la otra y como se vera
més adelante® solo sobreviven los términos

B J (Yba +Yab) - X dy dz, (C.12)

6 || (Faw + Fia) -2y ez, (C13)

que sumando (C.12) con el complejo conjugado de (C.13) tenemos

B || (Voa + Vi) Rty dz -8 [| (7 + 700 -2y ez
= 2(p + ") || (Foa + Tab) Ry dz,

= 2(b/(0) + @ (x) + iw(b(x)Ba — a(x)rsb))” (ba +Vab) - R dy dz.
(C.14)

c.1.3 Lado derecho de la ecuacion (4.5)

PERTURBACION EN a
Ej-E5" = (a(x)E{ +b(x)E}) - EfetPex,
= a(x)elﬁ“"EE1 “EL o+ b(x)elB“xE{‘, -ELF,
= e (a(x)Chq + b(X)Cha )

6 Aqui se estd adelantando que el término exponencial en las ecuaciones (C.10) y (C.11), con
sus parejas correspondientes al evaluar el lado derecho de la ecuacién (4.5) se elimina.
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B} B = (a() 2B} +b(x) 2E} ) - EyetPe
= a(X)%E’g CEyretPex 4 b(x)eiﬁa"%’Eﬁ BV
- . - ep
= et (ay a = +b(0)Ga e)
Sumando ambas expresiones y agrupando
* * 1 -, — €
E}-EY +E} B} =P (alx )(cga+cga 2) +blx )(c{,aw:’ga?b)),

sustituyendo la expresiéon anterior del lado derecho de la ecuacién (4.5)
obtenemos el término

iwetPax ”(e— €a) (a(x)( ot Cﬁa ) +b(x )(Zﬁa + Zﬁa%» dy dz,
(C.15)

observe que el término exponencial eventualmente se cancelara con el de
la ecuacion (C.10) correspondiente a esta perturbacion.

PERTURBACION EN b

E! - EY = (a(x)EL +b(x)E}) - EffetPrx,
= a(x)e'Pv*EL - EL* 4 b(x)e'Pr¥EL - ELY,
— ethPox (a(x)fﬁb + b(x)Z{Jb).

El El* _ ( aEx +b(X)€lEX) . Ex*eiﬁbx,
( ) Ex Ex* 1f3bx_|_b( ) iBbx%Eﬁ. zé*l
=elﬁb*(a(x)‘< 24 b(x)8ep ).
Sumando ambas expresiones y agrupando
* * i g =, € -, - €
BB +E} - EY = e (a(x) (Chp + G =2 ) + 00 (Cho + G2 )

sustituyendo la expresiéon anterior del lado derecho de la ecuacién (4.5)
obtenemos el término

iwetPrx ”(e —€p) (a(x) (Zﬁb + % %) +b(x) (Z{‘,b + & %)) dy dz,
(C.16)

observe que el término exponencial eventualmente se cancelara con el de
la ecuacién (C.10) correspondiente a esta perturbacion.



LADO IZQUIERDO DE LA ECUACION (4.5) 135

Pasemos ahora a hacer las mismas operaciones que realizamos con
las ecuaciones (C.12) y (C.13), es decir sumaremos a (C.15) el complejo
conjugado de (C.16), lo que luego de considerar que los términos con
subindices repetidos son pequefios en comparaciéon’ y despreciables[100]
nos da

iw ”(e —ea)b(x)(Cha+ Cha =) —iw ”(e —en)abe) (B + 8 52).
(C.1y)

Si consideramos x = 0 entonces b(0) = 1y b(0) = 1 para campos
normalizados y b’(0) =0y a’(0) = 0, si consideramos que el médximo del
campo se halle en esta posicién como abria de esperar. Tomando esto en
consideracién e igualando (C.14) con (C.17) llegamos a la expresion

Ziw”wbawab)-ﬁdy dz

=iw ”(e —€q)b(x) (z{)a + ZEG%)

—iw ”(e —ep)a(x) (Zﬁfb + qﬁﬁ,&), (C.18)
€
donde si definimos®
w * Ep X EX*
Kpa = 7 ”(e — eq)<E:‘q Ey + ?Equ ) dy dz, (C.19a)
1 N
Cpq = 7 ” (E; X H;‘) ) -xdy dz, (C.19b)
asi (C.18) se puede escribir como
1
Kba(x) — Kba(x) = 5 (Cab (x) + Coa (X)) (Bo — Ba)- (C.20)

7 Digase de los términos de la forma kpp.
8 No en todas las fuentes aparecen los factores de escala 1/2 y 1/4 como en [101].






DEMOSTRACION DE PERFIL EXPONENCIAL EN FIBRA
OPTICA ESTRECHADA

Lo
x/2 x/2

(@)

Zo Zo

(b)

Figura D.1: a) Fibra al inicio del proceso de estirado (t = 0), donde una seccién
PQ de longitud Ly es calentada. b) Fibra en el proceso de estirado al
tiempo t > 0, los puntos P y Q se separan por una distancia x, y la
distancia entre estos puntos es 2z¢ + L. Figuras no a escala.

En este capitulo se mostrard la deduccién del perfil exponencial para
una fibra estirada simétricamente a velocidad constante." Supondremos un
material cuya viscosidad no depende de la velocidad de desplazamiento
del material y que no sea compresible, a su vez se considera que el material
no se calienta lo suficiente como para que se deforme por efecto de la
gravedad, a fin de poder analizar al sistema mediante una ecuacién de
conservacién de masa.?

Se estudian las soluciones pertinentes a las fibras 6pticas estrechadas que se usaron en
el experimento, se analiza el desarrollo mostrado en [102], en esta misma referencia se
pueden consultar los casos cuando no se tiene un calentamiento uniforme o el calculo de
perfil de fibras de adiabaticidad 6ptima, sobre este mismo tema se recomienda la referencia
[103].

Como la densidad del material se considerard constante, bastard analizar la conservacién
de volumen.
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El sistema por analizar se esquematiza en la figura D.1, donde supo-
nemos una fibra que es simétricamente estirada por sus extremos, una
region caliente (en rojo) uniforme y cilindrica. El radio original de la fibra
lo identificamos como 1y, la longitud de la cintura como 1,, y el radio de
esta como 1. Las regiones de transicién que consideraremos simétricas
tienen una longitud de z¢ y su radio local como funcién de la coorde-
nada longitudinal z, lo podemos describir como una funcién r = r(z);
asi considerando z = 0 al inicio de cada zona de transicién, r(0) = 1o y
1(z0) = T

La extension total del taper x es la distancia total de estiramiento en la
figura D.1, la longitud del segmento PQ después del estiramiento menos
PQ antes del proceso de estirado. Podemos relacionar x con la rapidez
de estiramiento v. La longitud final del taper luego de ser estirado se
denotara con xg.

D.1 LEY DE DISTANCIAS Y CONSERVACION DE VOLUMEN

Notemos a la figura D.2 y sea una zona caliente de longitud L al tiempo
t entre los puntos AB dentro de la cual el medio es suave como para
ser estrechado, mas no tanto como para deformarse bajo la acciéon de su
propio peso, y que fuera de la cual el material es sélido y frio.

Ahora estiremos al cilindro, asi al tiempo t + ot el radio de este disminu-
ye y la seccion caliente ahora mide L 4 dx.3 Asi luego de este estiramiento,
las secciones AA’ y BB’ salen de la zona caliente y forman zonas de tran-
sicién, ahora habra una nueva seccion caliente A’B’. Ha de suponerse que
L>0yque % < 1, primero porque no puede haber secciones calientes
de longitud negativa; y segundo, para no recalentar zonas de las transicio-
nes. Apreciemos que la longitud instantdnea de la cintura l,, tendra una
longitud igual a la de la zona caliente al tiempo t, es decir

Lo(t) = L(t). (D.1)

Considerando que el material no cambie su densidad en el proceso,
la conservacion de masa se da a través de una simple preservacién del
volumen entre AB, asi antes y después del proceso instantdneo de estirado
los voltiimenes correspondientes se relacionaran por la igualdad

Ttrfvl_ = 71(Ty + 0Ty )2 (L + 8%), (D.2)

Estrictamente 5x # 3L, podrfamos cambar la longitud de la zona caliente de forma distinta
a lo que estiramos al cilindro en una cantidad 8x, si bien dx > 0, no existe restriccién en
que OL < ox.



D.2 SOLUCIONES

donde 4ty es el cambio instantdneo en el radio de la cintura. Para hacer
el estudio de la forma diferencial (cuando 6t — 0), primero desarrollemos
(D.2)

0 0
il = ﬂ(%Jr 21, LoTyy + LovZ, + 12,67y +2TWW49% ,

asi
0 = 27, Lory, + 12,5%,

con esto en mente

2
ory dryw %,

ox  dx  2r,L’

asi 4
dr, Ty
dx 2L
Relacionemos ahora a la longitud de transicién z con la extensién del

taper x. Para ello hay que comparar la longitud de la distancia del segmento
PQ antes y después del proceso de estirado. Asi de la D.2, se tendréa que

(D.3)

220+ L=x+1L,,

con L(x) tal que L(0) = Lp.> Como 1 = 7(z), una funcién a lo largo de la
longitud de la zona de transicién, debe ser igual a 1., (x), en el punto que
va saliendo de la zona caliente, entonces zp = z, y podemos escribir la ley
de distancias como

2z0 =x+Lo—L, (D.g)

donde x es la extensién a la que el punto z se extrae de la regién caliente.

D.2 SOLUCIONES

Supongamos que conocemos L(x) y xo, por lo que quedarén 1,,, T, zo
y 12 por ser resueltos, de (D.1) se tendrd que

Lw = L(xo). (D.5)

Mientras, a 1,(x) se lo obtendra integrando la ley de volumen (D.3),
considerando la condicién inicial 1, (0) = 19

Tw d / ] X d /
J W —J A (D.6)
To T 2 0 L(X )

w

4 Recordemos que en general x = x(t) y L = L(t).
5 Como L =L(t) = Ix =x(t).

139

Ley de volumen

Ley de distancias



140

DEMOSTRACION DE PERFIL EXPONENCIAL EN FIBRA OPTICA ESTRECHADA

Por otra parte, para las longitudes de transicion de la ley de distancias
(D.4)

2x) = 5 (x— Lo~ L(x)), (D)

donde la longitud de transicién final zy estard dada por z(x¢). A fin de
obtener 1(z) invirtamos (D.7) con lo que se obtiene

T(z) = 1w (x(2)).

Para el caso de las fibras estrechadas que fabricamos en el experimento,
la regioén caliente se puede considerar de longitud constante, es decir

L(x) = Lo,
D, =1,
y de (D.6)
Tw = Toe 2L, (D.8)

con un radio final de 7,,(x0). Con todo esto, la ley de distancias (D.4)
quedaria como

z(x) =x/2,

asi zo = x0/2 y x = 2z, por lo que al sustituir en (D.8),

z

T(z) =Toe To, (D.9)

Finalmente, si consideramos una rapidez de estiramiento vy simétrica,
entonces

—vxt

Tw(t) = roe 2o . (D.10)
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(a) Fibra uniformemente calentada en el segmento AB, en rojo, al tiempo t

(b) Fibra estirada luego de un tiempo 5t, donde se muestra una reduccién del
radio dry, al ser estirada una distancia dx.

Figura D.2: Diagrama del proceso diferencial de estirado al tiempo t (a), y al
tiempo t + ot. En azul las regiones frias, en naranja las zonas de
transicioén y en rojo la regién caliente.
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Finalmente, el perfil resultante se resume en la figura D.3.

T(z)
Q
A N X
% e
¥ X
A W f\}’c’
WV
X
Q N
To t % ) % N
A% %
g
> Z
————— el
L Zo L.

L. Zo

Figura D.3: Perfil longitudinal de una fibra 6ptica estrechada. L. indica las zonas
sin estirar, 1 el radio original, zy la longitud de las zonas de transi-
cién, Ly, y 1 a la longitud de la cintura y su radio respectivamente.



TRANSFORMADA DE FOURIER A CORTO TIEMPO"

Para analizar el espectro de frecuencias de una sefial que varia en
el tiempo, podemos seccionar a esta en intervalos mds pequefios que
su duracién total y hacer un anadlisis al espectro de cada uno de estos
segmentos. Esta es la idea general de la Transformada de Fourier a Corto
Tiempo.?

El proceso de division de la sefial en intervalos de tiempo cada vez més
cortos no puede (ni debe) hacerse ad infinitum; esto se debe a que seniales
cortas tienen anchos de banda largos, lo que hard que el espectro de
sefiales demasiado cortas no tenga nada que ver con la sefial original. Por
otra parte, las propiedades de estas sefiales cortas también se mezclardn
con las de la funcién de ventana empleada como medio para cortar a la
sefal.

Para analizar una funcién s al tiempo t, habrd que multiplicarla por una
funcién de ventana h centrada al tiempo t, que suprima los valores de la
sefal lejos del tiempo t,

st(t) = s(t)h(t—1),

donde t es el tiempo de interés y T el tiempo de «corrida». La venta debe
dejar a la funcién de interés mds o menos inalterada alrededor del tiempo
t y suprimirlas lejos de este

s(T) para T cercadet,
st(T) ~
0 para T lejos de t.

La transformada de Fourier de la funcién modificada representara la
distribucién de frecuencias alrededor del tiempo t.

- = J e s r)h(1— t)dr, (E.1)
7T

1 Para la elaboracién de este apéndice se consultaron las referencias [104, 105]. Se recomienda
ampliamente ademds si interesa profundizar los detalles del andlisis de sefiales empleando
estas técnicas la consulta de la referencia [106], pues aunque su énfasis es en el procesa-
miento de sefiales musicales, dichas técnicas tienen un amplios margenes de aplicacién, por
no decir que los materiales suplementarios y ejemplos de programacién (disponibles en
https://www.audiolabs-erlangen.de/resources/MIR/FMP/CO/CO.html) son muy buenos
para profundizar en dicho tema.

2 Conocida en inglés como Short-Time Fourier Transform (STFT).
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y el espectro de densidad de energia estard dado por
Pep(t, w) = IS¢ (w)l”.

El total de los espectros calculados para cada t es la distribuciéon de
tiempo-frecuencia Pg;; esto se conoce tipicamente como «espectrograma».

Al estimar las propiedades temporales de una determinada frecuencia,
se utilizan ventanas anchas, es decir, al ganar resolucién temporal se pierde
esta en frecuencia y viceversa.

E.1 LA TRANSFORMADA EN TIEMPO A FRECUENCIAS CORTAS

La STFT enfatiza el estudio de propiedades espectrales al tiempo t, sin
embargo, podemos interesarnos en estudiar las propiedades temporales de
una frecuencia particular. Para ello pesaremos a un espectro S(w), con una
funcién de ventana de frecuencias H(w), y tomaremos la transformada
temporal, es decir, esto es la transformada Fourier inversa de la STFT, y se
conoce como Transformada en Tiempo a Frecuencias Cortas.3 La definimos
como

sw(t) :Jei“’,tS(w')H(w—w')dw’. (E.2)

Si seleccionamos a la funcién de ventana temporal h(t) con la funcién
de ventana en frecuencias H(w) por
1

H(w) = iz Jh(t)ei“’tdt,

entonces
Se(w) =e " Plsy (1),

por lo que bajo esta consideracion, la STFT es lo mismo que la SFTT salvo por
un factor de fase e*®?, término que se elimina al calcular la distribucion,
es decir

P(t, w) = IS¢ (w)I* = lse (1)

Con lo que el espectrograma puede emplearse para analizar el comporta-
miento de las propiedades temporales a una determinada frecuencia. Esto
se logra eligiendo una H(w) delgada, o de forma equivalente una h(t)
gruesa.

3 Conocida en inglés como Short-Frequency Time Transform (SFTT).
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E.2 EL CASO DISCRETO

E.2 EL CASO DISCRETO

Sea una serie de datos discreta de longitud N, tal que s[n] es el valor de
la amplitud de una sefial al n-ésimo tiempo, la STFT al momento m como
funcién de la frecuencia n-ésima estard dado por

L1
Sm,n] = Z slklglk — m]et2mk/L (E.3)
k=0

donde la ventana g es discreta y se representa por un arreglo de L valores.
La funcién inversa o SFTT estard dada por

slkl=> > S[m,n]glk —nje? /T, (E.4)

De forma préctica, se puede calcular a partir de una transformada rapida
de Fourier,4> multiplicada por alguna funcién discreta de ventana. Afortu-
nadamente existe paqueteria que nos permite hacer todo esto de forma
automatica. En este trabajo, se emple6 la librerfa DSP. j1° que proporciona
rutinas para el andlisis digital de sefiales y que internamente implementa
a la libreria FFTW.j1,7 que porta al lenguaje de programacion Julia,® la
libreria de C del mismo nombre y que declara las rutinas numéricas de la
FFT. Para esta libreria hay que definir el niimero de puntos como ancho de
la ventana y el salto en puntos de la ventana entre intervalos, ademds de
alimentar a la funcién correspondiente del arreglo de datos a analizar.

Conocida con las siglas inglesas de Fast Fourier Transform (FFT).

El célculo directo de la ecuacién (E.3) no suele ser eficiente, por ello que de forma tipica se
empleé alguna forma de FFT.

Coédigo fuente y acceso a documentacién en https://github.com/JuliaDSP/DSP. j1.
Cédigo fuente y acceso a documentacién en https://github.com/JuliaMath/FFTW.j1.
Si existe interés en conocer este lenguaje de programacién vale la pena dar una visita al
sitio https://julialang.org/. La version empleada para la realizacién de este trabajo fue
la 1.5.3.
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