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Introduccion

El origen de la teoria de caracteres puede remontarse a 1896 cuando Fer-
dinand Georg Frobenius publicé su articulo ” Uber die Gruppencharactere”
en el que escribirfa "I shall develop the concept [of character for arbitrary
finite groups] here in the belief that through its introduction, group theory
will be substantially enriched”. Ese mismo ano Frobenius le escribiria a
Richard Dedekind tres cartas que formalizarian el concepto de caréacter e
incluso le permitirian definir entre 1897 y 1899 las ideas de carécter indu-
cido y producto tensorial de caracteres ademas de demostrar el que seria
conocido como el teorema de reciprocidad de Frobenius y poder obtener
los caracteres irreducibles de grupos como Sy, S5, A4y As.

El desarrollo de la teoria de caracteres por parte de Frobenius y su con-
temporaneo William Burnside eventualmente dejaria dos resultados de vital
importancia para la teoria de caracteres y posteriormente para la clasifica-
cion de grupos finitos: El teorema de Burnside que habla de una condicién
en el orden de un grupo para que éste sea soluble y el teorema de Frobenius.

En este trabajo pretendemos realizar una prueba detallada del teore-
ma de Frobenius partiendo de los principios bésicos de la teoria de grupos
finitos y rescatando resultados elementales de dlgebra lineal para posterior-
mente adentrarnos en la teoria de representaciones de grupos y llegar al
estudio de la teoria de caracteres, herramienta fundamental para conseguir
nuestro objetivo primario.

De primera instancia hablaremos detalladamente de las definiciones y
resultados basicos de la teoria de grupos finitos con el propédsito de traba-
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jar una numerosa cantidad de ejemplos que seran de utilidad durante todo
el trabajo, haciendo hincapié en los conceptos de grupo diédrico, grupo
ciclico, clases laterales, clases de conjugacién, homomorfismos y acciones
de grupos, todo esto con el fin de otorgar al trabajo las bases tedricas que
nos permitan hablar y desarrollar la teoria de representaciones de grupos
finitos.

Posteriormente nos adentraremos en la teoria de representaciones de
grupos finitos, en donde dado un grupo G asignaremos a cada uno de los
elementos de dicho grupo una matriz bajo una funcion a la que llamare-
mos representacion, estudiaremos pues, las propiedades y resultados que se
derivan de esta manera de ver y analizar a los grupos finitos para llegar al
concepto central de la tesis: los F'G médulos. Teniendo a los F'G médulos
seremos capaces de trabajar resultados de suma importancia para el avance
tedrico del trabajo, tales como el teorema de Maschke y el lema de Schur.
Posteriormente estudiaremos el médulo regular, su construccién y propie-
dades para concluir la secciéon sabiendo que todo F'G médulo tiene una
descomposicién en F'G submddulos irreducibles y que cada uno de éstos es
isomorfo a un miembro de la descomposicién del moédulo regular.

Habiendo conseguido el objetivo de comprender las representaciones de
grupos finitos y los F'G médulos comenzaremos a trabajar con el concepto
de caracter de una representacién y gracias a toda la herramienta desa-
rrollada anteriormente podremos estudiar los caracteres de distintos F'G
modulos e incluso introduciremos el producto tensorial y su construccién
como moédulo con el fin de estudiar su cardcter y que esto nos permita
acercarnos aun mas al completo entendimiento de la prueba del teorema
de Frobenius. Esta parte del trabajo contard con el teorema que nos indica
que dados dos F'G médulos V' y W, éstos seran isomorfos si y solamente
si tienen el mismo caracter y concluird con la construccién de los llamados
caracteres inducidos.

El trabajo concluira con la prueba del teorema de Frobenius valiéndo-
nos de toda la herramienta que habremos desarrollado para ese momento,
después enunciaremos el teorema de otra manera utilizando conceptos que
no desarrollaremos en la tesis y mencionaremos para concluir una de las
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tantas consecuencias del teorema.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo exploraremos los principios basicos de la teoria de gru-

pos finitos, es decir, las definiciones, resultados, ejemplos y consecuencias
que nos permitan sentar las bases del trabajo y proseguir con el objetivo
de introducir la teoria de representaciones de grupos. Repasaremos pues,
los conceptos de grupo, subgrupo, subgrupo generado, subgrupo normal,
homomorfismo, imagen, nicleo, clases laterales, clases de conjugacion y ac-
ciones de grupos. Es importante mencionar que este trabajo buscé desde un
principio trabajar con la herramienta necesaria para conseguir el objetivo
principal del mismo: la demostracién del teorema de Frobenius, es por ello
que se invita al lector a ahondar en la bibliografia si se desea conocer de
manera mucho mas profunda y consistente la teoria de grupos finitos.
En esta parte del trabajo, asi como en el resto del mismo, se busca que
el lector pueda adquirir progresivamente las herramientas necesarias para
comprender de manera satisfactoria todos los resultados que seguirdn a
continuacién, en caso de tratarse de un resultado con una prueba eviden-
te o proveniente de algebra lineal, se informara en su debido momento y
con el fin de no desviar demasiado la atencién se continuara con el trabajo
haciendo uso del resultado en cuestion.
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1.1. Teoria basica de grupos

Definicién 1.1.1. Ungrupo es una pareja ordenada (G, *) tal que:
1. G es un conjunto.
2. »: G x G — (.

3. YV g1,92 g3 € G se tiene que:

g1 * (92 *93) = (91 * 92) * g3.

4. Existe un elemento distinguido e € G al que llamaremos el neutro del
grupo tal que:

VgeGgre=exg=g.

5. Yg € G existe un elemento ¢~ € G al que llamaremos el inverso de g
tal que:

grglt=gltrg=e.

Definicién 1.1.2. Un grupo (G, *) es abeliano si la operacién * es con-
mutativa, es decir:

Vg1,92€ G g1 *g2=g2 * g1.
Ejemplo 1.1.3. Son ejemplos de grupos:
1. (Z,+) , (Q,+), (R, +), (C,+),(Zyp, +n)-

2. GL(n,R) = {Mpxn(R) : Det(M) # 0} con el producto usual de ma-
trices.

3. (R*,:) donde R*= R~ {0}.
El neutro del grupo es 1 y dado p € R* el inverso de p se denota por
-1
p.
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4. Dado un conjunto A, consideramos el conjunto

Spy={f:A—> A: [ es biyectiva}

con la operacién composicién. El neutro del grupo es la funcién iden-
tidad Id4 y dada una funcién f € S4, sabemos que tiene inverso ya
que es biyectiva.

A este grupo se le conoce como el grupo simétrico.

5. El grupo diédrico Dy, que consiste de todas las simetrias de un cua-
drado con vértices en (-1,1),(-1,-1),(1,1) y (1,-1) y cuya opera-
cion es la composicién de funciones.

A continuacién mostraremos de manera grafica los elementos de Dy:

De ®A Ae B
Ce o8B De oC
ro, rotacién de cero grados r1, rotacién de 90 grados
Be 9C ce D
Ae oD Be oA

r2, rotaciéon de 180 grados r3, rotaciéon de 270 grados
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Ce 9B Ae® 9D
De A Be oC
Sz, reflexién respecto al eje x sy, reflexién respecto al eje y
Be 9 A De 9C
Ce oD Ae B
sid, reflexién respecto a la identidad $_;d, reflexion respecto a la recta menos identidad

Ademds mostremos en la tabla [1| el comportamiento de la operacién
composicién en Dy.

° o 1 T2 T3 Sx Sy Sid | S—id

70 70 "1 T2 r3 Sy Sy Sid | S—id
1 1 2 3 o | S—id Sid Sz Sy
) 72 T3 70 1 Sy Sz | S—id Sid
T3 3 70 ! T2 Sid | S—id Sy Sz
Sz Sz Sid Sy | S—id 70 72 ! 3
Sy Sy S_id Sy Sid 9 To r3 T1
Sid Sid Sy | S—id Sz 3 1 70 72
S—id | S—id Sz Sid Sy 1 T3 T2 T0

Tabla 1.



1.1. TEORIA BASICA DE GRUPOS 5

6. H un conjunto con los siguientes elementos: H = {j, -5, k, -k, i, -i,1,-1}
y forma de multiplicarlos como se observa en la tabla

: I G k[ =k] 4| =i
1| 1-1| j 5| k| -k]| 4| =i
B T B T I N 7 7 I

Tabla 2.

A (H,-) se le conoce como el grupo de los cuarteniones.

Salvo ambigiiedad, a partir de ahora, escribiremos G para referirnos a
un grupo (G, *) y omitiremos el simbolo * para denotar la operacién entre
elementos de un grupo G cualquiera, es decir:

Dados g,h € G tenemos que g * h = gh.

Definicién 1.1.4. Dado un grupo G, |G| denotara el orden de G, es decir,
el cardinal del conjunto.
Si |G| < oo diremos que G es un grupo finito.

Definicién 1.1.5. Dado un grupo (G, *), un subgrupo (H,*), (al que de-
notaremos como H < ) es un subconjunto de G con las siguientes propie-
dades:

1. ee H.
2. Dados h1, ho € H se tiene que hi1ho € H.
3. Dado h € H se tiene que h™' ¢ H.

Ejemplo 1.1.6. Son ejemplos de subgrupos:
1. {e} <Gy G<G.
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2. {( ‘ 2 )eGL(Z,R):c:O} <GL(2,R).

3. {ro,m1,72,73}, {70, 72, Sz, Sy}, {70, 72, Sid, 5-id} son subgrupos de Dy.

4. H; = {i,-i,1,-1},H; = {j,—j,1,-1}, Hy, = {k,—k,1,-1} son subgru-
pos de H .

5. Z(G) ={2e€G:VgeG zg =gz} <G. A Z(G) se le conoce como el
centro de G.

Proposicién 1.1.7. Sea (G,*) un grupo y {S;}icr una familia no vacia
de subgrupos de G, es decir S; < G Vi € I, entonces (N S; es un subgrupo

geG
de G.

Demostracion. La prueba se sigue inmediatamente de la definicién conjun-

tista de N 9;. ]
geG

Definicién 1.1.8. Sea (G,*) un grupo y X ¢ G. Definimos el subgrupo

generado por X, al que denotaremos como (X), como el menor subgrupo

de G que contiene a X, es decir, un subgrupo de G que contiene a X y tal

que si H es un subgrupo de G y X ¢ H entonces (X) c H.

Observacion 1.1.9. El subgrupo generado por X ¢ G siempre existe ya
que se puede definir con la siguiente igualdad:

(X)= n &.
XcS<G

Notacién 1.1.10. En el caso de que X € GG sea un conjunto finito X =
{ai1,...,a,} se acostumbra escribir a (X} como (ay,...,a,).

Definicién 1.1.11. Si X € G con X = {g} y (X) = G, entonces decimos
que G es un grupo ciclico.

Ejemplo 1.1.12. Retomando algunos ejemplos vistos en el ejemplo

1. Veamos que podemos generar al grupo Dy = {rg,r1,72,73, Sz, S—id, Sid, Sy }
con los elementos 71, S;:
ro=Tr1071 r3=r207]1 ro=r3or; rL="r"1.
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S_id =T19S8; Sy =7T108_;d Sid=T19° Sy Sy = Sg.

Por lo tanto (r1,s;) = Dy.

2. Considerando {s;, sy} € Dy entonces (s, sy) = {5z, 8y, 72,70}
7'0=3x°3m rQ:SyOSI szsx Syzsy.

Por lo tanto (sac,sy) = {3x73y7r27T0}'

3. {]}EHy <.7> 2{17_17ja_j}'

Definicién 1.1.13. Dados (G, *g) y (H,*g) grupos, un homomorfismo
de grupos es una funcién ¢ : G — H tal que:

Vg1,92 € G ©(g1 *c 92) = ¢(91) *1 ©(g2).

Si el homomorfismo es inyectivo, entonces decimos que (¢ es un monomor-
fismo.

Por otro lado, si el homomorfismo ¢ es suprayectivo le llamaremos epimor-
fismo.

En caso de ser biyectivo, lo llamaremos isomorfismo y diremos que Gy H
son grupos isomorfos, situacién que denotaremos como G = H.

Ejemplo 1.1.14. Los siguientes son ejemplos de homomorfismos.

(,D[n] 17— Zn

1.
2. g R*—{-11}
3. Con la siguiente regla de correspondencia:
1 st x es positivo
p2(x) =
-1 st x es negativo
pe :G— H

g— €

5 Pid :G— G
' g— g
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Observacién 1.1.15. Dados (G, *g), (H,*g) y (K, *g) grupos cuales-
quiera, tenemos que si o1 : G — H y ps: H — K son homomorfismos de
grupos entonces w01 : G — K es también un homomorfismo de grupos.

Definicién 1.1.16. Dados G y H grupos y un homomorfismo ¢ : G — H,
definimos el nicleo y la imagen de ¢ como:

Kerp={geG:p(g) =e}
Imp={p(g):9eG}

Observacion 1.1.17. Dado un homomorfismo ¢ : G — H tenemos que:

Kerp<G
Imp<H

Observacién 1.1.18. ¢ es un monomorfismo si y sélo si Kerp ={e} y ¢
es un epimorfismo si y solo si Imp = H

Definiciéon 1.1.19. Sea G un grupo, H un subgrupo de Gy g € G.
Definimos la clase lateral izquierda de H en G con representante g como
el conjunto

gH ={gh:heH} .

Anédlogamente definimos la clase lateral derecha de H en G como el con-
junto

Hg={hg:heH} .
Observacién 1.1.20. St H <G y g€ H entonces gH =Hg=H.

Ejemplo 1.1.21. Los siguientes son ejemplos de clases laterales:

1. Sabemos gracias al ejemplo (3) que {ro,m1,72,73},{ro, 72, Sz, Sy },
{ro, 72, Siq, S—iq} son subgrupos de Dy, as{ que calcularemos algunas
de sus clases laterales.

Sid{f’o,rlﬂ“zﬂ"z’)} = {7"0,7“177°2,7“3}S¢d = {Sid73y7 S—id, 333}

5-id{T0,72, Sz, Sy} = {10,172, 52, Sy} S—id = {S=ids Sid> 3,71}

Sy{roﬂ"%sid,s—id} = {TOaT2>3id75—id}5y = {Sy,Sm,T?),Tl}
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2. Retomando el ejemplo 1.0.2 (3), analicemos las clases laterales de
HinjaHk’:

jHi=H;j={-kk, j,—j}
kH; = Hik ={-j,j,k, -k}
1Hj=Hji= {k,-k,i,—i}

kH; = Hjk ={-i,i,k, -k}
JHy = Hyj = {i,—i,j,-j}

ZHk = Hk:Z = {.77 _j7k7_k}

3. Analicemos las clases laterales de un subgrupo del grupo
Ss={f:{1,2,3} — {1,2,3} : fes biyectiva} escribiendo los elemen-
tos de S3 a continuacién:

(123 (12 3
AT 1 23) T 2103
Con esta notacién abreviamos el hecho de que p2(1) =2, p2(2) =1y

@2(3) =3.
Continuando de esta manera procederemos a escribir los cuatro ele-
mentos faltantes de Ss:

3

2

{1 2 3 {1 2 3 B
{1 2 3

7Tl 3 1 2

Sea k = {(1,p2} un subgrupo de S3 y analicemos sus clases late-

rales izquierdas y derechas:

p1k = ok = {1,902}

1 2
1 3

3k = 4k = {3, 04}.
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sk = ek = {5, 06}

Por otro lado tenemos que:
ko1 = ks = {1, 02}
ks = ks = {3, 06 }-

ks = kps = {ps5, 04}

Definiciéon 1.1.22. Dado G un grupo y H < G, definimos el indice de H
en GG como el cardinal del conjunto de clases laterales izquierdas de H en
G, el cual denotamos como [G: H].

Ejemplo 1.1.23. Utilizando algunos ejemplos anteriores calculemos cier-
tos indices.

1. [H,H;] =2
2. [Z6,{0,3}] = 3

Un resultado de vital importancia que utilizaremos a lo largo de este trabajo
es el teorema de Lagrange y para demostrarlo necesitaremos dos lemas
auxiliares cuyas pruebas omitiremos.

Lema 1.1.24. Dado G un grupo y H < G, para todo g € G existe una
correspondencia biyectiva entre H y gH .

Lema 1.1.25. Dado G, H <G y g1,92 € G , la relacion ”~ "definida de la
siguiente manera es una relacion equivalencia:

g1 ~g2 sty solosignH =g H

Teorema 1.1.26. Sea G un grupo finito y H < G entonces |H| divide a
|G|, y de hecho |G| =[G : H]|H|.
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Demostracién. Como dice el lema [1.1.25] dados dos elementos g1 y g2, la
relacion g ~ g siy sélo si g1 H = go H es de equivalencia, por lo tanto, existe
una particién inducida que consiste de las distintas clases de equivalencia.
Entonces tenemos que :

G=giHu...ug,H.

En donde ¢;H ng;H =@ si g; # g, con i,j € {1,...,n}.

Por el lema [1.1.24] sabemos que cada una de estas clases laterales esta en
correspondencia biyectiva con H, por lo que para todo ¢ € {1,...,n} se
tiene que

|H| =|g:H| .
Por lo tanto
|G| = g1 H| + ... +|g,H| =n|H|.

Por lo que es claro que |H| divide a |G]|.

Dado que existen n distintas clases de equivalencia se sigue que [G : H] = n,
por lo que |G| =[G : H]|H|.

Lo que cocluye la prueba del teorema de Lagrange. O

Definicion 1.1.27. Dado un grupo G y N < @, decimos que N es un
subgrupo normal de G (lo que denotaremos como N 4 G ) si Vge Gy
Vn e N se tiene que gng~' € N.

Ejemplo 1.1.28. Son ejemplos de subgrupos normales:
1. {e}<G.
2. G4G.

3. Si G es un grupo abeliano, cualquier subgrupo H de G es un subgrupo
normal de G.

Z(G):{ZGGVgEngzgz}ﬂG
{ro,71,72,73} 9 Dy .

H;, H;, H}, son subgrupos normales de H.

Ne v

Dados G y H grupos y ¢ : G — H un homomorfismo cualquiera se
tiene que: Kerp 4 G.
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1.2. Clases de conjugacion

Definiciéon 1.2.1. Dado G un grupo, z y y elementos de G, decimos que
y es conjugado de x si y = grg™ para algin g € G.

Definicion 1.2.2. Dado un grupo G y x un elemento de G definimos la
clase de conjugacion de x (ala que denotaremos como xG) como el conjunto
de elementos de G que son conjugados de x, es decir

2% ={gxg' : g G}.

Observacién 1.2.3. El conjunto =€ siempre es diferente del vacio puesto

que z € % dado que x = exe™!.

Proposiciéon 1.2.4. Dado un grupo G y x y y elementos de G tenemos
que % =y& o bien 2% ny% = @.

Demostracién. Supongamos que ¢ ny® + .
Sea z € 29 n yG, entonces tenemos que
2= gixg;" = g2y95" con gi, g2 € G.
Despejando x de la ecuacion llegamos a que
= 97'92y95" g1 = kyk™" donde k = g7 go.

G

Dado que queremos probar z¢ = y&, veamos que 2% € 4y vy la otra conten-

cién serd andloga.
Sea a € 2%, entonces por definicién tenemos que

a =bxb™! para algin be G.

Gracias a la igualdad que hicimos anteriormente y a la asociatividad en G
llegamos a que

a=bxb™t = (bk)y(k~1b71)
Por lo que es claro que a € y©. ]
Observacion 1.2.5. Todo grupo G es la union de las clases de conjugacion

de sus elementos, por la proposicion anterior y a que <G Yz € G y que
a su vez todo elemento = € G pertenece a x©.
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Definicién 1.2.6. Dado un grupo G y z1,...,x; elementos de GG tales que
G= :B?U. . .UxiG, donde la unién es disjunta, entonces diremos que z1,...,T;
son los representantes de las clases de conjugacién de G.

Definicién 1.2.7. Dado un grupo G y z € G, definimos el centralizador de
x en G, al que denotaremos como Cg(x), como el conjunto de los elementos
de G tales que conmutan con z, es decir Cg(z) = {g € G : gx = xg}.

Observacién 1.2.8. Cg(z) <G

Teorema 1.2.9. Dado un grupo G finito y x € G la cardinalidad de z€
estd dada por

291 =[G : C(2)] =|GI/|Ca(2)].

Demostracién. Dado x € G consideremos una funcién f con dominio en ¢

y codominio el conjunto de las clases laterales izquierdas de Cg(x) en G
con la siguiente regla de correspondencia:

flgzg™) = gCa(x)

Veamos que f estd bien definida.

Sea hoxh™t = grg™, lo que implica que (gg~ )hah™! = gzg~t(hh™!), lo que a
su vez significa que g~ hx = zg71h, por lo que gh™! € Cq(x), asf concluimos
que gCg(z) = hCe(z).

Lo que prueba que f estd bien definida.

Al ser evidente que f es suprayectiva, para probar el teorema basta ver que
f es inyectiva.

Sean g,h € G tales que gCq(z) = hCg(x) entonces se tiene que gh™' €
Cq(z) entonces g thx = xg~th, asi (g¢7')hxh™' = gzgt(hh™1), por lo
tanto hah™ = gzg™t.

Lo que prueba que f es inyectiva y concluye la demostracién. ]

1.3. Acciones de grupo

Definiciéon 1.3.1. Dado un grupo G y un conjunto no vacio X. Una
accion izquierda de G en X es una funcion
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a :GxX— X

(92) — gex
que satisface las siguientes propiedades:

l. eoexz =2 VxeX.

2. (g1g2)ex=gre(g20x) Vg1,920€ G, Vr e X.

A la terna (G, X,a) se le conoce como un G-conjunto a la izquierda, o
simplemente decimos que X es un G-conjunto via la accién a.

Ejemplo 1.3.2. Son ejemplos de G-conjuntos:
1. G un grupo, X =G y la accion geh=gh V ge Gy he X.
2. G un grupo, X =G y la accién geh=ghg ' V ge Gy he X.

3. G=(R,"), X =R"={(a1,a2,...,a,):a; e R Vie{l,...,n}}.

G actia en X mediante la multiplicacién escalar, es decir: dado o € R
y (a1,aq9,...,a,) € R" se tiene que ae(ay, as,...,a,) = (aar,aag, ..., aa,).

Definicion 1.3.3. Dado X un G - conjunto definimos:

1. La G-6rbita de x € X en X como el conjunto
G(z)={gereX:geG}.
2. El estabilizador de x € X en GG como el conjunto
Gy={geG:gex=x}.
3. El estabilizador de X en G como el conjunto

Sta(X)= N Stg(x)={geG:gex=x Ve X}.
reX
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Definicion 1.3.4. Dado un G-conjunto X no vacio con la accién «a, deci-
mos que la accién es transitiva si dados dos elementos x,y € X arbitrarios,
existe un g € G tal que

ger=y.
Observacion 1.3.5. Dado un G-conjunto (G, X, ), se tiene que:
Sta(x) <G.

Lema 1.3.6. 5 X es un G-conjunto entonces Yx € X y Vg € G se tiene
que:

Gger = ngg‘l.

Demostracion. Veamos primero que gG,g~! € Ggez -
Sea u € gG,g™ !, entonces se tiene que

u=gu'g~! con v €Gy.

Veamos que ue (gex)=gex .
Por lo visto anteriormente, tenemos que

ue(gex)=gu'ge(gex).

Por los axiomas de accién llegamos a que
gu'gte(gex) =gu'g " gex = gu' (g7 g) ex = gu/(e) ez = gu' ez = go (u 0 ).
Y como u’ € G, se tiene que:

ge(uex)=geu.
Por lo tanto ue (gex) = gex y asi u € Ggez, lo que concluye la primera
parte de la prueba.
Veamos ahora que Gy € gGg™".
Sea u € Ggez, €s0 implica por definicién que

ue(ge)=geu.

Por lo tanto (ug) ez = g  x, y haciendo actuar el inverso de g de ambos
lados de la igualdad tenemos que
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(97 'ug) ez =(g'g) e x.

De lo anterior se sigue inmediatamente que (g_lug) er =1.

Sea u’ = g"'ug entonces u’ € G, y por otro lado se tiene que u = gu’g™" con
u € Gy

Por lo tanto u € gG,g~ ', lo que concluye la segunda parte de la prueba. [

Definicion 1.3.7. Dados dos G-conjuntos X y Y, definimos un G-homomorfismo
como una funcién f: X — Y tal que

f(gex)=ge f(z) paratodoz e X y geG.

Si f es invertible decimos que es un G-isomorfismo y que X y Y son G-
conjuntos isomorfos.



Capitulo 2

Teoria de representaciones

Valiéndonos de toda la herramienta desarrollada en el capitulo anterior,
a partir de este momento comenzaremos a trabajar con los conceptos de re-
presentaciones de grupos finitos, F'G-mddulos, algebra de grupo, el modu-
lo regular, FFG-homomorfismos y el espacio generado por estos ultimos.
Ademas retomaremos ejemplos vistos en el capitulo pasado y los usaremos
con el fin de que el lector se familiarice rapidamente con las representacio-
nes de grupos y los F'G-médulos. Posteriormente estableceremos la relacién
entre estos dos conceptos y después de algunos lemas y definiciones traba-
jaremos con dos de los teoremas mas importantes de la tesis: el lema de
Schur y el teorema de Maschke, los cuales nos permitiran sentar las bases
para comprender la importancia de descomponer cualquier CG-médulo en
irreducibles.
Para poder continuar con el desarrollo tedrico de la tesis haremos con deta-
lle la construccion del modulo regular CG y demostraremos que los irredu-
cibles que descomponen a cualquier CG-médulo seréan isomorfos a alguno
que pertenece a la descomposicién en irreducibles del moédulo regular, lo
cual constituird una de las herramientas mas importantes del trabajo y que
sera de vital importancia en el siguiente capitulo.
Este capitulo del trabajo concluira con el estudio del espacio generado por
los CG-homomorfismos entre dos CG-médulos V' y W, obtendremos la di-
mensiéon de dicho espacio y haciendo uso de los recursos que habremos
obtenido para entonces utilizaremos la descomposicién de CG-médulos pa-
ra obtener informacién acerca del espacio de los CG-homomorfismos entre

17
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el médulo regular CG y un CG-médulo cualquiera.

2.1. Teoria de representaciones de grupos.

A partir de ahora, cuando se haga referencia a un campo F' se supondra
que F=R o C.

Definicion 2.1.1. Una representacion ¢ de un grupo G sobre un campo
F es un homomorfismo con dominio Gy codominio GL(n, F') para algin
natural postivo n, es decir:

¢: G— GL(n,F)

tal que ©(g192) = ¢(g1)p(92) V91,92 € G

Observacion 2.1.2. Dado que una representacion ¢ es un homomorfismo,
tenemos que:

Ejemplo 2.1.3. Son ejemplos de representaciones de grupos:
(1) G un grupo cualquiera. ¢; : G — GL(n, F') con la siguiente regla de
correspondencia: p1(g) = I, Vg€ G.

(2) El grupo diédrico Dy, @2 : Dy — GL(2,F) y la siguiente regla de
correspondencia:

©a(r1) =( _01 (1) )7 ©2(5x) =( (1) _01 )

Dado que todos los elementos de D4 se pueden expresar en términos de rq
y S, como vimos en el ejemplo (1), basta con escribir la representa-
cién en GL(2, F') de estos dos elementos para definir la de todo el grupo y
utilizando la informacién obtenida en [I|y el producto de matrices podemos
ver que g es un homomorfismo.
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(3) El grupo de los cuaterniones H, 3 : HH — GL(2,C) y la siguiente
regla de correspondencia:

@3(1)=(é (1’)@3(-1)=(_01 _()1)<P3(j)=(_01 (1))¢3(—j)=((1) _01)

903(16)=(? é)s03(—k)=(_0i }f)soz(i)=(é ?Z-)%(—iF(Ef ?)

Veamos que efectivamente es una representacion del grupo H:

Sabemos gracias al ejemplo (4) c6mo se multiplican los miembros de
H, lo cual hara maés sencilla la tarea de corroborar que la funcién enunciada
anteriormente es una representacion.

pslk-i) = gs() = ) (1)):(? 0)(0 ) BEENG

p3(i-j) = ps(k) = ? é):(é y ) ( _01 (1) =p3(1)3(J)

SURCRUR] RS = A | B e PGS
ps(i-k)=w3(=5)=| | | ):(é o ) (0 é)=¢3(i)903(k)

wt-aen=( % TG S ) (6% )enn

ealie ) =ent-0=( o 1) = (!

el =0 =35 (!
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wg(—k-i)=s&3(—j)=((1) o ):( g _0)(0 : ):9"3("“)%(”

-1 -1

(4) Un grupo ciclico de orden 3, es decir G = {e,a,a?}.
Con ¢4: G — GL(3,C).

100 1 0 0 1 0 0
wa(e)=] 0 1 0 ], pa(a)=] 0 w 0 |, pa(a®)=] 0 w? 0
00 1 0 0 w? 0 0 w

27

<

conw=e¢ 3 .

Definicién 2.1.4. Sea G un grupo, p: G — GL(m,F) y 0 : G —
GL(n, F) dos representaciones de grupos. Decimos que p y o son represen-
taciones equivalentes si m = m y existe una matriz invertible T de n x n tal
que para todo g € G se tenga que

a(g) =T (p(9))T.

Ejemplo 2.1.5. Sea G = D4 y sea ¢ como en el ejemplo (2), es decir

@(r1)=( _01 é’ ) w(sz)=( (1) _01 )

Tomemos F' = C y definamos a 1" de la siguiente manera

5(02)

Entonces
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Por lo tanto

Definimos entonces

a(sw>=(§’ é)

Y notemos que o es una nueva representacion de Dy.
Es claro ademés que ¢ y o son representaciones equivalentes.

2.2. FG-moddulos

Definicion 2.2.1. Sea V un espacio vectorial sobre F' de dimension finita
y G un grupo, entonces decimos que V es un FG-mddulo si para todo
elemento g € G y todo elemento v € V la operacién gv estd definida y
cumple las siguientes propiedades Vv, u eV, VA e Fy Vg,heG:

1. gveV
. (gh)v = g(hv)
3. ev=v
4. g(Av) = A(gv)

5. g(u+v) =gu+gv

[\)

A partir de ahora siempre supondremos que todo espacio vectorial V'
es de dimension finita.
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Definicion 2.2.2. Sea V un FG-médulo y v una base de V, definimos
[g]y como la matriz correspondiente al endomorfismo g — gv respecto a
la base v para todo g€ G .

Fl siguiente teorema describe la relacion entre los dos conceptos que
acabamos de enunciar, es decir, describe la conexién que existe entre las
representaciones de grupos y los F'G-médulos.

Teorema 2.2.3. (1) Sea p : G — GL(n,F) una representacion de G
sobre un campo F, donde V = F" es el espacio de los vectores columna,
entonces V' es un FG-mddulo si definimos la operacion gv para g€ G,v eV
como

gv = p(g)v.

Mads ain, existe una base vy de V' tal que p(g) = [g], Vg eG.

(2) Supongamos que V' es un FG-mddulo y sea v una base de V', entonces
la funcion

g—lglygeG
es una representacion de G sobre F.
Demostracion. (1)

1. Veamos que gv = p(g)v e V.
Sabemos que p(g) es una matriz de n x n con entradas a;; y que v es
un vector columna con entradas v; en el campo F' por lo tanto:

Yty via;
gv=p(g)v = Z?zl,via%
Yic1 Vilng
Por lo tanto gv e V.

2. Veamos que (gh)v = g(hv).

Por la manera en la que definimos la operacién de los elementos
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de G con los de V se tiene que (gh)v = p(gh)v, como la repre-
sentacién es un homomorfismo tenemos que p(gh)v = p(g)p(h)v y
por la asociatividad de la multiplicacién de matrices se tiene que

p(g)p(h)v = p(g)(p(h)v), entonces p(g)(p(h)v) = p(g)(hv) = g(hv).

3. Veamos que ev = v.

Por la manera en la que se defini6 el producto se tiene que ev = p(e)v,
y dado que p(e) = I, entonces tenemos que p(e)v = v.

4. Veamos que g(Av) = A(gv).

Sabemos que g(Av) = p(g)(\v), vy gracias a las propiedades del pro-
ducto de matrices sabemos que p(g)(Av) = Ap(g)v, asociando se tiene

que Ap(g)v = A(p(g)v) y por lo tanto A(p(g)v) = A(gv)

5. Veamos que g(u +v) = gu + gv.

Por la manera en la que se definié el producto sabemos que g(u+v) =
p(g)(u+v) y por la distributividad del producto de matrices tenemos

que p(g)(u+v) = p(g)u+p(g)v y asi p(g)u+ p(g)v = gu + gv.

Habiendo demostrado todas las propiedades, podemos concluir que V = F™
es un F'G-médulo.

y la base con la que podemos afirmar que p(g) = [g], es la base candnica

1 0 0
de F", es decir v = O , 1 e 0
0 0 1

(2)

Veamos ahora que g — [g], es una representacién de G sobre F.

Dado que V' es un FG-médulo sabemos que (gh)v = g(hv), entonces se tie-
ne que [gh]y = [g]y[h]+, lo que prueba que g — [g] es una representacién
de G sobre F. O
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Ejemplo 2.2.4. Sea G = {e,a,a2} el grupo ciclico de orden 3 y V un
espacio vectorial de dimensién tres con base {v1,vs,v3} v la siguiente re-
presentacion asociada:

1 00 001 010
oe)= 0 1 0 ]ew@=]l100]¢@=}001
001 010 1 00

Expongamos entonces la forma de multiplicar los elementos de G con la
base de V' con el fin de obtener un F'G-médulo:

ev] = U1 €V = V2 €U3 = U3
avy = V9 avy = V3 avs = U1
CL2’01 =3 CL2U2 =1 azvg = V2.

Y para A1, Ao, A3 € F', g € G establecemos que
g()\1v1 + )\QUQ + )\3113) = )\1 (gvl) + )\2(91]2) + )\3(91)3).
Es facil ver que esto cumple con todas las propiedades de F'G-mdédulo.

Definiciéon 2.2.5. Dado un F'G-médulo V', decimos que un subconjunto W
de V es un FG-submddulo de V' (situacién que denotaremos como W < V)
si W es un subespaciode V y gwe W Ywe W y Vg e G.

Ejemplo 2.2.6. Dado un FG-médulo V, los siguientes son ejemplos de
FG-submodulos:

1. V es un FG-submédulo de V.
2. {0} es un FG-submédulo de V.

3. Sea G = {e,a,a?}, el grupo cicliclo de orden 3 y sea V el FG-médulo
de dimensién 3 inducido por G del ejemplo
Sea w=wv; +vg +v3y W ={w).
Dado que

w=ew=aw=a2w

se concluye que W es un F'G-submédulo de V.
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Definicion 2.2.7. Dados V y W dos F'G-mdédulos, decimos que una fun-
cion 0 : V — W es un FG-homomorfismo si 6 es una transformacion lineal
con la siguiente propiedad:

Vge G YveV 6(gv) = gb(v).

Observacion 2.2.8. DadosV y W dos FG-mddulos y un FG-homomorfismo
0:V — W se tiene que:

Ker0<V.
Imf<W.

Definicion 2.2.9. Dados V y W dos F'G-mdédulos, decimos que una fun-
cion 0 : V. — W es un FG - isomorfismo si 8 es un FG-homomorfismo
y es invertible, ademds diremos que V y W son F'G-médulos isomorfos,
situacion que denotaremos como V = W.

Proposicion 2.2.10. Dos FG-mddulos son isomorfos si y sélo si hay bases
v1 de 'V y vo de W tales que para todo g € G se tiene que

[9]7: = [9]4-

Demostracion. Veamos la primera implicacién.

Sean V' y W FG-mddulos isomorfos con 71 = {v1,...,v,} una base de V.
Tenemos que vy = {0(v1),...,0(v,)} es una base de W con 6 un FG-
isomorfismo.

Dado que para todo ge G e i€ {l,...,n} se tiene que

9(0(vi)) = 6(guvi),
se sigue que (gl =[]y
Sea v1 = {v1,...,v,} una base de V'y v9 = {w,...,w,} una base de W
con [g], =[9]4, para todo g € G.
Veamos que V' y W son F'G-mdédulos isomorfos.

Sea 6 :V — W una transformacién lineal biyectiva con la siguiente regla
de correspondencia para i € {1,...,n}:

0(v;) = w;.
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Sea g € G, dado que [g],, = [g]+,, se deduce inmediatemente que g(6(v;)) =
0(gv;) para todo i, por lo tanto 6 es un F'G-isomorfismo.
Lo que concluye la prueba. ]

Definicién 2.2.11. Dado un FG-médulo V', decimos que V' es irreducible
si sus tnicos FG-submédulos son V' y {0}.

Ejemplo 2.2.12. Cualquier F'G-médulo de dimensién uno es irreducible.

2.3. Maschke y Schur

Observacién 2.3.1. Dados dos FG-mdodulos V y W, se puede considerar
su suma directa como el conjunto de todos los u+v conue U yvelV.
Claramente este conjunto serd un espacio vectorial y también resulta ser
un FG-mddulo con la accion g(u+v) = gu + gv para todo g € G.

Teorema 2.3.2. Sea G un grupo finito, F =R o C y V un FG-mddulo.
Si U es un FG-submddulo de V' entonces existe un FG-submddulo W de
V tal que:

V=UsW.
Al resultado anterior se le conoce como el teorema de Maschke.

Demostracién. Tomemos W’ un subespacio vectorial de V tal que V =
U W’. Asi, sabemos que para v € V tenemos que v =u+w parau €U y
w € W’ unicos. Del hecho anterior definamos una funcién lineal ¢ : V — V
con la siguiente regla de correspondencia:

o(v)=uVYveV.

Resulta claro que Ker¢ = W’ e Im¢ = U. Ahora utilizaremos ¢ para generar
un F'G-homomorfismo # con dominio V', codominio V e imagen U de la
siguiente manera:

1
> g_1¢g YoeV.

0=—
|G| geG

Veamos que 6 : V — V es un FG-homomorfismo, es decir, que 0(zv) =
20(v) Ve e G YveV.
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Oav) =15 2.6 to(g(av)).

IGI

Usando la asociatividad del grupo tenemos que

bw) = 15 £ 070l (0)0).
Definiendo h = gz se tiene que
1
O(zv) = |G| tha:h ¢(hv).
Asi
1
0(zv) = (IGI . ¢(hv)) = z0(v).

Por lo tanto, 6 es un F'G-homomorfismo.
Veamos ahora que Imf =U .

Dado que U es un FG-submédulo y ¢ es una proyeccién, resulta claro
que ImfcU.

Veamos ahora que U € Im#

Sea u € U, entonces

|Gl

1
Zgg U=—1u="1u.

0
(u) = e

-1
g1 B8 = i 3

Por lo tanto Im@ =U.

Notemos que del hecho de que I'm# = U podemos deducir que 0|y = Idy,
lo cual resultara de mucha utilidad para probar que # o6 = 6.
Tomemos un elemento v de V. Veamos que 6 o 0(v) = 6(v).

Es claro que 6(v) € Imf = U, asi § o 0(v) = Idy o 6(v) =0(v).

Por lo tanto 6 o §(v) = 0(v).

Sea Kerf = W, y asi del hecho de que Im# = U y de que ambos son
submédulos de V', como vimos en la observacion podemos concluir
que V=UaW. O
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Proposiciéon 2.3.3. Sean V y W FG-mddulos y 0 : V. — W un FG-
homomorfismo, entonces hay un FG-submddulo U de V tal que

V=KeraU y U = Imd.

Demostracion. Dado que Kerf es un F'G-submoédulo de V' entonces por el
teorema de Maschke existe un F'G-submodulo U de V tal que V' = KerfaoU.
Con el fin de probar que U 2 I'mf definamos una funcién ¢’ : U — I'm#
con la siguiente regla de correspondencia:

0" =01y

Es claro que 6" es un F'G-homomorfismo dado que 6 lo es.
Por otro lado, dado u € Kerf’ se tiene que u € Kerf nU = {0} ya que
V =Kerf@ U. Por lo tanto Kerf’ ={0}.

Es claro que Im@’ ¢ Im#, por lo tanto basta ver la otra contencién pa-
ra terminar de probar que 6" es un F'G-isomorfismo.

Sea w € Im#, entonces (v) = w para algin v € V, dado que V = Kerf @ U
entonces podemos escribir a v como v = k+u con k € Kerf y u € U entonces
se tiene que

0'(u) =0(u) =0(u) +0(k) =0(v) =w.

Por lo tanto Im#@ ¢ I'mf’ y concluimos que 6" es un FG-isomorfismo, lo que
concluye la demostracion. O

Definicion 2.3.4. Dado V un F'G-mddulo, decimos que V' es completamente
reducible iV =U; @ Us & ... ® U, donde cada U; i € {1,...,n} es un FG-
submédulo irreducible de V.

Teorema 2.3.5. Sea G un grupo finito y F'=R o C, entonces todo FG-
mddulo no cero es completamente reducible.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién fuerte sobre dimV'.
Base de induccién: Supongamos que dimV = 1.
Como dimV =1 entonces resulta claro que V es irreducible.

Hipotesis de induccién: Supongamos que todo FG-médulo W ocon 0 <
dimW < dimV es completamente reducible.
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Paso inductivo: Si V' es un F'G-médulo irreducible se tiene el resultado di-
recto, si V es un F'G-médulo reducible entonces existe un U F'G-submodulo
de V distinto de V' y no trivial, y gracias al teorema [2.3.2]sabemos que exis-
te otro F'G-submddulo W de V tal que V=Ue& W.

Como 0 < dimU < dimV se tiene que 0 < dimW < dimV', por lo que, por
hipétesis de induccién se tiene que

U=U®...0U,
y a su vez
W=Wie...&oW,

con Uj irreducible Vi e {1,...,r} y Wj irreducible Vj e {1,...,s}.
Asi

V=UeV=Ue..0U0, W .. dW,.

Por lo tanto V' es un F'G-moédulo completamente reducible. O
Teorema 2.3.6. Dados dos CG-mddulos irreducibles V. y W se tiene que:

1. §5i 0 : V. — W es un CG-homomorfismo entonces 0 es un CG-
isomorfismo o bien 8(v) =0 YveV.

2. 560 :V — V es un CG-isomorfismo entonces 0 es un maltiplo
escalar del endomorfismo identidad Idy .

El teorema anterior es conocido como el lema de Schur.

Demostracion. (1) Supongamos que existe un v € V tal que 6(v) # 0, en-
tonces I'm@ # {0}. Gracias a la observacién sabemos que Imbf < W'y
dado que W es un CG-modulo irreducible, podemos deducir que Imé = W.
Por otro lado, dado que 6(v) # 0 entonces podemos deducir que Kerf #V
y como V es un CG-mddulo irreducible y Kerf <V, entonces resulta claro
que Kerf = {0}. Por lo tanto 6 es un CG-isomorfismo, lo que concluye la
demostracién de (1).

(2) Dado que 6 es un endomorfismo, sabemos que tiene un eigenvalor A € C
y por lo tanto Ker(0 — A dy ) #{0}.
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Como Ker(6 — Aldy) <V y V es irreducible, entonces podemos deducir
que Ker(6-Aldy) =V, por lo tanto (0 - Ady)(v) =0 Vv € V, asi, resulta
claro que 0 = AIdy, lo que concluye la demostracién de (2). ]

Proposicion 2.3.7. Si G es un grupo abeliano de orden finito entonces
todo CG-mddulo irreducible tiene dimension 1.

Demostracion. Sea G un grupo abeliano y V' un CG-modulo irreducible.
Como G es abeliano entonces dado g € G se tiene que

(gx)v =2(gv) Yz e G.

Por lo tanto, el endomorfismo 6 de V' con la siguiente regla de correspon-
dencia serd un CG-homomorfismo:

0(v) = gv.

Por el teorema [2.3.6] (1) sabemos que 6 es un CG-isomorfismo y por (2)
tenemos que es un miltiplo escalar de Idy, asi (v) = A\gv p. a. Ay € C.

Veamos ahora que todo subespacio de V' es un CG-submédulo de V.
Dado un subespacio W de V' y w € W arbitrario, tenemos que

f(w) = gw = Agw

y por la estructura de subespacio de W sabemos que Ajw € W, por lo tanto
W es un CG-submédulo de V.
Falta ver que dimV = 1.
Tomemos vy € V diferente de 0 y consideremos (vg), el subespacio generado
por vg. Como vy # 0 y V es irreducible entonces {vp) = V. Por lo tanto,
{vo} es una base de V' y asi, podemos deducir que dimV = 1.

O

Proposicién 2.3.8. (1) Sea G = {g) un grupo ciclico de orden n y V un
CG-mddulo, entonces existe una base v de V tal que la matriz [g], se ve
de la siguiente manera :

27

[9]7: : : donde w=¢en .
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(2) Dados G un grupo finito y V- un CG-mdédulo. Si g € G entonces hay
una base v de V' tal que la matriz [g]y es una matriz diagonal. Si g es un
elemento de orden n entonces las entradas de la diagonal de [g]y son raices
n-ésimas de la unidad.

[g]'y:

Demostracion. (1)

Por el teorema [2.3.5 y la proposicién sabemos que V=U;®...® U,
donde U; es un CG-submédulo irreducible de dimensién uno Vi e {1,...,r}.
Sea wu; un vector que genera a U;, como U; es un CG-submoédulo de V'
entonces gu; € U; = (u;) por lo tanto, para cada ¢ se tiene que:

gu; = \u; para algun \; € C.

Dado que G es un grupo ciclico de orden n entonces tenemos que u; =
g"uj = Aju; para toda j € {1,...,7}, por lo cual, podemos deducir que

)\? =1, es decir, \; es una raiz n-ésima de la unidad.
Gracias a la deduccién anterior sabemos que \;j = (e'n )™ = w"™ para

algin m; € Z.

Por lo tanto, si v = {u1,...,un} es la base de V, entonces
A - 0 WM e 0
[9]7: Do = : :

Lo que concluye la prueba de (1).

(2)

Dado g € G, consideremos H = (g). Dado que V es un CH-mdédulo com-
pletamente reducible y H es un grupo abeliano de orden finito, entonces
sabemos que V se ve la siguiente manera V = U; @ ... ® U; donde U;

es un submddulo irreducible de dimensién 1 Vi € {1,...,5} como lo vi-
mos en la proposicion y como U; = (u;) entonces resulta claro que si
v ={u1,...,u,} entonces la matriz [g], serd diagonal.

Si suponemos que g es un elemento de orden n entonces el C({g)-médulo
V' cumple con las hipétesis de (1) y por ello resulta claro que las entradas



32 CAPITULO 2. TEORIA DE REPRESENTACIONES

diagonales de la matriz [g]y con vy = {uy,...,u,} son raices n-ésimas de la
unidad.
Lo que conluye la prueba de (2). O

2.4. El médulo regular

2.4.1. El algebra de grupo

Sea G = {g1,92,.--,9n} un grupo y F' = R o C. Definimos un espacio
vectorial sobre F' con base v = {g1,92,..-,9n} al que llamaremos FG y
cuyos elementos tendran la siguiente forma:

A1g1 + X292, ... + Apgn con \; € F.

Para poder tener la estructura de espacio vectorial, debemos dotar a F'G
con una suma y un producto por escalar, operaciones que presentamos a
continuacién:

n n
Siu= Zl Aigis v = leuigi con A, p; € F,
1= 1=

n
entonces u +v = Y (N + ;) Gi-
i=1

n

A= ¥ (AN gs.
=1

Ademas, podemos definir una multiplicacién entre elementos de F'G como
sigue:

Sir= Y A\gg, 5= Y pph con Ag, up € F,
geG heG

entonces

rs= % Agin(gh).
g,heG

Definicion 2.4.1. El espacio vectorial F'G con la multiplicacién definida
anteriormente es conocida como el dlgebra de grupo de G sobre F.
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Proposicion 2.4.2. El producto del dlgebra de grupo cumple las siguientes
propiedades para toda r,s,t € FG y A€ F':

1. rse FG.

2. r(st) = (rs)t.

3. r(le) = (le)r=r.

4. (Ar)s=A(rs) =r(As).

5. (r+s)t=rt+st.

6. r(s+t)=rs+rt.

7. r0=0r=0

Demostracion. Todas las propiedades se deducen inmediatamente de la
asociatividad en GG y la manera en la que se definieron las operaciones
béasicas en FG. O

Observacién 2.4.3. El elemento identidad del dlgebra de grupo es el pro-
ducto de la identidad del campo F con la identidad del grupo G, es decir
le.

2.4.2. El médulo regular

Definicion 2.4.4. Sea G un grupo finito y F' =R o C. El espacio vectorial
FG con el producto gv (g € Gy v e FG) es llamado el mddulo regular FG.

Observacién 2.4.5. La dimension del mddulo reqular FG es igual a |G|.
Proposicion 2.4.6. Sea V un CG-mddulo con
V=Uio...oU;,

una suma directa de CG-submddulos irreducibles U; con i € {1,...,s}. Si
U es un CG-submddulo irreducible de V cualquiera, entonces U = U; para
algin i e {1,...,s}.

Demostracion. Para u € U, tenemos que
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u=ui+...+us con u; € U; inicos.

Como U es no nulo se tiene algin u € U distinto de cero, y por tanto existe
i€{l,...,s} tal que u; # 0. Definimos la funcién m; : U — U; con la regla
de correspondencia

mi(u) = u;, para toda u € U.

Por construccién m; es un CG-homomorfismo no nulo. Ademds, tanto U
como U; son irreducibles, asi que por el lema de Schur [2.3.6] concluimos
que m; es un CG-isomorfismo y por lo tanto U = U;.

Lo que concluye la prueba. O

Teorema 2.4.7. Dado el mddulo regular CG, si escribimos CG como suma
de directa de CG-submddulos irreducibles, es decir, CG = U1 &®. . .@U, enton-
ces todo CG-mddulo irreducible es isomorfo a algin U; para i€ {1,...,r}.

Demostracion. Sea W un CG-médulo irreducible y tomemos un vector
no cero w € W. Notemos que el conjunto {rw : r € CG} es un CG-
submédulo de W, y gracias a que W es irreducible podemos afirmar que
W ={rw:reCG}.

Definamos una funcién 8 : CG — W con la siguiente regla de correspon-
dencia y veamos que es un CG-homomorfismo :

6(r) =rw con r € CG.

Claramente 6 es lineal y dado que W = {rw : r ¢ CG} podemos afirmar que
Imf=W.
Por otro lado, tenemos que para r,s € CG se tiene que (sr) = (sr)w =
s(rw) = s(6(r)), lo que prueba que 6 es un CG-homomorfismo y gracias
a la proposicién sabemos que existe un CG-submdédulo U de CG tal
que CG=U® Kerf y ademas que U 2 Imf =W.
Por lo tanto, por la proposicién tenemos que U = U; para algin
ie{l,...,r} yasi W=zU,.

]

Ejemplo 2.4.8. Sea G un grupo ciclico de orden 3, es decir G = {e, a, a?}.
Definimos v1,vo,v3 € CG como:
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vi=1+a+a?

v =1+ aw? + a’w

v3 =1+ aw + a’w?

Y sea U; = (v;) con i € {1,2,3}.

Notemos que av; = w'v; con i € {1,2,3}, por lo que es claro que U; es un
CG-submédulo de CG.

Finalmente, es claro que el conjunto {v1,vs,v3} forma una base de CG ya
que los vectores coordenadas respecto a la base {e,a,a?} son linealmente
independientes, por lo que concluimos que:

CG=U,eUyoUs.
Definicion 2.4.9. Definimos el centro de CG como el siguiente conjunto:
Z(CG)={2€CG:z2r=rz Vr e CG}.
Observacion 2.4.10. Z(CG) es un subespacio de CG.

Proposicion 2.4.11. Sea G un grupo conl clases de conjugacion, entonces

dimZ(CG) = 1.

Con el fin de no desviar la atencién omitiremos la prueba de esta pro-
posicién, pero el lector la puede revisar en [[3],p.114].

2.5. El espacio de los CG-homomorfismos

Definicion 2.5.1. Sean V y W CG-médulos. Al conjunto de todos los
CG-homomorfismos de V a W lo denotaremos Homcg(V, W).

Notacion 2.5.2. Como ya se dijo en la definicién anterior, Homgcg(V, W)
representara el conjunto de los CG-homomorfismos de V' a W. Mientras
que Hom(V,W) el conjunto de transformaciones lineales de V' a W.

Es facil verificar que Homgg(V, W) es un espacio vectorial sobre C si
definimos la suma y el producto por escalar de la siguiente manera:
Para todo ¢,0 €e Homcg(V, W), Ae Cy veV se tiene que:

(0 +¢)(v) =0(v) + p(v).
(A0) (v) = A(0(v))-



36 CAPITULO 2. TEORIA DE REPRESENTACIONES

Proposiciéon 2.5.3. Si V y W son CG-mdédulos irreducibles entonces:

1 &2 V2W
dimHomcg(V,W) =
0 si VW

Demostracion. Sisuponemos que V' £ W entonces se sigue inmediatamente
del Lema de Schur que Homcg(V, W) = {0}.

Si suponemos que V = W entonces podemos tomar 6 : V. — W un CG-
isomorfismo y dado ¢ € Homcg(V, W), entonces, por el lema de Schurm
(1) se tiene que ¢ es el homomorfismo cero o un isomorfismo. En el primer
caso 071 o ¢ = 0Idy, en el segundo caso §7! o ¢ es un CG-isomorfismo con
dominio V' y codominio V', entonces por el lema de Schur m (2) existe
X e C tal que 07! o ¢ = A dy. En ambos casos tenemos

071 o ¢ = NI dy, para alguna \ € C.

Entonces ¢ = A8 y por lo tanto, es posible escribir a todos los elementos de
Homgce(V,W) como un multiplo escalar de 6, y asi podemos afirmar que
Homeg(V,W) ={A\0: X eC}, es decir, dimHomcg(V,W) = 1. O

Proposicion 2.5.4. Sean V, V1, Vo y W, W1, Wy CG-mddulos entonces:
1. dimHomcg(V,Wr@®W3) = dimHomca(V, W1) +dimHomcg(V, Wa).
2. dimHomcg(Vi@Va, W) = dimHomcg(Vi, W) +dimHomcg (Va, W).

Demostracion. (1)
Consideremos las siguientes proyecciones my : Wy @ Wo — Wy y mo: W1 @
Wy — Wy con las siguientes reglas de correspondencia:

m1 (w1 + we) =wy y ma(wy +we) = we. Para todo wy € W1 y we € Wh.

Como 71 y m son CG-homomorfismos, entonces si consideramos a 6 €
Homea(V,W1®Ws) es claro que w1060 € Homeg(V,W1) y a su vez myof €
Homca(V, Ws).

Definimos una funcién f con dominio Homgcg(V, W1 @ W3) y codomonio
la suma directa externa de Homgcg(V,W1) v Homea(V, Wa, es decir:

[+ Homeg(V, W1 @ W) — Homca(V, W1) @ Homeg(V, Wa).

Y con la siguiente regla de correspondencia:
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f(0) = (m100,m2080).

Por herencia es claro que f es lineal, veamos ahora que es biyectiva.
Sea ¢; € Homeg(V,W;) con i € {1,2} y a partir de estas funciones cons-
truyamos la funcion ¢ con la siguiente regla de correspondencia:

d(v) = p1(v) + P2(v) con v e V.

Es claro que ¢ € Homca(V, W1 @ Wa) v que f(¢) = (é1,¢2), por lo que
podemos concluir que f es suprayectiva.

Sea 0 € Kerf entonces Vv € V se tiene que m060(v) =0y mp06(v) =0y
asi O(v) = (71 + m2) o 8(v) = 0, por lo tanto # = 0 y podemos concluir que
Kerf ={0}.

Al probar que f es una funcién lineal y biyectiva con dominio Homgcg(V, Wi ®
Ws) y codominio Homeg(V, W1) @ Homea(V, Wa), podemos concluir que
ambos espacios vectoriales tienen la misma dimensién, lo que conlcuye la
prueba de (1).

La prueba de (2) es anadloga a la de (1). O

Observacion 2.5.5. Con un simple proceso inductivo de la proposicion an-
terior es facil ver que si tenemos CG-mddulos V,W,V;, Wj coni e {1,...,r}
yje{l,...,s} entonces:

»

1. dimHomcg(V,W1@,...,eWs) = ¥ dimHomcg(V,W;).
1

J

2. dimHomea(Vi®, ...,0V,, W) = ¥ dimHomea(Vi, W).
=1

3. dimHomcg (1@, ...,0V, Wi®, ..., eW;) =

(2

Il M=

> dimHomeg(Vi, W).
15=1

Corolario 2.5.6. Sea V un CG-mddulo con:
V=Uie...eU;

donde cada U; es un CG-mddulo irreducible. Sea W un CG-mddulo irredu-
cible cualquiera, entonces las dimensiones de Homea(V, W) y Homcg(W, V)
son iguales al numero de CG-mddulos U; tales que U; 2 W.

Demostracion. Por la observacion tenemos que:
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dimHomeg(V,W) = ¥ dimHomcg(U;, W) y
i=1

dimHomcg(W,V) = ¥ dimHomcg(W,U;)
i=1

Y por la proposicién se tiene que:

1 s¢o UzW
dimHomca(U;, W) = dimHomgcg(W,U;) =
0 st U;gW

Lo que concluye la prueba. O
Proposicion 2.5.7. Sea U un CG-mddulo, entonces
dimHomcg(CG,U) =dimU.

Demostracion. Sea d = dimU, consideremos una base {uq,...,uq} de Uy
para i € {1,...d} definimos la funcién 6; : CG — U con la siguiente regla
de correspondencia:

0;(r) = ru; con r € CG.
Dado que para cada r,s € CG se tiene que:
0;(sr) = (sr)u; = s(ru;) = s6;(r).

Podemos afirmar que 6; € Homca(CG,U).

Basta probar entonces que el conjunto de funciones {61, ...,0;} es base de
Homce(CG,U).

Veamos que {61,...,04} es un conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes:

Consideremos A0y + ...+ Agf; =0 con \; € C.
entonces se tiene que:

()\191 +...+ )\ded)(l) = )\191(1) +...+ )\ded(l) =0.
Por cémo se definié la regla de correspondecia de 6; se sigue que:

)\101(1) +... +Ad9d(1) = )\1(1U1) +... +)\d(1ud) =0.
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Y se sabe por hipdtesis que {u,...,uq} es un conjunto linealmente inde-
pendiente, por lo tanto A\; =0 para toda i€ {1,...,d}.

Lo que prueba que {61,...,04} es un conjunto de vectores linealmente in-
dependientes.

Veamos ahora que {61, ...,04} genera a Homcq(CG,U).
Sea 0 € HOmcg(CG, U)
Dado que {u1,...,uq} es base de U, se tiene que:

9(1) =A\up+...+ )\dud con )\i e C.
Dado que 6 es un CG-homomorfismo , para todo r € CG tenemos que:

O(r) =0(1r) =r0(1) = Ayrug + ...+ Agrug = \01(r) + ... + X\gbg(r) =
()\191 +...+ )\ded)(T).

Se concluye 0 = A6 + ...+ A\g04 que era lo que queriamos probar.
Por lo tanto d = dimHomcg(CG,U) = dimU. O

Teorema 2.5.8. Supongamos que CG =U1®...@U,, donde cada U; es un
CG-submodulo irreducible. Si U es un CG-mddulo irreducible arbitrario,
entonces el numero de CG-mddulos U; tales que U; 2 U es igual a dimU.

Demostracion. Por la proposicién sabemos que dimHomcg(CG,U) =
dimU. Y por el corolario tenemos que dimHomcg(CG,U) es igual
al ntimero de CG-moédulos U; tales que U; 2 U.

Lo que concluye la prueba. O

Definicion 2.5.9. Dados V7, ...,V CG-moddulos irreducibles, decimos que
dichos CG-médulos irreducibles forman un conjunto completo de CG-mddu-
los irreducibles no isomorfos si todo CG-médulo irreducible es isomorfo a
algiin V;, ademds V; £ V; para toda i # j.

Teorema 2.5.10. Sea Vi,...,Vi un conjunto completo de CG-mddulos
irreductbles no isomorfos y G un grupo, entonces:

(dimV;)? =|G.

1
Demostracién. Sea CG=U; ®...® U, donde cada Uj con je{l,...,7} es
un CG-submédulo irreducible. Para i € {1,...,k} escribimos d; = dimV;.
Por el teorema tenemos que para cada ¢, el nimero de CG-médulos
U;j tales que U; 2 V; es igual a d;. Por lo tanto:

L=
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k k
|G| = dimCG = dimUy + ...+ dimU, = ¥, di(dimV;) = ¥ (dimV;)?.
i=1

i= i=1

Lo que concluye la prueba. ]

Proposicién 2.5.11. Sea V un CG-mddulo irreducible y z € Z(CG), en-
tonces existe un A € C tal que para todo v €V se tiene que:

2V =M\

Demostracion. Sea z € Z(CG) y v € V, entonces es claro que rzv = zrv. Por
lo tanto la funcién ¢ : V — V con la siguiente regla de correspondencia:

o(v) = zv

es un CG-homomorfismo, ahora, por el lema de Schur (2), ¢ = Aldy
para algin A € C, asi, se tiene que:

2v = p(v) = Av.

Lo que concluye la prueba. ]



Capitulo 3

Teoria de caracteres

La prueba del teorema de Frobenius y toda la construccién que hicimos
en las partes previas de la tesis giran en torno a la teoria de caracteres y
en este capitulo nos encargaremos de trabajar con sus definiciones y re-
sultados primarios, otorgando contexto con ejemplos que retomaremos de
secciones anteriores, obtendremos también el cardcter de algunos médulos
destacados y nos desviaremos por un momento para hablar de producto
tensorial para retomar con el producto interno de caracteres y concluir con
el teorema que nos indica que dos CG-mdédulos V' y W son isomorfos si y
s6lo si sus caracteres coinciden, un objetivo que no fue trazado al iniciar el
trabajo, pero que es consecuencia directa de todo lo que construimos para
ese momento y constituye un resultado de suma importancia. El capitulo
concluird con una pequena seccién que hablarda de tablas de caracteres y
relaciones de ortogonalidad, en la que buscamos enunciar y probar resulta-
dos que nos aportardn més herramientas encaminadas a probar el teorema
de Frobenius.

3.1. Caracteres

Definicion 3.1.1. Dado un CG-médulo V' con base «, definimos el caracter
de V como una funcién x : G — C con la siguiente regla de corresponden-
cia:

x(g) =tr[gly VgeG.

41
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Observacién 3.1.2. Gracias al teorema[2.2.5 podemos definir el cardcter
de una representacion p : G — GL(n,C) como el cardcter x correspon-
diente al CG-mddulo C" de la siguiente manera:

x(g) =trp(g) Yge G

Ejemplo 3.1.3. Consideremos las representaciones (2), (3) y (4) del ejem-
plo 2.1.3] y obtengamos sus caracteres.

(1)

g To 1 2 3
10 0 1 -1 0 -1

Plg) 0 1 -1 0 ( 0 -1 10

x(9) 2 0 -2 0

g Sx S—id Sy Sid
1 0 0 -1 -1 0 0 1

p(9) -1 -1 0 0 1 10

x(9) 0 0 0 0

(2)

g k -k i -1
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g 1 -1 J -7

) 1 0 -1 0 0 1 0 -1

PRY 0 1 0 -1 10 1 0

x(9) 2 -2 0 0

(3)

g e a a?
100 10 0 1 0 0

o(g) 01 0 0 w 0 0 w? 0
0 0 1 0 0 w? 0 0 w

x(9) 3 0 0

Definicién 3.1.4. Dado un CG-modulo decimos que x es un cardcter de
G si es caracter de un CG-modulo.

Definicion 3.1.5. Dado un CG-médulo decimos que x es un cardcter irreducible

si el CG-moédulo correspondiente es irreducible.

Definicion 3.1.6. Dado un CG-mddulo V' y su cardcter y, entonces a la
dimensién de V se le llama el grado del caracter.

Proposicion 3.1.7. Dados un CG-mddulo V', su cardcter x y g € G de

orden n entonces:

1. x(e) =dimV.

2. x(g) es suma de raices n-ésimas de la unidad.

3. x(g7) =x(9).

4. x(g) es un nimero real si g es conjugado de g=*.
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Demostracion. (1) Sean =dimV y ~y la base de V' entonces [e], = Id,. Por
lo tanto, resulta claro que x(e) =tr[e], =n.

(2) Gracias a la proposicién [2.3.8] (2) sabemos que existe una base v de
V tal que:

[9]7: : . :

Por lo tanto, resulta claro que x(g) es suma de raices n-ésimas de la unidad.

(3) Ya vimos en el inciso pasado que por la proposicién [2.3.8] (2) existe

un base v de V' tal que:

wl aea 0

[g]'y: P :
0 aea wn

1

Y gracias al hecho de que w™ = tenemos que:

Wfl e 0 wi - 0
= + ~ =+ |=[ ¢ ~
0 . w’r_zl 0 -

Por lo tanto, resulta claro que X(g_l) =Wy +wa+...+w, =x(9).

(4) Dado que dos matrices equivalentes tienen la misma traza, entonces
si g es conjugado de g~! tenemos que x(g) = x(¢97!) y por (3) sabemos que

x(g71) = x(g), por lo tanto x(g) = x(g) y asi x(g) es un ntiimero real. [

Teorema 3.1.8. Sea p: G — GL(n,C) una representacion del grupo G,
x el cardcter de p y g € G de orden n, entonces:

1. |x(9)| = x(e) siy sdlo si p(g) = N(Idy,) para algin X € C.

2. Kerp={geG:x(g)=x(e)}.

Demostracion. (1)
Veamos que si p(g) = A(Id,) para algin X € C entonces |x(g)| = x(e).
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Del hecho de que p(g) = A(Id,) y de que g sea un elemento de orden n
podemos deducir que x(g) = An y ademds que p(g") = \"Id,, = p(e) = Id,.
Por lo tanto, A es una raiz n-ésima de la unidad y asi, resulta claro que
Ix(g9)| = x(e) =n, lo que concluye la primera parte de la demostracion.

Veamos ahora que si |[x(g)| = x(e) entonces p(g) = \(Id,,) para algiin A € C.

Dado que g es un elemento de orden n sabemos gracias a la proposicién
que existe una base v de C" tal que:

wy 0
[g]'y: : :
0 - wy

donde w; es una raiz n-ésima de la unidad Vi € {1,...,n}. Entonces por
hipétesis se tiene que |x(g)| = |w1 + w2 + ... + wy| = x(e) = n.

Dado que |w;| =1 para toda i € {1,...,n} y gracias a la igualdad pasada se
tiene que n = |wy +wa + ... +wy| < |wi| + ... + |wn| = n, por lo que se da la
igualdad en la desigualdad del tridangulo, asi que el argumento de w; para

toda i e {1,...,n} es el mismo y por lo tanto w; = w; para i # j. Asi
wi 0
[g]'y: - =wildy,
0 - w

Y gracias al teorema sabemos que p(g) = [g]y por lo que resulta evi-
dente que p(g) =wi(Idy).

Lo que concluye (1).

2)

Veamos que Kerpc {geG:x(g)=x(e)}.

Dado h € Kerp se tiene que p(h) = Id,, por lo que resulta evidente que

x(h) =x(e) =n y asi, se concluye que h € {ge G:x(g) =x(e)}.

Veamos que {g € G: x(g) = x(e)} € Kerp.

Dado he {geG:x(g) =x(e)} se sigue que |x(h)| = x(e) =n entonces, por
(1) se tiene que p(h) = A\(Id,,) para algin A € C. Dado que p(h) = A(Id,)
entonces podemos decir que x(h) = Ax(e) y entonces se deduce que \ =1,
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lo que hace claro que p(h) = Id,, y por lo tanto, h € Kerp.
Lo que concluye (2). O

Definicién 3.1.9. Dado un grupo G y su caracter y, definimos el kernel
de x como el siguiente conjunto:

Kerx ={geG:x(g) =x(1)}

Observaciéon 3.1.10. Gracias al teorema sabemos que si p es una
representacion del grupo G con cardcter x, entonces Kery = Kerp y por
lo tanto Kery 4G.

3.1.1. El caracter regular

Definicion 3.1.11. El cardcter regular de G, es como se conoce al caracter
del médulo regular CG, al que a partir de ahora denotaremos como Xyeq-

Proposicién 3.1.12. Sea V un CG-mddulo y supongamos que
V=Ue®...9U,

donde cada U; es un CG-submddulo irreducible, entonces, el cardcter de V
es igual a la suma de los caracteres de Uy,...,U,.

Demostracion. Es inmediato del hecho de que si un CG-médulo se puede
expresar como suma directa de CG-subméddulos, existe una base v de V'
tal que la matriz asociada a la representaciéon es una matriz por bloques,
donde la suma de la diagonal de cada bloque seré el respectivo caracter de

cada U; con i€ {1,...,7}. O
Teorema 3.1.13. Sea Vi,...,Vi un conjunto completo de CG-mddulos
irreducibles no isomorfos como en la defincion y para i € {1,...,k}

sea x; el cardcter de V; y d; = xi(e), entonces:

Xreg = d1X1 +...+ dek:
Demostracion. Por el teorema tenemos que:
CG=Meo..eN)e(VKhe..o)e...0(Vie...0 V),

donde para cada ¢ se tienen d; factores V; coni€1,...,k, y por la propo-

sicién [3.1.12] se tiene que:
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Xreg = d1X1 + ...+ dpXk-

Que era lo que queriamos probar. O

Proposicién 3.1.14. Si x,¢q es el cardcter reqular de G, entonces
Xreg(e) =Gl y
Xreg(g) =0 sig#e.

Demostracion. Sean ¢q,...,g, los elementos de G y sea v = {g1,...,9n}
una base de CG.
Por la proposicion sabemos que

Xreg(€) = dimCG = |G|.
Por otro lado, si tomamos g € G con g # e tenemos que para cada g; con
i€{l,...,n} se tiene que

99i = g; para algin j #1

por lo tanto la i-ésima columna de la matriz [g], tiene ceros en todas las
entradas excepto en la del renglén j, por lo que la entrada ¢z de la matriz es
igual a cero para toda i € {1,...,n}, por lo que resulta claro que Xyeq(g) =0
sig#e. O

3.2. Producto tensorial

Definicion 3.2.1. Sean V' y W espacios vectoriales de dimensién finita
sobre C, con bases {v1,...,vm}y {w1,..., w,} respectivamente. Definimos
el espacio producto tensorial como el espacio vectorial de dimensién nm
con la siguiente base:

{viewj:1<i<m,1<j<n}.
Es decir, V @ W consta de todas las expresiones de la forma:
Z)\”(Uz ®wj).
Z’j
m n
Sitenemosv eV yweW conv =Y \v; y w= ). ijwj, entonces definimos

i=1 j=1
veweV ®W como:
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VW = Z)\iuj(vitawj).
Z7]

Proposicion 3.2.2. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita.
1. SiveV,weW y AeC, entonces: v® (Aw) = (\) @ w = AM(v @ w).
2. Six1,...,xr €V yuy1,...,y: € W, entonces:
T t
(Xz)® (X yj) =L ri®y;.
i=1 j=1 ij

Demostmcio’n (1)

Sea v = Z AV VW = Z] 1 Hjw;, entonces tenemos que :
i=1

® (\w) = (21 Aivi) ® ( Z Apjw;) = 3 AN (v @ wy).
i= %)

=1
(W) @w= (£ M) ® ( uytey) = £ Maps (v 0 wy).
i= j= 1,J
AMvew) = (Z A (vi @ wy)) = ZA/\ZN](UZ‘X’“’])
(2) Se sigue 1nmed1atamente de la definicién de producto tensorial. O

Hasta ahora hemos hecho nuestra construccién del producto tensorial
de V y W tomando bases especificas de ambos espacios vectoriales. En la
siguiente proposicién mostraremos que nuestra construccién funciona bien
si tomamos cualquier base de V' y W respectivamente.

Proposicién 3.2.3. Si {e1,...,en} es base de V. y {f1,...,fn} es base
de W, entonces los elementos en el siguiente conjunto forman una base de
VeW:

{ei® fj:1<i<m,1<j<n}.

Demostracion. Dado que {e1,..., e} es base de V'y {f1,..., fn} es base
de W, entonces:

Z iK€k

k=
it fi

&
Il
EM:H
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con v; y w; como en la definicién Y ik, i1 € C.
Entonces, por la proposicién tenemos que:

v @ wj = kzl)\ikﬂjl(ek ® f1)-

Como los elementos de la forma v; ®w; forman una base de V®W, entonces
es claro que los elementos de la forma e ® f; generan a V ® W y por lo
tanto, e ® f; es también una base de V ® W, ya que son nm elementos que
generan a dicho espacio. O

Ya que definimos el producto tensorial para espacios vectoriales, es
natural preguntarnos acerca de la construccién de este producto para dos
CG-modulos.

Dados dos CG-médulos definiremos una accion para el producto tensorial,
en términos de las acciones que se tienen en cada maddulo:

Definicion 3.2.4. Dados V' y W dos CG-médulos cuyas bases como es-
pacios vectoriales son {vy,...,v,} vy {w1,...,w,} respectivamente, G un
grupo y para todos g € G, i, j definimos:

g(vi @ wj) = gu; ® gwj.
Y de forma mas general definimos:

g(z )\ij(vi ® wj)) = Z )\ij(gvi ®gwj)'
1,] 2y

Proposicion 3.2.5. Dados V y W dos CG-mddulos cuyas bases como

espacios vectoriales son {vi,...,vm} y {w1,...,wy} respectivamente, en-
tonces para todo veV, weW y ge G tenemos que:

g(v@w) = gv gw.

m n

Demostracion. Sean v =Y \jv; y w= Y pjw;, entonces por la proposicién
=1 j=1

[3.2.2] se tiene que:

g(vew) =g(X Aipj(vi ® wj)) = X Aipj (gvi ® gw;).
17] l’]

Nuevamente, por la proposiciéon llegamos a que:
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M=

m
¥ Aip (gui ® gw;) = (21 Aigvi) ® (X pigw;) = gv ® gw.
/L?] =

j=1
Lo que concluye la prueba. ]

Proposicién 3.2.6. Dados V y W dos CG-mddulos cuyas bases como
espacios vectoriales son {vi,...,vm} y {w1,...,w,} respectivamente, en-
tonces V@ W es un CG-mddulo.

Demostracion. Sean 1<i<m ,1<j<ny g, heG, entonces:
L. g(vi®w;)=gv;®@gw; e VR W.

2. hg(vi ® wj) = hg(v;) ® hg(w;) = h(gvi) ® h(gw;), y gracias a la pro-
posicion tenemos que:
h(gvi) ® h(gw;) = h(gv; ® gw;) = h(g(v; ® wj)).

3. 1(’1)2' ®wj) =V; @ Wj.

4. g(X Nij(vi®w;)) =X Aij(g(vi ®w;)) por la definicién [3.2.4]
0, 0,

Al cumplirse estas cuatro condiciones queda probado que V @ W es un
CG-médulo. O

Proposicion 3.2.7. Sean V y W CG-mddulos, con caracteres x y 1 res-
pectivamente, entonces el cardcter del CG-mddulo V @ W, es x, donde
para todo g € G se tiene que:

(x¥)(9) = x(9)¥(g)-

Demostracion. Sea g € G, gracias al teorema [2.3.8] sabemos que existen
bases 71 = {v1,...,om} v 72 = {w1,...,w,} de V y W respectivamente
tales que:

gu; = \jv; para toda i con i€ {1,...,m}.
y a su vez:
gw; = pjw; para toda j con je {1,...,m}.

Entonces tenemos que los caracteres de V' 'y W son de la siguiente manera:
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x(g) = % A
¥(9)= 5
7=1

Por otro lado, tenemos que:
g(vi ® wj) = gu; ® gw; = N (v @ wy).

Por el hecho de que v; ® w; forma un base de V' ® W, entonces el cardcter
w de V@ W serd como sigue:

w(g) =¥ Aipj = (Zl i) ( l,ui) = x(9)¥(9)-
1,] 1= J=
Que era lo que queriamos probar. ]

Proposiciéon 3.2.8. Sea F un campo y sean V. y W espacios vectoriales
con dimU = n para algin n € N. Sea V* = Hom(V, F) el espacio dual de 'V,
entonces la funcion T: V*@W — Hom(V, W) y regla de correspondencia:

(@ w)(u) =¢(u)w conweW.
Es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Sea {v1,...,v,} una base de V' y f; € V* con la siguiente
regla de correspondecia para cada i € {1,...,n}:

fi(vj) = 6ij VJ
Entonces {f1,..., fn} es una base de V*. Por lo tanto, podemos escribir a
un elemento arbitrario ¥ (i fi ® wg) de V* @ W de la siguiente manera

ik
con w; € W

Zfi®(%aikwk)-

Por lo tanto si tomamos algtin v; € V, tenemos que:

F(é fi® (%aikzwk))(vj) = é fi(vj)(%aikwk) = %ajkwk~
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Ahora que vimos el comportamiento general de la funcién I, veamos que
es un ismorfismo de espacios vectoriales.

Inyectividad:
SiI(Y fi®(X arwg)) =0 entonces es claro que Y, fi® (Y apwy) = 0 dado
i=1 k i=1 k

que Y ajpwy = 0.

k
Lo que prueba que I es inyectiva.
Suprayectividad:

n
Sea o € Hom(V, W), entonces para v = ¥, a;v;, se tiene que:
i-1

fi(v)o(v;) = i a;o(v;) = o(v).

i=1 i=1

™=

F(é fi®a(v))(v) =

n
Por lo tanto I'( Y, f; ® 0(v;)) = o y concluimos que I es suprayectiva. [
i=1

Ahora que hemos estudiado a la coleccién CG-homomorfismos entre dos
CG-médulos como espacio vectorial, es natural preguntarse por los alcances
que tendremos dandole estructura de CG-mddulo.

Proposicién 3.2.9. Dados V y W CG-mddulos, el espacio vectorial Hom(V, W)
adquiere estructura de CG-mddulo si definimos el producto de p € Hom(V, W)
y g € G de la siguiente manera:

(990)(v) = go(g~ v) para todo veV.

Demostracion. Verificaremos todas las propiedades de CG-modulo.

1. Es claro que gp € Hom(V,W).

2. Sean g, h € G, p € Hom(V,W),entonces: (gh)¢(v) = (gh)e((h1g71)v).
Por otro lado tenemos que:

g(hp) (v) = g(hp)(g~'v) = g(ho(h™ (g7v))) = (gh)e((h g™ )v).
Por lo tanto:

(gh)p(v) = g(he)(v).

3. Es claro que ep(v) = ¢(v).
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4. Sea ge G, A e C, p € Hom(V,W). Para toda v € V se tiene que:
(9(0)) (V) = 9(Ap)(g7'v) = gp(M(g™'v)) = gp(g7 (W) = (99p) (\v) =

(AMge)) (v).
Por lo tanto g(Ap) = A(gp).

5. g€ G, ¢,ve Hom(V,W), A € C. Para todo v € V se tiene que:
gle +7)(v) = gle +7)(g7"v) = ge(g™'v) +7(g7'0)) = ge(g~'v) +
97(g7'v) = gp(v) + gy(v).
Por lo tanto g(¢ +7)(v) = ge(v) + gv(v).

O]

Definicion 3.2.10. Dado V un CG-médulo, definimos el mddulo dual de
V, al que denotaremos como V*, como el CG médulo que consiste de los
CG-homomorfismos con dominio en V' y codominio C, es decir:

V* = Hom(V,C)
donde dado g € G, v € V y ¢ € V* definimos la acciéon de g en ¢ de la
siguiente manera:

ge(v) = p(g7v).

Proposicion 3.2.11. Dados V y W CG-modulos, entonces se tiene que
V*@W y Hom(V,W) son CG-mddulos isomorfos.

Demostracion. Gracias a la proposicién sabemos que la funcion I :
V*@W — Hom(V,W) con la siguiente regla de correspondencia:

I'(pew)(u) = p(u)w,

es un ismorfismo de espacios vectoriales.
Por lo tanto, para ver que la funcién I" es un isomorfismo de CG-médulos
basta ver que para todo g€ G, p e V* y w € W se tiene que:

I'(g(p@w)) =gI'(p@w).
Es decir, basta ver que:
I'(g(p®@w))(u) = gI'(p®w)(u) para toda ueV.

Por la forma en la que definimos la regla de correspondencia de I" tenemos
que:
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I(g(p@w))(u) = I'(gp ® gw)(u) = (gp)(u)gw.
Dado que ¢ € V*, tenemos que
(9¢) (w)gw = (g~ u) gu.
Por otro lado se tiene que:
(97 (p@w))(u) = gl (p®w) (97 u) = g(p(9~ u)w) = p(g~ u)gw.

Donde la tltima igualdad se debe a que p(g'u) es un escalar y W es un
CG-modulo. Por lo que concluimos que I'(g(p @ w)) = gI'(¢ @ w). O

Proposicién 3.2.12. Dados V y W CG-mddulos con caracteres x y ¥
respectivamente, x* el cardcter de V* y v el cardcter de Homeg(V, W),
entonces:

1. x* =%.
2. v=x1.

Demostracion. (1)

Sea g€ Gy {v1,...,v,} una base de V' compuesta por los vectores propios
del homomorfismo v con dominio V', codomino V y la siguiente regla de
correspondencia:

v(v) = gv.
Con Ay,..., A\, los respectivos valores propios.
Sea {¢1,...,¢n} la base dual de V*, compuesta de funciones con domi-

nio V, codominio C y la siguiente regla de correspondencia para v; €
(o1, va} -

i(vj) = dij.

Por otra parte tenemos que gv; = Ajv;, y esto a su vez implica que g_lvj =

A;lvj, y por lo demostrado en la proposicién sabemos que )\]—'1 =\,
por lo tanto g_lvj = A;lvj = \jvj.
Por lo tanto para todas i,j € {1,...,n} se tiene que:

(99:1) (v;) = 0i(g ™ v;) = 0i(Aju;) = Ajbij.
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Que es el conjugado de A; si j =4, y 0 en caso contrario, lo cual coincide
con el valor de A\;jp(vj).
Y concluimos entonces que para toda i € {1,...,n} se tiene que:

9pi = Nip;.

Se deduce entonces que la base de V* que consiste de los vectores pro-
pios ©1,...,pn obtenidos con g tienen como valores propios asociados a
Aoy A

Por lo tanto:

V(9) = X4+ = M = X
Que era lo que queriamos probar.

(2) Gracias a la proposicién [3.2.11 sabemos que V* @ Wy Hom(V, W)
son CG-mdédulos isomorfos, y por la proposicién es claro que:

v(g) = X" =X

Donde la ultima igualdad se debe al inciso anterior. O

Proposicién 3.2.13. Sea CG un grupo y V un CG mddulo, entonces V' y
CG oV son CG-mddulos isomorfos.

Demostracion. Definimos la funcién f: CG®V — V con la siguiente regla
de correspondencia:

f(r®wv) =rv para toda r € CG.

Es claro que f es un CG- homomorfismo. Proponemos h: V — CG Q@ V
con la siguiente regla de correspodencia:

h(v) =e®w.

Es claro que h es un CG-homomorfismo y que es la inversa de f, por lo
tanto V y CG ® V son CG-modulos isomorfos. O
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3.3. Producto interno de caracteres.

Definiciéon 3.3.1. Dado G un grupo, ¢ y 6 funciones con dominio G y
codominio C, definimos la siguiente operacion:

(0, 0)= @ gEZGG( 9)¢(9)-

Ejemplo 3.3.2. Sea G un grupo ciclico de orden tres, es decir G = {e, g, g*}
vy 0 y ¢ funciones con las siguientes reglas de correspondencia:

g e g g
9 2 i -1
& 1 2 —i
Entonces:
(0,0) = 2(2+2i—1i) = 5(2+1).
(0,0)= S(4+1+1) = 2(6) =2

] 3T

(6, ) = (1+4+1)=%(6)=2.

Proposiciéon 3.3.3. Sea G un grupo que tiene l clases de conjugacion con

representantes gi,...,q; Y X y ¥ dos caracteres de G, entonces se tiene que:
(1) (0= (6.0 = g £ x(0)0e™)
Lox(90) ¥ (90)
2 , —_—
@ 0= B el

Demostracion. (1)

Sabemos que (x,) = Z (9)¥(g) y gracias a la proposicién [3.1.7

Gl 5¢
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tenemos que (g) =1 (g7!), por lo que

RN PRCHOR  PRGE

geG geG

Dado que G = {g™! : g € G} entonces es claro que (x, 1)) = Z x(9)v(g™t) =

IGI

cl gEZGX( Y(g) = (¥, x)-

(2)
Dado que el caracter de dos elementos que pertenecen a la misma clase de

conjugacién es el mismo, tenemos en consecuencia que ¥ x(g v (g) =
G
gegs

98 x (g7 1) (g4)-

!
Por otro lado, sabemos que G = U giG y por el teorema [1.2.9| tenemos que
i=1

95| = [G: Ca{gi)] = GI/|ICc(gs)-
Por lo tanto:

_ - I

<x,w>—@g€z x(9)¥(g) = |G|Z§g§ x(9)¥(g) )— > 1Cl x(9:)(9:) =
! ( )¢(gz)
=& Cala)]

O

Definiciéon 3.3.4. Dado V un CG-médulo, definimos el conjunto de los
v eV en los que G actia de forma trivial como sigue

VE={veV:gu=v VYgeG}.
Observacién 3.3.5. V& es un CG-submddulo de V.

Lema 3.3.6. StV es un CG-mddulo y xv es el cardcter de V' entonces

) 1
dimV = = ¥ xv(9).
geG

Demostracion. Sea x = @ Y g e CG, es claro que gx = x para todo g € G,
geG
y gracias a este hecho tenemos que
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5 1 |G|

z? gx T=+=T=0I.

|G| 9¢G |G| geG (€

Si consideramos la transformacién lineal T : V — V que tiene como regla
de correspondencia la multiplicacién por x, es decir:

T(v) == X gv.

|G| geG
Gracias a que z? = z podemos afirmar que T2 -T =0 y por lo tanto T es
diagonalizable y los tinicos valores propios de T son 0 y 1.

Sea V7 €V el subespacio generado por los vectories propios con valor propio
1.

Veamos que Vi = VC,

Sea v € V1, entonces para todo g € G tenemos que gv = gxv = xv = v y por
lo tanto v e VC.

Por otro lado, sea v € VY y tenemos que

|G|$U—(Z g)v = Z gv= Y% v=|Glv.
geG

2

Lo que implica que zv = v, asi v es un vector propio con valor propio 1
y por lo tanto v € Vi, asf V; = VE. Como T es diagonalizable, existe una
base de V tal que la matriz asociada es una matriz diagonal D, y como
los tnicos valores propios son cero y uno, la diagonal de D estd compuesta
solamente de ceros y unos, tantos unos como la dimensiéon de Vi, asi que
el cardcter de T serd igual a la dimensién de Vi que es igual a la de V&,
pues V& = V.

Por otro lado

T() =75 X Ty(v)

|G| geG
donde T}, es la transformacién lineal en V' que se define por la multiplicacién
por g y debido a la linealidad de la traza, el caracter de T es igual a

Z xv(g), por lo que dimV¢ = Z xv(g), que era lo que queriamos

1G] ge Gl ge
probar O

Teorema 3.3.7. Sean V y W CG-mddulos con caracteres x y ¢ respecti-
vamente, entonces:



3.3. PRODUCTO INTERNO DE CARACTERES. 59

dimHomca(V,W) = (x, ¥).

Antes de comenzar la prueba es importante recordar que Homgg(V, W)
es el conjunto de los CG-homomorfismos de V en W, mientras que (Hom(V, W)
es el conjunto de las transformaciones lineales de V a W.

Demostracién. Notemos primero que Homcg(V, W) es un subespacio del
CG-médulo Hom(V,W).
Veamos ahora que Homeg(V,W) = (Hom(V,W))%.

Sea p € Homea(V, W) y g € G entonces (g¢) (v) = g (97'v) = g7 p(v) =
ep(v) = ¢(v), por lo que ¢ € (Hom(V,W))C.

Por otro lado, tomemos ¢ € (Hom(V,W))C, entonces p(v) = ep(v) =
99 (v) = gp(g71v) = (g¢) (v). Asi, podemos concluir que ¢ € Homeg(V, W).
Por lo que Homeg(V,W) = (Hom(V,W))C.

Por lo tanto, gracias al lema tenemos que:

dimHomcg(V,W) = dim(Hom(V,W))¢ = Gl v(g) con v el cardcter
geG
de Hom(V,W).

Y al mismo tiempo gracias a la proposicién [3.2.12f (2) se tiene que:

1 1 —

= L vlg) == X x(9)(g) = {v,x)

1G] geG |G| geG
Y como dimHomcg(V,W) es un nidmero real entonces (v, x) = (x,¥) =
{(x; ).
Lo que concluye la prueba. ]

Teorema 3.3.8. Sean U y V CG-mddulos irreducibles no isomorfos con
caracteres x y Y respectivamente, entonces :

{uxh=1.
{x,¥) =0.

Demostracion. Por el teorema sabemos que:
dimHomca(V,W) = {x,%).
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Y por la proposicién tenemos que:

1 &2 V2W
dimHomeg(V, W) =
0 st VW
Por lo que es inmediato que:
(. x)=1
{(x;¥)=0
O
Corolario 3.3.9. Sea G un grupo finito y V1,Va, ..., Vi un conjunto com-

pleto de CG-mddulos irreducibles no isomorfos. Si x; es el cardcter de V;
coni€{l,...,k}, entonces:

{Xi> X;j) = 6ij-
Con ;5 la delta de Kronecker.

Observacion 3.3.10. SiV es un CG-mddulo sabemos por el teorema
que V es igual a una suma directa de CG-submddulos irreducibles de V.,
donde cada uno de estos es isomorfo a algin V;, por lo tanto, existen enteros
di,...,dy tal que

VeWie..oVpne(Ve..oWe...(Vie...eV)
donde para cada © hay d; factores V.

Teorema 3.3.11. Sean x1,..., Xk los caracteres irreducibles de G. Si ¢ es
cualquier cardcter de G, entonces

Y=dix1+...+dpXk,

con dy,...,dr enteros positivos.
Mads ain, para i€ {1,...,k} se tiene que
di = <¢7X2>
y ademds
LA
(V. ¢)= X d;
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Demostracion. Sabemos por la observacién[3.3.10|que existen enteros dy, . . ., di
tales que

VeMe..eW)e(Veo...oV)®...(Vke...0 V)

donde para cada i hay d; factores V;.
Por lo tanto el caracter i) de V esta dado por

1/J=d1X1+...+dek.
Y gracias al corolario tenemos que para i € {1,...,k}

(¥, xi) = (xi, ) = d;

y por lo tanto

M?v

(v, ) =

~.
Il
—

Que era lo que queriamos probar. O

En ocasiones requeriremos combinaciones lineales enteras de caracteres
irreducibles, que no necesariamente son caracteres ya que puede ser que
aparezcan con coeficientes negativos:

Definicion 3.3.12. Un caracter virtual de G es una combinaciéon lineal
entera de caracteres irreducibles de G.

T T
Corolario 3.3.13. Sia= Y \ix; ¥y 8= X pjX; son caracteres virtuales
i=1 J=1

de G, entonces:

( 7B> il

||M~z

Demostracion. Tenemos que:

(Oé,B) (Z AZX’L? Z M]X])

=1

r
XA z,uj ij = Z il
15=1

||M~z
M‘K

T
; it (Xis X5) =

7
Que es lo que queriamos probar. O
Teorema 3.3.14. Sean x1,Xx2,---, Xk l0s caracteres irreducibles de G, en-

tonces {x1,Xx2,---, Xk} €s un conjunto de vectores linealmente independien-
tes en el espacio vectorial de las funciones de G a C.
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Demostracion. Tomemos A1, Ao, ..., A, con \; € C tales que :
A1X1 + Aaxe + ...+ Apxk =0.
Entonces por el corolario se tiene que:
0= (Aix1+.. + XeXn, Xi) = Aie
Por lo tanto {x1,X2;---, Xk} es linealmente independiente. O
Definicion 3.3.15. Dado un grupo G y una funcién ¢ : G — C tal que

W(x) =1(y) si z es conjugado de y en G. A 1) le llamamos una funcidn de
clase de G.

Observacion 3.3.16. El conjunto C = {1 : 1 es una funcion de clase} es
un subespacio vectorial del conjunto de las funciones con dominio en G y
codominio C, es mds, si G tienel clases de conjugacion, entonces dimC = 1.

Demostracion. Se puede revisar en [[3], p.152]. O

Teorema 3.3.17. El numero de caracteres irreducibles de un grupo G es
igual que el numero de clases de conjugacion de G.

Demostracion. Sean x1, X2, ..., Xk los caracteres irreducibles de G y sea [
el namero de clases de conjugaciéon de G. Por el teorema sabemos
que el conjunto {x1,x2;---, Xk} es linealmente independiente en C' y por
la observacién [3.3.16| se tiene que k <.

Veamos que [ < k.

Consideremos el médulo regular CG.

Si {V1,...,Vk} es un sistema completo de CG-mddulos irreducibles no iso-
morfos, tenemos que:

CG=Wie...&oW,.

Donde cada W; es isomorfo a una suma directa de copias de V;.
Dado que CG tiene a la identidad como elemento, se tiene que:

1=w1+...+wk, szWz

Sea z € Z(CG), por la proposicién [2.5.11| sabemos que para cada i existe
A; € C tal que:

zv = \;v para toda v e V.
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Por lo tanto, tendremos que:
ZW; = )\iwi, )\z eC.
Y a su vez, tenemos que:
z=zl=z(wy +...+wWg) = 2wy + ...+ 2w = AWy + ... + Apwg

Asi, podemos afirmar que Z(CG) esta contenido en el subespacio de CG
generado por wi,...,w, y ya que en la proposicién [2.4.11| se menciond que
dimZ(CQG) =1, por lo tanto [ < k.

Lo que concluye la demostracion. O

Corolario 3.3.18. Dados x1,-- -, Xk, los caracteres irreducibles de G, éstos
forman una base del espacio vectorial C'. De hecho, si i es una funcion de
clase entonces se tiene que:

AZ'Xlﬁ

™

1

donde N\; = (¢, x;) conie{l,... k}.

Demostracién. Dado que el conjunto {x1,..., Xk}, es linealmente indepen-
diente, entonces el subespacio generado por el conjunto es un subespacio de
C' de dimensién k. Gracias a la observacién sabemos que dimC =1,
donde [ es el nimero de clases de conjugacién y por el teorema te-

nemos que k = [, lo que garantiza que el conjunto {x1,..., X%} es una base
de C.
La segunda parte es inmediata del corolario |3.3.9 O

Teorema 3.3.19. Supongamos que V y W son CG-mdédulos con caracteres
X Y ¥ respectivamente. Entonces V. y W son isomorfos si y sélo si x = 1.

Demostracion. Supongamos que V' y W son isomorfos, veamos que x = .
Por la proposicién tenemos que dado que V' y W son isomorfos,
existen bases 1 y 72 de V' y W respectivamente tales que para todo g € G
se tiene que

[g]’n = [g]’yz :

Por lo que resulta claro que
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trlgly, =trlgly,.

Por lo tanto V' y W tienen el mismo caracter, es decir x = .

Supongamos ahora que x =, veamos que V' y W son isomorfos.

Sea Vi,..., V% un cojunto completo de CG-mdédulos irreducibles no isomor-
fos con caracteres x1,. .., Xk-

Sabemos gracias a la observacién que existen enteros no negativos
¢y d; con {1,...,k} tales que

VeWie..eV)e(Vee..eWe...(ye...0 V),
con ¢; factores V; cada i y
WeWe..eN)e(Ved..oVo)d...(Vio...0 V),

con d; factores V; cada 1.
Por el teorema (3.3.11| tenemos que

ci= (X, xi) y di= (1, xq), i e {1,...,k}.

Dado que x =, es inmediato que ¢; = d; para toda 1.
Por lo tanto V' = W, que era lo que queriamos probar. O

3.4. Tablas de caracteres y relaciones de ortogo-
nalidad

Definicion 3.4.1. Sean x1, ..., x; los caracteres irreducibles de G y g1, ..., g
los representantes de las diferentes clases de conjugacion de GG. La matriz
cuya entrada ij es x;(g;) con i,7 € {1,...,1} es conocida como la tabla de
caracteres de G.

Ejemplo 3.4.2. Retomando el ejemplo (3) y gracias a la informacién
adquirida en el ejemplo tenemos que:

g e a a
X1 1 1 1

X2 1 w w?
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X3 1 w? w
Observacion 3.4.3. Si x1,...,x1 son los caracteres irreducibles de G y
gi,...,q; los representantes de las diferentes clases de conjugacion de G,

se deduce de la proposicion[3.3.3 y el corolario que:

Loxr(9i)xs(9i) 5

=1 |Calgil
Teorema 3.4.4. Sean x1,...,x; los caracteres irreducibles de G y g1, ..., g
los representantes de las diferentes clases de conjugacion de G. Entonces
se tienen las siguientes igualdades para r,s € {1,...,1}:
l .
(1) Z XT(gZ)X%(gZ) b

(2) £ (o 3iGa) = 6wl

Las cuales son conocidas como la relacion de ortogonalidad de los renglones
y la relacion de ortogonalidad de las columnas respectivamente.

Demostracion. (1) Es inmediato de la observacién anterior.

(2) Para s€ {1,...,l} sea 1, la funcién de clase que satisface que:

d}s(gr) =§ps CON T € {1,. .. ,l}

Por el corolariof3.3.18|sabemos que 9, es una combinacion lineal de 1, . . ., i,
es decir:

l
Ys =Y Ajxs con \; € C.
i=1
Dado que (x;, x;) = dij, entonces se sigue que:

- Ly (a9

)\i = <w]7XZ) - |G| e
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Como 9s(g) = 1 si g es conjugado de gs v 1¥s(g) = 0 en otro caso y el
|G

nimero de elementos de G que son conjugados de gs es igual a @, () Por
g S
el teorema de lo anterior se tiene que:

Ai IGI g bs(9)xig) = |G|g2 ¥s(9)xi(9) Colgo)]
Por lo tanto:
! ! Xi(gr)Xi(gs)
rs = Ys\gr) = Aixilgr) = =
¥s(gr) ;1 xi(gr) §1 Co(90)]
Que es lo que queriamos probar. ]

Observacion 3.4.5. La tabla de caracteres de G es una matriz de I x [ y
es invertible dado que sus renglones son ortogonales entre si.

Observacién 3.4.6. Gracias al teorema y a la proposicion
tenemos que:

) |G| si g=e
> dixi(g) =
=1 0 si g+e

Donde d; = x(e).
Conjugando de ambos lados obtenemos:

|G| si g=e

k
Y xile)xi(g) =
i=1 0 st g#e

3.5. Moddulos y caracteres restringidos

Dado H un subgrupo de un grupo G, entonces es claro que CH es un
submédulo de CG y asimismo, es claro que un CG-modulo V' es a su vez un
CH-modulo. Por otro lado es también facil percatarnos de que la forma de
convertir a un CG-médulo en un CH-médulo es restringir G a H. Si V es
un CG-médulo, entonces escribiremos el respectivo CH-médulo obtenido
de restringir a G como V | H y lo llamaremos la reestriccion de V a H.
Naturalmente, el caricter de V' | H es obtenido del caracter x de V,
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evaluando solamente los elementos de H, escribiremos este caracter como
x| H.

Ejemplo 3.5.1. Sea G = Dy y sea V un CG-mdédulo con base v = {v1, v}
y con el siguiente producto:

U1 =02 SzU1 = V1
TV = —V1 S VU9 = —VU9

Y sea H =ry,r9, 84, S_ig un subgrupo de Dy , entonces V' | H es un CH-
médulo con base v = {vy,v2} y con el siguiente producto:

rav1 = U1 SzV1 = U1
r2U2 = —U2 SgV2 = U2

Gracias al ejemplo [3.1.3| conocemos el cardcter de los elementos de Dy, por
lo que para conocer a x | H basta con conocer el caracter de los elementos
de H, es decir:

h 0 r9 Sid 5_id

x(h) 2 ~2 0 0

3.6. Caracteres inducidos

Definiciéon 3.6.1. Para todo subconjunto X del moédulo regular CG, es-
cribimos X (CG) para refererirnos al subespacio de CG esta generado por
todos los elementos de la forma gx con z € X, g € G, es decir:

X(CG)=({gz:xe X,ge G}).
Observacion 3.6.2. X(CG) es un submddulo del mdédulo reqular CG.

Definicion 3.6.3. Dado H un subgrupo de G y U un CH-submédulo del
médulo regular CH, al CG-médulo U(CG) lo llamaremos el CG — mddulo
inducido de U, al que denotaremos U 1 G.
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Ejemplo 3.6.4. Tomemos G = Dy = {r9,71,72,73, Sz, Sy, Sid, S—id}, H = (1)
yw=e1.
Definimos :

Uy = ({’l“() +71+ 72 +T‘3}>
Us = {{ro +wry +w?ry + w3r3})

Por lo tanto:
Uit G=({ro+ri+r2+73,5; + 5y + Sig + S_id })

2

Ut G = {{ro +wry +w?ry +w3rs, s, + wWs_ig +w23y +w3sig})

Es importante mencionar que la definicién anterior es un caso particular
de la definicion de caracter inducido, por lo que los siguientes resultados
estaran encaminados a definir este concepto para cualquier CH mddulo.

Proposiciéon 3.6.5. Sea H < G y U un CH-submddulo de CH. Si 0 es
un CH -homomorfismo con dominio U y codominio CG, entonces existe un
r € CG tal que:

O(u) =ur Yuel.

Demostracion. Por el teorema [2.3.2] existe un CH-submoédulo W de CH
talque CH=U@a®W.

Definimos una funcién ¢ : CH — CG con la siguiente regla de correspon-
dencia:

¢:ru+w— 6(u)

Claramente ¢ es un CH-homomorfismo. Sea r = ¢(1), entonces para u € U
se tiene que:

0(u) = ¢(u) = p(ul) = ugp(1) = ur
Que es lo que queriamos probar. O

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del resultado an-
terior, por lo que nos limitaremos a enunciarla y utilizarla més adelante.

Corolario 3.6.6. Sea U un CG- submddulo de CG, entonces todo CG-
homomorfimo ¢ con dominio U y codominio CG tiene la siguiente regla de
correspondencia para u € U:
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d(u) =ur

Corolario 3.6.7. Sean Uy V CG-submddulos de CG, entonces las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

1. UnV ={0}.

2. Existe un v € CG tal que para toda ue U yv eV se tiene que:
ur =u y vr =0.

Demostracion. (1) = (2)
Supongamos que U NV = {0}, entonces U + V es una suma directa, por lo
tanto, la funcién 6 : U @ V — U con la regla de correspondencia

O(u+v)=uparatodouelU yveV.

es un CG-homomorfismo, y gracias al colorario y al hecho de que
UV es un CG-submddulo de CG sabemos que existe un r € CG tal que
para todo u e U y w € W se tiene que:

u=0(u+v)=(u+v)r

por lo tanto vr =v y ur = 0.
Lo que concluye la primera parte de la prueba

(2) = (1)

Seare CG tal que ur =uy vr =0 paratodauelU yveV.

Tomemos z € UNV, entonces se tiene que zr =z y a su vez que xr = 0, por
lo que es claro que x =0 y por lo tanto U nV = {0}. O

Proposicion 3.6.8. Supongamos que U y V' son CH -submddulos de CH
con UnV ={0}, entonces (U1 G)n(V 1G) ={0}.

Demostracion. Gracias al corolario sabemos que existe r € CG tal que
paratodo u e U y v € V se tiene que ur =u y vr =0, por lo tanto para todo
g € G se tendra que:

gur =guy gur =0.

Y dado que todos los elementos de U 1 G son de la forma gu con g € G y
u € U, entonces claro que para todo = € U 1 GG se tiene que:
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rr=x
Y a su vez para todo ' € V 1 G se tendria que:
z'r=0

Por lo tanto, por el corolario se concluye que (U 1 G)n (V 1 G)
{0}.

Proposicion 3.6.9. Sea U un CH-submddulo de CH y supongamos que
U=U1®...@U, conU; i€{l,...,m} CH-submddulos, entonces:

[T

UtG=(U11G)o...®(Un 1t G).

Demostracion. Sabemos que U = Uy &V con V = Uy & ... @ U,,. Por la
forma en la que esta definido U 1 G se tiene que:

UrtG=(U11G)+(V1G).
Entonces por la proposiciéon tenemos que:
UtG=(U11G)a (V1G).
Por lo tanto, siguiendo un razonamiento inductivo llegamos a que:
UrtG=(U11G)®...e(Un1G).

Que era lo que queriamos probar O

Grcias a los resultados anteriormente vistos ahora es posible definir el
modulo inducido para cualquier CH-médulo.

Definicién 3.6.10. Sea U un CH-mdédulo. Gracias al teorema [2.4.7] sabe-
mos que U 2 U1 & ... U, con U; un CH-submédulo de CH para todo
ie{l,...,m}.

Definimos U 1 G como la siguiente suma directa externa:

UrtG=(U11G)®...e(Un1G).

Proposicién 3.6.11. Supongamos que H es un subgrupo de G. Sea U un
CH -submaodulo de CH y V un CG-submddulo de CG, entonces:

dimHomea(U 1 G, V) = dimHomey (U, V | H).
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Demostracién. Tomemos 6 € Homea(U t G, V). Entonces por el corolario
existe un r € CG tal que para todo s € U t G se tiene que:

0(s) = sr.
Definimos entonces 6 como la restriccién de 6 en U, es decir:
0:U — CG.
y con la siguiente regla de correspondencia para todo u € U:
O(u) = ur.

Entonces 0 € Homcy (U,V | H).
Consideremos entonces una funcién ¢’ con dominio Homeg(U 1 G,V) y
codominio Homcy(U,V | H) y la siguiente regla de correspondencia:

'(0) =90.
Claramente ¢’ es lineal, veamos que es invertible para completar la prueba.
Veamos primero que ¢’ es suprayectiva:

Sea ¢ € Homey (U, V | H), por la proposicién sabemos que existe un
r € CG tal que ¢ tiene la siguiente regla de correspondencia:

¢(u) = ur para todo u e U.

Consideremos a # como al principio de la prueba y notemos que ¢ = 6, por
lo tanto, ¢'(0) = ¢, asi, ¢’ es suprayectiva.

Veamos que es inyectiva:

Supongamos que 61, 03 € Homeg(U,V | H) con ¢'(61) = 01 y ©'(62) = 62
respectivamente, con 601, 62 € Homcg(U 1 G, V).

Veamos que 61 = 6.

Si tomamos a u € U y a r1,r9 € CG y suponemos que ury = ury entonces
para todo g € G tenemos que gury = gurs, si hacemos gu = s, entonces es
claro que s € U 1 G y que srq = sra.

Por lo tanto, si tomamos s € U 1 G tendremos que 01(s) = sr; y a su vez
02(s) = sro. Lo que prueba que 67 = 63, que es lo queriamos demostrar. [

Definicion 3.6.12. Si x es el cardcter de un CH-médulo U, entonces el
caracter del CG-moédulo inducido U 1 G al que denotaremos como x 1 G es
conocido como el cardcter inducido de x.
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Teorema 3.6.13. Supongamos que H es un subgrupo de G. Sea x el
cardcter de G y Y el cardcter de H, entonces:

<1/)TG7X>G:<¢7X~LH>H

Al teorema anterior se le conoce como El teorema de reciprocidad de
Frobenius y es un resultado importante para alcanzar los objetivos de este
trabajo, pero que no representa la meta del mismo.

Demostracion. Supongamos que x v ¥ son irreducibles. Entonces existe un
CH-submédulo U de CH con carécter ¢ y un CG-submédulo V' de CG con
caracter x.

Gracias al teorema tenemos que:

{1 G, x)g = dim(Homea(U 1 G, V).
y también que
(V;x L H)n = dim(Homey (U,V | H)).
Y por la proposicién es claro que (¥ 1 G, x)¢ = (Y, x | H)g

Lo que prueba el teorema para el caso en el que ¢ y x son irreducibles.
Para el caso general tomemos x1,..., X, los caracteres irreducibles de G y
Y1,...,¢y, los de H, entonces para algunos enteros d;, e; tenemos que:

™=

I
—_

X =2 dix; -

2

1/;:

||Mz

6] Y.

Por lo que:

<¢TG X) <Z ej"?bj 1 G, ZdZXZ>G_ Zl Ze] <ijG>Xi>G
j=1 j=1li=1
Y por la proposicién m podemos deducir que:

) ejdi{v; 1 G, xi)a = '§:1 g:lejdi“bjaXi VH)pg = { ileﬂ/}j, ﬁ:ldiXi VH)n.
j=1i= i= i=

j=li=1

Para finalmente llegar a que:
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{ fl e, il dixi V Hyg = (¢, x | H)n.
J= i=

Por lo tanto { 1 G,x)a=(¢Y,x | H)n.

Lo que concluye la prueba. O

Corolario 3.6.14. Si f es una funcion de clase en G y  es el cardcter
de H entonces:

( 1G.fla={,fLH)n.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del teorema de reciprocidad
de Frobenius [3.6.13| y del hecho probado en el corolario |3.3.18] ya que el
conjunto de los caracteres irreducibles de G forman una base de C, es decir,
del espacio vectorial de las funciones de clase de G. ]

Definicion 3.6.15. Sea v el cardcter de un subgrupo H de G y definimos
la funcién ¥’ : G — C con la siguiente regla de correspondencia:

¥(g) si geH
"(9) =
0 st g¢H

Proposiciéon 3.6.16. Dado un grupo G, los valores del cardcter inducido
1 G estan dados por

(¥ 1 G)(g) "(ygy™) para todo g€ G.

1
- — %
|H| yec:
Demostracion. Sea f: G — C una funcién con la siguiente regla de co-
rrespondencia:

f(g) "(ygy™') para todo g € G.

=)
|H|y€G

Veamos que f=11G.
Si w € G, entonces se tiene que

Flwguw™) = ﬁ = o™y = /(o)
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dado que yw recorre todos los elementos de G conforme la y varia sobre
todos los elementos de GG y por lo tanto sdlo estamos permutando elementos
del grupo, por lo tanto f es una funcién de clase y por el corolario [3.3.18
es suficiente probar que (f,x}a = (¥ 1 G, x)g para todos los caracteres
irreducibles y de G.

Sea x un caracter irreducible de G, entonces se tiene que

1 P p—
(f,x)a wu%f()()ﬁﬂmh%£2¢@w1M@)

Si hacemos = ygy~' y del hecho de que ¥'(z) =0siz+ Hy x(y tzy) =
x(x) para toda y € G tenemos que

L1 Y (T =
(f’X)G - |G| |H| ggcngw (l‘)X( .'L'y) |H| weH

Y (z)x(z).
Por lo tanto

(va)G=<w7Xl'H>H

Y por el teorema de reciprocidad de Frobenius concluimos que

(fix)e=(¥ 1 G x)

Por lo tanto f =1 1 G, que era lo que querfamos probar. ]

Definicion 3.6.17. Para z € G, definimos la funcién de clase ff en G de
la siguiente manera:

1 st yexG

5 (y) =
0 si y¢a©

Proposicion 3.6.18. Si x es el cardcter de G y x € G entonces:

x(z)

(- fSe = iCa@)

Demostracion. Sabemos que:

e ()L() > x(9)-

|G| |G| gex@

Y a su vez que:
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i 2 X9 = |G|

Para finalmente, gracias al teorema [1.2.9| se llega a que:

B (o)
) = @l

Que era lo que queriamos probar. O

Observacion 3.6.19. Sea x € G entonces:
1. Si 2% y H no comparten elementos entonces fo VH=0.

2. Si algin elemento de xC pertenece también a H, entonces hay ele-
mentos x1,...,Tm € H tales que:

ffiH:fg+...+fmIi.

Proposicion 3.6.20. Sea v el cardcter del subgrupo H de G y x € G,
entonces:

1. Siz% y H no tienen elementos en comin entonces: (¢ 1 G)(x) =

2. Si algin elemento de € pertenece también a H, entonces:
¥ (1) Y(xm)
(1 6)(w) - Ca(ol .

|Cr (1) |Cri ()

Donde x1,...,xmeH y f& | H= £+...+f£1 como en la observa-

cion [3.6.19.

Demostracion. (1)
Gracias al corolario [3.6.14] y a la proposicién tenemos que:

(41 G) ()

G _ G —
(wvfx lH)H_(wTGafm )G CG(LU)
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Y como 2z y H no tienen elementos en comin, entonces es claro que

(41 G)(x) =0.
Lo que concluye (1)

(2)
Si algiin elemento de & pertenece a también a H y sabemos que sz | H=
Hy .+ fgn, entonces:

%ﬂwﬁw)w(% ERSER NS

Por la linealidad del producto interno tenemos:

(O fi + e f m =0 fa )+ o+ (0, i

Y por la proposicién llegamos a que:
SV g+ (0, fC I +...+—¢(mm) .

Por lo que podemos concluir que:

(W1G)(x) _ ¢(=1) Y(xm)

Co(@) Cu(e)] T ICuam)]

Lo que concluye la prueba. O




Capitulo 4

Teorema de Frobenius

Todo lo que desarrollamos en las partes previas del trabajo tuvieron
como objetivo obtener las herramientas necesarias para poder realizar la
prueba del teorema de Frobenius y que las justificaciones que usamos es-
tuvieran precedidas por una base tedrica muy sélida y que le permitiera
entender al lector todos los detalles. A pesar de lo anteriormente men-
cionado aun en esta secciéon tendremos que enunciar y probar resultados
auxiliares que no habian sido requeridos anteriormente y que tampoco tie-
nen relaciones con la teoria de caracteres. Posterior a esto comenzaremos
con la prueba del teorema de Frobenius justificando detalladamente todos
los pasos y haciendo referencia a resultados anteriormente expuestos. Al
terminar la prueba se mencionaran algunos datos acerca del teorema y con
eso concluiremos el trabajo.

Teorema 4.0.1. Sea G un grupo que actia en un conjunto X = {x1,x2,...,Tn}
de manera transitiva y H = G, . Supongamos que cada elemento de G dife-
rente de la identidad fija a lo mds a un elemento del conjunto X. Entonces
la coleccion que consta de los elementos de G que no tienen puntos fijos y
la identidad son un subgrupo normal de G, es decir

N={e}u{geG:gex+ax Ve X}<G.

Antes de la prueba del teorema de Frobenius procederemos a demostrar
las siguientes observaciones usando la notacién del teorema:
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Observacién 4.0.2. {gHg':geG}={G,, :i=1,...,n}.

Demostracion. Veamos que {gHg ' :ge G} € {Gy, :i=1,...,n}

Sea gHg ' € {gHg ' : g e G}, por el lema se tiene que
gHg_l = Ggoxl = ij
para algin j € {1,2,....,n}. Asi gHg ' e {G, :i=1,...,n}.

Veamos ahora que {G,, :i=1,...,n}c{gHg ' :geG} .

Sea G, € {Gy; 1i=1,..,n} con j € {1,...,n}, dado que la accién es transiti-
va sabemos que existe un g € G tal que gex; = z; para algin j € {1,2,...,n},
entonces G, = Gyez, y utilizando el lema tenemos que

Ggox1 = gHg_l'
Por lo tanto G, € {gHg ™" : g € G}. O

Podemos entonces indexar los distintos conjugados de H con el conjunto
{1,...,n}, es decir

{Ge,i=1,.,n}={g;Hg;' :i=1,..,n} ={H%:i=1,...,n}.
Donde nggl_l = Ggioxl = GIZ

Observacién 4.0.3. Si G, = {e} para algin j € {1,...,n} entonces por
la observacz'én se tiene que Gz, = {e} ¥ i y por lo tanto gex; + x; ¥
geG yg+e, porlo que N =G y se concluiria trivialmente que N 4 G.

Observacién 4.0.4. Si x; # x; entonces G, # ij.

Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que dados z; # x;
tengamos que G, = G;.

Sea g € G, = G, distinto de la identidad, entonces tenemos por la defini-
cién de estabilizador que g ® x; = ; y por otro lado que ge z; = x; lo que
contradice que cada elemento no identidad de G fija a lo mas a un elemento
de X.

Por lo tanto si x; # z; entonces G, # G;Bj. ]

Observacién 4.0.5. Conjugados distintos de H sélo se intersecan en la
identidad, es decir
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Ggiony NGyjex, = {€} para toda i # j.

Demostracion. Supongamos que existe un g € G distinto de la identidad
que pertenezca a G ez, N Gy ez, , €ntonces

ge(giezi)=giem
y por otro lado
ge(gjex1)=gje.
Por lo tanto g dejarfa fijo tanto a g; e x1 como a g; ® x1, y dado que
Giony = 9iHg;' # 9jHg; " = Gyjeny
se tiene que
gi®T1 #g;ex.

Esto contradice el hecho de que cada elemento no identidad de G fija a lo
mas a un elemento de X.
Por lo tanto Gy,ez; N Gyjex; = {€}. O

Observacién 4.0.6. Cg(h) =Cg(h) cone+he H.

Demostracion. Cg(h) 2 Cy(h).

La contencién es clara.

Probemos ahora que Cg(h) € Cy(h).

Sea g € Cg(h). Por definicién se tiene que h = ghg™!, por lo tanto h € gH g™
y por hipétesis se sabe que h € H = GG,. Por la observacién sabemos
que

gHg_l = Gg-m
asi que
heGgez, NGy, .

Dado que h es un elemento distinto de la identidad que pertenece a ambos
estabilizadores y por lo enunciado en la observacién , podemos concluir
que

Gexy = Gz, .
Por tanto gexy =21 y asi ge G, = H. O
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Procederemos entonces a realizar la prueba del teorema de Frobenius.
Primero describamos al conjunto N de manera distinta:

N={e}u{geG:gex+ax VreX}={eju{geG:g¢ Gy, Vi}

y a su vez se tiene que
{e}u{geG:g¢G, Vi} = {e} uﬁl(G NGy,).

Utilizando leyes de De Morgan tenemos que

{e}u 61(G NGa,) = {e} U (G QGM).
Y gracias a la observacion tenemos que

{e}u (G [31 Ga) = {e} U (G~ [31 H9).
Asi

N ={e}u(G \il’_flegi).

A partir de lo anterior podemos replantear el teorema de la siguiente ma-
nera: La coleccién de elementos que pertenecen al complemento de la unién
de las clases de conjugacién de H unién la identidad forman un subgrupo
normal de G, es decir:

N =(G~ Gﬂgi)u{e}ﬂG.
i=1

Como |gHg Y| = |H| entonces por la observacién se tiene que |Gy,| =
Veamos ahora cudl es la cardinalidad del conjunto N.
Sabemos que

NI =16~ O ) uiell = 1611 O 1o+ 1.

Basta encontrar la cardinalidad de G HY,

1=1
Gracias a la observacién y al hecho de que |Gy,| = |Gy, ex1| = |g: Hg;*| =
|H| se tiene que
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| O moif= S (] -1) + 1= S(H| - 1)+ 1=n([H] 1) +1.

1= i=1 i=1
Ahora describamos la cardinalidad de G en términos de la cardinalidad de
H: Dado que X y G/H son G- conjuntos isomorfos tenemos que | X| = ik
entonces |G| = | X||H| = n|H]|.

Por lo tanto

IN| = n|H| - [n(|H|-1) +1] + 1 = n.

Gracias al hecho de que N = (G 6 HY%) u{e} tenemos que todos los
i=1

elementos de GG o bien pertenecen a N o bien a alguno de los n estabi-
lizadores, es decir, aquellos elementos de G que no pertenecen a N son
conjugados de un elemento no identidad de H. Por lo tanto, podemos decir
que existe un conjunto de representantes de las clases de conjugacion de
G {e,ha,...,hs,y1,...,yt}, donde {e, ha,..., hs} son los representantes de
las clases de conjugacién de H y {y1,...,y:} son los representantes de las
clases de conjugacién de G que conforman N - {e}.

Sean ¢1,...,ps los caracteres irreducibles de H y consideremos ¢; 1+ G
con i€ {l,...,s}, entonces gracias a la proposicién |3.6.16], tenemos que:
_lal

(0i 1 G)(e) = ile) = nwi(e).
|H|
Veamos que (p; 1 G)(hj) = pi(h;) para toda h; € {ha,..., hg}.
Supongamos que ghjg™' € H con ge Gy g #e.

Dado que H = G,, se tiene que
ghjg_1 °ex) =11

entonces tenemos que

hjg_l e = g_1 ® .
Por lo tanto h; deja fijos a 1 (por ser un elemento de H) y a g ez, pero
el tnico elemento de G que puede fijar a mas de un elemento es e, por lo
que se concluye que
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g ltexy=m
y por lo tanto g, g e H.

Por lo que gracias a la proposicion [3.6.16] se sigue que

(pi 1 G)(hy) = % ¢i(hj) =

wi(hy).

Y es claro gracias a la proposicién [3.6.20 (1) que (p; 1 G)(yx) = 0 para
toda ke {1,...,t}.

Z ©i(yhy™) = Y pilyhjy™t) =

1
[H] e IHIy IHIy

Tomemos i € {2,...,s}, y sea 1, = (¢; 1 G) = (vi(e)e1 1 G) + (wi(e)x1),
entonces 1; es un caricter virtual de G.

Gracias al anélisis que hicimos anteriormente, se tiene la siguiente tabla de
caracteres para todas j€{2,...,s} y ke {l,...,t}:

g e h; Yk
pit G ngi(e)  @i(hy) 0
pi(e)pr1 1 G np;(e) pi(e) 0
pi(e)x1 pi(e) wile) pi(e)
i pi(e) wi(h;) wi(e)

Por lo tanto:

(zwz( WP+ 2 Wig))=

|G| geN zeX e+geGy

(ﬂ%adh)

1

=i(n(ei(e)?+n T |i(h)P) =

i = iy P =1
G oz |H| Z lpi(h)I? = (@i, i)
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n
Sabemos que ¥; = ¥ a;¢; con a; enteros, como (v;,1;) = 1, gracias al
j=1

i=1

algin k y a; =0 Vj # k, lo quze implica a su vez que @i =1; 0 Y = —;.
Suponiendo que ¢y = —t; tendriamos que @i (e) = —¢;(e) = —p;(e), pero
vi(e) es la dimensién de un CG-médulo irreducible, por lo que —p;(e) < 0
y esto a su vez implica que ¢i(e) <0, lo que es una contradiccién.

Concluimos entonces que @ = ;.
S

n
corolario [3.3.13| se sigue que 3 a? =1, por lo tanto a =1 o ax = —1 para

Sea x el cardcter ¥ v;(e)y; de G. La relacién de ortogonalidad de las
i=1

columnas implica que:
x(h) =¥ ¥i(e);(h)y=0sie+heH.
i=1

Gracias al teorema [2.5.10| y a la tabla antes descrita sabemos que para
yeN :

»

X(9) = £ 0(e)ulu) = X (pi(e))? = A1

=1

De esto se sigue que x(g) =|H|si ge Ny x(g) =0si ge G\N.

Por lo tanto N = {g € G : x(g) = x(e)}, y asi por la observacién (3.1.10
concluimos que N < G, que era lo que queriamos probar. O

Cabe mencionar que la versién que hemos trabajado en esta tesis es una
versién combinatoria del teorema de Frobenius, pero existen otras formas
de enunciarlo, ver [6] y [I1]. Por ejemplo en [II] el autor nos otorga una
forma de enunciar el teorema de Frobenius utilizando conceptos que no de-
finimos en el trabajo, como complemento de Frobenius, kernel de Frobenius
y producto semidirecto:

Teorema 4.0.7. Sea G un grupo de Frobenius con un complemento de
Frobenius H y un kernel de Frobenius K. Entonces K 4 G y por lo tanto
G es el producto semidirecto K x H de K y H.

Posteriormente nos brinda un resultado que se sigue directamente del
teorema de Frobenius mostrando una de las tantas consecuencias que tiene
el mismo y su utilidad en la bisqueda de la clasificaciéon de grupos finitos:
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Teorema 4.0.8. Todos los C A-grupos finitos de orden impar son solubles.

Este ultimo teorema es llamado El teorema de Suzuki en C A-grupos.

Este teorema ejemplifica muy bien el significativo avance que representd
la teoria de caracteres propuesta por Frobenius y que posteriormente ayu-
darfia a definir nuevos conceptos que aportarian mucho a la clasificacion de
grupos finitos.

Concluyendo la primera parte de [I1] el autor escribe lo siguiente:

” But even for the simplest two results on this ladder — Frobenius and Su-
zuki — it seems remarkably difficult to find any proof that is not essentially
the character-based proof”, reafirmando asi la poderosa herramienta que
constituye la teoria de caracteres y que se intenté desarrollar de la mejor
manera en este trabajo.
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Anexo: Propiedad universal
del producto tensorial

A continuacion se dara una construccién més general del producto ten-
sorial entre k-espacios vectoriales para complementar lo dicho en el trabajo
respecto a este tema en el &mbito de los F'G-médulos, expondremos también
la propiedad universal del producto tensorial y concluiremos este apéndice
con la obtencién de la dimensién del producto tensorial de dos espacios
vectoriales. Todo esto nos otorgara una perspectiva mucho mas amplia de
la que se expuso originalmente e incluso responde a algunas preguntas que
pueden surgir en el lector.

Teorema 5.0.1. Sean dos espacios vectoriales U y V' sobre un campo K,
entonces existe un unico (salvo isomorfismo) espacio vectorial T sobre K
y un operador bilineal w: U xV — T tal que

1. <Imm>=T

2. Para todo W espacio vectorial y todo operador bilineal B:U xV —>
W existe una unica transformacion lineal f: T — W tal que fom =
B,

es decir, el siguiente diagrama es conmutativo.
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UxV-Z2Z->sT

|
X \Lalf

w
(T,7) es llamado el producto tensorial de U y V.

Demostracion. Probaremos primero la unicidad.
Supongamos que existen (T’,7) que cumplen con las dos propiedades del
teorema, entonces tenemos que

Tl

|
\ I 3lg,
7 %

del diagrama anterior se sigue que g 0 gs = Id y a su vez gs o g1 = Id.
Por lo tanto T'= T”. Lo que prueba la unicidad.

Veamos la existencia.

Sea C(UxV)={f:UxV — K : fes de soporte finito}. Notemos que
una base de C'(U x V') es el conjunto {J(, ) : (z,y) € U x V} donde 6,4
son funciones que en (x,y) son 1y en el resto del dominio 0.

Sea N(U x V') el subespacio de C(U x V') generado por los vectores

flau+ Bu’,v) = daurpur v = W (uw) = BO(u v)
g(u, v + Bv') = 0y avspor = A(y ) = BI(uwr)-
es decir,
NU xV) ={{f(au+ pu,v),g(u,av+ Bv") :a, B € K,u,u’ € Uyv,v" € V}).

Sea T'= C'(U x V)/N(UxV)_con_7=§si ysolosi f-ge N(UxV) y las
operaciones f+g=f+gy af =af para todo a € K.

Seam:UxV — C(UxV) — C(U xV)/N(U x V) con la siguiente
regla de correspondencia
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7r(u, U) = (5(%@).

Es claro que 7 es bilineal.

Veamos que (Imm) =T.

Sea feT con feC(UxV), entonces f es de soporte finito y asf se sigue
que J = f~H(K - {0}) es finito. Por lo que se tiene que

f= X f(uav)é(u,v)

(u,v)ed

?: ) f(uav)m

(u,v)eJ
por lo tanto
F € By (u,0) €U x V) = m(u,0) s (u,0) €U x V),

Asi, podemos deducir que (Imn) =T.

A continuacién probaremos la propiedad universal del producto tensorial.
Veamos que dado W un K-espacio vectorial y una funcién B: UxV — W
bilineal existe una tnica funcién f:7T — W lineal tal que fomw = B.

Sea g: C(U x V) — W con la siguiente regla de correspondencia

g(é(u,v)) = B(U, U)'

Notemos que g es lineal ya que estd definida en la base de C(U x V),
ademds de que B es bilineal y N(U x V') ¢ Kerg, por lo tanto, podemos
definir f: T — W con f (M) = B(u,v) y asf concluimos que existe una
Unica transformacion lineal f tal que fom = B. O

Notaciéon 5.0.2. Al espacio vectorial T' lo denotamos por U ® V' y lo
llamamos el producto tensorial de U y V.

Lema 5.0.3. Sean U,V y W espacios vectoriales sobre K, entonces L(U ®
V.W) = Bil(U x V, W)

Demostracion. Basta recordar la propiedad universal del producto tenso-
rial donde el siguiente diagrama conmuta
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y definir la funcién ¢ : L(U @ V,W) — Bil(U x V,W) con la siguiente
regla de correspondencia

P(l)=1lom.

Lo que es suficiente para concluir la prueba. ]

Corolario 5.0.4. Sean dos espacios vectoriales de dimension finita U y V
con dimensiones n y m respectivamente sobre k, entonces dim(U ® V') =
nm.

Demostracion. dim(U @ V) = dimL(U ® V,K) = dimBil(U x V,K) = nm.
O
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