UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FAcULTAD DE CIENCIAS

CARACTERIZACION DE DENDROIDES POR
RETRACCIONES SOBRE ARBOLES

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

MATEMATICO

P R E S E N T A

RI1CARDO GARCIA MARTINEZ

TUTOR

DR. ALEJANDRO ILLANES MEJIA

C1upAD UNIVERSITARIA, CD. MX., 2021




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Hoja de informacién

. Datos del alumno

Garcia

Martinez

Ricardo

9512421138

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Licenciatura en Mateméaticas

416062494

. Datos del tutor
Dr.

Alejandro

Illanes

Mejia

. Datos del Sinodal 1
Dra.

Patricia

Pellicer

Covarrubias

. Datos del Sinodal 2
Dr.

Leobardo

Fernandez

Roméan

. Datos del Sinodal 3
Dr.

Jorge Marcos
Martinez

Montejano

. Datos del Sinodal 4

r.
Rodrigo Jests
Hernédndez
Gutiérrez

. Datos del Trabajo }
Caracterizacion de Dendroides por Retracciones sobre Arboles.

67 pp.
2021



Agradecimientos

A mis padres Jaqueline y Eduardo y a mi hermano Carlos por su gran
apoyo durante toda mi formacion académica y alentarme a dar lo mejor de
mi.

A mis profesores por guiarme a través de este maravilloso campo que son
las matematicas.

A mis companeros y amigos por estar a mi lado a lo largo de estos anos,
ayudandome a crecer personal y profesionalmente.

I1



Indice general

Introduccién

1. Preliminares

1.1. Hiperespacios . . . . . . . . . . oot i
1.2, Dendroides . . . . . .. ..o
1.3. Cubiertas y Nervios . . . . . . .. .. .. .. . ... ..
1.4. Retracciones . . . . . . . . .. ..o

2. La propiedad P(S)

2.1. Reduccion de la demostraciéon

2.2. Definicion de la Propiedad P(S)
2.3. Propiedades del continuo minimal Z

3. Arcos y cadenas
Indice de definiciones

Bibliografia

IT1

46

65

66



Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo con mas de un
punto. Un subcontinuo de un continuo X es un espacio no vacio, compacto
y conexo de X. Entonces los conjuntos de un solo punto son subcontinuos.

Los continuos constituyen una clase de espacios topoldgicos particular-
mente interesante y también muy extensa. Por muchas razones el continuo
maés simple es el intervalo [0, 1]. Otro continuo muy simple es la circunferen-
cia unitaria S centrada en el origen dentro del plano. Un arco es un espacio
homeomorfo a [0, 1] y una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo
a St

Los siguientes continuos mas sencillos son las graficas finitas, las cuales
se construyen como sigue: tomamos un nimero finito de arcos Ay, ..., A,.
Hacemos B; = Ay, By = A; U A,, donde Aj se pega a A; por uno o los dos
extremos de As. El continuo B3 se construye uniendo As a By por uno o los
dos extremos de Az y entonces Bs = By U A3. Se continta este proceso hasta
obtener B, = A; U...U A,. Las gréficas finitas son todos los continuos B,
que se construyen de esta manera. Dotamos a B,, con la topologia donde un
conjunto U es abierto si y solo si, para toda i € {1,...,n}, UN A; es abierto
en A;. Dada una grafica finita G se dice que G es un arbol si y sélo si G no
contiene curvas cerradas simples.

Otra clase de continuos relativamente simple y popular es la de los den-
dorides. Un dendroide es un continuo arcoconexo tal que la interseccion
de cada par de subcontinuos es conexa. El arco y las graficas finitas de tipo
arbol son dendroides. La palabra dendroide deriva del griego "déndron"que
significa arbol, méas adelante explicamos la relacion de estos espacios con este
nombre. En la Figura 1 mostramos algunos ejemplos de dendroides.

El término dendroide fue utilizado por primera vez por el matematico
polaco Bronislaw Knaster en el problema 323 de la revista Colloquium Mat-
hematicum 8, (1962), pagina 139, donde Knaster pregunta por una caracte-
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Figura 1: Ejemplos de dendroides

rizacion interna de los dendroides aplanables. Esta caracterizacién no se ha
conseguido pero si se saben muchas cosas de los dendroides, como que todos
ellos son de dimensién uno y por lo tanto encajables en R3.

Si bien fue Knaster quien les dio nombre por primera vez, los dendroides
ya habian sido considerados por algunos autores antes. Por ejemplo, K. Bor-
suk ya habia probado que tienen la propiedad del punto fijo [3]. Para una
buena introduccion a los dendroides podemos recomendar el articulo [5] y
para conocer problemas abiertos en esta area recomendamos el articulo [12].

Aunque Knaster adopto la definicion que hemos enunciado, la idea geomé-
trica que tenia de ellos es que eran los continuos X con la siguiente propiedad:

Propiedad D Para todo € > 0 existen un arbol 7" C X y una funcién
continua r : X — T tal que r(p) = p, para toda p € T'y que ademéas cumple
que para toda p € T, el didmetro de r~*({p}) es menor a e.

Informalmente podemos enunciar esta propiedad diciendo que para toda
€ > 0, podemos hallar un arbol T" dentro de X tal que X tiene la forma de 7.
Los dendroides serian entonces continuos "parecidos" a los arboles. De aqui
su nombre.

Lo sorprendente e intrigante es que a 60 anos de su nacimiento formal no
se sabe si los dendroides tienen la propiedad D y éste es uno de los problemas
abiertos mas importantes de la teoria de continuos.
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A principios de la década de 1970, J. B. Fugate "mostré" que los dendroi-
des abanicos [8] y los dendroides suaves [9] tienen la propiedad D. Ponemos
comillas en mostr6 porque las pruebas de Fugate, ain para estas dos cla-
ses muy particulares de dendroides son erréneas. De hecho, en su tesis de
licenciatura Marcela Ordorica Arango desarrollé la prueba de Fugate para
dendroides suaves y mostroé que hay al menos un paso en el que esta prueba
no se puede aplicar para todos los dendroides de esta clase [14]|. Asi que lo
mas amable que se puede decir al respecto es que la prueba esta incompleta.

Otro investigador que trabaj6 fuertemente en el problema de determinar
si los dendroides tienen la propiedad D fue el francés Robert Cauty. Sam B.
Nadler en su libro [13], en la pagina 192 comentd respecto a este problema:
"Recently Robert Cauty has announced an affirmative answer". Este libro
fue publicado en 1992.

Después de este anuncio no se supo mas de Robert Cauty hasta el ano 2007
cuando escribi6 el articulo "Sur 'aproximation des dendroides par des arbres”
|4]. Debe haber sido en el "Spring Topology and Dynamics Conference" de
2008 donde se dio la siguiente conversacion durante una de las platicas:

Investigador 1: Cauty ya prob6 que la conjetura de los dendroides tiene
una respuesta positiva.

Investigador 2 (un poco molesto): No podemos creerlo hasta que el
trabajo esté perfectamente revisado y publicado. Cauty ya habia anunciado
esto mismo antes y se habia equivocado. Ademas su costumbre de escribir en
francés hace que sus trabajos sean mas dificiles de leer y de creer.

Después de esto los especialistas en Teoria de Continuos decidieron espe-
rar a las revisiones del articulo. Lamentablemente Robert Cauty muri6 el 13
de julio de 2013. En 2014 el editor de la revista a la que el articulo habia sido
sometido, puso a disposicién de los especialistas el articulo e hizo saber que
anos antes habrian pedido a Cauty que aclarara algunas partes obscuras de
su prueba, para que los revisores pudieran determinar su validez. Cauty no
hizo este trabajo y hasta el dia de hoy no se sabe si su prueba sirve o podria
Servir.

En la nota bibliografica [1], escrita en ucraniano, los autores dicen que
Cauty resolvio el problema de los dendroides, pero en la bibliografia ponen el
articulo en la categoria de "preprint", por lo que creemos que su comentario
no tiene fundamento.

Con valentia decidimos abordar el articulo de Robert Cauty para tratar de
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determinar si la prueba es correcta o tiene algtn error irreparable. El francés
representa un obstaculo menor, el verdadero problema es la estructura, o me-
jor dicho la falta de ella, del articulo. Esto impidi6é que llegaramos mas lejos.
Lo que ofrecemos en este trabajo es la tercera parte del articulo con una es-
tructura clara y detallada. Cubrimos los conceptos y resultados preliminares
del desarrollo de la prueba. Asi, si en un futuro, hay algin otro valiente que
decida enfrentarse a esta empresa, ya tendra un escaléon importante donde
apoyarse.

Para abordar este trabajo necesitaremos los conceptos y resultados bési-
cos de la teoria de continuos, en especial aquellos resultados relacionados con
los dendroides. Estaremos trabajando constantemente con arcos y arboles,
por lo que es conveniente estar familiarizado con estos espacios y sus pro-
piedades. También es 1til conocer algunos conceptos basicos de la teoria de
graficas. En el primer capitulo expondremos todos los resultados necesarios
que seran utilizados a lo largo del desarrollo del trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Hiperespacios

Sea X un continuo no degenerado con métrica d. Un hiperespacio de X
es una familia de subconjuntos de X con alguna caracteristica en especial.
Algunos hiperespacios de suma importancia son:

(a) 2% ={A C X | A es cerrado y no vacio}, y
(b) C(X)={A€2¥ | Aesconexo}.

Notemos que C'(X) C 2%, por lo que basta darle una topologia a 2% que
C(X) heredara como subespacio.

Definicién 1.1.1 Sean X un continuo A C X y e > 0, la nube de radio
€ alrededor de A es:

D(A,e) ={x € X | existe a € A tal que d(x,a) < €}.

Definicion 1.1.2 Sea X un continuo. Dados A, B € 2%, se define la mé-
trica de Hausdorff como:

H(A,B)=inf{e>0| AC D(B,e) y BC D(A,e)}.

La demostracion de que H es una métrica puede consultarse en [13, p. 53].
Ademas con la topologia inducida por esta métrica los espacios mencionados
2% y C(X) resultan conexos y compactos |13, p. 59,61].
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Teorema 1.1.3 . Sean X un continuo con métrica d, {A,},—, y {Bn}.—,
dos sucesiones en 2% tales que lim, oo A, = A y lim, .o B, = B, donde
A, B € 2%, Entonces:

(a) si A, C B, para cada n € N, entonces A C B,
(b) lim, e A, UB, = AUB,
(¢) si A, N B, # 0, para cada n € N, entonces AN B # ().

Demostracién.

(a) Sea a € A. Ya que B es cerrado, bastara con que probemos que a € B.
Dada € > 0, existe n € N tal que H(A, A,) < 5y H(B,B,) < §. Tenemos
entonces que A C D(A,,5) y B, € D(B,5). Como a € A, existe p € A,
tal que d(a,p) < 5. Ya que p € B, existe b € B tal que d(p,b) < 5. Por la
desigualdad de triangulo, d(a,b) < d(a,p) + d(p,b) < e. Hemos probado que
a € B = B. Por lo tanto A C B.

(b) Veamos primero que si ¢ > 0, C,D,E,F € 2X H(C,D) < ey
H(E,F) < ¢, entonces H(C U E,D U F) < e. Para ver esto, tomemos p €
C' U E. Por simetria, podemos suponer que p € C. Como H(C,D) < e,
tenemos que C' C D(D,¢€). De manera que existe ¢ € D tal que d(p,q) < e.
Esto muestra que CUE C D(DUF ¢). Similarmente se muestra que DUF C
D(C UE,¢). Porlo tanto HCUE,DUF) <e.

Ahora tomemos ¢ > 0. Entonces existe N € N tal que para todan > N,
H(A,A,) < §y H(B,B,) < 5. Por el parrafo previo, H(AU B, A, U B,,) <
5 < €. Por lo tanto lim,, .o A, U B, = AUB.

(c) Para cada n € N sea x, € A, N B,. Puesto que z,, € X, que es
un espacio compacto, tenemos que existe una subsucesion {z,, },-, de la
sucesion {x,} ~, que converge a un punto x € X. Afirmamos que x € AN B.
Ya que, para toda k € N, {z,, } C A,, N B,,, por el inciso (a) {z} C Ay
{z} C B. Por lo tanto x € AN B. A

1.2. Dendroides

Definiciéon 1.2.1 Sea X un espacio topoldgico conexo. Decimos que X es
unicoherente si para todo par de subcontinuosY y Z de X, tales que Y UZ =
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X, se tiene que Y N Z es conexo.

Definiciéon 1.2.2 Un dendroide es un continuo X arco conexo, heredita-
riamente unicoherente, esto ultimo quiere decir que todo subcontinuo de X
es unicoherente.

Definicién 1.2.3 Sea x un punto de un dendroide X. Decimos que x un es
punto termainal si es extremo de cualquier arco de X que lo contiene.

Definiciéon 1.2.4 Sean X un dendroide y x € X. Decimos que X es colo-
calmente conexo en x si para cualquier abierto U de X que contiene a x,
existe un abierto V de X tal quep € V C U y X \'V es conexo.

Lema 1.2.5 Sean X un dendroide y Y y Z subcontinuos de X. Entonces
Y NZ es conezxo.

Demostraciéon. Si Y N Z = (), entonces es conexo. Si Y N Z # (), ya que
X es hereditariamente unicoherente, entonces Y U Z es un subcontinuo de
X con la propiedad de ser unicoherente. Por la definicion de este propiedad,
concluimos entonces que Y N Z es conexo. M

Lema 1.2.6 Sea X un dendroide, entonces:

(1) siz yy son dos puntos en X, Y es un subcontinuo de X tal que x,y € Y
y xy es un arco en X que une a x con y, entonces xy C Y,

(2) todo subcontinuo de X es un dendroide,

(3) para todo par de puntos distintos, p,q € X, erxiste un unico arco con
extremos p y q al que denotaremos por pq, también definimos pp = {p}.

Demostracidn.

(1) Puesto que xy y Y son subcontinuos de X, y X es un dendroide,
entonces por el Lema 1.2.5 zy N'Y es un subconjunto conexo del arco zy
que contiene a los puntos x,y. Como el tinico subconjunto conexo de [0, 1]
que contiene a los puntos 0 y 1 es el mismo intervalo [0, 1], tenemos que
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ry NY = zy. Por lo tanto xy C Y.

(2) Sea Y un subcontinuo de X. Debemos verificar que Y es hereditaria-
mente unicoherente y arco conexo.

Veamos primero que Y es hereditariamente unicoherente. Sean Z un sub-
continuo de Y. Puesto que Z es a su vez un subcontinuo de X, entonces Z
es unicoherente. Por lo tanto Y es hereditariamente unicoherente.

Veamos ahora que Y es arco conexo. Sean x y y dos puntos distintos en
Y. Por ser X arco conexo, existe un arco xy en X que une a x con y. Por el
inciso (1) tenemos que zy C Y, por lo tanto Y es arco conexo.

(3) Sean p,q € X. Puesto que X es arco conexo, existe un arco «, con
extremos p y ¢q. Veamos que este arco es tnico. Supongamos que existe otro
arco 5 con extremos p y ¢. Por el inciso (1), puesto que « es un arco con
extremos p y ¢ vy § un subcontinuo que contiene a p y a ¢, tenemos que a C f3.
Anélogamente 5 C a. Por lo tanto a = 3. R

Lema 1.2.7 Sea x un punto de un dendroide X. St X es colocalmente conexo
en x, entonces x es un punto terminal de X.

Demostracién. Supongamos que x no es terminal. Entonces existe un
arco pq de X tal que x € pq y x es diferente de p y de ¢q. Podemos dar un
abierto V de X tal que x € V'y VN {p, ¢} = 0. Puesto que X es colocalmente
conexo en  entonces existe un abierto W de X, talquex € W CV y X\ W
es conexo.

Como V N {p,q} = 0, entonces p y ¢q pertenecen a X \ W. Por el Lema
1.2.6(1), pg € X \ W, pero x € pg N W, lo cual es una contradiccion. Por lo
tanto x es un punto terminal. H

Lema 1.2.8 Sea X un dendroide, entonces:

(1) si A es un subcontinuo de X yp € X, eriste un unico punto a € A tal
que paNA={a} ypa\{a} C X\ A Sip¢ A, entonces a € Fr(A) =
ANX\ A y el punto a se caracteriza porque, para toda x € A, a € pz,

(2) siY,Z son subcontinuos de X tales que Y N Z = 0, entonces existen
Yo €Y y 29 € Z tales que, para todo y € Y y z € Z, el arco zyyy estd
contenido en el arco zy. Al arco zyyo lo llamaremos el arco irreducible
entre Zy Y.
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Demostracién.

(1) En el caso en que p € A, el punto a = p cumple con ser el Gnico
punto de A tal que pa N A = {a} y pa\ {a} C X \ A. Supongamos ahora
que p ¢ A Sean x € Ay «a : [0,1] — pzr un homeomorfismo entre el
intervalo [0,1] v el arco pz tal que a(0) = p y a(l) = x. Puesto que A
es compacto y conexo, tenemos que ofl(A) es un conjunto compacto y no
vacio. De manera que existe ¢ = mina~!(A). Como a(t) € A, a(l) € A
y «([t,1]) es un arco o un conjunto de un solo punto(si t = 1), y A es un
subcontinuo de X, tenemos que «a([t, 1]) € A. Sea a = «(t). Entonces a € px
ypanA=(a(0,))NA)U(a({thnA) = 0U ({a}n A) = {a}.

Ya que pa N A = {a}, entonces pa \ {a} C X \ A. Asi mismo a € Ay pa
es un arco, de modo que a € pa \ {a} € X \ A. Porlotantoa € ANX \ A =
Fr(A).

Veamos ahora que el punto a es tinico. Supongamos por el contrario que
existe b € A, tal que ppb N A = {b}. Como pa U pb es un subcontinuo de X,
por el Lema 1.2.5, (paUpb) N A = (panA)U (pbN A) = {a, b} es conexo. De
manera que a = b y por lo tanto el punto a es tnico.

Por tltimo veamos que a € px para todo x € A. Dado = € A, el arco xa
esta contenido en A. Ya que pa N A = {a}, entonces pa N xa = {a}, lo que
implica que pa U ax es un arco que une a p con x, puesto que este arco es
unico entonces pa U ax = pz, asi que a € px.

Figura 1.1: El punto a pertenece al arco entre p y cualquier punto de A.

(2) Tomemos un punto ¢ € Z, por el inciso anterior existe un tnico yg € Y
tal que, qyo NY = {yo} vy para toda y € Y, yy € qy. Del mismo modo existe
un dnico zg € Z tal que yozo N Z = {2}, y para toda z € Z, zy € yoz,
esto implica que zy € Yoq v Toyo € qyo. Veamos que el arco ypzg cumple las
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condiciones deseadas. Observemos que yozo N (Y U Z) = (Y020 NY) U (yozo N
Z) = (Y020 Nyog NY ) U (020 N Z) = (yoz0 N {yo}) U {20} = {y0, 20}, por lo
que yozo \ {¥0,20} C X\ (Y U Z).

Figura 1.2: Arco irreducible entre dos subcontinuos.

Sean y € Y y z € Z, entonces zzp C Z v yyo C Y, por lo tanto
yYo N Yoz = {Yo} ¥ Yozo N 202 = {z0}. Entonces yyy U yozo U 202z €s un arco
en X con extremos y y z. Puesto que existe un tnico arco entre cada par de
puntos, entonces yyo U yozo U 202 = yz y concluimos que 329 C yz. B

Lema 1.2.9 Sean X un dendroide y V un abierto de X tal que A= X \V
es conexo. Si ereg es un arco en X tal que erea NV # () entonces:

(1) {61,62}(7‘/7&@,

(2) para toda x € erea NV, existe e € {ey, e} tal que e €V y x pertenece al
arco irreducible entre e y A.

Demostracion.

(1) Observemos que ejes \ V = eje2 N (X \ V) es un conjunto conexo. Si
e1,e2 € X\ V, entonces ejey \ V' es un subcontinuo de ejes que contiene a eq
v a ey. Por el lema 1.2.6 (1), ejea \ V = e1e5 y e1e2 NV = () lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto {e1,ea} NV # ().

(2) Por (1) alguno de los extremos del arco pertenece a V', podemos su-
poner que e; € V. Analicemos tres posibles casos:

e Caso 1. {e1,ea} N A # 0.
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En este caso, ya que e; € V, entonces e; € A. Sea a € A tal que e;aNA =
{a}. Entonces a € ejes y e1e2MN A = aes. Tenemos entonces que eja es el arco
irreducible entre e; y Ay, puesto que x € ejea NV = ejes \ A = e1e0 \ {a},
entonces x € eja.

e Caso 2. {ej,e2} TV yeeaNA#D.

Como eje; N A es un subcontinuo contenido en el arco ejey, entonces es
un arco o un conjunto de un sélo punto. Existen por lo tanto, a;,as € ejes
tales que e;ea N A = aqaz, con e; < a; < ay < ey (en el orden natural del arco
eres con ey < e3). Dado que e;a; NA = {a1} y eaasNA = {as}, entonces eja;
y esas son los respectivos arcos irreducibles entre e; y Ay es y A. Notemos
que V Nejes = (e1a1 Uegas) \ {ay, az}. Como x ¢ A entonces z € eja; Uesas.
Si x € eja; entonces tomamos e = e; en caso contrario x € esas y tomamos
€ = €9.

e Caso 3. ejep C V.

Sean q € ejes y a € A tales que qa es el arco irreducible entre ejeq y A
(Lema 1.2.8). Entonces ga N A = {a}. Notemos que = € e;q U esq. Suponga-
mos que x € e1q. Puesto que e;gNqa; = {q} entonces e;qUqa es el arco eja,
ademas, puesto que e;aN A = (e;q N A) U (qa N A) = {a} entonces e;a es el
arco irreducible entre e; y A. Tenemos entonces que e; € V, eja es el arco
irreducible entre e; y A y = pertenece a él, hacemos e = e;. Analogamente
Si & € eaq, entonces e; € V, x pertenece al arco irreducible entre e; y Ay
tomamos e;.

Lema 1.2.10 Sean X un dendroide, A subcontinuo de X, x € X\Aya € A
tal que za el arco irreducible de x a A. Sean p € xa\ {x,a} y W un abierto
de X tales que p € W y x ¢ W, entonces existe un abierto V de X tal que
x €V y para toda y € V, el arco irreducible entre y y A intersecta a W.

Demostraciéon. Supongamos que no existe el abierto V. Entonces po-
demos construir una sucesion de puntos {z,} -, tal que lim, ,ooz, =z, y
el arco irreducible de x,, a A, que denotaremos por B,,, no intersecta a W.
Como el hiperespacio C'(X) es compacto, podemos suponer que la sucesion
{B,} 7, converge a un subcontinuo B de X. Ya que para todan € N, el arco
B,, intersecta a A, entonces B intersecta a A. Notemos que x € B. Entonces
za C B. Como cada B,, esta contenido en X \ W tenemos que B C X \ W.
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Esto es absurdo pues p € W Nxza C W N B. La contradicciéon termina la
prueba de la existencia de V. R

El conjunto de puntos de X donde X es colocalmente conexo seré deno-
tado por Ex = {x € X | X es colocalmente conexo en z}. Cuando no exista
confusion acerca del dendroide en que estemos trabajando denotaremos este
conjunto simplemente por E. Los matematicos J. Krasinkiewicz y P. Minc [10]
demostraron el siguiente teorema de gran importancia.

Teorema 1.2.11 (Krasinkiewicz-Minc) Sea X un dendroide. Entonces el
conjunto {x € X |z € pq y p,q € E}, formado por los puntos pertenecientes
a los arcos entre dos puntos en los que X es colocalmente conexo, es denso
en X.

El Teorema 1.2.11 puede encontrarse en la tesis de licenciatura de Marcela
Ordorica [14, Capitulo 3|, donde ella desarrolla una prueba en espanol con
todos los detalles necesarios. La demostracion original de este resultado puede
consultarse en [10, Teoremas 3.5 y 4.1].

Lema 1.2.12 Sea X un dendroide. Entonces el conjunto Ex es finito si y
solo si X es un drbol.

Demostracién. Supongamos primero que X es un arbol. Por el Lema
1.2.7, el conjunto Ex esta contenido en el conjunto de puntos terminales de
X, el cual es un conjunto finito por ser X un arbol. Por lo tanto Fx es finito.

Supongamos ahora que Ex es finito. Por el Teorema de Krasinkiewicz y
Mine, Xo = J{pq | p,q € Ex} es un conjunto denso en X. Pero X; es union
finita de arcos en un dendroide, por lo tanto es unioén finita de arboles y en
consecuencia es compacto. Por lo tanto, Xo = X, = X lo que implica que
X es conexo y entonces X es un arbol. B

Lema 1.2.13 Sean X un dendroide, Y un subcontinuo de X y x un punto
de Y. Entonces st X es colocalmente conexo en x, también Y es colocalmente
CONETO en .

Demostracion. Sea U un abierto de Y que contiene a x. Ya que Y es
un subcontinuo de X, existe un abierto W de X tal que U =Y NW. Puesto
que X es colocalmente conexo en el punto z, existe un abierto O de X que
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contiene a x, tal que O C W y que X \ O es conexo. Sea V = ONY, tenemos
entonces que z € V y V C U. Por tltimo veamos que Y\ V =Y N (X \ O),
puesto que Y y X \ O, son ambos subcontinuos de X, su interseccion es
también conexa. Por lo tanto, Y es colocalmente conexo en z.

1.3. Cubiertas y Nervios

Definicién 1.3.1 Sea X espacio topologico. Una cubterta C de X es una
familia de subconjuntos de X tal que X = |J, 0 A.

Una herramienta util que nos dara informacion acerca de una cubierta
es su nervio. Antes de definir el nervio de una cubierta conviene recordar
algunos conceptos de teorfa de Graficas.

Definicién 1.3.2 Una grdfica es un par ordenado G = (V, A), donde V' es
un conjunto finito y A C {{a,b} | a,b € V ya # b}. Los elementos de V
son llamados los vértices de G y los de A las aristas de G. Dados a,b €V
decimos que existe una arista entre a y b en G si a,b € A.

Cuando nos sea dada una grifica G denotaremos a los vértices como V(G)
y a las aristas como A(G).

Definicion 1.3.3 Sean H y G grdficas. Diremos que H es una subgrdfica
de HsiV(H) CV(G) y A(H) C A(G).

Definicién 1.3.4 Decimos que una grdfica G es conexa si para cualesquiera
dos elementos u y v en V(G), existe una secuencia finita u = vg, vy, ..., 0, =
v de elementos en V(G), de forma que, para todai € {0,1,...,n — 1}, se cum-
ple que {v;,vi1} € A(G). Llamaremos a la secuencia vy, vy, ..., Uy, 4N CAMINO
entre vy y v,. St la secuencia no repite vértices, entonces la llamaremos una
trayectoria. Si una grifica no es conexa diremos que es inconezxa.

Definicién 1.3.5 Dada una secuencia v = vg, vy, ..., v, de vértices de una
grifica G, con n > 3. Diremos que v es un ctclo si vg = v,, la secuencia
Vo, V1, - - -, Up_1 €S una trayectoria en G y {v,_1,v,} € A(G).

Definicién 1.3.6 Sea G una grifica, diremos que G es un drbol si es una
grdfica conexa y sin ciclos.
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Algunos resultados relevantes acerca de los arboles que nos seran de uti-
lidad son los siguientes.

Teorema 1.3.7 Dados vértices u y v de un drbol T, existe una tunica tra-
yectoria entre u y v.

Teorema 1.3.8 Sean T un drbol y e € A(T), entonces la grdfica T — e,
donde V(T —e) =V(T) y A(T —e) = A(T) \ {e}, es inconeza.

La demostracion del Teorema 1.3.7 puede hallarse en |2, Teorema 2.1, p.
25]. El Teorema 1.3.8 es consecuencia del Teorema 2.3 en |2, p. 27| puesto
que un arbol es aciclico. Con esta informaciéon estamos listos para definir el
nervio de una cubierta.

Definicién 1.3.9 Dados un conjunto no vacio X y una familia finita F de
subconjuntos no vacios de X, a F le asociamos una grdfica N(F) a la que
llamaremos el nervio de F de la siguiente manera:
Los vértices de N(F) son los elementos de F y las aristas de N(F) son
los pares de elementos {F,G} de F, tales que F # G y F NG # (.
Diremos que N(F) es un drbol si:

(a) no existen tres elementos diferentes entre si F, G y J tales que FNGNJ #
0.

(b) como grifica, N(F) es un drbol, es decir, es una grifica conexa que no
tiene ciclos.

En general el nervio de una familia de conjuntos es un objeto mas com-
plicado. La grafica que acabamos de definir es sélo lo que se conoce como la
parte de dimension 1 del nervio. Adoptamos esta definicion porque esto es
todo lo que necesitamos.

En este trabajo usualmente las cubiertas que usaremos seran denotadas en
la forma F = {F) | A € A}. Para que todo funcione correctamente supondre-
mos que si A # v, entonces I # F,. Otra cosa importante que supondremos
es que F\ # () para toda A € A.

Observacion. Puesto que en la grafica N(F) tenemos que las aristas
son pares de elementos diferentes con intersecciéon no vacia, podemos dar la
siguiente equivalencia respecto a que N (F) sea conexo. Esta equivalencia nos
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= 4.

Figura 1.3: El nervio de la cubierta de esta figura no es un arbol, por dos
razones: tiene tres elementos distintos entre si que tienen interseccién comin
y también contiene un ciclo.

Figura 1.4: El nervio de esta cubierta si es un arbol a diferencia de la Figura
1.3

serd de utilidad puesto que sélo involucra propiedades de la cubierta F.

Dada una cubierta F = {F\ | A € A} de un conjunto X, decimos que el
nervio N(F) es conexo si para cualesquiera dos elementos Fy\ y F, en F,
existe una secuencia finita Fy = F\,, Fy,, ..., F\, = F, de elementos en F,
de forma que, para cada i € {0,1,...,n — 1}, se cumple que F\, N F\,,, # 0.
Llamaremos a la secuencia Fy,, F\,, ..., F\, un camino entre F\, y F),. Si
la secuencia no repite vértices entonces la llamaremos una trayectoria.

Definicién 1.3.10 Sean X un dendroide, A un subconjunto de X y F =
{F\ | A € A} una cubierta de X. Definimos la restriccion de F a A como
la familia FIA={F\NA| F\NA#0y\e A} . Notemos que por ser F
una cubierta de X entonces F|A es una cubierta de A.

También definimos la estrella de A en F, denotada por St(A,F) como
la union de elementos de F que intersectan a A. Es decir St(A, F) = J{F) |
AEA yFAﬂA#Q}
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La familia St(F) = {St(F\,F) | A € A} serd llamada la estrella de F y
es una cubierta de X.

Definiciéon 1.3.11 Sean F una cubierta de un espacio X y F un vértice de
N(F). El grado de F, denotado por §(F), es la cantidad de elementos G de
F para los cuales {F,G} es una arista de N(F).

Dado F € F, si N(F) es un drbol, distinguimos tres tipos de vértices de
acuerdo a su grado.

1. Si §(F) =1, diremos que F es un vértice terminal.
2. Si 6(F) =2, diremos que F es un vértice intermedio.

3. Si 0(F) > 3, diremos que I es un vértice de ramificacion.

Ademds, si R ={Fy,...,F,} es una sucesion de vértices de N(F), deci-
mos que R es una rama si Fy y F,, son vértices terminales o de ramificacion,

los demds vértices son intermedios y Fy, ..., F, es una trayectoria de Fy a
E,.

Definicion 1.3.12 Dada una cubierta F = {F\ | A € A} de un conjunto X
y dada una familia G = {Gx | A € A} tal que G\ C Fy para toda A € A.
Diremos que sus nervios son naturalmente itsomorfos , y escribiremos
N(G) = N(F), sila funcion h : G — F dada por h(G,) = F\ es un iso-
morfismo de grdficas. Esto significa que si N,y € A, entonces F\ N F, # ()
si y sdlo si Gy NG, # 0. Como estamos pidiendo que para toda X\ € A,
G C F\, entonces la equivalencia mencionada arriba se reduce a la implica-
cion: Fx N F, # 0 implica que G\ NG, # 0.

Definicién 1.3.13 Sea F = {F\ | A € A} una familia finita de conjuntos
cerrados de un dendroide X tal que N(F) es un drbol. Diremos que un drbol
T C X, contenido en la union de los elementos de F, estd correctamente
colocado en F si es posible elegir, para cada A € A, una componente coneza
Cy de T'N Fy de manera que T = | J, Cx. Cuando fijemos tales componentes
llamaremos a C) la componente distinguida de T N F).

Lema 1.3.14 Sean X un espacio conexo y F = {Fy | X € A} una cubierta
finita de cerrados (o de abiertos) de X. Entonces el nervio de F es conezo.
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Figura 1.5: En la cubierta de la izquierda el 4rbol est& correctamente coloca-
do, en este caso la eleccion de las componentes distinguidas es inica. Ademés
podemos ver que los elementos de la cubierta no tienen que ser necesaria-
mente conexos. En la cubierta de la derecha el drbol no estd correctamente
colocado, en los elementos de la cubierta marcados con linea punteada no
es posible elegir una tinica componente de manera que su unién sea todo el
arbol.

Demostracién. Supongamos que el nervio de F no es conexo. Entonces
existen F, y I, para los cuales no existe un camino de elementos de F entre
ellos. Definimos las familias A = {F)\ € F | existe un camino de F, a F)}y
B = {F\ € F| no existe un camino de F, a F\}. Sean A=JAy B =5,
entonces A y B son dos subconjuntos cerrados (o abiertos en el otro caso)
de X tales que ANB =0y AUB = X. Ademas F, C Ay F, C B, por
lo que A y B son no vacios. Esto implica que X es inconexo, lo cual es una
contradiccion. B

Lema 1.3.15 Sean X un dendroide, F = {F) | A € A} una cubierta cerrada
finita de X y T un drbol en X. Supongamos que N(F) es un drbol y que T
estda correctamente colocado en F. Para cada N € A sea Cy la componente
distinguida de F\ NT y sea C = {C\ | A\ € A}. Entonces C es una cubierta
deT y N(C) = N(F).

Demostracion. Por definicion tenemos que 1" = |J,., C», asi que C es
una cubierta de T'. Ya que cada C\ es una componente conexa de un conjunto
cerrado en X, tenemos que cada C), es cerrado en X y, por lo tanto, también
en T'. De modo que C es una cubierta cerrada finita de un conexo. Por el
Lema 1.3.14, el nervio de C es conexo.
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Figura 1.6: En esta cubierta el arbol se encuentra correctamente colocado.
En este caso la elecciéon de las componentes distinguidas no es tnica.

Veamos que los nervios de C y F son naturalmente isomorfos. Sean A,y €
A. Puesto que para toda A € A, C, C F), entonces si C\ N C,, # ) se tiene
que F\ N F, # (.

Supongamos ahora que F) N F,, # (), pero que C, N C, = (). Puesto que
el nervio de C es conexo, existe una trayectoria C\ = Cy, C1,...,C, = C, en
N(C), con n > 2. Puesto que para toda i € {0,...,n — 1}, C; N Ciyqy # 0
entonces F; N Fi11 # 0, lo que implica que F)\ = Fy, Fy,..., F, = F, es
una trayectoria en N (F) diferente de la arista {F), F,}. Esto contradice el
Teorema 1.3.7, pues N(F) es un arbol.

Por lo tanto C\ N C, # 0 si y solo si F\ N F, # 0 y concluimos que
N(F)=N(C). 1

El siguiente resultado fundamental fue probado por H. Cook en [6]. La
manera de describirlo en palabras es: Todos los dendroides son arbolados.

Lema 1.3.16 Para cualesquiera dendroide X y € > 0, existe una cubierta
abierta finita ¥V = {Vy | A € A} tal que el nervio de'V es un drbol y el diametro
de cada V) es menor a €.

Lema 1.3.17 Sea V = {V)\ | A € A} una cubierta finita de abiertos de un
dendroide X tal que su nervio es un drbol. Entonces existe una cubierta
abierta U = {Uy | A € A} tal que para toda N € A, Uy CV, y N(U) = N(V).

Demostracion. Puesto que V es una cubierta finita podemos dar una
numeracion de sus elementos y escribirla asi V = {V3, V5, ..., V,}.
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Tomemos el primer elemento V;. El conjunto D; = X \ Uwél Vi es un
subconjunto cerrado de X, contenido en el abierto V;. Por la normalidad de
X existe un subconjunto abierto U; de X tal que D; C U; C U, C V.

Sea Vy = {Uy, Vs, ..., V,}. Notemos que V; es una cubierta abierta de X
y por el Lema 1.3.14 su nervio es conexo.

Veamos que el nervio de esta cubierta es naturalmente isomorfo a N (V).
Como V y V; coinciden en los elementos V5, ..., V, y U; C Vj, s6lo tenemos
que probar que si ViNV}, # () para alguna k € {2,...,n}, entonces UyNVj, # .

Supongamos por el contrario que existe k € {2,...,n} para la cual V; N
Vi # 0, pero Uy NV, = 0. Como el nervio de V; es conexo, existe una
trayectoria Uy = Wy, ..., W,, = Vi en N(V;) que conecta a Uy y Vi, donde
los conjuntos W1, ..., W,, son distintos entre si. Notemos que W5 es diferente
de Uy y Vi. Como U; C Vi, tenemos que Vi = W{,..., W/ = Vj es una
trayectoria entre V; y Vi en el nervio de V diferente a la trayectoria que
consta solo de V; y Vj, lo cual es una contradiccion pues N (V) es un arbol. Esta
contradiccidon termina la prueba de que los nervios de V y V; son isomorfos.

En la misma forma en que reemplazamos V; por U;, podemos sucesiva-
mente reemplazar cada uno de los abiertos V; por un abierto U; que satisfaga
U; C V; de tal forma que al final se obtenga una cubierta U = {Uy,...,U,}
que satisfaga las condiciones deseadas. B

1.4. Retracciones

Definiciéon 1.4.1 Sean X un espacio topolégico y A C X. Decimos que A
es un retracto de X si existe una funcion continua r : X — A tal que para
toda a € A, r(a) = a, o equivalentemente |4 = ida. La funcidn r es llamada
una retraccion de X sobre A.

Definicion 1.4.2 Sean F = {F\ | A € A} una cubierta de un espacio topo-
logico X y'Y un subconjunto de X. Decimos que una retraccionr : X — Y es
una F-retraccion si para toda v € X, existe A € A tal que {x,r(x)} C F).

Definicién 1.4.3 Sean Y un subconjunto de un espacio métrico X con mé-
trica d yr: X —Y una retraccion de X sobre Y. Dada € > 0, decimos que
r es una e-retraccion si para toda v € X, d(xz,r(x)) <e

Definicién 1.4.4 Sea A un continuo. Decimos que A es un retracto ab-
soluto si para cada continuo X, para el que existe una funcion inyectiva
continua f: A — X, f(A) es retracto de X.
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Definiciéon 1.4.5 Sea A un continuo. Decimos que A es un extensor ab-
soluto si siempre que tenemos un continuo X, un cerrado Y C X, y una
funcion continua f 1Y — A, existe una funcion continua F': X — A tal que

Fly = f.

Ejemplo. Por el Teorema de Extension de Tietze |7, p. 149, el intervalo
[0, 1] es un extensor absoluto.

Lema 1.4.6 Sea X = Il,c;X,, donde J es un conjunto a lo mds numerable
y para cada o € J, X, es un extensor absoluto. Entonces X es un extensor
absoluto.

Demostracion. Como definimos la nociéon de extensor absoluto sélo para
continuos, tenemos que decir por qué X es un continuo. Para esto se pidi6 que
J sea a lo mas numerable, pues de esta manera tenemos que X es metrizable.
Ademas X es compacto y conexo porque cada factor del producto lo es. Sean
Z un continuo, A un subconjunto cerrado de Z y f : A — Il,c;X, una
funciéon continua.

Para cada 8 € J, sea mg : [I,e X, — X3 la proyeccion natural sobre Xg.
Para cada 8 € J, definimos la funciéon fs : A — X como fz = mgo f. Puesto
que mg y f son funciones continuas, tenemos que fz es una funcién continua
de A en el extensor absoluto Xjz. Por lo tanto existe una funciéon continua
Fg 4 — Xﬁ tal que F5|A = fﬂ.

Definamos F' : Z — Il,e;X, como (F(x)), = F,(z) para toda a € J.
Es decir, en la coordenada «, F' toma el valor F,. La funcién F' es conti-
nua pues cada una de sus funciones coordenadas lo es y si a € A, entonces
(F(a))a = Fala) = fala) = (f(a))a. Porlo tanto Fls = fy X = ey X, es
un extensor absoluto. W

Observacion:Puesto que [0, 1] es un extensor absoluto, entonces el Lema
1.4.6 implica que el cubo de Hilbert @@ = I1,,cn]0, 1] es un extensor absoluto.

Lema 1.4.7 Ser retracto absoluto y extensor absoluto son propiedades topo-
logicas

Demostraciéon. Sean Z un espacio topolégico y Y un espacio homeo-
morfo a Z con h : Z — Y homeomorfismo.
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Supongamos que Z es retracto absoluto. Sea X un continuo tal que existe
f Y — X continua e inyectiva, entonces f o h : Z — X es una funcion
continua e inyectiva. Como Z es retracto absoluto existe una funciéon continua
r: X — f(h(Z)) = f(Y) tal que para toda = € f(h(Z)) = f(Y), r(z) = .
Entonces r es una retraccion de X sobre f(Y), por lo tanto Y es retracto
absoluto.

Supongamos ahora que Z es un extensor absoluto. Sean X un conti-
nuo, A C X cerradoy f : A — Y una funcién continua. Notemos que
g = h™'o f es una funcién continua de A en Z, por lo que existe una
funcion continua G : X — Z tal que G|4 = g. Sea F' = h o G. En-
tonces F' es una funciéon continua de X en Y y si a € A, tenemos que
F(a) = h(G(a)) = h(g(a)) = (k7 (f(a))) = f(a). De donde F|4 = f. Por
lo tanto, Y es extensor absoluto. H

Lema 1.4.8 Sea A un extensor absoluto. St B C A es un retracto de A,
entonces B es un extensor absoluto.

Demostracién. Sean X un continuo, ¥ C X cerradoy f:Y — B una
funcién continua. Tomemos r : A — B una retraccion de A sobre B. Observe-
mos que f es también una funcién de Y en A, por lo tanto existe una funcién
continua G : X — A tal que G|y = f. Sea F' = r o G. Esta es una funcién
de X en B continua y si y € Y, entonces F(y) = r(G(y)) =r(f(y)) = f(y)
pues f(y) € B. Por lo tanto F|y = f y B es extensor absoluto. H

Lema 1.4.9 Sea A un continuo. Entonces A es retracto absoluto si y sdlo si
A es extensor absoluto.

Demostraciéon. Supongamos que A es retracto absoluto. Sabemos que
todo continuo puede ser encajado en el cubo de Hilbert (Q) [14, Lema 1.34,
p-10] que es extensor absoluto. Entonces A es retracto de Q y por el Lema
1.4.8, A es extensor absoluto.

Supongamos ahora que A es extensor absoluto. Sea Z un continuo para
el cual existe f : A — Z continua e inyectiva. La funcion f=1: f(A) — A es
continua y como f(A) es cerrado en Z, por ser A compacto y ser A extensor
absoluto, existe g : Z — A tal que g|ya) = f~'. La funciéon fog: Z — f(A)
es una funcion continua y si y € f(A), entonces f(g(y)) = f(f~(y)) = .
Por lo tanto f(A) es retracto de Z. Por tanto A es retracto absoluto. B
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Lema 1.4.10 Sean X un continuo y Xy, Xo subcontinuos de X tales que
X = X1 U Xs. Supongamos que X1 N Xa, X1 y Xa son retractos absolutos.
Entonces X es retracto absoluto.

Demostracion. Supongamos que Y es un continuo con métrica d y que
X CY.DadospeY y ACY, con A # (), definimos d(p, A) = inf{d(p,a) |
a€ A}

Definimos los conjuntos Y7 = {p € Y | d(p,X1) < d(p,Xs)} v Yo =
{peY | dp, Xs) < d(p,X1)}. Tenemos entonces que Y1 NYy, = {p € YV |
d(p, X1) = d(p, X2)}. Notemos que Y, Yo y Y1 NY; son todos cerrados de Y.

Como X1NX5 es retracto absoluto existe una retraccion ro : Y — X;NXos.
Para cada i € {1,2}, definimos la siguiente funcion f; : (Y1 NY;) U X; — X;
como:

= { 0 5w
D, 51 p e X,

Observemos que si p € (Y1 NY3) N X;, entonces d(p, X1) = d(p, Xz2) v
d(p, X;) = 0. Esto implica que p € X; N X5 y por lo tanto r(p) = p. Por lo
tanto la funcion f; estd bien definida y es una funcién continua.

Por el Lema 1.4.9, X, es extensor absoluto. Asi que existe una extension

continua 7; : Y — X, de la funcién f;. Definimos r : Y — X como

_ Tl(p)a st pEYi,
T(p)_{ ro(p), si p € Ya.

Observemos que si p € Y; N Y, entonces 1 (p) = fi1(p) = ro(p) = fo(p) =
ro(p), por lo que r esté bien definida y es continua. Dada p € X, p € X; para
alguna i € {1,2}. Entonces r(p) = r;(p) = fi;(p) = p. Por lo tanto r es una
retraccion de Y sobre X, lo que termina la prueba. Il

Corolario 1.4.11 Todo drbol T es retracto absoluto.

Demostracion. Puesto que T es un arbol, existe un conjunto finito de
puntos V' = {wy,...,v,} y una coleccion de arcos {Ay,..., A} entre los
puntos de V' tales que, para i,j € {1,...,m}, A; N Ay es vacio o bien es un
tinico punto p € V .y T = |J", Ax.

Puesto que T es conexo entonces existe Ay, tal que A; N A, # 0. Podemos
suponer que k = 2. Sea Ty, = A; U As. Puesto que Ay, Ay y A1 N Ay son
retractos absolutos, entonces por el Lema 1.4.10, T5 es retracto absoluto.
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Nuevamente existe un arco Ay, k # 1,2 tal que T, N A, # (. Podemos
suponer que k = 3. Sea T3 = To U A3 = A; U Ay U As. Entonces T3 es un
subcontinuo de T, por lo tanto es un arbol. Como 7o N A3 = (A; N Az) U
(Ay N Aj3) esta contenido en los extremos de As, entonces consiste de 1 o 2
puntos. Si To N A3z = {a, b}, con a # b, entonces a y b son los extremos de A
y ab = As. Asi que existe un arco ab C T5 lo cual no es posible puesto que
T3 es un arbol y es Gnicamente arcoconexo. Por lo tanto 75 N A3 es un tnico
punto y un retracto absoluto. Por el Lema 1.4.10, T3 es retracto absoluto.

Repetimos este proceso. Si hemos construido T; = T;_1UA; = AjU. . .UA;
que es retracto absoluto, entonces podemos suponer que A,y NT; # 0y
hacemos T;.1 =T, U Ajxg = A; U ... U A;1. Tenemos que T;1; C T y que
Air1 NT; estd contenido en los extremos de A;. 4, por lo tanto como T, es
un arbol, entonces A;,1 NT; es un Gnico punto y un retracto absoluto. Por
el Lema 1.4.10, T;,1 es un retracto absoluto.

Al final tendremos que T'=T,,, = T,,,_1UA,,,donde T},,_1, A, v T,,,_1NA,,
son retractos absolutos. Por lo tanto, por el Lema 1.4.10, T" es un retracto
absoluto. W

Teorema 1.4.12 Sea F = {F)\ | A € A} una cubierta finita de cerrados de
un dendroide X, tal que N(F) es un drbol y sea T' un drbol contenido en X.

Si T estd correctamente colocado en F, entonces existe una St(F)-retraccion
de X sobre T.

Demostraciéon. Como 7' esta correctamente colocado en F, para cada
A € A existe una componente distinguida C, de T N Fy. Sea C = {C) |
A € A}. Por el Lema 1.3.15, sabemos que N(F) = N(C). Dada una arista
o ={F\, F,} en N(F) tenemos que F) N F, # () de manera que C, NC,, # ()
y por lo tanto C U C, es un subcontinuo de T, por lo que también es un
arbol y por el Corolario 1.4.11 y el Lema 1.4.9 es extensor absoluto.

Veamos que F\NF,NT C C\UC,. Dada z € F\NF,NT, existe u € A tal
que z € C, C F),. Esto implica que x € F)NF,NF,. Como N(F) es un arbol,
entonces jt = A o pt = 7. Con esto hemos probado que F\NF,NT C C\UC,.

Como C) U C, es un extensor absoluto existe una funcion continua 7, :
F\NF, = C\UC, tal que, para toda x € F\ N F,NT, r,(z) = x.

Tomemos A € A. Dada v € A tal que F\ N F, # 0, tenemos que o =
{F\,F,} es una arista de Ny r,(FA N F,) C C,UC, C St(C,,C). Dada
p € FxNT, existe ¢ € A tal que p € C¢ . Entonces p € FANF, NT C
CyuUC, C St(F\,F).
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Definimos la siguiente funcién gy : U ,ca o (F2 N E) U (T N FY) —
St(C\,C) por:

(z) = ro(z) size FxNE,, yv#X Xy FANE, #0
A size FyNT.

Para verificar que la funcién esta bien definida recordemos que si A,y y
§ son tres elementos diferentes de A entonces F\ N F, N Fz = (). Tomemos
entonces una x en Fy N F, NT con A # ~. Por definicion g)(z) = r,(z) =
(0 = {F\, F,}). Por lo tanto g, esta bien definida y es una funcién continua.

Dada A € A, el dominio de la funcién g, es un subconjunto cerrado de
F\ y su contradominio es el subcontinuo St(Cy,C) de T que es un extensor
absoluto. Por lo tanto existe una funciéon continua ry : F\ — St(C),C) que
extiende a g).

Definimos la funcion r : X — T como r(x) = ry(z), cuando = € F. Para
ver que esta funcién estd bien definida tomemos dos elementos diferentes
Ayyen Ay z € FxNF, Sea o = {F), F,}, entonces 7\(z) = g\(z) =
ro(x) = g4(x) = ry(z). Por tanto r estd bien definida y es continua.

Dada p € T, sea A € A tal que p € C). Entonces p € F NT, por lo que
r(p) = ra(p) = ga(p) = p. De manera que r es una retraccion de X sobre 7.

Dada p € X, existe A € A tal que p € F). Entonces r(p) = r\(p) €
St(Cy,C) C St(Fy, F). Esto implica que {p,r(p)} C St(F\,F)y por lo tanto
r es una St(F)-retraccion de X sobre 7. B



Capitulo 2
La propiedad P(S)

En este capitulo iniciamos con la solucion del problema que motivo este
trabajo. El Teorema 1.4.12 nos da algunas condiciones bajo las que podemos
asegurar la existencia de un retraccion de un dendroide X sobre un arbol
T. En este capitulo buscaremos condiciones para asegurar que un dendroide
X, una cubierta F de X y un arbol T, satisfacen las hipotesis del Teorema
1.4.12. Antes de comenzar necesitamos establecer algunas definiciones.

En lo sucesivo X denotara un dendroide con métrica d.

2.1. Reducciéon de la demostracion

En esta seccion explicamos el camino propuesto por Cauty para demos-
trar el gran Teorema(2.1.5). Para esto necesitamos un par de definiciones y
algunos resultados previos.

Definicion 2.1.1 Sea F = {F) | A € A} una cubierta finita de cerrados de
X. Decimos que F es una cubterta adecuada de X si su nervio es un drbol
y para todo A € A, existe un abierto Uy de X, de modo que Uy C int(Fy) y

que X = J,cp Ur.

Ejemplo. Para el intervalo [0, 1] la cubierta formada por los conjuntos
[0, %] y [%, 0} es una cubierta adecuada. Por otra parte la familia { [O, %} , [%, 1] }
no es una cubierta adecuada para el intervalo, pues no existen conjuntos
abiertos Ay B, contenidos en [0 1} y [1 1} respectivamente, tales que AUB

)9 2
cubra al intervalo.

25
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Lema 2.1.2 Para todo dendroide X y toda € > 0, existe una cubierta ade-
cuada de X tal que el diametro de cada uno de sus elemento es menor que
€.

Demostraciéon. Por el Lema 1.3.16 existe una cubierta de abiertos de
X,V ={Vy | A€ A}, tal que su nervio es un arbol y que el didmetro de cada
V) es menor a €. Por el Lema 1.3.17 existe una cubierta U’ = {U; | A € A}
tal que, para toda A € A, U, C Vi y N(U') = N(V). Puesto que U’ es una
cubierta abierta, podemos aplicar nuevamente el Lema 1.3.17 para encontrar
una cubierta abierta de X, U = {U, | A € A}, tal que, para toda A € A,
Uy, CU,y NU) = NU.

Para cada A € A hacemos F\, = 7/’\ y construimos la cubierta F
{Fx | A € A}. Puesto que, para toda A € A, se tiene la contencion U C F)
Viy NU') = N(V), entonces N(F) = N(V). Tenemos entonces que N (F)
es un arbol y para toda A € A, Uy C U C int(F)). Por lo tanto F es una
cubierta adecuada de X. W

Nl

A partir de ahora supondremos que F = {F) | A € A} es una cubierta
adecuada de X y que tenemos elegidos los conjuntos U), para cada A € A

como en la Definicién 2.1.1. También tomaremos un arbol fijo S contenido
en X.

Definicién 2.1.3 Sea G = {G,, | p € M} una cubierta de cerrados de X,
donde M es un conjunto finito. Decimos que G es un refinamiento especial
de F si:

(1) N(G) es un drbol,

(11) existe una funcion 7 : M — A tal que, para todo p € M, G, es unidn
de componentes de Fr,.

Cuando sea 1til fijar la funcién 7 para la que se verifica la condicion (i),
hablaremos del refinamiento especial (G, ) de F.

El siguiente teorema es la parte central en la prueba de Cauty. Si este
teorema se cumple, entonces el gran problema estara resuelto.

Teorema 2.1.4 Sean X un dendroide, S un drbol contenido dentro de X y
F =A{F\| X € A} una cubierta cerrada finita de X que satisface lo siguiente:
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Figura 2.1: Un refinamiento especial separa elementos de una cubierta en
uniones de sus componentes. La cubierta de la derecha es refinamiento es-
pecial de la de la izquierda. En este caso, el arbol no estd correctamente
colocado en ninguna de las cubiertas.

(a) N(F) es un drbol,
(b) los interiores de los elementos de F cubren a X.

Entonces existe un refinamiento especial G de F y un drbol T de X que
contiene a S y que estd correctamente colocado en G.

Veamos que la soluciéon al gran problema se seguira del Teorema 2.1.4.

Teorema 2.1.5 Sean X un dendroide, ¢ > 0 y S un drbol contenido en
X. Entonces existen un drbol T, contenido en X y que contiene a S, y una
e-retraccion der: X — T.

Demostraciéon. Sea d una métrica para X. El primer paso es usar el
teorema de H. Cook que dice que los dendroides son arbolados. Este resulta-
do, enunciado en el Lema 1.3.16, combinado con el Lema 1.3.17 nos permite
construir una cubierta finita de cerrados, F = {F\ | A € A} del dendroide
X tal que N(F) es un arbol, los interiores de F cubren a X y de modo que
para toda A € A, el didmetro de F) es menor a .

Por el Teorema 2.1.4, existe un refinamiento especial G de F y un arbol T
contenido en X tal que S CT C X y que T esta correctamente colocado en
G. Entonces por el Teorema 1.4.12, existe una St(G)-retraccion der : X — T.

Ya que cada elemento de G esta contenido en algtin elemento de F enton-
ces el didmetro de cada conjunto de G es menor a § Por lo tanto el diAmetro
de cada elemento de St(G) es menor a € y r es una e-retraccion. B
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La prueba del gran teorema se reduce entonces a probar el Teorema 2.1.4.
En el resto de este trabajo se tratan resultados dirigidos a probar este teore-
ma. En la siguiente secciéon empezamos con este largo camino.

2.2. Definicion de la Propiedad P(S)

La siguiente definicion es de suma importancia en este trabajo y jugara
un papel muy importante en la prueba del Teorema 2.1.4. A lo largo de
esta seccion exploraremos algunas caracteristicas de esta propiedad y de los
dendroides que la tienen.

Definicién 2.2.1 Sea S un drbol contenido en X. Decimos que un subcon-
tinuo Y de X, que contiene al drbol S, tiene la propiedad P(S) si existen
un refinamiento especial (G, ) de F|Y, donde G ={G, | p € M} y un drbol
T contenido en'Y que contiene a S de modo que:

(I) T estd correctamente colocado en G,

([I) Y = UMGM(GN N Uﬂ(#)).

La prueba del Teorema 2.1.4, consiste en mostrar que para toda cubierta
F y para todo arbol S contenido en X, X tiene la propiedad P(S). Obser-
vemos que la propiedad P(S) no solo depende de S sino también de F. La
condicion (IT) en la Definicion 2.2.1 es una condicion técnica que casi parece
de sobra pues por la definicion de refinamiento especial, G cubre a Y y para
cada p € M, G, C Fy,. Pero recordemos que cada conjunto Upr(,) es un
subconjunto de Fr(,. De manera que lo que se estd pidiendo puede decirse
informalmente que la unién de los interiores de los conjuntos G, también
cubre a Y.

La estrategia para probar que X tiene la propiedad P(S) esencialmente
consiste en suponer que esto no ocurre. Entonces se prueba que existe un
subcontinuo minimo Z de X que no tiene la propiedad P(S). A partir de
esto se estudian las propiedades de Z buscando una contradicciéon. En este
capitulo avanzamos mostrando un buen nimero de estas propiedades. Antes
de continuar mostraremos algunos ejemplos para ilustrar la propiedad P(S).

En el ejemplo de la Figura 2.1, el refinamiento cumple la condicion (IT)
pero el drbol no esta correctamente colocado. Veamos ahora un ejemplo de
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una cubierta donde no se cumple la condiciéon (IT). Consideremos el siguiente
espacio. Llamaremos p al punto extremo del arco en el que se senala.

Damos la siguiente cubierta F = {F}, F5} con sus respectivos U; y Us.
Podemos verificar facilmente que la cubierta dada es una cubierta adecuada
y que el arbol esta correctamente colocado en la cubierta. Con esta cubierta
p€ Fr(Fy)ypeU.

|
F

L-f ol -

X

Tomamos el siguiente refinamiento especial {G1, Gy = Fy}. La funcion del
refinamiento esta dada por 7(1) = 1y m(2) = 2. Notemos que cada elemento
(G; es conexo y una componente de I esta contenida en G5. Tenemos que p
solo pertenece a Gy y solo pertenece a Uy, por lo tanto p ¢ G, N Uy, para
ninguna p € {1,2}.
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Si ahora tomamos el siguiente refinamiento, con 7(3) = 1, entonces p €
G3NUx3). Con este refinamiento si se cumple la condicion (IT) de la Definicion
2.2.1.

Lema 2.2.2 Sean Y un subcontinuo de X y S un drbol contenido en Y. Si
Y es un drbol, entonces tiene la propiedad P(S).

Demostracién. Consideremos la familia C = {V C X | V es componente
de un conjunto de la forma Y N Uy}. Como X = J,., Uy, cada punto de
Y pertenece a algin U, y por lo tanto, a una componente de Y N U,. Ya
que Y es localmente conexo y los conjuntos de la forma Y N U, son abiertos
en Y, tenemos que los elementos de C son abiertos en Y. La compacidad
de Y implica que este conjunto puede ser cubierto por un nimero finito de
elementos Vi, ..., V,, de C. Escogemos m de manera que sea minima.

Dadai € {1,...,m}, sea \; € A tal que V; es componente de Y NU,, y sea
G, la componente de F),NY que contiene a V;. Sea G = {G; | i € {1,...,m}}.

Notemos que podria ocurrir que existan i, j € {1,...,m} tales que i # j y
G; = G; , pues podria ocurrir que los dos conjuntos V; y V; , estén contenidos
en la misma componente de Y N F),, de hecho, en tal caso también se tendria
que A\; = \;. Entonces vamos a suponer que G = {Gq, ..., G}, donde los
elementos Gy, ..., G son diferentes entre si. Con esto, supondremos que cada
uno de los conjuntos G.1, ..., G, es igual a alguno de los conjuntos Gy, ..., Gg.
ComoY CViU...UV,, CGU...UG, =G U... UG, CY tenemos que
G es una cubierta finita de Y. Probaremos que G es un refinamiento especial
de F|Y.

Puesto que, para toda i € {1,...,m}, G; es una componente de F\, NY,
entonces cada elemento de G es cerrado en Y. Definimos 7 : {1,...,k} = A,
como 7(i) = A;. Entonces G; es una componente de Fr; NY.



CAPITULO 2. LA PROPIEDAD P(S) 31

Veamos ahora que el nervio de G es un arbol. Como G es una cubierta de
cerrados de Y que es un espacio conexo, entonces por el Lema 1.3.14, N(G)
€s conexo.

Sean iy, 19,13 tres elementos diferentes de {1,...,k}. Si Ai;, Aiy, Aiy son di-
ferentes entre si, entonces G;, NGy, NGy, C F;, N F, N F;, = 0. Si dos de los
respectivos A; son iguales, por ejemplo \;, = \,;,, como G;, # G;,, tenemos
que Gy, y Gy, son diferentes componentes de Y N F), =Y NF),, , por lo que
Gi, NGy, = 0 y entonces G;, NG, NGy, = 0.

Si N(G) tiene un ciclo G;,, ..., G, , G;,, entonces G;, vy G;,UG;, U...UG; _,
son dos subcontinuos de Y cuya interseccion es el conjunto (G;, NG, )U(G;, N
G;,_,). Notemos que esta union es inconexa pues cada uno de los uniendos
son cerrados, ajenos y no vacios. Entonces en el &rbol Y hay dos subcontinuos
cuya interseccion es inconexa. Como esto es imposible concluimos que N(G)
no tiene ciclos y con esto terminamos la prueba de que N(G) es un arbol.
Por lo tanto G es un refinamiento especial de F|Y.

Tomamos T = Y y para cada i € {1,...,m}, sea C; = G;, entonces
T =", C; lo que implica que T esta correctamente colocado en G. Final-
mente, como para toda i € {1,...,m}, V; C G;NU,, CY, tenemos que Y C
ViU.. .UV, € (GiNUN)U. . .U(GpNU,,) = (GiNUy)U. . .U(GxNU,,) C Y.
Concluimos entonces que Y = [J:*,(G; N U,,) y por lo tanto Y tiene la pro-
piedad P(S). B

Lema 2.2.3 Sean Z un espacio métrico compacto y G un cerrado de Z que
es union de componentes de Z. Entonces:

(1) si U es abierto de Z y G C U, existe un subconjunto cerrado y abierto
K de Z tal que G C K C U,

(11) existe una sucesion de conjuntos abiertos y cerrados {Gp} ~, tal que
para toda n € N, Gpp1 C G, y de modo que G =, G,.

Demostracion.

(I) Consideremos los conjuntos cerrados y ajenos, Gy Z\U de Z. Como G
es union de componentes de Z, ninguna componente de Z intersecta tanto a
G como a Z\ U. Por el teorema del cable cortado [13, p. 72], existen cerrados
ajenos K, L C Z talesque Z = KUL, G C Ky Z\U C L. Como KNL =),
K CZ\ LCU. Porlo tanto K es abierto y cerradoen Zy G C K CU.
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(I) Para toda n € N, sea U, = D(G, 1), por la parte (i) de este lema
existe un subconjunto cerrado y abierto K, de Z tal que G C K,, C U,,. Sea
G, = —; K;. Entonces G,, es cerrado y abierto por ser interseccion finita
de cerrados y abiertos. Ademéas, G,y C G, v G C G, C K,, C U,. Sea
pe—, G, Dadan €N, p e G, CU,. De manera que existe ¢ € G tal
que dz(p,q) < % Esto prueba que p € G = G. Por lo tanto G = (2, U, v
en consecuencia G = (|, G,,. &

Proposicidon 2.2.4 Sean Y un subcontinuo de X y (G, ) un refinamiento
especial de F|Y, donde G = {G,, | p € M}. Para cada € > 0, sea D(e) =
{D(G,¢€) | n € M}, entonces:

(1) existe e, > 0 tal que N(D(e1)) = N(G),

(11) si ademds, para toda p € M, G, es abierto y cerrado en Fr) NY,
entonces existe €3 > 0 tal que, para toda p € M, G, = D(G,,e2) Y N
Fo(uy-

Demostracién.

(I) Para cada pp € M, sea L, = {A € M | G, NG, = 0}. Consideremos
H, = UAGL“ G». Los conjuntos G, y H, son cerrados ajenos, por lo tanto
existe €, > 0 tal que D(G,,¢€,) N D(H,,€,) = 0.

Sea € = min{¢, | p € M}. Si G, NG, =0, por la eleccion de € tenemos
que € < €,y Gy € H,, por lo que D(G,,e) N D(Gy,e) € D(G,€e,) N
D(Gy,e,) € D(G,,€,) N D(Hy,e,) = 0. Como G, C D(G,,, €), concluimos
que G, NGy # 0 siy solo si D(G,,€) N D(Gy,€) # 0.

Veamos que no hay tres elementos diferentes de D(e) que tengan un
elemento en comin. Supongamos que u, A y 7 son tres elementos distin-
tos de M, tales que D(G,,e) N D(Gy,e) N D(G,,e) # 0. En particular,
D(Gy,e) N D(G.,€) # 0, lo que implica que G-, N G # . Del mismo modo,
G\NG,# 0y G,NG., #0. Esto es absurdo porque N(G) es un arbol. Por
lo tanto N(D(e)) es un arbol y N(G) = N(D(e)).

(II) Dada o € M y € > 0, G, esta contenido en cada uno de los conjuntos
D(Gy,¢€),Y y Fr. Por hipotesis, el conjunto G, es abierto y cerrado en
Y' =Y N Fr por lo que los conjuntos G, y Y’ \ G, son dos cerrados
ajenos. Por lo tanto existe €, > 0 tal que D(G,,¢,) N (Y'\ G,) = 0. Dada
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r € D(Gy,e,) NY N Fry, tenemos que x ¢ (Y N Fr(y) \ Gy, lo cual implica
r € G,. Esto muestra que D(G,,€,) NY N Fry € G,. Como también se
tiene la contencion contraria entoncesG, = D(G,€,) NY N Fr .

Tomando e; = min{e, | p € M} tenemos que, para toda p € M, G, C
D(GM,EQ) nNY N Fﬂ-(u) - D(Gu,eu) nY N Fﬂ.(u) = GM' Por lo tanto Gu =
D(Gﬂ, 62) ny N Fﬂ-(#). |

Tenemos todo preparado para mostrar que en la Definicién 2.2.1, cada
elemento G, de la familia G' puede ser tomado abierto y cerrado en su res-
pectivo [y NY.

Lema 2.2.5 Sean S C X un drbol y Y C X un subcontinuo con la propiedad
P(S). Entonces existen un drbol T y un refinamiento especial, (KC,m), de
FIY tales que: SCT CY; K={K,|pe M}; K, es abierto y cerrado en
Fruy MY, T estd correctamente colocado en KC y'Y = ¢, (K N Uz

Demostracion. Como Y tiene la propiedad P(S), existen un refinamien-
to especial (G, 7), de F|Y y un arbol T en Y, tales que: S C T CY; G =
{G | p € M}; T esta correctamente colocado en Gy Y = /(G N Ux(y))

Puesto que cada G, es unién de componentes de Fy,) NY, por el Le-
ma 2.2.3 podemos encontrar, para cada p € M una sucesién decrecien-

te {Gﬁn)} de subconjuntos abiertos y cerrados de Fy(,) NY tal que
n=1

G, =N, G, Definimos G, = {GEL") | ne M}

Por la Proposicion 2.2.4, podemos hallar ¢; > 0 tal que N(D(e;)) =
N(G). Para cada p € M, existe N, € N tal que si n > N,, entonces
G,(fl) C D(G,,€1). Sea N = maz,em {N,}. Entonces para toda p € M,
G, C GELN) C D(G,,€1). Como los nervios de G y D(e;) son naturalmente
isomorfos tenemos que N(G) = N(Gy).

Puesto que todo conjunto, GLN), es abierto y cerrado en F,)NY’, tenemos
que G,(JN) es union de componentes de Fr,) NY y, por lo tanto, Gy es un
refinamiento especial de F|Y.

Ya que T estd correctamente colocado en G, para cada u € M exis-
te la componente distinguida C, de T'N G, con lo que se cumple que

T = UueM . Si C’,SN) es la componente de G,(lN) N T que contiene a Cy,

entonces T = UﬂeM C, C UueM C’;(LN) C T. Por lo tanto, T esta correctamen-
te colocado en Gy.
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De la misma manera, Y = J,,c,,(Gy N Ux(u)) C UMEJV](GLN) N Urp) €
UueM(Y N Ux(wy) € Y. Tomando K = Gy, tenemos que K cumple las condi-
ciones requeridas. l

Lema 2.2.6 Sean {Y,} -, una sucesidn decreciente de subcontinuos de X
que contienen un drbol S yY = (', Y,. Si Y tiene la propiedad P(S),
entonces existe un entero N tal que, para todo n > N, Y, tiene la propiedad
P(S).

Demostracion. Como Y tiene la propiedad P(S) existen un arbol 7" en
Y y un refinamiento especial (G, 7) de F|Y y T, tales que S C T C Y y
Y = UﬂeM G N Uz Por el Lema 2.2.5 podemos suponer que, para todo
pu € M, G, es abierto y cerrado en Y N Fy(,). Por la Proposicion 2.2.4, existe
e > 0 tal que:

(1) N(D(e)) es naturalmente isomorfo a N(G),
(2) G = D(G,,e) NY N Fr(, para toda p € M.

Como Y = U, Gy, €l conjunto V' = J,c,, D(Gy, €) es un abierto de
X que contiene a Y, por lo tanto existe Ny tal que, si n > N, entonces
Y, C V. Para cadan > Nyy u € M, sean Gan) =Y, N Frw ND(Gye) y

G, = {GL") s M} Para todo yu € M, tenemos que G, € G C D(G,, €),
lo que implica que N(G,) = N(G).

Veamos que existe N; > Ny tal que, sin > Ny, entonces para todo u € M,
GL") es uniéon de componentes de Fr(,) NY,, es decir, G, es refinamiento
especial de F|Y,,.

Si no ocurriera, como M es finito, existirian p € M y una sucesion crecien-

te de naturales {n;} ), tales que, para toda ¢ € N, existe una componente,

K;, de Fy,) NY,, para la que se cumple que Gg”) NK; # 0 pero K; ¢ Gl(f”).
Llamemos A a 7(u). Notemos que () # K; N Gflni) C K; N D(Gy,e€). Ya que
K; C F\NY,, y K; no esta contenido en Gfbni) =Y, N Frpy N D(G,€),
tenemos que K; intersecta a D(G,, €) y a su complemento en X, por lo tanto
intersecta también a su frontera en X.

Por la compacidad de C(X) podemos suponer que la sucesion {K;}.,
converge a un subcontinuo K de X. Como para todai € N, K; C Y, . NF), el
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conjunto K esta contenido en Y N F). Dada ¢ € N, K intersecta a la frontera
de D(G,e) en X y a G’,(f”). Como G, = D(G,,e) NY N Fp,, concluimos
que K también intersecta a la frontera de D(G,,€) en X y a G,.. Ya que G,
es union de componentes de Y N Fy y K es un subcontinuo de F) N'Y que
intersecta a G, concluimos que K C G,. Esto es absurdo pues K intersecta
a la frontera en X de D(G,, €). Hemos mostrado la existencia de Ny y si
n > Ny, entonces G, es refinamiento especial de F|Y,.

Como T esta correctamente colocado en G, para cada pu € M, tenemos
elegida la componente distinguida C, de T'N G,. Para cada n > N, sea
C’,Sn) la componente de T'N G,(Ln) que contiene a la componente C,, de G, NT,
entonces C,, C C’,(]L) C T, lo que implica que T' = J ¢, C’;(L"). Por lo tanto T
estd correctamente colocado en G,,.

Veamos ahora que existe N, tal que, sin > Ny, entonces Y,, = UNGM(GL")H

Ur(w)- Sabemos que UMeM(G,(L") NUzw) € Y,. Supongamos que no existe un
natural N, a partir del cual se cumple la igualdad. Entonces podemos hallar
una sucesion creciente de naturales, {n;}.-,, tal que, para todo ¢ € N, existe

Yi € Yo, \ (U,enr G n Ux(y)). Por la compacidad de X podemos suponer
que la sucesion {y;}22, converge a un punto y € X. Como la sucesion {Y;}72,
converge a Y, tenemos que y € Y

Como existe p € M tal que y € G\, N Uy, entonces Uy N D(Gy,€)
es un abierto en X contenido en F(, que contiene a y. Por lo tanto existe
k€ N tal que g, € Yo, N Ug(y N D(Gpy€) = Upy N GU™), To cual es una
contradiccion.

Sea N = max {N1, N2}, si n > N, concluimos que Y, tiene la propiedad
P(S). 1

Corolario 2.2.7 Sean S un drbol contenido en X y'Y un subcontinuo de X
que contiene a S pero que no tiene la propiedad P(S). Entonces existe un
subcontinuo Z de Y, que contiene a S, tal que Z no tiene la propiedad P(S)
y cada uno de sus subcontinuos propios si tiene dicha propiedad.

Demostracion. Vamos a aplicar el Principio de Reducciéon de Brou-
wer [11, Teorema 4.18, p. 34| para obtener un subcontinuo minimo que no
tiene la propiedad P(S). Tomamos entonces una sucesion de subcontinuos
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{Y,} 2, de Y tal que, para todan €N, S CY,, Y, CY, yY, no tiene la
propiedad P(S). Sea A = (), Y,. Entonces A es un subcontinuo de Y que
contiene a S. Por el Lema 2.2.6, A no tiene la propiedad P(S), y A C Y,
para toda n € N, por lo que A es una cota inferior de la cadena {Y7,Y5,...}.
Por el Principio de Reduccion de Brouwer , existe un subcontinuo Z de Y tal
que S C Z y que es minimal respecto a no tener la propiedad P(S). Es decir
Z no tiene la propiedad P(.S) pero todo subcontinuo propio de Z si la tiene. B

A continuacion estudiaremos como son los continuos minimales que no
tienen la propiedad P(S). Por el Lema 2.2.2; si Z es un continuo minimal
respecto a no tener la propiedad P(S), entonces Z no es un arbol.

Recordemos que el conjunto E; contiene los puntos donde el continuo £
es colocalmente conexo. Dado que Z no es un arbol, por el Lema 1.2.12 el
conjunto E es infinito. Por el Lema 1.2.13, £, N S esta contenido en Fg, el
cual, por el Lema 1.2.12, es un conjunto finito. Por lo tanto E, \ S es infinito
y en particular distinto del vacio.

2.3. Propiedades del continuo minimal 7

A lo largo de esta seccidon seguiremos suponiendo que X es un dendroide;
F = {F\ | A € A} es una cubierta adecuada de X y que hemos elegido y
fijado los conjuntos U,; S es un arbol en X y Z un subcontinuo minimal con
respecto a no tener la propiedad P(S5).

Afirmacion 1 Sea e € E;z \ S. Entonces existe una vecindad abierta V de
e en X tal que VNS =10y que satisface:

(1) VN Fy =0 para toda \ € A tal que e ¢ Fy,
(2) V C Uy para toda \ € A tal que e € Uy,

(3) A=Z\V es conexo.

Para probar la Afirmacion 1, sean F = |J{F\|AN€Aye¢ F\} yU =
N{Ur| A€ Ay e € U,}. Puesto que A es finito, tenemos que F es cerrado
en X, de manera que U \ F' es un abierto en X que tiene a e.
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Sea V; abierto en X tal quee € V; CV; C U\ (FUS). Como Z es colo-
calmente conexo en e, entonces existe un abierto V en Z tal quee € V; C V)
y Z \ Vo es conexo. Sea V, abierto en X tal que Vj = Z N V3, entonces
Z\Vo = Z\Va. Sea V. =ViNV,. Entonces VNZ = ViNVenNZ = ViNVy = V.
De manera que Z \ V. = Z \ Vj es conexo. Como V C Vi, V satisface las
condiciones requeridas.

El conjunto A obtenido en la Afirmacion 1 es conexo y por lo tanto es un
subcontinuo propio de Z. La minimalidad con la que se defini6 Z implica que
A tiene la propiedad P(S). De manera que existe un refinamiento especial
G={G,|peM}de FIAy un arbol T, con S C T C A, tales que T esté
correctamente colocado en G y A = J,c),(Gy N Ux(y)). Para el resto de la
seccion fijaremos el punto e y el conjunto A.

Afirmacién 2 Para cada ¢ € M, sea H,, la union de las componentes de
Fry N Z que intersectan a G,,. Entonces H,, es un conjunto cerrado tal que
H,NA=G,yG,C H,.

Para probar la Afirmaciéon 2, sea p € M. Veamos que H, es cerrado.
Sea x € H,. Entonces existe una sucesion, {z,}>-, tal que z, € H,, para
todan > 1y lim, .z, = x. Dada n € N, existe una componente C,, de
Fr N Z tal que z, € C,, y C, intersecta a G,. Por la compacidad de C(Z)
podemos suponer que la sucesion {C,} >~ | converge a un subcontinuo C' de
Z. Entonces C' C FryNZ,CNG,#0yx e C. Tomando la componente
Ky de Fr,) N Z que contiene a C, tenemos que x pertenece a Ko C H,. Por
lo tanto H,, es cerrado.

Sea K una componente de Fr,y N Z tal que K NG, # 0. Entonces
K C H,. Como (G, ) es un refinamiento especial de F|A, tenemos que G,
es uniéon de componentes de Fr,) N A. Ya que K N A es un subcontinuo de
AN Fr que intersecta a G, tenemos que K N A C G,. Dado que K es un
uniendo cualquiera de los que conforman H,,, concluimos que H, N A C G,.
Por otra parte, dado un punto p € G, C Fr(,) N A C Fr(,) N Z, tenemos que
p pertenece a una componente de I,y N Z que intersecta a G,. Por lo tanto
G,CH,yH,NA=G,.

Afirmacion 3 Sea H = {H, | p € M}. Entonces el nervio de H es natural-
mente tsomorfo al nervio de G.
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Como G|, € H,, para toda p € M, para probar la Afirmacion 3 basta
verificar que si {p1, ..., 0} C My ()_, Hy, # 0, entonces (;_, G, # 0.

Sea x € (;_, H,,. Si @ € A, por la Afirmacion 2, x € (_, H,, N A =
Ni—; G,,. Supongamos ahora que z ¢ A, como x € Z entonces z € V. Por el
Lema 1.2.8, existe un punto a € A tal que xaN A = {a}.

Dada i € {1,...,r}, sea K; la componente de Fy(,,y N Z, que contiene a x.
Ya que z € H,,,, tenemos que ) # K;NG,, C K;,NAy K; C H,,. Como K;
es un dendroide y K; N A # () es un subcontinuo de K;, el arco za C K;. Por
lo tanto a € AN (N, Hu) € Ny G-

Afirmacion 4 El drbol T estd correctamente colocado en H.

Como T estd correctamente colocado en G, para cada u € M podemos
escoger una componente C, de T'N G, de tal forma que T' = UHGM C,. Dada
e M, como H,NT =H,NANT =G, NT, entonces C, también es una

componente de H, NT" y por lo tanto, T esta correctamente colocado en H.

Afirmacién 5 V N Z no estd contenido en J,,cp (Hy N Usy)-

Supongamos por el contrario que VN Z C J 5 (Hy N Ur(y). Como
A=U,en(GunNUsy) € U, enr(Hu N Un(uy), tenemos que Z C |J,,cp, (H, N
Ux(uy)- Por otra parte, cada H, se tomé contenida en Z, de manera que
Z=U,ers(Hu N Uruy) y H={H, | p € M} es una cubierta de Z.

Por la Afirmaciéon 3, N(#) es un arbol y por construccién, cada H, es
union de componentes de Z M Fr(,). De modo que se cumple lo necesario para
afirmar que H es un refinamiento especial de F|Z. Por la Afirmacion 4 | el
arbol T estd correctamente colocado en H y como Z = J e (Hy N Un(n)),
concluimos que Z tiene la propiedad P(S). Esto contradice la eleccion de Z
y termina la prueba de la Afirmacién 5.

Afirmacion 6 FEzisten Ao y A en A tales que e € Uy, N (F), \ Uyy). En
particular V' C Uy, .

Probemos la Afirmacion 6. Veamos primero que existe Ao € A tal que
e € Fy, \ Uy,. Supongamos por el contrario que para toda A € A, e ¢
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F\ \ Uy. Mostraremos que esto implica Z NV C UMGM(HM N Ur(y), con lo
que contradiremos la Afirmacion 5.

Sean x € V N Z y xa el arco irreducible entre x y A. Por el Lema 1.2.8
sabemos que raNA={a},yac Z\A=V.Como A = U“eM(Gu NUrw),
existe pg € M tal que a € Gy N Ux(uy) € Fru)- Entonces Vn Frtuo) # 0.
Por (1) en la Afirmacion 1 tenemos que e € Fy(,,). Estamos suponiendo que
e & Froy \ Unn), asi que e € Ur(,y). Por (2) en la Afirmacion 1 tenemos que
V C Ur(uo) ¥ pOr lo tanto x € Uy,

El arco za es un subconjunto conexo de ZNV C ZN Ur(uo) © Z N Fr(uy)
e intersecta a G, (a € G,,). Por la definicion de H,,, tenemos que = €
H,,. Por lo tanto x € H,, N Ux(,,. Con esto hemos probado que Z NV C
U,ens (HuNUx(y)- Esto contradice la Afirmacion 5, por lo tanto existe Ag tal
que e € Fy, \ Uy,.

Ya que {U, | A € A} es una cubierta de X, tenemos que existe A\; € A tal
que e € Uy,. Por lo tanto e € (F), \ Uy,) NU,,, lo que termina la prueba de
la Afirmacién 6.

Afirmacion 7 Si VN Fy # 0, entonces A € {\o, A1 }.

Probemos la Afirmacion 7. La propiedad (1) de la Afirmacion 1 implica
que si V N Fy # 0, entonces e € Fy. Por la Afirmaciéon 6, e € Uy, N Fy, C
EFy, N Fy,. Si VNFE, # (), entonces e € Fy N F), N Fy,, asi que dos de los
indices A\, Ao y A; deben ser iguales. Ya que e € Uy, \ U,,, entonces A\g # ;.
Por lo tanto A € {\g, A1 }.

Afirmacion 8 Seap € VNZ tal que Z es colocalmente conexo en p, entonces

pE U>\1 N (FAO \ UAO)'

Probemos la Afirmacion 8. Como VNS =0y p € Ez NV, entonces
p € Ez\ S. Podemos entonces aplicar la Afirmacion 1 a p para obtener un
abierto W de X con las propiedades (1), (2) y (3) de tal afirmacion y que
cumpla p € W. Podemos pedir ademéas que W C V. Es posible entonces
realizar el mismo desarrollo al que hicimos para e y V' para concluir con una
propiedad correspondiente con la Afirmaciéon 6. Por lo tanto existen 79 y 71
en A para las cuales p € U,, N (Fy, \ U,,).
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Puesto que p € V, por la Afirmacion 7, vo € {Ao, A\1}. Yaquep € VN(U,, \
Us,) € Ux,N(U,, \U,,), tenemos que Ay # 7o, asi que 79 = Ag. Del mismo mo-
do, como p € VNF,,, entonces y; € {\g, \1}. Yaque p € U, \U,, = U,, \Uy,,
T # Ao, asi que 41 = A1. Por lo tanto p € Uy, N (Fy, \ Uy, )-

Afirmacién 9 Dada x € (ZNV)\U ,ep (HuNUx(u)), sea Ly la componente
de F\, N Z que contiene a x. Entonces L, \'V estd contenido en U,,.

Para probar la Afirmacion 9, supongamos por el contrario que existe un
punto y € (L, \ V) \ U,,- Como A = Z\ V es un continuo y X es un
dendroide, el conjunto L, \ V = L, N (Z \ V) es un continuo. Sea xz el
arco irreducible entre z y L, \ V. Como y € L, \ V, por el Lema 1.2.8,
z € xy. Dado que x,y € L,, tenemos que zy C L,. Entonces xz C L, y dada
w € xz\ {z}, tenemos que w € L, y w ¢ L, \V, asi que w € V. Esto prueba
que zz \ {z} C V.

Como z € L, \V C Z\V = A =, (GuNUxr), existe p € M tal
que z € Gy NUry € Fr(y. Como x € V, & # 2, asi que z € w2\ {2} C V.
Por la Afirmacion 7 ,w(u) € {Mo, A1}

Si m(p) = A1, entonces L, es una componente de Fr,)NZy z € L,NG,.
Por la definicion de H,, tenemos que x € L, C H, y como V C Uy,
concluimos que z € H, N Uy(,). Esto contradice la manera en que se escogio
x'y prueba que w(u) = Ag. Por tanto z € (L,\V)NU,,. Asi que la componente
se ve como en la Figura 2.2.

Figura 2.2: El punto z pertenece a Uy,

Sea I' = {v e A\ {\}|U,N(L,\V)#0D}. Aseguramos que L, \ V C
U,er Uy y que T' = {Xo}.
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Para mostrar la primera parte, supongamos por el contrario que existe
un punto w € (Ly \ V) \ (U,er Up), como w € Z\'V = A, existe p € M tal
que w € G, NUr C GuN Fr. Por la definicion de I', 7(p) = A1. Entonces
L, es una componente de F), N Z que intersecta a G, (w € L, NG,,). Por la
definicién de H,, tenemos que L, C H,. Entonces x € H,. Como e € U,,,
tenemos que V' C U, = Upgy). De manera que x € H, N Uy, lo que
contradice la elecciéon de z y prueba que L, \'V C J, o U,.

Ahora supongamos que I'\ {Ao} # 0. Entonces U, e\ yy Uv N (Lz \ V)
v Uy, N (L; \ V) son dos abiertos no vacios, cuya union es igual al conjunto
conexo L, \ V y por lo tanto su interseccion es no vacia, asi que existe
v e T\ {)\}, tal que O # U,NU\, N (L, \V) C F,NF\,NF),, pues L, C F),.
Esto es absurdo pues v, Ag y A; son distintos entre si. Por lo tanto I' = { )}
y L, \V CU,,. La componente se ve entonces como en la Figura 2.3.

Figura 2.3: .

Afirmacién 10 Z NV estd contenido en Ul,.

Supongamos que la Afirmacion 10 es falsa. Entonces existe un punto
p € ZNV N (X \Uy). Como X \ Uy, es abierto en X, tenemos que el
conjunto W = 2NV N (X \ Uy,) # 0. Observemos que W = (ZNV) \ Uy,.
Por el teorema de Krasinkiewicz y Minc (Teorema 1.2.11), existen dos puntos
€1y es, en los que Z es colocalmente conexo, tales que ejeo N W # (0, como
se muestra en la Figura 2.4.

Sea w € ejeg N W. Entonces w € ejea NW CejeaNVy A=7Z\V es
conexo. Por el Lema 1.2.9, podemos suponer que e; € V' y que w pertenece
al arco irreducible e;a, donde e;a N A = {a}.

Como W es abierto en Z, w € eja y e; # a, tenemos que W N eja es
infinito, por lo que podemos suponer que w ¢ {e1,a}. la imagen hasta ahora
se ve como en la Figura 2.5.
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Figura 2.5: Arco irreducible entre e; y Z\ V

Sea W, un abierto de Z tal que w € Wy C W, C Wy e; ¢ W, (ver
Figura 2.6). Por el Lema 1.2.10 existe un abierto O" de Z tal que e; € O,
O'NW; =0y para toda z € O’ el arco irreducible entre z y A intersecta
a Wi. Sea O = O'NV. Entonces O tiene las mismas propiedades que O’ y
ademas O C V.

Como Z es colocalmente conexo en ey, existe un abierto V5 de Z tal que
e € Vo C Oy Z\ V;es conexo.

Sean V3 y O, abiertos en X tales que Vo =V3NZy O =0,NZ. Como
O CV, tenemos que O = O, NV N Z. Cambiando O, por O; NV, podemos
suponer que O; C V.

Sea Vi = V3N O; (ver Figura 2.7). Entonces V; C O C V C U,,,
VinZco,vinWy=Vin(ZnW,) CVnW, CONW, cOnNWy =0y
Z\Vi =2\(inZ) =Z\(VsNnZNONZ) = Z\ (VaNO) = Z\ V5 es conexo.

Por tanto V; es abierto en X, V4 C U,,, ViNZ C O, V} NW, =0 y
Z\ Vi = Z\ V5 es conexo. Veamos que V; y e; cumplen las condiciones de la
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V WEA

Afirmacion 1.

(1) Sea A € Atal que ey ¢ F).Sie € Fy, por la Afirmacion 7, A € {\g, A1 }.
Por la Afirmacién 8, como e; € ViNZ C VNZ, tenemos que e; € F\, N F),,
de manera que e; € F). Como esto es absurdo concluimos que e ¢ F). Por lo
tanto V N F\ = () y en consecuencia, V; N F\ = (). Por tanto e; y V; cumplen
(1). Notemos que probamos que si e € F, entonces e; € F\, de manera que
€1 € F>\1 N F)\O.

(2) Sea A € A tal que e; € Uy. Entonces e; € V N Fy. Por la Afirmacion
7, X € {Xo, \1}. Por la Afirmacion 8, e; € Uy, N (F), \ Uy,). De manera que
A = A\1. Como e € U,,, tenemos que V,CVC Uy, = U,. Por tanto, también
e; y Vi cumplen (2). Observemos que probamos que si e; € U,, entonces
A = ;. Esto implica que e; ¢ Uy, v que e; € Uy,.
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(3) Ya vimos que A; = Z \ V] es conexo.

En este punto tenemos para e;, Vi y A; las condiciones que teniamos
para e, V y A cuando terminamos la Afirmacion 1. De manera que podemos
desarrollar las propiedades correspondientes a todas las que hemos desarro-
llado. Para empezar, existen un refinamiento especial (J, «) de F|A;, donde
J ={J,|n€ N}, yun arbol R con S C R C A, tales que R esta correcta-
mente colocado en J y Ay = U, cn(Jy N Uaqy))-

Para cada n € N, sea K, la union de componentes de Fy) N Z que
intersectan a J,. Por la Afirmacion 2, K, es cerrado en X, K, N A; = J,
y Jy C K,. Por las Afirmaciones 3 y 4, el nervio de K = {K,, |ne€ N}
es naturalmente isomorfo al nervio de J y el arbol R estd correctamente
colocado en K. Por la Afirmacién 5, existe un punto zy € (ViNZ2)\U, - » (£,N
Uatm))-

En las pruebas de que e; y V; satisfacen (1) y (2), vimos que e; € Uy, N
(F, \ Uy, )- De manera que los indices garantizados por la Afirmacion 6 para
e; son también A y Ag.

Como xg € V1 C V C U,,, podemos tomar la componente L,, de F\, N Z
que contiene a . Por la Afirmacion 9, L,, \ Vi C U,,.

Sea a; € A tal que zga; N A = {a;}. Como zg € V; C V, tenemos que
xo # ai. Entonces zga; \ {a1} es un conjunto conexo, con mas de un punto,
contenido en V' C Uy, C Fy,. Ya que zy € V; C Oy C O, la eleccion de O
implica que zga; N W, # 0. Dado que W, es abierto en Z, también tenemos
que (zoar \ {a1}) N Wy # 0. Como zpa; \ {a1} es un subconjunto conexo de
F\, N Z, tenemos que xoa; \ {a1} C L,,. Esto muestra que L,, N W; # 0.
Por otra parte, como Wy C Z \ Vi, tenemos que L,, "W, C L, \ Vi C U,,.
Sin embargo construimos W de tal forma que W7 C W C V' \ U,,. Tenemos
entonces que L,, "Wy C V \ U,,. Por tanto () #£ L,, "W, C Uy, N (V\U,,),
lo cual es absurdo. Esto termina la prueba de la Afirmacion 10.

neN

Las afirmaciones aqui enunciadas nos dan informaciéon importante acerca
de un continuo minimal respecto a no tener la propiedad P(S). Particular-
mene las Afirmaciones 9 y 10 tendran un papel importante en la prueba
propuesta por Cauty. Trataremos de explicar brevemente el camino a seguir.

Junto con el resultado principal del siguiente capitulo, las afirmaciones
de esta seccion permitiran construir una sucesion de arboles {7,,}>° , y den-
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droides {X,,}>°,, que satisfagan la siguiente condicion:

S:TongngTngQXnQQXlQXOQX

A partir de la cubierta F, para n > 0, se construiran cubiertas adecuadas
F, para los continuos X, ;. A grandes rasgos el proceso es como sigue. Si
suponemos que X no tiene la propiedad P(7p) entonces X serd un continuo
minimal que no tenga esta propiedad.

Tomamos un arbol 77 que contenga a Ty de forma que X; no tenga la
propiedad P(T}), usando la cubierta F7|X;. Entonces podemos hallar un
subcontinuo X; de X, que no tenga la propiedad P(77) y se continia con este
proceso. La construccion de los arboles, cubiertas y continuos es una tarea
complicada que no alcanzamos a explicar en este trabajo. A partir de esta
construcciéon, usando las afirmaciones de esta seccion y el Teorema 3.0.17 del
siguiente capitulo, Cauty afirma que se llega a una contradiccion que termina
la prueba. Para llegar a ese punto atin queda un largo e intrincado camino
por recorrer, pero ya hemos avanzado un buen trecho.



Capitulo 3

Arcos y cadenas

En este capitulo presentamos varios resultados llamados auxiliares por
Cauty. El trabajo de este capitulo va dirigido a probar el Teorema 3.0.17, el
cual nos permite encontrar un abierto de un dendroide cuyos elementos cum-
plen ciertas caracteristicas, que explicamos a lo largo del capitulo, respecto a
un arbol contenido en el dendroide. Este teorema es de utilidad mas adelante
en la prueba de Cauty.

Sea Y un subcontinuo de X y T un arbol contenido propiamente en Y.
Continuamos usando la cubierta adecuada F = {F\ | A € A} de X y los
conjuntos U, que habiamos utilizado en el capitulo anterior. Recordemos
que X es un dendroide y que por ser F una cubierta adecuada, su nervio es
un arbol.

Para todo = € Y, sea xq(z) el arco irreducible entre x y 7. Puesto que
los conjuntos Uy cubren a X, y el arco zg(z) es localmente conexo entonces
puede ser cubierto por un numero finito de componentes de los conjuntos de
la forma Uy N zq(x).

Lema 3.0.1 Sea a = ab un arco en Y. Entonces existen una cantidad finita
de elementos Ay, ..., N\, (no necesariamente diferentes entre si) de A y, para
cada i € {1,...,n}, una componente L; de F\, NY tales que

(1) a € Ll,

(2) Ll N Li+1 7& ®7

46
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(3) b€ L,.

(4) Sin es el menor nidmero natural para el que eziste la familia {L1, ..., L,}
entonces para toda i < n, N\; # Aiy1.

Demostracién. Para cada A € A, tal que abNU) # 0, el conjunto abN U,y
es un abierto del arco ab. Como ab es localmente conexo, las componentes de
esta interseccion (cuando no es vacia) son subintervalos abiertos de ab. Ya
que U cubre a X, también cubre a ab, de manera que las componentes de
los conjuntos abN Uy (variando A\) también cubren a ab. Por tanto, la familia
K = {C : existe A\ € A tal que C es una componente de ab N Uy} es una
cubierta abierta de ab.

Puesto que el arco es compacto podemos extraer una subcubierta finita X’
de K. Sean Ay B elementos de la ' que contienen a a y b, respectivamente.
Puesto que K es una cubierta finita de abiertos del arco ab, por el Lema
1.3.14, el nervio de esta cubierta es una grafica conexa. Por lo tanto existe
una secuencia C1, ..., C, de elementos de K’ tal que C; = A, C,, = B y para
todaie{l,...,n—1}, C;NCi1 # 0.

Cada elemento C; es componente de algiin conjunto de la forma abNU), C
Y NF),. Sea L; la componente de Y N F), que contiene a C;, entonces a € Ly,
b€ L,y LiNLi #0paratodaie{l,....,n—1}.

Ahora supongamos que n es minimo y que i < n. Entonces L; # L; 4
pues en caso contrario podriamos omitir a L;, obteniendo una familia con
menos elementos. Como L; N L; 1 # () no puede ocurrir que \; = \;;1 pues
tendriamos dos componentes distintas del mismo conjunto cuya interseccion
es no vacia. Por lo tanto \; # \;;1. B

Definicion 3.0.2 La secuencia de pares ordenados {(L;, \i)}i—, que cumple
las condiciones del Lema 3.0.1 serd llamada una cadena. Las parejas (L;, \;)
serdn llamadas elementos de la cadena y las componentes L; eslabones.

En el caso en que el numero n sea minimo, diremos que la secuencia
{(Li, \i) }™, es una cadena minima del arco ab.

El siguiente resultado nos muestra que las cadenas minimas tienen con-
diciones més fuertes que nos seran de utilidad mas adelante.

Lema 3.0.3 Sea {(L;, \;)}™, una cadena minima de un arco ab, entonces:
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(1) a € Li\U;x Li,
(2) LinL; # 0 siysélosili—j| <1,y

(8) b€ Ly \ Uy Li.

Demostracién.

(1) Si a pertenece a algin otro elemento Ly con 1 < k < m entonces
Ly, Lyiq, ..., L, es una cadena que cumple las condiciones del Lema 3.0.1 y
que tiene menos de m eslabones, lo que contradice la minimalidad de m.

(2) Supongamos que existen indices ¢ y 7 en {1,...,m} tales que ¢ < j,
j—i| >1y LiN L; # (. Entonces la cadena Ly,...L;, L;,...L,, satisface
las condiciones del Lema 3.0.1 y tiene menos de m elementos lo cual es una
contradiccion.

(3) Si b pertenece a algin otro elemento Ly con 1 < k < m, entonces
Lq,...,Lg_1, Ly es una cadena que cumple las condiciones del Lema 3.0.1 y
que tiene menos de m eslabones, lo que contradice la minimalidad de m. B

Lema 3.0.4 Sean ab un arco en'Y y m el menor entero para el cual existe
una cadena del arco ab con m eslabones. Si m > 2, entonces existe una unica
cadena minima de ab.

Demostracion. La prueba de este lema consiste en caracterizar las pa-
rejas (L, \) que forman parte de una cadena minima. Sea {(L;, A\;)}!", una
cadena minima del arco ab. Definimos la familia:

K ={(L,\) | A € A, L es una componente de F\NY y abﬂ(L,\\U F.,) #0}
FFEA

Estas son las componentes que tienen puntos del arco ab que no estan en
ningin otro elemento de la cubierta F|Y. Si quitamos una de estas compo-
nentes, entonces retiramos puntos del arco ab que no pueden ser reemplazados
anadiendo més eslabones. Mostraremos que los elementos de K son exacta-
mente las parejas (L;, A;) con 1 < i < m, de la cadena minima, es decir,
K={(Li,\)|ie{l,...,m}}.

Si (L,\) € K, entonces existe un punto x € ab N (Ly \ U-y;é)\ F.,), puesto
que = € ab entonces existe i € {1,...,m}, tal que x € L; que es componente
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de F)\,NY. Puesto que el punto = pertenece tinicamente a [, entonces A = \;
y por lo tanto L; = L. Esto muestra que toda pareja en la familia K es un
elemento de la cadena minima.

Veamos ahora que para cada 1 < i < m, la pareja (L;, \;) € K. Proce-
diendo por contradiccion, supongamos que existe un niumero ¢ € {1,...,m}
tal que (L;,\;) ¢ K. Entonces ab N (L; \ U, ., £5) = 0, lo cual implica
abN L; C U#/\i F,.

Tenemos entonces que la restriccion de F\{Fy, } a abNL;, F\{F), }abNL;
es una cubierta para ab N L;. Si esta cubierta tiene mas de dos elementos
distintos, puesto que abN L; es conexo, entonces existen v y 1 en A tales que
0+ F,NnF,NLNab C L,. Esto implica que F, N F, N F\, # 0 lo que es
una contradiccion ya que el nervio de F es un arbol. Por lo tanto la cubierta
F\ {F\ }labn L; tiene un tnico elemento distinto del vacio. De modo que
existe y € Atal que y # X\, y abN L; C F,.

Como cada L; es un subcontinuo de X, tenemos que los conjuntos Ky =
LwJ...UL; 1y Ky =1L 1 U...UL, son subcontinuos de X. De manera
que Ky Nab es el conjunto vacio o es un subcontinuo de ab que contiene a a
y K1 Nab es el conjunto vacio o es un subcontinuo de ab que contiene a b.

Analicemos el caso en que 1 < 7 < m. Los casos ¢ = 0 e i = m son
similares. En este caso Ko Nab = acy K; Nab = eb, para algunos c, e € ab.
Como estamos tomando una cadena minima para ab, entonces L, U...UL; U
L1 U...UL,, no contiene al arco ab. Esto implica que, si tomamos el orden
natural en ab donde a < b, se tiene que ¢ < e. Entonces ce \ {c,e} C L.
y en consecuencia ce C L; C F,. Puesto que ¢ € ac = Ky N ab, existe
je{l,...;i—1} talque c € L; C F),. Entonces ¢ € F),NF\;NF,. Ya que el
nervio de F es un arbol, tenemos que v € {\;, \;} y como escogimos v # \;,
entonces v = A;. Como ce C L; C F,, = F),, tenemos que ce es un conjunto
conexo de Fy, NY que intersecta a L; (c € ceN L;), asi que ce C L;. Esto es
absurdo ya que L; C Ko, e € K1 y KoN K, = 0 asi que e ¢ L;. Esto termina
la prueba de que cada elemento de la cadena minima pertenece a K.

Hemos probado que dada cualquier cadena minima se tiene que K =
{(L;; X\i)}i, por lo tanto existe una tnica cadena minima de ab. Notemos
que usamos que m > 2 para que exista el subarco ce. En el caso en que
m = 1, el Lema 3.0.4 puede fallar cuando el arco ab esta contenido en la
intersecciéon de dos conjuntos Uy y U,, pues en este caso podemos tomar
FyNabo F,Naby las dos son cubiertas minimas. M

Una cadena minima nos dice en cuantos "pasos” un punto a alcanza al
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Figura 3.1: Tomemos como Y al arco ac y como 7' al arco bc con la cubierta
que se muestra. Los puntos x y y alcanzan “en un paso” al arbol T. Para
el punto x existen dos posibles elecciones de cadenas para el arco 7" la
componente de x en F3 o su componente en F5. Por otra parte para el punto
y la eleccion si es tinica, pues solo podemos tomar su componente en Fj.

punto b.

Para el arbol T'y un punto z € X que no pertenece a T sea g(x) € T el
punto tal que zq(x) es el arco irreducible entre = y T. Denotamos m(x,T)
el menor entero m para el cual existen secuencias {L;}™, v {\}7, que
cumplen las condiciones del Lema 3.0.1 para el arco zq(z). En el caso en
que m(z,T) > 1, la cadena minima es de m(x,T’) eslabones. Dado un x €
X, si m(z,T) > 1, la cadena minima garantizada por el Lema 3.0.4 sera
denotada por {(L¥, A2)}"T) donde z € LT y q(z) € Ly, - En el caso
en que m(z,T) = 1, existe un A\{ € A tal que xq(z) € L{ C Fys. Hemos
observado que podria haber dos indices A{ con esta propiedad. De manera
que en ocasiones el caso m(z,T) = 1 sera tratado de manera especial.

Para cada n € N definimos los siguiente subconjuntos de Y: R, = {x €
Y | m(z,T) = n} y S, = U,_, Rk, equivalentemente S,, = {z € Y |
m(z,T) < n}.

Lema 3.0.5 Sean n € N y {x,,}3°_, una sucesion de puntos en R, que
converge a un punto x. Entonces existen (A\1,...,\,) € A", una subsucesion
{Zm, 1321 ¥ para toda i € {1,...,n} una componente L; de Fy, NY, tales
que para toda k € N y toda i € {1,...,n}, \;"™* = X\;.. Ademds la familia
{(Li, \i) Yy satisface que:

(1) .TGLl,
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(2) LinL; #0 sii—j| <1,
(3) L?LQT#QZIJ
(4) zq(x) C Ly U...UL,.

Demostracion. Consideremos la sucesion L = {(A7™, ..., Af™)}>_ . Da-
do que el conjunto A es finito, el conjunto A™ también es finito, entonces
existe una secuencia (\1,...,\,) que se repite infinitamente en L. Toman-
do los elementos de la sucesion {x,,}5°_, para los cuales (A]™,..., AZm) =
(A1, .., An), tenemos una subsucesion {z,,, }3°; tal que, para toda k € Ny
toda i€ {1,...,n}, \]™ = \,.

Para cada k € N, sea y;, = 2,,,. Como X es un continuo, podemos suponer
que para cada indice i, con 1 < i < n, la sucesion {LY¥*}~ , formada por
componentes de F, NY, converge hacia un subcontinuo K; contenido en
F,NnY.

Dada i € {1,...,n}, sea L; la componente de F), NY que contiene a K;.
Dado que para toda k € N, y, € LY y LY¥*NT # (), tenemos que x € K; C L
y K, NT # 0 lo que implica L, N T # (.

Ademas, para cada k € Ny cadai e {1,...,n—1}, LY* N L%, #0, lo
cual implica que K; N K, 11 # 0 y en consecuencia L; N L, # 0. Por lo tanto
LyU...UL, es un continuo que contiene a x e intersecta a 7', lo que implica
que contiene al arco irreducible zq(z). B

Lema 3.0.6 Para todo n € N, el conjunto S, es cerrado en Y.

Demostracién. Sea {z; }511 una sucesion de puntos de S, que converge
a un punto x. Probaremos que x € S,,.

Puesto que para toda j € N, m(z;,T) < n, entonces existe r € {1,...,n}
para el que una infinidad de elementos de la sucesion cumplen m(z;,T) = r.
Por lo tanto podemos tomar una subsucesion {z;, }32, de {z;}%2, contenida
en R, que converge a x.

Por el Lema 3.0.5 existen (A1,...,\,) y una subsucesion, que podemos
suponer que es la misma {z;, }7°,, tales que, para toda k € N, m(z,,,T) =r
y para todo i € {1,...r} y toda k € N, Afj‘“ = \;. Existe también, para cada
i € {1,...,r}, una componente L; de F\, NY de tal manera que la familia
{L;, \i}i_; se satisface las condiciones (1), (2), (3) y (4) del Lema 3.0.5.

Sea s el menor entero para el cual el arco zq(z) estd contenido en el
conjunto Ly U...U L, entonces las parejas (L1, A1), ..., (Ls, A\s) cumplen las
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condiciones del Lema 3.0.1. De modo que {(L;, \;)};_, es una cadena del ar-
code z a T y por lo tanto m(z,T) < s < n, lo que implica que z € S,, y
concluimos que S, es cerrado. l

Para el siguiente lema recordemos que Ey es el conjunto de puntos en los
que Y es colocalmente conexo.

Lema 3.0.7 Sean e € Ey \ T y V una vecindad de e en Y tal que Y \
Vi oes conexo y T C Y\ V. Sean my = sup{m(z,T) |z eV} ym| =
sup{m(z,T) | x € VN Ey}. Entonces my =mj,.

Demostraciéon. Puesto que V N Ey C V, entonces mi, < my. Si m}, es
infinito, entonces my también lo es y por lo tanto my = mj,.

Supongamos entonces que my, es finito y probemos que mj, > my. Sea
x € V, por el teorema de Krasinkiewicz y Minc¢ (Teorema 1.2.11), x es el
limite de una sucesiéon {z;};-, tal que, para toda i € N, z; pertenece a un
arco e; f;, donde e; y f; son puntos de Ey. Puesto que V es abierto de Y y
xr € V, podemos suponer que x; € V, para toda ¢ € N.

Por el Lema 1.2.9, para cada i € N, existe a; € {e;, f;} tal que a; € V' y
x; pertenece al arco a;b;, donde b; es tal que a;b; N (Y \ V) = {b;}. Sea z; € T
tal que a;z;NT = {z;}. Como z; € T C Y \V, por el Lema 1.2.9(1), b; € a;z;.

Figura 3.2: El punto x; pertenece al arco irreducible entre a; y T'.

Por lo tanto, dado que z; € a;z;, entonces x;q(x;) C a;q(a;) y tenemos
que m(z;, T) < m(a;, T) < mj, < oc.
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Hemos probado que para toda i € N, z; € S, . El Lema 3.0.6 implica que
x € Sy, y por lo tanto m(z,T) < mj,. De aqui concluimos que my < mj, y
por lo tanto my =mj,. B

Lema 3.0.8 Sean e un punto y V un abierto de Y que cumplen las hipdtesis
del Lema 3.0.7. Entonces:

1. si my es finito, existe un punto e; € Ey y un abierto U de Y tal que
ee €U, UCV,Y\U es conexo, y para toda x € U, m(z,T) = my.

2. st my es infinito, existe un punto e; € Ey y un abierto U de Y tal que
ee €U, U CV,Y\U es conexo y para toda v € U, m(z,T) > m(e,T).

Demostracién.

1. Como my es finito, por el Lema 3.0.7, existe e; € Ey NV tal que
my = m(ey,T). Hacemos D = S, —1 simy > 2y D =0 si my = 1.
Entonces D es cerrado en Y. Asi que Y \ D es un abierto de Y que
contiene a e;. Por lo tanto existe un abierto U; de Y tal que e; € U; C
U, C (Y \ D)NV. Puesto que e; € Ey, entonces existe una abierto U
de Y tal que e e U CU; y Y \ U es conexo.

Tenemos entonces que U CU, CVN(Y\D). Porlotanto U C V y para
todax € U, my —1 <m(z,T) <my,simy >2y 1 <m(z,T) <1,
si my = 1. Por lo tanto m(z,T) = my.

2. Dado que my es infinito, existe e; € VN Ey tal que m(ey,T) > m(e, T).
Por el Lema 3.0.6, Sy,1) es cerrado, por lo que (Y \ Sper) NV es
un abierto de Y que contiene a e;. Entonces podemos encontrar un
abierto Uy de Y tal que e; € Uy C U € VN (Y \ Sm(e,r))- Como
ademéas e; € Fy, entonces existe una vecindad U de e; en Y tal que
UCU, yY \U es conexo.

Tenemos entonces que UCU CVN(Y\ Sme,r)). Por lo tanto UCvV
y para toda x € U, m(x,T) > m(e,T). R

Lema 3.0.9 Sean U un abierto no vacio de'Y tal que Y \ U es conexo y W
un abierto de U que es union de componentes de U, entonces WNUNEy # ().
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Demostracién. Puesto que W es un abierto de U, existe un abierto O
de Y tal que W = O NU. El teorema de Krasinkiewicz y Minc implica que
existe un arco ajas, con ay,as € Ey, tal que ajaa N (O NU) # (). Sea x un
punto en ajas N O NU # 0. Ya que ajas \ U = ayas N (Y \ U) es conexo y
x € ajas N U, entonces por el Lema 1.2.9 alguno de los extremos del arco
aiasz, supongamos que a, estd en U y x pertenece al arco irreducible entre a;
y Y\ U, por lo que el arco a;x esté contenido en U. Ya que x € ONU C W
y W es union de componentes de U, el arco a;x esta contenido en W y por
lotanto ey e WNUNEy. R

Lema 3.0.10 Sea m > 1 un entero. Para cada s = (A,..., ) € A™,
definimos Hy = {x € R, | \¥ = \; para toda 1 < i < m}. Entonces H; es
un conjunto cerrado y abierto de R,,. Ademds R,, C |J Hy, ysis#r,
entonces Hy, N H, = (.

seA™

Demostracion. Veamos que H, es cerrado en R,,. Sea {x;}32, una suce-

sion en H; C R, que converge a un punto =z € R,,. Paracadai € {1,...,m},
podemos suponer que la sucesion {L;” }32, de componentes de Fy, 'Y con-
verge a un subcontinuo K; contenido en F\, NY. Dada i € {1,...,m}, sea

L? la componente de F, NY que contiene a K;, entonces {(L¥, A\;)}7*, cum-
ple las condiciones del Lema 3.0.1, por lo que es una cadena del arco zq(x)
y puesto que m(z,T) = m, entonces es una cadena minima. Por lo tanto
x € H,. Hemos probado que Hj es cerrado.

Puesto que, para toda x € R,,, m(x,T) = m, entonces Ry, C (J,cpm Hs.
Por la unicidad de las cadenas minimas, si s # r, entonces H, N H, = (. Ya
que para toda s € A, H, es cerrado, entonces R, \ Hy, = UTGAm\{S} H, es
union finita de cerrados. Por lo tanto H, es abierto en R,,. B

Corolario 3.0.11 Sean m > 1 y A un subconjunto de R,,. Entonces para
toda s € A, AN H es abierto y cerrado en A y por lo tanto es union de
componentes de A

El siguiente paso es definir conjuntos del tipo H, cuando m = 1. Notemos
que R; es el conjunto de puntos = tales que existe A € A y existe una
componente L de F) tal que zq(x) C L. Esto es equivalente a decir que
existe A € A tal que zq(z) C F).
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Observemos que es posible que existan dos de estos indices A. Precisamen-
te cuando el arco zq(z) esta contenido es una interseccion del tipo F N F,,
con \ # ~. No pueden existir tres indices con esta propiedad pues el nervio
de F es un arbol.

Para esto debemos distinguir entre dos tipos de puntos en R;. Aquellos
para los cuales existe un tnico indice A\, tal que xq(z) C LY C Fys y aquellos
para los cuales existen dos. Si x es un punto del primer tipo, no hay lugar
a confusién. Nos concentraremos entonces en aquellos puntos para los que
existe méas de una posible cadena minima.

Como A es un conjunto finito podemos fijar un orden <, y entonces
podemos hablar del minimo de cada uno de sus subconjuntos no vacios.

Definicién 3.0.12 Dada s = (\) € A, definimos el conjunto:

H,={x € Ry | X es el minimo elemento de A tal que xq(z) C F\}.

En el caso en que v € H, = H(y), definimos \{ = X\ y LT como la
componente de Fys que contiene a xq(x).

Con esta eleccion los conjuntos H,, cuando s € A, estan bien definidos y
tienen dos a dos interseccion vacia. A diferencia del Lema 3.0.10 no podemos
asegurar que estos conjuntos sean cerrados en Rj.

Lema 3.0.13 Sean A € A y x € Y. Supongamos que xq(x) € F\. Entonces
eriste un subconjunto abierto W de Y tal que x € W y para toda y € W,

y) € Fi.

Demostraciéon. Supongamos que no existe tal conjunto W. Entonces
es posible encontrar una sucesion {z,}>°, en Y tal que lim, o2, = = ¥y
para toda n € N, x,q(z,) C F. Tomando una subsucesion si hiciera falta,
podemos suponer que lim,,_,, z,q(z,) = L, para algin subcontinuo L de X.
Como para cada n € N, z,q(x,) CY N E\y 2,q(x,) N T # 0, tenemos que
LCYNF\y LNT # (. Esto implica que zq(z) C L C Y NF) lo que es una
contradicciéon. Esto termina la prueba de este Lema. H

Lema 3.0.14 Sean m un entero positivo, k € {1,...,m}, s = (A1,.. ., A\m)
y A un abierto de Y tal que A C A C Hy. Entonces para todo abierto W de
Y, el conjunto Viy = {y € A| L} CW} es un abierto de A.

Demostracién. Mostraremos que A\ Viy es cerrado de A. Sea {x,} "
una sucesion en A\ Vi € H, que converge a un punto z € A. Puesto que
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cada z, € A\ Vi C A, tenemos que v € A C H, y para toda n € N,
Li»n(Y\W) # 0. )

Dada ¢ € {1,...,m}, consideramos la sucesion {L;"}°°,. Esta es una
sucesion de subcontinuos de Y. Tomando las subsucesiones correspondientes,
si hiciera falta, podemos suponer que para cada i € {1,...,m}, esta sucesion
converge a un subcontinuo C; de Y. Como cada L;™ esta contenido en F),NY,
tenemos que C; C F, NY. Sea D; la componente de F), NY que contiene a
C;. Como para todan € Ny todaie {1,..., m—1}, x, € L7*, L:»NT # ()
y L N Ly, # 0, tenemos que z € Cp, C;NCiqy # 0y Cp, NT # 0.
Asi que los conjuntos Dy, ..., D,, también tienen dichas propiedades. Como
v € ACH, C Ry, {Di, \i}™, es una cadena minima para el arco zq(z). Si
m > 1, por la unicidad de estas cadenas, para cada i € {1,...,m}, D, = L?.

Ahora supongamos que m = 1. Ya que z pertenece a A C H,, tanto a los
puntos x, como a x se le asocia el indice A. Puesto que D; es una componente
de Fs,NY que contiene a x e intersecta a 1", concluimos que D; = L.

En particular C, C Lf. Ya que para toda n € N, Li" N (Y \ W) # 0,
tenemos que L¥ N (Y \ W) # (). Por lo tanto z € A\ Viy y Viy es abierto en
AR

Corolario 3.0.15 Sean m € N, x € R,,,, k € {1,...,m}, s = (A\],...,\%)
y A un abierto de'Y tal que v € A C A C H,. Entonces para todo abierto W
de Y que contiene a L, existe un abierto V C A de Y, que contiene a x y
tal que para today € V, LY CW.

Demostracién. Por el Lema 3.0.14, Viy es un abierto de A que contiene
a z. Sea U un abierto de Y tal que Viy = ANU. Tomemos V = ANU C Vyy,
entonces V' es un abierto de Y, x € V y para today € V, y € Vi lo que
implica que L} C V. &

Antes de probar el resultado principal de este capitulo, debemos probar
el siguiente lema, que nos dice que podemos construir una vecindad abierta
de un arbol contenido en otro como se muestra en la Figura 3.3

Lema 3.0.16 Sean S y T drboles en un espacio X y sea U = {Uy | X €
A} una cubierta abierta de X. Supongamos que S C T. Entonces existe
un conjunto abierto V de T que contienee a S y tal que V \ S es de la
forma \J,_, (ak, by), donde los elementos de la familia {(ax, by)}}_, son arcos
abiertos ((z,y) = xzy \ {z,y}) ajenos dos a dos y para cada k € {1,...,n},
existe \, € A tal que (ag, by) estd contenido en un conjunto U, .
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Figura 3.3: Vecindad abierta del arbol S en el arbol T’

Demostracion. Sean vy, ..., vy, los vértices (puntos terminales o de ra-
mificacion) de T que no pertenecen a S. Sea B = {vy,...,v,,}. Sea W la
componente de T\ B que contiene a S. Como T' es localmente conexo, tene-
mos que se cumplen dos propiedades: (a) W es abierto en Ty (b) Frp(W) C
Frp(B) € B. De manera que podemos suponer que Frp(W) = {vy, ..., v,}
donde n < m. Para cada i € {1,...,n}, sea a; € S tal que v;a; NS = {a;}
(v;a; es el arco irreducible entre v; y S).

Veamos que sii # j e i,j < n, entonces los arcos abiertos (v, a;) y (v}, a;)
son ajenos. Primero veamos que (v;,a;) € W. Dada p € (v;,a;), sea U un
abierto conexo tal que v; € Uy U Na;p = 0. Como v; € Frp(W), existe
w e UNW. Como W es conexo por arcos, existe un tnico z € S tal que
wrNS = {z} y el arco wx esta contenido en W. Observemos que el conjunto
v;w U wzx es un subcontinuo que contiene a v; e intersecta a S. Por lo tanto,
el arco v;a; C v;w U wz. Esto implica que p € v;w Uwz. Ya que elegimos
U de forma que sea conexo, v;,w € U y p ¢ U entonces p € wzx. Por tanto
p €Wy (v;,a;) CW.Dado un vértice v de T, si v ¢ S, tenemos que v € B,
de manera que v ¢ W asi que v ¢ (v;,a;). En el caso en que v € S, como
(viya;) NS = (), tenemos también que v ¢ (v;,a;). Con esto hemos probado
que (v;, a;) no tiene vértices de 7'. Similarmente, (v, a;) no tiene vértices de
T.

Si suponemos que (v;,a;) N (v;,a;) # 0, como no hay puntos de ramifi-
cacion de T' en (v;,a;) U (v;, a;), esto implica que v;a; N vja; es un arco. De
manera que v; € v;a; 0 v; € v;a;. Supongamos, por ejemplo, que v; € vja;.
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Como v; ¢ W, tenemos que v; ¢ (v;,a;) y v; # a;, de modo que v; = v;, lo
que es una contradiccion.

Para cada ¢ € {1,...,n}, existe \; € A tal que a; € Uy,, y como Uy, es
abierto, existe b; € (a;,v;) tal que a;b; C Uy,.

Veamos que W = S U (UJ;_,(a;,v;)). Ya sabemos que S U (J;,(a;,v;)) C
W. Dadap € W\ S, como W es conexo y T es un arbol, W es conexo por
arcos, asi que el arco minimo que conecta p con un punto de S esta contenido
en W. Sea ¢ € S tal que pgN S = {q}. Como p ¢ S, tenemos que p # q.
Entonces podemos prolongar el arco pq, en la direcciéon de p hasta encontrar
un punto terminal de 7. Sea v el primer vértice que nos encontramos cuando
prolongamos el arco. Entonces p € qu y qu N B = {v}. Notemos que el arco
semiabierto [g,v) intersecta a S y no intersecta a B. Como [g,v) es conexo,
concluimos que [¢,v) € W. Como T es un arbol, v ¢ S, asi que v ¢ W.
Por tanto v € Frp(W) y v = v; para alguna ¢ € {1,...,n}. Comop € Wy
v ¢ W, tenemos que p € [¢,v) v ¢ = a;. Por tanto p € (a;,v;). Esto termina
la prueba de que W = SU (U, (a;, v;)).

Entonces el conjunto V- =W\ (U, biv;) = SU (U, (a;, b)), es abierto
en T y satisface las propiedades pedidas. B

Teorema 3.0.17 Sean un punto a € Ey \T y una vecindad O de a en'Y tal
que ONT = (. Entonces existen un punto e € Y \ T, una vecindad abierta
V dee enY contenida en O y un entero m > 0, tales que:

(I) e € Ey,
(II) para todo x € V, m(z,T) =m ,
(II1) para toda 1 <i < m se tiene que \* = \! para cualesquiera x,y € V,
)

(IV) se cumple alguna de la siguientes dos propiedades para todo v € V:
LY = Lt ; o existen v # X;, y una componente C,, de T'N F, tales que

m?

Lt NT CCyNU,.

Demostraciéon. Puesto que a € Ey \ T, existe una vecindad abierta Vj
de a en Y, contenida en O, tal que Y \ Vj es conexo. Sea my = my, =
sup{m(z,T) | x € Vo N Ey }.

Por el Lema 3.0.8, si my < 00, existe un punto a; € EFy NV} y un abierto
WideY talque a; € Wy y W, CV,, Y \ W es conexo, y para toda x € Wh,
m(x,T) = mg = m(ay,T). Entonces a;, mg y Wi cumplen las condiciones

() y (IT)
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Supongamos ahora que mg es infinito. Por el Lema 3.0.8, existen e; €
Vo N Ey y una vecindad abierta Vi de e; en Y tal que V; C Vp, YV \ W es
conexo y m(z,T) > m(a,T) para todo x € Vi. Sea my = my,. Si m; < 0o
entonces, por el Lema 3.0.8, existen a; € EFy NV, y un abierto W, de Y tal
que a; € Wy, W, C Vj y Y \ Wj es conexo y de modo que ay, my y W
satisfacen las condiciones (I) y (II).

Si m; es infinito, aplicamos nuevamente el Lema 3.0.8 para encontrar un
punto es € V; N Ey y una vecindad V, de ey en Y tales que m(ey, T) >
m(ey, T), Vo C Vi, Y \ V4 es conexo y para todo = € Vo, m(z, T) > m(ey, T).

Repetimos este proceso para mo = my,. Es decir, analizamos los dos
posibles casos: si my es finito, nos detenemos y si ms es infinito, continuamos
construyendo puntos e, abiertos V' y naturales m. En realidad queremos
probar que este proceso se detiene en un niimero natural N. Supongamos
que el proceso no se detiene. Entonces se puede repetir para toda n. Es decir,
para cada n € N, existe e, € V,, N Ey, donde V,, es abierto en Y tales
que:V,11 C V,,, Y\ 'V, es conexo, m,, = my, es infinito y para toda = € V, 11,
m(z,T) > m(e,,T). En particular, m(e,41,7) > m(e,,T). De manera que
la sucesion {m(e,, 7))}, no es acotada. Esto implica que:

Sea p € (°°, Vn. Entonces m(p,T) > m(e,, T) para toda n € N. Esto
contradice el hecho de que la sucesion {m(e,,T)}>2; no es acotada.

Esta contradiccién nos muestra que existe N € N para el que my < oo
y por el Lema 3.0.8, existen un punto a; € FEy y una vecindad W; de a;
en Y tal que Y \ Wy es conexo, W; C Vy C Vy C O y para todo x € W,
m(z, T) = my. Hacemos m = my.

Ahora que hemos encontrado un punto a;, un entero m y una vecindad W,
que cumplen las condiciones (I) y (II) encontraremos un abierto W, C W)
que ademéas cumpla las partes (IIT) y (IV). Por la Afirmacion 1, podemos
suponer que Wi satisface las siguientes condiciones.

(a) Wy N Fy = 0 para toda A tal que a; ¢ F)
(b) W, C U, para toda \ tal que a; € U,.
(¢) Y\ Wy es conexo.

Analizamos dos casos.
Caso 1. m = 1. En este caso, consideramos dos subcasos.
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Subcaso 1. Existe un tinico A € A tal que a;q(a;) C F).

En este subcaso, por el Lema 3.0.13, para cada v € A\ {\}, existe un
abierto O, de Y tal que a; € O, y para toda y € O,, el arco yq(y) ¢ F,.
Tomemos Wy = Wi N ﬂveA\{A} O,. El conjunto W5 es un abierto de Y por
ser interseccion finita de abiertos, estd contenido en W; y es no vacio pues
a; € Ws. Dado que a; € Ey podemos pedir que Y \ W5 sea conexo.

Sea © € Wy, entonces © € Wy C Wy, por lo que m(z,T) = 1. Asi que
existe 7 € A tal que zq(z) C F,. Yaque x € () 5 (5 O, la tinica posibilidad
es que xq(x) C F\. Por definicion x € H(y) lo que implica que A\] = A = A7,
Asi las condiciones (I), (IT) y (III) se satisfacen para a;, Wa y A.

Subcaso 2. Existen dos elementos distintos A,y € A tales que a;q(a;) C
N f77 y A <a Y.

En este subcaso A\[* = Ay a; € H,. Si W; C H,, entonces hacemos
Wy = W;. Como el nervio de F es un arbol y W satisface la condiciones (a)
y (b), tenemos que Fy y F, son los tnicos elementos de F que intersectan
a Wi. Dado x € Wy, como m(z,T) = 1, tenemos que el arco zq(x) esta
contenido en alguno de los conjuntos F\ o F, y no puede estar contenido en
ningin otro. Asi que consideramos dos opciones.

Opcidn 1. Para toda x € Wy, zq(z) C Fy. En esta opcion, como A <, v
tenemos que para toda x € Wi, A{ = Ay x € H,). Por lo tanto se cumplen
las condiciones (I), (II) y (III) para aq, W7 y m = 1.

Opcién 2. Existe un punto zo € Wi tal que zog(zo) € F.

En esta opcion, por el Lema 3.0.13, existe un abierto W, de Y tal que zy €
Wy C W, y para toda y € Wy, yq(y) € F). Por el Teorema de Krasinkiewicz
y Minc existen dos puntos b,c € Ey tales que be N Wy # (). Escogemos un
punto xz; € Wy Nbe C Wi Nbe. Ya que Y \ W es conexo, por el Lema 1.2.9,
aplicado a W1, be v xq, podemos suponer que b € W, y que z; pertenece al
arco irreducible entre by Y \ Wj.

Como b € Wy, m(b, T) = 1 por lo que existe 6 € A tal que bq(b) C Fj.
Por las propiedades de Wy y como b€ Wi, 6 € {\,v}. Yaque T CY \ W,y
q(b) € T, entonces el arco irreducible entre by Y\ W, esta contenido en el arco
bq(b), y por lo tanto z1 € bg(b)NWj. Ya que el arco bg(b) es un subcontinuo de
Y que contiene a x; e intersecta a T" entonces x1q(x1) C bg(b). Esto implica
que bg(b) € Fy y por lo tanto bg(b) C F,. Por el Lema 3.0.13, existe un
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abierto Wy de Y tal que b € Wy C W; y para toda y € Wa, yq(y) € Fh,
de modo que yq(y) C F,. De manera que y € Hi,y y A\{ = v = A. Ya que
b € Ey podemos suponer que Y \ W es conexo. Por lo tanto se cumplen las
propiedades (I), (II) y (III) para ag = b, Wy y m = 1.

Esto termina la prueba del caso m = 1.

Caso 2. m > 1. Sea s = (\,..., \m) € A™ tal que H, N W, # 0, como
H, es abierto y cerrado en R,,, H, N W, es abierto y cerrado en W, y por
el Corolario 3.0.11 es unién de componentes de W;. Entonces, por el Lema
3.0.9, existe ap € H, N Wi N Ey v como Hy, N W es abierto en Wy que es
abierto en Y, existe una vecindad Wy de as en Y tal que Wy C H, N W, y
Y \ Wy es conexo. Por lo tanto para todo x € W, se tiene que, para cada
ie{l,...,m}, \¥ = \; lo que prueba la condicion (IIT).

Hasta este punto hemos encontrado un punto as € FEy, un entero m,
una vecindad abierta Wy de ay y una secuencia s = (A;,..., \,) € A™ que
cumplen las condiciones (I)-(IIT), ademas de que la vecindad W5 tiene las
propiedades (a), (b) y (c). Si existe una vecindad W3 de as contenida en Wy
tal que para toda x € W3, L¥ = L%, entonces tomamos e =ay y V = W3 y
también se cumple la condicion (IV) y hemos terminado la prueba.

Supongamos entonces que no existe tal vecindad W3 de as. Entonces
tenemos que para toda vecindad W de as en W5 existe un punto x € W tal
que L? # L. Notemos que L% NT es una componente de F), N7 por lo
que es un arbol contenido en T' y su frontera relativa a 1" es finita. Dado un
punto x € Frp(F\, NT), existe A € A tal que = € U,. Por la conexidad local
de T, existe un abierto conexo Wy de T tal que z € Wy C U,. Si ocurriera
que A = A% | tendriamos que (L% NT) U W, es un subconjunto conexo de
Fy,,, NT C Fy, NY ,ycomo L es componente de este altimo conjunto,
tenemos que (L2 NT)U Wy C L%, Entonces z € Wy C L2 N T, lo que
contradice que x € Frp(F), NT). Por lo tanto A\ # \%2.

Por el Lema 3.0.16 podemos tomar una vecindad abierta O de L¥2 NT
en T tal que O\ L% es de la forma | J;_(ax, bx) donde los intervalos (ax, by,)
son ajenos dos a dos y para toda k € {1,...,n} tenemos que (ax,bx) C U,,
para alguna A\, # \%2.

Sea P una vecindad abierta de L? en Y tal que PNT = O. Por el Co-
rolario 3.0.15, existe una vecindad abierta W de as en Y tal que W C Wy y
para toda z € W, L% C P.
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Sea o € W tal que L¥° # L. Como ambos conjuntos son componentes
de F\,, NY, tenemos que L™ N L% = (). Entonces L% N'T es conexo y esta
contenido en (PNT)\ L% = O\ L%. Por lo tanto existe k € {1,...,n} tal
que LT NT C (ay, by).

Sabemos que existe v # A2 tal que (ay, b;) C U,. Sea C, la componente
de F,NT que contiene a (a, by). Puesto que (ax, by) es abierto de T, entonces
existe un abierto @)1 de Y tal que (ay,bx) = @1 NT. Sea Q2 un abierto de
Y que contiene a L¥° entonces @ = (Q2 \ T) U Q1 es un abierto de Y que
contiene a LT y tal que Q NT = Q1 NT = (ag, bg).

Sea M = {x € Wy | L%, C Q}, por el Lema 3.0.14, M es un abierto
de W,. Veamos que M es unién de componentes de W, Sea z € M y K
la componente de W, que contiene a x. Recordemos que W, C H,, donde
s = (A,...,Am). Dado que para toda x € Wy, x € L%, tenemos que Wy C
Fy, NY, lo que implica K C L7. Para toda y € K, tenemos que y € L.
Entonces {(L¥, \;)}1 es la cadena minima del arco yq(y) lo cual implica que
LY = LY y en consecuencia y € M. Por lo tanto K C M y M es uni6én de
componentes de Ws.

Puesto que M es abierto y es unién de componentes de W, el Lema 3.0.9
nos dice que existe un punto e € M N Wy N Ey. Sea V un abierto de Y
tal que e € V, Y\ V es conexo y V C M. Entonces, para toda z € V,
Ly NT CQNT C (ay,by) € C,NU,. Por lo tanto la condicién (IV) se
cumple y hemos terminado la prueba. B

Terminaremos este capitulo ilustrando la condicion (IV) del Teorema
3.0.17. Para ello consideramos los siguientes ejemplos.

Ejemplo. Empezaremos con un ejemplo en donde para toda = € V,
Ly = L¢ . Tomemos como Y un abanico armoénico con vértice p y tal que
ap es la barra limite. Sea F la cubierta y T el arbol como se muestran en
la Figura 3.4. Los puntos donde Y es colocalmente conexo son los puntos
terminales de los arcos maximos que tienen como extremo en comun a p.

Dados a y O como se muestran en la figura, observemos que m(a,T) = 3,
pero existe una infinidad de puntos = € Fy tales que m(z,T) = 4. Sin em-
bargo para cada punto x € Ey \ {a}, podemos tomar una vecindad W de
x tal que W sea un arco contenido en el arco xp. De esta forma, tomando
ey V como se muestra en la Figura 3.4, tenemos que e € Ey, V C Ry,
V C Hugso1) y paratodax € V, Lj = Lj.
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F;

Figura 3.4:

Ejemplo. Ahora veamos un ejemplo en el que existen v # A y una
componente C, de T'N F, tal que L%, NT C C, N U, para todo x € V.
Para esto consideramos el siguiente espacio. Sea C' un conjunto de Cantor
construido a partir del intervalo [0, 1]. Tomamos Y = (C'x |0, 1])U([0, 1] x{0})
y observemos que By = C x {1}.

Construimos la cubierta F = {F}, F5} de Y como se muestra en la Figura
3.5. Tomamos p € (0,1) y construimos F; = (C x [0,p]) U ([0,1] x {0}) ¥
Fy, = C x [0,1]. Tomando a,b € [0, 1] tales que 0 < a < b < p < 1 podemos
tomar U; = (C x [0,b)) U ([0,1] x {0}) v Uy = C x (a,1]. Entonces esta
cubierta es una cubierta adecuada. Observemos ademas que las componentes
de Fy son de la forma {c} x [0, 1], para algin ¢ € C.

Sea T = [0,1] x {0}. Entonces T" C U;. Tomemos el punto ¢ = (0,1) y O
una vecindad de ¢ contenida en Us,, como se muestra en la Figura 3.6.

Notemos que ¢ € Ey y O C R; . Sin embargo, para cualquier y € EyNO'y
cualquier abierto W de Y que contenga a y y que W C O, existe v € EyNW,
tal que x # y. Esto implica que L3 # LY. Por lo tanto no existen e € Ey y
V' un abierto de Y que contiene a e que satisfacen las condiciones (I), (II) y
(III) del Lema 3.0.17 y tal que para toda x € V, L%, = L¢,.

Veamos que entonces se verifica la segunda de las opciones. Mostraremos
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-

(0.0) (1.0

y E (1.1)

(0.1) 11 B

(0,0) (1.0)  om 1.0}

Figura 3.5: El espacio Y y la cubierta F

que ¢ v V satisfacen esta condicion. Observemos que para toda z € O,
L3NT es un tnico punto ¢, € C' x [0,1] C T C U;. Tomemos entonces 7 = 1
y C, = T. Tenemos que para toda = € 0,13NT C C, NU, . Entonces se
cumple la segunda de las posibilidades de la condicion (IV).

o
- 1.1)

(0.0) (1.0)

Figura 3.6:
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