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Capitulo 1

Introducciéon

Los problemas de iluminaciéon siempre han sido populares en mateméticas. Un
ejemplo conocido, es que la frontera de cualquier conjunto compacto y convexo S en el
plano puede ser iluminado usando tres fuentes de luz localizadas en el complemento de
S. Podemos ver esto al encerrar a nuestro conjunto convexo y compacto en un triangulo,
colocando después una fuente de luz en cada uno de los vértices del triangulo.

)

Figura LI: Tres fuentes de luz iluminan un conjunto convexo en el plano.

En 1973, Victor Klee plante6 el problema de determinar el nimero de guardias que
son necesarios, ademas de suficientes, para cubrir el interior de una galeria de arte con
n paredes [Hon76].

El planteamiento de este problema fue una respuesta a una peticién hecha por Vaclav
Chvatal que en una conferencia realizada en agosto de 1973 en Stanford le solicit6 a Klee
un interesante problema geométrico. Chvatal pronto estableceria lo que hoy conocemos
como el teorema de la galeria de arte u ocasionalmente también como el teorema del
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vigilante que nos dice que [n/3] guardias son ocasionalmente necesarios y siempre
suficientes para cubrir un poligono con n vértices [Chv75]. Esta pregunta de Geometria
Combinatoria aunque en principio simple, ha probado estar llena de posibilidades y
desde su formulaciéon ha dado lugar una gran cantidad de articulos, recopilaciones y
diversos problemas matematicos.

En 1987, J. O'Rourke [O’'R87] public6 Art Gallery Theorems and Algorithms, el primer
libro dedicado enteramente al estudio de los problemas de iluminaciéon de los poligonos
en el plano, este libro propicié un gran interés por los problemas relacionados con
el de la galeria de arte y algunas variaciones surgidas del mismo. Dos compilaciones
surgieron de él: una en 1992 por T. Shermer [She92], y también en 1996 por J. Urrutia
[Urr96]. Algunas mas tratando diversas variantes y resolviendo problemas expuestos
anteriormente seguirian [UrrOO] y [TABNI5].

Uno de los tantos problemas relacionados con la iluminaciéon de la galeria de arte es
el problema de los k-mo6dems que examinaremos en la presente tesis.

En el capitulo uno nos enfocaremos a dar una introduccién a algunos conceptos y
resultados que nos seran ftiles para entender el presente trabajo. Solo se supondra
cierta familiaridad con la notacion asintética. Sin embargo se incluye como apéndice una
breve descripcion de la misma.

En el capitulo dos daremos la prueba del teorema de la galeria de arte ademas
de que hablaremos de algunas variaciones interesantes que resultan al restringir el
problema original a ciertas clases de poligonos o al permitir a los guardias moverse en
las diagonales o las aristas. Continuamos dando algunas cotas para el nimero de guardias
necesarios para cubrir poligonos simples y finalmente damos algunos resultados para
poligonos ortogonales.

En el capitulo tres damos una introduccién al problema original de la galeria de arte,
ademéas de que presentamos algunas variaciones del mismo.

En el capitulo cuatro presentamos una introduccién a una generalizacion del problema
de la galeria de arte. Consideramos un poligono simple P y nos preguntamos jcudl es el
nimero necesario de puntos pi,...,p; que son suficientes para que dado un punto p en
P, exista un punto p; tal que el segmento de linea que une a p con p; cruce a lo mas k
aristas de P? Este ntiimero k representara el poder de los puntos que aqui nombraremos
en vez de guardias como médems. Es decir, representa la capacidad de los médems de
superar obstaculos rectilineos.
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En el capitulo cinco tratamos el lema de corte en el plano, dando una version débil y
después una cota justa. Después usamos el lema de corte para dar una cota de O(n?/k?)
k-mo6dems para iluminar el plano dado un conjunto de n lineas y la mejoramos usando
la version de lineas del lema de corte. También tratamos un algoritmo de orden 6k + 6
para conjuntos de segmentos ortogonales que no se intersecan entre si.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo nos enfocaremos en dar los conceptos mas importantes para poder
estudiar el problema de los k-mo6dems. Se trataran temas como visibilidad en poligonos,
triangulaciones y colorabilidad junto a resultados muy dtiles de teoria de graficas. En
caso de necesitar algin concepto menos recurrente se definird en el momento que sea
necesario.

Con esto esperamos que este trabajo sirva como una introduccién a la fascinante
coleccion de problemas en Geometria Combinatoria que se derivan a partir del problema
de la galeria de arte.

2.1. Poligonos en R?

A pesar de que muchos de estos resultados tienen generalizaciones a dimensiones
arbitrarias, como mencionamos en la introduccién nuestro enfoque sera en el plano. Las
siguientes definiciones seran trabajadas en R?, fueron tomadas de los libros de geometria

computacional y teoria de graficas [DOI], [BS95] y [BMIO] respectivamente.

Definicién 1. Definimos un punto como se hace manera clisica en geometria, es decir,
como una ubicacién en el plano ( R? ) con coordenadas x y vy.

Definicién 2. Sea n un namero natural tal que n > 2. Un poligono es
un conjunto V= {vg,v1,ve,...,v,} de n + 1 puntos; un conjunto E =
{(vo,v1), (v1,v2) ..., (Vn—1,Vn), (Un,v0)} de n+ 1 segmentos de recta, las cuales unen a
dos puntos de V, y el conjunto acotado por los segmentos de rectas. Al conjunto de seg-
mentos de recta les llamaremos aristas del poligono, al conjunto de puntos les llamaremos
vértices de poligono y al subconjunto del plano acotado por las aristas lo llamaremos
el interior del poligono. Las aristas unen a un vértice con su sucesor y al dltimo con el
primero.
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Vo

Vg U1

Vg

U3

Figura 2.1: Poligono simple con 7 vértices.

Definicién 3. Un poligono simple es un poligono en el que no hay ninguna intersecciéon
entre sus aristas (salvo los vértices en los que inciden ellas).

En esta tesis cuando hablemos de un poligono siempre nos referiremos a un poligono
simple.

Definicién 4. Dado un poligono P, decimos que un punto z € P ve o cubre un punto
y € P si el segmento de linea xy es un subconjunto de P, esto es xy C P.

Figura 2.2: El vértice y cubre a z pero no a z.

Definicién 5. Un poligono convexo P, es un poligono que tiene todos sus angulos internos
menores a 7, o equivalentemente donde para cualesquiera dos puntos interiores z, y,
sucede que x cubre a y.
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Figura 2.3: Poligono convexo. Figura 2.4: Poligono no convexo.

Definicién 6. Un poligono ortogonal es un poligono en el que dadas dos aristas incidentes
en cualquier vértice del poligono, el angulo interior que forman tiene un valor de § o de
3% Podemos ver un ejemplo en la figura siguiente.

Figura 2.5: Poligono ortogonal.

Definicién 7. Sea P un poligono en el plano. Decimos que P’ es un agujero de P si P’
es un poligono que esta al interior de P.

Figura 2.6: Poligono con agujero en color azul.

Definicién 8. Sea P un poligono. Una diagonal de P es un segmento de recta al interior
de P que conecta a dos vértices no consecutivos de P.
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Una técnica comln en Geometria Computacional es dividir un poligono en po-
ligonos méas pequenos. El fin de dividir un poligono es hacer mas facil el anilisis
de alguna propiedad del poligono original. Notemos cémo una diagonal divide a un
poligono en dos poligonos. Una ilustracion de esta técnica es la triangulaciéon de poligonos.

Figura 2.7: Poligono con diagonal en rojo.

Definicién 9. Un triangulo es un poligono con tres aristas.

Definicién 10. Una triangulacion T'(P) de un poligono P, es una division del interior de
P en triangulos con interiores mutuamente ajenos, de tal forma que las aristas de estos
triangulos solamente pueden ser aristas o diagonales de P.

Como veremos mas adelante, las triangulaciones de poligonos siempre tienen un
nimero de diagonales y de tridngulos determinados en funcion del namero de vértices
que poseen. Sin embargo las triangulaciones no son tnicas.

Figura 2.8: Dos triangulaciones diferentes para el mismo Poligono.
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2.2. Teoria de graficas

Las graficas son una herramienta matematica muy atil y su estudio como objeto
matematico, clasificado en el area de las matematicas discretas con fuertes influencias
del algebra y la teoria de matrices, ha derivado en avances en muchas areas, ya que
resulta muy practica para modelar fenémenos que ocurren en areas como las ciencias
de la computacion, la fisica, la ingenieria, la economia y muchos mas [Foul?]. La utilidad
de la teoria de graficas para el diseno de algoritmos de btsqueda en redes, modelado
de flujos u optimizaciéon de recorridos ha dado origen al anilisis de redes [TABNI5].
Mas adn, la teoria de graficas ha sido usada en ciencias sociales para el modelado de
fendmenos, tales como las relaciones entre personas. Un ejemplo son las redes sociales
que modelan a los individuos como vértices y los relaciones entre ellos con aristas [Bar69].

Su origen se encuentra en un trabajo realizado por Leonard Euler en 1736. En Solutio
problematis and geometrian situs pertinentis, Euler publicaria una solucién para el pro-
blema de los puentes de Kénigsberg. Un problema que consistia en recorrer siete puentes
que conectan dos islas dentro de un rio con sus riberas; con la condicion: de que este
recorrido se hiciese pasando por todos los puentes s6lo una vez y regresando al mismo
punto de partida.

Figura 2.9: Vista aérea de una ciudad europea, [GiuO5].

Con este problema y considerando ademas un aumento en el interés por parte de la
comunidad cientifica no sélo matematica, ya que las graficas trajeron algunas soluciones
a problemas cientificos mediante su uso para modelar fenémenos de todo tipo, en 1931
el matematico hiingaro Kéning publicaria Graphs and matrices, el primer libro en el area
[Ko3l].

Definicién 11. Una grafica G es un conjunto finito de vértices V' y un multiconjunto de
aristas E formado por multiconjuntos U de tamano dos tal que U C V. La representacion
de una grafica es mediante nodos que seran los vértices y segmentos de recta entre dos
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vértices que representan a las aristas. Denotaremos a G como G = (V, E). La notacién
que utilizaremos para una arista serd e = uv, donde {u,v} C V, decimos que u y v son
adyacentes o vecinos.

Definicién 12. Una grafica simple G es un conjunto finito de vértices V' y un conjunto
de aristas E formado por subconjuntos de V de tamano dos. La representacion de
una grafica es mediante nodos que seran los vértices y segmentos de recta entre dos
vértices que representan a las aristas. Denotaremos a G como G = (V, E). La notacién
que utilizaremos para una arista serd e = uv, donde {u,v} C V, decimos que u y v son
adyacentes o vecinos.

En este trabajo con grafica nos referiremos a una grafica simple. Las graficas pueden
ser representadas visualmente: nos basta con dibujar los vértices con puntos y unir los
puntos cuando estos pertenecen a la misma arista.

Definicién 13. El niimero de vértices en una grafica G se llama el orden de la grafica y
el nimero de aristas es el tamano de la grafica.

Figura 2.10: Grafica de orden 4 y tamano 3.

En ocasiones nos es til tener alguna manera de referirnos solamente a una parte de
la grafica. Por ejemplo, hay varios teoremas en los cuales tenemos que ver si hay una
parte de la grafica que tenga las mismas relaciones entre sus vértices para decir algo en
general de la grafica. Un ejemplo de esto es que una grafica no puede ser dibujada en el
plano sin que sus aristas se crucen si tiene una subgrafica con 5 vértices todos unidos
entre si. Tampoco puede ser dibujada sin cruzar sus aristas si tiene 6 vértices divididos
en dos grupos de tres vértices tal que cada vértice en cada grupo estd unido con los
tres vértices en el otro grupo.

Definicion 4. Sea G una grafica. Una grafica H es una subgrafica de G, H C G, si H es
una grafica tal que V(H) CV(G) y E(H) C E(G).
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V0 vl U1
v2

V6

V4 U3

a H

v3

Figura 2.1I: La grafica H es una subgrafica de G.

Definicién 15. Al nimero de aristas que inciden en un vértice v de una grafica G, se le
llama el grado de v en G. El grado de v se denota por grado(v) o simplemente dg(v).
Se denotarad por A(G), al grado maximo entre todos los vértices de la grafica G, asi
también denotaremos por 0(G), al grado minimo de entre todos los vértices de la grafica

G.

Un resultado muy util es el siguiente:

Teorema |. Para toda grafica G, la suma de los grados de los vértices es igual a dos
veces el nimero de aristas. Asi, si G es una grafica con p vértices vq,v2,..., v, y ¢ aristas
entonces

p N —
Yioida (vi) = 2q.

Demostracién. Al sumar los grados de los vértices de una grafica G, contamos cada arista
dos veces, una por cada uno de los vértices en que incide la arista. O

El problema de los puentes de Konigsberg o algunos similares pueden ser formalizados
usando definiciones como las siguientes:

Definicién 16. Un camino en una grafica GG, es una secuencia finita de vértices no
necesariamente distintos vy, v1,...,v, de G, donde v;v;+1 es una arista de G para toda
i €0,1,...n— 1. La longitud del camino es n. Un uv—camino en una grafica G, es un
camino que comienza en el vértice u y termina en el vértice v. Un uwv—paseo en una
grafica, es un uv—camino que no repite aristas. Una uv—trayectoria, es un uwv—camino o
(uv—paseo) tal que no repite vértices.

Definicién 17. Dada un grafica G con k vértices. Un uv—paseo en el cual u = v,y que
contiene al menos tres aristas es llamado circuito. Un circuito debe terminar en el mismo
vértice en que se empez6. Un circuito que no repite vértices (excepto el primero vy el
tltimo) es llamado ciclo y si pasa por todos los vértices lo llamamos ciclo Hamiltoniano.
Un circuito que pasa por todas las aristas es llamado ciclo Euleriano.



22 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Figura 2.12: Grafica que modela el problema de los puentes de Kénigsberg.

No siempre es el caso que exista un camino entre dos vértices, esto motiva las
siguientes definiciones.

Definicion 18. Sea G una grafica. Decimos que un par de vértices u,v € V(G) estan
conectados si existe un uv—camino en G. Y decimos que la grafica G es conexa, si todo
par de vértices de G estan conectados. En otro caso se dice que G es disconexa.

Definicién 19. Una subgrafica conexa H de una grafica G, es una componente conexa
(o simplemente una componente) de G, si H = H' siempre que H’ sea una subgrafica
conexa de G que contenga a H. Es decir, una componente de una grafica es una
subgrafica conexa maximal.

De la definicion de grafica conexa y componente conexa, podemos ver que una
grafica conexa tiene un so6lo componente conexo. Denotamos el niimero de componentes
conexos de una grafica G con C(G).

Definicién 20. Sea G una grafica y v un vértice de G. G — v es una grafica con conjunto
de vértices V(G) — {v} y con multiconjunto de aristas E(G) — K, con K definido como
el multiconjunto de aristas que inciden en v.

Definicién 21. Sea G una grafica y v,u vértices de H. H + uv es una grafica con
conjunto de vértices V(H) U {u,v} y con multiconjunto de aristas E(G) U u,v.

Definicion 22. Sea G una grafica, se dice que v es un vértice de corte de G, si C(G—v) >
C(G). Se dice que e es una arista de corte (o puente) de G, si C(G —e) > C(G).
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Figura 2.13: Vértice y arista de corte en rojo de la grafica.

Definicién 23. Una grafica es plana si puede dibujarse en el plano de tal forma que los
segmentos que representan sus aristas no se intersecan entre si (excepto en sus extremos).

Una grafica plana divide al plano en diferentes regiones. Al subconjunto cerra-
do de cada una de estas regiones se le llama cara. Una grafica plana siempre tiene
una cara no acotada llamada cara exterior. El resto de caras son llamadas caras interiores.

Definicién 24. Sea G una grafica plana, se puede definir a otra grafica
G* no necesariamente simple a partir de G de la siguiente forma: por cada cara f de
G se tiene un vértice f* en G*, y por cada arista e de G, se consideran las caras f y
g, incidentes en e, entonces G* tendra la arista e* que conecta a los vértices f* y g*.
Decimos que G* es la grafica dual de G.

Figura 2.14: Grafica plana en negro y su grafica dual en azul.

Definicién 25. Si G es una grafica conexa y tiene una representaciéon plana con una cara,
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entonces decimos que G es un arbol.

Teorema 2. Si G es un arbol con n vértices, G tiene n — 1 aristas.

Demostracién. Notemos primero que si G es un arbol entonces para cualesquiera dos
vértices u,v € G hay un Gnico uv—camino, ya que si hubiera mas, la unién de dos de
estos formaria un ciclo y por lo tanto tendriamos mas de una cara en su representacion
grafica. Usemos induccion sobre el ntimero de vértices de G. Cuando n =1 el teorema es
valido. Por lo tanto consideremos una grafica H con n > 1 vértices. Elijamos una arista
e € E(H) y consideremos la grafica que resulta de remover e a la grafica H. Esta nueva
grafica tiene dos componentes ya que H es un arbol y dado que para cualesquiera par
de vértices hay un solo camino todos los vértices que usen a e para ir a otro vértice se
dividen en dos componentes. Llamemos a estos componentes G y Gg y supongamos que
el nimero de vértices de estos son respectivamente n; y ng. Como estos componentes
no tienen ciclos y son conexos, entonces son arboles y por hipétesis de induccion tienen
n1 — 1y ng — 1 aristas respectivamente. Por lo tanto H tiene ny —14+ny—1+1=n—-1
aristas. t

Figura 2.15: Arbol con 36 vértices.
Teorema 3 (Formula de Euler). Si G es una grafica conexa plana, entonces el niimero de
caras mas el niimero de vértices es igual al nimero de aristas mas dos, es decir.
v+ f=e+2.

Demostracién. Por induccion en f, el nimero de caras de G. Si f = 1, entonces cada
arista de G es un arista corte ya que la grafica no tiene circuitos vy, por lo tanto, G es
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conexa y un arbol. En este caso e = v — 1, por el Teorema 2 y el teorema se mantiene
claramente.

Ahora, supongamos que es cierto para todos las graficas planas conexas con menos
de n caras, y dejemos que G sea una grafica plana conexa con n > 2 caras.

Podemos elegir un arista ey de G que no sea una arista de corte ya que como hay
mas de una cara entonces esta arista la podemos elegir de un circuito. Entonces G — eg
es una grafica plana conexa con n — 1 caras, ya que las dos caras de G separadas por ey
se combinan para formar una cara de G — eg. Por la hipotesis de inducciéon

v(G—e)—e(G—ep)+ f(G—ep) =2

y, usando las relaciones

U(G - 60) = U(G)a

e(G—ey) =eG)—1y

f(G —eo) = f(G) -1,
obtenemos

v(G)+ f(G)—1=¢(G) —1+2,

es decir

v(G) —e(G) + f(G) = 2
Por lo que el teorema es valido para cualquier entero positivo. O

Definicion 26. Sea G = (V, E) una grafica, una k-coloracién de los vértices de G es
una funcién ¢ : V. — {1,...,k}. Una coloraciéon induce una particion de los vértices de
G en conjuntos de la forma ¢; = {v € V]c(v) = i}. Estos conjuntos son llamados las
clases cromaticas inducidas por c. Se dice que una k-coloracién ¢ de G es propia, si
cualesquiera dos vértices u,v adyacentes en GG, no tienen la misma coloraciéon. Decimos
que una grafica G es k-coloreable si tiene una k-coloracién propia por vértices.

Definicién 27. El nimero cromitico de una grafica G es el menor entero k tal que G
es k-coloreable (o bien, tiene una coloracién propia con m colores). A este ntimero se le
denota como x(G), es decir, x(G) = m.

Figura 2.16: Grafica con niimero cromatico x(G) = 2.

Teorema 4. Para cualquier grafica conexa G con grado maximo A, el nimero cromético
de G es alo mas A + 1.
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Demostracién. Sea G una grafica conexa con grado maximo A y vértices {vi,ve,..., v}
y consideremos los colores {1,2,..., A+1}. Podemos entonces colorear a los vértices en
orden, coloreando el vértice v; de un color de entre todos los colores ya que siempre habra
uno disponible, pues a lo mas el vértice tiene A vecinos. Al terminar este procedimiento
tendremos una coloracién propia para nuestra grafica y como usamos no mas A + 1
colores tenemos que el nimero cromatico de G es a lo mas A + 1. O

Teorema 5. (Teorema de Brooks)

Para cualquier grafica conexa G con grado maximo A, el niimero cromatico de G es a lo
mas A a menos que G sea una grafica completa o un ciclo impar, en cuyo caso el nimero
cromatico de G es A + 1.

Demostracién. Si A = A(G) = 1, como G es una grafica conexa, entonces G = Ky y K»
se colorea con dos colores.

Si A = A(G) = 2, podemos elegir un vértice arbitrario v € G y como G
es conexa podemos considerar una particion de los vértices de G en dos conjuntos
P e I, tal que P contenga a los vértices a distancia par e I a los vértices a distancia impar.

Si G es un ciclo impar v, v1,...,v;,v con k par, podemos colorear a P con un color,
a I — v con un color distinto y a vx con un tercer color distinto a los anteriores,

consiguiéndo asi una coloracion valida 32/ cumpliendo que x(G) = A(G) + 1.

Ahora, si G no es un ciclo impar entonces coloreando los vértices en I de un color y
los vértices de P con otro color distinto obtenemos una coloraciéon valida y por lo tanto

X(G) =2 =A(G).

Por lo tanto supongamos que A = A(G) > 3, y utilicemos induccién sobre A,
y a su vez para cada A, usemos inducciéon sobre n. Sin = A + 1, el teorema es
cierto, ya que si |G| = n+ 1y G # K,qy1 podemos colorear G con A colores
usando el color 1 para algunos dos vértices no adyacentes y coloreando los n — 1 vér-
tices restantes de colores distintos entre si y distintos a 1 usando asi no més de A colores.

Por lo tanto, supongamos que n > A + 2. Hay varios casos que debemos considerar.

Caso 1. Hay un vértice de corte v. Supongamos que las componentes de G — v son
Cy,...,Ck. Consideremos las graficas inducidas por G en los conjuntos de vértices
C1 U {v},...,C, U {v}. Si alguna de estas graficas es completa o un ciclo impar, su
grado maximo debe ser estrictamente menor que A y por el Teorema 4 cada C; con
i € {1,...,k}, es A coloreable. Si coloreamos a v en todas estas graficas con el mismo
color siempre, entonces la uniéon de las coloraciones para las graficas inducidas nos
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permiten dar una A coloracién para G.

Caso 2. GG no tiene vértices de corte pero existen dos vértices no adyacentes vy w
tales que G — v — w es una grafica no conexa.

Sea A una componente de G — {v,w}, y sea B = V(G) — (V(A) U {v,w}). Notemos
que de v hacia A existe al menos una arista pues si no es asi G — w seria no conexa,
pero por hipotesis este no es el caso. Andlogamente, tenemos al menos una arista de w
aA ,devaB,ydewaB.

Sean G; =G — By Gy =G — A . Tanto v como w tienen tanto en G; como en Ga,
un grado menor o igual a A — 1 ya que en otro caso su grado en G seria mayor al grado
maximo de G lo cual no es posible.

Podemos A-colorear G3 = G1 +vw y G4 = Ga + vw por hipétesis de induccion, a
menos que una de estas graficas sea una grafica completa, pueden A-colorearse (si G3
o G4 son ciclos impares, podemos A-colorearla sin ningtn problema, pues A > 2). En
estas coloraciones, podemos notar que v y w tienen que ser de color distinto ya que
tanto en Gz como en G4 son adyacentes y si tomamos la precaucién de colorear a v con
color 1 y w con color 2 en ambas graficas podemos unir las coloraciones de Gz y de G4
para tener de esta manera un A-coloraciéon para G.

| (%
w
G
2 Gl

Pero jqué sucede si por ejemplo G3 es la grafica completa en A+1 vértices? Entonces
cada uno de los vértices v y w debe tener grado 1 en G2 (ya que ambos deben tener
grado A en G3 y A —1 en Gy). En G2, podemos combinar v y w en un solo vértice z
manteniendo las aristas adyacentes a los vértices v y w ahora adyacentes a z, obteniendo
una nueva grafica G5, que por hipotesis de induccion puede ser A-coloreada. Mientras
tanto en G; podemos colorear A con A —1 colores y colorear v y w con el mismo color,
ya que en GGp tanto v como w no son adyacentes. Por lo tanto, existe una A coloracién
de G1 y G2 en los que tanto v como w obtienen el mismo color. Al unir las coloraciones
obtenemos una A-coloraciéon de G.

Caso 3. G — v —w es una grafica conexa para cada par de vértices no adyacentes v y
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w. Seleccionemos un vértice u de grado maximo A. Como G # K, algtin par de vecinos
vy w de u no son adyacentes. Etiquetando a v = vi,w = vy,u = v, ¥V, continuando
etiquetando a los vértices con vs hasta v,_1, asegurandonos de que cada v; tiene algiin
vecino en {vjt1,...,v,}: esto es posible ya que G — {v,w} es conexa. Ahora, usando
colores {1,2,...,A + 1} asignamos el color 1 a v; y a vy y asi proseguimos siempre
usando el color disponible mas pequeno. Por lo tanto al finalizar este proceso nunca
necesitamos usar el color A+ 1 en vs,...,v,_1, ya que cada v; s6lo tiene como maximo
A — 1 vecinos entre los vértices ya coloreados, pues d(v;) < A. Finalmente, cuando
tenemos que asignar un color para el vértice v, considerando que dos de sus A vecinos
no son adyacentes, entonces hay dos que han recibido el mismo color, en este caso el
color 1. Por lo que uno de los colores {1,..., A} esta disponible para colorear a v,. Con
esto tenemos una A’ coloracion para G. O



Capitulo 3

Galerias de arte e iluminacién

En 1973 el matematico Victor Klee plante6 el problema de determinar el nimero de
guardias que se requieren para vigilar el interior de una galeria de arte. Para definir este
problema diremos que en un poligono un punto a vigila a un punto b, si el segmento de
linea ab que los une, se encuentra completamente contenido en el interior del poligono.

Por lo tanto el problema de la galeria de arte se puede plantear de la siguiente forma:
Dado un poligono P, encontrar el conjunto G de puntos en P de cardinalidad minima,
tal que todo punto de P es vigilado desde un punto de G. Lee y A. Lin [LL86], han
demostrado que este problema es NP-Completo. Vaclav Chvatal [Chv75] establecié en
1976 que el nimero de puntos necesarios para vigilar a G nunca excedera L%J para un

poligono de n lados.

Este problema resultaria prolijo en cuanto al niimero de resultados y sus wvariantes.
En este capitulo se presentan algunas de las variantes del problema original, asi como
algunos resultados interesantes del problema de la galeria de arte y de algunas de sus
variantes.

Figura 3.1: Poligono que requiere de L%J guardias para vigilar completamente su interior.
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Primero veamos que efectivamente un poligono de n lados necesita no mas de | %]
guardias para vigilar completamente su interior, para esto utilizaremos triangulaciones
de poligonos. La triangulacion de poligonos es una técnica fundamental en Geometria
Computacional y como veremos mas adelante el poder triangular nuestros poligonos nos
sera til para probar el teorema de la galeria de arte, reducir la cota sobre el nimero de
k-moédems que necesitamos para iluminar segmentos de lineas ortogonales entre otras
cosas mas.

Figura 3.2: Poligono y una de sus posibles triangulaciones.

Dado que en la prueba del teorema de la galeria de arte usaremos una triangulacion
para poder encontrar el nimero de guardias, nos podemos preguntar si es cierto que
todos los poligonos tienen una triangulacion, la respuesta a esta interrogante es afirmativa
tal como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 6. Sea P un poligono con n lados, entonces P siempre tiene una triangulacion.

Antes de probar este teorema, veamos que cualquier poligono con mas de tres
vértices siempre tiene una diagonal.

Lema 1. Todo poligono P con mas de tres vértices tiene una diagonal.

Demostracién. Supongamos sin pérdida de generalidad que tomamos un vértice v de
nuestro poligono con coordenada y mayor a todos los demas vértices, si sus vecinos son
los vértices a y b nos fijamos en el segmento de recta ab.

Si el segmento de recta ab se encuentra al interior de Py no toca la frontera del
poligono mas que en a y b, hemos terminado, pues ab es la diagonal que buscabamos.
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Figura 3.3: El segmento de recta uv es una diagonal de nuestro poligono.

Por el contrario, si este no es el caso tomamos una linea | que pase por el vértice v y
que sea paralela al segmento de recta ab. Con el segmento de recta [ barremos hacia el
segmento de recta ab siempre manteniéndose paralela a ab, eventualmente llegaremos a
un vértice u diferente de a, b o v que es tocado por [ cuando realizamos el barrido hacia
ab. Como entre va, vb, y una linea I’ que pasa por u paralela a [ no hay mas vértices
distintos de v, a, b entonces vu no intercepta a la frontera de P mas que en sus extremos
resulta que nuestra diagonal es ww. O

Como ya sabemos que todo poligono o es un tridngulo o tiene al menos una diagonal
entonces ya podemos probar el teorema 6.

Demostracion. (Teorema 6) Para probar este teorema usaremos induccién en el nimero
de vértices n de nuestro poligono P.

Si n = 4 entonces P es un cuadrilatero simple y dado que un cuadrilatero tiene al
menos una diagonal d, por el lema |, entonces d divide a P en dos triangulos y por lo
tanto P puede ser triangulado.

Sea n > 4 y supongamos que este teorema resulta cierto para poligonos con menos
de n vértices. Sea P un poligono con n vértices, por el lema | sabemos que todo poligono
tiene una diagonal d, entonces podemos considerar P, y a P» como los poligonos que se
forman al dividir a P con d. Como P; y P, s6lo comparten a la arista d y ambos tienen
menos vértices que P entonces sabemos que tanto P, como P pueden ser triangulados
y la unién de estas triangulaciones es una triangulaciéon para P.

Por lo tanto todo poligono P puede ser triangulado. O

Si bien las triangulaciones no son siempre tnicas, algo que todas las triangulaciones
de poligonos con un ntimero igual de vértices comparten es el nimero de triangulos y
de diagonales que tienen:
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Teorema 7. Toda triangulacion T' de un poligono P con n vértices tiene n — 2 triangulos
y n — 3 diagonales del poligono.

Demostracion. Para probar este teorema usaremos inducciéon en el niimero de vértices
n de nuestro poligono P.

Si n = 3 entonces P es un triangulo por lo que el teorema resulta cierto.

Sea n > 3, supongamos que este teorema resulta cierto para poligonos con menos
de n vértices. Sea P un poligono con n vértices, por el lema 1 que P tiene una diagonal
d. Entonces considerando a los poligonos P; y P, que resultan al dividir a P con d, si
Py tiene n; vértices entonces P, tiene n — nj + 2 vértices, pues ambos comparten los
vértices extremos de d, entonces por hipétesis de induccion P tiene n; — 2 triangulos y
ny — 3 diagonales y P» tiene n — ny tridngulos y n —n; — 1 diagonales. Por lo tanto el
nimero de triangulos en P es:

n—2+n—ny=n-—2.

El nimero de diagonales en P es el nimero de diagonales en P; mas el nimero de
diagonales en P» mas d, es decir:

(n1—3)+(n—n1—1)+1:n—3.
O

Definicién 28. Tres vértices consecutivos a, b, ¢ en un poligono P forman una oreja, si
ac forma una diagonal de P.

Figura 3.4: Los vértices a, b, ¢ son una oreja del poligono.

Tras definir lo que es una oreja un corolario del teorema 7 es:
Corolario 1. Si P es un poligono con n > 3 vértices, entonces P tiene al menos dos

orejas.

Demostracién. Si P es un poligono con n > 3 vértices, entonces P tiene una triangulacion
T que tiene n — 2 triangulos y cada uno de estos tridngulos tiene a lo mas dos de sus
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aristas en la frontera de P, como P tiene n vértices por el principio de las casillas dos
de estos triangulos deben de tener aristas en la frontera de P, es decir, estos triangulos
son orejas de P. O

Definicién 29. Sea T una triangulaciéon de un poligono, decimos que T tiene nimero
cromatico k si el nimero cromatico de su grafica dual es k + 1.

Una caracteristica también muy importante de las triangulaciones es que su ntimero
cromatico es siempre acotado por la misma constante, a saber:

Teorema 8. Si T' es una triangulacién para un poligono P, T' siempre tiene nimero
cromatico tres.

Demostracién. Como un tridngulo puede tener a lo mas tres vecinos en su grafica dual
G, entonces G’ cumple con la propiedad de que para cada vértice el grado maximo que
puede tener es tres, y por el teorema 5 es 3-coloreable. O

Figura 3.5: Coloracion de una triangulacion.

Definicién 30. Una coloracion por vértices de una triangulacion T, es una coloracion
para la grafica plana que puede ser representada con T.

Figura 3.6: Coloraciéon por vértices de una triangulacion
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3.1. El problema original de la galeria de arte

Por lo tanto armados ya con las herramientas necesarias podemos dar una prueba
para el problema de la galeria de arte.

Teorema 9. (Galeria de arte)
Para cubrir un poligono P con n vértices en ocasiones se necesitan L%J guardias para
vigilar completamente su interior pero nunca mas.

Demostracién. Sea P un poligono con n vértices. Sabemos que P tiene una triangulacion,
entonces usemos induccioén sobre el nimero de tridngulos de una triangulacion 7' para
P.

Si el ntimero de triangulos es t = 1, entonces P es un triangulo y por lo tanto P es un
poligono convexo, con lo que un solo guardia es necesario.

Ahora, si t > 1 el nimero de triangulos de una triangulaciéon 7" de P entonces
sabemos por el corolario | que T tiene un oreja, y si la quitamos eliminando un vértice v
nos queda una triangulacion 7" con t — 1 triangulos, entonces por hipétesis de induccion
T’ tiene una tres coloracion de sus vértices y si para v el vértice no presente en T”
elegimos en T un color distinto al color que tienen sus vecinos en T”, tenemos que
efectivamente T' es 3-coloreable.

Figura 3.7: El color de v se obtiene de una coloraciéon de la grafica G — v.

Ahora, podemos elegir la clase de color que tenga menos vértices, esta clase contiene
a lo mas | %] y si colocamos un guardia en los vértices coloreados con tal color cubri-
mos todo el poligono. Podemos entonces afirmar que siempre | % | guardias son suficientes.

Ademas considerando la figura 3.1 a principio del capitulo notamos que existen poli-
gonos para los cuales |%| guardias son necesarios. O
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3.2. Algunas variantes del problema de la galeria de arte

El problema de la galeria de arte dio lugar a una gran cantidad de variaciones, ya
sea modificando como funcionan los “guardias”: permitiendo que sean libres de moverse
a través del poligono, sobre una arista o que se limiten los puntos donde pueden ser
ubicados, inclusive considerando la topologia de los poligonos: trabajando con poligonos
ortogonales, con agujeros y demas familias de poligonos.

A continuacién hablaremos brevemente sobre algunas de las variaciones mas populares
y daremos algunos resultados que juzgamos interesantes.

Recordemos que la galeria de arte considera un poligono sin imponer menor restric-
cién en su topologia y con guardias ubicados en la frontera o el interior del poligono.

Si modificamos la forma en la que los vigilantes funcionan tenemos:

» Puntos guardia: Este es el problema original donde los guardias se colocan en la
frontera o en el interior del poligono.

» Vértices guardia: Los guardias se limitan a colocarse so6lo en los vértices de un
poligono.

» Aristas guardia: Los guardias son moviles y se pueden trasladar libremente sobre
las aristas de un poligono.

» Guardias diagonales: Los guardias también son moéviles pero se limitan a las diago-
nales de un poligono.

» Reflectores: Vigilan una zona angular de tamano a.

» Radares: Los guardias son reflectores giratorios. Usualmente se considerara que uno
o mas radares, giran a una misma velocidad constante.

» Médems: Los guardias pueden vigilar a través de un nimero acotado de paredes
(aristas). Un modem m vigila un punto p, si el segmento mp, interseca a lo mas, un
nimero acotado de objetos.

Ahora, si consideramos la forma de nuestros poligono utilizado para modelar la galeria
tenemos:

» Galeria de arte con cuartos rectangulares: La galeria esta formada por un conjunto
de habitaciones rectangulares, dentro de un edificio rectangular.

» Galeria ortogonal: Se restringe a la galeria a ser un poligono ortogonal

» Galeria con agujeros: Se consideran poligonos con agujeros para modelarla.
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» Jardin de esculturas: En esta variante, lo que se pretende es colocar transmisores
emisores de senales, a partir de las cuales se pretende probar si un punto se
encuentra dentro o fuera de la galeria, en este caso las paredes no interfieren con
las senales emitidas por los transmisores.

Galerias ortogonales y con agujeros.

Una galeria de arte con cuartos rectangulares se modela como un rectangulo
subdividido en rectangulos. Estos rectangulos se piensan como las salas de la galeria y
se tiene como convencioén que entre cada dos habitaciones adyacentes hay una puerta.
Podemos ver que colocar los guardias en la puerta es la estrategia mas prometedora ya
que los rectangulos son convexos y al colocar un guardia en una puerta aseguramos que
dos habitaciones sean cubiertas.

Figura 3.8: Modelado de una galeria de arte con cuartos rectangulares.

Teorema 10. Cualquier galeria de arte tradicional con n habitaciones puede ser vigilada
por exactamente [ 3| guardias.

Antes de probar el teorema 10 consideremos lo siguiente:

Definicién 31. Dada una grafica G un apareamiento M es un subconjunto de E(G) tal
que dadas dos aristas cualquiera z,y € M, = e y no inciden en algin vértice comun.

Decimos que dos vértices u,v se aparean en un apareamiento M si uv € M.
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Definicién 32. Dada una grafica G, un apareamiento perfecto M es un subconjunto
de E(G) tal que todo vértice en G es incidente a una arista en M y dadas dos aristas
cualquiera z,y € M, x e y no inciden en algtin vértice comun.

El siguiente teorema lo tomamos del libro Graph Theory with applications [BMIO].

Teorema 1. (Teorema de Tutte) Sea G' una grafica. Entonces G tiene una apareamiento
perfecto si y soélo si para cada subconjunto U de V(G), la grafica inducida por V. — U
tiene a lo mas |U| componentes conexas con un nimero impar de vértices

Demostracién. Primero, supongamos que G tiene un apareamiento perfecto y sea U
un subconjunto arbitrario de V(G). Entonces tomemos una componente arbitraria C'
con nimero de vértices impar de G — U. Sea C' la grafica inducida por el conjunto de
vértices V(G) — U. Como G tiene un apareamiento perfecto, al menos un vértice en C
debe de aparearse con un vértice de U. Por lo que cada componente conexa con un
nimero impar de vértices debe tener un vértice que se aparea con uno de U. Por lo
tanto la grafica inducida por V(G) — U tiene a lo mas |U| componentes conexas con un
nimero impar de vértices.

Ahora, consideremos un subconjunto arbitrario U de los vértices de G. Supongamos
que la grafica inducida por V(G) — U tiene a lo mas |U| componentes conexas con
un nimero impar de vértices. Supongamos que G no tiene un apareamiento perfecto,
veamos que esto nos conduce a una contradiccion.

Supongamos que G tiene un apareamiento perfecto si agregamos una nueva arista a
a G. Esto nos es til ya que si encontramos un subconjunto B de V(G) que no cumpla
con que la grafica inducida por V(G) — B tiene a lo mas |B| componentes conexas con
un nimero impar de vértices lo mismo serd para cualquier grafica H con los mismos
vértices que G y con menos aristas que G: ya que cada componente impar de G — B en
H — B se dividira en mas componentes, pero el nimero de componentes con un nimero
de vértices impares no disminuira.

El caso cuando el nimero de vértices en G es impar lo podemos descartar ya
que para cualquier grafica no vacia siempre pasa que el nimero de componentes de
G — 0 = G es mayor a || = 0. Por lo tanto G tiene un nimero par de vértices.

Sea B el conjunto de vértices con grado |[V(G)| — 1. Supongamos que todos las
componentes de G — B son graficas completas. Entonces si V(G) — B tiene a lo mas | B
componentes conexas con un nimero impar de vértices, podemos hacer un apareamiento
perfecto: apareando un vértice de cada componente con un ntimero impar de vértices
con uno de B y los que queden en las componentes y en B. Como son graficas completas
y ahora todas tienen un nimero par de vértices deben de tener un apareamiento perfecto.
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Ahora, supongamos que K es una componente de G — B y tenemos vértices =,y € K
tales que xy no es una arista en G. Consideremos entonces los vértices a,b € K, los
primeros vértices en un zy-camino de longitud minima. Entonces aseguramos que
za,ab € E(G) pero zb ¢ E(G). Como a ¢ B entonces existe un vértice ¢ que no es
incidente al vértice a, es decir, ac ¢ E(G). Entonces tenemos que al agregar a la arista
xa tenemos un apareamiento perfecto M. Agregando a la arista ab también obtenemos
un apareamiento perfecto Ms. Mas ain, za € My y ab € Ms, ya que sin estas aristas no
tendriamos un apareamiento perfecto.

Consideremos un camino de tamano maximo P que inicie en ¢ y que vaya alternando
una arista en M; y otra en My. Sea v el dltimo vértice de P. Si la Gltima arista de P
estd en M, entonces v = a, ya que de lo contrario podriamos continuar el camino. En
este caso definamos el ciclo C' = P + ac. Notemos que C' es un ciclo de longitud par.

Si por el contrario v, el Gltimo vértice de P, esti en My entonces este vértice es x o b.
Mas atn, por ser P de tamano maximo la dltima arista de P debe de ser xb. Por lo tanto
definimos el ciclo C' = P+wva+ac. En este caso también terminamos con C' de longitud par.

Sea M = ((M; U My) — (M N Ms)). Notemos que M es justamente M al remplazar
las aristas que estan en C con aristas de C' — M. Por lo tanto M es un apareamiento
perfecto de GUC, pero como M no contiene a ac, entonces M también es un apareamiento
perfecto de G, contradiciendo nuestra suposicion. O

Ahora, podemos probar el teorema 10 usando como referencia la seccion 3 del libro
Art Gallery and lllumination problems [Urr96].

Demostracién. Consideremos a T una habitacion rectangular subdividida en recimaras
rectangulares con acceso mediante puertas entre ellas si comparten un muro. Considere-
mos la grafica G(T') que se obtiene de hacer (V(G(T')) a las recamaras y definamos las
aristas de G(T') como zy € E(G(T)) cuando z,y € V(G(T)) y hay una puerta entre ellas.

Primero supongamos que G(T') tiene un ntimero par de nodos. Entonces, si podemos
dar un apareamiento perfecto para G(T'), al colocar el médem en la puerta que
conecta a las recAmaras que inciden en las aristas del apareamiento perfecto estariamos
efectivamente vigilando todas las recamaras usando efectivamente § vigilantes. Si el
nimero de vértices de G(T') es impar al dividir a alguna recamaras en dos aseguramos
que necesitaremos no mas de [§] vigilantes si con esta nueva division se tuviese un

apareamiento perfecto.

Sea S un subconjunto de V(G(T')) y denotemos al niimero de componentes conexas
con un ndmero impar de vértices por k. Por como se construye la grafica G(T), cada
componente conexa C; de G(T)—S es una region ortogonal O;, por lo mismo cada O; tiene
al menos 4 esquinas. Entonces el nimero de esquinas generadas por las k componentes
de G(T) — S es de al menos 4k.
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Figura 3.9: Esquinas nuevas al remover un rectangulo de la representacién grafica de S.

Si eliminamos un rectangulo de la representacion grafica de S manteniendo siempre la
frontera exterior de todo T nunca agregamos mas de 4 esquinas nuevas y si eliminamos
de T los rectangulos en los que dividimos el cuarto completo entonces todas las esquinas
generadas por G(T') — S desapareceran a excepcion de las 4 esquinas de T el rectangulo
original. Por lo tanto el total de esquinas es siempre 4k < 4|S|+ 4. De donde k < |S|+ 1.

Rs

Ry

Ry

Ry

R3 RS

Figura 3.10: G(T') +a y las luces que muestran el apareamiento perfecto que usamos para
dar las posiciones de los guardias.

Como cuando k < |S|+1 tenemos un apareamiento perfecto por el teorema Il tenemos
un apareamiento perfecto, supongamos que k = |S| + 1. Cuando S es vacio, como com-
pletamos al rectangulo en un principio para asegurarnos que tuviese un nimero par de
rectangulos no tenemos ningtn problema. Supongamos entonces que |S| > 1. Tomemos
un elemento s € S. Notemos que s es un vértice de corte, ya que si no, entonces tendria-
mos |S — s|+1 = k. Como s es de corte entonces divide a T en dos rectangulos 17 y T
divididos en rectangulos con uno de ellos con un ntimero par de rectangulos. Sin pérdida
de generalidad supongamos que T} tiene un ntimero par de rectangulos, por lo que por
induccion podemos ver que si de 77 seguimos eliminando elementos que pertenecen a
|S] al final tendremos una componente que tiene un nimero par de rectangulos.

Entonces dado un subconjunto |S| de G(T'), el nimero de componentes con un niimero
impar de vértices es menor a |S|. Por el teorema 1l, G tiene un apareamiento perfecto y
puede vigilarse con § guardias. O
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Figura 3.1I: Poligono ortogonal que requiere de |% ]| guardias para ser vigilado.

Vimos que |5 | es el nimero de guardias que cubren a una galeria de arte P cuando
P es rectangular. Por lo que para galerias ortogonales con otra forma en ocasiones
se necesitan menos guardias. En general, para poligonos ortogonales con n aristas se
necesitan | %] guardias, la prueba de esto es muy similar a la prueba de la galeria de
arte de tradicional. Se obtiene una subdivision convexa de la galeria y esta induce una
grafica que puede colorearse con 4 colores, por lo que tomando la clase mas pequena

obtenemos la cota de | %]. Lo interesante de este problema es que cuando el caso cuando

P es poligono ortogonal con agujeros la cota de || se mantiene [AECSU98].

Antes de ver que un poligono ortogonal P con n vértices puede ser vigilado siempre
por || guardias, consideremos:

Definiciéon 33. Dado P un poligono ortogonal, decimos que un vértice es convexo si el

angulo interior que se forma entre las aristas que inciden en él es de 7. Si el angulo
interior que se forma entre las aristas que inciden en él es de ‘37” decimos que el vértice

es concavo.

Definicién 34. Sea P un poligono ortogonal. Un corte horizontal o vertical de P es la
extension de una arista de P mediante una linea ortogonal iniciando en un vértice céncavo
hacia el interior de P hasta que toque la frontera.

Definicién 35. Un corte (horizontal o vertical) lo llamaremos corte dtil si separa a P en
dos poligonos no vacios P, y P» con nj y ng vértices respectivamente tal que ny o ng
es igual a 4k 4 2 para alguna k.

Lema 2. En cualquier poligono P ortogonal con n vértices tenemos exactamente ”Tfél

vértices coéHncavos.

Demostracion. Si P tiene 4 vértices, entonces P es un cuadrado que no tiene vértices
céncavos. Supongamos que P es un poligono ortogonal con n > 4 vértices. Podemos
encontrar una linea ortogonal que divida a P en dos poligonos ortogonales y que no
incida en algtn vértice de P, P, y P, con nj y ng vértices respectivamente, notemos
que esto no modifica el nimero de vértices concavos en P; o P». Entonces el ntimero de

vértices concavos de P es ”1724+2 + n2724+2 = ”1+§274 = %‘4. O

Ahora, para un poligono ortogonal P etiquetemos a algunos vértices convexos y aristas
de interés segin su posicion relativa a los demas vertices convexos y aristas. (Ver la figura
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3.12)

arista techo

techo izquierdo

D techo derecho arista derecha
arista izquierda

piso izquierdo

piso derecho

arista piso

Figura 3.12: Etiquetado de algtinos elementos de importancia de un poligono ortogonal.

Teorema 12. Cualquier poligono ortogonal P con n vértices puede ser vigilado siempre
por |7%] guardias.

Demostracién. Por inspeccion de casos, podemos ver que poligonos ortogonales con 4 o
6 vértices solo necesitan un guardia para ser vigilados. Por lo que consideremos a P un
poligono con n > 8 vértices. Es importante notar que todo poligono ortogonal siempre
tiene un nimero par de vértices ya que si nos colocamos en un vértice y recorremos en
direccion horaria tendremos que dar 4 giros a la derecha (D) para “cerrar” el poligono y
por cada giro a la a la izquierda (I) debemos dar uno a la derecha.

7

/F

Figura 3.13: Dos poligonos y la secuencia de giros que permite que se cierren.

DD ID DI DD DI DD DD

Por el lema 2, P tiene %74 vértices concavos. Dividamos los vértices concavos en dos

conjuntos S1 y Sa, uno de estos tiene menos de || vértices concavos. Supongamos sin
pérdida de generalidad que S; tiene menos de |7 | elementos. Coloquemos un guardia en
cada uno de los vértices que contiene Sj. Si esto basta para vigilar a P hemos acabado.
Si este no es el caso, entonces sea p € P que no es vigilado por ningin punto en Sj.

Consideremos la mayor linea horizontal ¢ que pasa por p contenida en P. Sean e, f las
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aristas que interseca ¢ de P. Ahora, consideremos el rectangulo de mayor tamano que
contiene a ¢ y sean € y f’ las aristas que intersecan a P en la parte superior e inferior
de R respectivamente. Como p no es vigilado por ningtin punto de Sj, entonces e y €’
coinciden en la esquina superior izquierda de R y anadlogamente f y f’ coinciden en la
esquina inferior derecha de R. Llamemos a la esquina donde inciden €' y f como ¢y a
la esquina donde inciden e y f’ como ¢'. Entonces tenemos 3 casos:

Caso I: Si g y ¢/ son vértices de P, entonces P = R y no tenemos nada que probar.

Caso 2: Si ¢ y ¢’ no son vértices de P, podemos hacer dos cortes horizontales que
formen un rectangulo contenido en R que contenga /¢, podemos ver que tenemos alguno
de los siguientes sub-casos (Ver figura 3.14):

| el . e/ | el |
ef q ef q q q
, e p A e p ! e p A
(&
e P ¢ p f f
f , f q/ . | q
q
7 R ! T f

Figura 3.14: Bajo simetrias, estos son todos los casos cuando ¢ y ¢’ no son vértices de P

Entonces tenemos que alguno de los cortes es un corte til, ya que estos cortes
aumentan en dos los vertices de un poligono pero del otro no, respectivamente. Esto
ya nos garantiza que podemos iluminar P con [%], pues podemos usar induccién en los
poligonos ortogonales generados por el corte. Tenemos que: n; +ny < n+ 2 de donde
L]+ 2] < [ %], es decir, los vértices necesarios para iluminar P son menos que |%].

Caso 3: Ahora, supongamos que solo ¢ es vértice de P. Si e y f estan contenidos
propiamente en las aristas superiores e izquierda de R, entonces podemos extender la
arista de P que incide en el vértice inferior de e y también la arista vertical de P que
incide en el vértice izquierdo de f’. Haciendo esto obtenemos dos poligonos, un poligono
@ con n — 4 vértices y por hipétesis de induccién puede ser vigilado por |252] y un
poligono con 4 o 6 vértices que puede ser vigilado por un punto g, por lo que todo P
puede ser vigilado por los puntos que vigilan Q mas un punto en gq.
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Figura 3.15: Caso 3a: Bajo simetrias, e y f’ estan contenidas en las aristas inferior e
izquierda de R.

Si en cambio es f’ quien contiene propiamente a la arista inferior de R, podemos
considerar un segmento de linea vertical que una el extremo inferior de e a un punto en
la base de R. Podemos realizar un barrido con este segmento hasta tocar a una arista
vertical de P, el punto izquierdo de f’ o al vértice izquierdo de una arista g incidente al
vértice inferior de e.

i !

Figura 3.16: Caso 3b: f’ contiene a la base de R.

Si lo que sucede es que este segmento toca a una arista vertical de P, sea x el vértice
de P con la mayor coordenada y contenida en v. Por lo que podemos dar dos cortes de
P en z un corte horizontal h y uno vertical v. Entonces sea P’ un sub-poligono de P a
la izquierda de v obtenido al cortar P con v y P” un sub-poligono arriba de h obtenido
al cortar P con h. Si P’ tiene m vértices, entonces P” tiene m + 2 por lo que h o v son
cortes dtiles. Y analogo al caso 2 podemos vigilar a P con [ % |. O

Ademas en ocasiones son necesarios |7 |. Véase la figura 3.1L
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Capitulo 4

El problema de los k-médems

En este capitulo se da una introducciéon a una generalizacion del problema de la
galeria de arte. Consideramos un poligono simple P y nos preguntamos ;cull es el
nimero necesario de puntos pi,...,p que son suficientes para que dado un punto p en
P, exista un punto p; tal que el segmento de linea que une a p con p; cruce a lo mas k
aristas de P? Este nimero k representara el poder de los puntos que aqui nombraremos
en vez de guardias como moédems. Es decir, representa la capacidad de los médems de
superar obstaculos rectilineos. Ademas, para k = 0, este es el problema original de la
galeria de arte.

Para desarrollar este capitulo nos basaremos en el articulo Modem [llumination of
monotone polygons [AFMFPT18].

Al igual que sucede con el problema de la galeria de arte podemos restringir el
estudio para familias de lineas, poligonos ortogonales, conjuntos de segmentos verticales
o familias de segmentos horizontales disjuntos o conjuntos de lineas. En [BBB'13] se
presentan algunas variaciones para el problema de iluminaciéon usando k-moédems, por
ejemplo, se dan cotas superiores e inferiores para iluminar el plano en presencia de
varios obstaculos, por ejemplo segmentos de linea.

Cabe resaltar que el problema de los k-médems tiene atin muchas preguntas que no
han sido contestadas y que para k > 1 casi no se conocen cotas justas para poligonos de
varias clases.
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4.]. Tluminando poligonos monétonos con k-médems

Definicién 36. Un poligono P es mondtono si existe una linea ¢ tal que cualquier linea
ortogonal a £ corta a P en a lo mas dos puntos.

Definicién 37. Una cadena monétona es un conjunto de aristas adyacentes tal que existe
una linea ¢ tal que cualquier linea ortogonal a ¢ corta a P en a lo mas un punto.

Comenzamos dando algunos resultados para poligonos monoétonos. Para facilitarnos
el trabajo supondremos que cualesquiera dos aristas en cadenas monétonas distintas
del poligono no son paralelas. En la practica sélo basta con “alargar” un poco el eje
adyacente a una de estas aristas.

También, podemos suponer que el poligono es monétono en el eje x y que dos
vértices del poligono nunca coinciden en su coordenada x. Finalmente, con el objetivo de
ser mas claros en nuestras explicaciones, romperemos la convencién que establecimos
en el capitulo 2 para numerar los vértices del poligono basandonos en el orden en la
frontera del poligono. Ahora, etiquetaremos los vértices de manera ordenada segtn su
coordenada z.

Como un recurso para revisar que conjuntos de puntos funcionen como k-médems
iluminando un poligono, consideremos la siguiente definicion:

Definicién 38. Dada un punto ¢ en un poligono P sea R(q) el conjunto de todos los
rayos iniciando en gq.

Hay varias observaciones que podemos hacer, por ejemplo si consideramos un
poligono simple P, un punto p en el interior de P y R(p). Tenemos que si un rayo
r € R(p) interseca la Gltima arista e, r deja el interior del poligono P y no vuelve a
intersecar al poligono.

Podemos notar también que para cualquier punto ¢ de P un poligono y cualquier
r € R(q), ¢ es una posicion valida para un k-médem para P en la direccion de r si y
solo si r interseca a lo mas a k + 1 aristas de P.

Otra observacién de importancia es que en ocasiones es conveniente colocar un
k-médem en la frontera de nuestro poligono. Si distinguimos los rayos segin la direccion
en la que comienzan, ya sea el interior o el exterior del poligono los rayos cruzan
siempre un nimero par o impar de aristas de P. Es decir definimos:

Definicién 39. Dado un punto ¢ en la frontera de un poligono Py R(q) el conjunto de
todos los rayos iniciando en ¢, decimos que R°(q) es el subconjunto de rayos de R(q)
que inician dirigiéndose al interior de Py R'(q) es el subconjunto de rayos de R(q) que
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inician dirigiéndose al exterior de P.

Entonces cada rayo en R°(q) interseca siempre un nimero par de aristas de Py
cada rayo en R'(q) interseca siempre un ntimero impar de aristas de P. Esto aceptan-
do la convencién de que un rayo no cruza la arista de la frontera en la que se encuentra p.

Un idea que resulta natural al considerar estas observaciones es calcular cuantas
aristas puede tener un poligono para asegurar que sin importar su forma pueda ser
cubierto por un k-moédem. La respuesta la obtenemos con la siguiente proposicion:

Proposicion 1. Todo (k + 3)-gono P puede iluminarse con un k-moédem colocado en
cualquier vértice de P.

Demostracion. Si colocamos un k-modem en una vértice v de P un poligono con k + 3
aristas, entonces el niimero de aristas que los rayos en R°(q) tienen que atravesar es
k + 1, pues el k-moédem no tiene que atravesar a las aristas que se intersecan en v. Por
lo tanto, de acuerdo a nuestras observaciones anteriores, v es una posiciéon valida para
un k-médem para P. O

v

Figura 4.1: Colocar un 1-médem en un vértice nos permite iluminar el poligono con sélo
un moédem.

Anteriormente, hablamos un poco de triangulaciones de poligonos y de como el
dividir poligonos nos permite procesarlos, para que trabajar con ellos resulte mas facil.
Ahora, haremos lo mismo pero para nuestros poligonos monétonos y usando lineas
verticales para dividirlos. Con el fin de hacer mas facil esta discusion consideremos la
siguiente definicion:

Definicién 40. Una recta en R? divide al plano en dos partes no acotadas. Cada una de
estas es un semiplano. A un semiplano que no incluye a la recta que lo acota se le llama
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semiplano abierto, si por el contrario se considera a la recta que lo acota como parte del
semiplano, decimos que este es un semiplano cerrado.

Notacién 1. Dado una linea vertical ¢ definimos a Hr(¢) como el semiplano cerrado
derecho determinado por /. Analogamente Hj(¢) es el semiplano cerrado izquierdo
determinado por /.

También denotemos por P? al interior de un poligono P.

Ahora, como para cualquier linea ¢ vertical y un poligono x—monotono respetando la
convencion de que no tiene vértices que coinciden en la coordenada z, £ N P es vacio
o un segmento de linea vertical.

Podemos notar que dado un poligono P y una linea vertical ¢, la interseccion
(PN HL{))U (N P°) forma un poligono que no cumple con nuestra convenciéon de
poligono x—monotono, ya que la arista [ N P° es vertical y por lo tanto los vértices que
inciden en sus extremos coinciden en la coordenada x. Esto podemos resolverlo al per-
turbar un poco uno de los vértices extremos nuevos que se forman (tal como se muestra
en la figura 4.2). Con lo cual ya tendriamos una forma de dividir poligonos x monétonos
en poligonos que igualmente resultarian  monétonos.

Por como se construyen los nuevos poligonos, segiin este procedimiento de particion,
podemos decir entonces que: si tenemos un conjunto de puntos que iluminan al poligono
P, este conjunto de puntos también iluminard a (P N Hr(¢)) U (¢ N P°).

Todos estas afirmaciones son también validas para el semiplano cerrado derecho
Hgr(0).

A continuacion, ilustramos el corte equivalente a cortar primero con una linea vertical
y luego perturbar un poco el poligono resultante para obtener un poligono z—mondétono
segln nuestras convenciones.
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Figura 4.2: llustracion del procedimiento para dividir un poligono z—monétono.

Con esto podemos ver, que al menos para poligonos mondétonos, podemos afirmar
que con un sdlo k& médem podemos iluminar un poligono de no sélo k + 3 lados, sino
que es posible iluminar un poligono con 2k + 3 lados.

Proposicién 2. Sea P un poligono monétono con 2k + 3 aristas. P puede ser iluminado
con un k-modem.

Demostracién. Primero por facilidad rotemos nuestro poligono para que sea monétono
en x, también etiquetemos los vértices ordenados por su coordenada .

Ahora, hay algunas observaciones que conviene notar: si P es un poligono monétono
en = y { es una linea vertical que pasa por el vértice v;, para 1 < i < n — 2 se cumple
que:

» PN H(¢) contiene i + 1 aristas de P.
» PN Hg(¢;) contiene n — i aristas de P.

» Si tanto P N HE(¢;) como PN Hr(¢;) estan iluminados, entonces P esta iluminado
también.

Continuando con la prueba. Si m = k + 1, consideremos al segmento de linea vertical
{y, que pasa por v, y a S, = P N{,. Por las observaciones anteriores, tenemos que el
poligono (PN Hr(¢y,)) U sy, contiene, al igual que (PN Hg({p))Usm, an—m =k + 2
aristas de P mas la arista s,,. Entonces considerando la Proposiciéon 2 tenemos que un
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k-moédem colocado en el vértice vy, = vg4o ilumina a los poligonos (PN Hy,(€y,)) U S ¥
(PN HR(lm)) U sy, y por lo tanto ilumina a P. O

Ya podemos dar una primera cota para el nimero de k-moédems que son suficientes
para iluminar poligonos monétonos.

Teorema 13. Sea P un poligono monétono con n aristas. Entonces ”Tfﬂ k—modems

son suficientes para iluminar P.

Figura 4.3: Partiendo un poligono monétono para iluminarlo con 1-médems.

Demostracion. Consideremos los poligonos que resultan de dividir de manera recursiva

al poligono P en un poligono usando una linea vertical fo;42 cada vez. Esto nos da [%2]
n—3

poligonos monétonos, por lo que [%;>] k-modems son suficientes para iluminar P. [

Para mejorar esta cota en [AFMFPT18] los autores dan un método para aumentar el
tamano de los poligonos que pueden iluminarse con un solo k-médem y un método
para dividir eficientemente un poligono. Combinando estos dos métodos y apoyados en

.- , , . n—2 . .
una familia de poligonos monétonos que requieren [5=%] para ser iluminados, prueban
que (Q”k—fg] es una cota justa para el nimero de k-mddems necesarios para iluminar un

poligono monétono con n aristas.

4.2. lluminando poligonos ortogonales con k-médems

En esta seccion daremos algunos resultados para poligonos ortogonales. Una
motivacion importante para estudiar el problema de los k-modems es el de cubrir
eficientemente todos los puntos de un espacio con senal de internet usando la menor
cantidad de moédems. Es por eso que el modelado de este problema usando poligonos
ortogonales es bastante ilustrativo.

Al igual que en el caso anterior con poligonos monétonos, con objeto de facilitarnos
un poco la discusion estableceremos algunas convenciones. Etiquetaremos los vértices
segin su coordenada z y si existieran algunos vértices que coinciden en esta, entonces
el que tenga la coordenada y mayor es al que le toca la etiqueta mas pequena. También
supondremos que a lo mas hay dos vértices que coinciden en su coordenada z.

De manera similar al andlisis de la seccion anterior, tenemos que cada rayo en R°(q)
interseca siempre un ntimero par de aristas de P y cada rayo en R'(q) interseca siempre
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un nimero impar de aristas de P. Esto aceptando la convenciéon de que el rayo no cruza
la arista de la frontera en la que se encuentra p. Ademas de que aqui cada poligono
ortogonal tiene al menos cuatro aristas “extremas”: las que poseen una coordenada
mayor o menor a todas las demas. Las denotaremos a la superior con e, a la inferior
ep, a la mas a la derecha como e, y a la mas a la izquierda como ¢;. Como son aristas
“extremas” para cualquier punto en P cualquier elemento de R(gq) cruza a lo mas a una
de ellas. Considerando lo anterior podemos ver que:

Lema 3. Sea P un poligono ortogonal con a lo mas k + 3 vértices. Entonces P puede ser
iluminado con un k-médem colocado en cualquier punto fuera de P.

Demostracién. Como cualquier segmento de linea con un punto extremo fuera de Py
otro con un punto en P° cruza a lo mas una arista “extrema” de P entonces tal segmento
de linea cruza a lo méas k aristas de P. Por lo que el punto extremo fuera de tal segmento
es una posicion valida para un k-moédem que ilumina todo P. O

Lema 4. Sea P un poligono ortogonal con a lo mas k + 4 vértices. Entonces P puede ser
iluminado por un k-médem colocado en el interior o la frontera de P.

Demostracién. Para ver esto, consideremos que dado que cualquier rayo de un punto al
interior o en la frontera de P cruza a lo mas a k + 1 aristas y por lo tanto un k-médem
colocado al interior o en la frontera ilumina a P. O

Lema 5. Sea un poligono ortogonal P con a lo mas k+5 vértices. Existe un punto ¢; en la
arista mas a la izquierda ¢; y un punto ¢, en la arista mas a la derecha e, que lo ilumina.

Demostracién. Supongamos que colocamos a nuestro k-mddem en g;. Entonces si P tiene
a lo mas k + 4 vértices por el lema 5 P es iluminado sélo con el k-mdédem en ¢;. Si por
el contrario P tiene k + 5 vértices entonces k es impar ya que un poligono ortogonal
tiene siempre un nimero par de vértices. Ahora, fijmonos en ¢; si este es incidente a
una arista horizontal distinta de e, o e;, a saber f. Si en cambio ¢; incide en una arista
extrema horizontal, hagamos f cualquier otra arista distinta de e, o e; que por el nimero
de aristas siempre existe. En cualquier caso sea ¢(f) una linea horizontal que pasa por f
y sea q; = ¢(f) Ne;. Como cada rayo de R(g;) cruza a lo mas k + 2 aristas, ademas de
que ningdn rayo de R(g;) cruza a f y como f no es una arista extrema de P entonces
cada rayo en R(q;) cruza a lo mas k + 1 aristas y por lo tanto un médem en ¢; ilumina
P. 0

Una familia particular de poligonos es la de poligonos que terminan en escalera, estos
poligonos se definen como sigue:

Definicién 41. Un poligono que termina en escalera es un poligono ortogonal con n aristas
que tiene a vpv2, Vp—4Vn—2, V103 O Up_3Up_1 COMO arista.
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A estos poligonos los podemos llamar poligono que termina en escalera izquierdo,
derecho, superior o inferior segin el vértice que contengan.

Los lemas anteriores son ciertos para poligonos ortogonales, pero el siguiente lema
s6lo lo es para poligonos que terminan en escalera. Con la siguiente imagen esperamos
que esto sea un poco mas claro.

Vo

Un—4
U? vy n Un—2 ] (% 2
~—
VU3 Un—3 | V2 Un—4
J
Un—3 Un-—-1
U1 Un—1 U1 U3

Figura 4.4: Ejemplos de poligono que termina en escalera: superior izquierdo, superior
derecho, inferior izquierdo e inferior derecho; nombrandolos de izquierda a derecha.

Lema 6. Sea P un poligono que termina en escalera con k + 7 vértices, con k > 3 impar.
Si P es (superior o inferior) izquierdo entonces existe un punto ¢, en su arista mas a la
izquierda e; que ilumina a P con un k-mo6édem. Lo mismo puede decirse si P es (superior
o inferior) derecho. Entonces existe un punto ¢, en la arista e, que ilumina a P al colocar
en €l un k-modem.

Demostracion. Por simetria, s6lo es necesario revisar un caso. Veamos entonces que el
lema es cierto para un poligono que termina en escalera superior derecha. Sea f la arista
horizontal que contiene a v,_1 y sea f’ la arista vertical que incide con f a la izquierda.
Ademas sea ep = vy _4Un_2, €y = Up_4Vp_3, ey, la arista horizontal que incide en v,_3 y
e’ la arista vertical que incide en el lado izquierdo de ey,

Podemos ordenar las aristas horizontales por su coordenada y de arriba a abajo y
cuando dos aristas coinciden en coordenada y etiquetamos a la arista a la derecha con
la etiqueta mayor. También consideremos a e3; la tercer arista horizontal contando de
arriba hacia abajo y a eg; la tercera arista horizontal contando a partir de n —1 contando
de abajo hacia arriba. Como e3, no puede estar arriba de er y es; no estd por debajo
de f tenemos cinco casos:

Caso I: e3p, = er (Ver figura 4.5).

En este caso elijamos ¢, = v,—2, y sea £ (eg) la linea que pasa por eg, sea r* € R (¢,)
cualquier rayo arriba de £(eg), y v € R (g,) cualquier rayo por debajo de £(eg). Es
importante notar que en este caso er no es una arista extrema de P. Como 7% cruza no
mas de k + 4 aristas y en particular 7 no cruza las aristas eg, e,,, 0 er, a lo mas puede
cruzar k + 1 aristas.

Como ez, = ep, solo tenemos 3 aristas horizontales, ey, er, y f, abajo o sobre ¢ (eg) y
por lo tanto sélo 4 aristas verticales €/, f', en, y e, abajo de £ (eg) . Pero de estas aristas

r® no cruza a eg. De hecho 7° puede cruzar a lo mas una arista de entre e, f, y f', y no
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mas de dos aristas de entre e, e, y €. Por lo que r’ tiene que cruzar no mas de k + 1
aristas para iluminar P por lo que ¢, es una posicion valida para un k-médem para P.

E(GR) Up—2
Un—4

€ER = €3p

€m

Un—3

f/ f n—1
Figura 4.5: Caso I: e3p, = er.

Caso 2: eg;, esta entre er y er, (Ver figura 4.6):

Si £(esp) es la linea que pasa por ez, tomemos ¢, = £(eg) Nep. Sea r* € R(q)
cualquier rayo arriba de £ (es), y 7* € R(q,) cualquier rayo por debajo de £ (e3). Si
er = e, entonces ¢ cruza so6lo a eg 0 no cruza a er. Ademas, r* cruza no mas de una
arista de entre e, e, €], y la segunda arista horizontal. Si e # ¢;, entonces r® cruza no
mas de k + 4 aristas, y por lo tanto 7% no cruza mas de una arista de entre er y e,,. En
cualquier caso r® no cruza las aristas eg, y er, por lo que le quedan k + 1 aristas por
cruzar.

Al igual al caso anterior sélo hay 3 aristas horizontales debajo o sobre /(es,) a saber
er,esy, y f debajo o sobre £ (es;) y por lo tanto sélo hay 4 aristas verticales €}, f/, e y
e, debajo de £ (esp). Por lo tanto, 7 puede cruzar mas de una arista de entre e,, f y f’
y no mas de dos aristas de entre e,,, ez, y ;. Por lo que 7° tiene que cruzar no mas de
k + 1 aristas para iluminar P. Por lo tanto colocando un k¥ médem en ¢, iluminamos a P.

Un—4

7! f ol

Figura 4.6: Caso 2: eg), esta entre eR y er.
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Caso 3: eg, = er, (Ver figura 4.7)

Sea / (er) la linea que pasa por er, y ¢- = £ (er) Ner. Ademas sea r* € R (gr) cualquier
rayo por arriba de £(er) y r’ € R(g.) cualquier rayo por debajo de £ (er). Si e = e,
entonces 7% cruza eg 0 no cruza eg. Mas atn, r* cruza sblo una arista de entre e,, e, ¢
y la segunda arista horizontal. Si er # e, entonces r* cruza a lo mas k + 4 aristas y de
manera similar a los casos anteriores r* cruza a lo mas a una arista de entre eg y ¢,,. En
cualquier caso, r® no cruza ey, ni la pendltima arista horizontal, por lo que s6lo quedan
k + 1 aristas por cruzar y por lo tanto r° cruza no mas de k + 4 aristas. Ademas, r° no
puede cruzar ey, er, y la segunda arista horizontal, por lo que le quedan k + 1 aristas
por cruzar y entonces si colocamos un k-moédem en el punto ¢, podemos iluminar P.

U'I‘L—4 6R

f f et

Figura 4.7: eg, = er.

Caso 4: e, esta por debajo de e, y e3¢ esta por arriba de ey, (Ver figura 4.8).

Sea ((er) una linea que pasa por er, y ¢ = £(er) Ne,. Sea r* € R(g,) cualquier rayo
por arriba de £(er), y r’ € R(q.) cualquier rayo por debajo de £ (ey). Como r* cruza
no més de k + 4 aristas y r® no cruza ey, la pendltima arista horizontal y ez, a r® le
quedan k + 1 aristas por cruzar. Ademas 7 no cruza mas de k + 4 aristas y 7 no cruza
er, la pentltima arista horizontal o es; por lo que le quedan k + 1 aristas por cruzar. Por
lo tanto si colocamos un k-mddem en el punto ¢, podemos iluminar P.
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Un—2
Un—4 eR
5(630
............................................................ ) E—
Cer) ... | R S
ew)o S
f f o

Figura 4.8: eg, esta por debajo de ey, y es; estd por arriba de er.

Caso 5: eg; esta entre e, y f (Ver figura 4.9)

Un—2
Unt4  ep
Em
(€3
UTL—B ............... e’f ........... ) ......
€L = €3¢
f Un—1

Figura 4.9: e3; estd entre er y f.

Sea ¢ (e3t) la linea que pasa por est y ¢, = £ (e3t) Nep. Sea r* € R (gr) cualquier rayo
por arriba de £ (es;), y sea r® € R (g.) cualquier rayo por debajo de £ (es.). Si er = ¢;
tenemos que r® cruza er o no lo hace. Como ademas r* s6lo cruza una arista de entre
er ep, € y la segunda arista horizontal, entonces a r* le quedan k + 1 aristas por cruzar.
Si er # ey, tenemos que r® cruza no mas de k + 4 aristas, pero r* no cruza mas de
una arista de entre eg y e,,. Como r* no cruza es, o la pentltima arista. A r® le quedan
k+1 aristas por cruzar. Similarmente 7° no cruza mas de k + 4 aristas y no puede cruzar
e3r, la segunda arista horizontal o e,, por lo que a 7 le quedan k -+ 1 aristas por cruzar.
Por lo tanto si colocamos un k-médem en el punto ¢, podemos iluminar P. Con esto
terminamos nuestra prueba. O

Al igual que en el capitulo anterior podemos usar menos médems para iluminar
a nuestro poligono P. Debemos de subdividir a P en sub-poligonos. Para hacer esto
consideremos lo siguiente: Sea 3 < i < n — 3 par. Separando P mediante la linea vertical
¢;_1 que pasa por v;—1 nos da como resultados poligonos ortogonales monétonos en .
Llamémoslos Pp y Pg. Notemos que ¢;_; es una linea vertical que pasa por la arista
vertical de P cuyos extremos son v;_o y v;—1. Ahora, sea f la arista horizontal de P
atravesada por ¢;_1 en el punto p;_1.
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Si la arista horizontal de P que incide en v;_y pertenece a Hy, (¢;), P, = PN Hy, (¢;)
agregando la arista s;, = v;_3p;_1, y Pr = PN Hg (¢;) agregando la arista sgp = v;_1p;_1.
O Pr, = PN Hy, (¢;) agregando la arista sy, = v;_1pi—1, y Pr = PN Hg (¢;) anadiendo la
arista sp = vj_1Pi—1.

Por como fueron construidos a partir de P tanto Py como Pgr son poligonos
ortogonales, monétonos en x y no tienen mas de dos vértices que coinciden en su
coordenada x. Ademaés sin considerar a ¢; ambos poligonos son disjuntos, por lo que para
iluminar a P podemos unir un conjunto de puntos que iluminen a P, y a un conjunto
de puntos que iluminen a Pg. De igual forma un conjunto de puntos que iluminen a P
también iluminaran a Py, y a Pg.

Lema 7. Cada poligono ortogonal monétono P en x con 2k + 6 vértices puede ser ilumi-
nado con un solo k-mdédem.

Demostracién. Si k es par, al separar a P apoyandonos en el vértice vy, 3 tenemos dos
poligonos ortogonales monétonos con k + 4 vértices y entonces un k-mddem colocado
en vg4s ilumina ambos. Si por el contrario k es impar, separando verticalmente a P
apoyandonos en el vértice vy o tenemos que el poligono Py, tiene k + 3 vértices y el otro
dos vértices mas es decir, k + 5 vértices con lo que dado que la arista mas a la izquierda
en Pr esta contenido en la linea que lo separa y por el lema 6 existe un punto ¢ en la
arista mas a la izquierda en Pg tal que colocando un k-moédem ilumina a Pg. Pero este
punto también ilumina a Py, esto por los Lemas 4 y 5. O

n—2
2k+4

Teorema l4. Dado un poligono ortogonal con n vértices P, bastan [ | k-moédems

para iluminarlo.

Demostracién. Podemos rotar a P con el fin de que sea z-monotono. Entonces lo dividi-
mos de forma recursiva. Sea i = 2k + 4. Separando P mediante la linea vertical ¢;,_; que
pasa por v;_;1. Notemos que Py, tiene 2k + 6 vértices y Pp tiene n — (2k — 6) + 2 vértices,
por lo tanto dividiendo asi nuestro poligono tenemos que al final de nuestro proceso
recursivo el nimero de sub-poligonos sera de (Q”k—fﬂ todos estos con no mas de 2k + 6
vértices cada uno. Por el lema 7, cada poligono necesita sélo un médem para iluminarse.

Por lo tanto dado un poligono ortogonal con n vértices P bastan (2’};24} k-médems. O
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La cota de [2’};24} es justa, veamos un ejemplo mostrado en [AFMFPT18].

Lema 8. Para toda k par, existe un poligono monétono ortogonal en x que requiere [g}gﬁﬂ

k-mo6dems para ser iluminado. Para toda k impar, existe un poligono monétono ortogonal
en xr que requiere (%] k-moédems para ser iluminado.

Figura 4.10: Ejemplos de construccion de cotas inferiores para poligonos monétonos or-
togonales para k = 2 y k = 3 respectivamente.

Demostracién. Usando métodos similares a los de la figura 4.10 (el izquierdo para k
pares y el derecho para k impares) podemos dar construcciones similares para poligonos
ortogonales monotonos en z. De aqui en adelante consideraremos a un corredor como
el espacio al interior de un poligono monétono ortogonal delimitado por la frontera y
dos lineas paralelas que pasen por aristas paralelas.

Ahora, para cada k colocamos un conjunto de puntos auxiliares de tal manera que las
regiones en las cuales estos puntos auxiliares son colocados sean distintas. Por lo tanto,
al menos necesitaremos t k-modems para iluminar a nuestro poligono.

Si k es par, colocamos nuestro punto auxiliar en medio del (k + 2)-ésimo corredor y
asi vamos avanzando. Notemos que la regiéon que puede ser cubierta con un k-moédem
se extiende a los & corredores vecinos y a una parte del (252) corredor que se extiende
hasta un poco antes de la mitad. Por lo que siguiendo de esta manera, las regiones desde
las cuales dos puntos auxiliares pueden ser iluminadas son distintas. Si para un poligono
P se usan t puntos auxiliares, entonces P tiene al menos 1+ (k + 2)(t — 1) corredores.
Por lo que, n > 2(1 4+ (k + 2)(t — 1)) + 2. Por lo tanto para iluminar a P, al menos se
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. n+2k | _ | n—3
requieren L2k+4J = [2k+4

—‘ k-moédems. Considerando ademas que si n — 3 es impar y

n—2

2k + 4 es par, P necesita al menos de {m

1 k-modems.

Si en cambio k es impar, podemos colocar un punto auxiliar en el (k+3) corredor e ir
asi avanzando por el poligono. Como la region que puede ser iluminada por un k-moédem
es la misma que con el caso de k par, sélo afiadiendo una arista al (%)-ésimo corredor
en ambas direcciones (izquierda y derecha). Analogamente la region acaba un poco antes
de la mitad del (%£2)-ésimo corredor. Por lo que siguiendo de esta manera, las regiones
desde las cuales dos puntos auxiliares pueden ser iluminadas son distintas y similarmente
al caso con k par. Si para un poligono P se usan ¢ puntos auxiliares, entonces P tiene
al menos 1+ (k + 3)(t — 1) corredores. Por lo que, n > 2(1 + (k+3)(t — 1)) +2 vy
para iluminar a P se requieren al menos del maximo valor que puede tomar t, es decir

V;ﬁigﬁ = [272;36—‘ k-moédems. Considerando ademés que si n — 3 es impar y 2k + 6 es

par, P necesita al menos de {2’2—;261 k-modems. O

En [AFMFPT18] los autores prueban ademas que:

Lema 9. Existe un poligono ortogonal monétono en x con n vértices que requiere de
[2-27 1-médems para ser iluminado.

Lema 10. Para k > 3 impar y un poligono ortogonal mondtono en x con 2k + 8 vértices,
existe un punto g € P tal que P es iluminado por un k-mddem si colocamos un k-moédem
en q.

Por los lemas 10, 8 y 7 junto al teorema 14 podemos concluir que:

Teorema 15. Sea P un poligono ortogonal mondtono en z. Para k = 1 y para todo n

n—2 , . . . . . .
par, [m} k-mo6dems son en ocasiones necesarios y siempre suficientes para iluminar
n—2

m] k-mobdems son en ocasiones necesarios y siempre suficientes

P.Paran > 3 impar, |
para iluminar P.



Capitulo 5

Una cota superior para el problema
de los k-médems

5.1. Antecedentes

En esta secciéon trataremos el lema de corte en R2. Para su prueba utilizaremos
el método probabilistico, una técnica que nos sirve para probar la existencia de
objetos que puedan interesarnos. Este método a grandes rasgos consiste en que para
probar la existencia de objetos con ciertas propiedades, damos una muestra de un
espacio de objetos en la cual la probabilidad de que seleccionemos aleatoriamente
un objeto sea positiva, lo que nos indica que el espacio muestra debe de contener
un objeto que cumpla con la propiedad que buscamos. Un ejemplo es que si existe
una probabilidad positiva de recuperarse de complicaciones de una enfermedad, en-
tonces debe de haber personas que se recuperan de complicaciones de dicha enfermedad.

Las ideas que mostramos en este capitulo pueden rastrearse a algunos de los
primeros articulos de Clarkson [CS89]. La primera prueba del lema de corte seria
presentada por Chazelle y Friendman e independiente, por Matousek [Mat93]. La primera
de ellas, la prueba de Chazelle y Friendman [CF90] presentaba un lema de corte 6ptimo
para cualquier dimension. En este capitulo presentamos una prueba que ilustra los
mismos principios que se exponen en [CF90], sin embargo no puede generalizarse a di-
mensiones arbitrarias, esta prueba seria presentada en principio por Matousek en [Mat93].
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Primero necesitamos dar algunas definiciones:

Definicion 42. Decimos que un triangulo generalizado es el espacio geométrico en el
plano, que se encuentra definido por la interseccion de tres semiplanos cerrados.

Notemos que un tridngulo generalizado puede ser acotado o no, o incluso ser sélo un
punto.

Figura 5.1: Triangulos generalizados y los semiplanos que los acotan.

Definicion 43. Un corte en R? es una subdivision del plano en triangulos generalizados.

Sin mas, el lema de corte trata de:

Lema 11 (lema del corte). Sea L un conjunto de n lineas en el plano y sea r un parametro
que cumple con, 1 < r < n. Entonces el plano puede dividirse en ¢ triangulos generalizados

A1, Ay, ..., A; de forma que cada A; sea intersecado por alo mas % lineas de L y ademas
t € O(r?).
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Figura 5.2: Division del plano en triangulos generalizados.

5.2. Un versién débil del lema de corte

Para comenzar con la prueba del lema de corte primero probaremos una version del
mismo con una cota sobre el nimero de triangulos generalizados un poco mas débil,
esto usando el método probabilistico. Aqui probaremos que cada conjunto de n lineas
. 1 . 2 2 .,
tiene un - -corte que tiene (0] (T log n) triangulos.

Veamos primero por que necesitamos al menos (2 (7“2) triangulos.

Teorema 16. El lema de corte es asintoticamente 6ptimo cuando r — oo.

Demostracién. Consideremos n lineas en posicion general, esto es, que tres lineas
distintas no coinciden en un punto y no hay lineas paralelas. Si anadimos un punto en
el infinito, entonces tenemos que esta es una grafica en una esfera, como cada linea
interseca a las demas y nunca 3 o mas se intersecan en un punto, tenemos que hay
V= % + 1 vértices (uno por cada par de lineas y el punto que agregamos), ademas
el ntmero de aristas es A = n?, ya que cada linea es dividida en n partes por las demas
lineas.
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Usando la féormula de Euler el niimero de caras f es:

f=a—-v+2
-1
:n2_<n(n >+1>+2
2
TLQ—TL
=n'- o +1 (5.1)
n®+n
= 1
5 +
n2
> —.
- 2

Considerando ahora al triangulo A; cuyo interior es intersecado por & < 2 lineas

(k > 1), con un razonamiento analogo al anterior, podemos ver que A; puede dividirse
a lo mas en < ]; ) +k +1 < 2k? celdas. Y como cada triangulo A;, de nuestra
division tiene al menos una celda en su interior, usando el teorema 5.1 y el hecho de
que hay < l; ) +k + 1 < 2k?% celdas, el namero de triangulos debe de ser al menos

n?/4k* = Q (r?) . Por lo que el lema de corte es asintéticamente 6ptimo para r — oo

Ahora, de nuestro conjunto de lineas £ podemos seleccionar una muestra aleatoria
S C L. Haciendo s selecciones aleatorias con remplazo tomando una linea en cada
prueba. Por lo tanto como una linea puede ser seleccionada mas de una vez, |S| < s.

Consideremos el arreglo de lineas S. Para tener un arreglo conformado tinicamente
por triangulos generalizados podemos agregar a S algunas diagonales como se muestra
a continuacion:
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Figura 5.3: En rojo las lineas auxiliares y punteado la muestra original de lineas.

Este procedimiento crea Ay, Ag, ..., A, tridngulos generalizados con t = O (32) (por
un argumento similar a la prueba del teorema 5.1).

Lema 12. Para s = 6rlnn, lo siguiente se cumple con probabilidad positiva: A; es un

1_corte para £; es decir, el interior de cada A; no es intersecado mas de 2 lineas de L.

Para probar el lema 12 definamos unos tridngulos auxiliares que nos serviran para
probar la existencia de una muestra de lineas que es el corte que necesitamos:

Definicién 44. Decimos que un triangulo T es peligroso si su interior es intersecado
por al menos k = n/r lineas de L.

Definicién 45. Decimos que un triangulo 7' es interesante para un conjunto de n lineas
L si puede aparecer en la triangulaciéon de una muestra S C L.

Demostracion. Si fijamos un triangulo peligroso arbitrario T, la probabilidad de que nin-
guna linea de S intercepte el interior de T es a lo mas (1 — %)S .
Usando la desigualdad 1 + z < e, tenemos que:

S|
IN
Cb‘
3=
&
\S)
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Por lo tanto tenemos que:

—6lnn (53)

Ademas dado que cualquier triangulo formado por el arreglo de lineas L tiene sus
lados formados por lineas o segmentos de lineas de £ el nimero de triangulos es menor

a (5)+(5) <n”

Por lo tanto existe una muestra aleatoria Sy con probabilidad positiva que interseca
los interiores de todos los triangulos peligrosos simultaneamente, es decir ninguno de los
triangulos formados por la muestra Sy es peligroso.

O]

Este lema implica la version débil del lema de corte, pues dada la probabilidad de
que la muestra Sy es positiva, entonces existe al menos una muestra S que nos de la
coleccion de triangulos que queremos. Por lo tanto podemos concluir que:

Lema 13 (lema del corte). Sea £ un conjunto de n lineas en el plano y sea r un
parametro que cumple con, 1 < r < n. Entonces el plano puede dividirse en ¢ triangulos
generalizados A1, Ay, ..., A; de forma que cada A; sea intersecado por a lo mas % lineas
de L, y ademas t € O(r?).

Como mencionamos anteriormente el lema de corte fue probado en [Mat93] para
rlogr, por lo que s6lo basta con elegir a s = m (rlogr) en vez de m (rlogn), para una
constante apropiada m y también con probabilidad positiva existe una muestra Sy que
cumple con no tener tridngulos peligrosos en la triangulaciéon derivada. Esta cota es
muy util para r pequena, por ejemplo r constante, dado que nos muestra que el ni-
mero de tridngulos en un 2-corte es acotado independientemente del niimero de lineas n.

5.3. Una cota justa para el lema de corte

Ahora, veamos que efectivamente el nimero de triangulos que necesitamos es de
orden O(r?), es decir, el lema de corte nos proporciona una cota justa para el nimero de
triangulos que nos dan un n/k-corte para nuestras lineas. Supongamos que lidiamos con
un conjunto £ de n lineas que se encuentra en posicion general. (Si este no es el caso,
podemos modificar el conjunto de lineas, construir nuestro -corte, regresar las n lineas

a su posicion original, obteniendo de esta manera un 2-corte para el conjunto £ de lineas).
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También necesitamos dar algunas definiciones y observaciones que nos seran de
gran utilidad.

Definicién 46. Dado L un conjunto fijo de n lineas en el plano; supongamos que no
tenemos lineas verticales en L. El nivel de un punto z € R? es el ntmero de lineas en L
que se encuentran estrictamente debajo de z.

Figura 5.4: El segmento de recta Ty tiene nivel 2, pero el nivel del punto z es 1.

Es importante notar que el nivel de los puntos de una celda abierta del arreglo de n
lineas £ es el mismo, también pasa lo mismo para un segmento de recta abierto relativo.
Ademas se puede dar el caso que el nivel de los extremos de un segmento de recta
difiera del de la parte abierta relativa del segmento, pues puede suceder por ejemplo que
una linea que se encontraba debajo del segmento sea la que define el punto extremo al
intersecarla.

Definicién 47. Definimos el nivel k del arreglo de n lineas £, donde 0 < k < n, como el
conjunto Ej de segmentos de rectas o aristas del arreglo £ con nivel exactamente k sin
considerar los extremos.

Podemos observar que el nivel k se forma girando cada vez que se llega a un punto
extremo de una arista.
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Figura 5.5: Arreglo de lineas con el 2-nivel senalado en verde.

Las aristas de Ej mas sus puntos extremos forman una linea poligonal M monétona
respecto al eje x, por lo tanto cada linea vertical que interseca a M lo hace sélo en un
punto.

Definiciéon 48. Si numeramos ey, eq,...,e; a las aristas de Fjy de tal manera que las
aristas estén ordenadas respecto a su coordenada z; tenemos que ey y e; son rayos no
acotados. Podemos fijar un punto p; en el interior de e;. Para un parametro 2 < ¢ € Z,
definimos la g-simplificacion del nivel k£ como la linea poligonal que contiene la parte
izquierda de e hasta el punto py, los segmentos de linea popy, Pgp2g; - - - P|(t=1)/q)qPt> Y
la parte a la derecha de e; a partir del punto p;.

Una observacion importante es que la g-simplificacion no tiene mas de é + 2 aristas.
Abajo mostramos una g-simplificaciéon con t = 4, q = 4.

D2

€4
€0

Figura 5.6: 4-simplificacion de los segmentos de linea {pg, p1,p2, p3, ps}
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Con estas definiciones y observaciones podemos probar los siguiente lemas que nos
seran de gran utilidad.

Lema 14. [NI] La porcion II del nivel k (vista como linea poligonal) entre los puntos p; y
Dj+q €s intersecada a lo mas por g + 1 lineas de L.

Demostracion. Como cada linea de L que interseca a II contiene una de las aristas
€j,€j41,---,€j4q, entonces II es intersecada a lo mas por ¢ + 1 lineas de L. O

Lema 15. [N2] El segmento p;p;;, es intersecado a lo mas por ¢+ 1 lineas de L.

Demostracién. 11 es conexo, entonces las lineas intersecando su cierre convexo deben de
intersecar también a II, puesto que esta cadena poligonal cumple con que sus extremos
pertenecen a la frontera del cierre convexo, ya que II es monétono respecto al eje x.
Ademas de que p;pj;, esta contenido en el cierre convexode II. O

Lema 16. [N3] La g-simplificacion del nivel k esta contenido en el subconjunto del plano
que se encuentra entre los niveles k — [¢/2] y k + [¢/2].

Demostracién. Si recorremos algiin segmento p;p;, de la g—simplificacion comenzamos
en un punto extremo, que tiene nivel k. Nuestro nivel se modifica Gnicamente cuando
cruzamos por lineas de L. Mas atn cuando llegamos a p;, volvemos al nivel k. Por lo
tanto, para ir del nivel k al nivel k 4 i y regresar al nivel k necesitamos haber realizado
al menos 2i cruces de lineas de L. Con esto y considerando al lema 15 tenemos que:

21 <qg+1
y por lo tanto tenemos nuestro resultado, dado que:

i< (g+1)/2] = [q/2].

Con lo que la g-simplificacion del nivel k estd contenido en la cinta que se encuentra
entre los niveles k — [¢/2] y k + [q/2]. O

Con las definiciones y lemas que hemos presentado podemos ahora probar el lema
de corte para lineas en posicion general.

Demostracién. Sea r nuestro parametro. Si r es al menos proporcional al niimero de
lineas n de L es decir, r = Q(n), podemos realizar un 0-corte de L triangulando las
celdas que son delimitadas por L. Esta triangulacion tiene O (n?) tridngulos, ya que
podemos pensar las celdas como intersecciones de semiplanos, por lo que las celdas son
convexas y el nimero de diagonales necesarias para triangular un poligono convexo es
menor al nimero de vértices que son a lo mas (}).
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Por lo tanto supongamos que r es mucho mas pequeno que n.

Sea ¢ = [n/10r]. Dividamos los niveles Ey, E1, ..., E,_1 en g grupos: esto es dividir
los niveles de tal manera que el i-ésimo grupo contenga los niveles E; con j congruente
a ¢ modulo g.

Como el nimero total de aristas es n?

, existe un indice i con la propiedad de que
el i-ésimo grupo contiene no mas de n?/q aristas. Supongamos que dejamos fijo a tal
i. Ahora, consideremos soélo a los niveles i,q + i,2q + i,... y usemos estos niveles para

construir nuestro % -corte.

Sea P; nuestra g-simplificacion del nivel jq + i. Si Ejq4; tiene m; aristas, entonces
P;j tiene a lo mas m;/q+ 3 aristas, ademas el ntiimero total de aristas de la q- simplifica-
cion Pj con j =0,1,...,[(n—1)/q], puede estimarse con n?/¢*+3(n/q+1) = O (n?/¢?).

Notemos que las cadenas poligonales P; y Pji; con j = 0,1,..., L”T_QJ, nunca se
intersecan méas alld de coincidir en sus vértices: si se intersecaran mas alld de sus
vértices, entonces existiria una j =0,1,...,[(n—1)/q| y un vértice p € P;, con un nivel

qj + i, arriba de la cadena poligonal P;;, contradiciendo el lema 16.

6(635) Un—4 Un—2
€ER = €3p
e .
M a.
f/ er n—3
f Un—1

Figura 5.7: Descomposicion vertical de las cadenas poligonales P;.

Ahora, formemos la descomposicion vertical de las cadenas P;. Es decir, extendamos
segmentos de lineas verticales en los vértices de P; hacia arriba y abajo hasta que
lleguemos a las cadenas poligonales Pj_; y Pji1.

Podemos observar que al extender los vértices hacia arriba la parte superior de la

cadena superior P-1 se divide en una unidad mas del niimero de vértices que contiene,
q

como el niimero de vértices que contiene es O (n*/q?) entonces el nimero de triangulos
generalizados también es O (n?/¢?). Lo mismo sucede con la tira inferior abajo de P.
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Ahora, consideremos una tira distinta de la superior o inferior, supongamos que esté
delimitada por las cadenas poligonales P; y Pj;1. El nimero de trapezoides es a lo mas
el nimero de vértices de P; mas el nimero de vértices Pj11 + 1, es decir, es O (n?/¢?).
Como tenemos un niimero constante de tiras este procedimiento nos da que el nimero
total de trapezoides es también O (n?/¢?) = O(r?).

Ahora, veamos cuantas lineas intersecan a cada trapezoide. Afirmamos que las lineas de
L que lo intersecan no pasan de 2.

Para probar la afirmacion anterior demos un vistazo a un trapezoide T" en la tira que
se encuentre entre P; y Pjiq con j € 0,...,[(n—1)/q]. Por el lema 16 se encuentra
entre los niveles qj +i— [¢/2] y q(j + 1) +i+ [q/2], por lo que sus lados verticales no
intersecan a mas de 3q lineas.

La parte superior de T' es parte de una arista de P;, y por el lema 14 es intersecado
por no mas de ¢ + 1 lineas. Lo mismo sucede para la parte inferior de 7.

Con lo que tenemos que el niimero de lineas que intersecan al trapezoide T' es menor

3¢+ 3¢ +2¢ +2¢ = 10g < ~.
T

Para concluir podemos dar nuestro 1 corte al dividir cada uno de nuestros trapezoi-
des en tridngulos anadiendo su diagonal en el caso de las tiras superior e inferior, estos
ya son triangulos generalizados.

Por lo tanto esto concluye nuestra prueba del lema del corte. O
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5.4. Cotas superiores usando el lema de corte

Ahora que hemos probado el lema de corte para el plano, podemos empezar a
usarlo para acotar el nimero de k-médems que necesitamos para iluminar el plano en
presencia de n segmentos de lineas.

Teoremalll. Sea L un conjunto de n lineas en el plano y r > 0. El nimero de k-mo6dems
para iluminar el plano en presencia de £ es O (n?/k?).

Demostracion. Por el lema del corte, tenemos que existe un (n—}k)—corte para el conjunto

de lineas £ con un tamano O (n?/k?). Como cada triangulo solo es intersecado por a
lo més k lineas, un k-mdédem es suficiente para iluminarlo. Por lo tanto el nimero de
k-médems que necesitamos para iluminar el plano es O (n?/k?). O

Ahora que ya hemos dilucidado una cota para el nimero de k-mo6dems necesarios
para iluminar el plano en presencia de n lineas, es importante preguntarnos si existe una
mejor cota o si podemos acotar el nimero de k-mddems para el caso de poligonos.

Consideremos el caso de un poligono P con n lados si extendemos sus aristas hasta
formar lineas por el teorema anterior necesitamos O (n?/k?) k-modems para iluminarlo,
sin embargo podemos dar una mejor cota si consideramos la version para lineas del
lema de corte con esta podemos ver que necesitamos O(n/k) k-moédems. En [BS95] los
autores usan representacion de subconjuntos de R? que tienen como propiedades que el
espacio que usan y el tiempo que toma localizar de puntos e intersecciones de lineas son
de complejidad asintética O(1).

Teorema 18. Sea L un conjunto de n lineas en el plano con un total de A intersecciones

y 7 > 0. Entonces existe un 2-corte para el conjunto £ de tamafio O (r +A (%)2>

Demostracién. La prueba puede consultarse en [BS95]. O]

Por lo tanto si consideramos a un poligono P como un conjunto de n segmentos de
lineas que se intersecan en sus extremos, por el teorema 18 tenemos un ﬁ—corte de

tamano O (% +n (Z—;#)) =0 (%) .

Considerando ademas que las cajas usadas para probar el teorema 18 son trapezoides
generalizados y que solo hace falta un k-médem para iluminar cada trapezoide obtenemos
el siguiente teorema.

Teorema 19. Sea P un poligono con n vértices. El nimero de k-médems necesarios
para iluminar P es a lo mas O(n/k).
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5.5. Un algoritmo para iluminar segmentos ortogonales

Es momento de presentar un algoritmo O(n logn) para iluminar el plano con
k-moédems en la presencia de £ un conjunto de n segmentos ortogonales de lineas que
no se intersecan.

Para esto supongamos que nuestro conjunto L estd contenido en un rectangulo
R. Lo que pretendemos es dar una particion de R en poligonos escalera, donde
cada unos de estos poligonos no tenga mas de un k-médem, ya que como veremos un
k-mo6dem basta para iluminar estos poligonos. Definamos entonces a un poligono escalera.

Definicién 49. Un poligono escalera o simplemente una escalera es un poligono ortogonal
P tal que P es acotado debajo por un segmento horizontal que llamaremos Piso(P). P es
acotado por la derecha por un segmento vertical llamado FElevacién(P). Ademas el punto
extremo izquierdo de Piso(P) y el punto extremo superior de Elevacién(P) estan unidos
por una cadena poligonal a la que nombraremos Escalones(P).

Un—4 Un—2
€R
6(63{,)
7
Gr
f, €L on—3
f Un—1

Figura 5.8: Poligono tipo escalera.

Es importante notar que cualquier linea paralela al eje z o al eje y si cruza por
completo a una escalera P entonces la parte en dos escaleras.

Definicién 50. Denotamos Arriba(P,¢) a la escalera formada por la interseccion de P
con el semiplano superior definido por ¢, donde ¢ es un linea horizontal. Denotamos
Abajo(P,¢) a la escalera formada por la interseccion de P con el semiplano inferior
definido por ¢, donde ¢ es un linea horizontal.
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-

Figura 5.9: Una linea ortogonal que cruza por completo una escalera la divide en dos
escaleras.

Definicién 51. Denotamos Derecha(P, ¢) a la escalera formada por la interseccion de
P con el semiplano derecho definido por ¢, donde ¢ es una linea vertical. Denotamos
Izquierda(P)) a la escalera formada por la interseccion de P con el semiplano izquierdo
definido por ¢, donde ¢ es un linea vertical.

5.6. Un algoritmo de iluminacién del plano en presencia de n
segmentos de lineas ortogonales en O(nlogn)

Sea E' el conjunto de puntos extremos de los segmentos en L, sin incluir los puntos
extremos derechos de los segmentos horizontales. El algoritmo ParticionEnEscaleras(£)
toma como entrada un rectangulo R que contenga a £ y produce como resultado una
particiéon de R en escaleras.

Inicialmente R es la Gnica escalera en nuestra particiéon, usamos una linea de
barrido horizontal ¢ que va de arriba a abajo, iniciando en la parte superior de R y va
deteniéndose en cada punto de E para revisar si es necesario refinar la particion.

El algoritmo funciona de tal forma que las lineas que no son intersecadas por la linea de
barrido y que se encuentran arriba de esta ya han sido procesadas y sélo falta procesar
las restantes partes en la parte inferior.

Para procesar las escaleras usamos dos procedimientos a los que llamaremos Cros-
singCut y OverflowCut.

5.6.1. El procedimiento OverflowCut

Una de las razones por las cuales nos vemos obligados a partir una escalera es que
el nimero de segmentos de £ que intersecan a la escalera es muy alto, esto es cuando
el nimero de segmentos que interseca a nuestra escalera es mas de k, entonces en este
caso el procedimiento OverflowCut es llamado.

Supongamos P es nuestra escalera y llegamos a un punto donde k segmentos de £
la intersecan.
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OverflowCut primero inicia remplazando P por Arriba(P,?).

Figura 5.10: Realizando OverflowCut con k& = 7 cuando no mas de |k/2] segmentos
intersecan a /.

Si es mas de |k/2] segmentos intersecan a /, lo que se hace es que se buscan lineas
verticales que dividan la parte de abajo en escaleras que en su parte superior contengan
menos de |k/2] intersecciones con segmentos de L.

Figura 5.11: Realizando OverflowCut con k = 7 cuando mas de |k/2] segmentos intersecan
al.

5.6.2. El procedimiento CrossingCut

Ahora, si cuando llegamos al siguiente punto a procesar todavia no intersecamos
k o mas segmentos pero nos topamos con el segmento s € £ que cruza a nuestra
escalera P de nuestra particion (es decir, interseca al menos a 3 escaleras); Suponga-
mos que las escaleras que interseca son P, P,... P, para 2 < i < m — 1 y unir a
Abajo(P;,1) con P,,. Lo que hacemos en este caso es dejar la escalera mas a la izquierda
intacta y a las escaleras Py, Ps,... P, _1 las partimos usando la linea s dejando a las
escaleras Arriba(Ps, s), Arriba(Ps, s), ... Arriba(P,,—1, s) intactas mientras que unimos a
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Abajo( P, s), Abajo(Ps, s), ... Abajo(P,,—1,s) con P,,. Podemos notar que el ntiimero de
escaleras no cambia. Un ejemplo es el de la figura 5.12.

Figura 5.12: Procesando un conjunto de escaleras atravesadas por un segmento de linea
horizontal s.

5.6.3. Analizando la complejidad del algoritmo ParticiénEnEscaleras

Comenzamos con R un rectangulo que encierra a los segmentos de lineas ortogonales,
encontrar este rectingulo no resulta muy dificil, pues sus limites son dados por las
coordenadas extremas de nuestros segmentos es decir, es O(n).

Un punto importante a considerar es que siempre mantenemos a los segmentos
en L ordenados de derecha a izquierda y manteniendo una distincién entre los que
se encuentran intersecando a nuestra linea de barrido en todo momento y los demas
segmentos que no la intersecan.

Para procesar cada una de las paradas de nuestro algoritmo tenemos tres casos.

CASO I: La linea de barrido se detiene en un punto superior de una linea vertical, en
este caso anadimos este segmento a nuestros segmentos que intersecan a nuestra escalera
P. Si los segmentos que intersecan a P son k, usamos entonces a nuestro procedimiento
OverflowCut para procesar la escalera.



5.6 Un algoritmo de iluminacién del plano en presencia de n segmentos de lineas
ortogonales en O(nlogn) 75

‘ B Linea de Barrido

Figura 5.13: Linea de barrido encuentra un nuevo segmento vertical.

CASO 2: En este caso lo que sucede es que nuestra linea de barrido se detiene en
la parte inferior de una vertical y basta con actualizar el conjunto de lineas en P que
intersecan a la linea de barrido.

B Linea de Barrido

Figura 5.14: Linea de barrido encuentra el extremo final de un segmento vertical.

CASO 3: La linea de corte se detiene en un segmento horizontal, es decir detecta un
punto izquierdo de un segmento. Nos fijamos en el segmento y determinamos a cuantas
escaleras interseca si son mas de tres entonces realizamos un CrossingCut y de ser
necesario realizamos un OverflowCut si se requiere no solo en P sino en cualquier otra
escalera con puntos extremos de s.
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‘ B Linea de Barrido

Figura 5.15: Linea de barrido encuentra un nuevo segmento horizontal.

Afirmamos que este algoritmo nos da una particion en escaleras de tal forma que
cada una de estas escaleras no es intersecado por mas de k segmentos de L, con lo cual
bastaria un k-moédem en la interseccion del piso y la elevacion de cada escalera para
iluminarlo.

Lemal7. Sea L un conjunto de n segmentos ortogonales que no se intersecan y sea P’ el
conjunto de los puntos extremos de £, exceptuando el punto izquierdo de los segmentos
verticales. Entonces el nimero de veces que se ocupa OverflowCut por el algoritmo
ParticionEnEscaleras(£) es a lo mas |P’| /[k/2].

Demostracion. Consideremos a  una  escalera P formada tras ejecutar
ParticionEnEscaleras(£). Como P fue creado después de ejecutar un OverflowCut,
entonces Escalones(P) era intersecado por no mas de |k/2] segmentos verticales de L.

Otras modificaciones realizadas a P fueron hechas mediante repeticiones del proce-
dimiento CrossingCut, que agrega aristas a Escalones(P). Estas aristas horizontales que
se agregan a los Escalones(P) son segmentos o partes de segmentos pertenecientes a L,
con lo que podemos asegurar que no son intersecados por otro segmento. Por lo que a
lo mas |k/2| segmentos verticales de £ cruzan por completo a P.

Ademas si OverflowCut es llamado para procesar a P, Arriba(P, /) se convierte en
una escalera de la particién y ya no se modifica mas.

Por lo que estos segmentos también intersecan a Arriba(P, /) y de estos no mas de
|k/2] lo cruzan completamente. Por lo tanto al menos [k/2] puntos en P’ estan contenidos
en Arriba(P,l) y consecuentemente el nimero total de llamadas a OverflowCut es a lo
mas |P'| /Tk/2]. O

Teorema 20. Sea L un conjunto de n segmentos ortogonales que no se intersecan.
Entonces el nimero de k-mo6dems necesarios para iluminar el plano en presencia de £ es
alo més 6% +1. Los puntos donde deben de colocarse los k-médems se pueden encontrar
en O(nlogn).
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Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que el niimero de segmentos
verticales en £ es menor que n/2, ya que si no simplemente podemos rotar el plano
/2.

Sea P’ el punto conjunto de puntos extremos de L, sin considerar a los extremos
inferiores de los segmentos verticales.

Con lo cual tenemos que |P’| < 3n/2. ParticionEnEscaleras(L ) agrega escaleras a la
particion s6lo cuando se llama al procedimiento OverflowCut. Las escaleras anadidas son
a lo mas dos, la escalera superior y la inferior.

Por el lema 17 tenemos que el niimero de escaleras es a lo mas.

2P| /Tk/2] +1 < 6% +1.

Como en cada una de ellas es iluminada solamente por un k-moédem ubicado en la
esquina que observa a todos los puntos dentro del poligono. Esto nos hace ver que
necesitamos no més de 6% + 1 k-moédems

Ahora, hay que ver que los puntos en donde estos moédems deben colocarse se puede
encontrar en O(nlogn), esto es equivalente a dar la particion de L.

Para cada escalera en la particion mantenemos las coordenadas de los segmentos
verticales y horizontales de arriba a abajo y de izquierda a derecha respectivamente.
Por lo tanto podemos encontrar Arriba(P, 1) y Abajo(P,) en O(logn). Lo mismo sucede
con Derecha (P,l') e Izquierda (P,l") en O(logn).

Como el procedimiento OverflowCut crea a lo mas dos nuevas escaleras a raiz de
una, el nimero de llamadas a este método es a lo mas O(n/k), esto hace que el total de
tiempo requerido por el método sea de O (% logn).

Ahora, dado m escaleras Pi,..., P, intersecadas por un segmento s, el nimero de
cortes y uniones entre las escaleras realizadas por el procedimiento CrossingCut es de
(m—2)O(logn). Las m — 2 partes superiores ya no seran procesadas nuevamente y como
hay O(n/k) escaleras, el nimero total de uniones y separaciones de escaleras mediante
CrossingCut es O(n/k).

Como cada par de union y separacion de escaleras toma O(logn), el tiempo total de
las operaciones de CrossingCut es O (% logn).

Ademéas a partir del tiempo requerido por los procedimientos CrossingCut y
OverflowCut también podemos encontrar en déonde ubicar los k-modems en no mas de
O(logn), dado que podemos llevar el orden de las escaleras en la linea de corte.
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Por lo tanto el tiempo total de ejecucion del algoritmo es:
n
O (nlogn + Elogn) = O(nlogn).

O

Veamos ahora como podemos aprovechar la posicion y la forma de las escaleras
devueltas por el procedimiento ParticionEnEscaleras para utilizar k-médems mas
efectivamente, en particular si tenemos n segmentos de lineas necesitamos no mas de
4% + 2 k-moédems y por lo tanto también bastan 4% + 2 k-moédems para iluminar el
plano en presencia de n segmentos de lineas ortogonales.

Supongamos entonces que R es un rectangulo que contiene nuestros n segmentos de
recta ortogonales y que al procesarlo con el método ParticionEnEscaleras(R) resulta en
una particion en escalera que llamaremos R. Examinando algunos casos en una escalera
E identifiquemos un punto al que llamaremos luz(E) segiin la manera en que se creé
Piso(E).
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Tenemos cinco casos:

Caso I: Tenemos que existe una escalera E’ tal que Piso(E) es la arista horizontal
superior de E'. Este caso lo obtenemos cuando Piso(F) resulta del método OverflowCut
y Piso(E) interseca no méas de |%] segmentos de nuestro conjunto de segmentos de
lineas. Denotamos por [uz(E) al punto en Piso(E) a una distancia e suficientemente
pequena a la izquierda del punto extremo inferior derecho de la escalera E.

Caso 2: En este caso tenemos dos escaleras F; y Fy en R de manera que Piso(E)
es igual a la unién de la arista horizontal superior tanto de E; como de Es. Este caso lo
obtenemos cuando Piso(F) es obtenido del método OverflowCut y Piso(E) interseca mas
de | %] segmentos de nuestro conjunto de segmentos de lineas. Denotamos por luz(E) al
punto en Piso(E) en la interseccion de E; y Ey con E.

4|_|7 F

E E

|
£ F1 E,

Figura 5.16: Caso | y Caso 2 respectivamente.

Caso 3: Tenemos que existe una escalera E’ tal que Piso(E) es un sub-segmento en
los escalones de E’ y el extremo inferior derecho de E coincide con el punto extremo
derecho de un escalén de E’. Este caso lo obtenemos cuando Piso(E) resulta del método
CrossingCut. Denotamos por luz(E) al punto donde el segmento inferior derecho de E
coincide con el punto extremo derecho de un escalon de E'.

Caso 4: Tenemos que existe una escalera E’ tal que Piso(E) es un sub-segmento
en los escalones de E’ y el extremo inferior derecho de E no coincide con el punto
extremo derecho de un escalén de E’. Este caso lo obtenemos cuando Piso(E) resulta del
procedimiento CrossingCut. Denotamos por luz(E) al punto en Piso(E) a una distancia e
suficientemente pequena a la izquierda del punto extremo inferior derecho de la escalera

E.
E

Figura 5.17: Casos 3,4,5 respectivamente.
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Caso 5: En este caso Piso(E) es un sub-segmento del segmento horizontal mas abajo
(con coordenada y menor) de R. Este caso se tiene cuando Piso(E) no resulta de ningtin
método. Denotamos por [luz(E) al punto en Piso(E) a una distancia e suficientemente
pequena a la derecha del punto extremo inferior izquierdo de la escalera E.

Al conjunto de todas las luces para las escaleras en R lo llamaremos conjuntoLumi-
nico(R). Con esto establecido podemos pasar ahora a probar que efectivamente si m es
el nimero de escaleras devueltas por ParticionEnEscaleras(R) necesitamos no mas de
2m + 1 k—moédems para iluminar el plano.

Lema18. Sea m el nimero de escaleras en R. Entonces existe un subconjunto de conjun-
toLuminico con no mas de 2m+1 de puntos tal que podemos iluminar el plano colocando
k-mo6édem en cada uno de estos puntos.

Demostracién. Consideremos dos puntos p,q en conjuntoLuminico(R). Decimos que p y
q son adyacentes si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

» (C3) Existe una escalera F en R tal que p y ¢ estan en la frontera de E.

» (C2) Existen segmentos horizontales s, en E que contengan a p y a ¢ respectiva-
mente. Cumpliendo que no existan puntos del conjuntoLuminico en s a la derecha
de p y no existan puntos del conjuntoLuminico en r a la izquierda de gq.

» (C3) Los segmentos s y r son consecutivos en el conjunto de segmentos horizontales
cuando los ordenamos de arriba hacia abajo.

®
.-_
— ¢
-
T
—

Figura 5.18: Ejemplo de todos los casos en una particiéon en escaleras y su grafica de
adyacencias. [DHTI5]
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Ahora, podemos formar una grafica G cuyos vértices sean los elementos del
conjuntoLuminico(R) y las aristas que indican cudles vértices son adyacentes. Es-
ta grafica tiene caracteristicas interesantes, por ejemplo el conjunto de elementos
del conjuntoLuminico(R) correspondientes a una escalera dada inducen siempre un
camino. También dado un punto p en conjuntoLuminico(R), este punto como vértice
en G tiene un grado no mayor a 3 y entonces por el teorema de Brooks G es 3-coloreable.

Consideremos H una subgrafica de G inducida por el conjunto de puntos de una es-
calera E distinta de la escalera cuyo escalon superior es mayor (respecto a la coordenada
y). Sea S el conjunto de vértices de H menos un conjunto de aristas [ tal que si ey d
son aristas distintas de I, entonces e y d no inciden en algtn vértice. Por construccion
podemos ver que si colocamos un k-médem en cada punto de S podemos iluminar E.

Por lo tanto, dada una 3-coloracién de G, podemos iluminar cada escalera (distinta de
la escalera cuyo escalon superior esta en la parte superior del rectangulo R) colocando
k-mo6dems en el conjunto que resulta de remover la clase cromética con mayor nimero
de elementos. O

Teorema 21. Dado un conjunto de n segmentos ortogonales distintos £, el niimero de
k-moédems necesarios para iluminar el plano en presencia de £ es de no méas de 4%+ 2. Y
encontrar los puntos donde deben de colocarse tales médems no toma mas de O(n logn).

Demostracién. Usando el algoritmo ParticionEnEscaleras obtenemos una particiéon con
no mas de 6% + 1 escaleras y por el lema 18 podemos obtener un conjunto con no méas
de 42 + 2 puntos tales que iluminen el plano al colocar k-médems en ellos.

Si G es una grafica como la referida en la prueba del lema 18 y dado que ParticionE-
nEscaleras toma O(nlogn), tenemos que ver que efectivamente encontrar este conjunto
toma O(nlogn) necesitamos encontrar una 3-coloracion en O(nlogn). Para hacer esto
basta considerar una grafica dirigida D donde v es un vértice de D si v pertenece tam-
bién a conjuntoLuminico(R) y v es una arista de D si vw es una arista de Gy v esta
arriba de w en R. Notemos que el ingrado de esta grafica dirigida es 2 y por lo tanto
podemos dar una 3-coloracién en O(n).! O

'Para ver esto podemos mezclar un algoritmo "greedy" recorriendo la grafica resultante con un algoritmo
BDF.[CLRS09]
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Apéndice A

Notaciéon Asintodtica

Cuando hablamos de algoritmos, en particular de algoritmos computacionales es
importante tener métodos para compararlos. A los algoritmos los podemos comparar de
muchas maneras, por ejemplo: la dificultad para implementarlos en un lenguaje particular
de programacion, el tiempo que toman en realizar su labor, el espacio en memoria que
ocupan o el nimero de operaciones fundamentales que toman.

Es dificil calcular los recursos exactos que toma cierto algoritmo, pues para este fin
hay que considerar que un algoritmo que se ejecuta en dos maquinas distintas no usa
el mismo ntimero de recursos, razones para esto pueden ser que la implementacion del
algoritmo es distinto, por ejemplo los recursos que toma programar un arreglo en el
lenguaje C es diferente a los recursos que toma programarlo en Python; esta dificultad
entre muchas otras, son para fines teéricos despreciables, por lo que usamos para este
propésito el analisis de algoritmos.

El anilisis de algoritmos nos brinda herramientas para hacer aproximaciones a los
recursos que toman los algoritmos para ejecutarse, esto de entrada nos brinda una
manera de buscar mejores algoritmos.

Una herramienta fundamental en el anilisis de algoritmos es la notacién asintética, esta
notacién nos sirve para analizar el algoritmo considerando operaciones en general.
Cuando usamos notacién asintética nos preocupamos del uso de recursos de acuerdo
a la relacion que existe entre el tamano de la entrada que recibe el algoritmo y su
desempeno, dejando de lado los recursos de la maquina, el modelo de computacion
empleado, etc.

El anilisis tedrico de los algoritmos usa el andlisis asintético que considera entradas
suficientemente grandes de datos donde se ignoran constantes y términos de menor
orden. Este enfoque si bien es ttil con propositos tedricos no siempre los es con los
practicos, por ejemplo las personas que realmente usan los algoritmos o los implementan
usan medidas exactas. Podemos ver esto en algoritmos usados en el diseno de motores
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graficos de videojuegos o algoritmos usados para realizar el anilisis de cadenas de ADN,
donde una constante puede significar tiempos de ejecucion adicionales de dias o incluso
meses.

Podemos analizar una funcién, o un algoritmo, usando notacion asintética de muchas
maneras diferentes. Algunas maneras de realizar esto es analizar un algoritmo por su
mejor caso, su peor caso, o el caso promedio. Lo mas comiin es analizar un algoritmo por
su peor caso. Por lo general, no se evalta el mejor caso, porque no tiene mucho sentido
planear un algoritmo para esta situacion.

Un buen ejemplo de esto son los algoritmos de ordenamiento y bisqueda; especi-
ficamente, si tenemos un algoritmo para buscar un elemento en un arreglo. El mejor
caso para la mayoria de los algoritmos podria ser tan bajo que sélo requiriese una sola
operacién. Sin embargo, en la mayoria de los casos, el elemento que se busca tendra
que ser buscado en el arreglo, incluso podria ser que no estuviera en el arreglo y si no
podemos garantizar que nuestro arreglo este ordenado podriamos tener que buscar al
elemento en todos los indices. Este es el peor de los casos y para estos casos es que
planeamos los algoritmos.

A.l. Cota superior asintoética

Una cota inferior asintética para una funciéon f es una funciéon g que sirve de cota
inferior para f cuando el argumento tiende a infinito.

Formalmente esto es:
O(g(z)) = {f(2): existen xg,c > 0 tales que Vo > ¢ : 0 < |f(z)] < c|g(x)] }

es decir, una funcién f(z) pertenece a O(g(x)) cuando existe una constante positiva
c tal que a partir de un valor xg, f(x) no sobrepasa a cg(z).

p

cg(z)

®

To

Figura A.l: La funcion f(x) pertenece a O(g(x)).
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A.2. Cota inferior asintética

Una cota superior asintética para una funciéon f es una funcién g que sirve de cota
inferior para f cuando el argumento tiende a infinito.

Formalmente esto es:

Q(g(z)) = {f(z): existen zg,c > 0 tales que Vz > 20 : 0 < c|g(z)| < |f(z)| }

es decir, una funcién f(z) pertenece a (g(z)) cuando existe una constante positiva
c tal que a partir de un valor z, f(x) sobrepasa a todo valor de cg(z).

cg(w)

ry

Zo

Figura A.2: La funcién f(z) pertenece a Q(g(x))

A.3. Cota asintética justa

La cota ajustada asintotica relaciona a las cotas inferiores y superiores, ya que:

f(x) = O(g(x)) si'y solo si f(z) = O(g(x)) y f(z) = Q(g(x))
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Zo

Figura A.3: La funcién f(z) pertenece a ©(g(x))
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