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Introduccion

El desarrollo tecnoldgico en la actualidad requiere de componentes electrénicos cada vez
mas pequefios y eficientes, lo que ha generado una tendencia constante de miniaturizacion
en décadas recientes. Hemos llegado a un punto en la historia en el que existe una gran
demanda de resultados en fisica que permitan caracterizar a dichos componentes, cuya escala
es tal que los efectos cuanticos que previamente se omitian resultan de gran relevancia y
deben ser considerados. Lo anterior ha llevado a plantear diferentes modelos que permitan
integrar esos efectos cuanticos en la descripcion de las propiedades de distintos materiales.
Una aproximacion que ha probado ser de gran utilidad en la caracterizacion de
semiconductores es el modelo de amarre fuerte, que al combinarse con el teorema de Bloch
ofrece una descripcion del transporte de electrones en un semiconductor infinito y periédico.

La descripcion anterior ofrece un buen punto de comienzo para resolver el problema. Sin
embargo, la aproximacién de un componente como un medio infinito y periédico supone una
condicion que dificilmente se cumplira en la préctica. Por ejemplo, es razonable considerar
que el material cuente con alguna impureza o defecto que rompa con las condiciones
periodicas e invalide la descripcion obtenida por el teorema de Bloch. Entre los posibles
efectos de las impurezas en el medio se encuentra la creacion de estados ligados. En el caso
de transporte electronico, la existencia de un estado ligado implica la acumulacién de carga
en una determinada region del medio que puede repercutir de forma importante en la
conductividad.

En esta tesis se plantea una serie de condiciones para determinar energias asociadas a
estados ligados haciendo uso del formalismo de la matriz de dispersion, ademas de proponer
un método que integre las condiciones para hallar dichas energias. El primer capitulo
constituye un marco teérico cuyo objetivo es explicar conceptos de gran utilidad para el
entendimiento del método propuesto. El capitulo comienza estableciendo diversos conceptos
utilizados en estado sélido entre los que se encuentran las definiciones de red de Bravais,
espacio reciproco, primera zona de Brillouin, entre otras. Posteriormente, se introduce la
ecuacion de Schrodinger y se discute brevemente la interpretacion probabilistica de la misma.
Seguido de esto se muestra el planteamiento del teorema de Bloch, la definicion de las
funciones de Wannier y se introduce el Hamiltoniano del modelo de amarre fuerte para
después incluir un ejemplo que muestre el origen de las bandas de energia en un sistema
infinito. El capitulo concluye con la definicion de estados ligados, estados extendidos y un
ejemplo de estado ligado generado por un defecto en un sistema infinito.

En el segundo capitulo se discute el papel de la matriz de dispersién en sistemas de amarre
fuerte. Ademas, se describe el producto estrella de Redheffer que permite concatenar



estructuras de amarre fuerte en términos de sus matrices de dispersion y es la base del método
recursivo propuesto en (Ramirez C. , Scattering Matriz of Arbitrary Tight Binding
Hamiltonians, 2017). Este método permite obtener la matriz de dispersion de cualquier
estructura de amarre fuerte a partir de matrices base a un bajo costo computacional. Al final
del capitulo se introducen los canales abiertos y cerrados en estructuras infinitas y el papel
que estos juegan para que el método recursivo sea aplicable a sistemas infinitos.

Finalmente, en el tercer capitulo se propone modelar sistemas finitos e infinitos con
defectos a partir de dos diferentes subsistemas que al fusionarse den origen al sistema
original. A partir de las matrices de dispersion de los subsistemas, se establecen las
condiciones que estas deberan cumplir para una energia dada para que dicha energia esté
asociada a un estado ligado. Posteriormente, se plantea una serie de algoritmos que permiten
integrar las condiciones establecidas para hallar estados ligados y obtener las funciones de
onda asociadas a tales energias. Se incluye ademas una comparacion de las energias y
funciones de onda obtenidas por los métodos propuestos con respecto de los resultados
obtenido del Hamiltoniano de amarre fuerte para el caso finito. El capitulo concluye
mostrando diversas funciones de onda obtenidas para una nanocinta rectangular con un
defecto de variacion de seccion transversal, mostrando que el comportamiento de dichas
funciones es, en efecto, correspondiente a un estado ligado.



Capitulo 1

Estado Solido

1.1 Redes cristalinas

Una forma de definir a un solido es como “una gran coleccion de atomos que se atraen entre
si de modo que dichos 4&tomos queden confinados a un volumen especifico en el espacio”
(Patterson, 2007). Dentro de la fisica del estado solido se pone especial atencion en un tipo
particular de solido Ilamado cristal, en los cuales se puede identificar una estructura
periddica. La razén por la que se han estudiado exhaustivamente estos sistemas es porque,
gracias a la periodicidad, se han desarrollado modelos que permiten conocer algunas de sus
propiedades y aprovecharlas en el desarrollo y optimizacién de componentes tecnoldgicos.
Cabe mencionar que, aunque exista periodicidad en la estructura, esta debera extenderse por
todo el material para poder hablar de un cristal. Otra posibilidad es que la periodicidad se
extienda solo en una region determinada del material formando granos. Si el tamafio de los
granos es suficientemente pequefio se tendra un material amorfo con propiedades fisicas
diferentes a las de un cristal (Dekker, 1958).

Un cristal consiste en una base de atomos o moléculas que se repite a si misma en un arreglo
infinito de puntos. Dicho arreglo debera estar formado por puntos en el espacio que sean
totalmente indistinguibles entre si. Es decir, el arreglo y orientacion de los puntos de la red
deberan ser los mismos independientemente del punto de la red desde el cual se observe
(Ashcroft, 1976). A la red de puntos que satisface la condicion anterior se le denomina red
de Bravais y se puede definir matematicamente como el conjunto de puntos en el espacio que
satisfacen la relacion (Kittel, 2005)

R :Zniai' (1.1)

en donde d representa la dimension del sistema (d=2 para sistemas bidimensionales y
d =3 para sistemas tridimensionales), los vectores @; forman una base para la red y las
representan enteros cualesquiera. En otras palabras, cualquier punto de una red de Bravais
puede escribirse como una combinacion lineal entera de los vectores @;. Cabe resaltar que
se necesitan d vectores linealmente independientes para definir la base de una red de
Bravais de dimension d .



Si bien la ecuacion (1.1) proporciona una definicion Gtil y precisa para una red de Bravais,
existen diferentes formas de elegir a los vectores 4;, teniendo 5 posibilidades en dos
dimensiones, o 14 posibilidades en redes de tres dimensiones. Si a cada punto de la red de
Bravais se asocia una Unica particula, al cristal se le llama un cristal de Bravais. En caso de
tener mas de una particula por punto de la red, decimos que se tiene una red de Bravais con
base (Quinn, 2018). En este Gltimo caso se requerira de un conjunto de vectores base para
indicar la posicién de las particulas con respecto de un punto cualquiera de la red de Bravais.

El paralelepidedo formado por los vectores @; satisface que al repetirse a si mismo se
reproduce al cristal completo, por lo que se le denomina celda unitaria. Si los vectores se
eligen de tal forma que el paraleleipedo formado contiene a un Unico punto de la red entonces
se tiene una celda unitaria primitiva y a dichos vectores se les denomina vectores primitivos
de la red (Simon, 2013). Al igual que con las bases, la forma en la cual se puede construir
una celda unitaria primitiva no es Unica. En particular, es posible obtener la celda unitaria de
volumen minimo a partir del método de Wigner Seitz. A continuacion, se explica dicho
método.

1.1.1 Método de Wigner-Seitz

El algoritmo para construir la celda unitaria de Wigner-Seitz de una red de Bravais consiste
en tomar un punto cualquiera de la red y trazar los segmentos de recta que unen a dicho punto
con sus vecinos cercanos. En el caso bidimensional deberd trazarse la bisectriz de dichos
segmentos y el area encerrada por las bisectrices sera la celda de Wigner-Seitz. Para el caso
tridimensional, la celda estara dada por el volumen contenido dentro de los planos
perpendiculares a los segmentos de recta que los corten en el punto medio. En la figura 1c se
puede observar la celda unitaria de Wigner-Seitz para una red triangular. La celda unitaria de
Wigner-Seitz corresponde a la regién del espacio cuyo punto de la red mas cercano es el
punto a partir del cual se construyé la celda (Simon, 2013).

a) ® ® e ° b) ® ® o °

// ‘\
® o ® O [ [ ] [ e ® ® ® ®

Figura 1: Ejemplos de celdas unitarias para una red triangular. @) muestra una celda unitaria arbitraria de la red, b)
corresponde a una celda unitaria primitiva (que contiene un Gnico punto de la red) y c) es la celda unitaria de
Wigner-Seitz para la misma red.



1.1.2 Espacio reciprocoy 1ZB

La forma en la cual se determina la estructura de un cristal no es a través de observacion
directa sino a partir del patron de difraccion de rayos X incidentes sobre una muestra
cristalina. El estudio de la transmision de ondas electromagnéticas y acusticas en un cristal
se hace a través de la red reciproca. Esta red se define como la coleccion de puntos G que
satisfacen GeR =27n, en donde neZ y R representa cualquier vector de la red de
Bravais definida en (1.1), a la que nos referiremos a partir de ahora como red real. Al igual
que lared real, la red reciproca puede expresarse como combinacion lineal entera de vectores
bi, que para tres dimensiones pueden calcularse a partir de los vectores primitivos de la red
real de la siguiente manera (Simon, 2013)
a,Xxa, a;xa, a,Xa,

b=2r—22_ b =27r——2 1 _ b,=2r——2—. 1.2
! ﬂalo(azxag) 2 ﬂal-(azxa3) Y s ﬂal-(azxa3) (12)

La red reciproca corresponde a la red de Bravais asociada al cristal en el espacio de Fourier.
El hecho de que cada punto del espacio de Fourier esta asociado a un vector de onda es lo
que hace a la red reciproca ideal para la descripcion de ondas en el cristal (Kittel, 2005).

Las celdas unitarias primitivas en el espacio reciproco son de gran importancia para el
estudio de la propagacion de ondas en un cristal ya que, debido a su periodicidad, los vectores
de onda son equivalentes bajo traslaciones por vectores de la red reciproca. Es decir, el vector
de onda K es fisicamente equivalente al vector de onda k +G. Esto permite definir una
zona de Brillouin como aquella que contiene cada uno de los vectores de onda K fisicamente
diferentes sin repeticiones (Simon, 2013). Eligiendo un punto de la red reciproca como origen
es posible definir la primera zona de Brillouin (0 1ZB) como la regidn en el espacio reciproco
cuyo punto mas cercano de la red es el origen. Es decir, la 1ZB sera la celda unitaria primitiva
de Wigner-Seitz alrededor del origen. Al volumen de la primera zona de Brillouin se le
denotara con ;. La segunda zona de Brillouin sera la coleccion de puntos en el espacio
reciproco cuyo segundo punto més cercano sea el origen. Andlogamente, la n-ésima zona de
Brillouin sera aquella cuyo n-ésimo punto mas cercano de la red reciproca sea el origen.

1.2 Formalismo cuantico

No es casualidad que el desarrollo de la fisica del estado soélido haya sido precedido y
acompafiado por la mecénica cuantica. El estudio de un cristal se lleva a partir del analisis de
sus componentes en un nivel atdbmico y molecular, asi como la forma en la que estos
componentes se relacionan dentro de un arreglo periodico. Dada la escala del problema en
cuestion, la descripcion mas adecuada para este se obtiene a partir de la mecéanica cuéntica.



En mecénica clasica, la solucién para el movimiento de una particula sometida a un potencial
consiste en conocer la posicion y velocidad de la particula en funcién del tiempo, a partir de
la segunda ley de Newton. En cambio, en mecanica cuantica la solucién a este mismo
problema consiste en obtener la funcion de onda de la particula. La funcion de onda ¥ sera
aquella que satisfaga la ecuacion de Schrodinger (Saleem, 2015)

¥ (r, 1)
at

i =HWY(r 1), (1.3)

en donde H es el Hamiltoniano asociado al potencial Vv (r,t) y esta dado por

. h?
H=——V2+V(r,1). 1.4
o (r,t) (1.4)

En las ecuaciones (1.3) y (1.4) i representa la constante reducida de Planck, i =+/—1 es la
unidad compleja, res la posicion en el espacio, t el tiempo y m corresponde a la masa de la
particula.

Para un potencial independiente de tiempo, V(r), la ecuacién se Schrodinger puede
escribirse como una funcion separable. Para tal caso la solucion de la ecuacién se puede
escribir de la forma w(r,t) = w(r)e"=", en donde la parte espacial de la funcion de onda
satisface la ecuacion

Hy (r) = Ey (), (1.5)

y E es laenergia. A la ecuacion (1.5) se le llama ecuacion de Schrodinger estacionaria o
independiente del tiempo y es de gran utilidad ya que las soluciones generales de la ecuacion
de Schrodinger dependiente del tiempo pueden escribirse como combinacion lineal de las
soluciones estacionarias (Griffiths, 1995).

La funcidén de onda asociada a una particula no proporciona su posicion o velocidad
exacta, a diferencia del caso clasico. En cambio, esta aporta informacion acerca de la
probabilidad P(r+dr,t) de encontrar a la particula en una region especifica del espacio
r+dr. La expresion a partir de la cual se obtiene la probabilidad es

P(r+dr,t) =[¥(r,t) d°r, (1.6)
en donde |\P(r,t)|2 funciona como una densidad de probabilidad.
La figura 2 muestra un ejemplo de la interpretacion probabilistica de la funcion de onda

de una particula en el caso unidimensional (¥ =W¥(x,t)). El area sombreada bajo la curva
representa la probabilidad de encontrar a la particula entre X, y X, + dx .



W, )

X, X,+dx ¥

Figura 2: Gréafica de la norma de la funcion de onda de una particula con respecto de la posicion.

Para que la probabilidad obtenida a partir de la ecuacion (1.6) tenga sentido, es necesario
que al realizar la integral en todo el espacio el valor obtenido sea 1. Esto porque la particula
debera encontrarse en algin punto del espacio. A esta condiciéon impuesta sobre ¥ se le
denomina condicidn de normalizacion y puede escribirse como

1= [ [w(r.ofd°r 1.7)

rer®

Mas adelante veremos la forma en la que esta condicion de normalizacién se ve modificada
dentro de un cristal al tenerse condiciones periddicas en el potencial.

1.2 Teorema de Bloch

Un caso de especial interés en el calculo de la funcién onda de una Unica particula dentro de
un cristal es aquel en el que se considera a ésta sujeta a un potencial con la misma
periodicidad de la red (McKelvey, 1966). Este caso corresponde a que el potencial en el
Hamiltoniano (1.4) cumpla con la condicién

V(r)=V(r+R), (1.8)

con R algin vector de la red real. Las soluciones a tal Hamiltoniano son tales que satisfacen

. (r)=e*"u(r) (1.9)

En esta ecuacion, K representa vectores en el espacio reciproco, res el vector de posicion y
Uy satisface la misma condicién de periodicidad que el potencial. Las funciones ¥, son
conocidas como funciones de Bloch. A este resultado se le denomina teorema de Bloch
(Ashcroft, 1976) y es un resultado de gran importancia en estado s6lido debido a que la
periodicidad de las condiciones dentro de un cristal es representable a partir de un potencial
de la forma (1.8).



Una forma equivalente de enunciar el teorema de Bloch es decir que las funciones de onda
del Hamiltoniano periddico son tales que

v (r+R)=e"Fy, (r). (1.10)

Notando que cualquier vector K puede escribirse como k =k’+G con G un vector de la
red reciprocay K’ en la primera zona de Brillouin, que ademas G+R = 2zm con m entero,
la ecuacion (1.10) puede reescribirse como

ik'eR
Yisa (I’) =€ WYy (r) - (1.11)
Si se etiqueta con un entero n a cada uno de los posibles vectores G, que puede ser cualquiera
de los vectores de la red reciproca, entonces es posible expresar el teorema de Bloch en
términos solamente de K dentro de la primera zona de Brillouin como una expresion de la
forma

Y (r+R)= eik.R‘//nk (r). (1.12)

El poder en la expresion (1.12) recae en que permite mostrar las soluciones para cualquier
vector K de la red reciproca como una de las n diferentes soluciones para K dentro de la
primera zona de Brillouin. En particular, para cualquier K en la 1ZB la energia tendra una
infinidad numerable de soluciones, es decir, las soluciones para la energia seran de la forma
E, (k) dentro de la 1ZB. A esta representacion de la energia como funcién de los vectores de
onda de la primera zona de Brillouin se le denomina representacion de zona reducida
(McKelvey, 1966).

Cabe afadir que las funciones de Bloch no son normalizables en el sentido de la ecuacién
(1.7). No obstante, dado que el cristal se reproduce a partir de una celda unitaria entonces la
funcion de onda debera ser tal que se reproduzca a si misma salvo un cambio de fase dentro
de dicha celda unitaria. Esto conduce a que la norma de la funcién de onda integrada a lo
lardo de la celda unitaria sea un valor constante, dando origen a la condicion de
normalizacion

1
5 | n]dr=1 (1.13)

con la integral corriendo a lo largo de la celda unitariay €2 siendo el volumen de la celda.



1.4 Modelo de amarre fuerte

1.4.1 Funciones de Wannier

Las condiciones periddicas en la red permiten expresar a la funcion de onda v/nk(l’) de un
electron libre dentro del cristal a partir de la serie de Fourier (Jones, 1973)

Vi (1) = D W (r)e™™, (1.14)

en donde a las funciones W, (') se les denomina funciones de Wannier y estan dadas por la
expresion

_ 1 -ikeR
W)= ], V(e (L15)

En notacion de Dirac, la ecuacion (1.14) puede reescribirse como

[ZED - ) (1.16)

donde R toma todos los posibles valores de la red real.

Las funciones de Wannier forman un set completo de funciones ortogonales, es decir, que
satisfacen la condicion <wn,Ro ‘wnR> = 0,0k, Y Que conforman una base alternativa para
describir la funcién de onda del electron en el cristal (Ashcroft, 1976). Las funciones de
Wannier tienen la propiedad de estar localizadas alrededor de cada punto de la red real,
decayendo exponencialmente al alejarse de este punto. Por ello, su comportamiento es similar
al de orbitales atomicos (Marder, 2011).

1.4.2 Sistemas de amarre fuerte

La representacion de la funcion de onda del electrén dentro del cristal en términos de las
funciones de Wannier adquiere una interpretacion fisica poderosa en el caso en el que los
electrones se encuentran muy fuertemente ligados a los nucleos ubicados en cada uno de los
sitios de la red. En tal caso, es posible aproximar a la funcion de onda de un electrén en la
red a partir de orbitales atdbmicos que sean solucién para el caso de un atomo libre. A esta
aproximacion se le conoce como modelo de amarre fuerte y es aplicable cuando el traslape
de los orbitales atdbmicos centrados en los diferentes puntos de la red es pequefio y pueda
considerarse como una correccion a la descripcion de atomo libre (Ashcroft, 1976). En
términos de las funciones de Wannier, tendremos que el modelo de amarre fuerte sera aquel

9



en el que la diferencia entre las funciones W.;(r) y los orbitales del 4&tomo libre sea tan
pequefia que las funciones de Wannier puedan interpretarse como orbitales atdmicos
perturbados.

Aplicando el Hamiltoniano a la expresién de la funcion de onda (1.16) y proyectando
sobre una funcién de Wannier correspondiente a un punto particular de la red real R,
entonces se tiene que

A

<WnR0 ‘ Hlw, )= ZR:e”"R <wnR0 W ), (1.17)

en donde
(Vi [ W) = [ W, ()Fwe (1) (118)

con la integral desarrollandose a lo largo de todo el espacio. Por otro lado, por la ecuacion de
eigenvalores (1.5) y la hermiticidad del Hamiltoniano sabemos que

<anRO ‘ |:| |l//nk> = Enk <anR0
Reescribiendo (1.19) en términos de la ecuacion (1.17) se obtiene

<WnR0 ‘ Hly,) = Enk;e”"R <WnR0 ‘WHR ). (1.20)

0

Ahora, la ortogonalidad de las funciones de Wannier implica que<wnR
que la expresion (1.20) se reduce a

(g, | F e ) = Epge™ ™. (1.21)

Wi ) = 5ge, » POT 10

Finalmente, usando (1.16) tenemos que
En,k = Zeik.(R-RO) <WnRo
R

con K en la primera zona de Brillouin.

4

W > (1.22)

A la integral correspondiente a (1.18) para R =R, se le denomina energia de sitio &™,
mientras que en el caso con R # R, a dicha integral se le conoce como integral de salto entre
R vy R, y se le denota por t,g”,go . Esto permite escribir la relacion de dispersién (1.22) de la
forma

E (k) =&+ > e Rl (1.23)

RRy
R#R,
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1.4.3 Estructura de bandas

Como un ejemplo del modelo de amarre fuerte, consideremos una cadena unidimensional de
atomos separados por una distancia d. Tomemos el caso donde la energia de sitio vaya
alternandose entre &; y &,. Consideremos ademas integrales de salto de valor constante {
entre primeros vecinos y nulas para el resto de los casos. Notemos que en este caso la
periodicidad del sistema se tiene cada que se recorren dos sitios de la cadena, es decir, cuando
se recorre una distancia 2a. Debido a esto, la celda unitaria debera contener a dos sitios
consecutivos de la cadena y serd conveniente etiquetar a las funciones de Wannier asociadas
a cada elemento de la cadena de la forma |n, i) ,endonde i =1,2 indicasi se trata del primer
0 segundo sitio dentro de la celday ' indica la celda.

Figura 3: Cadena unidimensional con energias de sitio alternantes €; y62 e integral de salto t

El Hamiltoniano de amarre fuerte asociado a este sistema se escribe de la forma

A=Y

n

[ &[n1)(n1+e,|n,2)(n,2|

+t(|n,1)(n, 2|+[n,2)(n,1|+|n+L1)(n,2|+|n,2)(n +1,1|)} (1.24)

Ademas, por el teorema de Bloch tenemos que|n+11)=e*|n,1), Sustituyendo lo anterior

en el Hamiltoniano y agrupando términos semejantes, la ecuacion (1.24) se puede reescribir
como

&|n1(n1]+&,[n,2)(n,2| ] . (1.25)

R = Zn:[ﬂ [(1+ e*)[n,1)(n, 2|+(1+ e”")|n, 2><n,1|}

Por otro lado, recordemos que las funciones de Wannier forman una base completa, lo que
garantiza que las eigenfunciones del Hamiltoniano puedan escribirse como combinacion
lineal de dichas funciones. Es decir, de la forma

|¥)=> c,.nD+c,,|n2) . (1.26)

A partir de las ecuaciones (1.25) y (1.26) podemos calcular H |‘P) y se obtiene que

H|W)=>"c,.an1)+c,,5[n2)+c, t(1+e™)|n1)+c, t(1+e™)[n,2). (1.27)

Agrupando términos se obtiene que

11



H|¥)= Z(Cn,lgl+cn,2t (1+ e2"‘e‘))|n,1>+(cn,2¢c;2 +C, b (1+ e’z"‘a))|n,2> . (1.28)

n

Para que la ecuacion (1.28) sea compatible con que |‘P> sea solucion de la ecuacion de
onda H|W¥)=E|¥) y debido a la independencia lineal de las funciones de Wannier, los
coeficientes de la combinacion lineal de (1.26) deberan satisfacer las condiciones

EC,, = £C,, +1C,, (1+€%) y

| (1.29)
Ec,, = &C,, +1C,, (1+e %),

Del sistema de ecuaciones (1.29) se puede despejar el cociente de coeficientes C,LZ/CW1 de
ambas ecuaciones Y, tras igualarlas se obtiene la ecuacion
(E-g)(E-g,)=t*(1+e)(1+e ). (1.30)

La ecuacion (1.30) corresponde a la relacion de dispersion del sistema 'y, al ser una ecuacion
cuadrética en la energia, lleva a dos diferentes soluciones dadas por

& +&, i\/(gl —&,)% +8t?(1+cos(2ka))
- 5 :

(1.31)

Al graficarse las soluciones dadas por (1.31) para valores de & =2y & =3 como funcién
de k en el esquema de zona reducida, se obtienen dos curvas en donde cada una de ellas
corresponde a un intervalo diferente de energias. A los intervalos de energias asociados a
cada una de las soluciones se les denomina bandas de energia. La region sombreada en la
grafica corresponde al intervalo de energias que separa a las bandas, por lo que a este
intervalo se le conoce como brecha energética. Si bien la figura 4 se obtuvo a partir de un
sistema especifico, la obtencién de bandas y brechas de energia es un resultado muy comdn
en estado sélido y su estudio resulta en una herramienta de gran utilidad para modelar
propiedades fisicas.
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Vector de onda (k)

Figura 4: Esquema de zona reducida de las soluciones obtenidas para la energia asociada al ejemplo de la cadena
unidimensional con energia de sitio alternante.

1.5 Estados ligados y extendidos

En las pasadas secciones hemos trabajado con diferentes herramientas para hallar la funcion
de onda de una particula en un sistema de amarre fuerte. Sin embargo, queda pendiente aun
discutir la utilidad que tiene la funcion de onda y qué informacion podemos obtener de la
particula a partir de ella. Por lo visto anteriormente sabemos que la funcién de onda puede
interpretarse como una densidad de probabilidad y nos permite calcular la probabilidad de
hallar a la particula en una determinada region del espacio haciendo uso de la ecuacion (1.6)
. Para que la funcion de onda pueda interpretarse de esta manera debe ser tal que al integrarse
en todo el espacio la probabilidad de hallar a la particula sea 1, es decir, debe cumplir la
condicion de normalizacion (1.7). Dado que las funciones de onda pueden ser en general no
normalizables, podemos clasificar a las funciones de onda dependiendo de si satisfacen la
condicion (1.7). Ambos casos poseen una interpretacion fisica que discutiremos a
continuacion.

Una funcion de onda normalizable debera cumplir con ser cuadraticamente integrable de
modo que la integral involucrada en la ecuacion (1.6) sea convergente. Para que esto Gltimo
ocurra es necesario que la amplitud de la funcién sea diferente de cero en una determinada
regién del espacio y tienda rapidamente a cero al alejarse de dicha region. Bajo la
interpretacion probabilistica, que es consistente para este caso, lo anterior implica que la
probabilidad de hallar a la particula es tal que podemos considerarla practicamente contenida

13



en una determinada regién del espacio. Debido a esto, decimos que las funciones de onda
normalizables corresponden a estados ligados.

Por otro lado, para las funciones no normalizables resulta imposible asignar una densidad
de probabilidad como funcién de la posicion, por lo que en general la particula tiene
probabilidad de encontrarse en cualquier punto del espacio. Debido a esto, se dice que las
funciones de este tipo corresponden a estados extendidos o dispersivos. En los siguientes
capitulos daremos a los estados extendidos una interpretacion de ondas viajeras sometidas a
potenciales dispersivos y estudiaremos las condiciones bajo las cuales se pueden obtener
estados ligados a partir de estados dispersivos en estructuras de amarre fuerte.

Un ejemplo de estado extendido que resulta de gran importancia para el presente trabajo
es la funcion de onda periddica obtenida en la ecuacion (1.12). A este tipo de soluciones las
Ilamaremos ondas de Bloch y, como hemos visto, se obtienen aplicando el teorema de Bloch
a un sistema infinito y peridédico. A continuacién, revisaremos un ejemplo en el que un
defecto que rompe la periodicidad de un sistema infinito tiene como consecuencia la creacion
de un estado ligado.

Ejemplo de estado ligado generado por defecto

Consideremos una cadena de sitios con energia de sitio nula que se encuentran separados por
una distancia d y unidos por integrales de salto de valor constante t entre primeros vecinos.
Como este sistema es periddico e infinito el teorema de Bloch garantiza que las funciones de
onda asociadas seran ondas de Bloch, es decir, estados extendidos. Una forma de introducir
un defecto en este sistema es considerando a un Gnico sitio con energia de sitio € #0. Este
defecto, al que denominamos defecto de sitio.

QL&) y, </

——a - _a- @
A, 4 0 B, B,

Figura 5: Cadena de amarre fuerte con defecto de sitio.

Una posible manera de enumerar a los sitios de la cadena es asignando valores A, a los
sitios a la izquierda del defecto y B, alos que se encuentran a la derecha, dejando al sitio del
defecto el valor n=0. La enumeracion de los sitios se puede observar en la figura 5. Luego,
cualquier eigenfuncion del sistema puede expresarse en términos de funciones de Wannier
de la forma

0

w)=c[0)+> (a,[A,)+b,[B,)), (1.32)

n=1
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endonde |A,),|B,) y |0)=|A)) =|B,) corresponden a las funciones de Wannier de los sitios
, B, y Orespectivamente. Por otro lado, el Hamiltoniano de amarre fuerte del sistema
estara dado por

00

A =cl0) 13 (A A+ ANA BB BB @3y

n=0

Para comenzar a abordar el problema comencemos por considerar la siguiente proyeccion

(A|H|w)=¢a,+t(a,,+a,,), (1.34)

Si ¥ es una eigenfuncion del sistema entonces debera cumplir con la ecuacién de
eigenvalores H |1,y> =E |1,//> por lo que la proyeccion calculada en (1.34) es a su vez

(A|H|v)=E(A|v)=Ea,. (1.35)

Recordando que &, =0, , tenemos que al igualar las ecuaciones (1.34) y (1.35) para n#0
se obtiene la siguiente relacion

—Ea, +t(a,,, +a,,)=0. (1.36)

Si el sistema fuera periddico, seria posible hacer uso del teorema de Bloch para relacionar
los coeficientes @, a,, y d@,,; a través de exponenciales complejas y obtener una relacion
de dispersion a partir de (1.36). Como este no es el caso debido al defecto de sitio,
consideremos una propuesta més general de la forma a,,=4a,, en donde A es un
parametro a determinar. Bajo esta propuesta, la expresion (1.36) puede reescribirse como

[-E+t(2+27)]a, =0. (1.37)

Dado que en general el coeficiente d, puede ser diferente de cero, para que la relacion (1.37)
se cumpla el término en paréntesis debera ser cero. Luego, al multiplicar la ecuacion por A4
se tiene la siguiente ecuacion cuadréatica

,12—/1%+1:o. (1.38)

La ecuacion (1.38) no restringe la norma del coeficiente A , siendo esta una diferencia
fundamental con respecto del teorema de Bloch en el que el coeficiente es siempre una fase
unitaria. Para explorar los posibles valores que puede tomar A podemos redefinir al
coeficiente como una exponencial de la forma 1 =e***™* = erag™@, En tal caso, el coeficiente
de amplitud 4, se relaciona con el coeficiente d,=C de la forma

la,| =™ |c] (1.39)

De aqui se puede observar para p =0 se tiene que A es simplemente una fase compleja
como en el teorema de Bloch, siendo esta una posible solucion. Por otro lado, si p >0 el
comportamiento la norma de los coeficientes de amplitud diverge a medida que 1 tiende a
infinito, por lo que no representa una solucion fisica del problema. Finalmente, si p <0 lo
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que se tiene es un comportamiento en el que la norma de los coeficientes tiende a cero a
medida que N crece. Este Gltimo caso resulta de gran interés, ya que corresponde a un estado
en el que la probabilidad de hallar a la particula en el n—ésimo sitio de la cadena decae
exponencialmente al aumentar N. Esto se traduce en que la funcion de onda esta restringida
a una region especifica de la cadena que contiene al defecto, es decir, se tiene un estado
ligado.
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Capitulo 2

Metodo recursivo de la matriz de dispersion
(MRMD)

Hemos visto hasta el momento que en un sistema perfectamente periddico la funcion de onda
asociada a los electrones es a su vez periddica y se extiende por todo el sistema. Mé&s aun, a
partir del modelo de amarre fuerte hemos encontrado bandas de energia que corresponden a
los posibles estados extendidos que pueden ocupar los electrones cuando estos se encuentran
fuertemente ligados a los atomos de la red (como en un semiconductor). No obstante, el
problema se torna mucho mas complejo en el caso de sistemas en los que no se tiene una
periodicidad completa tal como se observé en el ejemplo del defecto de sitio para el que,
ademas de una banda de energia, encontramos un estado localizado fuera de dicha banda.
Para abordar sistemas infinitos no periddicos es necesario realizar modificaciones sobre los
métodos que hemos presentado hasta ahora. Una posibilidad para tratar sistemas més
generales es considerar sistemas que sean periddicos salvo por una regién particular del
espacio, en cuyo caso a la regién que rompe con la periodicidad se le puede considerar como
una region de dispersion que provocara que los electrones que incidan en ella la atraviesen o
se reflejen con cierta probabilidad. Estas probabilidades de transmisién o reflexion se pueden
escribir a partir de matrices de dispersion que caracterizan a la region de dispersion. En este
capitulo hablaremos de esta aproximacion. Hablaremos también de la forma en la cual se
puede obtener la matriz de dispersion de un sistema a partir de la matriz de dispersion de los
subsistemas que lo conforman, a lo que se le conoce como el método recursivo de la matriz
de dispersion (MRMD).

2.1 Matriz de dispersion

Consideremos un potencial unidimensional constante de valor YV, en todo el espacio excepto
en el intervalo comprendido entre 0 y X;, en donde se tiene un potencial arbitrario dado por
\% (x) A la region en donde el potencial no es constante la Ilamamos region de dispersion.
Tomemos ahora una onda incidente desde la izquierda con amplitud A y nimero de onda k.
como se muestra en la figura 6A. Para una energia E dada el nimero de onda
correspondiente sera
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2m(E-V,)
—

k= (2.1)

Al incidir, la onda podra transmitirse o reflejarse con cierta probabilidad que sera
determinada por la forma del potencial, lo que provocara que una porcion de la onda sea
transmitida con amplitud tA y otra sea reflejada con amplitud rA. A los coeficientes r y t
se les denomina amplitudes de reflexion y transmision. Como las ondas salientes pueden
tener una fase con respecto de las entrantes, r y t son en general nimeros complejos que
contienen la informacién asociada a la fase de las ondas salientes. Ademas, por conservacion
de la probabilidad, las amplitudes r y t deberan cumplir con la condicién

"+ e =1. (2.2)
Ae™ 14" ) A B =)
rde™ A gk B gka=0)
0 x g 0 X, >
A B

Figura 6: A) Dispersion unidimensional de onda incidente por la izquierda. B) Dispersion unidimensional de ondas
incidentes por ambos lados.

La figura 6B corresponde a una repeticion del razonamiento anterior, pero ahora
considerando ondas incidentes por ambos lados, en donde la onda que incide desde la
izquierda lo hace con una amplitud A" y la que incide desde la derecha tiene amplitud 8.
Siguiendo el razonamiento del ejemplo de la figura 6A, tendremos ondas salientes a la
izquierda y a la derecha, cuyas amplitudes denotaremos por A y B respectivamente. La
onda con amplitud A estara dada por la parte transmitida de la onda con amplitud B y
la parte reflejada de la onda con amplitud A" . De forma analoga, la onda con amplitud B®
debe coincidir con la superposicion de la parte transmitida de la onda con amplitud A™ y la
parte reflejada de la onda que incide con amplitud B . Esto ultimo implica que la relacion
entre las amplitudes puede escribirse de la forma

A = rA® 4 tBM y

2.3
B =tA™ 4+ rB™. @)

El sistema de ecuaciones (2.3) puede escribirse de forma matricial a partir de la expresion
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AL rot) A® A
[B()J_[t r][B(Jr)}_SLB(*)) (2.4)

A la matriz S se le denomina matriz de dispersién y contiene toda la informacion acerca de
la dispersién de las ondas entrantes al potencial V (x) , incluyendo la fase.

Es importante mencionar que hasta el momento solo hemos considerado el caso en donde
el potencial a un lado del dispersor es el mismo que el del lado opuesto, lo que se conoce
como una union simétrica. Para este caso particular lamatriz S resulta ser simétricay unitaria,
tomando en cuenta la condicion (2.2). En un caso mas general, en donde se tenga una
constante V; para el potencial del lado izquierdo y otra constante V, para el lado derecho,
tendremos dos diferentes nimeros de onda kl y k2 dados por la ecuacion (2.1) tomando el
potencial correspondiente a cada lado. Como consecuencia de esto, los coeficientes de
transmision asociados a A" seran diferentes a los asociados a B'*. Esto provoca que la
ecuacion (2.4) deba reescribirse como

AL r ) AW Al
= =S : 2.5
B (t r’j g™ B(*) (25)
en donde los coeficientes primados corresponden a la onda B y la matriz en la ecuacion

ya no es simétrica ni unitaria. No obstante, es posible obtener nuevamente una matriz unitaria
redefiniendo las entradas como (Ryndyk, 2016)

S ‘= |ng (2.6)

La gran utilidad de la matriz de dispersion recae en que permite extender de forma sencilla
el resultado (2.4) al caso en donde se tengan mas de dos ondas 0 modos entrantes a la region
de dispersion. Si se tienen N modos entrantes, denotados por Ah“), entonces la relacion entre
los modos entrantes y salientes estara dada por una extension de la ecuacion (2.4) que se
escribe de la forma

o o Sy )[AY AlY
2 S,.\l2 A;) s A;) | 2.7)

()
A Su
A7 || S

v ow»m

AO ) \Sw Say - Swl AY A

en donde la matriz S es una matriz simétrica de N x N . La relacion entre los modos
entrantes y salientes se puede obtener a partir de los elementos de la matriz a partir de la
expresion |Sni |2, que es la probabilidad de que el n—ésimo modo entrante sea dispersado a
través del i -ésimo modo saliente. Por ello, exigiendo la conservacion de la probabilidad para
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la version normalizada de la matriz, se obtiene una generalizacion de la condicion (2.2) para
N modos entrantes que puede escribirse como

dls.[ =1 wn. 2.8)

2.2 Matriz de dispersion en sistemas de amarre fuerte ,

4
4

- @ l(‘ tC l(' tC 0

~
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o ~
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Figura 7: Sistema de amarre fuerte con cadenas unido a cadenas semi-infinitas de sitios con energia de sitio nula
unidos a través de integrales de salto constante.

Pensemos en un sistema de amarre fuerte formado por N sitios en donde N de ellos se
encuentren unidos a cadenas unidimensionales de sitios con energia de sitio nula e integral
de salto t. constante entre primeros vecinos tal como se muestra en la figura 7 A los N
sitios del sistema que se encuentren unidos a por lo menos una cadena les llamaremos sitios
de frontera (color verde) y denotaremos a la funcion de Wannier asociada a estos sitios como
IN£), con F=12,....,N¢. Por otro lado, a los N, que no estén unidos a alguna cadena les
Ilamaremos sitios interiores (color gris) y escribiremos sus funciones de Wannier como | I).
Pensando en que cada sitio de frontera tenga C: cadenas unidas, podemos escribir a las
funciones de Wannier asociadas a cada uno de los sitios en las cadenas como ‘C,F > , endonde
| corre en los nimeros naturales . Tomando en cuenta todo lo anterior y, recordando que las
funciones de Wannier forman una base completa, podemos escribir la eigenfuncion del
sistema completo como combinacion lineal de estas, quedando una expresion de la forma

[¥)=D e 1)+ 25 [F)+ 3D 7 ). (2.9)
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El Hamiltoniano correspondiente a este sistema, tomando en cuenta a las cadenas infinitas,
estara dado como un Hamiltoniano de amarre fuerte convencional en términos de las energias
de sitio e integrales de salto de cada uno de los elementos. En particular, nos serd conveniente
dividir a dicho Hamiltoniano en la parte asociada a los N sitios del sistema original, a la que
escribiremos como H_ y la parte asociada a las cadenas. Recordando que la Unica
interaccion de los sitios en las cadenas es con sus primeros vecinos a partir de la integral de
salto t. tenemos que el Hamiltoniano puede escribirse como

Ne Ck
H=Hy+t > > (|C7 )| +|ch)(cf]). (2.10)
F=1C=1 1=l
Notemos que tomando |C; ) =|F) el segundo término de la ecuacion (2.10) ya incluye la

contribucién de la integral de salto entre |F) y c).

A partir de la ortonormalidad de las funciones de Wannier y de las expresiones dadas en
(2.9) y (2.10) se obtiene que

H |\P>: |:|D[ZI:0‘i |I>+ZFﬂF|F>j+ZF:ZFitC (7CF,|-1+7/CF,|+1)‘C|F> : (2.11)

Dado que |‘I’> es una eigenfuncion del Hamiltoniano debe de satisfacer la ecuacion de
eigenvalores (1.5). Para que esto suceda para una energia E la independencia lineal de las
funciones de Wannier exige que se cumpla la condicion

Eye, =t (75|71+7’c'::,|+1)- (2.12)

Una forma de resolver la ecuacion (2.12) motivados por el teorema de Bloch sobre las
cadenas infinitas es proponer soluciones de la forma

yE = ALe ™+ AL e, (2.13)

en cuyo caso k queda como una variable a determinar y evaluando en | =0 se tiene que
AL+ AL =yE = B. . Sustituyendo (2.13) en (2.12) se obtiene que

E=t.(e™+e")=k= cosl(EJ : (2.14)

C

El resultado anterior permite interpretar el efecto de las cadenas acopladas al sistema como
ondas entrantes y salientes (Ramirez C. , Scattering Matriz of Arbitrary Tight Binding
Hamiltonians, 2017). En general, si se tienen P cadenas en total entonces se tendran P
modos entrantes y salientes denotados respectivamente por A(f) y Ag_). La relacién entre
los modos entrantes y salientes al sistema formado por los N sitios iniciales, al que nos
referiremos como dispersor, estara dada a partir de una matriz de dispersién como la que se
aparece en la ecuacion (2.7). Es importante mencionar que las dimensiones de dicha matriz
no dependeran del numero de sitios en el dispersor, sino Gnicamente del nimero de modos
entrantes y salientes, es decir, del nimero de cadenas acopladas.
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Figura 8: A) Estructura de sitio con N=5 cadenas acopladas. B) Estructura de enlace.

Para conocer la matriz de dispersion de un sistema se requiere conocer como se relacionan
los modos salientes asociados a cada una de las cadenas semi-infinitas con los modos
entrantes de todas las cadenas tomando en cuenta el Hamiltoniano del dispersor H, lo que
en general puede implicar un problema desafiante a menos que se cuente con un algoritmo
simple que permita llevarlo a cabo.

Empecemos por considerar dos estructuras particulares que resultaran de gran utilidad
para obtener la matriz de dispersion de estructuras arbitrarias. EI primero de estos sistemas,
al que nos referiremos como estructura de sitio (ver figura 8A), consiste en una region de
dispersion formada por un unico sitio con energia de sitio ¢ que tiene N cadenas unidas.
Recordando que por cada una de las cadenas unidas a la region de dispersion se tendra una
pareja formada por un modo entrante y otro saliente tenemos que la matriz de dispersion
asociada a una estructura de sitio serd una matriz de N x N . Las entradas de dicha matriz de
dispersion estaran dadas por (Medina-Amayo, 2018)

2it, sin(ka)

SN p— S I 2.15
"M g—E+Nte* " (215)

en donde 5n,m corresponde a una delta de Kronecker.

El segundo sistema a considerar, llamado estructura de enlace, consta de una region de
dispersion formada por dos sitios con energia de sitio nula unidos a través de una integral de
salto T y en donde a cada uno de estos sitios se encuentra unida una cadena (ver figura 8B).
Dado que se tienen dos cadenas, la matriz de dispersién de esta estructura serd una de
dimensién 2x2 cuyas entradas seran (Medina-Amayo, 2018)

-_

para n=m

Senlace _
n,m -

(2.16)

—~+

L(e‘ka + re"k) para n=m,
.
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en donde

tc _tczz

r=———————.
t. —tle

(2.17)

2.3 Acoplamiento de dispersores

Figura 9: A) Estructura con 4 sitios frontera y 4 cadenas. B) Estructura con 5 sitios frontera y 6 cadenas. C) Estructura
compuesta obtenida a partir de la fusion de las 2 Gltimas cadenas de A con las dos primeras de B.

Consideremos una estructura A con N, cadenas acopladas, cada una con modos entrantes
y salientes denotados por Asi) , y una segunda estructura B con Nj cadenas acopladas con
modos entrantes y salientes denotados por Br(f) , por ejemplo, las que se muestran en las
figuras 9A y 9B. Cada uno de estos sistemas tendra asociada una matriz de dispersion de la
forma (2.7), siendo de dimensién N,xN, la del primer sistema y de Ny xN; la del
segundo. Supongamos ahora que las cadenas de ambos sistemas estdn enumeradas de forma
tal que se satisface la relacion

A7 =B, (2.18)

endonde n=1,...,P Yy n'= N, —P+n. Esto se puede resumir en que los modos salientes
(entrantes) de las dltimas P cadenas del sistema A coinciden con los modos entrantes
(salientes) de las primeras P cadenas del sistema B . A las cadenas asociadas a los modos
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que satisfagan la condicion (2.18) le llamaremos cadenas de conexion y a los sitios de
frontera unidos a cadenas de conexion les Ilamaremos sitios de conexion. Podemos ahora
agrupar a los modos entrantes y salientes de cada sistema dependiendo de si satisfacen o no
la condicion (2.18) en vectores de la forma

Al(i) Ay(\ji)—Pﬂ Bl(i) B}(Di-)l
() (%) + (+)

S I RN e A i el A LY R RE
) lw ) ) e

En este caso, las ecuaciones que satisfacen las matrices de dispersion S, y S de cada sistema
pueden escribirse de la forma

AT (s s (B (s s
O] | e®  c® BRI O] 1B <6 | g |’ (2.20)
AZ SZl S22 AZ BZ SZl S22 BZ

en donde la dimensién de cada una de las submatrices involucradas esta dada por
dim(SEJ.A))zdim(AEi )xdlm( ) y dlm( ) dlm(B(+ )xdim(B(ji)) respectivamente.

Notemos que las ecuaciones obtenidas en (2.20) tienen una forma similar a la ecuacion
(2.5) que corresponde a ondas incidentes por la derecha y por la izquierda en un potencial
dispersor unidimensional. Bajo este razonamiento, tomando como ejemplo la ecuacion del
dispersor A, podemos pensar en los modos correspondientes al vector AV (AY) como
incidentes (sallentes) por la izquierda y los modos de Al (A como lnC|dentes (salientes)
por la derecha. En tal caso, tenemos que las submatrices 311) y S21 estaran asociadas
respectivamente a la reflexion y transmision de las ondas incidentes por la |qu|erda
contempladas en el vector A( ). De forma analoga, las submatrices 821 y S22 estaran
asomadas respectivamente a la transmision y reflexion de las ondas contenidas en el vector

(Ryndyk 2016). Repitiendo este razonamiento en el sistema dispersor B tenemos que
Ia cond|C|0n (2. 18) que en términos de los vectores definidos en (2.19) se puede escribir
como A( ) = B(+ , puede visualizarse como el sistema mostrado en la figura 10A en el que
los modos salientes (entrantes) por la derecha de A coinciden con los modos entrantes
(salientes) por la izquierda en B . Bajo estas condiciones, es posible unificar el efecto de
ambos sistemas, pensandolo como un Gnico sistema C (ver figura 10B) con modos
incidentes Ag) y B(Z), y con modos salientes Ag) (Rumpf 2011). La matriz de
dispersion S de este nuevo sistema puede escribirse de forma tal que satisfaga la ecuacion

AT_[s) se)(Ap -
B s© <O |l gt |’ '
2 21 22 2
en donde las submatrices que conforman a S. se pueden obtener en términos de S, y Sg

como (Rumpf, 2011)
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s =5 s [1-s05 | sty

21
-1
sis) = s [1-sios ] s
(2.22)
5 _g®) [l S(A)S(B)T g™
21 — P2 Y2211 21 y
-1
i) =52 s [1-sis ] sl
Las ecuaciones (2.22) corresponden a una operacion matricial conocida como producto
estrella de Redheffer, al cual denotaremos por el simbolo *. En otras palabras, la matriz del
sistema compuesto C se puede obtener como S¢ =S, *S; .

AIM A:H B]H B:M '
|:> ::> :> - Al{ ) Bz( )
4 B ) I
Al Al B~ B,"” C

1

AIE—) le—l

v

A B

Figura 10: A) Representacion de dos sistemas de dispersion. B) Representacion del sistema de dispersion equivalente a
los dispersores Ay B.

Si bien hasta el momento hemos obtenido una expresion para la matriz de dispersion S;
del sistema acoplado aun hace falta describir a dicho sistema. En el acoplamiento o fusion de
dos dispersores, A y B, basados en estructuras de amarre fuerte, la estructura resultante C
consistird en la union de los sistemas iniciales bajo las siguientes consideraciones (Ramirez
C. , Scattering Matriz of Arbitrary Tight Binding Hamiltonians, 2017) (Medina-Amayo,
2018):

En primer lugar, los sitios internos y los sitios de frontera que no sean de conexién y que no
se encuentren unidos a sitios de conexion permaneceran sin cambio alguno en las energias
de sitio ni en las integrales de salto que los unan con otros sitios; el nimero de cadenas
acopladas también se mantendra sin cambios en el caso de los sitios de frontera. Las cadenas
de conexion de los sistemas A y B seran eliminadas. Los sitios de conexién unidos a partir
de una cadena de conexion corresponderan a un mismo sitio en el sistema acoplado, cuya
energia de sitio serd la suma de las energias de sitio de los sitios de conexidn originales y
las integrales de salto con respecto de algun otro sitio seran la suma de las integrales de
salto de los sitios originales con respecto de dicho sitio. Los sitios de frontera del sistema
resultante seran todos los sitios de frontera de los sistemas originales que ain conserven al
menos una cadena acoplada. Asi mismo, el nimero de cadenas acopladas al sistema
resultante serd la suma de todas las cadenas de los sistemas originales que no sean de
conexion. Es decir, si el sistema A tiene N, cadenas acopladas, el sistema B tiene Ng
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cadenas y ambos sistemas se fusionan a través de P cadenas de conexién entonces el
sistema resultante tendra N, + N —2P cadenas acopladas.

La gran importancia que reside en el método recién descrito para fusionar estructuras
dispersoras es que permite conocer la matriz de dispersion de sistemas complejos a partir de
la matriz de dispersion de sistemas mas sencillos que lo conformen. A este método se le
denomina método recursivo de la matriz de dispersion (MRMD). Aln mas, el MRMD nos
permite construir la matriz de dispersion de cualquier estructura solo en términos de las
matrices asociadas a las estructuras de sitio y enlace, cuya expresion analitica esta dada en
las ecuaciones (2.15) y (2.16), lo que termina por resolver el problema de la matriz de
dispersion de un sistema arbitrario (Ramirez C. , 2017).

2.4  Sistemas cuasi-unidimensionales infinitos (Q1D)

En el presente trabajo utilizaremos el MRMD para modelar defectos en estructuras infinitas
con el objetivo de hallar estados localizados. Para poder estudiar el efecto de los defectos es
necesario primero conocer la forma en la cual se comporta un sistema sin ellos. En particular,
trabajaremos con sistemas que puedan construirse a partir de una estructura arbitraria finita
que se une consigo misma para dar origen a una arreglo periodico e infinito en una Unica
direccién (ver figura 11). Notemos que, a pesar de que la estructura que acabamos de
describir no es 1D, podemos pensarla como un cristal 1D cuya base es la estructura finita a
partir de la cual se construyo, por lo que podemos considerarlo como un sistema cuasi-
unidimensional (Q1D).

Figura 11: Ejemplo de sistema Q1D infinito

Una observacion importante es que, como en todo cristal, la forma en la cual se puede
elegir a la base no es Unica. En particular, resulta conveniente elegir una base que permita
aprovechar el MRMD para fusionarse consigo misma. Para ello, pensemos en una base que
se una consigo misma a partir del acoplamiento de Q sitios. En tal caso, una posibilidad es
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considerar una base que contenga a cada uno de estos Q sitios por duplicado, uno con
energia de sitio &; y otro con &£=0. De esta forma, si enumeramos a los sitios de frontera
de tal forma que los @ primeros, con energias &;, se unen con los Q Ultimos de la base
anterior y los Q ultimos, con &£ =0, se unen con los Q primeros de la siguiente llegamos a
un algoritmo a partir del cual se puede construir al sistema completo usando el MRDM. En
la figura 12 se puede observar un ejemplo de base a partir de la cual se puede construir el
sistema de la figura 11.

El proceso puede repetirse para unir a la estructura resultante consigo mismayy, tras repetir
infinitas veces el proceso, construir al sistema completo. Notemos que para poder llevar a
cabo el proceso anterior solo se requiere conocer la matriz de dispersion asociada a la base
gue, como hemos mencionado anteriormente, puede calcularse en términos solamente de las
matrices de sitio y enlace. Si bien el problema puede parecer resuelto en este punto, tenemos
el problema de que no nos es posible llevar a cabo la fusion de estructuras de forma infinita,
por lo que debemos usar una aproximacion diferente.

Figura 12: Ejemplo de base.

Pensemos en la base que hemos definido. Como hemos visto, para cada una de las cadenas
acopladas tendremos una pareja formada por un modo entrante y uno saliente. Si denotamos
por A (AL} a los modos entrantes(salientes) en la m—ésima cadena de la derecha y por
B!*) (ngg a los modos entrantes(salientes) en la m—ésima cadena de la izquierda, entonces

ase con 2Q sitios frontera la ecuacion de dispersion podra escribirse como

para una
A(*) (Sn 812] A(+)

= , (2.23)
Sy S )| BY

en donde (A<i> = APy (B(i)) =B para m=1,2,...,Q. Ahora, como esperamos obtener

un sistema periddico, motivados por el teorema de Bloch y debido a la condicion (2.18)

necesaria para poder acoplar las bases, tenemos que los modos entrantes(salientes) por la

izquierda deberan diferir de los modos salientes(entrantes) por la derecha solo por un factor
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A, es decir, tendremos que B® = 2A® . Aplicando esta condicién a la ecuacion (2.23) se
obtiene que (Ramirez C. , 2018)

-s, N[AY 0 S,)\AY
=1 : (2.24)
S, 0L AV -1 S, )| A0
en donde | es la matriz identidad de dimensiones QxQ.

La ecuacion (2.24) es una ecuacion generalizada de eigenvalores da origen a 2Q
diferentes valores para A . En particular, tendremos Q parejas de valores (A,I) que
satisfacen que AA'=1. Notemos que cuando se cumpla que |/1| =1 tendremos una onda de
Bloch y que, si A esta asociada a una onda de Bloch, entonces su pareja A~ también lo
estara. Escribiendo a estos eigenvalores de la forma 4, =¢' y como A, =/1k_1 =A,,
tendremos que las ondas vendran en parejas que viajen a la derecha y a la izquierda con el
mismo vector de onda. Los eigenvectores asociados al j—ésimo eigenvalor (/1].) pueden
escribirse como

vi=[ (2.25)

en donde A(" (A(kf)) son vectores de tamafio Q correspondientes a ondas que se mueven

i i . -/ - -z -
en con el mismo vector de onda kj entrantes(salientes) en la region de dispersion. Si
normalizamos a estos vectores de forma tal que satisfagan la condicion

‘Aﬁjf A -AD AL =1, (2.26)

entonces la densidad de corriente asociada a cada una de las ondas de Bloch serd la misma
que la de una cadena infinita de atomos con energia de sitio nula e integrales de salto {.
(Ramirez C. , 2018).

Considerando el caso en el que tenemos Q parejas de eigenvalores (/1, /1') asociados
a ondas de Bloch, habra 2(Q —(j) eigenvalores tales que |/1| #1. Si proponemos soluciones
para estos eigenvalores de la forma 4 =e** entonces tendremos que aquellos que cumplan
que |/1| <1, 0 bien k<0, corresponderan a estados que decaen a la derecha y divergen a la
izquierda. Analogamente, si |4 >1 se tendréan estados que decaen a la izquierda y divergen a
la derecha. Notemos que debido a la condicion AA"=1 tendremos que por cada estado que
diverja a la derecha debera haber otro que lo haga a la izquierda, por lo que tendremos Q-Q
de cada uno. Como tenemos un comportamiento divergente para todas estas soluciones,
ninguna de ellas puede corresponder a estados fisicos aceptables en el sistema infinito.
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2.5 Sistemas Q1D con defectos

Una forma de modelar un sistema Q1D infinito con algun defecto es dividir a dicho sistema
en dos regiones semi-infinitas separadas por una region finita que contiene a todos los
defectos. Las estructuras semi-infinitas deberan ser tales que al acoplar sus matrices de
dispersion con la de la region central se reproduzca al sistema infinito completo sin que
queden cadenas libres. La motivacién de esta aproximacion es que, como hemos visto,
podemos asociar ondas de Bloch a los sistemas Q1D, lo que permite describir el efecto de la
regién central a partir de la dispersion de estas ondas. Por este motivo, a la regién central la
Ilamaremos region de dispersion y nos referiremos a los sistemas semi-infinitos como guias
de onda o simplemente guias. En la figura 13 se puede observar un ejemplo de una estructura
que podria servir como guia para alguna region de dispersion.

Figura 13: Ejemplo de guia de onda construida a partir de un sistema Q1D semi-infinito.

Para encontrar la matriz de dispersion asociada a la guia recordemos que en el caso infinito
los eigenvalores de la ecuacion (2.24) corresponden a Q parejas de modos que viajan en
ambas direcciones con el mismo vector de onda y Q-Q parejas de exponenciales que
divergen a la derecha o a la izquierda que no representaban soluciones fisicas. Si
consideramos que la estructura semi-infinita esta enumerada desde —1 hasta —oc entonces
las exponenciales que diverjan a la derecha ya seran soluciones fisicas admisibles. Como
tendremos Q—Q soluciones de este tipo, si enumeramos a los eigenvalores de forma tal que
los primeros Q correspondan a las ondas de Bloch entonces los valores de A pueden
escribirse como

ik; - g

e’ ara | =12,...,

P e el Q (2.27)
e’ para j=Q+1...,Q.

a

Esto permite expresar las eigenfunciones de la guia periddica como una combinacion lineal
de las Q ondas viajeras a la derecha(izquierda), con coeficientes de amplitud L (L(j‘)) Y
de los Q-Q estados evanescentes, con coeficientes L;.
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Por otro lado, anteriormente encontramos que a cada una de las cadenas acopladas esta
asociada a ondas que viajan con k dada por (2.14). Si denotamos los coeficientes de amplitud
de las ondas que viajan a la derecha(izquierda) en la cadena asociada al m—ésimo sitio por
D&”(Dfn‘)) entonces se tiene que la relacion entre los coeficientes estara dada por la
ecuacion matricial

L(*)
D(*) M(*) M(*) M(*)
= 2 L9 |, (2.28)
D(—) Mg—) Mg—) Mg_) L
en donde
Dl(i) L(li)
D) L(ii) L<5+1
D® — 2 , L& — : y L=| : [ (2.29)
(%) (%) LQ
DQ L@

Los vectores MEf) que forman la matriz estan dados en términos de los eigenvectores escritos

en la ecuacion (2.25) como

Q
M@:V¢>”.A?)y (2.30)
MY (A AL

La ecuacion (2.28) puede reescribirse de forma tal que se asemeje mas a una matriz de
dispersion (que escriba modos salientes en términos de los entrantes) como (Ramirez C. ,

2018)
o :(al Hﬂ{D“J, (2.31)
P2 1 P2 2 L+

en donde
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(2.32)

con M = (M(j) M(ﬁ). Para eliminar a los estados evanescentes de la ecuacion (2.31) y
que efectivamente se trate de una matriz de dispersion basta con eliminar los Gltimos Q-Q
renglones de la matriz para que de esa forma solo tengamos la relacion de los modos salientes
en términos de los entrantes. Por lo tanto, la matriz de dispersion S, asociada a la gufa estara
formada por los primeros Q+Q renglones de la matriz de la ecuacion (2.31)
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Capitulo 3

Algoritmos para determinacion de estados ligados

3.1 Obtencion de estados ligados en sistemas dispersivos

La existencia de estados ligados en un sistema es un fendmeno de gran interés para el
desarrollo de componentes tecnoldgicos debido al impacto que pueden tener en la
conductividad eléctrica. En el caso de los semiconductores el modelo de amarre fuerte nos
permite proponer el Hamiltoniano del sistema. Sin embargo, si se consideran estructuras que
se extiendan de forma infinita como nanocintas o nanotubos, el Hamiltoniano sera de
dimensién infinita y sera imposible de diagonalizar. Incluso en estructuras finitas, las
dimensiones de la matriz crecen cuadraticamente con el nimero de sitios, haciendo altamente
costoso el proceso de diagonalizacion para estructuras con nimero grande de sitios. Esto
lleva a la necesidad de proponer un proceso alternativo para hallar estados ligados en sistemas
de amarre fuerte. En este capitulo se plantean las condiciones necesarias para tener estados
ligados en sistemas dispersivos y se propone un algoritmo que combina dichas condiciones
con el MRMD para encontrar numéricamente las energias y funciones de onda de estados
ligados. El algoritmo propuesto es aplicable a sistemas finitos e infinitos con la particularidad
de reducir los recursos computacionales necesarios con respecto de la diagonalizacion directa
en el caso finito. Para ello, comencemos realizando una breve descripcion de la forma en la
que se pueden obtener estados localizados en la ecuacién se Schrédinger en una dimensién a
partir de la matriz de dispersion (Ramirez & al., 2019) (Gonzélez, 2019).

Consideremos un potencial unidimensional arbitrario v (x) como el de la figura 14a. Con
el objetivo de obtener una descripcion de las eigenfunciones asociadas a dicho potencial en
términos de coeficientes de dispersion podemos dividir al potencial en otros dos potenciales
unidimensionales V; (X) y V,(x) dados por

V, parax<O0

M= parax=0 vz(x>={ (3.1)

V(x) parax<0
V(x) parax>0

respectivamente, dando origen a los sistemas mostrados en la figura 14b.

32



e B :
Vix)y W - =] VW
i 4O B(+>i '
/ \ i E// )
\// A V;) /

Figura 14: a) Potencial unidimensionas V(x). b) Potenciales V; (x) y V5 (x).

En cada uno de los potenciales propuestos V; y V, nos es posible proponer funciones de
onda asociadas sean tales que, en la region donde el potencial se mantiene constante, puedan
expresarse como modos entrantes y salientes con una determinada amplitud, es decir de la
forma

v, (X) parax<0
\Pl(x) - (+) Aikx (=) A—ikx y
A7e™ + A parax=0 (3.2)
¥ () = B™e™ 1 BOe™ parax >0 '
2 W, (X) parax <0’

Para reconstruir la funcion de onda asociada al potencial completo Vv (x)a partir de las

funciones de onda dadas en (3.2) podemos exigir que los modos entrantes(salientes) del lado
izquierdo del potencial coincidan con los modos salientes(entrantes) del lado derecho, lo que
da origen a la condicion

AR — g (3.3)

Dado que en un estado localizado los modos entrantes y salientes de cada lado deberéan
relacionarse a partir de factores de fase complejos S, y S (Gonzalez, 2019), la condicién
(3.3) implica que

A9 =5, A =5 B0 =5,5 B =5,5 A0, (34)

En otras palabras, en un estado ligado sera necesario que los factores de fase cumplan con la
condicion 5,55 =1.
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3.2 Extension a sistemas de amarre fuerte

Para extender el razonamiento anterior y aplicarlo a sistemas de amarre fuerte comencemos
considerando una estructura arbitraria E. Como hemos visto anteriormente, es posible
construir la matriz de dispersién S¢ asociada a E mediante el MRMD. En particular, el
método nos permite construir por separado dos sistemas con matrices de dispersion S, y S,
de modo tal que al fusionar las matrices a través del producto estrella de Redheffer se obtenga
la matriz del sistema completo S .

",

A(*) B(ﬂ_’
&) :: ) B}"“.,_
A B
S @ : Ag*' BE)«:" S
A +) et B

A(‘

(=)
D T
. (-) A
: iz” AE’]Z @

Figura 15: Subsistemas A y B que al fusionarse mediante MRMD dan origen al sistema E.

Lossistemas A y B seran asu vez estructuras de amarre fuerte como los que se muestran
en la figura 15, en los que las dimensiones de las matrices S, y Sy estaran determinadas por
el nimero total de cadenas acopladas a los sitios de frontera. Para cada una de estas cadenas
existira una pareja formada por un modo entrante y uno saliente, lo que nos permite tener
vectores de modos entrantes y salientes de la forma

Al(ir) Bl(i)
() ()

A A AL 39)
A 5

endonde Ny N son respectivamente el nimero de cadenas acopladas a los subsistemas A
y B. Cabe mencionar que si el sistema completo E no cuenta con cadenas acopladas
entonces debera ocurrir que N =N,

En un estado ligado debera ocurrir que los modos salientes de cada subsistema estén
totalmente determinados por los entrantes a traves de la matriz de dispersion. Es decir, de la
forma
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AV =5,A" y BU=5.B", (3.6)

Mas aun, como el resultado de la fusion de A y B es que los sitios de frontera unidos a
través de una cadena representan el mismo sitio dentro del sistema completo entonces en
cada uno de ellos es aplicable el razonamiento de dispersion unidimensional explicado
anteriormente. Debido a esto, si se enumeran los modos de cada subsistema de tal forma que
la i—ésima cadena de uno de ellos se corresponda con la i—ésima cadena del otro entonces

deberé satisfacerse que A(i) = Bi(i) , es decir, se cumple que

A — &) (3.7)

A partir de las ecuaciones (3.6) y (3.7) podemos reproducir de manera matricial el
razonamiento llevado a cabo en (3.4) y obtener que en un estado ligado debera cumplirse la
condicion

AP =55 A, (3.8)

En el resto de esta tesis nos referiremos a la ecuacion (3.8) como la condicion de estado
ligado. Dicha condicién puede interpretarse de la siguiente manera:

Una estructura de amarre fuerte cuya matriz de dispersion se construye a partir de la fusién
de las matrices de dispersion de dos subsistemas S, ySg, que tiene un estado ligado para
una determinada energia E debera cumplir que alguno de los eigenvalores del producto
S,S; sea igual a uno. En tal caso, el vector propio asociado a dicho eigenvalor ser4 igual
al vector de modos salientes del sistema A.

En el capitulo anterior se discuti6 la forma en la cual podemos construir cualquier estructura
de amarre fuerte, finita o infinita, utilizando el MRMD. Esto nos permite calcular las matrices
de dispersion S, y Sg de cualesquiera dos estructuras tales que al unirse den origen a un
tercer sistema, al que nos referiremos como sistema completo. Dada la condicion (3.8), para
conocer las energias asociadas a estados ligados en el sistema completo basta con hallar las
energias para las que alguno de los eigenvalores del producto de las matrices de dispersion
de los subsistemas sea igual a uno. A este proceso lo llamaremos algoritmo de corte y sera
explorado mas a detalle a continuacion.

3.3 Algoritmo de corte

Consideremos dos subsistemas A y B que se unen a través de M cadenas para dar origen
a un sistema completo del cual deseamos hallar las energias de estado localizado. Como cada
uno de los subsistemas cuenta con exactamente M cadenas acopladas, entonces las matrices
de dispersién en ambos casos seran de dimension M xM vy su producto S,Sg tendra
exactamente M eigenvalores para cualquier energia, a los que denotaremos por D, para
i=1,2,...,M . Lacondicion de estado ligado implica que siempre que la energia corresponda
a un estado ligado debera ocurrir simultaneamente que
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Im(D,)=0 y Re(D,)=1 (3.9)

para algun valor de i. Una consideracion importante al construir los subsistemas es que los
valores de k dados en (2.14) deben ser reales, obligando a la energia a cumplir con la relacion
|E| < 2t. . Debido a esto, el valor elegido para la integral de salto de las cadenas (1) debe
ser tal que esta relacion se cumpla para todos los valores del barrido deseado.

Una forma en la que se puede verificar que la condicion coincida con los estados ligados
de una estructura es a través de estructuras finitas, para las que se tiene un Hamiltoniano
finito cuyos eigenvalores son las energias de los estados ligados. Consideremos, por ejemplo,
una estructura rectangular finita de N sitios de largo por M sitios de ancho. El nimero total
de sitios en este sistema es P =N xM, por lo que la matriz asociada al Hamiltoniano sera
de dimensiénP xP. Como resultado de la diagonalizacion de la matriz se obtienen P
energias que corresponden a P estados ligados en el sistema.

Por otro lado, podemos pensar en otras dos estructuras rectangulares A y B de
dimensiones N, XM y (N, +1)xM respectivamente, en donde N, +Ng =N como los que
se muestran en la figura 16. La columna adicional en el segundo rectangulo se incluye debido
aque al fusionarse A y B las dos columnas de sitios de frontera se convierten en la columna

N, del sistema original.

' ----- @O0 00— &
- Er O~ -0~ ®

Figura 16: Estructuras rectangulares de amarre fuerte.

Una vez construidas las matrices de dispersionS,, S; y su producto podemos llevar a cabo
el proceso de diagonalizacion y obtener M diferentes curvas para Re(D;) e Im(D;) como
funcion de la energia. Las gréficas mostradas en la figura 17 muestran las curvas obtenidas
para una estructura rectangular con N =5, M =3 a partir de subsistemas con N, =2y
N; =3. En las mismas graficas de muestran en color verde las eigenenergias calculadas
directamente a partir del Hamiltoniano de amarre fuerte. Se puede observar en las gréaficas
16A y 16B que las eigenenergias del sistema coinciden siempre con ceros de Im(Di) , €n
particular cuando la interseccidn ocurre en curvas descententes. Por otro lado, a partir de las
graficas 16C y 16D se puede observar que las eigenenergias coinciden también con puntos
en donde Re(D,)=1. Este comportamiento es consistente con lo planteado en la condicion
de estado ligado.
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« Im(D1) = Im(D1)
« Im(D2) + Im(D2)
A + Im(D3) B + Im(D3)
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+ Re(D1)| + Re(D1)|
+ Re(D2)| * Re(D2)
C +  Re(D3) D |+ Re(D3)
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Re(Di)
Re(Di)
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Figura 17: A) Im(Di) vs E en azul, negro y rojo. Eigenenergias del sistema en color verde. B) Acercamiento de A para
energias entre -1y 1. C) Im(Di) vs E en azul, negro y rojo. Eigenenergias del sistema en color verde. D) Acercamiento de
C para energias entre -1y 1.

Con el objetivo de desarrollar un método que permita hallar estados ligados es necesario
obtener numéricamente los valores de las energias para las que se satisface la condicion (3.9)
. Si bien el método de corte nos permite obtener curvas cuyos ceros corresponden a estados
ligados, el hecho de tener varias curvas complica la implementacion de un método numérico
sobre ellas para obtener los ceros. Mas aun, la diagonalizacién de S,S; no siempre arroja
los M eigenvalores exactamente en el mismo orden. Esto se puede observar en los cambios
de color de las curvas en las graficas de la figura 17. Lo anterior complica aun mas la
determinacion numérica de las eigenenergias, por lo que se requiere de una aproximacion
diferente que permita obtener una Unica curva en la que se pueda aplicar un método numérico.

3.4 Determinacion numérica de energias de estado ligado

Consideremos una estructura de amarre fuerte arbitraria con una Unica cadena acoplada a
cualquiera de los sitios, como la que se muestra en la figura 18B. Una observacién de gran
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importancia es que afiadir una cadena a una estructura provoca que esta sea un sistema
completamente diferente. Por ejemplo, una estructura rectangular finita es un sistema
diferente a una estructura rectangular de las mismas dimensiones, pero con una cadena
acoplada. En el primer sistema no existen guias de onda, por lo que no podemos asociarle
una matriz de dispersion. En cambio, en el segundo podemos identificar una pareja de modos
A"y AU relacionados a partir de un coeficiente complejo de dispersion D . Debido a esto,
una de las formas en las que podemos recuperar el sistema cerrado a partir del sistema
dispersivo es justamente exigiendo que la superposicion del modo entrante con el saliente se
anule, es decir, A") =—A"). Esto quiere decir que para aquellas energias en las que se tenga
que el coeficiente de dispersion es D = -1 el sistema es equivalente a la estructura cerrada.

i = o Wie '::::::'

S S [ — "

N N

Figura 18: A) Estructura rectangular cerrada de dimensiones NM. B) Estructura rectangular cerrada de dimensiones
NM con una cadena acoplada.

Debido a lo anterior, tenemos que una forma de encontrar las eigenenergias de una
estructura finita a partir del MRMD es construyendo la matriz de dispersion del sistema
completo a partir de dos subsistemas utilizando el método de corte, pero afiadiendo una
cadena adicional a alguno de los sitios del sistema. De esta forma, al llevar a cabo la fusion
de las matrices se obtiene el factor de fase que relaciona a la Unica pareja de modos del
sistema resultante. Al Unico sitio de frontera que queda después de la fusién lo llamaremos
sitio de cadena. Luego, tenemos que las energias de estado ligado seran aquellas para las
cuales ocurra simultdneamente que

Im(D)=0 y Re(D)=-1. (3.10)

En las gréficas 18A y 18B se observan las curvas asociadas a las partes real e imaginaria de
D para una estructura rectangular con N=6, M =3 y una cadena acoplada al sitio
(N =3,M =1). Se puede apreciar que las energias para las cuales se satisface la condicién
(3.10) coinciden con las eigenenergias obtenidas directamente del Hamiltoniano de amarre
fuerte.
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Figura 19: A) Im(D) en negro, Re(D) en rojo y eigenenergias en color verde para estructura rectangular de N=6 por
M=3. B) Acercamiento de A para energias entre -.75 y .75.

De esta forma, podemos proponer un método numérico al que Illamaremos método de
cadena para hallar las energias asociadas a los estados localizados. El algoritmo consiste en
utilizar el método de secante para encontrar los ceros Im ( D) y verificar que paratales valores
Re( D) =-1. Tras correr muchos ejemplos de diferentes dimensiones y geometrias se observé
que las raices de Im(D) para los que Re(D):—l son siempre aquellos en los que la curva
cruza el cero de manera descendente, lo que permite hacer mas eficiente el codigo al centrarse
solo en este tipo de raices. EI método se resume en lo siguiente

Algoritmo 1: Método de cadena para la obtencion de energias de estado ligado
1. Establecer el intervalo de energias [E,. ,E. ] en el que se llevara a cabo el
barrido. Si el barrido se lleva a cabo utilizando una cantidad P de puntos entonces
denotaremos a cada una de las energias del barrido por E; con i=1,2,...,p. Es
importante recordar que para todas las energias del intervalo la eleccién de la
integral de salto t; debe ser tal que |E|< 2t,.

2. Dividir al sistema de interés en dos subsistemas A y B de forma tal que al
fusionarse utilizando el MRMD se obtenga el sistema original con una cadena
acoplada a cualquiera de sus sitios (ver figura 18B).

3. Para cada una de las energias del barrido, calcular las matrices S, (E;) y S;(E)
de los subsistemas y fusionarlas utilizando el producto estrella de Redheffer para
obtener el factor de fase D(E,) correspondiente a la tinica cadena sobrante. Para
simplificar la notacién consideremos Im(D(E,)) =17,

4. Hallar las energias consecutivas para las que 77; y 77, cruzan el cero de manera
ascendente, es decir, aquellos que cumplen con la condicidn
m,<0y n,>0. (3.11)
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5. Encontramos una energia intermedia tal que 77; tenga un valor méas cercano a cero.
La forma en la que hallamos la energia es a partir de la regla del algoritmo de
secante (Pang, 2006)

E,=E,—(E,—E)n,/(n,—m) (3.12)

6. Redefiniendo a las energias como E, =E, y E, =E; repetimos el punto 5 hasta que
las energias converjan con una determinada tolerancia o, es decir, cuando se
obtengan energias tales que

E,—E,|<6. (3.13)

7. Si el valor obtenido para E; es tal que Re(D(E3))+1<5 entonces tenemos que
E, es una energia que satisface las condiciones (3.10) de estado ligado.

3.5 Algoritmo de refinamiento selectivo

Una observacion valiosa respecto al método recién descrito es que una estructura finita con
N sitios en total puede tener hasta el mismo nimero de eigenenergias, provocando que a
medida que se consideran estructuras mas grandes la densidad de energias en un determinado
intervalo también aumente. Como el algoritmo de secante requiere la curva asociada a
Im(D) cruce el cero en cada una de estas energias de forma ascendente para poder
localizarlas, a medida que el nimero total de sitios de un sistema aumente la cantidad de
puntos necesaria para lograr obtener todos los cruces de Im(D) también debe de aumentar.
Dado el objetivo de reducir los recursos computacionales necesarios para hallar las
eigenenergias de sistemas de gran tamafio, resulta de gran interés modificar el algoritmo
anterior de modo que sea posible hallar energias de estado ligado ain cuando la cantidad de
puntos de la particién no permita observar el cruce en cero de la curva. A continuacion, se
motiva una modificacion al algoritmo que permite mejorar la efectividad del método para
barridos de pocos puntos.

Consideremos las gréaficas de la figura 20. En ellas se observan las curvas asociadas a
Im(D) y Re(D) para una estructura rectangular de dimensiones N=35y M =15. Las
gréficas 20A y 20B corresponden a una particion homogénea de 1,000 puntos del intervalo
de energias comprendido entre —3.5 y —3, mientras que las graficas 20C y 20D corresponden
a una particién de 100,000 puntos para el mismo intervalo de energias. En estas graficas se
puede apreciar que, dado que esta estructura de 35x15 tiene un total 525 sitios, la densidad
de energias en el intervalo es tal que la particion de 1,000 puntos no permite observar los
cruces de Im(D) que la particién de 100,000 puntos si permite ver.
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Figura 20: Curvas de Im(D) y Re(D) para una estructura rectangular de 35x15. A) corresponde a una particion de
1,000 puntos para energias entre -3.5 y-3. B) Es un acercamiento de A para energias entre -3.68 y -3.1. C) corresponde a
una particion de 100,000 puntos y D) es un acercamiento de C.

Sin embargo, en la gréfica 20B podemos identificar colecciones de 3 puntos consecutivos
tales que el segmento de recta que une a los primeros dos de ellos tiene pendiente negativa y
el segmento de recta que une al segundo con el tercero tiene una pendiente positiva. Si
denotamos a los 3 puntos consecutivos como 7, 7, y 15, tenemos una condicion a la que
nos referiremos como curva en V'y que podemos escribir como

n>1m,>0y 0<n,<n, (3.14)

El cambio en la pendiente sugiere que la region comprendida entre estos 3 puntos debe
contener una raiz de la curva. Esto podemos observarlo a partir de las regiones marcadas en
elipses en las figuras 20B y 20D, se puede apreciar que las regiones de 20B en las que se
tiene una curva en V coinciden con las regiones en donde la curva imaginaria de 20D cruza
el origen de forma ascendente. Esto permite que, una vez obtenida la curva de Im(D)para
una cantidad de puntos en particular, se lleve a cabo una refinacién especificamente en las
regiones que presenten curva en V. Al refinar exclusivamente estas regiones se mejora la
capacidad de deteccion de eigenenergias de una particion de pocos puntos de una forma méas
eficiente que llevando a cabo un refinamiento en todo el intervalo de interés.
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El razonamiento anterior es igualmente valido para cuando se tenga un cambio en el signo
de la pendiente de 3 puntos consecutivos 77 4, 11 , y 1 ; que se encuentren debajo de cero, es
decir, tales que

1.<1,<0 y 0>5,>7, (3.15)

A este comportamiento le llamaremos V invertida y también representa una region de interés
para llevar a cabo una refinacién selectiva con el objetivo de hallar una raiz de Im(D). A
continuacién, se presenta el diagrama de flujo que describe el algoritmo de refinamiento

selectivo.
For i=L2,..,p
E,=E+(E -E)-
P else
Se lleva a cabo una nueva Se lleva a cabo una nueva
articion de 10 puntos s s articién de 10 puntos
] & Condicion 2 Condicion 3 o s
entre E; y E3. < »| entre E; y E;. <
Condicién 1
o Se calcula la raiz o o
Condicion 5 Condicién 4 R utilizando el Condicion 4 Condicion 6
algoritmo 1

Figura 21: Diagrama de flujo del algoritmo de secante con refinamiento selectivo.

Listado de condiciones:

1.

Se tiene una pareja de energias consecutivas E; y E, cuyas fases imaginarias
cumplen con (3.11)

Se tienen 3 energias consecutivas E;, E, y E;, que cumplen con la condicién de
curvaen V.

Se tienen 3 energias consecutivas E;, E, y E;, que cumplen con la condicién de
curva en V invertida.

Se tiene una nueva pareja de energias consecutivas de la nueva particion que
cumplen con la condicién 1.

Se tiene un nuevo conjunto de energias consecutivas E;, E, y E;, que cumplen
con la condicion 2.

Se tiene un nuevo conjunto de energfas consecutivas E;, E, y E;, que cumplen
con la condicion 3.
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3.6 Obtencién de la funcion de onda

Como el algoritmo recién descrito nos permite hallar las energias asociadas a estados ligados,
el siguiente paso es obtener la funciéon de onda asociada a cada una de estas energias. El
MRMD también nos permite plantear un algoritmo para reconstruir la funcién de onda a
partir de las matrices de dispersion de los subsistemas que dan origen a la estructura
completa. Consideremos una estructura en la que etiquetamos a todos los sitios utilizando
dos nimeros enteros 1 yM | por ejemplo, la que se muestra en la figura 22A. En este caso,
dado que las funciones de Wannier forman una base completa tenemos que la funcién de
onda serd una combinacion lineal de la forma

|V/>=Z/1n,m|”’m>’ (3.16)

en donde |n, m) es la funcién de Wannier normalizada asociada al sitio etiquetado por 1 y M
, y los coeficientes complejos 4,,, son los factores de amplitud de cada sitio. Dicho esto,
para conocer la funcion de onda asociada a un estado ligado basta con determinar los
coeficientes 4, ,, para la energia correspondiente a dicho estado.

A B (1) N
| A -0

-'- g‘e 21 PO
A S b

£ A4 3
p e 9 I 4 I’I e @
290 paibbaCEORE
l=eee ] () 1 oo n= e ] 0 0 1 st

Figura 22: A) Estructura de amarre fuerte con sitios etiquetados a partir de parejas de enteros n y m. B) Division de
la estructura A) en dos subsistemas.

Para comenzar a abordar el problema, podemos dividir la estructura en dos subsistemas
A 'y B como los de la figura 22B, en donde los sitios de frontera que se fusionan para dar
origen a la estructura original son los M sitios etiquetados con n=0 de la estructura original.
Consideremos el subsistema A . Para que la descripcion de la funcién de onda propuesta en
(3.16) sea compatible con la que se planted anteriormente en un sistema dispersivo, debe
ocurrir que el coeficiente 4, coincida con el coeficiente 7(;0 de la ecuacion (2.9).
Recordando también que 7/('::,0 se relaciona con las amplitudes entrantes y salientes a partir
de la expresion (2.13) tomando | =0, tenemos que

Jom =AY +A, (3.17)

en donde AlY (Afn‘>) corresponde al coeficiente de amplitud entrante(saliente) del m—ésimo
sitio de frontera de A.
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Al deducir las condiciones utilizadas en el método de corte, encontramos que las energias
para las cuales se tiene un estado localizado son aquellas para las que alguno de los
eigenvalores del producto de matricesSASB, al que denotaremos por D,, esigual a 1. Esto
lo podemos observar en la ecuacion (3.8), de donde también se deduce que el eigenvector
D, asociado a D, es aquel cuyas entradas corresponden a los modos salientes del sistema
A, esdecir, D, = AL,

Por otro lado, dado que el vector de modos entrantes en A debe coincidir con el de modos
salientes de B tenemos que A" =B, Si ademas tomamos en cuenta que B'" debe
coincidir con A" y que se satisface la ecuacion de dispersion B") :SBB(+), entonces

podemos obtener los modos entrantes de A en términos de los salientes a partir de la relacion
AY=s AU =5 D . (3.18)

Luego, el coeficiente asociado a las funciones de la forma |0, m) estara dado en términos de
las entradas de la expresion vectorial

Ay =(I+S;)D,, (3.19)
en donde A, es el vector cuyas entradas corresponden a los coeficientes de (3.17), es decir,
o
A,=| | (3.20)
Ao

Para determinar los coeficientes asociados al resto de la estructura consideremos a todos
aquellos sitios etiquetados por algin valor de N en particular, por ejemplo, n=-p. Si la
numeracion de los sitios se realiza de forma tal que todos los sitios con I negativa se
encuentran en el subsistema A entonces podemos dividirlo en una nueva pareja de
estructuras C y E tales que los sitios de frontera que se unen para formar al sistema A son
los M ' sitios con n=-p. En la figura 23 se puede apreciar un ejemplo de un sistema
dividido de la forma recién descrita. Esta division provoca que tengamos parejas de modos
entrantes(salientes) al subsistema C, a los que denotaremos por c(”(c()). De forma
analoga para E , tendremos parejas de modos entrantes(salientes) denotados por E'*) (E(m’))
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Figura 23: Division del subsistema A en dos estructuras, Cy E.

Aplicando el mismo razonamiento que usamos anteriormente tenemos que los coeficientes
asociados a los sitios de frontera de C estaran dados en términos de las amplitudes de los
modos entrantes y salientes de la forma

Aym=Ct+Cl). (3.21)
Luego, si ya se conocen las amplitudes Afni) asociadas a n=0 basta con conocer como se
relacionan con las amplitudes C,Sf) para poder obtener los coeficientes 4_,,. Para esto,
consideremos a las matrices de dispersion asociadas a C y E, denotadas por S; y S¢
respectivamente. Una primera observacion a partir de la cantidad de ondas entrantes a cada
uno de los subsistemas es que la matriz S sera de dimensiones M 'x M *, mientras que S¢
serade (M +M")x(M+M") endonde M es la cantidad de cadenas que unen a los sistemas
A con B y M ' es la cantidad de cadenas que unaa C con el sistema E.

Consideremos el vector ) (E")), cuyas entradas son los modos entrantes(salientes) en
E . Si las entradas del vector se enumeran de forma tal que las primeras M corresponden a
los modos entrantes desde el sistema B y las Gltimas M ' entradas corresponden a los modos
entrantes desde el sistema C. Recordando ademas que la condicion de acoplamiento que
exige que los modos entrantes(salientes) en C coincidan los M ' (ltimos modos
salientes(entrantes) en E tenemos que el vector E® puede escribirse como

(£) )
A(i) Ai B Cl
E®) = ,con AW=| |y cH=| 1 | (3.22)
ct (+) )
Av Cu-
Dada esta organizacién, nos sera conveniente dividir la matriz S; de la forma
E E
s, = [51; Sl;}, 3.23)
SZl SZZ

en donde las dimensiones de cada submatriz son dim(Sy;,)=M xM , dim(Sg,)=MxM,
dim(S, ) =M xM" y dim(S, ) =M'xM".
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A partir de la expresion (3.22) y de la ecuacion de dispersion S SEE“) tenemos que
c =gt A 4 sECH) (3.24)

Por otro lado, a partir de la ecuacion de dispersion de C tenemos que cl = SCC(+) , por lo
que la ecuacion (3.24) puede reescribirse de la forma

c =sE AW 455 CM, (3.25)
Esto nos permite obtener a c*) en términos de A a partir de la expresion
c=(1-855.) "S5AC. (3.26)

Una vez conocidos los modos entrantes al sistema C , los modos salientes pueden obtenerse
a partir de la relacion de dispersion como SCC(+). Luego, la expresién de los coeficientes de
la funcién de onda asociados a los M ' sitios con n=—p se pueden obtener como las
entradas del vector dado por

A, =(1+8.)(1-S5S, )’ls;A(*), (3.27)
en donde
ﬁ“—p,l
A=l i (3.28)
/1_va

La expresion (3.27) nos permite hallar los coeficientes de amplitud asociados a cada uno
de los sitios del sistema en términos solamente del eigenvector D, y de matrices de
dispersion parciales de estructuras que separan diferentes puntos del sistema. A continuacion,
se presenta el algoritmo que resume el razonamiento anterior para obtener la funcién de onda
de un estado ligado.

Algoritmo 2: Construccion de la funcion de onda de un estado ligado
1. Obtener las energias asociadas a estados ligados haciendo uso del método de
cadena (algoritmo 1).

2. Dividir la estructura en dos subsistemas A y B que al fusionarse reproduzcan al
sistema completo y calcular las matrices de dispersion S, y S; (método de corte)
para alguna de las energias obtenidas en el paso 1.
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Obtener los eigenvalores y eigenvectores del producto S,S;. Las entradas de los

eigenvectores D, cuyo eigenvalor sea D, =1 corresponden a las amplitudes de
los modos entrantes en A en un estado ligado.

Obtener los coeficientes 4, de lacombinacion lineal (3.16) a partir de la ecuacion
(3.19) aplicada sobre D, .

Dividir al subsistema A en dos subsistemas, C y E, y calcular sus matrices de
dispersion Sc y S;.

Calcular los coeficientes 4, de los sitios de frontera que unen a C con E a
partir de la ecuacion (3.27).

Repetir los pasos 5 y 6 para diferentes divisiones del sistema hasta que se conozcan
los coeficientes de todos los sitios en ella.

Repetir los pasos 5, 6 y 7 para los sitios de la subestructura B.
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Capitulo 4

Resultados

4.1 Sistemas finitos

Una forma de verificar la validez del método propuesto para hallar la funcién de onda de
estados ligados es comparando con los resultados obtenidos por un método diferente. En
particular, en el caso de estructuras con una cantidad finita de sitios, las eigenenergias pueden
obtenerse directamente del Hamiltoniano de amarre fuerte y los eigenvectores
corresponderan directamente a las funciones de onda asociadas a cada energia. A este proceso
le llamaremos método directo.

Consideremos una estructura rectangular finita de N xM sitios. Como el Hamiltoniano
correspondiente a este sistema sera de dimensiones (NxM)x(NxM). Los recursos
computacionales necesarios para llevar a cabo el proceso de diagonalizacion crecen muy
rdpidamente, lo que provoca que el estudio de estructuras con un nimero muy grande de
sitios sea imposible por esta via. Con el objetivo de comparar los métodos, consideremos una
estructura de dimensiones N =100 y M =50. La matriz a diagonalizar por el método
directo es de 5000x5000, mientras que en el método asistido por MRMD las matrices
involucradas son apenas de 50x50. Esto no s6lo permite reducir el costo computacional del
proceso, sino que también disminuye el tiempo necesario para llevarlo a cabo.

En las figuras 24 y 25 podemos observar las funciones de onda obtenidas por el método
directo y por el método asistido por MRMD para dos diferentes eigenenergias obtenidas de
la diagonalizacion del Hamiltoniano. Podemos apreciar que el método asistido por MRMD
es capaz de reproducir los resultados del método directo. Debido a esto, y a la discusion
anterior respecto a la dimensionalidad de las matrices involucradas en ambos métodos, se
concluye que el método propuesto ofrece una alternativa de menor costo computacional con
respecto del método directo.
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Figura 24: Eigenfunciones normalizadas para una estructura rectangular de 100 sitios de largo por 50 de ancho. A fue
obtenida por el método asistido por MRMD mientras que B se obtuvo por diagonalizacion directa del Hamiltoniano.
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4.2  Consideracion para estructuras infinitas

Ademas de reducir los costos computacionales, el método asistido por MRMD también
permite hallar las energias de estados ligados en sistemas infinitos, lo que resulta imposible
por el método de diagonalizacion directa. Al extender el método a sistemas infinitos debe
tenerse en consideracion la forma en la cual se obtiene la matriz de dispersion. En particular,
en el presente trabajo se consideran estructuras Q1D infinitas con algin defecto que provoque
la existencia de estados localizados. Retomando la discusion realizada en el tercer capitulo,
una forma en la que se puede modelar este tipo de sistemas es considerando regiones semi-
infinitas, a las que nos referimos como guias de onda, que se acoplan a una regién de
dispersion central que contiene al defecto.

(0]
(] (1]

Figura 26: A) Sub-sistema de una estructura Q1D infinita. B) Division del sub-sistema A en una estructura finita 'y
una infinita periodica.

A partir de lo establecido en el algoritmo 1, para poder obtener las energias de estado
ligado es necesario dividir a sistema en dos subsistemas A y B de forma tal que las matrices
de dispersion S, y S; sean de la misma dimension y que esta sea igual al nimero de sitios
de frontera que se unen para dar origen al sistema completo. Observemos el ejemplo de la
figura 26. En este ejemplo podemos observar que las matrices S, y Sg deberan ser ambas
de dimension M x M | ya que este es el nimero de sitios que deberian unirse para dar origen
al sistema completo. Notemos ademas que ambos sistemas contienen una region semi-
infinita, por lo que para construir cualquiera de las dos matrices es necesario fusionar la
matriz de una estructura finita ¢ con la matriz de dispersion S, de una guia de onda. En el
capitulo 3 se encontré que la matriz de dispersion asociada a un sistema semi-infinito
periddico se puede obtener a partir de las ecuaciones (2.31) y (2.32). Dicha matriz sera de
dimension (Q +(§)>< Q+(§), en donde Q corresponde al numero de sitios que se uniran a
la estructura finitay Q es el niUmero de canales abiertos en la guia de onda. Debido a esto,
al realizarse la fusion de las matrices S, y S¢ se obtendra una matriz S, de dimensiones

(M +(§)><(M x(j)
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Esto representa un problema, ya que la dimension de las matrices S, y Sz dependera del
nGmero de canales abiertos y sélo sera igual a M x M cuando no se tengan canales abiertos.
Una forma de solucionar este problema es considerando que los dltimos Q renglones y
columnas de la matriz S, corresponden a estados extendidos en las guias de onda, mismos
que en un estado ligado no deberan de existir. Esto nos permite redefinir a la matriz de la
guia de onda como S’ =S, (i, j) con i, j=1,2,...,Q. En otras palabras, para hallar estados
ligados consideramos solamente la submatriz de la guia de onda que no estd asociada a
estados extendidos.

4.3  Sistemas Q1D con variacion de seccion transversal

Tras haber validado los resultados obtenidos en el caso finito tenemos ahora la posibilidad
de aplicar el método a sistemas infinitos. Consideremos, por ejemplo, una nanocinta
rectangular infinita de ancho M =40 en donde todas las energias de sitio son £=0 y el
valor de todas las integrales de salto entre primeros vecinos es t =—1. Dado que este sistema
es periddico, sabemos que se tendran estados extendidos cuyas funciones de onda son no
normalizables.

M = 40—

1 1
1 1
-
b —M =40
L
1 1
. |

Figura 27: Estructura rectangular infinita bidimensional con defecto de variacién de seccion transversal.

Como hemos discutido anteriormente, es posible obtener estados ligados en la estructura
infinita a condicion de que exista algin defecto en ella que rompa con la periodicidad.
Retomemos la estructura rectangular periddica pero esta vez con una region 10 sitios méas
ancha que se extiende longitudinalmente por 120 sitios, tal como se muestra en la figura 27.
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A este defecto le denominamos variacion de seccion transversal. En caso de existir un estado
ligado, es razonable considerar que tal estado debera ubicarse en una regién que contenga al
defecto. Como hemos visto antes, al aplicar el algoritmo 1 sobre el sistema se obtiene una
lista de energias para las que la parte imaginaria del eigenvalor Im(D(E)) se anula.
Sabemos también que aquellas energias en la lista para las cuales Re(D(E)) =-1 son las
que estan asociadas a estados ligados. Si se divide la estructura en un sistema A formado por
55 sitios de la region ancha mas una region semi-infinita y otro sistema B formado por 65
sitios de la region ancha mas la otra region semi-infinita, y ubicando la cadena adicional en
el sitio de frontera nimero 15 contando de arriba abajo, se obtienen 10 diferentes energias
que satisfacen la condicion de estado ligado. En las figuras 28-32 se muestran las funciones
de onda calculadas por el algoritmo 2 para cada una de las 10 energias halladas.

A partir de las graficas 28-32 se puede apreciar que las funciones de onda obtenidas en
todos los casos decaen al alejarse del defecto, lo que confirma que las energias halladas
efectivamente corresponden a estados ligados.

Entre otras observaciones interesantes, se tiene que las 10 energias corresponden a 5
valores diferentes con signo positivo y negativo. En el caso de energias positivas se
distinguen regiones en las que la parte real de la funcién es totalmente positiva o negativa.
Por otro lado, en las energias negativas se tiene siempre una alternancia en el signo de la
parte real. A pesar de esta clara diferencia entre ambos casos, se puede apreciar también que
el comportamiento del valor absoluto de la parte real de la funcion de onda es idéntico para
cada pareja de energias.

53



E —3.995815[t

504
40
304
20
104
0]

-160

E

504
40
30
204
104
0_-

~3.995815]t]

0.01467
0.01833
0.02200

-150

-0.02200
-0.01833
-0.01467
-0.01100
-0.007333
~ -0.003667
0.000
0.003667
- 0.007333

0.01100
0.01467
0.01833
0.02200

-0.02200
-0.01833
-0.01487
-0.01100
-0.007333
-0.003667
0.000
0.003667
0.007333
0.01100

Figura 28: Funciones de onda normalizadas obtenidas por MRMD para una nanocinta rectangular de ML=40 sitios de ancho con un defecto de variacion de seccion transversal que
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Figura 29: Funciones de onda normalizadas obtenidas por MRMD para una nanocinta rectangular de ML=40 sitios de ancho con un defecto de variacion de seccion transversal que

consiste en una region con ancho M=50 sitios que se extiende longitudinalmente por 120 sitios. El valor absoluto de la energia es E=3.994762 |t|.

55



A

B

50 ]
40
30 4
20 4
10

0

E =3.984310 |t

-0.02400
-0.02000
-0.01600
-0.01200
-0.008000
-0.004000
0.000
0.004000
0.008000

0.01200
0.01600
0.02000
0.02400

-150

50
40

30+
20 H

10

0

T

T
-125

E =-3.984310

T
-100

T T T
-25 0 25 50 75 100 125

-150

T
-125

T
-100

T T T
-25 0 25 50 75 100 125

-0.02400
-0.02000
-0.01600
-0.01200
-0.008000
-0.004000
0.000
0.004000
0.008000
0.01200
0.01600
0.02000
0.02400

Figura 30: Funciones de onda normalizadas obtenidas por MRMD para una nanocinta rectangular de ML=40 sitios de ancho con un defecto de variacion de seccion transversal que
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Figura 31: Funciones de onda normalizadas obtenidas por MRMD para una nanocinta rectangular de ML=40 sitios de ancho con un defecto de variacion de seccidn transversal que
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Conclusiones

El presente trabajo tuvo como objetivo el desarrollo de métodos numéricos que permitieran
hallar las energias de estado ligado y sus funciones de onda para sistemas de amarre fuerte,
haciendo uso del formalismo de la matriz de dispersion. Esto con el fin de estudiar los estados
ligados en sistemas infinitos inducidos por defectos que rompen con las condiciones
periddicas, ademas de explorar la posibilidad de reducir los costos computacionales
necesarios para hallar las eigenenergias de sistemas finitos con respecto de la diagonalizacion
directa del Hamiltoniano de amarre fuerte.

El método desarrollado para hallar las energias de estado ligado consiste en la division de
los sistemas de amarre fuerte, finitos o infinitos, en dos diferentes subsistemas cuyas matrices
de dispersion se obtienen a partir del MRMD. Para determinar las energias se afiade una
cadena adicional de modo que al fusionar los subsistemas haciendo uso del producto estrella
de Redheffer se obtenga un tnico valor complejo D(E) que deberé satisfacer las condiciones
(3.10) para que la energia sea asociada a un estado ligado. Con cada energia obtenida, el
algoritmo 2 permite hallar las funciones de onda normalizadas a partir de la determinacion
de los coeficientes 4, , de laecuacion (3.16), que corresponde a la funcion de onda expresada
en términos de funciones de Wannier. A partir de los métodos desarrollados se pueden
obtener las siguientes conclusiones:

= Esposible hallar las energias de estado ligado, para sistemas finitos e infinitos, a partir
de condicién (3.10) sobre D(E). Esto se verifico para el caso finito comparando las
energias obtenidas a partir del algoritmo 1 con los eigenvalores del Hamiltoniano.

= Para hallar las energias basta con encontrar los ceros de la curva Im(D(E))
utilizando el método de secante y verificar que cumplan que Re(D(E)):—l. Se
observé que en todos los casos donde esto ocurre, la curva cruza el cero de manera
ascendente.

= Realizar un refinamiento iterativo en regiones de la curva 77(E) que cumplan las
condiciones (3.15) permite hallar ceros ascendentes incluso cuando la cantidad de
puntos en el barrido de energias no permite observar el cruce con cero. Lo anterior
permite optimizar el algoritmo de blsqueda de energias de estado ligado.

= El método de deteccidon de energias por MRMD para estructuras finitas involucra
matrices de tamafio mucho menor que el Hamiltoniano. Si bien del Hamiltoniano de
una estructura con N sitios en total es de tamafio N x N, las matrices involucradas
en el método por MRMD son de apenas M xM , donde M es el nimero de sitios de
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frontera de los subsistemas y puede elegirse de forma tal que sea mucho menor que
N .

= Las funciones de onda obtenidas a partir del algoritmo 2 coinciden con los
eigenvectores del Hamiltoniano finito, confirmando la validez del método para este
caso.

= El algoritmo propuesto permitié hallar energias asociadas a estados ligados para un
sistema Q1D infinito con defecto de variacion de seccion transversal. Las funciones
de onda obtenidas por el algoritmo 2 mostraron un comportamiento consistente con
el de estados localizados para cada una de las energias obtenidas.

Por lo anterior, se puede confirmar que los métodos propuestos en esta tesis constituyen
herramientas Utiles para el estudio de estados ligados en nanoestructuras con un bajo costo
computacional debido al caracter recursivo del MRMD.
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