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Introduccion

El estudio de anillos comenzd en el siglo XIX pero fue hasta inicios del siglo pasado que
logré desarrollarse como una teoria abstracta, hecho al que contribuyeron fuertemente los
matematicos Emmy Noether y Emil Artin (Keiner, 2007). As{, sus nombres sirvieron para
nombrar dos conceptos notables relativos a las condiciones de cadenas: si toda cadena
ascendente de submdédulos de un R-médulo M se estaciona, es decir si es finita como
conjunto, entonces se dice que M es neteriano. Andlogamente, si toda cadena descendente
de submoédulos de M se estaciona, entonces M se llamara artiniano.

El presente trabajo tiene por objetivo demostrar el teorema 3.15, que es una caracte-
rizacidon de los anillos semiprimos, neterianos izquierdos e isoartinianos izquierdos. Este
ultimo concepto es una generalizacion del término de anillo artiniano y cuenta con la
respectiva generalizacion del término de anillo neteriano. Ambos fueron definidos por
Facchini y Nazemian (2016) inspirados en las respectivas definiciones de anillos artinia-
nos y neterianos pero utilizando también el concepto de isomorfismo. Asi, un R-mddulo
M es isoartiniano si satisface una condicidn de cadenas descendentes que Unicamente
requiere que la cadena se estacione en submédulos isomorfos.

Puesto que el objetivo del trabajo es, como ya se menciond, la demostracion del
teorema 3.15, los tres capitulos de los que consta estan destinados a construir la teoria
necesaria para poder hacer dicha demostracidn.

En el capitulo 1, buscamos obtener algunos resultados de anillos semiprimos. Con
este fin, nos basamos en Lam (1991) para construir la teoria necesaria para definir el
significado de que un anillo sea semiprimo. La ultima parte de la seccidn 1.3 nos otorga
algunas afirmaciones relativas a todos los anillos semiprimos y la seccidén 1.4 se desvia
ligeramente del tema para introducir algunos resultados de la parte singular de un anillo
que seran de utilidad en el capitulo 3 y finalmente, para demostrar un teorema que
relaciona los anillos semiprimos con los anillos no singulares. Estas Utltimas partes del
capitulo, estan basados en McConnell y Robson (1987) salvo 1.19, que es un resultado
obtenido de Goodearl (1976).

El segundo capitulo tiene como tema principal dos posibles dimensiones definidas
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para un R-mddulo. A saber, la dimensién de Krull y la dimensién uniforme o de Goldie.
Para definir el primer concepto, necesitamos establecer previamente el significado de la
desviacion de un conjunto parcialmente ordenado que Rentschler y Gabriel (1967) definen
como un natural pero que aqui definiremos como un ordinal tomando como guia el libro
de McConnell y Robson (1987), de donde se inspira el capitulo a excepciéon de 2.9 y 2.19
que provienen del texto de Dung et al. (1994). Ademas, se consultaron el libro de Gordon
y Robson (1973) para la seccién de dimensidn de Krull y el libro de Chatters y Hajarnavis
(1980) para la seccion dedicada a dimension uniforme.

Finalmente, el capitulo tres concluye con la caracterizacion de los anillos semipri-
mos isoartinianos izquierdos y neterianos izquierdos. Para esto, a lo largo del capitulo
seguimos los resultados de Facchini y Nazemian (2016).

Se incluye un anexo que explica algunos resultados de teoria de Morita necesarios
en el capitulo tres, a saber: que existe un isomorfismo de reticulas entre las reticulas de
submédulos entre un R-médulo M y la imagen de éste bajo un determinado funtor, que la
propiedad de ser neteriano es Morita invariante y que un anillo R es Morita equivalente
con el anillo de matrices cuadradas finitas con coeficientes en R. Estos resultados se
obtuvieron del libro de Anderson y Fuller (1974).

Para concluir esta introduccidn, sélo resta sefalar que trabajaremos, en general, con
R-moddulos e ideales izquierdos de un anillo asociativo R con elemento unitario, por lo
que no usaremos notacidn especial cuando esto sea claro. En caso contrario, usaremos

la notacidn usual para distinguir si son izquierdos, derechos o bilaterales.



Capitulo 1

Anillos semiprimos

1.1. ldeales primos

Definicion 1.1. Sea P < R un ideal bilateral. Decimos que P es primo si cada vez que
-

AB < P para cualesquiera ideales bilaterales A, B < R, se satisface que A< P o B<P.

Notemos que, para cualesquiera ideales bilaterales /, A, B < R, se satisface que
(I +A)(I+B)<I+AB

pues, st tomamos un elemento de (/4+A)(/+ B), éste serd de la forma ZL x;y; con x; € [+A

y y; € I + B. A su vez, tendremos que existen p;,q; € I, a; € Ay b; € B tales que
Xl':pl"i‘Cli y g[:qi'i‘b,',

de modo que

n

Y xiyi =Y (pi+ ai)(qi+ bi)
i=1

i=1

n n
= E (/JiC/[ + /3,'/3[ + CI[C/[) + E Clibi,
i=1 i=1
donde el primer sumando es un elemento de / por ser un ideal bilateral y el sequndo es
un elemento de AB, que es justo lo que necesitdbamos.
Ahora recordemos que todo ideal / < R esta contenido en un ideal maximo P < R. Si

este ideal no fuera primo, entonces existirlan A, B < R tales que AB < P pero A< Py

1
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B £ P.Asi que P+ A= P + B = R porque P es maximo. En consecuencia
R=(P+AP+B<P+AB=P,

lo cual es una clara contradiccion al hecho de que P es un ideal maximo. La conclusion
de esto es que todo ideal bilateral de R esta contenido en un ideal primo.

Podemos demostrar, por induccion sobre n € N, que si P < R es primo y Ay,..., A,
son ideales bilaterales de R tales que A;---A, < P, entonces A; < P para alguna
ie{1, ... n}

La propiedad se satisface para n = 2, por definicidén de ideal primo. Ademas, si la

afirmacion es valida para n y Ay ---A,11 < P entonces
Ar---A, <P obien A1 <P

porque PP es un ideal primo. En el primer caso, la hipdtesis de induccion nos indica que
existe i € {1,...,n} tal que A; < P. En consecuencia, al considerar ambos casos podemos

afirmar que A; < P para algunaie {1,...,n+1}.

Proposicion 1.2. Si P < R es primo, entonces existe un ideal | < P minimo con la

propiedad de ser primo.

Demostracién. Consideremos el conjunto
A={I<R|Ilesprimoel <P}

Es claro que (A, >) es un COPO y que A # @ porque P € A. En consecuencia, vamos a
usar el Lema de Zorn para demostrar la existencia de un minimo en el conjunto A.

Sea {,},en una cadena de elementos de A, ({1} er es un ideal de R que satisface
que si A, B < R son tales que AB < ({/i},en, entonces AB < [, para cada A € A. Como

todo [, es primo, obtenemos que
A<y obien B<I,.

Ahora supongamos que A, B £ ({li},en, es decir que existen A, A, € A tales que
AL 1,y B <1, Como {/,},er es una cadena, podemos suponer, sin perder generalidad,

que I, < I,. Sin embargo, esto implica que B < [, debido a que si A £ [,, entonces

B< Iy, < Iy,
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Esta contradiccion nos muestra que al menos uno de los ideales A o B debe estar con-

tenido en ({1} xen.
Por lo tanto, ({/1},ern € A es una cota superior de la cadena con el orden >, por lo

que podemos aplicar el Lema de Zorn para concluir la demostracidn.

.. Existe I < P minimo con la propiedad de ser primo. [

Diremos que P < R es un primo minimo si es un ideal primo que no contiene propia-
mente a otro ideal primo. De la proposicidn anterior, es inmediato que todo ideal primo

contiene un ideal primo minimo.

Proposicion 1.3. Sean P < RRr y a, b € R. Son equivalentes:

1. P es primo.

2. Si (RaR)(RbR) < P entoncesa € Pob e P.

3. SiaRb < P, entoncesae PobeP.

4. Si A, B < gR son tales que AB < P, entonces A< P o B<P.

5. Si A, B < Rg son tales que AB < P, entonces A< P o B<P.
Demostracién. Unicamente demostraremos las equivalencias de las afirmaciones 1, 2, 3 y
4. Esto se debe a que demostrar que las primeras tres afirmaciones son equivalentes a 5 se

hace de manera andloga a la demostraciéon de su equivalencia con 4. Dicha demostracién

la lograremos demostrando las implicaciones

Sean P primo y supongamos que (RaR)(RbR) < P. Como RaR y RbR son ideales

hilaterales de R, entonces
RaR < P o bien RbR<L P

por definicion de ideal primo. Por lo tanto, a € P o b € P.

Si se satisface el inciso 2 y aRb < P, entonces
(RaR)(RbR) = R(aRb)R < P

debido a que P es bilateral. En consecuencia, podemos usar el inciso 2 para obtener
aePobelP.
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Supongamos que 3 es valido para P y tomemos A, B < gR tales que AB< PyA<LP.
Lo ultimo implica que A\ P # 0, asi que podemos elegir a € A\ P y b € B arbitrarios.
De este modo
a(Rb) < AB < P.

Por la afirmacién 3, tenemos que a € P o b € P, sin embargo habiamos seleccionado
a ¢ P, por lo que b € P para b € B arbitraria, lo que implica que B < P.
A< P obien B P.

Finalmente, si se satisface la proposicion 4, entonces 1 es valido porque todo ideal

bilateral es, en particular, un ideal izquierdo. OJ

La proposicion anterior nos otorga diversas maneras de determinar si P es un ideal
primo, sin embargo todas ellas son muy parecidas entre si, por lo que encontraremos
situaciones en las que no podremos demostrar que un ideal es primo con ninguna de
ellas. Para enfrentarnos a esta situacidn, necesitamos 1.5, 1.6 y el concepto que definimos

a continuacion.

Definicion 1.4. Decimos que § £ S C R es m-sistema si para todo par de elementos

a,b € S existe r € R tal que arb € S.

Corolario 1.5. Un ideal P < R es primo si y sdlo si R\ P es un m-sistema.

Demostracién. Supongamos que P es primo y que R\ P no es un m-sistema, de modo
que podemos seleccionar a, b € R\ P tales que cada r € R satisface arb ¢ R\P. Dicho
de otro modo, arb € P para toda r € R, es decir que aRb < P.

Ast que, por 1.3, a € P o b € P. Sin embargo, ambas opciones contradicen la eleccion
de a y b, por lo cual queda demostrada la implicacién.

. St P < R es primo, entonces R\P es un m-sistema.

Reciprocamente, si P < R no es primo, tendriamos la existencia de a, b € R tales que
aRb< Pya, be R\P.Asi todo r € R satisface que arb ¢ R\ P, es decir que R\ P
no es un m-sistema.

2. St R\ P es un m-sistema, entonces P < R es primo. ]

Proposicion 1.6. Sean S C R un m-sistema y P < R un ideal mdximo en R con la

propiedad P N'S = @, entonces P es primo.
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Demostracion. Sean P < R y S C R como en la hipdtesis, pero supongamos que P no

es primo, es decir que existen a,b € R tales que
(RaR)(RbR) < P y a,b & P.
Notemos que (P + RaR) NS # @ debido a que a ¢ P implica
P<P+RaR<R

y a que P es maximo con la propiedad de tener intersecciéon vacia con S. Analogamente,

tendremos que (P + RbR)N'S + 0.
Tomemos s € (P+ RaR)NSys € (P+RbR)NS. Como s,s" € Sy S es un m-
sistema, entonces existe r € R tal que srs’ € S. Ademas, como P, RaR y RbR son

ideales bilaterales, tenemos
srs’ € (P+ RaR)R(P + RbR) < (P + RaR)(P + RbR).

Sin embargo, ya habiamos visto que, para cualesquiera ideales /, A, B se satisface
(I + A)(I + B) < I + AB, en particular

(P+ RaR)(P + RbR) < P+ (RaR)(RbR),
por lo que podemos concluir las pertenencias
srs' € P+ (RaR)(RbR) < P y srs’' € S.

Pero esto contradice la hipdtesis P NS = @, asi que no es posible que las suposiciones
que hicimos inicialmente se satisfagan.

.. P es primo. O

Finalicemos esta subseccién viendo que el conjunto VA, definido en 1.7, es un ideal

de R, lo cual es una consecuencia inmediata del teorema 1.8.

Definicion 1.7. Sea A < R un ideal bilateral. St A # 0, definimos el radical de A como

VA= {s € R|VS m-sistema (s€ S = ANS # )}
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Teorema 1.8. Para cualquier ideal A < R distinto de cero se cumple la igualdad
VA = m{P < R | P es primo y A< P}

Demostracion. Sea B = (\{P < R | P es primo y A < P}. Demostraremos ambas con-
tenciones.

Veamos que VA C B. Ya hablamos visto que todo ideal estd contenido en un ideal
primo, asi que podemos tomar s € VA y P < R primo tal que A < P. Por 1.5, R\ P es

un m-sistema, asi que s € R\ P, implica
AN(R\P)+0

por la definicién de VA, lo cual contradice la suposicién A < P.
Como no es posible s € R\ P, entonces debe ocurrir s € P. Sin embargo, la eleccién
de P fue arbitraria salvo la propiedad A < P, de modo que s € P para cada P < R primo

que satisfaga A < P.

. VACB.

Para demostrar la sequnda contencién, supongamos que s & /A, es decir que existe

un m-sistema S C R que satisface s € Sy ANS = . Debido a que
A={I<R|INS =0}

es un conjunto parcialmente ordenado por la inclusiéon de conjuntos y A € A, entonces
demostraremos que existe un ideal madximo en A mediante el lema de Zorn.

Sea {/i}sen € A una cadena de elementos de A. Es claro que [J,., /i es un ideal
bilateral de R y que si existiera s € (J,co/)) N'S, entonces s € [, NS para alguna
A € A lo cual contradice que I, € A. Por lo tanto, | J,., /1 es una cota superior de la
cadena. Podemos concluir que existe un ideal P < R maximo con la propiedad de que su
interseccion con S es vacia.

Gracias a 1.6, sabemos que P es primo. Ademas s ¢ P porque P es maximo en el

conjunto A. Asi, existe un ideal primo P tal que A < P pero s ¢ P o, lo que es lo mismo
s¢ ﬂ{/ <R|lesprimoyA<LI} =8

.BCVA
VA={P<R|PesprimoyA< P}. O
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1.2. Ideales semiprimos

Definicion 1.9. Decimos que C < R es un ideal semiprimo de R si para cualquier ideal
A < R se cumple que A? < C implica A< C.

La definicidn de ideal semiprimo es, claramente, una generalizacién del concepto de ideal

primo. En consecuencia, todo ideal primo es, en particular, un ideal semiprimo.

Proposicion 1.10. Sean C < R y a € R. Son equivalentes:
1. C es semiprimo.
2. Si (RaR)? < C entonces a € C.
3. SiaRa < C entonces a € C.
4. Si A< gR es tal que A> < C, entonces A< C.

5. Si A< Rg es tal que A*> < C, entonces A< C.

Demostraciéon. La similitud con 1.3 es evidente, ast que tampoco necesitamos demostrar
la equivalencia de las cuatro primeras afirmaciones con la quinta.

Sea C < R semiprimo y supongamos que (RaR)?> < C. Ya que RaR es un ideal
bilateral de R, entonces RaR < C, en particular, a € C. Por lo tanto, hemos demostrado
que 1 implica 2.

Si ahora suponemos que se satisface el inciso 2 y que aRa < C, entonces
(RaR)? = R(aRa)R < C.

En consecuencia, a € C, es decir que 3 es valido.
Ahora demostraremos que la tercera afirmaciéon implica a la cuarta. Asi, si A < gR es
tal que A2 < C, entonces podemos tomar a € A. Si juntamos esto con el hecho de que A

es un ideal izquierdo de R, obtenemos
a(Ra) < A> < C,

lo que implica, por 3, que a € C. Como a € A es arbitraria, podemos concluir que A < C,
es decir que se cumple 4.
Finalmente, 1 se sigue de 4 porque todo ideal bilateral de R es, en particular, un ideal

izquierdo de R. O
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Analogamente a lo que hicimos con los ideales primos, ahora vamos a definir el con-

cepto de n-sistema y veremos su relacion con los ideales semiprimos.

Definicion 1.11. Sea S C R. Decimos que S es un n-sistema si para todo a € S existe
r € Rtal que ara € S.

Proposicion 1.12. Un ideal C < R es semiprimo si y sélo si R\ C es un n-sistema.

Demostracién. Sea C semiprimo y supongamos que R\ C # @ no es un n-sistema. Esto
ultimo significa que existe @ € R\ C tal que no hay ninguna r € R que satisfaga
ara € R\ C o, dicho de otro modo, aRa < C. Como C es semiprimo, podemos usar las
equivalencias de la proposicion anterior para concluir que a € C, lo cual no es posible.

.. St C es semiprimo, entonces R\C es un n-sistema.

Ahora supongamos que C no es semiprimo, de forma que existe a € Rtal que aRa < C
pero a ¢ C. Ya que a € R\ C y para todo r € R se cumple que ara € C, entonces R\ C
no es un n-sistema.

. St R\C es un n-sistema, entonces C es semiprimo. O

Como mencionamos al principio, el objetivo de esta seccidon es establecer algunas
propiedades de los anillos semiprimos. Veremos que este concepto se define a partir
del concepto de ideal semiprimo. Asi, para sequir avanzando, necesitamos relacionar las
propiedades de ideales primos con el concepto de ideal semiprimo.

Esta serd la Ultima parte de la subseccién que concluird con el teorema 1.14 pero
antes necesitamos establecer una relacién entre los n-sistemas y los m-sistemas, lo que

haremos en el siguiente lema.

Lema 1.13. Sean N C R un n-sistema y a € N, entonces existe un m-sistema M C N tal
que a € M.

Demostracién. Sabemos que, como N es un n-sistema, entonces para cada n € N existe

r € R tal que nrn € N. Sea a € N, definamos M = {a,},en recursivamente como

ap =a

apy1 =Aplpdy
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donde r, € R es tal que a,r,a, € N. De este modo, es claro que M C N y que a € M,
ast que sdlo falta demostrar que M es un m-sistema.

Sean a,, a, € M. Por la construccion de M, n = m implica que existe r, € R tal que
Uplrply, = dplpdy, = dpypq € M.

Ast que supondremos que n # m y, en particular, que n < m.
Consideremos a,,ra, con r € R arbitrario. Notemos que podemos sustituir a,, de la
siguiente manera

aprd, = (C’m—1 Fj—10 ;-1 )I'Cl,n.
Si m — 1 # n, podemos sustituir la primera incidencia de a,,_1 en el segundo término de
la igualdad anterior como

plrdy, = (CII17—2rITI—1 CIm—Z)rm—1 UpIdpy.

Si sequimos asi, eventualmente lograremos igualar a,ra, a una expresion cuyo primer

término sea a,, es decir que tendremos
apray, = CI,7(I’CI,7+1I‘,7+1 Upi2lpng2 - Clmrm)am S C’nRam-

En resumen, a,Ra, < a,Ra,,.
Por la construccion de M, es claro que a1 € a,Ra,,. De esta manera, la contencion

anterior implica que existe s € R tal que
a,Sd, = dye € M.

.. M es un m-sistema. OJ

Teorema 1.14. Sea C < R. Son equivalentes:

1. C es semiprimo;
2. C=VC;

3. C es una interseccion de ideales primos.

Demostracion. Supongamos que C es semiprimo y demostremos C = v/ C. La contencién

C < VC se sigue de la igualdad obtenida en el teorema 1.8. Es decir

C< ﬂ{P <R|Pesprimoy C<P}= VC.
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La segunda contencion la conseguiremos por contrapuesta. Sea a € R\ C. Debido a
que N = R\ C es un n-sistema, entonces existe un m-sistema M C R tal que M C N y

a € M. Gracias a la contencion de M en N obtenemos
MNCCNNC =4.

Es decir que existe un m-sistema M tal que a € M pero MN C = . Usando la definicién
de v/C, concluimos que a ¢ V/C.
.. C=VC.

Ahora notemos que si C = /C, entonces C es la interseccién de los ideales primos
que lo contienen. Por lo tanto, podemos afirmar que 2 implica 3.

Finalmente, si C es interseccién de ideales primos, entonces C = (\{P;}ic;- Suponga-
mos que A < R es tal que A2 < C. Para cada i € | se sigue que A2 < P, y como P; es

primo, entonces A < P;. Por lo tanto

A< ﬂ{Pi}iel = C.

.. C es semiprimo. [

1.3. Anillos semiprimos

Definicion 1.15. Decimos que el anillo R es semiprimo si 0 < R es un ideal semiprimo.

Es inmediato que la definicién anterior es equivalente a afirmar que /> = 0 implica
I = 0 para cualquier ideal I < R.

Dos ejemplos sencillos de anillos semiprimos son los dominios enteros y los anillos
simples. En el primer caso, si tenemos 0 # / < D para un dominio D, entonces existe a € /
distinto de cero que satisface 0 # a? € /%, con lo que concluimos que D es semiprimo.
Por otro lado, si R es un anillo simple, entonces R?> = R #+ 0 para el unico ideal de R
distinto de cero.

Por otro lado, de acuerdo al teorema 1.14, si 0 < R es semiprimo, entonces es la

interseccién de un conjunto de ideales primos, {P;}.c;- En consecuencia

ﬂ{P < R| P es primo} < ﬂ{P[}iel =0,

es decir que si R es semiprimo, entonces 0 < R es la interseccidén de todos los ideales
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primos de R. Evidentemente, si 0 es la interseccion de todos los ideales primos, entonces
todo ideal A < R tal que A% = 0 estd contenido en cada ideal primo de R, es decir que 0

es un ideal semiprimo de R y, en consecuencia R es un anillo semiprimo. En conclusién,
R es semiprimo < 0 = ﬂ{P < R | P es primo}.
De hecho, como todo ideal primo contiene un ideal primo minimo, entonces
ﬂ{P < R | P es primo minimo} = ﬂ{P < R| P es primo} = 0.

La siguiente proposicion nos da algunas propiedades de los anuladores de los ideales
bilaterales de un anillo semiprimo. Unicamente necesitamos recordar que los anuladores
izquierdos son ideales izquierdos de R, que los anuladores derechos son ideales derechos
de R y que los anuladores son ideales bilaterales de R. La notacién que usaremos es
l.ann(A) (respectivamente r.ann(A)) para el anulador izquierdo (resp. derecho) de A y

ann(A) para el anulador bilateral de A.

Proposicion 1.16. Sean R un anillo semiprimo y A < R, entonces se cumplen las siguien-

tes afirmaciones:

1. r.ann(A) = Lann(A),

2. ann(A) es el unico seudocomplemento de A en R;

3. ann(A) = ({P < R| P es primo minimo y A « P},

4. RAr es uniforme si y sélo si ann(A) es un ideal primo minimo,

5 AC R si y sélo si ann(A) = 0;

6. Si A no estd contenido en ningun ideal primo minimo de R entonces A C R.
Demostracion.

1. Sea X = r.ann(A), de manera que AX =0, luego
(XA)? = X(AX)A = 0.

Ya que A < R es un ideal bilateral, entonces XA es un ideal derecho de R. Gracias
a 1.10, sabemos que 0 < R es semiprimo si y sélo si /> < 0 implica / < 0 para

cualquier ideal derecho Iz < Rg. Por lo tanto, XA = 0, ast que concluimos

r.ann(A) = X C Lann(A).
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s.r.ann(A) = X C Lann(A).

Andlogamente, obtendremos la segunda contencién y, en consecuencia, la igual-

dad de ambos ideales.

Notemos que el inciso 1 indica que el anulador izquierdo y el anulador derecho de A
son, en realidad, un tnico conjunto: el anulador de A. Por esta razén, a partir del inciso
2 hablaremos Unicamente del ideal bilateral ann(A) < R.

2. Como A y ann(A) son ideales bilaterales, entonces
(A)(ann(A)) < Anann(A) = 0.
Por otra parte, si | < R es un ideal bilateral tal que AN/ =0, entonces
IA<ANI=0y AI<ANI=0,

es decir que I < ann(A). De este modo, cualquier ideal cuya interseccion con A sea

0, debe estar contenido en ann(A).

-.ann(A) es el Unico seudocomplemento de A en R.

3. Sea B={P < R| P es primo minimo y A £ P}. Ya que
A< ﬂ{P < R| P es primo minimo y A < P},
entonces

ANB< ﬂ{P < R | P es primo mintimo y A< P}NB

= ﬂ{P < R | P es primo minimo} = 0.

De manera que AN B =0, y como ann(A) es el Unico seudocomplemento de A en

R, obtenemos que B < ann(A).

Por otra parte, A(ann(A)) = 0 < P para cualquier ideal primo minimo P; en
consecuencia, st A £ P, se debe cumplir ann(A) < P. En particular, ann(A) debe

estar contenido en B, la interseccion de los ideales primos minimos que no contienen
A.

sann(A) = ({P < R | P es primo minimo y A £ P}.

4. Supongamos que A es uniforme y que A" < A es distinto de cero. Notemos que

ann(A)A" < ann(A)A =0
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implica ann(A) < ann(A’). Ademas, como A es uniforme y A" # 0, tenemos que
(Anann(A))NA =0,

ast que AN ann(A') = 0y, dado que ann(A) es el unico seudocomplemento de A en
R, obtenemos la contencion ann(A’) < ann(A). Es decir que los anuladores de A y

de cualquiera de los ideales distintos de cero contenidos en A coinciden.

Ahora veamos que ann(A) es un primo minimo de R. Sean B, C < R tales que
BC < ann(A). St AB = 0 entonces B < ann(A), asi que vamos a suponer AB # 0
en lo que sigue. Por hipétesis, A(BC) = 0, de manera que C < ann(AB) y AB < A.
Gracias a la observacidon que acabamos de hacer, sabemos que ann(AB) = ann(A),

de manera que C < ann(A). Asi, ann(A) es un ideal primo.

Finalmente, si tuviéramos un ideal primo Py < ann(A), entonces A £ P pues
en caso contrario, A < ann(A), es decir que A> = 0y, en consecuencia A = 0, por lo

que A no puede ser uniforme. Asi, el inciso 3 implica
ann(A) = ﬂ{P < R|PesprimoyALP} <P,

..ann(A) es un ideal primo minimo de R.

Reciprocamente, sean ann(A) un ideal primo minimo y 0 # B < A. Notemos

que B £ ann(A) pues, en ese caso,
B < ann(A) < ann(B)

implicaria B? = 0. Sin embargo, como R es semiprimo, tendriamos que B = 0, lo

cual contradice la eleccidn de este ideal. Ademas, sabemos que
ann(B) = ﬂ{P < R | P es primo minimo y B £ P} < ann(A),

con lo que concluimos que ann(A) = ann(B).

Ahora supongamos que C < A es tal que BN C = 0. Debido a que ann(B) es

el dnico seudocomplemento de B en R, entonces C < ann(B). Esto implica
C<Anann(A)=0,

es decir que C = 0.



14 CAP{TULO 1. ANILLOS SEMIPRIMOS

. A es uniforme.

5. Como ann(A) es el tinico seudocomplemento de A en R, entonces se sigue la doble
implicacién

ACR & ann(A)=0.

6. Sabemos que (\{P < R | P es primo minimo} = 0 debido a que R es un anillo

semiprimo. Ademas, por el inciso 3, también tenemos que
ann(A) = ﬂ{P < R | P es primo minimo y A £ P}.

Si ahora suponemos que A no estd contenido en ningtin ideal primo minimo de R,

entonces
{P < R| P es primo minimo} = {P < R| P es primo minimo y A £ R},

lo que implica que las intersecciones de ambos conjuntos son iguales.

s.ann(A) = 0.

Para finalizar, recordemos que todo ideal de R = |_|?:1 R;, donde n € Z* y Ry,.... R,

son anillos, es un producto directo de ideales de los anillos R;. Es decir que

I<R < I=[]l para ;<R

i=1

Una consecuencia de esta propiedad es que todo producto directo finito de anillos
semiprimos es un anillo semiprimo, pues si | = []i_;/; es tal que > = 0 y tomamos

Y ", a;b; € IZ, entonces ni(a;), ni(b;) € I para cada j. Ast que

j=1
m m
2
n; E ajb; | = E ni(a;)ni(b;) € I =0,
j=1 j=1
lo que implica que /2 = 0 para toda i € {1, ..., n}. Sin embargo, como cada R; es semiprimo,

se sigue que /; =0y, en consecuencia, | =[]_, ; = 0.
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1.4. La parte sinqular de R

Recordemos que
Z(/\/I):{xe/\/l|(0:x)ecs R}

es un submddulo de M que se conoce como la parte singular de M. Mas atn
Z: R-Mod — R-Mod
es un prerradical en la categoria de los R-médulos izquierdos, asi que el diagrama

M—T N

zM) s Z(Ny

conmuta para cualesquiera M, N € R-Mod y f € Homz(M, N). Ademas decimos que M
es singular st Z(M) = M y que M es no singular st Z(M) = 0.

Si ahora definimos
(M) ={x € M| Ex =0 para algin E C R}
y tomamos m € Z(M), entonces (0 : m) C R, de modo que
(O:mc Ry (0:mm=0,

es decir que m € {(M). Por otra parte, si tenemos m € {(M), entonces existe £ C R tal
que Em =0y, ya que
E<(0:m)<R,

entonces (0 : m) C M. En consecuencia, {(M) € Z(M) y, por lo tanto, se da la igualdad
Z(M) = {x € M| Ex =0 para algiin E C R}.

El objetivo principal de esta ultima seccidn es obtener la proposicion 1.18, pero tam-

bién incluiremos la demostracién de 1.19 que sera de ayuda en capitulos posteriores.

Proposicion 1.17. Si R satisface CCA en anuladores izquierdos, entonces Z(R) es nilpo-

tente.
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Demostracion. Para simplificar la notacion, tomemos A = Z(R) y notemos que
A>A>A > ...
genera la cadena ascendente de anuladores izquierdos
l.ann(A) < Lann(A%) < Lann(A%) < ---

Como R satisface CCA en anuladores izquierdos, existe n € N tal que toda k > n satisface
l.ann(A") = L.ann(AK).

Si A" £ 0, existe a € A tal que aA" # 0. Asi que
X={0:a)<R|aA" £0} #0
estd parcialmente ordenado por la inclusidn de conjuntos. Ademas, si
C={0:0)}ics CX

es una cadena, podemos aseqgurar la existencia de (0 : a;) € C tal que toda i € / cumple
(0:aj) > (0: a;) debido que, por hipotesis, R satisface CCA en anuladores izquierdos.
Lo ultimo significa que toda cadena esta acotada superiormente por un elemento de X.
Por el Lema de Zorn, existe a € R tal que (0 : a) es un elemento mayor del conjunto X y
ademas a # 0 porque aA"” # 0.

Ahora trabajaremos con b € A arbitrario. Notemos que (0 : a) C (0 : ab) porque si
x € (0: a), entonces xab =0-b =0 y que, por otro lado, b € A implica que (0: b) C R.

es
Dado que a # 0, tenemos que (0 : b) N Ra # 0. En consecuencia, existe r € R tal que

ra+0yrab =0, entonces r ¢ (0: a) pero r € (0: ab), es decir que
(0:a) C(0:ab).

La Unica manera de que esta contencién propia no contradiga la eleccidén de a es que

(ab)A" = 0, pero habtamos elegido b € A arbitrario, ast que aA"™" = 0, esto es que
a € Lann(A"™") = L.ann(A")

o, equivalentemente, que adA” = 0, lo que también contradice la eleccion de a.

Puesto que la contradiccién proviene de suponer que A"*! #£ 0, sélo nos queda aceptar

la igualdad, que es exactamente a lo que queriamos llegar.
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. A= Z(R) es nilpotente. O

Proposicion 1.18. Si R es semiprimo, entonces no contiene ideales nilpotentes distintos
de 0. Mds adn, si R también satisface CCA en anuladores izquierdos, entonces R es no

singular.

Demostracion. Supongamos que R es semiprimo y que contiene un ideal nilpotente A # 0.

Sea n el menor entero positivo que satisface A” = 0. Como A # 0 entonces
20n—=1)=2n—n=n2>2.

En consecuencia (A"~")? < A" = 0. Como R es semiprimo, esto significa que A"~" =0, lo
cual es una contradiccién a la eleccidn de n.
.. R no tiene ideales nilpotentes distintos de cero.

Ahora supongamos que R satisface CCA en anuladores izquierdos. Por la proposicion
anterior, sabemos que Z(R) es nilpotente, pero el tnico ideal nilpotente de R es 0 < R.
S Z(R)=0. O

Proposicion 1.19. Sea

f g
0 »Ary—— B » C » 0

una sucesion exacta y f un monomorfismo esencial, entonces C es singular.

Demostracion. Basta demostrar la contencion C < Z(C), ast que comencemos tomando
c € C. Debido a que g € Homg(B, C) es suprayectivo, existe b € B tal que g(b) = c.
Ahora consideremos (_ - b) € Homg(R, B) y notemos que, como f es un monomorfismo

esencial, Im(f) C B, asl que
es

I=(_-b)'(Im(f)) ={reR

rb € Im(f)} c R.
Notemos que xb € Im(f) = Ker(g) para toda x € /, asl que
xg(b) = g(xb) =0,
de modo que /g(b) = 0. Finalmente, como [ es esencial en R, concluimos la pertenencia

c =g(b) € Z(C).
. Z(C)=C. O
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Consideremos el caso N C M, de modo que
es

0 sy N — 3 M p»/V’//\/ > 0

es una sucesion exacta donde i € Homg(N, M) es un monomorfismo esencial. En conse-

cuencia, la proposicion 1.19 implica que, si N es esencial en M, entonces Z(M/n) = M|n.



Capitulo 2

Dimensiones

2.1. Dimension de Krull

Como veremos a lo largo de esta seccidn, la dimension de Krull de un R-médulo se define
a partir del concepto de desviacién de un conjunto parcialmente ordenado.

Por esta razon, la primera parte de la seccion se enfoca en demostrar algunas propie-
dades de la desviacién de un COPO A. Esta serd la Unica parte del presente trabajo en
el que supondremos que los objetos mencionados son conjuntos parcialmente ordenados
o bien, elementos de estos conjuntos. Posteriormente seguiremos trabajando como hasta

ahora.

Desviacion de un COPO

Definicion 2.1. Sea (A, <) un COPO. Decimos que A satisface la condicion de cadenas
descendentes (resp. condicion de cadenas ascendentes), abreviado CCD (CCA), si cual-
quier cadena descendente (ascendente) de elementos de A es constante después de una

cantidad finita de elementos de la cadena.

Definicion 2.2. Sean (A, <) un COPO y a,b € A con a < b. El intervalo [a, b] es el

conjunto definido por
[a,b]={x € A|a < x < b}

Parafrasearemos la primera definicién diciendo que A satisface CCD si para toda

cadena descendente de elementos de A,

ag>a1>2dy > -+,

19
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existe n € N tal que ax = a,, para toda k > n. Evidentemente, tendremos una afirmacidn
andloga en el caso en que A satisfaga CCA.

Notemos que siempre podemos tomar los intervalos [a,.1, a,] de la cadena descen-
dente {a,},en C A. Nos referiremos a {[an+1, CI”]}neN como el conjunto de intervalos de
la cadena {a,},en 0, simplemente, como los intervalos de la cadena.

Es necesario resaltar que, como subconjuntos de A, todos estos intervalos son con-
juntos parcialmente ordenados con la inclusion de conjuntos. Usaremos esto para hacer

la siguiente definicion.

Definicion 2.3. Sea A un COPO. Definimos la desviacidn de A, denotada dev(A), mediante

los siguientes casos:
1. St A=, entonces dev(A) = —1.

2. Si A + @ satisface CCD, entonces dev(A) = 0.

3. St a # 0 es un ordinal, entonces dev(A) = a si se cumplen las dos siguientes
condiciones:

(@) dev(A) # B para cualquier B < «a;
(b) st {a,},en es una cadena descendente de elementos de A, entonces

c/ev([c:,,+1, ap ) <a

para casi toda n € N.

Si A # @ y no existe un ordinal « tal que dev(A) = a, diremos que A no tiene desviacion.

Notemos que, si A # @ no satisface CCD pero satisface el inciso 3(a) de la definicién
anterior, entonces
dev(A) > q,

aunque no podremos afirmar la igualdad sin mas informacién.

En cambio, si A satisface el inciso 3(b), nos faltaria comprobar que no exista ningiin
ordinal B < o tal que dev(A) = B para poder afirmar que dev(A) = a. Lo Unico que
podemos decir con certeza es

dev(A) < a.

En particular, se sigue que A tiene desviacion.
Ahora demostraremos las siguientes tres propiedades de la desviaciéon de un COPO

arbitrario.
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Lema 2.4. Si A tiene desviacion y B C A, entonces dev(B) < dev(A).

Demostracion. Supongamos que dev(A) = a. Comenzaremos haciendo la demostracidn
para los casos particulares a = —1 y a = 0 para después proceder por induccién sobre
los ordinales.

St a = —1, entonces A = y, en consecuencia B = . Asi
dev(A) = =1 = dev(B).

St a = 0, entonces A satisface CCD. Si B # @, toda cadena de subconjuntos de B es
una cadena de subconjuntos de A, por lo que B también satisface CCD. Esto implica que
dev(B) € {—1,0} para cualquier B C A, de donde se sigue la desigualdad que buscamos.

Ahora supongamos que todos los subconjuntos de un conjunto X con desviaciéon menor
que a tienen una desviacién menor o igual a la de X.

Sea A tal que dev(A) = a y tomemos B C Ay {b,},en una cadena descendente de
elementos de B. Ya que

{bn}neN - B c A,

entonces estamos trabajando con una cadena descendente de elementos de A, de donde
C/@V([bn+1, bn]) <a

para casi toda n € N. Esto implica que B satisface el inciso 3(b) de la definicion 2.3, ast
que dev(B) < a.
. dev(B) < dev(A). o

Lema 2.5. Sea A un COPQO, entonces:
1. sup{dev([a,b]) | a,b € A} < dev(A) < sup{dev([a,b]) + 1| a,b € A}.

2. Si x € A, entonces

dev(A) < sup{dev([a,b]+ 1) |a,b € Ay a # x}.

Demostracién. Comencemos con el primer inciso. Debido a que [a, b] C A, entonces
dev([a, b]) < dev(A)

para cualesquiera a, b € A.
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c.sup{dev(a, b)) | a,b € A} < dev(A).

Por otro lado, cualquier cadena descendente {a,},en € A cumple la desigualdad
c/ev([an+1, an]) < c/ev([61n+1, a, ) +1< sup{dev([a, b]) +1]a,be A}

. dev(A) < sup{dev([ani1,a,]) + 1] a,b e A}

La ultima desigualdad completa la demostraciéon del inciso 1, asi que ahora procede-
remos a demostrar la sequnda parte del lema. Notemos que si fijamos x € A, entonces
en toda cadena {a,},en C A existe a lo mas un intervalo [a,41, 0] tal que @i = x y

dam # x. En consecuencia, obtenemos que las desigualdades

dev([ani1, an)) <dev([ani1, an]) + 1

<sup{dev([a,b]) +1|a,bE Ay a+x}

son validas para casi toda n € N.
. dev(A) < sup{dev([a,b]) +1]a,be Ay a+x} O

Proposicion 2.6. Si A satisface CCA entonces A tiene desviacion.

Demostracion. Sea A un COPO que satisface CCA y supongamos que [a, b| carece de

desviaciéon para algunos a, b € A, de manera que
X={x € A|[x, b] no tiene desviacion} # @.

Es claro que X C A estd ordenado parcialmente por la inclusidn de conjuntos. Ademas, si
{a:}icr # @ es una cadena de elementos de X que carece de una cota superior, entonces

poclemos construir una cadena
G <a<az< -,

situacidon que contradice la hipdtesis de que A satisface CCA. Por el Lema de Zorn, X
tiene un elemento maximo al que denotaremos a.
Notemos que cada intervalo [x, y] C [a, b] con a < x tiene desviacion por la eleccién

de a, asl que podemos usar 2.5 para obtener la desigualdad

dev([a, b]) < sup{dev([x,y]) + 1| x # a},
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cuyo segundo término es un ordinal debido a que la desviacién de cada intervalo [x, y]
con x # a existe, lo que a su vez implica que dev([a, b]) también existe.

Esta dltima aseveracidon, nos obliga a admitir que todo intervalo [a,b] C A tiene
desviacion y, por lo tanto, también existe el supremo del conjunto de desviaciones de los

intervalos de A. En conclusion,
dev(A) < sup{dev([a,b]) + 1] a,b € A},

es decir que A tiene desviacion. [

La dimension de Krull

Recordemos que la reticula de submédulos de un R-maédulo M,
LM)={N C M| N es submddulo de M},

es un conjunto parcialmente ordenado bajo la contencion de conjuntos. De esta forma, es

natural hacer la siguiente definicion.

Definicion 2.7. Sea M € R-Mod. Definimos la dimension de Krull de M como:
K.dim(M) = c/ev(ﬁ(/\/l)).

Si dev(ﬁ(/\/l)) no existe, entonces diremos que M no tiene dimension de Krull o que la

dimensiéon de Krull de M es infinita.

La definiciéon que acabamos de dar nos permitird demostrar facilmente propiedades
de la dimensiéon de Krull usando los previos resultados de la desviacidn. Asi, si M tiene

dimensién de Krull y N < M, entonces dev(L(M)) existe y
K.dim(N) = clev(E(N)) < c/ev(ﬁ(/\/l)) = K.dim(M).

Esto implica que todo submddulo de M tiene dimensidn de Krull menor o igual que la de
M.

Ademas, es claro que M es neteriano si y solo si £(M) satisface CCA como conjunto
parcialmente ordenado. En consecuencia, la proposicidon 2.6 implica que todo R-mddulo

neteriano tiene dimensidon de Krull.
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Antes de continuar, notemos que podemos parafrasear la definicién 2.3 para obtener
una definicién de dimension de Krull de M que no utilice explicitamente el concepto de
desviacion. Sélo debemos recordar que, si K < N < M, entonces existe un isomorfismo

de ordenes parciales
[K,N]= L(N/K).

De esta forma, K.dim(M) queda definido con los siguientes incisos:
1. Si M es artiniano, entonces KX.dim(M) = 0.

2. St a # 0 es un ordinal, diremos que X.dim(M) = « si se satisface:

(@) K.dim(M) #+ B para cualquier B < «.
(b) St {N,},en es una cadena descendente se submédulos de M, entonces jC.C/iITI(Nn//\/,,H) <

a para casi toda n € N.

Esta interpretacidon de la definicion de dimensidn de Krull nos permitira demostrar con

sencillez los siguientes dos resultados.

Lema 2.8. Sean M, N € R-Mod. Si M = N, entonces X.dim(M) = K.dim(N).

Demostracion. Procederemos por induccién sobre K.dim(M) = o para demostrar que
todo R-médulo isomorfo a M tiene dimension de Krull menor o igual que a.

El caso a = 0 es inmediato debido a que esta igualdad implica que M es artiniano.
Puesto que esta propiedad se conserva bajo isomorfismos, entonces N también es arti-

niano y, en consecuencia,

K.dim(N) =0 = a.

Supongamos ahora que la afirmacién se cumple para todo ordinal menor que a. Como
K.dim(M) = a, entonces cualquier cadena descendente {N,},en de submddulos de M
satisfard K.dim(Ne/n,..) < a para casi toda n € N.

Sea ¢ € Homg(M’', M) un isomorfismo de R-médulos izquierdos y tomemos {N/},cn,

una cadena descendente de submddulos de M’. Notemos que
! 4
<p(/\/n+1) S (p(Nn) S M'

de modo que {@(N/)},en es una cadena de submddulos de M tal que @(N!) = N/ para

cada n € N. En consecuencia,

K.dim(eNfpin,.) < o
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ocurre para casi toda n € N.

Por otro lado, la asignacion
X+ Ny — o(x) + @(N, ;1)

es un isomorfismo entre Ni/n:,, y #N)jpN,,), de modo que podemos usar la hipotesis de

induccidn para obtener que

K.dim(eN) N, 1) < a
para casi toda n € N.

S K.dimM') < a.

Por lo anterior, st N y M son isomorfos, entonces se cumplen simultdneamente las
desigualdades
K.dim(N) <K.dim(M) y K.dim(M) < K.dim(N).

S K.dim(M) = K.dim(N). O

Proposicion 2.9. Sean M € R-Mod y N < M. Entonces M tiene dimension de Krull si y

solo si N y M|n tienen dimension de Krull. Ademds,
K.dim(M) = sup{XK.dim(N), KX.dim(Mn)}.

Demostracion. Supongamos que M tiene dimension de Krull. Ya vimos que esto implica

que N también tiene dimension de Krull y
K.dim(N) < K.dim(M).

Por otra parte, st {K,},en es una cadena descendente de submdédulos de M/, enton-
ces existe {K]},en, una cadena descendente de submédulos de M tal que cada n € N
satisface

N<K <My K, =K.

Gracias al isomorfismo (Ki/N)fk:,,/N) = KiJk:.,, obtenemos

n+17

K.dim(k/k;,,) = K.dim(Ki/k,,,) < K.dim(M)
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para casi toda n € N. Por lo tanto, M/n tiene dimension de Krull y ademas
K.dimMn) < K.dim(M).

cosup{X.dim(N), K.dimMNn)} < K.dim(M).

Ahora supongamos que N y M/n tienen dimension de Krull. Sea
a = sup{K.dim(N), X.dimM/n)}

y tomemos {L,},en, una cadena descendente de submddulos de M. En consecuencia,
{NN L,},en es una cadena descendente de submédulos de N y {(N+L)/n},cn es una
cadena descendente de submddulos de M/n. Por lo tanto, las siguientes desigualdades

ocurren simultdneamente para casi toda n € N:
(1) K.dim(NObolnnL,,) < K.dim(N);
() K.dim((N+LININ + L,0iN) < K.dim(MIN).
También tenemos los siguientes isomorfismos e igualdades:
() Lo +NOL)f,  ENOLf AN, = NOLNAL,;
(V) Loflyer +(NA L) = Loflyn(N+ Lor) = Lo F NFLon) N £y = NFLafN 4 L,

N+ LINJIN 4 L)

Veamos que K.dim(t /) < a. St {K,}men €s una cadena descendente de submddulos

de LofL,.,, entonces existe K/ < M tal que
Ln+1 < /<,;7 < Ln y /<m = K',"/Ln+1

para toda n € N. Ya que L,y < L,.1+(NNL,) <L, entonces partimos la cadena en los

conjuntos

A= {l , | l</:1 < LI7+1 + (Nﬂ L”)} y B = {l /;7 | I—l7+1 + (Nm I—ﬂ) </ /:7}'

m

St K/, € A, entonces

m

Ln+1 S ! : S l<,;7 S Ln+1 + (N N Ln)r

m+1

de manera que obtenemos el isomorfismo

Ko K1 = Knlloa [k

m

il = K',"/l<1,n+1
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donde K, Kppq < L #INOL), o es decir que

{Kp = KiJoor | Ky < Lot (N O L)}

m

es una cadena de submoédulos de L1 +(NNL)/ .. En consecuencia, usamos la definicion
de la dimension de Krull y la observacién (lll) para obtener que, para casi toda m € N,

se cumplen las desigualdades

K.dim(Kofk,) < I.dim (Lo +NOLL,, )
=X.dim (Nﬂ Ry Lw) =B.

Por otra parte, si K, K] ., € B, tenemos

n

Ln+1 + (Nﬂ Ln) S f . 1 S /<,;7 S Lnr

m+
de manera que existen los isomorfismos

K fiKir = Kallmir K] 3 Imin = KnfK = Kalllosr + (NO LD IK? /Loy + (N O L))

donde KufL,i+ (NN L), Kistfip + (N L) < boft,+(NnL,). Ahora pocedemos de manera andloga

al caso anterior pero utilizando la observacién (IV) para obtener que las desigualdades

K.dim (’<m//<,,,+1 ) =XK.dim (K,’n/(L,m +(INOL)K? 3 I(Lpir + (N O Ln)))

< K.clilvv((N+Lfv)/N/(N+ L,,H)/N) =y
ocurren para casi toda m € N.

Notemos que el Uinico caso que no se encuentra representado en los dos casos ante-
riores es cuando
4 4
l<m+1 < bt NOL)p, o <

m’

pero esto no afecta el hecho de que demostramos que
K.dim(Knji,.i) < sup{B, v}
se da para casi toda m € N.

s K.dim(bof,,) < sup{B, v} para casi toda n € N.
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Sin embargo, las observaciones (I) y (ll) implican que

sup{B, v} < «a.

Asl que podemos concluir que X.dim(t/.,.,) < a para casi toda n € N, esto nos permite
afirmar que X.dim(M) existe y
K.dimM) < a.

Sin embargo, habiamos visto que la existencia de la dimensién de Krull implica la
desigualdad o < X.dim(M).
. Kdim(M) = sup{XK.dim(N), KX.dim(M/N)}. O

Moddulos criticos, médulos monoformes y médulos comprimibles

Cerraremos el tema de dimensidn de Krull con algunos resultados que relacionan este

concepto con los conceptos de R-mddulos criticos, uniformes y comprimibles.

Definicion 2.10. Sean M un R-médulo y a un ordinal.

Decimos que M es a-critico si X.dim(M) = a y, para todo cociente propio L de M, se
tiene que K.dim(L) < a. Decimos que M es critico si existe un ordinal o tal que M es
a-critico. Finalmente, un ideal izquierdo / < R es critico si / es critico como R-mddulo

izquierdo.

Como todo cociente de M es isomorfo a M/v para algin N < M, entonces la condicidén
de la existencia de un cociente propio cuya dimension de Krull sea menor que «a en la
definicidn anterior es equivalente a la existencia de N < M distinto de cero tal que
K.dimMN) < «a.

Es facil ver que si M es a-critico, y M = M, entonces M’ es a-critico pues ya

demostramos que el isomorfismo implica
K.dimM) = a = K.dim(M').

Por otro lado, st N' < M’ es distinto de cero, entonces podemos asegurar la existencia

de N < M tal que N = N'. En consecuencia, también obtenemos que M/v = M|, asi

K.dimMn) =K.dim(MN) < «.
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Ahora supongamos que M es a-critico, de manera que todo N < M distinto de cero

cumple X.dim(M/N) < a. Sabemos que
a=XK.dimM) = sup{XK.dim(N), K.dim(M/n)},

ast que la desigualdad anterior implica que X.dim(N) = a. Por otra parte, si tomamos

K < N distinto de cero, entonces Nk < M/k. De este modo, tenemos
K.dim(Nlk) < K.dim(M/k) < «,

por lo cual, todo cociente propio de N tiene dimensién de Krull menor que a. En conclu-
sion, todo submoddulo de un médulo a-critico también es a-critico.

Finalmente, notemos que todo S € R-Mod simple es O-critico. Esto se debe a que
K.dim(S) = 0 por ser artiniano y a que el Unico cociente propio de S es °/s = 0 cuya
dimension de Krull es K.dim(0) = 0. En consecuencia, todo médulo artiniano contiene
un submédulo O-critico. Esta observacidn corresponde a un caso particular del siguiente

teorema.

Teorema 2.11. Todo mddulo distinto de cero que tenga dimension de Krull contiene un

submddulo critico.

Demostracion. Sea M # 0 con dimensién de Krull. Tomaremos «, el menor ordinal tal
que existe Ny < M distinto de cero que satisface K.dim(Np) = a.

Si Ny no es a-critico, entonces existe 0 # N; < N tal que K.dim(M/n;) = a. Ademas,
K.dim(N;) < K.dim(Ny) = o

y la eleccion de o implican que K.dim(N;) = «.

Si Ny no es a-critico, repetimos el procedimiento para hallar N, tal que
K.dim(Min,) = a y Kodim(N,) = a.

Repetimos este procedimiento para obtener la cadena descendente {N,},en de submo-
dulos de Ny. Por la definicion de dimension de Krull, debe existir una cantidad finita de
n € N tales que

K.dim(Nwi[n,) = «a,

es decir que la cadena es finita.
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.. M tiene un submddulo N # 0 que es a-critico. O

Definicion 2.12. Decimos que M es monoforme si todo f € Homgz(N, M), con N < M, es

monomorfismo o el morfismo cero.

Notemos que, para demostrar que M es monoforme, basta tomar N < M distinto de
cero y demostrar que todo f € Homg(N, M) es un monomorfismo o el morfismo cero. Esto
se debe a que la implicacién es inmediata cuando N = 0.

Concluiremos la seccion de dimension de Krull con la demostracidon de la proposicidn

2.15, para lo cual necesitaremos el siguiente teorema.

Teorema 2.13. Todo R-mddulo a-critico es monoforme.

Demostracion. Sean M a-critico y N < M distinto de cero. St f € Homg(N, M) no es
el morfismo cero, entonces /Im(f) # 0. En consecuencia, Im(f) también es a-critico y, en
particular

iK.clim(lm(f)) = a.

Ahora utilizamos el isomorfismo Im(f) = M/ker(f) para obtener las igualdades
a= fK.c/im(lm(f)) = K.dimMker(n).

Ya que M/ker(f) es un cociente de M cuya dimension de Krull es igual a a, entonces
M/ker(ry no puede ser un cociente propio de M, pues eso contradiria la suposicion de que M
es a-critico. La Ginica manera de que esto ocurra es que Ker(f) = 0 o, equivalentemente,
que f sea monomorfismo.

.M es monoforme. o

Definicion 2.14. Decimos que M es comprimible si para todo N < M distinto de cero
existe un monomorfismo f € Homg(M, N).

Proposicion 2.15. Si M #+ 0 es comprimible y tiene dimension de Krull, entonces End(M)

es un dominio entero.
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Demostracion. Comencemos viendo que st M # 0 es comprimible y tiene dimension de
Krull, entonces M es critico.

Sabemos que M # 0 contiene un submédulo N # 0 que es a-critico para algun
ordinal o gracias a que M tiene dimensién de Krull. Por otra parte, el hecho de que M
sea comprimible implica la existencia de un monomorfismo f € Homgr(M, N), de forma
que

M = Im(f) < N.

Asl que podemos concluir que M es a-critico.

Por el teorema anterior, tenemos que M también es monoforme, asi que sdlo resta
demostrar que el anillo de endomorfismos de un médulo monoforme es un dominio entero.
Sean f, g € End(M) distintos de cero, de modo que f y g son monomorfismos. En conse-
cuencia, la composicion fg también es monomorfismo y, en particiular, fg # 0 debido a
que M # 0.

.. End(M) es dominio entero. O

2.2. Dimension uniforme

Terminaremos el capitulo con algunos resultados sobre la dimension uniforme o de
Goldie. En particular, nos interesa la dimensiéon uniforme de los anillos semisimples, asi

que usaremos varios de los resultados del capitulo anterior.

Modulos con dimension uniforme finita

Recordemos que M es uniforme si cada uno de sus submdédulos distintos de cero es
esencial en M. Y notemos que esta definicion es equivalente a decir que M no contiene
sumas directas de submddulos distintos de cero.

Esta observacion motiva la definicion de dimensidon uniforme que veremos mas ade-
lante. Sin embargo, comenzaremos estudiando resultados del caso particular donde M

tiene dimensidn uniforme finita, concepto que definimos a continuacion.

Definicion 2.16. Diremos que M tiene dimensién uniforme finita (o dimensién de Goldie
finita) si M no contiene ninguna suma directa infinita de submédulos de M distintos de

cero. En caso contrario, diremos que M tiene dimension uniforme infinita.

Notemos que la definicidn y la obsevacion que la precede implican que todo mddulo
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uniforme tiene dimension uniforme finita.

Asimismo, si M es neteriano y @, N, < M es una suma directa de submddulos

neN
distintos de cero de M, podemos construir la cadena ascendente

No< NN, < NogdN; N, < -+

que se detiene en algun natural n. Esto implica que toda suma directa de submdédulos
distintos de cero es finita y, por lo tanto, M tiene dimensiéon uniforme finita.

Para finalizar, si tomamos N < M y M tiene dimensién uniforme finita, entonces N
tiene dimensién uniforme finita debido a que toda suma directa de submddulos de N es
una suma directa de submdédulos de M.

Ahora veamos algunos resultados que necesitaremos para definir la dimensién unifor-

me de M.

Lema 2.17. Si M # 0 tiene dimension uniforme finita, entonces M contiene un submdédulo

uniforme distinto de cero.

Demostracion. St M es uniforme entonces no hay nada que demostrar, asi que supondre-

mos que M no es uniforme. Esto quiere decir que existen N, K; < M tales que
N1,/<1 790 y N1 ﬂ/<1 =0.

Si algunos de los submddulos Ny o K; es uniforme, hemos terminado; en caso contrario,
continuamos.

Es claro que N; & K; < M. Ademas, como K; no es uniforme, existen N,, K; < K
tales que N, K; # 0 y N, N Ky = 0. Por la construccion de N, y K5, se sigue que

NiNnN, =0y NyNK, =0, asl que obtenemos la suma directa
Niad N, d K <M.

Nuevamente podemos comprobar si alguno de los submédulos N, o K, es uniforme y, en
caso contrario, repetir el procedimiento con N3, K3 < K, distintos de cero y tales que
NN K3 =0.

Si procedemos de esta manera, hallaremos n € N tal que N, o K, es uniforme, pues
en caso contrario, estartamos construyendo una suma directa infinita de submédulos de
M distintos de cero.

.. M contiene un submddulo uniforme distinto de cero. ]
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Lema 2.18. Si M tiene dimensién uniforme finita, entonces M contiene un submddulo

esencial que es suma directa finita de submddulos uniformes.

Demostracion. Gracias al lema anterior, sabemos que M tiene un submddulo uniforme
M, # 0. St M; no es esencial en M, entonces existe X < M tal que X # 0 pero Myn X = 0.
Debido a que X < M y a que M tiene dimension uniforme finita, X también tiene
dimension uniforme finita y, en consecuencia, contiene un submddulo uniforme M, # 0.
Ademas
MinM, < MinX=0,

asl que obtenemos la suma directa M; @ M, < M.
Si M; @ M, no es esencial en M, repetimos el procedimiento anterior para obtener
M; < My la suma M; & M, & M; < M. Continuamos ast hasta hallar n € N tal que

n
M; C M.
es
i=1
Dicha n debe existir porque M no contiene sumas directas infinitas debido a que su
dimensidén uniforme es finita y ademas M; # 0 para cada i € {1,..., n} por la construccién

de estos submaddulos. O

En este lema ya podemos ver un candidato para definir la dimensién uniforme de M.
Sin embargo, aln necesitamos ver que este natural es Unico, lo cual haremos en 2.20,

haciendo uso del siguiente lema.

Lema 2.19. Sea @;_, Ui C M tal que cada U; # 0 es un submédulo uniforme de M.
Entonces, N < M es esencial en M si y sélo si NN U; #+ 0 para cada i € {1, ..., n}.

Demostracion. Por definicién de submédulo esencial, es inmediato que st N C M entonces
N N U; # 0 para cada .
Trabajemos entonces con N < M tal que NN U; # 0 para toda i. Usaremos induccion

sobre n para demostrar que
NnUe --el)clUe o,

para toda n € N.
El caso base es inmediato gracias a que 0 # NN U; < Uy. Como U, es uniforme, se

sigue que NN U; C U;.
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Ahora supongamos que la afirmacién se cumple cuando la suma estd compuesta de
exactamente n sumandos. Sea K < Uy @ --- @ U, distinto de cero y tomemos k € K

con k # 0. Ya que podemos expresar a k como
k=ui+ -+ U

con u; € U; para cada i, entonces debe existir i € {1, ..., n+1} tal que u; # 0. Asumiremos
U1 7 0 sin perder generalidad.
Esta propiedad de v,y implica que Ru,11 # 0 con Rupy1 < Uy y Uyyq uniforme,

por lo cual

Rupi C Un1.

Por otro lado, sabemos que la interseccion NN U, < U,4+1 no es cero, ast que
(N N Un+1) N I'?Un+1 7/: 0,

es decir que existe r € R tal que ru,;1 € Ny ru,41 # 0.

Consideremos ahora
rk=r(ug+ -4+ Upq) =rug+ -+ rupg

y notemos que rk # 0 debido a que ru,;1 # 0 y a que la suma de los submddulos U; < M
es directa. Tomemos x = rug + --- + ru, para demostrar que K NN # 0 mediante los
casos x =0y x # 0.

Si x = 0, entonces

O0Frk=x+ru, = ru,.

Como k € K y como elegimos r € R de tal manera que ru,;1 € N, entonces rk € KN N.
En conclusion, KN N # 0.
Si x # 0, entonces el submédulo Rx < Uy @ --- @ U, es distinto de cero. Por hipdtesis

de induccién, tenemos que

NnUe -olU)cU @ U,
Por lo tanto, la interseccidn

NNRx=NN(U & @& U,)NRx)

tiene un elemento y # 0. Puesto que y € Rx, podemos tomar s € R tal que y = sx y asi,
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llegamos a que sx, ru,;1 € Ny k € K, de forma que
srk = sx + sru,.1 € KN N.

Ademas, sx # 0, por lo que srk # 0 gracias, otra vez, a que la suma de los submddulos
U; es directa. En resumen, KNN # 0 para cualquier K < U; @ - - - @ U, 41 distinto de cero.
NnUe---oU,)CcUi@--- @ U, para toda n € N.

Sdlo resta demostrar que N es esencial en M. Esto ocurre porque
Nnbie---elU)clie---eolU, cM

implica NN(Ui@---@ U,) C M. Y de esta afirmacidn, junto con la cadena de contenciones
NnU&-- & U, <N <M, se sigue lo que buscamos.
SN CMsiysélosi NNU; # 0 para cada i € {1,...,n}. O

Teorema 2.20. Sean M € R-Mod con dimension uniforme finita y
U1®"'®Un gM
una suma directa finita de submddulos uniformes de M. Entonces se cumplen las siguien-

tes afirmaciones:

1. Cualquier suma directa de submaddulos distintos de cero de M tiene a lo mds n

sumandos.

2. Una suma directa de submddulos uniformes de M es esencial en M si y sélo si tiene

exactamente n sumandos.

. , . . . k ..
Demostracion. Enfoquémonos en el primer inciso. Sea EBJ.:1 N; < M con N; < M distinto
de cero para cada j € {1, ..., k}. S6lo debemos demostrar que k < n para llegar a lo que
queremos.

Debido a que la suma de los submédulos N; # 0 es directa, entonces
Wi=N @ - & N

no es esencial en M. De acuerdo al lema 2.19, esto significa que existe i € {1, ..., n} tal

que Wy N U; = 0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que i = 1, de forma que
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obtenemos la suma directa

UoNd--dN)=U W <M.

Ahora repetimos el mismo procedimiento para Uy @ N3 @ --- & N, < M. Es claro que
Wo = N3@--- @ N no es esencial en M debido a que Uy N W, = 0, ast que podemos
suponer, utilizando el lema 2.19 y sin pérdida de generalidad, que U,NW, = 0. Obtenemos
la suma directa

U U dN3s@ - & N <M.

Continuando de esta manera, notamos que podemos sustitur cada uno de los submo-
dulos N; por un U; de manera que j; # j, implica U;, # Uj;,. En consecuencia, la cantidad

de submaddulos N; es menor o igual a la cantidad de submodulos U;.

Sk <.

T o k
Ahora demostremos la doble implicacion del inciso 2 tomando @j:1 N; < M tal que

cada N; # 0 es uniforme.

K , :
Supongamos que B;_; N; es un submédulo esencial en M. Notemos que tanto P, U;
k . . . . . y . .
como @j:1 N; satisfacen las hipétesis del inciso 1, asi que cualquier otra suma directa
de submodulos distintos de cero tendra a lo mas tantos sumandos como la cantidad de

submddulos U; y N;. En particular, k < ny n < k y, por lo tanto, n = k.

Finalmente, supongamos que @7:1 N; no es esencial en M. Esta afirmacién implica

que existe X < M tal que

X #0 pero ( ” Nj)ﬂX:O

j=1

Asl que obtuvimos la suma directa
Nid---e&dN, e X <M

con n + 1 sumandos, lo cual contradice el inciso 1. En consecuencia, @7:1 N; es esencial
en M.

@;;1 N; C M siy sélo st k = n. ]

Tal como habiamos advertido, este teorema indica que, si M tiene dimensién uniforme
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finita, entonces el entero positivo n tal que

Duicm
es
i=1
donde U; # 0 son submddulos uniformes de M, no depende de la eleccién de los submo-

dulos U;. Gracias a esto, podemos hacer la siguiente definicion.

Definicion 2.21. Definimos la dimensién uniforme (o dimensién de Goldie) de M, denotada
por u.dim(M), como el entero positivo n tal que existen U,,..., U, < M uniformes y

distintos de cero que satisfacen
n

UlgM

i=1

Si dicho entero positivo no existe, diremos que M tiene dimensién uniforme infinita.

Para la siguiente proposicién, necesitamos recordar que si €p,., M; < M es una su-
ma directa de submddulos de M y ¢ € Homg(M, N) es un monomorfismo, entonces
P(Dici M) = D) (M.

Esto se debe a que las dobles implicaciones

X € <p( @/Vli) = x = (p( Z'77ik) = @(m;) con m;, € M;, yn e N
icl k=1 k=1
= xe) @M)

iel

implican la igualdad ¢( @, M) = Y., p(M)).
Por otro lado, si fijjamos j € / y tomamos x € Z[# @(M;) N o(M;), obtenemos que
x = @()_j_;m;) para algunos n € Ny m;, € M, con iy # j para k € {1,...n} y

x € (M;). En consecuencia

1) Zm,-k —mj| =¢ Zlmk —@(m;) =0.
k=1

k=1
Puesto que ¢ es monomorfismo por hipdtesis, esta ultima igualdad implica que

m

mek =m; € (@/\/h) NnM; =0.

k=1 i+j
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En consecuencia, x = ¢(m;) = 0, de donde se sigue que Zi#j eMi)Ne(M;) =0parajel

arbitrario. Por lo tanto, podemos concluir que la suma ) ., ¢(M;) es directa.

Proposicion 2.22. Sean M, M" € R-Mod con dimensién uniforme finita y N < M. Enton-

ces se satisfacen las siguientes afirmaciones:

1. u.dim(N) < u.dim(M).

2. u.dim(N) = u.dim(M) si y sélo si N C M.

es

3. Si M =M, entonces u.dim(M) = u.dim(M).
Demostracion. El primer inciso es sencillo de demostrar debido a que toda suma directa
de submddulos de N distintos de cero es una suma directa de submédulos de M distintos
de cero. En consecuencia, dicha suma es finita y, mas adn, tiene a lo mas u.dim(M) € Z*

sumandos.

Soudim(N) < u.dim(M).

Ahora veamos el segundo inciso. Si suponemos
u.dim(N) = u.dim(M) = n,

entonces toda suma directa de submoddulos distintos de cero de N tiene a lo mas n
elementos. De hecho, st @], U; es tal que U; < N es uniforme y distinto de cero para
toda i € {1, ..., n}, entonces

U1@"'@UngM y U1@®UHSNSMI

es decir que N es esencial en M.
Para la segunda implicacion, recordemos que si u.dim(N) = k, existen U, ..., Uy

submédulos de N uniformes y distintos de cero tales que
U@ & U CN.
es
Ya que N es esencial en M, entonces

e ol cM

. .. . . . k
Concluimos utilizando el teorema anterior, el cual nos indica que el hecho de que ., U;

sea esencial en M implica que k = n.
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- N € M sty sélo si u.dim(N) = u.dim(M).

Demostremos el Gltimo inciso de la proposicion. Si ¢ € Homg(M, M) es un isomor-
fismo, entonces toda suma directa de submddulos de M va a dar a una suma directa de
submddulos de M’ bajo ¢. Ademas, el hecho de que ¢ es un isomorfismo también implica

que

para cualquier N < M.

De esta forma, si ,., N; < M es una suma directa de submddulos de M distintos

iel
de cero, entonces @,_, ¢(N;) < M’ es una suma directa de submédulos distintos de cero
de M'. Asi, tenemos que |/| < u.dim(M’), es decir que toda suma directa de submddulos
distintos de cero de M tiene a lo mas u.dim(M’) sumandos.

Sin embargo, con el mismo argumento se puede justificar que toda suma directa de
submoédulos distintos de cero de M’ tiene a lo mas u.dim(M) sumandos. En particular,

obtenemos las desigualdades
u.dimM') < u.dim(M) y u.dim(M’) > u.dim(M).

SoudimM) = u.dim(M'). O

Corolario 2.23. Un R-médulo M tiene dimension uniforme finita si y sélo si satisface CCA

en seudocomplementos.

Demostracion. Sea M un R-mddulo con dimension uniforme finita. Supongamos que existe

una cadena ascendente de seudocomplementos en M,
No < Ny <Ny < -+

Notemos que si N; es seudocomplemento de K; en M, entonces N; es seudocomple-
mento de A; = N;y1 N K; en Nyy1. Esto se debe a que, por construccidn, A;, N; < N4 son
tales que

ANN =Ny NK)NN; =0.

Por otra parte, si L < Nizy < M estal que LNA; =0y N; < L entonces L = N; porque
N; es seudocomplemento de K; en M.

Ademas, A; # 0 porque, en caso contrario, tendriamos que
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contradiciendo la suposicion de que N; es seudocomplemento de K; en M. Por lo tanto,

A; # 0 es seudocomplemento de N; en N;y.

Ahora vamos a ver que M no tiene dimension uniforme finita porque, para toda n € N

existe una suma directa de submddulos de M distintos de cero, a saber:
A1 @"'@AH—H < M.

Esto lo demostramos por induccién sobre n. Ya que el caso base n = 0 es inmediato pues
Ay < M es distinto de cero, supongamos que la suma de los primeros n submoédulos A;
es directa. Por construccion, A; < N, para toda i < n,ast que Ay ®---® A, < N,y y,
en consecuencia,

(A1 - An) N An+1 < Nn+1 N An+1 =0,

que es lo que quertamos y con lo que concluimos que M no tiene dimensién uniforme
finita.

Reciprocamente, si M satisface CCA en seudocomplementos y €P,_,+ N; es una suma
directa de submddulos de M, entonces podemos construir recursivamente una cadena

ascendente de seudocomplementos
K<K<K<L--

tomando Kj un seudocomplemento de .., N; en M y K1 un seudocomplemento de

@D..,.1 Ni que contenga a K.

En consecuencia, existe n € Z* tal que K, = K para todo k > n, es decir que
todas las sumas @,
(EB[.M N[) N K, = 0, tenemos

( P N,-) A (Nosr @ K,) = ( D /\/im/\/m) +( D N,-ml<n) ~0,

i>n+1 i>n+1 i>n+1

N; tienen un mismo seudocomplemento K,. En particular, como

de donde se sigue que N,1 = 0 debido a que K, < N,11® K, y K, es seudocomplemento
de @,.,.1 Nien M.

Si ahora suponemos que N; = 0 para toda n < j < k, entonces podemos usar los
mismos argumentos para demostrar que Ny = 0, pues trabajariamos con la suma directa
Dion Ni = (Din Ni) ® Ni. En conclusion, toda suma directa de submédulos distintos de

cero es finita, con lo que obtenemos que M tiene dimensién uniforme finita.

.. M tiene dimensidn uniforme finita si y solo si satisface CCA en seudocomplementos. [
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La dimension uniforme de anillos semiprimos

En esta ultima parte del capitulo trabajaremos con ideales izquierdos y con ideales
bilaterales de R. Esto se debe a que algunas propiedades se definen exclusivamente para
un lado mientras que el concepto de anillo semiprimo se define, como ya vimos, a partir
de ideales bilaterales.

En particular, en el siguiente teorema, sélo trabajaremos con ideales bilaterales pues
los resultados de dimensién uniforme para R-moédulos izquierdos se extienden para R-
bimédulos tomando submddulos bilaterales en la definicién. Por lo tanto, haremos uso de
todos los resultados que ya vimos pero aplicados al bimddulo RkRr de dimensidn uniforme
finita.

Teorema 2.24. Sea R un anillo semiprimo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. RRRr tiene dimension uniforme finita.
2. R tiene una cantidad finita de ideales primos minimos.
3. R tiene un cantidad finita de anuladores.
4. R satisface CCA en anuladores.
Demostracion. Como R es un anillo semiprimo, usaremos constantemente las afirmaciones
demostradas en la proposicion 1.16.

Veamos que 1 implica 2. Sea n =u.dim(rRg) € Z*, de forma que existen ideales

uniformes U, ..., U, < R tales que @27:1 U; ¢ R. En consecuencia,
Pi=ann(U) <R

es un ideal primo m{nimo y ann(®;_, U;) = 0.

Vamos a demostrar que el producto P;--- P, = 0. En primer lugar, notemos que
131“’/3/7 S /31 m"'mlgn

porque Py --- P, < P; debido a que cada P; es un ideal bilateral de R. Ya que esto ocurre
para cada uno de los ideales P;, entonces obtenemos la contencién mencionada.
Por otra parte, (i_, P: < ann(@;_, U;) porque x € (., P; implica que xU; = 0 para

toda i € {1,...,n}. As{ que cualquier uy + -+ u, € @;_, U; satisface que

X(U1 +"'+Un) =xuq+---+xu, =0,
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es decir que Py--- P, < ann(@@;_, U) = 0.

Asi, tenemos la contencién Py - -- P, = 0 < P para cualquier ideal primo minimo P < R,
por lo que existe i € {1,..,n} tal que P; < P. Al ser P un ideal primo minimo, se sigue
que P; = P. Esto significa que los Unicos ideales primos minimos de R son precisamente

P P

Tr e ne

.. R tiene una cantidad finita de ideales primos minimos.

Ahora supongamos que R tiene n € N ideales primos minimos. y veamos que R tiene
una cantidad finita de anuladores Debido a que, para cada ideal A < R, se cumple la
igualdad

ann(A) = ﬂ{P < R | P es primo minimo y A £ P},

entonces sdlo puede haber tantos anuladores como elementos en p({P;}/_,), es decir que
R tiene 2" ideales anuladores.

.. R tiene una cantidad finita de anuladores.

Para la pendltima implicacion, notemos que cualquier cadena ascendente de anula-
dores de R tendra a lo mas tantos elementos como anuladores tenga R. Asi, si R tiene
una cantidad finita de anuladores, entonces R satisfard CCA en ideales anuladores.

Finalmente, recordemos que todo anulador ann(A) < R es seudocomplemento de
A < R, asi que toda cadena ascendente de anuladores es, en particular, una cadena
ascendente de seudocomplementos. Esto significa que si R satisface CCA en anulado-
res, entonces R satisface CCA en seudocomplementos y, por 2.23, RRr tiene dimension

uniforme finita. O

Definicion 2.25. Decimos que x € R es un elemento regular izquierdo (resp. derecho) de
R st rx = 0 (resp. xr = 0) implica r = 0.

Diremos que x es reqular si es reqular izquierdo y reqular derecho.

De acuerdo a la definicidn, x € R es regular izquierdo si y sélo si no es divisor derecho
del cero y ocurre lo andlogo cuando x es regular derecho y reqular. Esta definicidn

facilitarad la demostraciéon de los dos Ultimos resultados del capitulo.

Proposicion 2.26. Sea R un anillo semiprimo, no singular izquierdo y tal que rR tiene
dimension uniforme finita. Si x € R es regular izquierdo, entonces x es reqular y ademds
Rx C R.

es
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Demostracion. Como x € R es reqular izquierdo, entonces el R-morfismo

(L-x): R— Rx

r—> rx
es inyectivo, por lo que (_- x) es un isomorfismo entre R y Rx. Por lo tanto
u.dim(R) = u.dim(Rx).

lo cual a su vez implica que Rx C R.
Por otra parte, si tomamos y € r.ann(x), entonces rxy = 0 para cualquier r € R.
Dicho de otro modo
Rx Cc Ry (Rx)y =0,

por lo que y € Z(R) = 0. En conclusidn, r.ann(x) = 0.

.. r es regular. [

Notemos que si M es un R-moédulo tal que N C M y x € M, entonces
(N:x)={reR|rxe N} CR.

Esto de debe a que si tenemos / < R distinto de cero, entonces pueden darse dos distintos
casos para Ix < M.
Si Ix = 0, entonces todo elemento a € / satisface ax = 0 € N. Por lo tanto, / < (N : x)
y entonces
INN:x)=1+#0.

Por otra parte, st Ix # 0, entonces Ix N N # 0 debido a que N es esencial en M. Asi
que existe a € [ tal que a # 0 y ax € N, es decir que

IN(N:x)#0.

Esto concluye la demostracion de que el ideal (N : x) es esencial en R. Usaremos esta

afirmacion para demostrar la siguiente proposicion.

Proposicion 2.27. Sea R un anillo semiprimo, no singular izquierdo y tal que rR tiene

dimension uniforme finita. Si RrE < grR, entonces:

1. E tiene un elemento x tal que l.ann(x)N E = 0.
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2. E C R si y sdlo si existe x € E regular en R.

Demostracion. Para demostrar el primer inciso, notemos que E = 0 satisface
L.ann(0)N E =0.

St E # 0, vamos a considerar el caso en el que E es uniforme y posteriormente lo

utilizaremos para demostrar el caso en que E no es uniforme.

Supongamos que E es uniforme. Notemos que E # 0 implica £2 # 0 porque R es
semiprimo, de modo que existen x,y € E tales que xy # 0. St A = Lann(y) N E # 0,

entonces A C E debido a que E es uniforme, lo cual a su vez implica que
(A:x)={reR|rxe A} CR.
Por otra parte, (A: x)xy = 0 pues si tenemos r € (A : x), entonces
rx € A< Lann(y),

de donde se sigue que rxy = 0 para cualquier r € (A : x). En consecuencia obtenemos
las contenciones (A : x) < L.ann(xy) < R, ast que podemos utilizar el hecho de que (A: x)

( ) es

Sin embargo, esto implica que xy € Z(R), pertenencia que genera una contradiccion

debido a que xy # 0 y Z(R) = 0.

.. St E es uniforme, entonces L.ann(y) N E = 0.

Para el caso general, notemos que RE < gR tiene dimensién uniforme finita, de modo
que contiene un ideal uniforme U; < E. Ya vimos que, bajo esta circunstancia, existe

a, € Uy tal que Lann(ay) N Uy = 0.

Si ocurriera que L.ann(a;) N E # 0, entonces existirtan un ideal uniforme
U, < lann(aq)NE

y un elemento a, € U, tal que l.ann(a;) N U, = 0. Notemos que los ideales Raq y
Ra, son distintos de cero puesto que ay,a; # 0 y veamos que la suma de Ray, Ras,

e | = L.ann(aq) N l.ann(ay) N E es directa. Por construccién, se dan las contenciones
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Ray < Uy, Ra; < U, < Lann(ay) e | < L.ann(ay) N l.ann(a;) ast que
Ra,n I < lann(a))NU, =0 y RayN(Ra, @) < Uynlann(ay) =0.

Por lo tanto, obtenemos Ra1 ® Ra, ® I < E.

Si I # 0, continuamos con este procedimiento hasta encontrar k € Z* tal que
Lann(ai)N---Nlann(ax)NE =0.

La existencia del entero positivo k estd garantizada gracias a que la desigualdad con
cero para cada k € Z* implicaria que podemos hallar una suma de ideales distintos
de cero con k + 1 sumandos, lo cual contradice la hipétesis de que rR tiene dimension
uniforme finita.

Finalmente, definamos x = ZL a, € U@ - - @ U < E, de tal manera que la igualdad
l.ann(x) = Lann(aq) N ---N Lann(ag),

que se satisface debido a que la suma es directa, implica lo que buscabamos.
S lann(x)N E =0.

Ahora vamos a demostrar el inciso 2. Si E es esencial en R, en particular es distinto
de cero, por lo que podemos usar la primera parte de la proposicién para encontrar x € E
tal que
l.ann(x)N E = 0.

Sin embargo, esta igualdad implica l.ann(x) = 0 debido a que E es esencial en R. Ahora
estamos en condiciones de usar 2.26 para concluir que x es reqular.

Por otra parte, si x € E es reqgular, en particular es regular izquierdo. De esta manera,
Rx es esencial en R y ademds Rx < E < R.
L ECR O
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Capitulo 3

Modulos isosimples, isoartinianos e

lsonetertanos

3.1. Propiedades basicas

Definicién 3.1. Decimos que M # 0 es isosimple si M = N para todo N < M distinto de
cero.
Decimos que M es isoartiniano (respectivamente isoneteriano) si para cualquier ca-

dena descendente (resp. ascendente) de submoédulos de M
Mo > My > My > -

existe n € N tal que M, = M, para cada k > n.
Finalmente, diremos que un anillo R es isoartiniano izquierdo si gkR es isoartiniano.
Definimos andlogamente los conceptos de isoneteriano izquierdo e isosimple izquierdo

para el anillo R.

De esta definicidn, se sigue que si M es isosimple, entonces cada uno de los submo-
dulos distintos de cero de M también es isosimple.

Ademas, si N < M y M es isoartiniano, entonces N también es isoartiniano debido a
que toda cadena descendente no vacia de submédulos de N es una cadena descendente
no vacla de submddulos de M. El mismo argumento sirve para demostrar que st M es
isoneteriano, entonces todos sus submodulos también lo son.

Una ultima observacién antes de continuar es que, si existe un isomorfismo

/VI»L»/\/I',

47
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entonces cada N < M satisface N = ¢(N). Asi, si M’ es isoartiniano y
No>Ni >Ny > -+

es una cadena descendente de submddulos de M, obtenemos la cadena descendente de
submédulos de M’
®(No) > @(Nq) > o(N2) > - -

En consecuencia, existe n € N tal que ¢(N,) = ¢(N,) para cada k > n y, por lo tanto,
Nn ; (P(Nn) ; <P(NI<) g Nkr

es decir que M también es isoartiniano.
Anédlogamente obtenemos que si M’ es isoneteriano, entonces M es isoneteriano. Ade-

mas, st M’ es isosimple y N < M entonces
N =Ny EM =M,

por lo que la propiedad de ser isosimple también se conserva bajo isomorfismos.

Lema 3.2. Para todo M son equivalentes las siquientes afirmaciones:
1. M es isoartiniano.

2. Si F es una familia no vacia de submddulos de M, entonces existe N € F tal que
si K € F es tal que K < N, entonces K = N.

3. Si C es una cadena descendente no vacia de submddulos de M, entonces existe
N € C tal que si K € C es tal que K < N, entonces K = N.

Demostracién. Para demostrar que el inciso 1 implica el 2, tomemos una familia F # 0
de submddulos de M. Supongamos que M no satisface el inciso 2, de modo que podemos
encontrar Ny, N; € F tales que Ny < Ny pero Ny 22 Np.

Ya que M no satisface el inciso 2, entonces existe N, € F tal que N, < Ny y N, 2 N;.

Procediendo de esta manera, construimos la cadena descendente
No>Ni >Ny > -+

donde N1 2 N, para toda n € N, es decir que M no es isoartiniano. En conclusion, si

M es isoartiniano, entonces también satisface el segundo inciso.
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La implicacidn del segundo al tercer inciso es inmediata considerando que toda cadena
no vacia de submddulos de M es, en particular una familia no vacia de submédulos de M.

Finalmente, si M satisface el inciso 3 y
No>Ni >Ny >+

es una cadena descendente de submddulos de M, entonces existe un elemento N de la
cadena tal que K = N para todo K < N que también sea un elemento de la cadena. Sin

embargo, esto implica la existencia de n € N tal que
N,=NZ=K =N,

para todo k > n. Por lo tanto, M es isoartiniano. OJ

Este lema implica que, si M es isoartiniano, tenemos que la familia de submédulos de
M

A={N<M|N+0}+0

contiene un elemento N tal que N = K para todo K € A tal que K < N. Esto significa
N = K para todo K < N distinto de cero o, de manera mds concisa, N es isosimple.
En consecuencia, todo R-médulo isoartiniano distinto de cero contiene un submddulo
isosimple.

El lema puede reescribirse para obtener un resultado andlogo para R-mddulos isone-
terianos. De hecho, estas equivalencias implican que todo M # 0 isoneteriano contiene

un submddulo propio N tal que N = K si K > N.

Proposicion 3.3. Si S es isosimple, entonces S es ciclico, neteriano y uniforme.

Demostraciéon. Supongamos que S es isosimple. Ya que S es isomorfo a cualquiera de
sus submddulos distintos de cero, entonces S = Rs para todo s € S\ 0.

.. S es ciclico.

Por otra parte, si S # 0, todo submédulo S’ < S distinto de cero satisface S = S/, es
decir que todo submédulo de S es ciclico, en particular S’ es finitamente generado.

.. S es neteriano.

Ahora notemos que todo R-mddulo neteriano M # 0 contiene un submédulo uniforme

distinto de cero. La implicaciéon es inmediata si M es uniforme, por lo que asumiremos que



50 CAPI{TULO 3. MODULOS ISOSIMPLES, ISOARTINIANOS E ISONETERIANOS

no lo es, de manera que M contiene submddulos distintos de cero que no son esenciales.

De esta forma, el conjunto
X ={N < M| N es seudocomplemento de un submédulo distinto de cero en M}

es no vaclo, asi que podemos usar que M es neteriano para encontrar un elemento maximo
de X al que llamaremos N. Tomemos U < M seudocomplemento de N en M que contenga
al submddulo distinto de cero cuyo seudocomplemento es N. Afirmamos que U # 0 es
uniforme.

Sean U, K < Utalesque U #0y UNK =0.Stu" € UnN(N+K), entonces existen
ne Nyke K tales que u’ = n + k. Por lo tanto

n=k—u eNNK+U)<NNU=0,

por lo que U'N (N + K) = 0. Por la maximalidad de N en X y dado que N < N+ Ky
U’ # 0, concluimos que N = N + K, en particular K < N, es decir

K<NNnU=0.

Por lo tanto, U’ es esencial en U y U es uniforme, lo que concluye lo que queriamos ver.
Regresando al R-médulo isosimple S, sabemos que S contiene un submédulo S’ # 0

uniforme por ser neteriano. Asi, ya que S = S, concluimos que S también es uniforme. [

Para demostrar la siguiente proposicion, notemos que si D es un dominio entero y

x € D es tal que x # 0, entonces el epimorfismo

(L-x): D— Dx

d— dx

es biyectivo porque la igualdad dx = 0 se satisface si y sélo si d = 0.

Proposicion 3.4. Son equivalentes para un domino D:
1. D es isoartiniano izquierdo.
2. D es isosimple.

3. D es un dominio de ideales principales.
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Demostracion. Supongamos que D es isoartiniano izquierdo, por lo que existe S < D
isosimple. En consecuencia, para toda x € S distinta de cero tenemos los isomorfismos
S = Dx y Dx = D. Por lo tanto, D = S y, en particular, D es isosimple.

Reciprocamente, sean D isosimple y
h>h>h>---

una cadena descendente de ideales de D. Es claro que si /, = 0 para alguna n € N,

entonces

para cada k > n, lo cual implica el isomorfismo entre I e /,. Sin embargo, /, # 0 para
cada n, implica
I, Z2DZ .

En cualquiera de los dos casos, tenemos que la cadena se transforma en una cadena de
ideales isomorfos entre st después de una cantidad finita de elementos.

.. D es isoartiniano si y sélo si es isosimple.

Para terminar, demostraremos las equivalencias entre 2 y 3. Si D es isosimple e /| < D,
entonces | = 0 o | = Dx para cualquier x € I\ {0}. En particular, todo ideal de D es
ciclico, es decir que D es un dominio de ideales principales.

Por otro lado, si D es un dominio de ideales principales e / < D es distinto de cero,
tenemos que | = Dx para alguna x € I\ {0}. Ya que (_-x) € Homp(D, Dx) es un
isomorfismo, entonces | = Dx = D. Esto significa que D es isosimple.

.. D es isosimple si y sélo si D es dominio de ideales principales. [

Para el siguiente lema, usaremos el concepto de anillos Morita equivalentes y, en
particular que la reticula de submddulos de todo R-moédulo izquierdo M es isomorfa
a la reticula de submédulos del S-médulo izquierdo FM y que los funtores preservan
isomorfismos. La construccion de la teoria de Morita necesaria para demostrar el lema

puede encontrarse en el anexo.

Lema 3.5. Ser isoartiniano (resp. isoneteriano o isosimple) es una propiedad Morita in-

variante.

Demostracion. Haremos Gnicamente la demostracidn para médulos isoartinianos pues la

demostracién para moédulos isoneterianos y para médulos isosimples es andloga.
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Sean R y S anillos Morita equivalentes y

F: R-Mod — S-Mod
G: S-Mod — R-Mod

los funtores bajo los cuales las categorias R-Mod y S-Mod son equivalentes. Demostra-
remos que M € R-Mod es isoartiniano si y sdlo st FM € S-Mod es isoartiniano.
Supongamos que M es isoartiniano y que F # @ es una familia de submédulos de FM.

Si tomamos ik<py, el morfismo inclusion de K en M, entonces

A: L(M) —s L(FM)

Kr— /m(FiKS/\//)
es un isomorfismo de reticulas. De esta manera, el conjunto
G={K <M|AK)= N para alguna N € F}

es no vacio.

Ya que § # @ es un conjunto de submddulos de M y M es isoartiniano, entonces existe
K € § tal que todo K’ € G con K’ < K satisface el isomorfismo K’ = K.

Ademas, la pertenencia K € G significa que existe N € Ftal que N =A(K).SiN' € F
es tal que N’ < N, entonces existe K’ € G tal que A(K’) = N'. Debido a que A es un

isomorfismo de reticulas y A(K’) < A(K), entonces
K'<Ky K e9,

ast que existe un isomorfismo f € Homuy (K, K').

Como F preserva monomorfismos y epimorfismos, podemos afirmar que
Ffe Homs(FK, FK')
es un isomorfismo y que
Fikepy € Homs(FK, FM) y Figepy € Homs(FK', FM)
son monomorfismos. De esta manera

N = Im(Fiken) = FK = FK' S Im(Figrem) = N
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.. FM es isoartiniano.

Reciprocamente, si FM es isoartiniano y ¥ # @ es una familia de submédulos de M,
entonces

G={A\K)|KeTF}+0

es una familia de submédulos de FM. En consecuencia, existe K € J tal que
AK) = A(K)

para toda K’ € F que satisfaga A(K’) < A(K).
Asi, st K" € J es tal que K’ < K, usamos el hecho de que A es un isomorfismo de

reticulas para obtener A(K’) < A(K) y los isomorfismos
FK = Im(Fikepm) = NK) EANK') = Im(Fig=y) = FK.

Como G también preserva monomorfismos y epimorfismos y existe un isomorfismo natural

GF — 1r_pmod, €ntonces
KZGFK Z GFK' Z K'.

.. M es isoartiniano.

.. Ser isoartiniano es una propiedad Morita invariante. O

Teorema 3.6. Todo mddulo isoartiniano M contiene un submddulo esencial que es suma

de submddulos isosimples de M.

Demostracion. Sea § el conjunto de las familias independientes de submddulos isosimples
de M. Como M es isoartiniano, entonces contiene un submoédulo isosimple S, de forma
que {S} € 8.

Entonces tenemos que 8 # @ estd ordenado parcialmente por la inclusién de conjuntos.
Ademaés, si {F:}ic; C 8 es una cadena, entonces | J{F;}:c/ es una cota superior de la cadena
en 8. Para la demostracion de esta afirmacion, basta ver que | J{F:}ic; es una familia
independiente de submédulos isosimples de M pues es evidente que F; C | J{F:}ic/ para
cadaie l.

Por una parte, si S € | J{JF:}:ic), entonces existe i € | tal que S € F; y asit concluimos
que S es isosimple. Por otra parte, si tenemos S, S" € {F;}ic/ tales que S # S’, podemos

hallar i,j € [ tales que S € F;, y S’ € F;. Ya que {F;}ic/ es una cadena, tenemos que
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Fi € TJF;03F; C T, de manera que
S,S'eJ; obien 5,5 €7,

Asi, como J; y J; son familias independientes, concluimos que SNS’ = 0 por la desigual-
dad de S y S'. De este modo, {JF;};c/ tiene una cota superior en 8.
Usando el Lema de Zorn, podemos tomar & = {S;};c;, un elemento maximo de 8. Si

D.c; Si < M no es esencial en M, existiria N < M distinto de cero tal que

/\m@sl:o.

iel

Ya que N # 0 es isoartiniano por ser un submddulo de M, entonces contiene un submaddulo

S #+ 0 isosimple tal que

sn (@5,-) < NN (EBS[) ~0,

iel iel

de manera que
FCTFU{S} €S,

lo cual es una clara contradiccion a la maximalidad de F en 8.

. Existe @@,.; Si € M con cada S; < M isosimple. O

Notemos que el anillo de endomorfismos de un médulo isosimple es un dominio en-
tero. Esto se debe a que, si S es isosimple, todos sus submoddulos distintos de cero son

isomorfos a S. En particular, para cada S’ < S distinto de cero, existe un monomorfismo
S S,

es decir que S es un R-mddulo comprimible. Ademas, S es neteriano y, por lo tanto, tiene
dimensién de Krull. De este modo, S satisface las hipétesis de 2.15, y podemos concluir

que Endg(S) es un dominio entero.

Terminaremos esta seccidon con el siguiente lema.

Lema 3.7. Un producto directo de anillos R = [],., R es isoartiniano izquierdo si y sélo

iel
si | es finito y cada R; es isoartiniano izquierdo.
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Demostracion. Demostraremos que [ es finito por contrapuesta. Supongamos / = N y

To=[]R.

t>n

definamos

Veamos que {7,} es una familia de ideales de R tal que T, 2 T,, si n # m y que forman
la cadena descendente
o> >21,>---

Notemos que podemos considerar a cada T, y a cada R, como R-médulos izquierdos
usando como accidn la correspondiente restriccion del producto en R. Ahora consideremos

la familia de anuladores

L.ann(T,) :{(a,-) eER|Y(x)eT, ((a,-xl-) = O)}
={(a;) € R| VYt >n (a; € Lann(R))}

y la familia de monomorfismos n, € Homg(R,, R).

Si tomamos n < m y llamamos 1,, al neutro multiplicativo de R,, entonces n,(1,) es

tal que

’711(1 n)(Xt) = (Xn)

para todo (x¢) € R, es decir que n,(1,)(x¢) = 0 st y sdlo si x, = 0. En consecuencia,

na(1,) &€ L.ann(T,) pero n,(1,) € Lann(T,).

Ahora consideremos un morfismo arbitrario
f:T7,— T,
y (x¢) € T, tal que x, # 0, entonces n,(1,)(x¢t) = Nm(x,) # 0 pero f(x;) € T, implica
f(na(10)(x:)) = Na(10)f(x:) = 0,

es decir que no existe ningun monomorfismo de 7, a T, y, en consecuencia, no existe

ningun isomorfismo entre T, y T,

.. R no es isoartiniano.

Asi que podemos concluir que, en cualquiera de las dos implicaciones, / es finito. Ahora

procederemos a demostrar que R es isoartiniano si y sdlo si cada R; es isoartiniano.
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Comencemos suponiendo que R es isoartiniano y que
h>h>hL>---

es una una cadena descendente de ideales izquierdos de R; para j € / arbitraria. Notemos

que si (x;) € nj(/h4+1), entonces (x;) = n;(x) para alguna x € I,11 < I,, ast que (x;) € n;(/,),

es decir que obtenemos la siguiente cadena descendente de ideales izquierdos de R:

n;j(l) > nj(h) =2 nj(b) > ---

Ya que R es isoartiniano, existe n € N tal que n;(l) = n;(l,) para toda k > n.

Ademds, Iy = n;(lk) porque n; es monomorfismo. En consecuencia, st k > n tenemos

/n ; r’j(/n) ; r’j(/k) ; /I<~

.. Todo R; es isoartiniano izquierdo.

Reciprocamente, supongamos que R =[], R para alguna n € Z* y que cada R; es
isoartiniano. Sea
h>h>h>---

una cadena descendente de ideales izquierdos de R. Sabemos que cada /x es un producto

directo de ideales de los anillos R;, es decir que [, = |_|7:1 lik,iy con
Ry = nillk) < R R

Notemos también que el conjunto {/}«en forma una cadena descendente de ideales de
Ri, pues si x € ly41,y, entonces existe (x¢) € i1 < I tal que n(1;)(x;) = x, por lo que
X € lk,yp- En resumen,

oy = 1y > loy = -

es una cadena descendente de ideales izquierdos de R; para cada i € {1, ..., n}.

Como cada R; es un anillo isoartiniano izquierdo, existen my,...,m, € N tales que

lik.i = lim,y para cada k > m; Sea m = max{my,...,m,} y notemos que, si k > m
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entonces existe una familia de isomorfismos @; € Homg (lm,iy, [k,y)- Ast que

@ |_|l(m,l) - |_| l(k,i)
i=1 i=1
(x;) — (‘Pi(Xi))

es un isomorfismo de 1, = [ lmy @ I = [ 1724 lik.0)-

.. R es isoartiniano izquierdo. [

3.2. Anillos semiprimos e isoartinianos izquierdos

Lema 3.8. Sea R isoartiniano izquierdo, entonces R es semiprimo si y sélo si la inter-

seccion de los anuladores de los R-mddulos isosimples es cero.

Demostracion. Sea R semiprimo e isoartiniano izquierdo. Si
| = m{ann(RM) < R | RM es isosimple} # 0,

entonces existe RS < g/ isosimple debido a que r/ < gR es isoartiniano. De esta manera,

tenemos que
rS < ﬂ{ann(Rl\/l) < R | gkM es isosimple} < ann(gS)

es decir que S? = 0. Pero el hecho de que R sea semiprimo implica que S = 0, lo cual es
una contradiccion a que rS sea isosimple.
S 1=0.

Ahora supongamos que | = 0 y que R es isoartiniano izquierdo y tomemos K < R tal
que K? = 0. Vamos a demostrar que K = 0.
Sea S un R-mddulo izquierdo isosimple. Si KS # 0, entonces S = KS < S bajo un

isomorfismo ¢ € Homg(S, KS). Definimos

Y: KS — K°S
Z kis; — Z kip(si) = ‘P( Z kisi)

que es un monomorfismo debido a que ¢ también lo es. Ademas, si tomamos la suma

Y kix; € K2S con k; € K y x; € KS, entonces existe s; € S tal que ¢(s;) = x; para cada

Z kix; = Z kip(s;) = L/J(Z kisi).

i; es decir que
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c W € Homp(KS, K?S) es isomorfismo.

Recordando que K? = 0, obtenemos que S = 0 mediante los isomorfismos
SEKSEK!’S=0.

Pero esto no es posible porque S es isosimple, ast que debe ocurrir que KS # 0. Y como

esto ocurre para cualquier ideal isosimple izquierdo, entonces
K < ﬂ{ann(/\/l) < R |gr M es isosimple} = 0.

.. R es semiprimo. n

Sean I < R y x € I; consideremos el morfismo

(_-x): l— Ix

ar—— ax

Ya que Im(_-x) = Ix y que Ker(_-x) = (0:x)N/, entonces Ix = 'fo-xni Usaremos este

isomorfismo para demostrar el siguiente lema.

Lema 3.9. Todo anillo semiprimo e isoartiniano izquierdo es no singular izquierdo.

Demostracion. Supongamos que Z(gR) # 0. Como Z(rR) < R y R es isoartiniano izquier-

do, entonces Z(rR) es isoartiniano, ast que contiene un ideal isosimple gS.

Como S es isosimple y R es semiprimo, tenemos que S? # 0. Asi, existe s € S tal que

Ss # 0, de modo que obtenemos los isomorfismos
SZ=Ss=5/0:9ns,

por lo que podemos tomar el isomorfismo ¢ € Homg(°/0:s)ns, S).

Obtenemos el diagrama
P s ¢
S — Sfo:9ns »—» S

donde p es el epimorfismo natural. La composicion ¢p € Endgr(S) es un epimorfismo

pero, como S es neteriano por ser isosimple, esto implica que @p es un isomorfismo. Sin
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embargo, esto sélo es posible si p es un monomorfismo ast que

x€(0:5NS & p(x)=x+((0:5)NS) =0

— x = 0.

Por lo tanto, (0 : s) NS = 0. Pero esta ultima igualdad no es posible porque S # 0
por ser isosimple y (0 : s) C R, debido a que s € RS < Z(rR). Ya que la contradiccion
proviene de suponer que Z(grR) # 0, entonces hemos terminado.

. Z(rR) = 0. O

Sea RS < RR un ideal isosimple de R. Definamos

Is=Y {rl<rR|IZS}

y notemos que /s es un ideal izquierdo de R por ser suma de ideales izquierdos de R.
De hecho, Is es una suma de ideales isosimples izquierdos de R debido a que todos los
sumandos son isomorfos a S. El siguiente lema nos dara una condiciéon suficiente para

que /s sea un ideal bilateral de R.

Lema 3.10. Sean R un anillo no singular izquierdo y S < gR isosimple. Entonces Is es

un ideal bilateral de R.

Demostracién. Vamos a demostrar que para cualesquiera x € Re /| < Rtal que | = S se
cumple que el ideal izquierdo /x < R estd contenido en /s. La contencién es inmediata
cuando /x = 0, asi que supondremos que /x # 0.

En primer lugar, notemos que (0 : x) N/ # 0 implica que (0: x) N/ C | debido a que /

es uniforme por ser un ideal isosimple de R. Por lo tanto, si a € /, entonces
A=(0:x)nl:a)={reR|rac(0:x)NnI} CR.

Pero r € Asiysélosiraelyr(ax) =0, es decir que A< (0: ax) o, equivalentemente,
Alax) =0 con AC R.

Sabemos que lo ultimo implica que ax € Z(R) y, ya que R es no singular, entonces
ax = 0 para todo a € I. Asl que Ix = 0, lo cual es una contradiccidon a lo que habiamos
supuesto inicialmente.

Asi, (0:x)NI1=0e Ix ='fo:xni. En consecuencia, Ix = | = S, es decir que Ix es un
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ideal isosimple izquierdo de R y entonces
1<) {ISR[IZS}=1s

En conclusién, para cada x € Ry )_a; € Is, obtenemos

(Z a[-) X = Zcux e Is,

por lo que /s es un ideal derecho de R. Sélo faltaria demostrar que, para toda r,s € R y
a € Is se satisface la igualdad r(as) = (ra)s, pero esto se sigue de la asociatividad del
producto en R.

o s < RRg. O

Lema 3.11. Todo anillo semiprimo e isoartiniano izquierdo satisface CCA en anuladores.

Demostracion. Sea R un anillo semiprimo e isoartiniano izquierdo y tomemos una cadena

ascendente de anuladores de R
A< A LA,
de modo que también tenemos la cadena descendente de ideales
ann(A1) > ann(Ay) > ann(As) > ---

Como R es isoartiniano izquierdo y cada ann(A;) es un ideal bilateral de R, entonces
existe n € N tal que ann(A,) = ann(As) para toda k > n.

Veamos que A, = Ai si kK > n. Sabemos que cada A; es el anulador de un ideal de R,
digamos A; = ann(B;) para B; < R. As{, para cada b € B, se satisface la igualdad A,b = 0.
Por otra parte, conocemos la existencia de un isomorfismo ¢ € HomR(ann(Ak), ann(An)),

de modo que existe b’ € ann(Ax) tal que b = ¢(b’). En consecuencia,
ab =ap(b)=¢@(ab’)=0

para cualquier a € A, es decir que b € ann(Ax). Por lo tanto, B, < ann(Ag).

Se sigue que B,Ar = 0, de donde inferimos que A¢ < ann(B,) = A,. Ademas, por
hipotesis, sabemos que A, < Ai. Por lo que podemos concluir la igualdad A, = Ax para

cualquier k > n.
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. R satisface ACC en anuladores. O

Para los ultimos resultados, vamos a trabajar con un anillo R semiprimo e isoartiniano
izquierdo. En primer lugar, veremos que si tomamos S, S’ < R isosimples y no isomorfos
entre si, entonces /slss = 0.

Comencemos notando que SS’ # 0 pues, en caso contrario, podriamos hallar s" € S’
tal que Ss’ #+ 0. Sin embargo, bajo esta suposicién, tenemos que Ss’ = S’ debido a que
Ss" < S'"y aque S es isosimple. Por otro lado, sabemos que R es no singular gracias
a 3.9, ast que tenemos todas las hipdtesis de 3.10. En la demostracion de este ultimo
lema, vimos que Ss’ < s, de manera que también tenemos el isomorfismo Ss’ = S. En
conclusién S = S, lo cual contradice la suposicién inicial.

Ast que SS’ = 0 para cualesquiera ideales isosimples S y S’ no isomorfos entre si. Si

tomamos x € Isls, entonces x es una suma finita de la forma
X = E ab; con a, €l =S y beJES.

Como / 2 J, entonces a;b; = 0 para cada i, por lo que podemos concluir que x = 0 para
cada x € Isls/, es decir
Islss = 0.

Otra propiedad importante que satisface R es el hecho de que,si Sy, ..., S, son ideales
isosimples, entonces Y i, Is, es directa. Sin pérdida de generalidad, demostraremos que

N£/51ﬂ(/52+-"+/5”):0.

Notemos que si la igualdad no se da, entonces 0 # N < zR contiene un ideal isosimple
S/
Por un lado, S' < Is, y S’ < Is. St " 2 54, entonces

(S')? < Is,ls =0,

de manera que S’ = 0 porque R es semiprimo. Esto contradice el hecho de que S’ < N
sea isosimple, asi que debemos concluir que S’ = S;.
Por otra parte, S’ < Is, + --- + Is, ast que, st S’ no es isomorfo a ninglin S; con

i € {2,...,n}, entonces

(S <(Is, +---Is)ls = Is,lss 4+ - -+ Is s = 0.
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Ya que otra vez llegamos a una contradiccién, entonces tenemos que S’ = S; para alguna
ie{2,.,n}

Sin embargo, ahora tenemos otra contradiccién, a saber:
SS=SES, con i #1.

Como este ultimo absurdo proviene de suponer N # 0, entonces s6lo nos queda admitir

que N =0y que, en consecuencia, tenemos la suma directa finita
/51 D P /5”-

Finalmente, demostramos en 3.11 que todo anillo R semiprimo e isoartiniano izquierdo
satisface CCA en anuladores. Pero esto es equivalente a que gRr tenga dimensidn uni-
forme finita (2.24). Asl que podemos concluir que existe una cantidad finita de ideales /s
y, por lo tanto, también hay una cantidad finita de ideales isosimples salvo isomorfismo.

Para el proximo teorema, necesitamos tener en cuenta la siguiente definicion.

Definicion 3.12. Decimos que R es un anillo de Goldie izquierdo si satisface CCA en

anuladores izquierdos y si gR tiene dimensidn uniforme finita.

Teorema 3.13. Sea R un anillo semiprimo e isoartiniano izquierdo. Las siguientes afir-

maciones son equivalentes:
1. R es neteriano izquierdo.
2. R es un anillo de Goldie izquierdo.
3. rR tiene dimension uniforme finita.
4. Si S < rR es isosimple, entonces existe x € Is tal que (0: x)NIs = 0.

5. Si S < grR es isosimple, entonces Is es suma directa finita de ideales isosimples

izquierdos de R.
0. RR es suma directa finita de ideales isosimples izquierdos.
Demostracion. Demostraremos, en primer lugar, las equivalencias de las cuatro primeras

afirmaciones. Posteriormente, demostraremos que éstas son equivalentes al quinto inciso

y finalizaremos demostrando la equivalencia con el inciso 6.
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Supongamos que R es neteriano izquierdo, es decir que R satisface CCA en ideales
izquierdos. En consecuencia, para toda suma directa de ideales izquierdos @,/ < R,

podemos construir la cadena ascendente
h<hoh<h®h®dh<- -

que se estaciona en un término n € Z*, esto es que P, I = @L l; para toda k > n.
Pero dicha igualdad sélo puede ocurrir si Iy = 0 para cada k > n, por lo que la suma
directa sdlo tiene n € Z* sumandos distintos de cero. Por lo tanto, R tiene dimensidn
uniforme finita.

Por otra parte, todo anulador izquierdo en R es un anulador bilateral porque R es
semiprimo as{ que R satisface CCA en anuladores izquierdos.

.. R es anillo de Goldie izquierdo.

La implicacién de 2 a 3 es inmediata pues, por defiinicion, un anillo de Goldie izquierdo
tiene dimensidn uniforme finita como R-médulo izquierdo.

.. RR tiene dimension uniforme finita.

Si R es semiprimo, no singular y tal que gR tiene dimensién uniforme finita, entonces
2.27 asegura que todo ideal bilateral E < R tiene un elemento x tal que (0: x)N E = 0.
En particular, si tomamos E = Is, obtenemos la afirmacién 4.

.. Existe x € Is tal que (0 : x)N /s = 0.

Ahora veremos que 4 implica 1. Para esto, utilizaremos el hecho de que R tiene una
cantidad finita de ideales isosimples salvo isomorfismos, digamos Sy, ..., S,. Gracias al

inciso 4, sabemos que para cada i, existe x; € Is, tal que (0 : x;)N /s, = 0, asi que definimos
X=Xx1+ -+ X,

Debido a que la suma de los ideales /s, es directa, entonces

n

(0:x)=()0:x)

i=1

Ademas, si (0 : x) # 0, podriamos tomar S < (0 : x) isosimple. Como Sy,...S, son todos
los ideales isosimples de R salvo isomorfismos, entonces S es isomorfo a algun S;. En

consecuencia,

S<|[)O0:x)| nis <(0:x)N s =0,
i=1
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lo cual contradice el hecho de que S es isosimple. Por lo tanto, (0 : x) = 0.

Esta dltima igualdad implica que (_- x) € Homg(R, Rx) es un isomorfismo, de ma-
nera que rR = rRx. Ademds con el mismo argumento tenemos que g7 = z(Tx) para
T =6 ,1s, <rR y r(Tx) < grRx. Prosiguiendo de este modo, obtenemos la cadena

descendente de ideales izquierdos
RR > T > r(Rx) > r(Tx) > r(Rx%) > (TXx?) > - --

Observemos que la igualdad (0 : x) = 0 implica que

(L-x): Ix" — Ix™!
es un isomorfismo para cualesquiera g/ < gR y n € Z*. Luego, debido a que R es

isoartiniano izquierdo, existe n € Z* tal que Rx" = Tx" y entonces
RT ; RTX” ; RRX” ; RR
Entonces tenemos que T = gR y que
T=ls®  ®ls, = Z{RS <gr R |r S es isosimple},
ast que concluimos que R también es suma de ideales isosimples izquierdos, digamos

R = ZRSj < Z{RS < gR | RS es isosimple} = T < R.
jel
Por lo tanto, R =T.
De hecho, dado que 1 = Zfﬂ s; para alguna k € Z* y algunos s; € S;, entonces R
es una suma finita de ideales isosimples izquierdos. Y, puesto que cada S; es neteriano
izquierdo, entonces R = Zfﬂ S; es neteriano izquierdo.

. rRR es neteriano.

Ahora vamos a demostrar que las afirmaciones equivalentes 1 y 3 implican la 5. En
primer lugar, recordemos que como g R es isoartiniano, entonces contiene un ideal g/ < gR
esencial en R que es suma directa de ideales isosimples. Asi, por 2.27, existe x € I reqular
en R.

De manera andloga a la demostracidon de la implicacion anterior, existen tanto una
cadena descendente

R>1>Rx>Ix>Rx*>Ix*> -+
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como n € Z* tales que Rx" = Ix". Como x es regular, entonces R =1 y, por lo tanto, R
es una suma directa de ideales isosimples izquierdos. Sin embargo, R R tiene dimension
uniforme finita, por lo que toda suma directa de ideales izquierdos de R es finita, es decir

que existe m € N tal que
m
R=D7,
j=1

para Ty,..., T, ideales isosimples izquierdos de R.

Notemos que, para cualquier j € {1,..,m}, T, = S; para alguna i € {1,..,n} debido a

que Sy, ..., S, son todos los ideales isosimples de R salvo isomorfismos. En consecuencia,

> AT =S} <Is,

ast que veremos la otra contencion para obtener la igualdad de ambos conjuntos. Para

simplificar la notacién, sélo demostraremos la contencion para i = 1.
Si x € I1 € R, entonces x se escribe de manera Uinica como suma finita de elementos
de los ideales 7T}, es decir

X=tH+ -+t

Pero si T; = S,, entonces tie I; < s, de forma que podemos reescribir la suma anterior
como

X=a1+---+a,

donde cada a; es la suma de los elementos t; tales que T = S,, por lo cual a; € Is,. Sin
embargo, x también se escribe de manera Gnica como suma de elementos de los ideales
Is, como

x=x+0+4+---40,

por lo que a; = 0 si i # 1. Puesto que la suma de los ideales T; es directa, eso significa

que cada t; = 0 siempre que T; 2 S;. Concluimos que Is, < {T; | T, = S$;} y entonces
Iss =) {T;| T, =S}

Finalmente, como sdlo existe una cantidad finita de ideales T}, entonces cada uno de

~

los conjuntos {7, | T, = S;} también es finito, que es justo lo que queriamos demostrar.

.. Cada Is, es una suma directa finita de ideales isosimples izquierdos de R.

Para terminar de demostrar la equivalencia de 4 con los incisos anteriores, veremos

que si R satisface 4, entonces gR tiene dimensidn uniforma finita. Nuevamente utili-
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zaremos el hecho de que hay un conjunto finito de ideales isosimples izquierdos salvo
isomorfismos Sy, ..., S, y un ideal esencial en R que es suma directa de ideales isosimples,
digamos
I, CR
jel -

Como tenemos la siguiente cadena de contenciones

@ T; < Z{S < R| S es isosimple} = @/5,- <R,
=1

jel

n
entonces P;_; Is, C R.
Por hipdtesis sabemos que cada /s, es una suma directa finita de ideales isosimples

izquierdos, es decir que existen Ty, ..., T, < R isosimples y tales que
he---el,CR

Ya que cada 7; es uniforme por ser isosimple, tenemos una suma finita de ideales uniformes
esencial en R, lo cual implica que toda suma directa de ideales izquierdos distintos de
cero es finita.

.. rR tiene dimension uniforme finita.

Ahora sélo resta demostrar que las primeras cinco afirmaciones son equivalentes a la
sexta. Para comenzar, si suponemos que R satisface 4 y 5, entonces R = @P;_, Is, y cada
Is, es una suma finita de ideales isosimples. Asi, R = @;’:1 T; para T; isosimples.

.. R es una suma finita de ideales isosimples izquierdos.

DA - - H _ m
Por otra parte, si R = P,

una suma finita de ideales neterianos izquierdos.

T; con cada T; < R isosimple izquierdo, entonces R es

.. R es neteriano izquierdo. [

Proposicion 3.14. Sea R + 0. Entonces
9: Myun(Endg(R)) — Endg(R™)

donde U(f;;) se define mediante la regla de correspondencia

Of) ) = m | Y fuymx) |+ 400 | 3 Fajm(x)
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es un isomorfismo de anillos.

Demostracién. Sea x € R". Notemos que 9(f;;) estd bien definido debido a que 7i(x) € R
implica f;;7t;(x) € R. De esta forma, para cada j € {1, ..., n}, tenemos ) _[_, f;jm(x) € R y,
en consecuencia

= Z n; (Z fUJTj(X)> S /'-\)(”).
i=1 j=1

Ademas, como i, f;; y n; son R-morfismos, entonces

O((fy) + (9))(x) =>_ i (Z fij + gi)7Ti(x ) Zm (Zn,ﬂ, X) + gj7i(x ))

i—1 =1
RS

i=1 j=1 i=1 J=1
=0(fy)(x) + 9(g4)(x)

O((fy) + (g4)) = O(fy) + O(gy).

n

((flj) U) (Zflk_/kj) - Z”i (
J

1

—Zm (Z Fir (Z g1 7T(x) )) = Zm ( ik 7T i ( gkjﬂ,-(X)))
i=1 k=1 j=1

=Zm (Z fis 7T (Z N ( gijTj(X)> > = Z (thk/lk J/q )))
i=1 k=1 j=1 i=1

k=1

:ﬁ(fu<)(l9(g/<j)(x))

19((fij)(gij)) = 19(fij)l9(§/ij)-
Finalmente, debido a que (/,);; = 1 siy solo sii = jy (/,);j = 0 en cualquier otro caso.
Entonces

‘9(//7)()() = Z ni (Z(/n)uﬁj(X)> = Z n; (JTj(X)) =X
=1 j=1 i=1

.U es un morfismo de anillos.
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De hecho, 9 es un monomorfismo debido a que la igualdad O(f;;) = 0 ocurre si para
todo x € R" se cumple que 9(f;j)(x) = 0, es decir que cada I‘][((f,'j)X) = 0 para cada i. En
particular, si e, € R es tal que

1 sij=k
J—lj(ek) = .
0 sij#k
entonces, para toda i € {1,..., n}, se satisface

0=> fymled) = fy(1).
j=1
Es decir que toda f;; es la funcién cero y, por lo tanto, (f;;) = 0.

Mas alin, si f € E/?C/R(R(”)), entonces podemos escribir f(e;) € R™ como

n
flej) = Zm(aw)) para algunos a; € R,
i=1

de manera que definimos f;j(m) = ma;; € R para cada m € R. Ya que cada x € R™ es

. _ n _ n _
de la forma x =}, n;j(x;) = 3_;_; x;e; para algunos x; € R, entonces

n n n n
= Z ni(xjag;) = Z nifij(x;) Z n; Z fijmi(x)
i=1 i=1 i=1 =1
j=1 J=1
es decir que f = 9(f;).
. ¥ es un isomorfismo de anillos. OJ

Teorema 3.15. Un anillo R es semiprimo, isoartiniano izquierdo y neteriano izquierdo si
y solo si R es un producto directo finito de anillos de matrices sobre dominios de ideales

principales.

Demostracion. En primer lugar, veamos que Homg(S, T) =0si S y T son ideales isosim-

ples izquierdos de R no isomorfos entre si. Sea f € Homg(S, T), st Ker(f) = 0, entonces
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Im(f) #+ 0 debido a que S # 0. Por lo tanto,
T = Im(f) = Slkerty = Sh = S,

lo cual habiamos supuesto falso, ast que Ker(f) # 0.
La desigualdad implica que

Ker(f)c S

porque S es un ideal uniforme de R, asi que S/ker(f) es un ideal singular de R, es decir
que Z(°/ker(n) = S/ker(). Ademas, Z(T) = 0 debido a que g7 < gR y gR es no singular.

Sabemos que el diagrama

SlKker(f) 7

g

Z(Skertn) »-2s Z(T)

conmuta y que ¢| es un monomorfismo, asi que
SIker(fy = Z(°[ker(n) = 0.

Pero esta ultima igualdad implica que S = Ker(f), es decir que f = 0.

S.Homg(S5, T)=0

Ahora veremos que Homg(ls,, Is) = 0 si i # j. Gracias al teorema anterior, sabemos
que
Iss= Tin®---® Iimy e /Sj =Tjny@® & T(Lmj)
para mi, m; € Z* y r ik, rTji) < rR ideales isosimples izquierdos tales que T; =S,
y T = Sy
Si tomamos f € Homg(ls,, Is;), podemos hacer la siguiente composicion para cuales-

quierare {1,...m}yse{l, .., m}

mj TT(j,s)

N(i,r) ; f
T = DLy Ty — DLy Ty — Tijs)-

Ast, 715Ny € Homg(T s, Tjs)) = 0. En consecuencia, todo x = )", X € Is, satis-
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face

Gos) F i) (X(i,,—)) =0,

I
3
)
[
L
~
—
M=
S
S
—
=
N
S —
Il
3
<
3
)

por lo que f = 0.

. La suma Endg(ls,) + --- + Endg(ls,) es directa.

Por otra parte, el hecho de que /s, sea una suma directa de ideales isomorfos a S;
implica la existencia de isomorfismos ¢, € HomR(T(l-J),S[) para cada j € {1,...,m;}.

Definamos @ € Hompg(ls, S™) como
m;

e _t]=2_ait)
j=1 j=1

y notemos ¢ es un isomorfismo.
Si cp( Z}; tj) = 0, entonces @;(t;) = 0y, en consecuencia, t; = 0 para cada j, de modo
m; _ ; . (my) 5 .
que Zj:’1 ti = 0. Ademads, si (x;) € S;", entonces para cada x; € S; existe t; € T tal

que @;(t;) = x;, es decir que

Gracias a la proposicion anterior, tenemos los isomorfismos
~ emp ~
/51 = S[ = Mnnxnn(EndR(Si)):
de forma que

R=1s @ - @ls, = My o (Endr(51) @ - ® My, (Endr(Sn)).

Para terminar, recordemos que ya habiamos visto que el anillo de endomorfismos de
cualquier modulo isosimple es, de hecho, un dominio, asi que sélo resta ver que los ideales

de Endg(S;) son principales. Para simplificar la notacion, tomaremos

R ; Mm1><m1(D1) XX Mm,,xm”(Dn)
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con cada D; un dominio entero. Sabemos que gR es isoartiniano, luego cada /\/Imj.x,,,].(Dj)
también es isoartiniano, como ya habtamos visto en 3.7. Finalmente, como ser isoartiniano
es una propiedad Morita invariante, tenemos que cada D; también es isoartiniano y, por
3.4, cada D; es un dominio de ideales principales.

SR E My wm (Dy) X -+« X My wm, (D,) donde cada D; es un DIP.

Ahora supongamos que
I'? ; Mm1><m1(D1) X - X Mm,,xm”(Dn)

donde D; es un dominio de ideales principales o, equivalentemente, D; es isoartiniano
izquierdo. Ya que todo ideal izquierdo de D; es finitamente generado, entonces D; también
es neteriano izquierdo.

Sabemos que las propiedades de ser isoartiniano izquierdo y neteriano izquierdo son
Morita invariantes y que también se conservan bajo productos directos finitos, asi que
llegamos a que cada M, «m.(D;) es isoartiniano izquierdo y neteriano izquierdo y, en
consecuencia, R es un anillo isoartiniano izquierdo y neteriano izquierdo.

Solamente resta ver que R es semiprimo. Para esto, demostraremos que cada M, (D)
es semiprimo para cualesquiera m € Z* y D dominio entero. Usaremos la caracterizacion
que relaciona los ideales semiprimos con los m-sistemas.

Sea (a;) € Muyxm(D) distinta de la matriz cero, es decir que existen al menos dos

elementos r,s € {1,..., m} tales que a,s # 0. Definimos (e;;) € My xn(D) como

1 sii=syj=r

0 sii#Fsoj#r

eij =

De manera que, si (x;;) € Muxm(D) es tal que (x;;) = (a;;)(ei)(ai;), entonces

m

_ _ _ 2
Xrs = E arelis = dps - 1-as = ay,
(=1

k=1
y a’ # 0 se sigue de que a,s # 0 es un elemento del dominio D. En conclusién, (x;;) # 0
por lo que M,.(D) \ 0 es un n-sistema o, equivalentemente, 0 < M,,xn(D) es un ideal
semtiprimo.
Entonces tenemos que cada M, «m,(D;) es un anillo semiprimo y, por lo tanto, el
producto directo de estos anillos y R también son anillos semiprimos.

.. R es semiprimo, isoartiniano izquierdo y neteriano izquierdo. 0
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Apéndice
Equivalencias de Morita

Para una categoria C, denotaremos por Obj(C) a la colecciéon de objetos de la categoria y
por C(A, B) al conjunto de morfismos entre los objetos Ay B. Si C y D son dos categorias
yfF:C —- Dy G:D — C son dos funtores tales que existe un isomorfismo natural
n={na: FA— GA| A& Obj(C)} con el que el diagrama

FA -2 FB

m| |

aa -2 6B

conmuta para cualesquiera A, B € Obj(C) y f € C(A, B), entonces escribiremos F = G.

Asi, las categorias C y D son equivalentes si existen dos funtores
F:C—D y G:D—C

tales que GF =10y FG = 1p.

Algunas propiedades de la categoria R-Mod

Para cada anillo asociativo con elemento unitario, definimos la categoria R-Mod cuyos
objetos son los R-médulos izquierdos y cuyos morfismos son los R-morfismos. Notemos

que, de esta manera, la categoria R-Mod satisface la siguiente definicion.

Definicion A.1. Sea C una categoria. Decimos que C es preaditiva si C(A, B) es un grupo

abeliano para cualesquiera A, B € Obj(C) y la composicién de morfismos es bilinear.

73
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Dada una coleccidn de objetos {A;}ic/ de la categoria C, un producto de la familia es
un objeto A junto con una coleccién de morfismos {m;: A — A;}ic; que satisfacen, para
cualquier X € Obj(C) y cualquier familia {f;: X — A;}ic/, que existe un Gnico morfismo

f: X - Atal que mi;f = f; para cada i € .

AT A

0
f

X

Andlogamente, un coproducto de una familia de objetos {B;}:c; es un objeto B junto
con una coleccién de morfismos {i;: B; — B}c tal que, para toda familia {g;: Bi = Y}ic

existe un Unico morfismo g: B — Y tal que el siguiente diagrama conmuta:

Bi—.> B
19

gi 3

Y

Por otro lado, decimos que f: A — B es el morfismo cero si satisface simultdneamente
las igualdades fg, = fg,, para cualesquiera g1,g, € C(B,Y), y hyf = h,f, para cuales-
quiera hqy, h, € C(X, A). Si C es una categoria en la que cada conjunto C(A, B) tiene un
morfismo cero, denotaremos a éste por 0: A — B.

Un nlcleo de f € C(A, B) es un objeto Ker(f) = K junto con un morfismo ker(f) =

k: K — A que satisfacen:
1. fk =0;
2. st & X — A satisface & = 0, entonces existe un tnico y: X — K tal que & = ky.

Dualmente, definimos el contcleo de f: A — B como un objeto Coker(f) = T junto con

el morfismo coker(f) = t: B — T que satisfacen:
1. ©f =0;

2. si & B — Y satisface &f = 0, entonces exite un tnico y: T — Y tal que & = yt.

Definicion A.2. Decimos que C es una cateogoria abeliana si satisface las siguientes
propiedades:

1. C es preaditiva;

2. toda familia finita de objetos tiene producto;

3. todo morfismo tiene nucleo y contcleo;
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4. f: Coker(ker(f)) = Ker(coker(f)) es un isomorfismo para toda flecha f.

Puesto que el producto categérico coincide con el producto directo en R-Mod, toda
familia finita de R-médulos {M;}/_, tiene un producto categérico dado por el R-médulo
[T M y la familia de R-morfismos {7; € Homg([]_; Mi, M))}]_;.

Por otra parte, el nicleo de f € Homg(M, N) es el R-mdédulo Ker(f) junto con la
inclusion i € Homg(Ker(f), M). Es clara la igualdad fi = 0 y ademas, si & € Homg(X, M)

es tal que f& = 0, entonces Im(&) < Ker(f), asi que podemos considerar la correstriccidn
Z|fehe Homp(X, Ker(f))

que satisface & = i& |Ke"(, La unicidad de & |<¢") se sigue del hecho de que la igualdad
& = ig para alguna g € Homg(X, Ker(f)) implica que g(x) = ig(x) = &(x) para cada
x € X. Esto demuestra que todo R-morfismo tiene ntcleo.

Analogamente, para f € Homg(M, N), consideramos el R-mddulo N/im(r) y el epimor-
fismo natural p € Homg(N, Niimin) que satisface pf = 0. St & € Homg(N, Y) es tal que

&f =0, entonces Im(f) < Ker(<). Consideramos la asignacion

y: Niiminy — Y

n+ Im(f) — &(n)

que esta bien definida como funcidn gracias a la contencidon arriba sefalada. Ademas,

como cualquier R-morfismo y' € Homg(Nimin), Y) que satisface & = y'p cumple
V' (n + Im(f)) = vV p(n) = &(n) = y(n + Im(f)),

tenemos que y es el Uinico R-morfismo con las propiedades sefaladas. Por lo tanto, todo
R-morfismo tiene un contcleo.

Finalmente, si tomamos f € Homg(M, N), el contcleo de la inclusién ker(f) = i €
Homg(Ker(f), M) es el R-médulo M/ker(r) y que el niicleo del epimorfismo natural coker(f) =

p € Homg(N, Niimin) es el R-médulo Im(f). Sabemos que siempre se da el isomorfismo
Mlker(ny = Im(f),

ast que concluimos que R-Mod es una categoria abeliana.
Prosigamos con algunos conceptos de categorias. Diremos que una categoria / es

pequena si su coleccidn de objetos es un conjunto. Asi, si / es una categoria pequefa y
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F:1 — C es un funtor con C una categoria arbitraria, decimos que {a;: F(i) = X}ic),
conjunto de morfismos de la categoria C, es una familia compatible si para cada A: i — j
se satisface la igualdad a; = a;F (A).

Si | es una categoria pequefa, un colimite para el funtor F: / — C es un objeto
l(j}F € Obj(C) junto con una familia compatible {¢;: Fi — UJ]F}E, que satisface que si
{&: F(i) = Y}ics es otra familia compatible, entonces existe una tnica flecha &: leF - Y

tal que el siguiente diagrama conmuta para todo par i,j € I

Fi -5 UmF
]
& EE
y

Un funtor F: | — C, donde / es un conjunto parcialmente ordenado tal que, para cua-
lesquiera i, j € | existe k € [ tal que i < k y j < k, se llama sistema directo y el colimite
de un sistema directo se llama limite directo. Notemos que, si los sistemas directos siem-
pre existen en una categoria C, entonces podemos definir el funtor lljj Fun(l,C) - C,

donde:

e fun(/,C) es la coleccidn de sistemas directos | — C;
e [ limF;
—

e sin: F — G es una transformacion natural entre los funtores £, G: | — C cuyos co-
limites constan de las familias compatibles {¢;: Fi — UimF}ic)y {&: Gi — limG}ig
— —

respectivamente, entonces lim(n) es el morfismo que hace conmutar el diagrama
—

LmF

La existencia de esta flecha se garantiza gracias a que {&n;: F; — limG} es una
—

familia compatible.

La demostracion de que las asignaciones anteriores constituyen un funtor se sigue,

en primer lugar, del hecho de que el diagrama conmutativo

l/Ji

. 1Fi . ’
Fi — Fi s [imF
—
A
i " imF
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implica que WIm(F1g) = 1ymr. Ademas, si tenemos tres funtores F,G,H € Fun(l, (),
cuyos colimites tienen respectivamente a las familias compatibles {¢;: Fi — limF}c),
{&: Gi - limG}ic) y {¢@i: Hi = limH}g), y las transformaciones naturales n: F — G y

p: G — H, entonces obtenemos el diagrama conmutativo

Hi . Pi s
— Hi — limH
—
Um(p) 71
- /

. /
- /

“ /
7 /
limG y
e /
A s
7 7
7z 7z
7 7z

- -7 lim(pn)
-

que implica la igualdad Lim(un) = (Limy) (Limn). Con esto concluimos que lim es un funtor.
En una categoria abeliana C, decimos que Z € Obj(C) es un objeto cero si, para cada
A € Obj(C) tenemos que C(A,Z) = {0} y C(Z,A) = {0}. Denotaremos a los objetos cero

como 0. Diremos ademas que

0 s A — s A —L s A s 0

es una sucesion exacta si Im(f) = Ker(g), donde la imagen de f se define mediante la
igualdad Im(f) = Ker(coker(f)). Finalmente, un limite directo F : C — D es exacto si

cada vez que tenemos una sucesion exacta como la anterior, tenemos que

F

0 s FA, — FA, 2 FA; s 0

también es una sucesion exacta.
Decimos que A € Obj(C) es un generador para C si cualesquiera By, B, € Obj(C) y

toda g € C(By, By), distinta de la flecha cero, satisfacen fg # 0 para alguna f € C(A, By).

Definicion A.3. Sea C una categoria.
1. Decimos que C es cocompleta si limF existe para cualquier funtor F: [ — C con /
—>

una categoria pequena.

2. Decimos que C es de Grothendieck si C es cocompleta, tiene un generador y ademas

satisface que todo limite directo es exacto.

Para ver que R-Mod es una categoria de Grothendieck, primero veamos que toda

categoria en la que existen los coproductos y los contcleos es cocompleta. Sean / una
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categoria pequena y F: | — C un funtor. Consideramos el coproducto de la familia {Fi};c),

que denotaremos como el objeto @, Fi y la familia de morfismos {1;: Fj — @, Fi}je

icl

Notemos que cada morfismo A pertenece a algtin conjunto C(A, B) para A, B € Obj(C);
podemos suponer s(A) = A y t(A) = B para indicar a cudl de estos conjuntos pertenece
A. Definimos n, = ynF(A) — sy para cada flecha A: s(A) — t(A) de la categoria /, de
manera que obtenemos la familia {n,: F(s(A)) — @, Fi}. En consecuencia, existe una
tnica flecha n: @, F(s(A)) — @, Fi tal que nispy = o

Sean K = Coker(n), k = coker(n): @, Fi - Ky {&: Fi = Y}ie una familia
compatible. La propiedad universal del coproducto nos garantiza la existencia de una
tnica flecha &: @, Fi — Y tal que &i; = & para cada j € | y, por lo tanto, la propiedad
universal del conticleo asegura la existencia de una Unica y: K — Y tal que el siguiente

diagrama conmuta

Fj ——= @ Fi == K
| el
1 pid
§j \:ré // 14

k

Y

De la existencia de y se sigue que K = Coker(n) y {ky: Fj — K},e constituyen un
colimite para F: | — C. Concluimos que C es cocompleta.

Asi, como R-Mod tiene coproductos y conticleos, concluimos que R-Mod es cocompleta.
Ademads, R € R-Mod es un generador de la categoria pues, para todo f € Homgz(M, N),
con f # 0, existe m € M tal que que f(m) # 0; tomando el morfismo (_-m) € Homg(R, M),
obtenemos que

fF(_-m)(1) = f(m) # 0,

es decir que gR satisface la definicién de generador.

Ahora vamos a ver que los limites directos son exactos en R-Mod. Primero, notemos
que si F: | — R-Mod es un sistema directo, entonces la coleccién {Fi € R-Mod | i € I}
puede verse como una familia {M,}c; de R-mddulos. Ademas, todo morfismo A;: i — j es
la relacion de orden, asi que FA;;: Fi — Fj es un R-morfismo tal que FA; = Idy, o bien,
existe k > i, j que satisface FAy = FAjFA;. En conclusién, podemos considerar que los
R-morfismos que obtenemos al aplicar el funtor son de la forma a;; = FA;; para i < j con
las propiedades senaladas anteriormente.

Consideramos la unién disjunta L;e;M; y, para x € M; y y € M,, definimos la relacidn
x~y < dk >, j(o(x) = aj)

que es de equivalencia. La reflexividad y la simetria se siguen de manera directa. Por
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otro lado, para x e M;, y € M;, z € M, tales que x ~yy y ~ z, existen k > i,jyn > j,I
que satisfacen las igualdades ay(x) = aj(y), ajn(y) = aiy(2); ademas, sabemos que existe

m > k, n y este elemento de / cumple:
aim(X) = akmaik(x) = Qkm ajk(y) == ajm(y) = Qpm ajn(y) = anmaln(z) = alm(Z);

es decir que x ~ z.

Definimos la suma de x,y € YieM/. a partir de los representantes. St x; € M; es un
representante de x Yy y; es un representante de y, entonces existe k > i, de manera
que

X +y = [aulx) + auly))].
Notemos que la definicion de la operacién no depende de la eleccidn de los representantes
y basta ver que esto sucede cuando tomamos x;,, x;, representantes de x con i; < i y y;
representante de y. Ya que x;, ~ x;,, entonces existe i3 > i1, i tal que i, (x;) = %,i5(X5,)-

Ademas, para ky > i1, j y ko > i, j, tenemos las igualdades

A ke ( Qi ke (Xiy) + Qi (Y ) = Qg (Xiy) + (Y )
= Uk Uyi5(Xiy) + Ay )
= Qiyk Ay (Xiy) + k(Y )
= ak(X3,) + ajk(y))

= Ok (Uiyky (Xiy) + O(jkz(yj))

para alguna k > kq, ks, i3, j. Obtenemos que (Ye M/~ +,0) es un grupo abeliano donde
0 € UM/ es el elemento cuyos representantes x; € M; se caracterizan por la existencia

de k > i tal que au(x;) = 0.

De hecho, UYeM/. es un R-mddulo definiendo, para r € R y x € UeM/., el producto
rx = [rx;] para un representante x; de x. Esta operacién tampoco depende de los repre-
sentantes porque, si x; € M; y x; € M; son representantes de x, entonces existe k > i, j

tal que o (x;) = aji(x;). En consecuencia,

auc(rxi) = rog(xi) = raj(x;) = a(rx;),
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de manera que [rx;] = [I‘Xj]. En particular, las funciones

l: Mj — UieIMi/N

xj— [x]

son R-morfismos tales que ; = 1;a;; para cualesquiera i,j € /, es decir que la familia
{t;: M; —» UM/} o) es una familia compatible.

St {&: M; — N}, ¢ es otra familia compatible, definimos &: YerM/. — N, de manera
que, si x; es un representante de x € UM/ entonces &(x) = &(x;). Notemos que esta
definicién tampoco depende del representante pues si x; y x; son representantes de x,

tenemos que

Silxi) = Skau(xi) = gkajk(xj) = Ej(xj)
para alguna k > i, j. Debido a que el diagrama

M; — s UerM/
ks
N

conmuta, entonces Yi«M/. junto con la familia {;: M; — HeM/.}; o/ es el limite directo
del funtor F: I - R-Mod. En consecuencia, denotaremos lim M; = UM/ ..
—

Finalmente, veamos que el limite directo es exacto. Supongamos que

¢

0 s F %, G s H s 0

es una sucesion exacta de sistemas directos con Fi = M;, Gi = N; y Hi = K; para cada

i € I. Como ¢ y ¢ son transformaciones naturales, entonces

L/J[

0 s M, —2 N, s K, s 0

es una sucesidn exacta de R-mddulos para cada i € .
Definimos Llim ¢;: Lim M; — Llim N; como lim ¢(x) = ¢;(x;) para un representante x; € M,
— — — —
de x € limM,. Nuevamente, esta definicion no depende de los representantes debido a
—

que el diagrama

M; —Z5 s M,

<le lq’k

N; —— N
Bik

conmuta para cualesquiera i < k. Como lim¢;: imN; — limK; se define de manera
— — —

andloga, obtenemos la sucesion
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lim ¢; Lim ¢

0 — imM;, —— limN; — limK; —— 0

Veamos que llﬂ ¢; es monomorfismo. Supongamos que lﬂw @i(x) =0y que x;, € M; es
un representante de x, de forma que existe k > i tal que @rai(x;) = Bipi(xi) = 0. Puesto
que cada ¢; es monomorfismo, se sigue que a(x;) = 0, con lo que concluimos que x = 0.

Ahora, sea z € lljj K; con representante z; € K;. Ya que ¢;: N; — K; es epimorfismo,
existe y; € N; tal que z; = @;(y;), de manera que ¢(y]) = z y, por lo tanto l@j Y; es
suprayectiva.

Para ver que Im(li_nj i) C Ker(li_nj i), seay € /m(li_nj @;), de manera que existe x; € M,
tal que ¢;(x;) = y; para un representante y; de y. En consecuencia, y € Im(¢;) = Ker(y),
ast que i(y;) = 0 y, por lo tanto llj} Yily) = 0.

Por otra parte, si tenemos y € Ker(l[j ), entonces ;(y;) = 0, lo que implica que

existe k > i tal que YrBik(y:) = v Yi(y:) = 0. De esta manera, obtenemos
Bik(y:) € Ker(lim k) = Im(Lim ¢k),

de donde se sigue que ai(y;) = @k(xk) para alguna xx € M. Finalmente, concluimos que
Lim @i([xk]) = y y, por lo tanto, Im(lim ¢;) = Ker(lim ¢;). Esto termina la demostracién de

que la sucesion es exacta.

Teoria de Morita

Definicion A.4. Decimos que los anillos R y S son Morita equivalentes si R-Mod y

S-Mod son equivalentes como categorias bajo un par de funtores covariantes y aditivos.

Notemos que si F: R-Mod — S-Mod es un funtor aditivo y 0 € Homg(M, N) para
M, N € R-Mod, entonces F(0) € Homs(FM, FN) es el morfismo 0. Esto se debe a que
la igualdad

F(f)+ F(0) = F(f+0) = F(f)

ocurre para cada f € Homg(M, N).

De la definicidn, se sigue que st R y S son anillos Morita equivalentes, entonces

existen un par de funtores

F: R-Mod — S-Mod y G: S-Mod — R-Mod
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y un par de isomorfismos naturales
n: GF — 1rmod Yy C: FG — 15 pod

tales que los siguientes diagramas conmutan para cualesquiera M, M’ € R-Mod, N, N" €
S-Mod, f € Homgr(M,M') y g € Homs(N, N'):

M— oM N—2 N
IWT 'W'T CNT {N’T
GFM 229 GEMY FGN 249 Fon

En particular, podemos expresar a cualesquiera f € Homzg(M, M) y g € Homs(N, N')

como las composiciones
f= anGan;/ﬂ y g = CNfFGgC,fﬂ.

Finalmente, como ny, 1y, y G(g) son R-morfismos para cualesquiera R-médulos M, N

y g € Homg(N, M), podemos definir las dos siguientes asignaciones:

@: Homs(N, FM) — Homgz(GN, M)
g = nmG(g)

6: Homs(FM,N) — Homg(M, GN)
Fr— G(f)ny/

Lema A.5. Las asignaciones ¢ y 6 son morfismos de grupos abelianos

Demostracién. Unicamente demostraremos la afirmacién para ¢ pues la afirmacién pa-
ra 0 se realiza de forma analoga. Comencemos recordando que (HomR(/\/I, /\/I’),+,0) y
(Homs(/\/, N'), +,0) son grupos abelianos para cualesquiera M,M" € R-Mod y N, N’ €
S-Mod.

Ya que ¢(g) estd definida como la composicidn

G
(9)

GN GFM s ™4 M,

entonces ¢(g) € Homgr(GN, M) queda tnicamente determinada.

.. @ es funcion.
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Por otra parte, si g, g’ € Homs(N, F M), entonces

@(g + g) = nmG(g + g') = nu(G(g) + G(g"))

porque G es un funtor aditivo. De hecho, si x € GN, entonces las propiedades de R-

maddulos de ny implican G(g)(x), G(g')(x) € GFM y las igualdades

nu(G(9) + G(g)(x) =nu(G(g)(x) + G(g')(x))
=nu(G(9)(x)) + nm(G(g)(x))
=(nmG(g))(x) + (MmG(g)) (x).

Es decir que nu(Gg + Gg') = (nmGg) + (NmGg’). En conclusién

@(g +9') = o(g) + @(g).

.. @ es un Z-morfismo. O

A partir de aqui, asumiremos que los anillos R y S son Morita equivalentes y usaremos
la notacion F, G, n, ¢, ¢ y O para referirnos, respectivamente, a los funtores, isomorfismos

naturales y morfismos que usamos en las observaciones y en el lema anterior.

Proposicion A.6. Para todo par M, M € R-Mod, la restriccion de F
F|: Homp(M, M) — Homs(FM, FM’)

es un isomorfismo de grupos abelianos. Ademds, f es monomorfismo (resp. epimorfismo)

si y sdlo si Ff también lo es.

Demostracion. Para evitar complicar la notacion, llameremos F a la restriccion del funtor
a Homg(M, M’). Ya que Homg(M, M’) y Homs(FM, FM’) son grupos abelianos, entonces
F es un morfismo de grupos abelianos debido a que F es un funtor aditivo.

Definamos

H: Homs(FM, FM'Y — Homg(M, M)
g = nw G(g)ny

que es un Z-morfismo debido a que
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H(g + h)(x) =nwG(g + My () = me (Gg) + G(h)) (i (x)
— e (Glg) i () + Gy (x)) = e Gl () + iyt Gl ()
—(Hl(g) + H(h)) (x)

es decir que H(g + h) = H(g) + H(h).

Ademas, si suponemos que H(g) = 0, entonces G(g) = 0 se sigue del hecho de que

nw Yy Ny, son isomorfismos y de la definicién de H. En consecuencia
—1
g = G FGlg) 3y = O,

por lo que H es monomorfismo. Por otra parte, si tomamos f € Homg(M, M’), entonces
F(f) € Homs(FM, FM’) es tal que

H(F(f)) = nmGF(f)my = 1,

ast que podemos concluir que H es un Z-isomorfismo cuyo morfismo inverso es F. Con-

cluimos que F también es un isomorfismo.
.. F es un Z-isomorfismo.

Gracias a la igualdad f = ny GF(f)n;,, sabemos que f es monomorfismo (respectiva-
mente epimorfismo) si y sélo si GF(f) también lo es. Vamos a ver que F(f) es monomorfismo
demostrando que st h € Homs(K, FM) es tal que F(f)h = 0, entonces h = 0. Bajo la

hipdtesis,
GF(f)G(h) = G(F(f)h) =0,

y ya que GF(f) es un monomorfismo, entonces G(h) = 0. Por lo tanto,
h = (e FG(h) (" = 0.
Reciprocamente, F(f) es monomorfismo si y sélo si F GF(f) lo es; de manera que, para
h € Homg(K, M), tenemos que

FGF(f)F(h) = F(GF(f)h) = 0
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implica F(h) = 0. En consecuencia,
h = nuGF(h)ng' = 0.

.. f es monomorfismo si y sdlo si F(f) es monomorfismo.

Andlogamente se demuestra que f es un epimorfismo si y solo si F(f) también lo
es, por lo que también podemos concluir que f es un isomorfismo si y solo si F(f) es

biyectivo. O]

La proposicidon anterior puede usarse para ver que, si M # 0, entonces
F: Endr(M) — Ends(FM)

es un isomorfismo de anillos. Sélo quedaria comprobar que F(f)F(g) = F(fg) y F(ldy) =

Idrp pero estas dos propiedades se satisfacen debido a que F es un funtor covariante.

Lema A.7. Si R y S son anillos equivalentes, entonces
@: Homs(N, FM) — Homgz(GN, M)

es un isomorfismo de grupos abelianos para cualesquiera M € R-Mod y N € S-Mod.

Ademds, si My, M, € R-Mod y Ny, N, € S-Mod, entonces para cualesquiera

0 € Homg(GN;, My), y € Homs(Ny, FM,),
h € Homgz(My, Ms) , k € Homs(N,, Ny)

se cumplen la igualdades
@(F(h)yk) = he(y)G(k) y ¢ ' (hdG(k)) = F(h)e~'(d)k.

Finalmente, y € Homs(N, FM) es monomorfismo (resp. epimorfismo) si y sélo si ¢(y)

también lo es.

Andlogamente,
0: Homs(FM, N) — Homg(M, GN)
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es un morfismo de grupos abelianos que satisface las igualdades
6(ky'F(h)) = G(k)6(Y')h y 9*1(G(k)6'h) = kO~ (&')F(h)
para y' € Homs(FM,N) y 0" € Homg(M, GN).
Demostracion. Sabemos, gracias a la proposicidn anterior, que
G: Homs(N, FM) — Homg(GN, GFM)
es un isomorfismo de grupos abelianos. Definamos

H: Homgp(GN, GFM) — Homg(GN, M)

f— nuf
y notemos que H es un isomorfismo de grupos abelianos. En primer lugar,
nu(f + g)(x) = nuf(x) + nmg(x)

implica H(f + g) = H(f) + H(g), ast que H es un Z-morfismo. Ademds, como s es
un isomorfismo, entonces nyf = 0 implica f = 0, es decir que H es monomorfismo.
Finalmente, si tomamos ' € Homp(GN, M), entonces ny,'f’ € Homp(GN, GFM) es tal
que

nu(ny f) = f,
con lo que concluimos que H es un Z-isomorfismo.

Ahora notemos que
¢(g) = nuG(g) = H(G(q)),

ast que ¢ = HG es un isomorfismo de grupos abelianos.

Tomemos ahora y, 9, k y h como en la hipéotesis. En primer lugar, tenemos que

@(F(h)vk) =nm,G(F(h)yk) = nm, GF (h)G(y)G(h)
:(/7M2GF(/7)/7M1)(/7,;,1 G(y))G(h)
=he(y)G(h).

De esta igualdad, tenemos que

@(F(h)e™'(8)k) = ho(¢™'(0)) G(k) = ¢(¢™" (hG(K)))
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ast que, por la inyectividad de ¢, obtenemos
<p*1(h(56(/<)) = F(h)e ' (d)k.

Finalmente, queda demostrar que y € Homg(GN, M) es un monomorfismo (respecti-
vamente un epimorfismo) st y soélo si ¢(y) también lo es. Esto se debe a que definimos
®(v) = nmG(y) donde ny es un isomorfismo, ast que ¢(y) es monomorfismo si y soélo si
G(y) es monomorfismo, lo cual, como ya vimos, es equivalente a que y sea monomorfismo.
El mismo argumento se sirve para demostrar la afirmacion equivalente para epimorfismos.

La demostracidn de la afirmacidn para 6 es andloga. O]

Notemos que, al tomar el morfismo identidad en lugar de k o h en las igualdades del

lema anterior, obtenemos

o(vk) =p(F(Idum)vk) = Idue(y)G(k) = @(y)G(k)
@' (hd) =@~ (h6G(lId)) = F(h)e™(8)Idy = F(h)p™"(6).

Estas igualdades las usaremos constantemente en lo que resta del anexo.
Si F: R-Mod — S-Mod es un funtor aditivo covariante y denotamos ix<y al mor-

fismo inclusion de K en M, entonces

A: L(M) —s L(FM)
Kr— /I77(F([/<SM)).

es un morfismo de érdenes.

En primer lugar, notemos que A\ esta bien definida como funcién debido a que F(ik<m) €
Homs(F K, FM). De esta forma, Im(F(iKSM)) < FM y F(ik<m) es un Unico S-morfismo
de FK en FM, con lo cual K = L implica

AK) = Im(Fixem) = Im(Fizcp) = A(L).

Por otra parte, si L < K < M, entonces i;<p1 = ik<mii<k, de forma que se conserva
la igualdad cuando aplicamos el funtor F, es decir F(i;<pm) = F(ik<m)F (ir<k). En conse-

cuencia, obtenemos

l’n(FiLg/\/l) = /Iﬂ(Fi/(gMFiLS/<) = Fil(gM(/’77(FiLgl<)) S l’n(FiKg/\/l):
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es decir que A(L) < A(K).

.\ es un morfismo de drdenes.

Proposicion A.8. Si R y S son anillos Morita equivalentes, entonces \ es un isomorfismo

de reticulas.

Demostracién. Ya sabemos /A es un morfismo de 6rdenes. Ahora definamos la funcidn
[ L(FM) — L(M)
N +— /I11((p(iN§FM))

Vamos a ver que [ es un morfismo de érdenes y que es inverso de A.
Notemos que [ preserva el orden, pues si K < N < FM, entonces A7 implica

lix<rm) = @lik<ninerm) = @lin<Fm)Glix<n), de modo que
F(K) :/I‘I‘I((p(l'KSFM)) = /I77((p(iN§FM)G(i/<§/\/))
=@(incrm) (Im(Glikn))) < Im(@lincrm)) = T(N).

Ahora trabajaremos con K < M y con A(K) < FM. Ya que ik<pm es un monomorfismo,

entonces F(ik<m) € Homs(FK, FM) también lo es. En consecuencia
FK = //77(F(il<g/\/l)) = /\(/<) = hn(h\(K)gFM):

por lo que existe un isomorfismo h € Ho:115(FI<, /m(F(iKSM))) tal que satisface la igual-

dad F(ik<m) = ink)<Fmh, es decir que tenemos el diagrama conmutativo

FK 9 kv o pag
/&/L\
’7\‘>£ AKFM
A(K)

En consecuencia

@link)<rm) G(h) = @(F(ink<rm)h) = @(Flikem)ldrk) = ikeme(ldek),

donde G(h) € HomR(GFK, G/m(F(iKSM))) y @(ldk) € Homgr(GF K, K) son isomorfismos

como resultado de que h e Idk lo son. De esta manera, tenemos
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r/\(/<) :I’ﬂ((P(i/\(K)gF/\/I)) = /m(i,@Mcp(ldFK)G(h)q)
ZiKSM(p(/C//:K)(/I77(G(/7)_1)) = i/(g/\/l(P(/dFK)(GF/<)
=ixem(K) = K.

Por otra parte, si tomamos N < FM, obtenemos el diagrama conmutativo

CN s P(in<Fm) . M
A

k \\>,ll /I’(/\/)gM

F(N)

donde la inyectividad de ¢(in<Frv) implica que GN = Im(@(in<Fm)) = T(N), gracias a lo
cual podemos inferir la existencia del isomorfismo k. En consecuencia, podemos aplicar

la igualdad de la proposicidn A.7 para obtener

incrm =@ (plinerm)) = @~ (irvemk)
=F (irqvy<m) e (k)
donde ¢~ '(k) € Homs(N, FT'(N)) es un isomorfismo. Ast
/\F(K) =/I71(F(l'r(/<)§/\/,)) = /rn(i/\/SFM((P_1 (/())_1)

=in<rm(Im(e~ ' (k)") = incrm(N) = N.

En conclusion, [ es el morfismo de érdenes inverso de A. Por lo que podemos concluir

que A\ es un isomorfismo de reticulas. O]

Corolario A.9. Sean R y S anillos equivalentes y M € R-Mod, entonces M es neteriano
si y sdlo si FM es neteriano.

Demostracién. Supongamos que M es neteriano y que
K<K<KL--

es una cadena ascendente de submddulos de FM, entonces existe una cadena ascendente

de submddulos de M
No <Ny <N <o
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tal que A(N,)) = K,, para cada n € N. En consecuencia, existe n € N tal que N, = N
para toda k > n y asl
Ky = A(N,) = A(NK) = Ki

para toda k > n.

Reciprocamente, si FM es neteriano y
No <Ny <N, < -
es una cadena ascendente de submoddulos de M, entonces
ANo) < AN1) S A(N2) < -+

es una cadena ascendente de submédulos de FM. De este modo, existe n € N tal que,
para toda k > n, se satistace A(N,)) = A(Nk). Y ya que A es un isomorfismo de reticulas,
esto ultimo implica que N, = Ni para toda k > n.

.. M es neteriano si y sélo st FM es neteriano. O]

A partir de este punto, el objetivo es demostrar que R y el anillo de matrices M, »,(R)
son anillos equivalentes para cualquier n € Z* y cualquier anillo R. Comenzaremos ha-

ciendo algunas observaciones que no involucraran los resultados previos en este capitulo.

Lema A.10. Sean F, G: R-Mod — S-Mod funtores aditivos covariantes. Si

es una sucesion exacta corta que se @SCil?C/@, entonces

0 y FA s FBp 9 FC

-

(e}

también es una sucesion exacta que se escinde. Mds aun, si n: F — G es una trans-
formacién natural, entonces ng es monomorfismo (resp. epimorfismo) si y sélo si na y ne

son monomorfismos (resp. epimorfirmos).

Demostracion. Supongamos que

>
(O8]
Q
)
o

0 5
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es una sucesion exacta corta que se escinde, entonces existe fy € Homg(B, A) tal que
fof = Ids. Por lo tanto F(fy) € Homs(F B, FA) es tal que

F(fo)F(f) = F(fof) = F(Ida) = Idea.

0 , FA 1, Fp A

9) .y .
» FC —— 0 es una sucesion exacta que se escinde.

Ahora consideremos el siguiente diagrama:

0 s FA - FB 19 Fe y 0

|m | |

0 s GA >>C(f)> GB G(g)» acC s 0

Notemos que, ya que n es una transformacién natural, el diagrama entero conmuta y que,
gracias a lo anterior, sabemos que ambos renglones son sucesiones exactas.
Supongamos que np es un monomorfismo. Como F(f) es un monomorfismo, enton-
ces ngF(f) = G(f)na también lo es, ast que podemos concluir que 4 es monomor-
fismo. Por otra parte, como la sucesion en R-Mod es exacta, existe un monomorfismo

go € Homg(C, B) tal que ggo = Id¢, de modo que obtenemos el diagrama conmutativo

FB %% Fc

I’?B l’?c

GB <% Ge

En consecuencia, ngF(go) = G(go)nc es un monomorfismo y, por lo tanto, ¢ también lo
es.
Reciprocamente, si na y nc son monomorfismos y b € FB es tal que ng(b) = 0,

entonces

ncF(g)(b) = G(g)ns(b) = 0,
lo que implica que F(g)(b) = 0. Esto significa que b € Ker(F(g)) = Im(F(f)), asl que
existe a € FA tal que F(f)(a) = b, es decir que

G(f)na(a) = nsF(f)(a) = ns(b) = 0.

Por la inyectividad de G(f) y de na, tenemos que a = 0. Asi que concluimos que b =
F(f)(a) =0, es decir que ng es monomorfismo.

La demostracidn para el caso para epimorfismos es analoga. O
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Para demostrar la siguiente proposicion, recordemos que GG € R-Mod es un generador
st genera a la categoria R-Mod. Usaremos ademas, que esta definicidn es equivalente a

decir que G genera a gR.

Proposicion A.11. Sean P, G € R-Mod, entonces:

1. P es finitamente generado y proyectivo si y sélo si existen P' € R-Mod y n € Z*

tales que R = P g P

2. G es un generador si y sélo si existen R € R-Mod y n € Z™ tales que G = R R’

Demostracion. Comencemos demostrando la doble implicacidn del primer enunciado. Co-
mo R es generador y P es finitamente generado, entonces existen n € Z* y un epimor-

fismo
RN Ly p.

Como P es proyectivo, la existencia de este epimorfismo implica que Ker(f) es un sumando

directo de R, es decir que R" = Ker(f) ® N para algin N < R y, de hecho
P = Im(f) = N.

Por lo tanto R = Ker(f)® N = Ker(f) ® P, lo que demuestra la afirmacién.
Para la demostrar la segunda implicacién, supongamos que existe un isomorfismo

f e Homp(R™, P& P’) para algiin P’ € R-Mod. Asi, la composicién
R »Ls PP % P

es un epimorfismo, es decir que P es finitamente generado. Ademas, como R es proyectivo,
R™ también lo es y, finalmente, P comparte esta propiedad. Con esto queda demostrado

el primer inciso.

Ahora demostremos la segunda afirmacién recordando que si G es generador, entonces
genera a R como R-mdédulo izquierdo. Asi, como zR es finitamente generado, existen un
entero positivo n y un epimorfismo f € Homs(G", R). La implicacién se concluye de
manera andloga al inciso 1 usando que R es proyectivo.

Reciprocamente, si G = R @ R’ para algiin R’ € R-Mod, entonces la composicién
G y»—» ROR —» R

es un epimorfismo. Por lo tanto, G genera a R y, en consecuencia, es un generador. [J
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Antes de continuar con la siguiente proposicién, definiremos algunos funtores que

seran de utilidad.

Sitenemos rUs, M, N € R-Mod y f € Homz(M, N), entonces Homz(U, M)y Homgz(U, N)

son S-mddulos izquierdos definiendo sy mediante

(sv)(u) = v(us)
para y € Homgz(U, M) o bien y € Homg(U, N). Asi, la asignacion

Homg(U, f): Homg(UM) — Homg(U, N)
yr——fy

es un S-morfismo izquierdo porque, si tomamos y,y € Homg(U,M),s € Sy u € U, se

siguen las igualdades
o Homp(U,f)(y +V)=Ffly+V)=Ffy+1ty = Homgr(U,f)(y)+ Homgr(U, f)(V'),

e sHomg(U, f)(y)(u) = s(fy)(u) = fy(us) = f(sy)(u) = Homg(U, f)(sy)(u), es decir
que sHomg(U, f)(y) = Homg(U, f)(sy).

En consecuencia, las asignaciones
Homp(U, )(M) = Homg(U, M) y Homg(U, _)(f) = Homg(U, f)
definen un funtor covariante de R-Mod en S-Mod. Ademas, este funtor es aditivo pues
Homg(U, f + ')(y) = (f + f')(y) = fy + 'y = (Homg(U, f) + Homg(U, f'))(v).

Analogamente, Homg(N, U) es un S-mddulo derecho definiendo (ys)(n) = y(n)s y

Homp(f, U)(y) = yf es un S-morfismo derecho. Por lo tanto, las asignaciones

Homgp(_, U)(M) = Homg(M,U) y  Homg(_, U)(f) = Homg(f, U)

—_ —

definen un funtor contravariante aditivo de R-Mod a Mod-S. Nos referiremos a estos
funtores como los funtores Hom. Notemos que, usando adecuadamente los funtores Hom
y las igualdades de A.7, los isomorfismos de grupos abelianos ¢ y 6 resultan transfor-
maciones naturales.

Por otra parte, si tenemos sUgr, M,N € R-Mod y f € Homg(M, N), U ®r M es un

S-mddulo izquierdo bajo la accion s(u® m) = (su)@ m paras € S, u € Uy m e M.
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Ademas,

UxM— U®rN

(u,m)— u @ f(m)
define un Unico Z-morfismo
(ldy®f): U®r M — U®r N

tal que (Idy ® f)(u ® m) = u ® f(m) para cada v € U y m € M. Mas aun, si tenemos

s € S, entonces
(Idy ® f)(s(u ® m)) =(ldy®f)(su®@m)=su®f(m) = s(u ® f(m)) =s(ldy @ f)(u @ m),

por lo que (/dy ® f) es un S-morfismo izquierdo.

Considerando ademas que

(ldy@ (f+ 1)) (u®@m)=u® (f+f)(m) = (u®f(m))+ (v f(m))
=(ldy®f)lu®@m)+ (Idy® f')(u® m),

obtenemos que las asignaciones
(U®r M) =U®M y (URr_)(f)=Idu®f

definen un funtor aditivo covariante de R-Mod en S-Mod.
Analogamente, (_ ®s U) es un funtor aditivo covariante de Mod-S en Mod-R. Estos
dos ultimos funtores se conocen como los funtores tensor.

Finalmente, recordemos que existen isomorfismos
M = Homg(R, M) y MZR®rM
para toda M € R-Mod. Los cuales estan dados respectivamente por

&(m) = (_-m) con inverso & '(y) = y(1) y

n n
x(m) =1® m con inverso x ( E ri ® m[) = E rim;.
i=1 i=1
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Proposicion A.12.

1. Para cualesquiera Pgr, sUr y sN, la funcidon
v: P®r Homs(U, N) — Homs(HomR(P, v), N),

definida por v(p ® y)(0) = yo(p), es una transformacion natural en cada variable.

Ademds, si Pr es finitamente generado y proyectivo, v es isomorfismo.

2. Para cualesquiera gP, rUs y sN, la asignacion
p: Homg(P,U) ®s N — HomR(P, (U®s N))

definida por p(y ® n)(p) = y(p) ® n, es una transformacion natural en cada variable.

Ademds, si gP es finitamente generado y proyectivo, p1 es isomorfismo.

Demostracion. Demostraremos Unicamente el primer inciso puesto que la demostracion
de la seqgunda afirmacién es analoga.

Para ver que v es una transformacidon natural en la primera variable, tomemos H =
Homg(U, N), f € Homg(P, P’) y definamos

Y Homs(HomR(P, v), N) — Homs(HomR(P', V), /\/)

mediante (h)(y) = h(yf) = h(HomR(f, U)(y)). Notemos que ¢/ es un S-morfismo derecho

debido a que
o Y(h+ h)(y) = (h+ h)(vf) = h(yf)+ h'(vf) y

e (hs)(y) = hs(yf) = h(yfs) = h(yf)s = Y(h)(y)s.

Ahora sdlo resta demostrar que

feldy

P ®r Homs(U, N) P ®r Homs(U, N)

lvp lw,

Homs(HomR(P, v), N) L HomS(HomR(P’, U), N)

es un diagrama conmutativo, es decir que vp(f @ Idy) = Ysvp. Sean p € Py vy €

Homs(U, N), entonces

V/D/(f ® Id/—/)(p ® Y) = V/D,(f(p) ® y)’
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de modo que, al evaluar este morfismo en 06 € Homg(P’, U), tenemos
ve(f @ Idy)(p ® v)(0) = y5(f(p)).

Por otro lado:
Prvp(p ® v)(0) = ve(p ® v)(0f) = voif(p),

con lo que se concluye la igualdad.
Las demostraciones de que v es transformacién natural en la sequnda y en la tercer

variable se logran analogamente viendo que los siguientes diagramas son conmutativos:

1dp®(_f)

P Rr HOITIs(U, N) > P Rr HOIns(U,, N)

lw lvu,

HomS(HomR(P, v), /\/) SR N HomS(HomR(P, U, N)

con s(h)(0) = h(fd) para h € Homg(HomR(P, U), N) yo e Homg(P,U)y

P &g Homs(U, N) —22270mst00) o p o Homs(U, N')

lw lw,

Homs(Homg(P, U), N) —2"D o tiomg(Homg(P, U), N')

. v es una transformacion natural en las tres variables.

A partir de este punto, supondremos que Py es finitamente generado y proyectivo, de

modo que existe un isomorfismo
fR— P& F

para algin P’ e€Mod-R. Considerando el monomorfismo np € Homg(P,P & P’) y el

epimorfismo tpr € Homg(P @ P’, P’), obtenemos una sucesién exacta que se escinde:

fJTP/

I7pf71
0 s P oy s R s P’ s 0.

Aplicando A.10, tenemos que ambos renglones del diagrama

P ®g Homs(U, N) ——— R®g Homs(U,N) —— P’ ®g Homs(U, N)

lv,, lvR lvP,

Homs(HomR(P, U),N) _ HomS(HomR(R, U),/\/) —_— Homs(HomR(P’, U),N)

son sucesiones exactas cortas que se escinden.
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Por otra parte, tenemos los Z-isomorfismos derechos
R ®r Homs(U, N) = Homs(U, N) = Homs(Homg(R, U), N),
donde el primer isomorfismo estéd dado por r® y — ry y el sequndo por
»: Homs(U, N) — Homs(HomR(R, U), N)

donde #(f)(0) = fo(1) para f € Homs(U, N) y 06 € Homg(R, U). Ast que, si aplicamos

ambos isomorfismos, obtenemos la composicidn
r®yvr— yrv— x(yr)

que satisface
#(yr)(0) = yro(1) = yo(r) = ve(r ® y)(9).

Por lo tanto, vz es la composiciéon de ambos isomorfismos. Con A.10, podemos concluir
que vp y vp también son isomorfismos.
- P &g Homs(U,N) = Homs(Homg(P, U), N). N

La definicion de que M sea un R-mddulo izquierdo que hemos usado hasta este mo-
mento depende de la existencia de una accién de R en M. Esta definicién es equivalente

a la existencia de un morfismo de anillos
A R — End'(M),

donde End!(M) denota a los endomorfismos izquierdos de M como grupo abeliano. Anélo-

gamente, M es un S-mddulo derecho si existe un morfismo de anillos
p: S — End" (M)

para End"(M) el anillo de endomorfismos derechos del grupo abeliano M. Con estas

definiciones, son equivalentes las afirmaciones:
1. M es un (R, S)-bimédulo;
2. A: R — Hom(Ms) es un morfismo de anillos;

3. p: R— Hom(grM) es un morfismo de anillos.
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Decimos entonces que gM es fiel (resp. balanceado o bien fielmente balanceado) si
A es inyectivo (resp. suprayectivo o bien biyectivo). Andlogamente se definen los tres
concepto para Rs usando p y para gMs usando ambos morfismos.
Sea T = End(grM), de modo que M es un (R, T)-bimddulo a través del morfismo de
anillos
Idr: T — End(grM),

es decir que m - f = f(m). Definimos entonces BiEnd(rM) = End(Mry), que satisface
A(r)f(m) = rf(m) = f(rm) = f()\( )(m)) = fA(r)(m),

para toda f € T, de manera que A(r) € BiEnd(grM). En consecuencia, BiEnd(gM) es un
R-médulo derecho.
Finalmente, recordemos que para todo par M, N € R-Mod, la traza de N en M se
define mediante
Try(N) = Z{/m(h) | h € Homg(N, M)} < M.

Teorema A13. Sea M = N @& K y definamos el morfismo de anillos

Res: BiEnd(rM) — BiEnd(grN)

g+ g|n

entonces el diagrama

/\

BiEnd(zM) » BiEnd(gN)

conmuta. Mds adn, si N genera a K, entonces Res es inyectiva.

Demostracion. La conmutatividad del diagrama se sigue de que A;, el morfismo de anillos
que hace a N un R-moédulo izquierdo, es la restriccion de Ay debido a que N < M.
Entonces la igualdad

Aa(r) = A(r) = A(r)|v = Res Aq(r)

se satisface para toda r € R.
Ahora supongamos que N genera a K y sean T = End(gkM) y b € BiEnd(rM) tal

que Res(b) = b|y = 0. Debido a que N genera a K y a que M = N & K, entonces N
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genera a M, de modo que existe un epimorfismo ¢ € Homg(N, M) que satisface
M = Im(p) < Z{/m(h) | h € Homg(N, M)} < M,

por lo que M = Try(N).
Vamos a demostrar que Try(N) = NT. St m € Try(N) entonces existen k € Z*,
hy,....hiy € Hom(N,M) y ny,...,n, € N tales que n = ZL h;(n;), ast que podemos

definir, para cada i € {1,...k}:

h>M=Ne K —M

n+ k — hy(n)

que estan bien definidos como R-morfismos gracias a que la suma es directa; de hecho,

estos morfismos satisfacen

k

k k
n= Z hi(n;) = Z hi(n;) = Z n; - hy,
i=1 i=1

i=1

lo cual implica que n € NT. Por otra parte, para n € NT se satistace la igualdad

n= ZL ti(n;) para algunos k € Z*, t1,..., tx € T y ny,...n,x € N; de este modo

k k
n= Zm “tin = Z ti(ny)
i=1 i=1
para t|n € Homg(N, M), es decir que n € Try(N).

Finalmente, concluimos que M = Try(N) = NT y, en consecuencia, obtenemos las
igualdades b(M) = b(NT) = b(N)T = 0. Por lo tanto b = 0.

.. Res es inyectivo. o

Lema A.14. Sea rPs fielmente balanceado. Entonces g PP es generador si y sélo si Ps es

finitamente generado y proyectivo.

Demostracion. Para demostrar las dos implicaciones, usaremos ambos incisos de la pro-
posicion A.11.

Supongamos que g P es generador. Como zPs es fielmente balanceado, entonces

p: S — End(rP)
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es un isomorfismo de anillos. En particular, si tomamos s,s” € S entonces

p(ss’) = p(s)p(s') = p(s) - s,

por lo que p es un S-isomorfismo derecho, es decir que S = Hompg(P, Ps) como S-mddulos

~

derechos. Ademas, ya que rP es generador, existe R" € R-Mod tal que P" = R® R’, asi

que obtenemos los siguientes isomorfismos de S-mddulos derechos:

S" = Hompg(P, Ps)" = Homg(P", Ps)
= Homr(R® R, Ps) = Homg(R, Ps) ® Homg(R’, Ps)
= /35 &) HOIT)R(R,, /35).

.. Ps es finitamente generado y proyectivo.

Ahora supongamos que Ps es finitamente generado y proyectivo, de modo que existe
S’ € Mod-S tal que P" = S @ S’ para alguna n € Z*. Por otra parte, para todo par
r,r’" € R se satistace A(rr’) = A(r)A(r') = rA(r’), ast que

A: R — Hom(Ps)

es un isomorfismo de R-moddulos izquierdos. En consecuencia, tenemos la cadena de

R-isomorfismos izquierdos

rP" = Homs(S, rP)" = Homs(S", pP)
~ Homs(P & P', Ps) = Homs(P, Ps) & Homs(P', Ps)

= R@® Homs(P', Ps).

.. rP es generador. o

Notemos que la demostracion de este lema es andloga a la que usartamos para de-
mostrar que, dado gPs fielmente balanceado, entonces Ps es generador si y sdlo si gP
es finitamente generado y proyectivo. En particular, RP es un generador proyectivo y

finitamente generado si y solo si Ps también lo es.

Teorema A.15. Sean G € R-Mod y T = End(rG), entonces RG es un generador si y sélo
st

1. rG es fielmente balanceado;
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2. Gy es finitamente generado y proyectivo.

Demostracion. Sea grG un generador, de modo que existen n € Z*, R € R-Mod y un
isomorfismo ¢ € Homg (G, R @ R’). Definimos

p: BiEnd(G) — BiEnd(G'"™) y : BiEnd(G") — BiEnd(R & R')

como p(b)(x;)7_; = (b(x))y y Y(b) = @be~" para b € BiEnd(G) y (x;) € G\". As{, estas

dos funciones son monomorfismos de anillos.

Ahora consideremos el diagrama

/dR /dR /dR

/.? \ \ I.? W \ I.? W \ I.?
Ve I Ve I Ve I

bk - -

BiEnd(G) »"— BiEnd(G") »-— BiEnd(R @& R') »8%s BiEnd(R)

donde A; son los morfismos de anillos que definen a los anillos de bimorfismos como

R-moddulos izquierdos. Notemos que
pA(r)(x) = (A(r)(x)) = (rx) = r(x) = Aa(r)(x),

de forma que el rectdngulo izquierdo del diagrama conmuta. Respecto al rectangulo cen-
tral, recordemos que todo biendomorfismo de R @ R’ es, en particular, un R-morfismo

izquierdo; en consecuencia @bg—1 es un R-morfismo para todo b € BiEnd(R® R') y

o(r)(b) = @Ao(r)(b) = p(r@~1(b)) = r(@e™ (b)) = rb = As(r)b,

por lo que el sequndo cuadrado conmuta. Finalmente, sabemos que el ultimo rectangqulo
conmuta gracias a A.13.
De hecho, A.13 también implica que Res es inyectivo pues R genera a R’ por ser

generador, ast que tenemos el monomorfismo Res (i1 y el isomorfismo
R »2is BiEnd(R) = End(rR).

Se sigue que A; es un monomorfismo debido a que la composicion Res A = A4 lo es.

Ademas, si tenemos b € BiEnd(G), entonces existe r € R tal que
Res L/JLI()\1(I‘)) = M(r) = Res yu(b),

porque A4 es suprayectiva, ast que Aq(r) = b.
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De este modo, tenemos los isomorfismos
Mi: R — End(Gepare) e Id: End(rG) — End(rG),

por lo que podemos concluir que RGgny(zc) es flelmente balanceado. Finalmente, por A.14,
tenemos que Gr es finitamente generado y proyectivo, Ademas, el primer isomorfismo
implica que rG es fielmente balanceado.

.. RG es fielmente balanceado y G es finitamente generado y proyectivo.

La segunda implicacidn es una consecuencia del lema anterior puesto que, por hi-
potesis RG es fielmente balanceado y el morfismo de anillos /dt es biyectivo. Es decir
que rGr es fielmente balanceado. Asi, el hecho de que Gy sea finitamente generado y

proyectivo implica que gG es un generador. ]

Proposicion A.16. Sean F: R-Mod — S-Mod y G: S-Mod — R-Mod funtores aditivos

covariantes y n: F — G una transformacion natural. Si tenemos
f: rUr — V7

para los (R, T)-bimddulos U y V, entonces las funciones F(f) y ny son morfismos de
(S, T)-bimédulos.

Demostracion. Notemos que, por la forma en la que estan definidos F, G y vy, ya tenemos
que Uy V son (S, T)-bimddulos y que F(f) y vy son S-morfismos izquierdos.
Veamos que U es un (S, T)-bimddulo. Para esto, sea p: T — End(rU) el morfismo de

anillos que hace de U un T-mddulo derecho. Entonces

P T — End(sFU)
t— F(p(t))

es un morfismo de anillos debido a que p es morfismo de anillos y F es funtor aditivo
covariante, con lo que concluimos que U es un (S, T)-bimédulo.

Para ver que F(f) es un T-morfismo derecho, sean t € T, x € grF Ur y denotemos por
p a los morfismos de anillos que definen como (R, T)-médulos a U y a V. Entonces f y

p(t) conmutan debido a que f es un T-morfismo y, en consecuencia:

F(Nxt) = F(HF (p(1)(x) = F(fp(t))(x) = F(p(t)f)(x) = F(p(t)) F(N(x) = F(NH(x)t,
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igualdad que implica que F(f) es un T-morfismo derecho.

Finalmente, como vy es transformaciéon natural, entonces el diagrama

| I

GUWGU

conmuta para cada t € T y x € FU. De esta manera, vy es un T-morfismo derecho

porque satisface las igualdades

nulxt) = nuF (p(1)(x) = G(p(t)) nulx) = (nu())t.

Por lo tanto, ny es un T-morfismo derecho. ]

A partir de este momento, retomaremos el trabajo con anillos Morita equivalentes. Asi,
cuando digamos que dos anillos R y S son equivalentes, tomaremos los funtores F y G,
los isomorfismos naturales n: GF — 1rmod Y ¢: FG — 15 m0d Y los Z-morfismos ¢ y 6
definidos al principio del anexo. En particular, la siguiente proposicion establece algunas

propiedades Morita equivalentes que necesitaremos.

Proposicion A17. Sean R y S anillos equivalentes y U € R-Mod. Entonces

1. Sean R y S anillos equivalentes, entonces

es una sucesion exacta corta en R-Mod si y sélo si

F(

0 y FA Y Fp M9 Fo 0

es una sucesion exacta corta en S-Mod.

2. (M, iy)aca es coproducto de (My)aea Si y sélo si (FM, Fiy)eea es coproducto de
(FMa)aeA-

3. U es proyectivo si y sdlo si FU es proyectivo;
4. rU es generador si y sdlo si sFU es un generador.

5. U es finitamente generado si y sélo si FU es finitamente generado.

Demostracion.
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1. Debido a que R y S son anillos equivalentes, tenemos el diagrama conmutativo

0 A" g9 ¢ s 0

na nBs ne
I I I
0—>CFA—(>CFBW>CFC—>O

donde na, Nz y ne son isomorfismos. Puesto que el renglén superior del diagrama

es una sucesion exacta corta, entonces el rengléon inferior también lo es.

Supongamos que la sucesion de arriba es exacta corta. En particular, f es un
monomorfismo y g es un epimorfismo, ast que F(f) es monomorfismo y F(g) es

epimorfismo. Demostremos la igualdad /m(F(f)) = Kel( (J)) Ya que
F(g)F(f) = F(gf) = F(0) =0,

tenemos que /m(F(f)) < Ker(F(g)). Por otro lado, K = Ker(F(g)) < FM, satisface
F(g)ik<rm(K) = F(g)(K) = 0, entonces

gplik<rm) = @(F(g)ix) = ¢(0) = 0.

Es decir que Im(<p(i,<)) < Ker(g) = Im(f), donde f es un monomorfismo. Usemos
el Teorema del Factor para obtener un monomorfismo 6 € Homg(A, GK) tal que

fo = ¢(ik), de modo que se dan las igualdades

ix = ¢~ plix) = ¢~ (fo) = F(f)p™'(9),
considerando ¢~'(0) € Homs(K, FA), concluimos

Ker(F(g)) = Im(ix) = Im(F(f)@™"(8)) = F(f)(Im(¢~"(5)))
< F(f)(FA) = lm(F(f)).

Con lo que concluimos que 0 - FA — FB — FC — 0 es una sucesion exacta corta.

Por otra parte, si

0 y FA L Fp MY Fo 0

es una sucesidn exacta, entonces la primera parte de esta demostracion implica que

0 —— GFA XY 6FB 219 6Fc —— 0
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también lo es. Por lo tanto, obtenemos el mismo diagrama conmutativo y, de forma

anadloga, concluimos que 0 - A — B — C — 0 es una sucesidn exacta.

. Supongamos que (M, iy)qea €s coproducto de (My)qea y que tenemos una familia de

S-morfismos g, € Homs(FM,, N) para algin N € S-Mod. De esta forma,
0(ga): My — GN

es una familia de R-morfismos, ast que existe un tnico f € Homz(M, GN) tal que

0(gs) = fi, para cada a € A. En consecuencia, 07'(f) € Homs(FM, N) es tal que
goa = 07 (fig) = 67 ()F (ia)-

Mas aun, cualquier h € Homs(FM, N) tal que g, = hF(i,) para cada a € A debe
satisfacer la igualdad
0(ga) = 6(hF(ia)) = 6(h)ia,

por lo que h = 67'69(h) = 67 '(f). Con esto concluimos que (F/\/I, F(ia))aeA es co-

producto de (FMy)aea.

Por otra parte, si (FM, Fiy)qea €s coproducto de (FM,)qeca y tenemos la familia
de R-morfismos f,: M, — N para algin N € R-Mod, entonces obtenemos la familia
de S-morfismos

F(fy): FM, — FN.

En consecuencia, existe un lUnico g € Homs(FM, FN) tal que gF(i,) = F(fs).
Ademas, como
F: Homg(M,N) — Homs(FM, FN)

es un isomorfismo, existe f € Homg(M, N) tal que F(f) = g, es decir que F(fi,) =

F(f,), por lo que fi, = f,. Por lo tanto, (M, iy)qea €s coproducto de (My)sea-

. Sean U proyectivo, M,N € S-Mod, f € Homs(FU,N) y g € Homs(M,N) un
epimorfismo. Para ver que FU es proyectivo, veamos que existe un morfismo h €

Homs(F U, M) tal que el diagrama

FU

conmuta. Consideremos 6(f) € Homg(U, GN) y G(g) € Homg(GM, GN) que es un

epimorfismo debido a que g lo es. Ya que U es proyectivo, existe un R-morfismo
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0 € Homg(U, GN) tal que G(g)o = 6(f). De este modo, tenemos las igualdades
f=07"0(f) = 07"(G(g)d) = g6 '(3),

con las que inferimos que el diagrama anterior conmuta para h = 67'(6) y que FU

es proyectivo.

Por otro lado, si FU es proyectivo y tenemos f € Homg(U, N) y un epimor-
fismo g € Homgr(M, N) con M, N € R-Mod, entonces F(f) € Homs(FU, FN) y
el epimorfismo F(g) € Homs(FM, FN) son tales que F(g)h = F(f) para algin
h € Homs(FU, FM). Ademas, como

F: Homg(U, M) — Homs(FU, FM)
es un isomorfismo por A7, existe h" € Homg(U, M) tal que F(h') = h, es decir que
F(f) = F(g)h = F(g)F(h') = F(gh'),

con lo que podemos concluir que f = gh’. Por lo tanto, U es proyectivo.

. Supongamos que rU es un generador. Ya que tenemos GS € R-Mod, existen un

conjunto A y un epimorfismo f € Homp(U"W, GS). En consecuencia,
Fumy % FGs »5 s,

es un epimorfismo. Sin embargo, sabemos que F(U"W) = FUW, asi que concluimos

que FU genera a R y que, por lo tanto, es un generador.

Reciprocamente, si sFU es generador, entonces existen un conjunto A y un
epimorfismo g € Homs(FU™, FR) porque FR € S-Mod. Debido a que FUYW =
F(UY) y

F: Homg(UW, Ry — Homs(FUYW, FR)

es un isomorfismo, entonces existe f € Homr(UYW, R) tal que F(f) = g, es decir que

f es un epimorfismo. Con esto se concluye que gU es generador.

Sea U finitamente generado y supongamos que N &€ S-Mod genera a FU. De
manera analoga al inciso anterior, obtenemos que GN genera a U, ast que existen un
conjunto finito A y un epimorfismo f € Homp(GN™, U). Por lo tanto, la composicién

! F(f)

NA >Ny F(GNW) = FGNW 2 Py,
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por lo que N genera finitamente a FU. Por lo tanto, FU es finitamente generado.

Ademas, si F U es finitamente generado, entonces GF U es finitamente generado
como de la primera implicacién. Ya que U = GFU, concluimos que U también es

finitamente generado.

Para los ultimos resultados, diremos que gP (resp. Ps) es un progenerador si es un
generador proyectivo y finitamente generado. Es inmediato que, para todo anillo R, RR
y Rr son progeneradores. Notemos ademds que A.14 implica que si zrPs es fielmente

balanceado, entonces gP es un progenerador si y sélo si Ps es un progenerador.

Teorema A.18. Definamos P = FR y Q = GS, entonces P es un (S, R)-bimédulo y Q es

un (R, S)-bimddulo tales que

1. sPr y rQs son fielmente balanceados;
Pr, sP, RQ y Qs son progeneradores;
sPr = Homs(Q,S) y rQs = Homg(P, R);
F=Homg(Q,_) y G=Homs(P,_);
F=(P®r_)yG=(Q®s ).

G A W N

Demostracion. Ya que las demostraciones son andlogas, haremos tnicamente la primera
afirmacién de cada inciso.
Sabemos, por A.16, que P = FR es un (S, R)-bimédulo. Ademas, como el morfismo de

anillos que define a R como un R-médulo derecho

0: R —> End(gR)

r—s(_-r)

es biyectivo, entonces p’: R — End(Pg), definido por p'(r) = F(_-r) es la composicion

de los isomorfismos
R L% End(grR) " End(sFR)

Es decir que Py es fielmente balanceado.
Por otro lado, sabemos que gR es progenerador, ast que sP es un generador proyectivo

y finitamente generado por A17, es decir que sP es progenerador. De aqui podemos
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concluir dos cosas: la primera, que sP es fielmente balanceado por A16; y la segunda,
que sP también es un progenerador por A.14. Con esto demostramos los dos primeros
tncisos.

Para el tercer inciso, tomemos M € R-Mod y consideremos el isomorfismo de grupos

abelianos
ps: Homs(S, FM) — Homg(GS, M).

Como ¢: Homs(_, FM) - Homg(G_, M) es una transformacidn natural, entonces ¢s es

un S-morfismo izquierdo. Tenemos entonces los S-isomorfismos izquierdos:
FM = Homs(S, FM) = Homg(Q, M).

Ahora consideramos el diagrama

FM il s FM

IsM Jaw
Homs(S, FM) 222 P 0L ome(S, FM)

IW [

Homp(O,f

Homp(Q, M) —22%CD 110 mp(Q, M)

donde &(x) = (_ - x). Notemos que éste conmuta debido a que el rectdngulo superior
satisface
(— - F(A(x))(s) = sF(f)(x) = F(f)(sx) = F(f)(—- x)(s),

para todo par x € FM y s € S, y a que ¢ es una transformacién natural. Con esto,
tenemos el isomorfismo de funtores F = Homg(Q, _).
En particular, ¢&: F — Homg(Q,_) es una transformacidn natural, ast que (¢&)r es

un isomorfismo de (S, R)-bimddulos. Por lo tanto
SPR = HOITIR(Q, R)

Para demostrar el isomorfismo del inciso 5, usaremos la proposicion A12 y el iso-
morfismo RkQs = Hompg(P, R), cuya demostracién es andloga a la afirmacidn equivalente

respecto a P. Asi, para cada M € R-Mod, tenemos los Z-isomorfismos

FMZ= Homgp(Q, M) = HomR(HomR(P, R), /\/I)
= P @r Homg(R, M) = P @g M
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para cada M € R-Mod. Por lo que concluimos F = (P ®r _). [

Teorema A.19. Sean
F: R-Mod — S-Mod y G: S-Mod — R-Mod

funtores covariantes aditivos. Entonces F y G son inversos categdricos si y solo si existe

un bimédulo sPg tal que
1. sP y Pr son progeneradores,
2. sPr es fielmente balanceado,

3FZ(P®_)yG=Homs(P,_)

Demostracion. La primera implicacion se sigue directamente del teorema anterior, pues
st F y G son inversos categoricos, entonces R y S son anillos Morita equivalentes. De
este modo, P = F R satisface las tres afirmaciones.

Si sPg satisface los tres incisos anteriores, en particular tenemos los isomorfismos

P®r Homs(P, M) — Homs(Homg(P, P), M)
Homs(P, P ®z M) — Homs(P, P) @z M

por A.12. Ademads, si sPr es fielmente balanceado, tenemos que R = End(P). Por lo tanto,

para F = (P®r_)y G = Homs(P,_), tenemos

FG(M) = P ®g Homs(P,M) = Homs(Homg(P, P), M)
= Homgp(R,M) =M

por un lado y, por otro:

GF(M) = Homs(P, P ®g M) = Homs(P, P) @z M
~R@rMZ M.

.. F y G son inversos categdricos. ]

Corolario A.20. Para dos anillos R y S, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. R y S son anillos Morita equivalentes;
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2. existe un progenerador Pg tal que S = End(Pg).

Demostracion. La implicacion de 1 a 2 es inmediata por el teorema anterior.

Para el regreso, tomemos End(Pr) = T y el isomorfismo de anillos garantizado por
las hipdtesis p: S — End(Pgr). St M es un (T, R)-bimddulo, entonces existe un morfismo
de anillos f: T — End(Mg), de modo que fp es un morfismo de anillos, es decir que M

es un (S, T)-bimddulo. Ademas, todo T-morfismo f, es un S-morfismo porque

f(sx) = f(p(s)x) = p(s)f(x) = sf(x).

Si Pr es progenerador, entonces A.14 implica que Pg es fielmente balanceado y 7P es
finitamente generado y proyectivo. En consecuencia, sPP también es finitamente generado
y proyectivo por la observacion del parrafo anterior. Finalmente, como p es un isomorfismo,
entonces sP es fielmente balanceado.

En consecuencia, sPg es fielmente balanceado y P es un progenerador y, por lo tanto,
5P también es un progenerador. Para terminar, tomamos F = (P®g_)y G = Homs(P, R),
de modo que F y G son inversos categdricos tal como se vio en la demostracion del

teorema anterior. Por lo tanto, R y S son anillos Morita equivalentes. ]

Este ultimo teorema implica directamente lo que buscamos. Ya que R es un progenera-
dor, entonces R™ es un generador proyectivo y finitamente generado para toda n € Z*
que satisface el isomorfismo M,,,(R) = Encl(R,(;)). Por lo tanto, concluimos que R y

M, «n(R) son anillos Morita equivalentes.
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