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R 1. INTRODUCCION,

l.1 Conjuntos de puntos,

Cada elemento de un conjunto dade de ndmerss reales queda representado
por un punto de una recta; de esta manera a tedo conjunto de nimeros le co-
rresponde un conjunto de puntos en la recta dada. Aprovcchéndonos de este

hecho llamaremos @ todo conjunto en el que cada elemento <s un nimero real,

conjun lineal de puntos.

En forma andloga se pueden definir conjuntos planos v de mayor ndmero
de dimensiones. Cada elemento de un conjunte de p dimensiones es la reu --
nién de p nimeros rcales (x(l),x(z), ...x(p)), y a tal elemento se llama --
punto en el éspucio de p dimensiones,

Il continuo p-dimcnsional consiste de todos los puntos de tal espacio
cuando cada uno dc los numeros x(l), x(z),...x(p) toma todos los valores -
posibles. Ia tcori: de los conjuntos de puntos es esencialiente una teo -
ria aritmética v la terminologia y representacién geométricuas ce usan para
facilitar el cstudio y exposicién pero no son indispcnsablos,

Un cjemplo scuncillo de conjunto lincdl es el conjunto formado por to-
dos los nimcros reales x tales que a < x < b, donde a vy b son dos numc
ros realecs dados. A 2ste conjunto se lc denomina intcrvalo cerrado (a,b).

Si se tratuﬁﬁg% conjunto cuyos eclomuntos x satisfaccrn la condicidn - -

- 3 3 . *
a <x <b, se dice gre¢ cs el intcrvalo abierto (a,b). Cuclcuicra de los -

dos conjuntos para los cuales se verifica que a <€ x <bé6 a<x<b, re
ciben el nombre de intcrvalos semicerrados (a,b), abicrtos cn a 6 cn b.
Geométricamentc pucde decirse que el intervalo ccrredo (a,b) coincide
con cl segmento dc receta cuyos extremos tengan las abscisas a y b resnecti
vamente.,
Un conjunto lincal estéd acotado si todo clemento de &1 satisface 1la -

condicién ‘x] < o, Gondc e es un cierto nimero positivo.
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Estas considerccioncs se pucden cxtender a los conjuittos de cualquier
nimero de dimecnsioncs: vor ejemplo para un conjunto plano en cl que cada -
clemento os un por de ndmeoros rcalcs (x(l), 1(2))’ llamorcmos célula cc -
a‘l), a(z); b(l), b(z)) al conjunto

(1) x(l)< b‘l); (2) ) ). Una

»¥1da (closcd ccll)

de puntos (x(l), x(z)) tales que a

célula abicrta es ol conjunto de puntos (x( ), 1(2)) quc sztisfacen las de

sigualdades a(l)< x(1)< b(l); a(2)< x(2)< b(z), y scré scmicorrada si - -

(1) (11, 2 (2) (@)
Si se toma como imagen de un elcmento (x(l), 1(2)) del corjunto plano,

el punto de coordcnadas x(l) (2), la representacién guométrica de la cé

lula cerrada scrd un rccténgulo dc lados parzlelos a los cjes.

(1)

Si existen ndmoros positivos e<(l) y 04(2) tales quo 'x(lﬂ < o<
lx(z)l :;°<(2) sc dicc que cl conjunto plano ¢stéd acctado v utilizando ¢l
lenguajo geométrico tenomos que ¢l conjunto dado cstéd ciczrrodo ¢n un rec -
t4ngulo con ceuntro cit cl origen de coordcradas y de lados (»aranl-los a los

ejes) de longitud 2 ci(lj y 2 a((z) rcspectivamente.
(1) (2)  _(p), (1) (2)

5c llamard céluln ccrrada (a , & yo oo H s goos

\
cn cl ecspacio de p dimecnsiones al conjunto dc puntos (x(l), x(z),... x(p')

(1) o(1), o2 (2)_(2) ) () () gy

b(p))

talcs que a

sc cumplcn las deszgﬁgldades a(l)< x(l)< b(l), oo a(p)< x(p) < b{?), la cé

) ) 5
lula es abjerta y si a(l’5 x(l)< b(l), oo a(p)s x(p)< b(g) es semicerrada.

Ll conjunto p-dimensional est& acotado si existen nlmeros positivos -

(1) o (2) o (2) por 100 custes 5V <), [2(2)] < glB)ees

|« @) _ l?),

. cualquier intervclo cerrado o célula cerrada que conterga & todos -

4a

los puntos del conjunto dndo, se le da el nombre de iuterv-lc & célula fun

damental.

Si para un conjunto no existe intervalo o célula fundo.entnl, se dice

que el conjunto no esté ocotado. Los Gnicos conjuntos nue se consideran en
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este trabajo son acotados.

1.11 Punto determinado por una sucesién sonvergente de intervalos o célu -

las,

.

Sea (al, bl)’ (az, b2), ces (an, bn), ... unzc sucesién de intervalos

cerrados que satisfacen las dos condiciones siguientes:

la, Un intervalo cuclguiera (an, bn) de 1la sucesidn estf comprendido en

teromente en el precedente (an -1 bn _ l); es decir, anz.an -1 -

bp=ty oy

2a, Los ‘longitudes de estos intervalos o sean los nimeros bl - Sy b2 - a,,

. bn - an, +.., forman una sucesién que converge hacia cero, es de

cir, dodo un nimero & > O arbitrario, se puede encontrar un nimero N entero
y positivo tal que b‘ - %n<:f'para todos los nimeros m > h .

Con estas hipétesis es v&lido el teorema: Existe un ,unto x y sblo -
uno, comin a todos los intervalos.

Si desde un cierto valor de n se cumple & > a , b <b , el
- n n-1 I n-1

punto x es inturior -~ todos los intervalos. Si desde un cicrto valor nl de

n se verifica a_ = a b <b el punto x coincide con los extre-

n n -1 "n n-1'
mos a 2

Si se trata QEQgga sucesién (al, bl), e o e (an, bn) ... de interva-

v

*
los abiertos, no necescrinamente existe un punto comirn ~ todos ellos, pero

en el coso de que se cumple que 8, > 2, g < bn 3 Para un nimero ilimi-

b
n
todo de valores de n, el teorema resulta vélido.

En un espncio de p dimensiones si tenemos una sucesié: de células ce-

\ Rl
rradas del tipo (aél', aiz), o o o agp); bil), béz), see bf*)) satisfociern

o condicionss ol = o(@)  l@_pla) o p(a) | (4)
do 1as condiciores R an—l)’ bn < bn-l y br_ - ahn::’i [l <Qq<p
se puede hncer lo miswe afirmacién anterior, o saber: .ixiste un punto ---

(x(l), x(2), sos x(?) oue pertenece a todas las células de 12 sucesién y -

es 1nico.
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Llamamos longitud de un intervalo (a,b) al nimero »nositivo b - a; lla=-
maremos diagonal de una iélula de P dimensiones al ndmero:-

513
:z(b(Q) - a(Q)) 2 . Es suficiente para asegurasr que:-
kig

bQQ) - a(Q)-+O con 1l <gq <p, el suponer que la dingoial tiende a cero
N— o

en las mismas coidiciones.,
l.2 Sistema de redes.

Supongamos que se divide un intervalo cerrado (a,b) evL my sub-inter -
valos por medio de un nlmero finite de puntos interiores, de tcl manera que
la longitud de cuclouiera de estos sub~intervclos no excedn ¢ ur seierto nid-
mero d?>»0; sen Dl el coinjunto de estos wub-intervalos.,

Si se azgrsgnn nucvos puntos interiores a (a,b) resultc otro conjunto
L, de EZ (m2 > ml) sub-irtervalos, comprendidos o coincicdieido cor: los pri-

2
merosj y estos nuevos puatos de divisidén pueden elegirse Jde tnl manera que

la lougitud de los m, no exceda a ui: ndmero d;< d1

2

Repitiendo el proceso se llega a una sucesién Dl’ D2, ese D ees €N

n)
donde cada elemei:to Dn es un conjunto finito de sub-intecrvolos de (a,b), -
comprendidos o coincidienrdo cor los sub-intervalos de Dn 1 ¥ cuya longitud
mAximn no es movor que ulr cierto ndmero cﬁn' Supcrdremos cdomés que 1la su-
s 2 ' ﬁ . n -

cesién tcf,‘. §es deerocierte (ch > > - >dh ) )
¥ que converge hocia curo.

£ cada uio de los conjuntos Dl’ D2, e Dn’ ses 8¢ lc llomc una red -
(ret) y se dice que 1la sucesidu {Dn‘3 es un sistema de rcdes aplicndo ol -
intervalo (a,b). . 1o red Dr se le puede llamar rcd cenésia: o de orden n y

: =

sus m. sub-intervalos se les designa con el rombr. de mcllcs (imeshes) de -
esn recde En cad: rod del sistema se pueden ordenar las wmallas de izquier-
da a derecho e (a,b).

s . R . 2 .

Si Dl consist: de m mellas de igual longitud, D2 dc m nialles de igunl

. n . . . .
longitud y Dn de m mnllas de igual longitud, el sistum> de rucdes sc llomn
|
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simétriqg.

En la mayvor porte de los aplicaciones se considurai: los mntllas de ca-
da red del sisteno como intervalos semicerrados, ccrrados por la izquicrda
y abicrtos por 1 dcrccha, con excepeiédn de la Gltima .anlla que se toma co
mo ccrrada, Con cst condicidn resulta 1o propiedad muy im ortonte de que
cuclquicr punto x d¢ (~,b) estd en unc y solo unz mtlle we lo red Dn’ para
cualquicr valor de n. Las mallas en 1as que figura cl »uito x forman unc
succsién converzonte o irtervalos, sucesién que detormina nl'punto X.

En algunos c¢: sos wucde convenir tomar todas las ianllos corr-das, #n -
tales casos un vunto x dc (2,b) puede perterccer a dos i1illas adyacentcs y
a todas las subsuccucutus del sistema; tnl’punto quedars detormiicdo por va-
rias succsioncus de intervalos.

Si s¢ tratn do cSlulns de dos o mis dimensiones, ¢l siztumc de redes -
aplicado a c¢llns s¢ ccfine como siguc:

Tomemos como .juin™lo una célula de dos dimensioncs (a(l),a(z);b(l)b(z))
trazando varias roetos parclelas a los cjecs sc divide oste reetérgulo on un
conjunto fiuito Dl de subec&lulas rectangulares cuyas diagornles no cxceden

a un ci;rtocﬂ > 0, Con nucv:s rcctas paraleclas 2 los Jjos 8. determina un -

nucvo eorjunto rinito D2 dc subcélulas comprendidas o coiicidiondo con las

antcriores y cuyag d‘;lngonr:lcs no sobrcpascu & 42 (J.
*

Repitiondo ¢l procuso s¢ obtine ura sucesién Dl’ Dg’ oo Dn’ eee de =

conjunrttos finitos dc¢ subcllulas cuyns diagonclces son m.nores o igunles quo

los corrcspondicntes cloumentos ' dec la succsidn cfl, gfz, oo d.

n)
dcerceicrte y cuc converge a ccro,
Como antcs, los conjuntos Dn s¢ les lloma redes; = cods unt de los -

subcélulas, mallas, y 2 1o sucesidn Dn sistuma de reies cplierdo ¢ la cé

lul~ cerrada (a(l), a(z); b(l), b(z)).

Suporngailos quo Gl Dn s¢ tomz coda molla semicerrcdn o Lo sogin cste -
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criterio:
lo. Si la mclla ( &L, L% B¢ ,P¢’ ) no tienc ningG: lado comin

) @) .
1~dos de (a*?, a®’; v, b ) que no contiencn al punto -

con uno de los 5

w

. . 0 ( <) A
(a*?, a“)) (es decir si B" < v’ y P < b’ ) se toma como semicerrada;

cualquier punto (x”’, x‘”) de ella debe satisfacer las condciciones -~ - -
K< x99 < B oL xW< B,
.4 ] J) (D]
20, Si la malla es de la forma (<7 , =5 B, ) con,? < b

) ' i) )
o de la forma (e ,»l™: ¢ R ) con B< b , se towm: cerrada a lo

W)

)
(¢3 b

» ¢)
largo del lado comfn con (a*’ , 4 s b

, ), pero este lado se toma

como semicerrado., In otros términos todo punto (x®’ , x ¢’y debe satisfacer

para la primera célula las desigualdades
.
.d-(us x < B ;ak'(z')s X(Z) < l_)(2.)

y para la segunda ) 2) Q@)
°<(|)5 x < b s ol (l)5 x‘ < ﬁ

30. 1a finica célula no comprendida en los casos anteriores es la que -
tiene el punto (b , b®) ) como uno de los vértices. ssta célula se toma
cerrada.

Considerando de csta manera las células de Dn se llega a la propiedad

fundamental de aue cualquier punto de (a 7, a@l p ) @) pertenece a

una malla y sélo una de Dn’ para cualquier valor de n. Todo punto X queda

determinado por unq‘f%gesién convergente de mallas pertcucciendo cada una
de ellas a una red dis:t'inta de la sucesién {Dn ?. *

Las mallas de una red cualquiera se pueden ordencr de v.rias manerass

una scria tomende on primer lugar las del primer rengldn [ins de la forma

(¥, % B , b@)) ordenadas de izquierda a derecha. uespués las del

segundo renglén, dc izquierda a derecha también, etc.

51 las diagonales (f; de las mallas de Dn son iguales y la relacidn

Jdn + 1 . s N . . NPT
————— es8 indepcndicnte de n, el sistema de redes se dice cue es simétri

I

CO.
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Si todas 1los mallas de Dn’ para cualquier valor de n son cerradas, -
se les llama simmlemente sistema de rcdes con mallas cerrades. En este -
caso un punto (x ¢, x @’) dge (a ', a ®’; b ¢, v¥)) pucde quedsr deter
minado por varics succesiones convergerntes de mellas.

1.3 Se 1llama vecinded de un punto x de un intervalo (a,b) 2 un intervalo
(x - fl, X + (2) abicrto o cerrado, que descansc enturtacite vn (a,b)s

los untimcros positivos €, y €z , no necesariamente igualcs, ‘ruccen consi -
dcrarse tan pequciios como se quicra resultendo asi la vecindod del pulito

x tau pequeiie cono ne guicra. Ui intervalo (x, x + (2) »¢ definc como -
una vecindad ds x o 1o derccha y (x - (]j x) como una veeinded de x a 1la
izquierda; ambos pucdcn ser abiertos o .ccrrados., 4 los coxtremos a y b sc
les considera Gnicamcnte veecindades a la derccha y a la izquicrds respec-
tivamente.

in el caso de p dimensiones la vocindcd de un puito (x(l), ees X

{ (44 ®
© eoe X ? - C

1? 1

-
’
!
]
1
!
|

es 1o célula abicrtz o cerrads (x ¥ -

' o’ L3
x P+ e®, to0 x ¢® 4+ €) donde los nfmeros ¢ pucden sor tan peque-
2 2

flos como se quiera,

Un punto (x¢? , x @, .., x®#) ) es punto de acumulneién del conjunto

G de p dimensioncs, si c¢n toda vecindad de é1 existoen puntos de G distintos
dc x mismo. Dicho punto x puede o no purtenccer cl conju:to.

Un punto aislcdo del conjunto G e¢s todo punto d¢ G auc no es de acumu-
lacién de G. ﬂvideﬁ?éégntc cxistc una veeinde 4ol punto aislado que no con
ticinc mfs puntos de¢ G que &1 mismo.

Un punto cxtourior a G os un punto que no pertunsce 8 G ni cs de acumu-
lacidén de G, Axistc uno vecindad del punto extcerior quo no conticne a nin -
gin purnto de G,

E1l conjuito formndo por todos los purntos de acumulacidic Ce un conjunto
dodo G rceibe el nombre de conjunto derivado de G o primcra derivada de G -

- doncta nem 0! o1 _a 5 + demiseda da 00 oo doiato oo O ooof o I.
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sivamente,
1.4 Operacioncs con conjuntos. R -

Sean G oo Gn’ n conjuntos del mismo nimero de dimcnsionecs y

1’ GZ'
teniendo o uno puntos comunes. Llamaremos suma dc estos conjuntos al --
conjunto G formado por todos los puntos que pertcnccen a cuando menos -
uno de los conjuntos C—i (1 =1,2, oo n). Se empleca lo not cidn - - -
G=G, +G, + . + G .

1 2 ° n

El conjunto M formedo por los puntos comunes 2 todos los conjuntos

Gl, G2,

M= G10G2 coe G‘no

ese Gn sc lloma producto de dichos conjuntos y sc oscribe = - -

En el caso de gque dos conjuntos dados Gl y G2 no tcrgan ningin pun
to er comin, su producto G .G2 no contiere puntos; al conju:rto que no -

contienc puntos ¢ l¢ 1llama conjurto nulo (null-set) y sc denoto por 0;

asi cn ce¢ste caso resultaria Gl.G2 = 0.

I2 adicidén y rultiplicacidén de conjurntos tieuec: las proypicdodes --
formalcs asociativa y covmutativa, y la multiplicacid: ticac zdemis 1a
distributiva. or cjemplo parc tres conjuntos L, M y ¥ teromos,

I + (M+ N) = (L + M) + N; (IM) N = L('%
L+i=MN+1Lj; LM-=ML
L (M+N) =LM - LN

Como casos porticulares importantes:

~...-‘:
M+M=M; MM=M; M+0=M; MO = 0.

*

La difcrcncia L - M entre dos corjurtos cualesquiera L y M se defi
ne como el conju:to de purtos de L que ro forman partc dc 1i.

Ia propicdad distributiva de la multiplicacién con respecto a la -
sustraceién cs v&lida cen cualquier caso. Sc puede escribir - - = = - --

L(M - N) = L,M - L.1", dondo L,M y N son conjuntos cualesguicra.

No present~ dificultad extender las operaciones dc adiciér y mul -
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tiplicacién 2 un ndmero ilimitado de conjuntos., .asf, toucrios que la su

ma G = Gl + G2 + ,.. dc los conjuntos elcnentos dc¢ 1la sucesiédrnr {gn }
es el conjunto formndo por todos los puntos que pertcnoccer a cuardo monos
uno dec los conjurtos Gi' El Eroducto‘M = Gl.G2 PR Gn sse ©S el eonjunto
constituido por los »untos comurcs a todos los conjurtos Gi.

AMin en estc coso de un ndmero ilimitndo de factores o sumandos- se -
cumplern las provicdoades formales asociativa, conmutativa y distributiva,

1.5 Se usa la notneidén M < G parc indicar que todos los purtos de M son

puntos de G y sc dice que M es partoc o componente de G o que G _conticne

a M.

I2 notacidn M < G indica que todos los puntos de i: so.. purtos de G
pero que cigunos puntos dc G no son de M., Evidentemci:tc -1 conjunto do -
puitos de G quc o soi dc M es cl eonjunto G - M que sc¢ dosigna también
con ¢l simbolo % (i) v se l¢ da cl nombre de complemento dc M con recs -
pccto a G. Si el conjurto G es idéntico o un irtervnlo o célula furda -
meritales se dice simmlemernte que G - M es cl complemento C(M) de M y sc
pucde cscribir 1z igucldad G - M o= C(M).

Lourn coirjurto G sc lc llamo conjurto cerrada curndo, y sdélo cuando
corticune a todos sus purntos de acumulacidrn o cuarndo os fiuito. Mé&s bre-
venonte ecuando G’ < G.

Un conrjunto ¥ cs cislado cuardo todos sus puntos soi cislados o lo
que ¢s lo misno, curido M.M’ = O.

Por comodidad d¢ ~qui cn adelante desigrarcmos coi x simplemenrte -
al punto (x¢), x €4, ... x%®)) y cor (a,b) a la célula (a2 ¢)., a®; b <)

Ei conjuirto i ©s denso en el intcrvalo o c¢éluln (a,b) si cxiste un
subintervalo o subcélula (a’, B’) tal quc todos sus purtos sor. de ceuru -
lacidén do M.

5¢ deduce de 1z definicidn cnterior gue si un conjurto I° 1o c¢s denso
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cn (a,b), todo subintervolo o subeélula (a’, B’) cortiore ur subinter -
valo o subeélule (2,b), tocdo subintorvalo o subeédlula (a’,B’) contienc
un subintcrvclo o subecélula (2",b") en 1la que no hay un solo purto del

corjurto N,

M es denso o todas partes de (a,b) si todos los puitos de (a,b)

son de ceumulacidi de M.

M es dernso ci si mismo si todos los puntos de ¥ soi ~curmulaeidn -
del conjunto. .is deceir M < M’.

Un conjunto H es perfecto cunndo e¢s derso cn si aismo v ¢s cerra-
do. Se debe touer H =117,

Densidad en u: coujunto perfceto He M es denso en I cuando todos
los puntos de H cortenidos ecn un cierto intervalo o céluln (n’,b?), --
sor de acumulacidn dc M.

M es denso on todos partes de H si cunlquier punto de II es dc 2cu

nulacidén de li.

El punto x del conjunto G es punto interior del conjuito si exis-
te unt veeindad de x tal que todos sus puntos sean de G. Ui punto x de
G que csté en la frontera del intervelo o célule fundamentoles, se con

sidern como irtcrior a G cor respecto 2 dicho intcrvzlo o célula si --

cxiste una veecindnd de x tecl que todo punto de csn vecindod que esté -
en cl intcrvalo o Eﬁlila fundnmentcles, es purto de G. Tal punto no es
interior de G con respecto a un intervalo o célula gue contengan al in
tervilo o céluln »nrimitivos.

Cuando todo nunte de G es punto intcrior de dicho eoi junto, se dai
cc que G es ua conjunto cbicrto. Un conjunto es abicrto con respecto

a un intervalo o célula si todo punto de¢ ¢l cs punto int.rior con res-

pceto o dicho irtorvalo o célula,

En las dos Gltimas definiciones se puede sustituir el intervalo o
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célula fundamentales mor un sonjunto perfecto H. En este caso tenemos:
Un punto x de M (M &H) es interior a M con respecto a H si es un -

punto de H y existe una vecindad de x tal que todos los puitos de H que

figuran en esa vecinded, son puntos de M.
Si todos los puntos de M son interiores con respecto a Ii, se dice
que M es abierto con iespecto a H.

A continuacidr daremos algunos teoremas referentes o los conceptos

s

definidos en este nlmero (1.5).

1.51 Teorema: C(Gl.G cee) = G(Gl) + C(Gz) +* eee

2
Corolario: C(C—l * G2 + e, ) = C(Gl).C(Gz) cee
1.52 Teorema: Ia derivada de un conjunto eualquiera, es ux conjunto -
corrado.
Covolario: Ll conjunto G + G’ es cerrado cualquiera vue sea el con
junto G.
1.53 Teorema: 5i G cs denso en si mismo, G’ es perfecto.

1.54 Teorema: 71 complemento C(G) de un conjunto cerrado G es un con -

junto abicrto coan respecto al intervalo o_célula fundamentales. Reci-

proeamcnte el complemento de conjunto abierto simplemente o abierto --
con respecto al i:torvalo o célula fundamentales, debe seor cerrado.

1.55 Teorema: &l comglcmento CH(G) de un conjunto cerrado G(G <H y H -

perfecto) es un conjunto abierto con respecto a H. Reciorscamentetel --
complemento d¢ uii conjunto abierto con respecto a H ¢s uia conjunto ce -

rrado.

1.56 Tcorema: ILa suma de un nimero finito de conjuntos cerrados es un -

conjunto cerrado.

1.57 Tcorema: %1 uvrocucto de un nimero infimito o finito dc¢ conjuntos -
cerrados, si no es nulo es cerrado.
Corolario: Ia suun de un ndnero finito o infinito de conjuntos abiertos

o es_un conjunto abierto. .. . .
1.5¢ Teorema: Il procducto dE‘un‘ngmero finito de conjuntos abicrtos, si

es distinto d¢ ccro, es abijierto,
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1.6 rotencia de un conjunto. Conjuntos numerables.

Las correspondencias biunivocas entre los clemenmtos do J. v M v en -
tre los de % y 17 traen consigo la correspondencia biunivoca euntre los -
clementos de L v 1w Lsto permite definir la potencia de uu conjunto de
la manera siguicnte:

Dos conjuntos ticnen la misme potencia cunsndo se pu.de cstnblecer -
una corresponrdce:cia biunivoca entrec sus elementos.

Como ejemnlos de conjurtos que tienen la saisma potsicin pordremos:

lo. Dos conjuntos finitos de igual ntmero de cl...u.tos.

20. Rl inturvalo (0,1) y un intervalo cualguiera (¢,b). Dastn hacer

X - a .
= =-— para que a cualguier punto x de (a,b) l¢ corrcsponda -

b - - <
un punto § de (0,1) v reciprocamecnte,

x . . .
establece una corr.s+o.dcreia biuni-

30, La relncid: § =

x +h
voca entre todos los nGmeros rcales y los puntos de (-1,1).
untre los conjultos imbs importantes figuran los cuc ti:.cn la nmisma
potereia que ¢l conjuite de los nlmeros naturales (1,2,5,ec4)0
A estos conjuntos sc les ®Moma, por definicidn, conjuatos numcra -

bles infinitos, Ur coirjunto que es finito o numecrable irfirito recibe

cl nombre de nu.erable.
La condicidén nucosaria y suficiente pora gue un counjunto sea nume-
rable es que sc pucdarn numerar sus elcmentos, es decir quc cueden estos
—— .
ordenados e la formd S0 Qpy Qgp eee habiendo o né un dltino clepento
cn esta ordcirncidi,
Cor respecto 2 los conjuntos numernbles toncrios los tcorcmas:
1.61 Tcorema: Todn componente dc un conjunto numerable, cs auncrable,
1.62 Tcoreme: Ur conjunto numerablc de conjuntos numernblcs, ¢s nume-
rable,

Corolario: i1 conjunto de los nlmeros racioncles ¢s iumcrable.
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1.63 Teorcma: 31 conjunto K dec todos los conjuntos finitos ordenados -

de cntcros wositivos, es numerable,

Corolario 1l: El corjurto K de los conjuntos ordenados de p cnte =
ros positivos ¢s numcrable,

Corolario 2: £l conjunto F de los puntos de coordenndus racionales

en el espacio p-dimensional, es numerable.

1.64 Tcorcma: 1Bl conjuito R de los nlmeros reales no es uunerable.

TPor ¢l tcoremn anterior vemos que entrs los conjurtos iirfinitos se

pucden distinguir dos clascs muy importantes:

conj

la. Los conjuiutos numcrables iufiritos que tiorneu la wisne poten -
cia que lo sucesid 1,2,3, ..., potencia que se dosigns corn la le-
tra a.

2a, Ios conjuntos que ticren la potencia de los nlmercs rcales o -
potcreia del contiruo. Esta potencia se representa cc la letra ¢,

Todos los conjuntos infinitos de¢ puntos corocidos ¢:. 1a tcoria de

untos, ya sca lincales o de mayor nimero de dimensio:cs, ticren la

potcicia a 6 la ¢, Si:i embarge no se ha demostrado hasta -~hor: que es-

tas

-

scan las Gnicne rotencias posiblos'para conjuntos dac¢ vuntos,

Fara los conjurtos de potencia # a tencmos los tcorcmas:

1.65 Teorema: Io potcncia de un conjunto no numerablc no sc nltera si

1.66
1.67

sc¢ suprimce 2l conjunto cualquior comporente numerable.

Corolario: il CghjULtO de los ndmeros irracionales du cualquier in

tervalo ticue lo potenein e,

Tcoremn: Il countinuo p-dimensional tiene la potencic ¢.

Teorem2: Si L y M son dos conjuntos talcs que L.l (Ll < L) ticne -

la misma votercia que My Ml (Ml < M) ticne la nisma potencia que
.

L, dcbenr tcener la misma potencia,

Corolario: Todo conjuunto de puntos con una componcnte de potencia -

¢, debe scr dec 1a potencia c.
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1.7 Ndmeros transfinitos, Conjuntos bicn ordenados.

Tostulemos lo ciuistenecia de ndmeros que pueden formorse aplicando
los llamados "*dos prircipios de¢ generocidédn de Cantor®, Estos nrinci-
pios son:

lo. Tods ivliacro ticre unl: siguientc que sc forma agregaido al pri-
mers la unided,

20. Después de cuclquier sucesidn ilimitada de ndmercs, cxiste otro
que es postcrior o todos los miembros de esa sucesidn v 2o hay rningin -
nduero que sc¢a su inmedicto precedernte,

Todos 1l2s ndmeros guce siguern cstos dos principios s¢ llamor nime -

ros transfinitos urdinanles de la scgunda clase, o simplementc rdmeros -

ordirales de¢ lo scgunda clase, A los rameros ordinales Tinitos sc les =
llama rdmeros de la primernz clasc y se forman particude del ndmere 1 de
acucrdo ccn ¢l primur priucipins,

Ejcriplos:

I Después de la sucesién 1, 2, 3, ... 1, ... existc un rlmero de -
la scgunrda closce, do ccuerdo ce~n ¢l scgundo prircipio. istec ndmero cs cl
primcr ndmer: ordinral trernsfinito y se lec denota con 1la letra W

II Particnde dew y aplicando cl primer prineipio, llegmos a los --
nincrosw + 1, w + 2, w + 3, ... w + 1, ... Estos ntmcros constitu-

yer una sucesidn, luego cxiste un ndmer» que viene desphés dc todos —--
elles, ndnmer: que deiotorumos porw + W o= w2 ¢

IIT El nimerow .2 +w = w .3 aparccc despuéds de la sucesidn - - -
w 02+l,w.2+2’ 0 0 W.Z"'n, LAY El nﬁmchW(n+l) cs Cl que-

sc forma inmcdiatrnoente después de la sucesién wv.n + 1, w .1 + 2, -

W+ 3, ...

g\

IV Después de 1la sucesidn w, w.2, wW.3, ..o %, ... Vicre un nd

2 R
merc que sc¢ rupresentc por el simbolo W ~. Particendo de este tcremos --



2 2 , .
W o+ 1w e + 2, W2 + 3, see W + I, +.. 3 €1 nOnmero que viene a

. ., 2
continuacidn cc W™ + W ,

i . 2 2
Br la mismn formn se llegt » nlmercs como W~ + w,2, W + W, 3, -

2 . . . @’
ses W+ w.n, ... 2 los que sigue inmediatamente el ntmero - - - -
2 2 w? o . 2
WwW" + W= .2 Después cpareeon nimerns como W ,2 + w .+ D,

V El mfacro inmediantcomente posterior a les nlmerss - - = = - -

2 2 .
w w2.2, wz.j ces w2.n, ees €8 u/3

. Particndo de w3 sc llcgn =

4
P 2
nimecros de la fornn w” + W .m + wW.n + p.
Los cjemplos antoriorcs son casos particulares del tipo

W Brw! P b+ W R P
cn que los nlmeros n, Pps Dy_q9 ece Py p, son ndimer s ordinales fini-

tos cunlesquicr:a,

VI Considcronos la sucesisnw, w -, w7 ., Bl nGrcro siguicnte cs

B

¢l w*; y partisnde de oste dltime teiromns ndmercs deo lo forma: - - - -

n
w P +w™! Pt tw.B+P, . _ . _ Y Después de la succsidn W':'Ww,lwwn--“’w"
[ %
tenenos el némero w© . Y todavia més, desples dc lu succsiédn
w w“’ ulww . . . . .
Ww,w ,W ... - = = - dobe existir, pcr el szgunde prinecipi-

de generacidn, un nimoro transfinite que puede desigunrs.: con € .

Como sc ve cualquier ndmero de lo segunda clasc pucde denotarsc por
rnicdio de un nduere finite de simbolos per: nc hay limit. supcrior para
cl ndmero de sii;lbol-n's:':*utilizadc-s cn las cxpresicnes dc t.les nimerps.

Ios nfimeros de la scgunda clase se dividen en dos cspocicsy la pri-
nere 1o constituyenr los nlmcres que ticren un inmediato contorior y que
por 1> tanto 1o son linites de ninguna sucesidny p.r cjoinls los ndme -

2 . w : .
rosw + n, w + w.2+ 3 w +w+ 1, L>s de la scguunda czpccic o nd-
moros limites de una succsidn, vienern inmediatamcntc después de los clc
mentes de alguan 3816ny po mpl- wla,w”
mentcos de algunt succsidng por ejemply W, w+ w. 2,

U conjunto :rdoncdo estd bien ordenado si toda compouncite de 1 tic
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ne un primer clorcnto. Si se admitc que el ecnjunto de 1lcs némeros de -

la primera y scgundn clase esté bien n~rdenado, se pucden demostrar los
tcoremas:
1.7 Teorcma: Sca N un conjunto infinito de puntos cuvos clcmentos or-

denado>s son Xys Xy eee xn, .so Vamos 2 supecner que los indices dc to-
dns los elerncntos dc N son todos los nimeros anteriorcs o un cierto ni-
ncTo ﬁ? de la primera o scgunda clasc, En estas condicioncs c¢s pesible
ascgurar que N c¢s nuwaerablc,
1.72 Teorcma: Sc¢o M un conjunto numerable que al crdenarlo dclciurto mna
ncra queden sus clementos en la forma X1y Xy ees Xy oo Ertonces cxis
tc un namero § de lo primera o segunda clasc que no aoparcce cntre los
{ndiccs de los olcmentos‘zi poero cualguier ndmero anterior © 5‘ cs in -
diec de un elenento dc N,

1.8 AnAlisis de 1lus conjuntos en general,

Un punto aisladoe de cualquier ci:njunto> G es t21 que cii ura vecindad

suficientementc pequeiic de ese punto, no hay otros puntos de¢ G, Tor cs-

ta razdén se dice que un punto aisladc es de grado cero cu cl conjunto.

Si cn toda vocindnd sufieientemente pequefia de un puit> de acumula-
cibn de G hay un conjunto numerable de puntos de G, se dice cue ta2l pun-

to ¢s de grads nuncrable on ¢l conjunto o de grade a ei. ¢l cornjunto, Tal

pui:to puede o no pcgggnecer 21l ccnjunto,

n caso de ocuc ur punto sca tal que en toda vecindad dc €1 ex{sta -
ur cor:junto de puitos de G con la potencia del continuo, se dice que es
de grado ¢ e ¢l conjunto. Ardlogamente si cn toda vecindad suficicnte-
mente pequefia dc un punto existe un conjunto, componente de G, de poten-
cia x,sc¢ toma tnl punto como de grado 5‘22.91 conjunto.

1.81 Teorcma: Si tode punts de G ¢s de grado a en G, estc conjurts es -

rumerable.
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1.82 Teorena: Todo cornjunto G, no numerable, es la suma de un conjunto
iumerable (pesiblomente nulo) y un conjunto en que cadn nurt: es de -~

grado no numerable cl. ¢l eonjunto y que cs derso e¢n si misno,

2. CONJUNTOS LIMITES.

2.1 Definicidbii de conjunto limite.

Considererios una sucesidn {Gn } er: la que todos 1lus niuibrus G, Gz,
G3’ «es son conjuntos de puntos en un espacio de cualquier nidnerc de di -
nersicnes. ILos puutos de estos conjuntos Gi se divide: cit des clases:

la, Puntos cuc pertenecor 2 ur solo elemerto de {Gng 0 corunes a un
ninero firito de diches elementos.

22, Puntos comuics o un nlnero infinito de miembros do {Gn} . hlgu-

3]

ros pulrtos do cots clasc puedon satisfacer la condicist do .uc figuren oo

todos los caorjuutss G a partir de¢ cicrto rang: que depeiiiurd on gerceral -

Al econjunto de nuittos perterccientes a esto dlting close se le llana

conjuite limite cormleto (¥) de la sucesidn {Gn\g y lo desiyg: arcnios coln GK.

El conjunto de puntos dc 1lz scgunda clasc que satisfacei:: lo enmdicidn dc -
figuror en todos los nmicinbros de {Gﬂ? a partir de cicrto rango, sc le --

llama conjurtc limitc restringido (k #) de {Gn% y lc designarenos con GR;

.
. *

es cvidente que G « G .
R—» K

Si en uia sucesidn se verifica GK = GR se dice que dichn sucesidén con-

verge y que cl coujunte G = GK = GR cs ¢l conjunto liinitc d¢ tal suecsidn.

B los ejonplos que sc dan 2 continuwacidn, (x) representa ¢l conjunto
cuys Unieo clone: to ¢s ¢l punto x,

I Sion {G"; ro hay purtos de la scguuda clasc, G. = 05 Gp = 0

(#) Townsend: Functions of Renl Variablcs. PAg. 33
(%) Townsend: Furctisns of Rcnl Variables. FPag. 34
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¥y por consiguicntc G = O.

1
II Gy = (1) + (/3) + (¥5) + oo+ (5557) * oes
G, = (¥2) + (Y1) + (#6) * ser + () * .

G, = G~ (¥2)

1

Gop w1 = Gop o1 - (g3 oT)
1
G211-._+ o = G- 53

AN D LTTCrRn
PRI I R R ER P

En estc cjoiplo toremos G = (1) + (Y2) + ¢y5) + (Y6) + (/9) + ...

Yy GR = 0. Por lo tauts 1o sucesién ne counvergc.

ITTI Gl cousta dv tndos los purtos del intecrvalo (0,1)
G2 1 n " " " ] " (*-.;,,.l".ff )
/
. ] c—
Gn it 1] " " " " it <i_ -, .l- + A )

. o o . ° ° ° ° ° e e o . . ° o o . . . o ° ° o ° . ° . ° . .o

5S¢ ve féciliente (e, 1.11) que GK = GR = (¥2). Lucse G = (Y2)

IV G = (1) Gy=(1)+ (¥2 )5 Gy = (1) + (12) + (+3);

vee Go= (1)E2) + (Y3D+ ...+ (Yn),
Lt *
En csto ensa resultc Gy = GR =G = (1) + (¥2) + (¥3) + ... + (¥1) ...
2.11 Tcorena: Ins conjuntos GK y GR satisfacen las igu~ld-dcs

G = (Gl Gy *oeee ¥ G+ oLl )(G2 Ot G ¥ coe)eas

G =(GOG

R 1 2 ce Gll o..) + (G‘2.G3 s o0 G’noco) + (G30G4 seo 0 Gl" too) t e

-

Denostracidn.- Si Gnicamerte hay puntos de la primcra close cu {bh} antbos

nicribros dc cada iguwldad son nulos, Si existen puntos do 1o scgunda clasc
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todc puntn de G- figura cu c¢nda uno 4o los conjuntos:

(Gy + G * ved) (G + Gy * wud), (g + auad, woe;  BXHR
rooe e S FACOLTAD DE CIENCIAS
por consiguicate Biblioteca

G.. 5 (Gl + G + oo-)(G‘2 + G3 + ...) eoe l.-lt‘.‘emf..'"’- si _x— es un

2
punto de la prinwra clasc existe un ndmero p tal que x nn fizuro en -

G ..+ ¥ por consiguiontc tampoco figura cn (G, + GP“+...)

G, G 1+ 2

Yo+ 1?

...(G + Gl + 000)((}’ + Ga + -oc)oc. SGK

-‘o = A +G‘ oo o0 + o0 0 G ce e ‘o0 @
G, = (G + G +.0)(G * G . )G+ .e)

Cualquier puito de (G, .G, ...) + (G, -G, eee) * ... o8 murto de G, pucs
to quc si x ©s punte que no figurn en tedas las G a »nortir dc cierta ran-
go, no est o incluido or aninguno de los counjuntos (G, .G, cen), (Gl, Ga"');
.. TLuege G, > (G,.Gz cees) ¥ (CE'GB"')

Jdemfs cualquicr puute x de GQ debi: aparecer en todos 1os conjuntos -
a partir de ciorte rango p; on consecucneic x aparece on Gp + Gpy + ...

o cr otros térninos Gg = (G .G,...) + (Gz’Gg eee) * oo iC conecluyc -

que Gg = (G".G“ ooo) + (GJ’GB ooo) t ecee

2.12 Tcorenn: i1 lirite completc de le sucesidn {Gﬂ} ¢s 1 complcmerto
dcl limite restringido de la succesidn {C(Gh)}
Demostracisdn.- Snlicarndo sucesivanent. los teorcins (2.11) v (1.51) -

—~

al conjunto linmitc cmﬁ:’loto Gy de {Gn} obterncmos .

CG, + G, * wua) + C(G, * Gy *+ 4uu) * CG, + un) * uis

[é(G. ).C(Gz)..J + [c(cl).c(cs) J * [C(GB) ] s

csto dltimo por ¢l corolcrio de (1.51). Fero el dltimo wicibro es el 1lini-

C(Gk)

tc restriungido de {C(G" )} , luego quoda derwostrad: ¢l tuorena.
2.2 Conjuntc linitc intericr v conjunto limitc oxterior.
LLomarerws sucusidn deereciente de conjuntos (G"} 2 toda sucesidn

¢n 1o que se verifiea G, >G1 > 400 >G >G,,, > ...



(20)

Si en {G“} succdc completamentc a la inversa, os dccir, si

ess, dircmos quc G es erccicnt.. I ambos casos

G, <G2 < eee <G <G,

resulta G = Ga > asi que toda sucesidén, crceeciente o decrceicnte, conver

gC.

Conjunto limite iuntcrior es tode cunjunto limitc dc uno succsién de-

crecicnte y conjunte limite exterior es todo conjunto limitce de una su -

cesidn cerccicnte. So ve immedictamcnte que ¢l conjunto linite interior -
¢s igunl a Gc’Gh‘Gi eee y el ctro c¢s igucl a G, + G, * ...

El conjunto (¥2) del cjemplo III de (2.1) es linite interior y cl -
conjunto G del IV cs linite exterior.

2,21 Teczrenn: ©T1 comnlemento de cualquier conjunto 1limite coxterior cs -
un conjunts linite interior y viceversa.

Demostracidn:- 3i {C,} es una sucesidn decrecicnte, {C(Gh)} es una
succsidn creciente, Lucgo G = linm {G"3 ¢s limite interior v ———--ceeeeean
H = lin {b(Gn)} ¢s linite extcrior.

For definiciéd:: G = GK YyH=H,vy aplicando el tuorciin (2.12) tencmos

J.G = C(H), H = C(G).

-

que G, = C(HQ)

2.22 Teerecnn: Bl conjunto de los puntos comunes a todos 1los conjuntos de
unst sucesisn cualguier: {H"B cs un conjunto linmitc intericr.
Deriostracidn.- Desigianos 1la sucesidn {é,} dc¢ esta unnera:
= H . = I ¥, = T i . . = H . i .7 .
G, =H, ; G, H=H, Gy = H,.H,.H, 5 ... ; G, =K e e Hys ool
*
Evid.utcuente G, > Gz > Gs > 000 >G> 000, lusgy G = liu<{G"} cs
limite interior. Iror otra parte
G=G’0G’o oo s = ° e o e00 = c. OI:: oo
AR G3 (HI)(H' Hz)(Hl Hi H, ) H .H

1o guc derwmestrs el toorcna,

+ ... es 1linit. oxterior, --

2,23 Tceorenn: 31 conjunto H‘+ Hl t ... +H)

cunlquicer: que scz 1o sucesidn {H,}
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Demostracién.- 1or ¢l corolario de (1.51)
. C(IE,"'II""’ L] +Hh + ooo) =C(H‘)oC(Hz) L] C(II") LI
Tor el tcorcra cintcrior C(H,).C(Ht) .e. C(H,) ... debc scr limite in-
terior; por lo tantc H, + H, + ... + H, + ... es linite oxterior.

Ios dos tooremas antoriorcs son casos particulares del siguicnte

2.24 Teoromo: Cualquier conjuntc infinite G es limitc cxtoerior y limite

interior.
. . (a w
Demostracién.- Desigremos a 1z célula (2 y @ ) y eee O 3 = = = =
p® , p® , eos W) ) por (z,b) simplemente. Sea (a,b) una de las célu -

las fundenentales dc Gy si @ es tal que 0 < 9 < 1, 1la c8lula (a2, @ b) --
conticie una pnrte de G que llaniaremos Gg (pueden succder dos cosos oX -

trcnos Gg =0 8 Gy = G).

Si {8, } es una sucesi’n crccicnte de valores do 8 que converge n --
unc, los conjuntos Gq , Gq y oo G&, , «oe coOnstituycn una succsidn --
crccicnbte cuyo 1limite ¢s G. Se ve de est2 manera que G Pucdo considerar-
se corlo limitc cxtoricr.

Tombién s¢ voe cuc G ¢s limite intcrior tomando con cuunta que - - --
G=2¢C [@(Gi} v aplicondo el teorcna (2.21).

NOT/i: Pera ovitor quc en 1la sucesidr {GeAg a prrtir do cisrto ran-

n
ge 1 succda que G = G = ,.. = G, podcrns utiliz~r 1o célula ---
fnig a3 em e"‘ - b 2 &

(2, N D) en dommx,gifsté definrido por la cortadura cn ¢l cammo de 1ns -
nirncres positivos cr oue la clasc de la izquierda cstA formada po; los -
rineros ae  tales que fucra de (a,4b) hay infinitos puatos do G.

Jhorn bicn, senn, Geh la componcntce dc G en (2,8, N\ b) y M el con-

jurto d¢ puntos de G cxteriores a (a, A b), ertonces 1a sucusién - - - -

+M<.oe < GO +M< ... , Poro -

G, + M} cs dcl tivo G + M G
{9" - ' 6 = 8, - n

para un ndnero iufirito de valores p,q,r, ... dc n toinonos:
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G + M <G + M<G + M < ene
o 0, 6,

For lo tanto G = 1im {Ge + M} resulta limite exterior.
n

s posible cue en una sucesidn decreciente de conjuntos, el limite -
no contenga puirtos; v.gr. si en la sucesidn del ejemplo III del (2.1) a
cada elermento de clla sc le suprime el punto %2, result: todavic una su
ccsidén del nismo tipo pero cuyo limite es el conjunto nulo.

Hay un caso dc sucesidén decreciente en que se puedc ascgurar que el
limite es distinto dz ceroj; la afirmacién de la no nulidad de dicho 11-
mite en lcs condiciones especinles correspondientes constituye el siguien

te teorena:

2.25 Teorena: i {Gn} es una sucesidn decrecicnte de coinjuntos cerra-
dos en un espacic de cualquier nimero de dimcnsiones, se debe tener G # O

y ccrrado.
Demostracidn.,- En primer lugar vamos a hacer ver que si se aplica una

red D (No. 1.2) -1 intervalo o célula fundamental de G, red cuyas mallas

en numero de m las designaremos por d,, d oo dm, cuando menos una de

1’

estas mallas contienc puntos de G cualquiera que sea el valor de n.
Supongamos cuc ninguna de las malles de D cumple cor 1o cofirmacidn -~
anterior; entonccs o la malla dP {i.g p <m¢{ le corrcspoadc ur nimero n,

tal que dp no conticre ningdn punto de G, s Gy, » G, cee Sea
- P P4 P+2

N el maximo de los gfnﬁmeros n,, nz, ees B3 SC debe tencr ¢uc nipguno -

de los puntos de Gﬁ’ G , ... figura en lus mcllns de la red D

G ’
Ny N+2
lo cunl est# exn contradiceidn con la propicdad fundamental de una red. -

FPor lo tanto cucrndo menos una di conticne puntos de Gf (n=1,2,3, ...).
4
Continunndo con la demostracidén del tcorema, aopliquemos un sistema de

rcdes D, JREEEE D,y oo al intervalo o célula fundamentnl que incluye a

G, Sca dy la primers molla de D que contiene puntos de G, pare - - - -
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n=1,2,3, ... 3 lo rcd D2 tiene varics mallas en d 4 y por lo menos una
conticne puntos de todos los conjuntos Gj sea 82 la primera dc ellas., -

El mismo razoncmicnto se puede aplicar a D3 , después n Qf’ etc.,, resul-

«es cadn un: dc¢ las cuales

tando asi una sucesién de mallas 4,, 4, ds’

2
estA comprcndida cn 1o anterior y conterniendo todas puntos de G” para -
toda n.

Esta sucesiédn define un punto x (las diagonales dc estos m;llas tien-
den a cero) que figura ern todas las mallas y es claro que x es punto de -

acumulacién de G, Gy GB’ vee Gh’ «ee3 Por lo tanto ya que cstos conjun-

tos son ccrrados, x pertenece a todos ellos y quedc demostrado que G ¥ O.

Finalmentc, si x es puntc de acumulacién de G, cs punto de acumula -

cibén de Gﬂ, Gz, G3’ .o ¥y por tanto pertenece a e¢ada unc de c¢llosj luego
pertencce 2 G. .is dceecir, G ew cerrado.

Observacidn: Cuande lc sucesidn es de conjuntos abicrtos no sucede -
cosa anéloga pues el limite puede ser nulo o aun cucnde scc distinto de
cero, no neccsarioricntc cs abierto. E1l limitc de una sucesidén tal, re -

eibc ¢l nombrec de limitc irterior ordinario y sus proni.deodes sc esta -

blccerédn més acclantz,

2.3 Conjuntos d¢ la primera y segunda categorias.

- ¥,
3

Adoptarcmos dos déﬂiniciones parn conjunto de la primcre cotegdria,
a rescrva de domostrar después su equivalencia,

Primera definicién: Conjunto de la primera catsgoric () cs todo -
conjurto finito, nulo o limite de una sucesidén crccicnte civ 1o que -~
ninguno de los cleiucntos ¢s denso (No. 1.5)

Segunda definicidm: S5i {fﬂ1} es una sucesidn cualguicrs, con la dni-
ca limitacidén de guc ninguno de sus elementos cs denso, ¢l conjunto —---

1, + Hz + eee t Hh *+ ... recibe ¢l nombrc de conjunts d¢ 1o primera aa-

%) Hobson: Theory of Functions of a Renl Variablc. Pég. 134.
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tegoria. En particular puede suceder que Hy + H2 + ... 8ca finito o -
nulo, o bien que ¢ partir de cierto rango m, H, = Hypypy= ¢+ =0, con
lo que resulta que cualquier conjunto que no es densc es de la primera

catcgoria,

L, todo conjunto que no sea de la primera categoria sc lec define co-

mo de la scgunda cotegoria.

2.31 Equivalencic dc lecs dos definiciones.

lo. Sabecios que si G cs limite exterior G = Gy + Gz + G3'+....
por consiguiente todo conjunto de la primera categorio de acucrdo con -
la primera definicidn, tombién cs de esta eategoria de acuurdo eon lao -
segunda definicién.

20. S1 H =10, +1, + .. +H + ... definamos un: succsidn {G,,}
cormo sSc hizo en (2.22):

G, =H,; G, =H, +H

1 15 Gy 1 X G3 = Hl + H2 + HB; ees 3 G =H ®*H, + .,, +H

n 1 2 n
Si los conjuntos H,; nc son densos, los conjuntos Gg tampoc- lo son.
For lo tanto si H c¢s de la primera categoria segin la dcfinicidn dGlti-

ma, tmmbién es dc cvsn cntegoria de acuerdo con lo primcra definiciédn,

2.3%32 Teorema: 3Si un conjunto es numerable, es de la primors categoria.
La demostracidén cs inmediata utilizande la segundc. definicién.,

2.33 Teorema: ILa suma{de un conjunto numerable de conjunto: de la primecra

o
b

cotcgoria, es de la princre categoria.

*

Demostracidn.- Supcongamos que todos los conjuntos &, Ez, vee Em’ coa

son de la primcra categoria, luego

E_' = A'-’r + fllz + lllig + .0
v - . »
Jirz = sigy + g2 + .Ala + e
. ° ° o ° ° ° . ° e ° ° . ° . o .
I = o + A + + .o
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donde ninguno de los conjuntos . 4 es denso. Sc sabe por ¢l tcorema
(4.62) que ¢l conjunts de las Aij es numerable, por consizuicnte
El + E2 toeee + Bt veo = Sy thgg Y ag) tAg YAy, t o

cs de la primera cotegoria,
OBSERVACIONES: .

la. Un conjunto de la primera catcgoric pucde ser denso en todas -
partes. For ejenple cl conjunto de los nimerecs racionales del interva-
lo (0,1) es un conjunto denso en todas partes de dicho intervalo y por
ser numerable cs de la primera categoric.

También hay conjuntos de la primera categoria densos cn todas par -
tes, no numerables. En efecto apliquemos al inteorvalo (2,b) un sistema
de redes {D”} con nmallas cerradas (no. 1.2). Sea{ﬁ,,} una sucesién de
conjuntos determincdc de la siguiente manera:

Considcreios cr: ccdac malla de Dy un conjunto no denso 7 perfecto y sca
H 12 suma de cstos cornjuntos; en eada malla de I&considcrcmos también un
conjunto no denso y perfecto y sca H‘su suma. En general I, scré iguai -
a la suma dc conjuntos no densos y perfeetos coloccdos ¢ndn uno en cada
nalla de Lk Resulta cutonces que todo eonjunte H, no ¢s donso y por con-
siguicente H = Lin {H"B es de la primerc catcgoria, ,Piro iI cs ademis den-
so on todas partes de (a,b) puesto que si (c,d) es un subintcrvzlo cual ==

quicrz de (2,b), 1o §od D, para un valer suficicutcuentce gronde de n  tie
— .

3

nc una malla dentro d%;(c,d) y por lo tante dentro dc este subinteYvalo --
hay purtos de Hn; lucgo todo punto de (a,b) es de acwmwlacién de H. En -
consecucncia el conjunto H, no numerable, es de la primere categoria y -
denso con todas portes de un intervalo en que estd incluid.,

2a. Un conjunto de la primera catcgoria puede scr de 1o wmotencia del
continuo, In efcct> un conjunto no densn y perfecto ticne ustzs caracte-

risticas.
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3a., Un cenjunto de la primerz categoria no es nocesaricmecute cerrado.
Wl conjunte de los racicnales de (0,1) es un ejemplo y dorcmos 2 centinug
cidén otro de ui conjunto no numerable en estas condiciones,
o 81, $l, ovo J;, «.. una sucesién de intervelos c células abiocr-
tas de cualquicr idmerc de dimensicnes, cadn una de c¢llns conteniendo a
la sisuientc y toles cuc dicha sucesidén determine un purto Gnico x inte-
7
rior a2 todas los 4,. I'ormemos la sucosién..{Hm} de coi:juntos en donde -
I 4 es un conjunto ci la frontera de S; y por consiguicutc no denso eu -
el intervalo o célulc fundamental., Es claro que H = H, + iy ¥ vee €3 un
conjunto de 1- »rimorc cctegoria que ticne el punto x por unto de acu -
mulacidn, pcro comc'§ no pertenece a ningin Hm, tempoco pertencce 2 He ier
lo tanto H no es ccerrodo, Sc demostrard después que si ui conjunto de 1z
primere categorin os cerrndo, no pucde ser denso.
2.34 Teorcrio: Tods intervalo o célula (a,b) es un conjuntc de la segun-
da categorin,

Demostracidii, - tuyongomes que (a,b) es de 1la primcra categoria, Utili-
zando la primern Acfirnicidn resulta que (a,b) es igual o 5+ Sz+...+ §"+...,
donde ‘(SM% cs uun succesidn crecicnte de conjuntos no densos.

Apliquerios o (~,b) un sistema de redes {bn} con icllns cerrcdas y --
secn, X, un punto cunlquiera de (a,b) y 8941a primern i1l que lo con~
tiene; existc un canigpto §"4 que es el primwro que conticne a X y cono -

M L 4
no es denso, hay un intervelo o célule 14 dentro de é; que 1o contiene -
nirgin punto de 345.

Sean, &%lﬂ nriacrs malla que esté compremdida intosrincite en 1, v'ggz
¢l centro de cllr; oxiste un conjunto sz que es ¢l nriiicro que centicne
a _3523’ debe ser 11z >n puesto que 51 no figlra en 'Sml . A su vez existi-
rd otro inbervalo o céluln I‘ andlogo a I, y otra mallc Spy asi sucesiva-

3
merte, s decir hay una sucesién {3%} de malles, coda una de las cualcs



(27)

est§ comprendida en la anterior; la malla BP 4no conticne puntos de -
m¥

S y tienc como centro un punto x que figurz cn el conjunto -
" —M™ 44
SM».+4 pero no en el S’"m , asi que LI 2

La sucesién de las mallas {3%'§ tiene como limite un punto x de (a,b)

contenido en todas ustas mellasy si este punto figureor=n Cﬁlf& no estaria
m

contenido c¢n QP , luego no figura en ninguno de los corjuntos de la --

mt 1
sucesién S, , S , 8., ... 3 por consiguiente no figurr~ er lo succsidn
m m m
1 2 9
S, » E&, Eé s «e.e 1lo que contradice a la suposicidn de que (n,b) es de la

primera cctegoria y por lo tanto quedo demostrado cl tcorcma.

Corolario: L1 conplemente de un conjunto de le prinera catcgoria cs
un conjunto de lo scgunda categoria.

Deriostracidén.- Sea G un conjunto de la primera catcgoria; si C(G) fue-
ra también de 1a primcra, por el teorema (2.33) el counjunto C + C(G) re-
sultaria de csta cotogoria, pero G + C(G) constituye el intoervalo o c¢é -
lula fundamentcl de G que por el teorema anterior es de lo scgunda cate-
goria, Sc concluye quec C(G) forzozamente ¢s de¢ la segundc cotegoria,
2,35 Teorcmc: Si G ¢s de la primera categoria, todo partc g de G, es dc
le primcra categoric, .

Demostracidn:- 2or hindtesis G = G4 + Gz + ... dondc los G, no son den -
sos,., Por ctra parte

g = g.G = que$ gGg*+ +oo + 3G, + ... ¥y cstos conjuntos g.G no -
son densos, lucgo g os de la primcra categoria, )

Corolagio l: T1 complemento de un conjunto G de 1o »rimera categoria
c¢s demso en todas prrtes del intervalo o c¢élula fundorncntal de G.

Denostracidn.- 3i C(G) no fuera denso en todas partes del intervalo o

célula fundonental (~,b) de G, existirfa un subintervalo o subeélula - -

(2, b) de (a,b) cr la que no hubicra puntos de C(G); cr otrcs palabras,
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‘todos los puntos de (a‘',b') scrian de G y por el tcorcuma antcrior - -
(a', b') scria de 1o primera categoria en contradiccidn con cl teore-
na (2.34). Sc concluyc que C(G) debe ser denso en todas partes de (a,b)

Corolario 2: Si un conjunto G de la primera catcgorin es cerrado, no
puede ser renso.

Dernostracibn.- i G ¢s denso, existe un subintervalo o subcélula - -
(a', b") er 1o cue G cs denso en todas partes, y corwo por hipbtesis cs
cerrado, también lo scric con (a',b’) y por consiguicrnte todos los pun -
tos de (a',b') scrisi: de @, en contradiceidn con lo que sec ha visto an-
tes. £n consccucnecin G no cs denso,

Obscrvacidn: unguc todo conjunto de la primera cotugoria tiene como
complerentce uno de la scgunda, no todo cenjunto de la scgunda catcgoria
ticune como complenente uno de la primera. Pora hacor ver csto Gltinn, -
bastn con un cjeommla: considercmos el conjunto linccl H incluido en el
intervalo (0,2) y formado por los puntos irracionales d¢ (0,1) y por -
los puntos racionalcs de (1,2)3; luego H no pucde sur de la primcra coa-
togoric pucsto quc ticne por componente a les irracisvales de (0,1) y
C(il) tampoco ¢s d¢ lo primera porque tienc comn parte 21 cozjunto de -
los irracionales de (1,2).

Sc llamc conjul:to residual (¥)a todo conjunto cornploeiciito de uno de -
1~ prinera catcgorfef-lor lc que sc he visto antes resultc que tedo con

: *
junto residucl no vuodu scr nunerable y debe scr denso o todas partes;
adcits se pucdc hocer la siguicente afirmaci’dn:

2.36 Tcoremn: Todo conjunto residual ¢s dc la petencia del continuo.
Domostracidn.- Sen (n,b) el intervalo o célula fundrientol de un --

conjunto G de 1la wnrimcre categorin y sea L = C(G) ¢l conjunto residual

correspondicite; so sabe que G = G, + G, + ... donde parn nirgdn valor

dc n, € os denso i (o,b).

- e em em e e e e an e em e e = e ew e ww o=

(%) Hobson: Obra cit.:da. Fag. 136
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. r
Apliquernios un sistcema de redes tDng a (a,b); se puede ascgurar que
existe un subintervalo de (a,b) que no cornticne puntos d¢ G, y una red

D, que ¢s la primerc que conticne dos mnllas (o mAs) incluides en --

esc subintervalo. Designemos por So y S,, la primera y scgundn mallas

de DM" en csas condiciones. anfdlogamente se pucdc ~firmcr que cxiste

ura red D, que os 1o primera que ccnticne mallns cn .30 v 34 (dos por

t

lo menos ¢t enda une), mallas que no contienen puntos de Gz; expresc
nos con Sooy 30113. 1rinera y segunda incluidaos en So ¥y por SMY 3,1 -
la primera y scgundc incluidas cn 3, . Es cvidertc quc ostas mollas -
300‘ 501’ 3”"13" no conticren puntos ni de G, ni de G, .

Trocediendo de estc mancra se llegord a determinar un conjunto de ma
1llas de la feran S.,, vy e b, CB donde Uy Uy eoe W tomon los valores

0 o l. L2 mnlln 80, v;-4 que pertenece 2 la red D, estf incluide en 1o
”m

malla $u4 Vg, Y conticne a su vez o las dos nnllas 804 Ug: " UmO

y 8,,‘ Vg Up 1 3 2demds dicha molla Su, Ug ey, 1o conti.ne ningin -

punto de los conjustos G, Gt’ ees G . Como L 11” , la dicgonal de

todas cstas ninllns ticnde hacia cero cuondo m <w =@

Se conclure auc tcda sucesidn formada por nalles del conjunts men -
cionado, y c¢n quo sc cuipla quo ceadn mella csté incluid~ cin 1a anterior,
deternina ur »munto v sélo uno quc no pertencce - ningto ¢, Dpara ningan

valor d¢ n, ¢s deeir, determina ur punto de L. .si que uur succsidn - -
-t

s =3 A “ Y
3,,‘ 3"’ vy, gw g U, § o, Uge - Uppren o me = = deternina un punte X,y uno

88lo de L; los ndneros u,, Ugy eee U, ooe SOL 0 o 1. Iucgo 1 c:njunto

de succsiénes de 1~ forua Su,, éu, Ugy oo o Su, Ugeo s Upy oo
corresponde biunfvoeniente un conjunto de puntos x que forac parte de L.

£1ijamos dcl conjunto de succesiones de ese tipe ngquellos on que ¢l -

conjunto defndices correspondicutes Uyy Uyy oo By oo conticne un na-
»m

ners ilinitode de uns y o esbe conjunto le corresporude biurivacomernte -
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un ¢onjunto L,< L. Iorc toda sucesién de indices sotisfocicudo las -
condiciones antcriores es la representacién de un ndnero del intervalo
(0,1) en ¢l sisteme de base 2 y reciprocamente a todo n@wro de (0,1)
le corresponde unc y sSlo una representacién de la forma u,, Ugs oo U oo

en donde u_ ¢s 0 o 1 y el nlacro de unos es ilinitado. ror lc tanto el

n
conjunto L, tiere 1la nisma potencia que el (0,1) 2 sea la wotencia ¢j
aplicando c¢l corolario del teorema (1.67) resulta I de 1o votcencia del

continuo.
2.37 Tcorecna: @l producto de un conjunto nunerable dc conjuntos residua-~

les H,, Hy, o.. H,, ... s un conjunto residual.

Denostracidn.- Sea G, = C(H”) el conjunto de la primerz cotegoria -
que correspondc 2l conjunto residual H,. Se s2be que
¢ [cH,) + c(8,) + ... + c(H,) * ]

C(G4+ Gz+ o 00 + Gn+ e 0 ) ;

H40Hz LI ] I'j: oo 0

”

]

pero por el teorero (2.33) cl conjunto G, + G, + ... debe scr de la pri-
‘mera categoria, por conusiguiente e¢l conjunto H4.Ht... H”... €S un conjun-
to residucl,
2.37 El conccpto dc conjunto de la primera-‘categeoris pucde ampliarse --
sustituycende por un counjunto perfcecto ¢l intervalo o célula fundomental,
En esta fornn los conjuntos de las dos categorias y cl conjunto residual
quedan dofinidos cmmé sigue (*):

. .

Si {I}} cs unn suéCsién de conjuntos no densos cn ¢l conjunto perfec-
to H, el eonjunto Iy + F, + ... + F, + ... sc definc comwo congunto de la
primera catcgoria con respecto a H. Un conjunto que ro sco de la primera
categoria con respccto a H se¢ considera come de la segunda con respecto -
a H. Un conjunto que tecnga como complemento en H a un conjunto de la pri-

nicra cotegoria con respecto a H, se define como conjunts residucl relati-

vaniente a H.

(%) Hobson: Obra citalz, PAg. 137

- e e = e e e e @ mm e @ e e -
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Obscrvaciones:

la. Un conjuntn de la primera cotegoria con respccto & un conjunto -
perfceeto result de la primera categoria con respecto 2l irntervalo o cé-
lula fundaﬁental del conjunto perfecto,

22. Podenos adoptar dos definiciones de conjunto de la »rimera cate -
gorin con respcctc a un conjunto perfecto H.

Primern: {P"g debe ser creciente,

Segzunda: {3}2 pwede ser cualquiersa,

Ia equivalencio de las dos definiciones se demuestr: coro se hizo en
(2.31).

3a. El tcoroma (2.33) es aplicable todavia 21 caso de que en lugar -
del intervale o célula fundonentnl se suponga un conjunto porfecto H., -
1o demostracidn es idéutica a 1lo de dicho teorema,

4a, E1 tcorcan (2.34) también es vAlido para estn amplincidn de con-
cepto de conjuntos de 1o primern categoria. El enunciado ruede escribir-
se en esta forma: Todo conjunto perfecto H es de 1~ segunda categorin -
con respecto a si nismo. La demostracidn es la nmisnc cue 1o del teore-~
ma (2.34) con cstns consideraciones adicionales,

ILos puntos x ( pertenecientes a2 H ) no son necesaricmente centros

—misq

de 1las mallas &M+ sino dnicamente puntos de ellas. Lo sucesidén de na-

)

llas 8p4) B'L"" Spnfﬂ.. tiene como limite un punto x que evidentgmente
cs punfo de acumulacién de H, y como este es perfecto, x pertcenece ¢ H.
52, Se ve inmcdictamente que son vAlidos el teorema (2.35) y sus co-
rolarios parn cste cnso nfs anplio y por lo tanto también es vélido el
corolario del teorena (2,34)
62. Un conjunto de la primera catcgoria con respccto al iutcervalc o

céluln fundmnmental pucde no ser de esn categoria con respeceto a un con-

junto perfecto del cunl es componente., Por ejemplo un conjunto perfeccto



(32)
y no denso ca (2,b) e¢s de la primera con respeceto o (o,b) pero de la sc-
gunda con respecte 2 si mismo.

En el easo dec que un conjunto I sca de la segunda cotegoria en (a,b),
seréd de 1o scgundo cen respecto a cualgquier conjunto perfeccto en el que
esté incluido, orque si L es de la segundn er (a,b) v dc lo primera cn
or 1o rrimnerc ob-

H (inclufdo en (=,b), L seria de la primera en (2,b)

3

servacidn,

7a. En (2.36) se dcmostrd que todo conjunto residucl es de -1la poten-
cin del continuoj; si sc sigue ese razonaniento cunndo el conjunto L es
residucl relativeomente a un conjunto perfecto H, se llego » que - - -
x = 1lim (z;u ul-n<4é30s nccesoriamente un puito de¢ ncutulocidén de H y -
por consiguicnte ecrtenecce @ H: pero nc puede perterecor o ninguno de -

ees , asi es que pertcncce o I = C_(G). Sec con -

los conjuntos G, G i

2°

cluyc que c¢l teorcna (2.36) es vAlide tombiédn para este coso nés general,

2.4 Conjuntos linites ordincorios.

El conjunto limitc de unc sucesién decrccicentc dc conjuitos abiertos

sc definc como conjunto limite irterior ordinnrio ﬁ()

E1l conjurto limite de unc sucesidn crceicnte de conjuntos ccrrados, cs

por definicidén, un conjunto limite extoerior ordinario.

Fodcrios hoeor AGSME luego algunas consideraciones sobre los co%juntas
linites ordinrrios:

ror los toorumns (2.21) y (1.54), el complcnient: de cu~lquicr conjun-
to linite irntericr ordinario (abreviadamente 1lim. int. ord.) ¢s un con ~
junto linitc cvit.rior ordin-rio.

Todo conjuuto ~bicrto es 1lin. int. ord. En cfecto, sco G el conjunto
dado ireluido ¢n ¢l intervolo o cdlula (n,b) y H el conjuntc cbierto --

fornado por todos los purtos interiores o un_intervhlo o _célult (e,d) -_
(¥)Hobsorn: Obr~ citndc PAg. 139
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que no tiere ringin punto comdn con (a,b); definamos ahorc 1o sucesidn
de conjuntos nbicritos {.G + Hn} donde el conjunto Hh ests formado por
todos los puntos de H que sSean interiores a (c,sn d). Los ntmeros 6,
se suponen coustituir unn sucesidn decrcciente 1>8,> 627 xS
en donde GH::EL « s clarc quec la sucesidn {G + HJ} ¢s decrecien -

te y tienc o G »or 1limite, con lo que queda justificndn 1o afirmacidn -

anterior.

El conjunto nulo perten cce o la clnse de los coujuntss lim, int, ord.

de ncucrdo con 1 Jefinicidn doda, pues es posible eonstruir er un es-
pacio de cuclquicr ndmers de dimensicnes unn sucesi’in decrecicute de -
conjuntos r~bicrtos que tenga por limitc O.

Suponganos gquc G ¢s ur conjuntco cualguiera y que o todo punte x de
G sc le asocia una sucesidén de intervalos o células 84(X),§ﬁﬂ)---bﬁx)f"
sotisfaciendo ~ c¢strs dos condiciones:

lo.  x es intcrior a cualquiera de las §.00

22, cada intervalo ¢ célula 850) comprende al siguicatc.

Debe tomorsc cu cucnta que la amplitud o diagonsl de S,u) no necec -
saricmente os igu~l »ara todos los puntos x de G; llrrncmos d, al extre-
rno supurior de los dingonnles de 8401, y, cn genernl, d"1 c1l sxtrecmo su-
perior de las dingonnles de 8*0) « Sco £§"431 c.njuntc de los puntos -
interiores o todos 15 iutervalos o célulns Sﬂu) » eorresporndicntes o --
todos les puntos x de G pora ese valor de n. Supongmios cowwo Gltima hi -
pétesis que 12 sucesidn {dng es decrecicnte y converge hocia cero, cs
deeir, 4, > d27 cee >4, > ..o yd, ™~ O.

n - o

Se ve innecdintarente que los conjuntos a4, éhz,“.l>&v“son abiertos y

que forman uno sucusiérl{ZLn} decrecicnte y su limite H, que por defi-

v
nicidn, cs 1lfia. int. ord., tienc como comporentce 2l conjunto dode G,
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Se¢ veri después por un ejemplo, que no siempre cninciden II y G, pe-
ro si se pucdc as-gurar que todo punto z dc H que no pertoncec a G, es
purto de acuiwulncién de G; porque si z pertencee a H debe sor comin a -
todos los conjuntos 4, luego dcbe scr interia - 2lgin SnQO para to-
do valor de n, v si no pertencee o G, ol figurar cn &po distoré de al -
rnenos un punto J¢ G (el x precisamente) un valor no mtyor do d, , Poro
sc ha supucstc que d,—= 0, =8i que z debe scr punto du acurmlceidn de G.

n—>

Comn corolnrio lel resultodo anterior poderios ~fimicr que si G es fi
nito, rcsult~ lim, int. ord. Lin cfecto si G es finito y vxisten puntos
z d¢ H que ro fisuran cn G, z debe ser punto de acwilaeidn aé G lo -~
cual no ¢s posibley o ern otros términos, no hay puntos de I que no secn
de¢ G. lor cmsiguivnte H'y G coinciden.

Tl conjuntc dc¢ puntos de G’ quc ne pertenecen a G nerc que figuron -
cn PP dependerd do la mnanern crn que sc hagan corresponder, o coda punto
x dc G, los intervnlos 34;). Si el conjunte dnde G s 1in. iwt, ord. --
dobe scr posible uncontr-r unn ley que haga corresponder o todo punto -
X, un® suecsién {SJXi} tol que ¢l limite de {CM} no contengo ningGn pun-
to do G’ que no sca de G,

S5i todos los inturv-los o c¢élul-s Séﬂ) s¢ toman con centre en el -
punto x correcspondicute y ticnen igunl 1lhngitud 2¢, vy so supone que -
cy—> 0, todo punts de ¢' figura c¢n H porque todo punty w de ¢ os -

n —3= 00
. . 3 L
interior a1nzj;(TTﬁbr grande que scz ¢l valor de u y cintonces cstars

*

1

comprendido c¢r 7, ~8i quo en csto cuoso tencmos H = G

Sc deduce imncdintamente que si G ¢s corrzdo, H = G, o lo quoc ¢s lo
nismo, tode conjunto cerra’io cs 1lim. int. ord.

Soceontinuncidn drronoss un cjenplo (‘) ¢n ¢l que sc¢ v cuc H no coin-
cide con G,

Sca G ¢l conjurto do

- - = e -

v los Eagignglgs_cgmgrgngigog cutrc Oy 1. 4 to-
(*) Hobson: Obra citc

n. Pdg. 141.
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, P
do nilrier> racionnl — do G sc le asocia yp conjunte de intervrlos de 1la

Am " - e
forme (-B-- ‘} {- ;\9 ) donde A.> 7\2> . >>\n>

y >\ n"">0 3 cs cvidente que on osta sucesidn de intervolos cada uno
e 4

dc clles comprende ol siguicnte.

Llomemos, conn antes, Apal canjunto de pumtos intouriorcs o todos -

los interv-los P g’; ) P + lqg) correspondicintes ~ tedes los
ntneros racions~les £ del intervels nbierto (0,1), v sca 11 = AAg..- An...
¢l conjunto 1liii. iut. ord., correspondiente que, scgin sc scbe, conticnc

21l cenjunte G.

Considcreinos ~horn los puntos x definidos por

a, az a! aﬂ
=2, Nk RETEE - S
7% T oY o "

dynde endr 2 < 9 y hoy un nlmero infinitc de acvs que son distintas dc -
ccro, Liouville ho deiwstrado que cstos ndmeros, qus cstfn cn ¢l inter

valo (0,1), son trascoudentes.

Vamos a derwostrar nhora que cualquicr ndnero x figur~ cr He

Senn, x unc cuclaquicra du los troscondentos mencionndss y Am un -

conjunto cunlquicra do {An} . Sc pucde cucontr-r un valor de n sufi --

. . | _
cicntemente groande prra que oM <)m y hogomos correspender al

- ;P S az an
ndmero x cl r'~01,;'\ —= &4 4o —— .
a 1o 10 10"

c¢n donde les acs ti.ver cl nismo valocr que las n pritierts del desarro-

115 d¢ dicho n®acro x.

nl

Se ve fAciluente cue q = 10°  y por consiguicnto
a a a
_P_Gnru + N2 b= ) nel )
oo — -.—.-* > e -
q‘ |0T+ W ) O(nf?) ' ﬁn q_

por otra port. s. debe tener que

A 2 A
=Am m_ - Am .. |€P_x|<%<_§'_§_

—5 !
q 10 S.n! .Om.n ﬁn
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es , decir, x dista de un cierto rnei onalf- elegido convenicntemente un
valor unenor que -).\.g‘. Inéonces es interior ol inturvalo(—%-%‘; %+%
y por lo tante forma parte dcl conjunto Am

Fero ya quc Aw ©s crbitrorio, x debe figurnr con todos los conjun-
tos dc {An} asi que debe pertcnecer o H.

Se concluyc que H, ademis de contcner o G, conticne también o todos

los nluieros X.

2.41 Tcorcmn: #1 producto de un conjurto numerable do c;njuntps abicr-
tos es un conjunto 1lin, int. ord,

Demostracidn:- Sean Ly, Ly, eeo Ly, «oo los conjuntos cbicrtos do-
dos, S8i son ecr nlacero finito su productce scrd un conjuntc abicrto --
(tcerema 1.59) o nulos v por consiguicnte 1lin, int. or?, coiro sc vid -
antes, Si son ¢n ndnero infinito reopitamos el razonanicnto seguido en

(2.22) definicndo unc sucesidn auxiliar{An cr la fornn:
A|=L|5 Az --LI.LZ; A5= L..Lg.L5" ee . An: L.-Lz -.-Ln)' LRI
y resulta LiL3...Ln ... = A .Dp-Ay ... 3 pcro cst~ sucosién{An}

¢s decrceicnte y formada por conjuntos abicrtos dnicancrte, corn lo que
queda demostrodo ¢l tcorcmn.
2.42 Tcorenn: Tl n»rrducto de un conjunts numerablc dc conjuntos linm, -

int. ord. cs un conjunto lim. int. ord.

Demostrocidi:<~8dap H,, Hp, ... un conjunto nurcrnblc de conjuntos -

1lfn. int. ord.; 3c ncucrd» con lo definicién podonos cscribir
¢ ® ¢)
H. = AI) ' A? LI An e @
@) G )
Hz = Al hd Az). s @ An
) (® . (¢) ®)
isndc todos los conjurtes An son abiertos y Aj >A el
2 )
E1 producto M, .H, ... os igual al producto AS. A‘;‘.Af). ad ..
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y este 4ltinmo tienc ecomo fazetores en ndmero infinito numerabtle o con -
juntos abicrtos dnicamentc, luego por el teoreme (2.41) cesc producto es

1lim, int, ord.

2.43 Teorema: Lo sumn de un ndmero finito de conjuntos limites interio-
res ordinarios ¢s un conjunto 1liia, int. ord,

Demostraciénl= Sean GysGyy oee G5 m conjuntos 1lim. int. crd.

o G, = A™ ) “)
R\
W)
6 zA(l). A‘l)... AM-' .
2 1 2

G A('ﬂ) ‘A(-n’:) . AM
Si x no es punto de G,, cxiste un entero positivo P, tnl que ningu-

W ) ) . .
no de los eonjuntos Ll » A 71’Zkhtl’”‘ lo conticne; gercralizando, -

si x no es punto do G, cxiste un cnterc positivo p, tal que ringuno -

(4.) (u
de los conjuntos tﬂk p.t'n.. lo contiene. Sen p el nfximo de --

los nﬁmcrOSjg ,pz, oo H”; si el punto x no forma partc de = -« '« = -
G, + G, + ... *+ G, con seguridad no 2parece’ en zﬁ;? (1 =1,2,...m)

y K > p. Por lc tanto cl conjunto lim. int. ord. an

(@
(T A, chz) . ‘gmi) A0, Lz) 4 égf’) (')AS t. .)"'

debe scr igual a2 G, + G, + ... + G, .,
Obscrvacidn: En cl razonamiento anterior es indispensable que el -

nimero de suncndos G, sca finito, para poder hablar del mdxino de - --
-4

-~

0D, s eee D . In el caso de un nimero ilimitado de sumcncos ed con -
junto de los ndmeros B ,g', «so puede no estar acotado supcriormentec -
¥y en ese caso cl conjunto ( w+ Au,)*~ . )( m Aa;,l* t ) T puedec -~
contcner, cdemds de los puntos de Ga + Gz + ..., Otros purtos, Por - -
cjemplo un conjunto numerable infinito es la suma de un ntumero infinito
de conjuntos limites int. ord. (cada uno de sus puntos) pero no es lim.

irt. ord., a mcnos gue corezea de parte densa en sf nisma, corio se verd

después.
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2,44 Teorema: Si G cs lim, int. ord. y H un conjunto cunlouiera, te -

niendo o no puntos cn comin con G, 1ln condiciédn necesaria y sﬁficientc
para que G - H sen limite int, ord, es que los puntos ic G - H que --

sean puntos dc ccwmlacidén de H, constituyan un conjunto lim.int. ord.
Es decir si T = (G - H)H’, Ty G - H deben ser simultfucrniente lim, --

int. ord.
Derostracidn,- Si G - H es 1im., int. ord. el producto (G - H)H’ lo
es también (tcorcma 2.42) ya que su segundo factor H’, por scr cerra-
do, es lin. int. ord. Por consiguiente la condicién cs noccs&ria.

Fara demostr2r que la condicién es suficiernte considerorcios dos ca-

s0s:
lce T = 0,

Por hipbtesis G = A,-Az- .. A, ..dondc los £\ son abicrtes y A,, L4,
*,

-

Sea anzﬁn ~ (H + H”) 3 evidentcmente én no contienc cualquiera que
sca n, 2 ningdn punto de H + H? y se deduce que contiexc o todos los =
puntos de G - H puesto que (G - H)(H + H') = (G - H)II’ =T = 0,

For otrac partc sc debe tener Cf ;n ) = ¢( éln) + H + II’; pero = - -

C(D,) yH+ K’ son cerrades (teorena 1.54 y corolario del 1,52) por
consiguicnto C( Jh ) c¢s cerradc (teorenma 1,56) y ern consccuencia §n
es abicrto.

Ademés por sorgL;\}( &” , Torzozamente 3,. £1~ .. < A,-Al~ <
asi que g - H resulta igunl a (9,.8,. .+ , 0 lo que es 1lo mismo, & - H
es 1lim. int. ord. (teorcmao 2.41).

20. T # 0.

Utilizarcrnios 1o igucldad T + [? - (T + Hi] = G - H, Il conjunto -
G = (T + H) debc scr 1lim. int. ord. por cl caso antcrior puesto que nin

gan puntn de G - (T + H) pucde ser de acunulaciédn de T + . For lo tan-
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to G - H, suan de dos conjuntos 1im, int. ord. Ty G - (0 + II), es --
tombién un conjunto 1lim. int. ord.
Corolario: 3i G es 1lim. int. ord. y M = M, + MZ + ... U conjunte -
cuclquicra, la cuudicidén necesaria y suficiento parc que G - M sea 1inm.
int. ord. e¢s quc (G - M)M: (i =1,2,3, ...) sco 1lia, int. ord.
Demostracidn.- 3¢ deduce del teorema (2.42) que la coadicidn es --
nccesaria, arn Jcilostrar que la condicidén es suficientc toimenos en -
cuenta que los puntos de G - (M4'+ N&.M) que son de acumul&cién de - -
M, + ML M foriicn ¢l conjunto (G - M)Ng , 1lin, int, ord. »or hipéte --
sis. Iuego, »nor ¢l tcorena antcrior, G - (Mi + ML Qi) es 1llii,int, ord.

vy G- = E} - (1-.1' + 1\.;;; .Mﬂ E}- (M: + M; .Mﬂ . » » 1lo es también.

2.45 Tecorena: 8i G es 1lim. int. ord, y S una partc de G tal gque ningdn
punts de G - 3 ¢s de ncummulacién de S, dicha parte ¢s un corjunto 1fui,
int. ord.

Derostrocidn.~ I'or hipdtesis (G - S)S’ =0
G.8' = s.s'

e. G(8+8")=G.S +G.S =85S+ 8S.8 =8;
pero tonto G couw 3+ 3' son 1lim. int., ord., luego 3 1o ¢s trmbién,

Venos pucs que 1los operociones de adicidén y rultiplicrcidn ontre --
conjuntos 11, int?ﬂord. don por resultado conjurtos 1ii, int. ord. siem-

*

prc que, tratdndosc de la primera, el ndmero de swicndos seo finito; la
rmultiplicacién no ticne limitacién ~lguna cn cucnto al ndnero de facto -
res,

In la sustroceidn dc conjuntos sc ho obtenido que si G ¢s 1lin. int, -

ord, 1o con’ici%n nececsnria y suficiente para que G - N seo 14&h. int, --

ord, es quc T = (G - II)N' sec a su vez lin. int. ord. ¥n consecuencia -
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no siempre serd posiblec que la diferencia cntre dos conjuntos lim. -
irt, ord. sca otro lin, int. ord; cn cnmbio cn nlgunos cusos 1o di -
fercneia G - ¥ pucde scr 1lim. int. ord. a pesar dc quc ¢l sustracndeo
N no lo s¢n, o ci otrus términos, M + N (M 1lim. int. ord) pucde ser
1im, int, ord., ~utcuc N no lo sca.

Existen cosos en que lo suma de un ndmero ilimitado de conjuntos
1im, int, ord. cs do csta dlase de conjuntos; por cjcrplo conside -

rerios ¢l siguicnte teorcna:

2.46 Tcorcna: Sea G unc sucesién de conjuntos lfim. int. ord. cn estas
condiciones: si n < n, todos los puntcs de G, son de ncuwmlreidn de
G, ¥y ningin punto de G,, cs dc acurmlacién de G, ; cu prrticular todos

G , e+« sSon de acunulacién de G, . Con cstas

lc
los puntos dc GP41 » Cp,,

hipétesis sc pucde ofirmar que G = G, + Gh *eee G+, c8 1i:.. int.

ord.

Decriostracidn:- Soa H el cenjunto de puntos de 2curmulncidn de G que
no pertenccerr ¢ G. Lebido a que todos los puntos de G, (n = 2,3, o)
son de a2curmlneidn de G, , cualquier punto de H ¢s de acumulocidr de
Gy pos iblencante de algunos otros elencntos dc‘{G,}. Sdends todo pun -
to d¢ H que no sca punto de acunmulacidn de un ndmere finito de conjun-

tos G, debe scur de acunulacidén de todos los G,
¢

———,

Designemos por %; a los puntos de H que sean dc ccwauloeién dt -~

G4 + G2 + eee t G5 dunicanente. E1 conjunto G + H ¢s 1fu, int., ord. y

dc¢ las hipdtesis sc dcuce que ningdn punto de G, + C-z * ... * Gb + }h
¢s de ccurmlacidén del reste de los puntos de G + H;'aplicondo cl teo -
rena (2.44) sc cucuentra que ¢l conjunto G + H - (Gh * ... G+ P, )

e¢s 1lin, int. ord. Por consiguientc €l conjunto [? + 11 - (G, T oaee +q"+1a:ﬂ

+ (G, + .. G) = G+H - P es lin,int.ord. para cualquicr valor de -
L 3 m

mvaque G, + ... + G lo es.
”m
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Sea M= (G + H - g (G + H ~ I;) eoe (G + H - %ﬂ) «ee} DOr cl tcore-
no (2.42) cste conjunto debe ser lim. int. ord. Es cloro cue M contienc
al conjunto G y los tdnicos puntos que aparecen en M no pertcnccientes a
G, serén los de acurmlacidédn de todos los elementos de Gy si designomos
por K ¢l conjunto de ¢stos puntos podemos escribir i = G + K; psro es -
clrro que ningdn punto de G es de acunulucidn de K; aplicande el teorc-

ma (2.44) nucv-uente, G resulta 1lim. int. ord.
El reciproco d¢ cste teorcma cs vélido, asi quc toncinos:

2.47 Terrenn: 31 G es 1lim. int., ord. y sc puede descomponcer cn un con -
junto numerable <c partes G;, Gi’ oo GB’ ees tales cuc si it <« n todo -
punto dc G, cs de ccwulacidn de Qh v ningin punto de G, c¢s do acuru -
lacién de G, , cualguicr: de cstzs partes 6, es un conjunto lin, int, -
ord.

Derostracién: - Supongaros que un cierto conjunto G, no sca lim., int.
ord. Poderos c¢ividir G cn dos partes: la primera que sct G + Gz+ eeot q";
la scgunda GM"1+ »ss} COMO ninglin punto de la primcrns nucde scr de acu-
rnulacién de la sczundn, teneros por el teorema (2,44) que G;+ Gé+...+ G,,
decbe ser lim. int. ord, Pero ningdn punto de Gh + G2 .. qm_, es de

ccurulacidén de G,, » por consiguicnte estc debe sor 1in., int. ord. (tco-

remn 2.45), lo qug gstd on contradiceidn con la suposicidn que hemos he-

-

cho. Sc concluye que cualquier Gy es lim. int. ord.

Los dos tcorcunns anteriores se pucden generalizor cono sc ve a conti-
nuacidn,
2.48 Teoremc: i los conjuntos 1im, int. ord. G, ,G,, «o. G, «.. donde
los indices 1,2, ... &, ... son todos los ndmeros antcriores 2 un ndme-
ro & de la princro o scgunda clase (ndmero 1.7), satisfacen 1la condicidn

de quc para /?<f(todo punto de GV es de acurmulacidn de %B y ningln --
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punto -de G/l' cs dc acuimulaciédn de Gb’ y el conjunto G = G + G2+...+Gn+...

es lin., int. ord.

Denostracién.- Designemos por S, la suma de los conjuntos QJ cuyos

A

indices son todos los nlmeros antcriores al nﬁmero/?; cs claro que pa-

ra a2lgunos valorces do/f , §g es conjunto lim., int. ord.
Si G=5S, 1o cs lin. int, ord., podcros dividir los indicos - - -
1, 2, vee n, +.. cli dos portes: la primera conticne o los irdices /9

tnles que S es 1lix, int., ord, y lo scgunda los restontes.

/3

Ya quc ¢l coanjunto de los nimeros tronsfinitos estd bicen ordenado 1a

segunda partce ticie un primer clemento A . Si existe X~1toncmos que -

S) no cs lim, int. ord, y S)‘_1 si lo es, pero SA = SA‘4+ G>\_1 lo quc

contradice 1o anterior. Si no cxiste X—1, habré una succesidn de ndme-

ros finitos o transfinitos 54, Xz,...f,,... t2lces que )=:linf{3; } H

y SA = Sx . * oeee ¥ GK + veo ¥ POT (2.46) cl conjunte -
1 n

Gf} + ze *oea ¥ G[n + ... debe scr 1lin. int, ord., y por lo tanto -~

* Gy, Gy

S\ resulta 1lim. int. ord. Queda demostrade por rcduccidi ¢l absurdo que

G debe ser lim. int. ord.
Reciproconicute teoncnos:

2,49 Teorerna: Si 1la sume G, + Gz + see + Gn + ... dc un nlero finifo o

infinito de t¢érninos cuyos indices son todos los ntneros natcriores a un

4
RaadaR ¥

cicrto ndmere = fifitc o transfinito, es un conjunto lim, int. grd., y -
sc satisfnrce 1o condicidn de que si/g<(~x'todos los puntos de GK son dc
acurmlaci®n de %6 , cuclquicra de estos conjuntos G o¢s 1iii. int. ord.
Dernwstracidn: - La deriostracidén es completamente anflogs = la del tco-
rena (2.47) o sca: supong~mos que un cierto conjunto GA no ¢s 1lim. int,.

ord., donde A c¢s finito o transfinito. .l conjunto G = Gy + Gy + o0s =

lo podemics dosconponer on dos partes, la primcra igual a G, + ..o F GX
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-

y la scgunda igunl 2 G+ G eeo Ningln punto <dc la prinera -

+
pYL] Aia
parte puede scr de ncwawlocidn de la segundo; aplieaudo ¢l tuorcma --
(2.44), G, *+ oco * G>\rosulta 1in. &nt. ord; adenis nin;dn nunto de -
esta dltimc porte que no pertcenezea G(}A pucdc ser Jde ~fcwwmlocidn de
GA , poer lo tonto al apliear (2.45) Gy debe ser 1fu, int. ord, on --
contradiceidn coii 1o suposicidn hechs al principio.

Alunas pro civiades de los conjuntos linites interiorus crdinarios.

la, Si G ¢s 1L, int. ord. y N cs un conjunto nuisrabl. cuclquicra,

G - N es 1lin, ivt., ord,

Demostracidun:- Sean X, ,X ees X ees los puntos intogrontes de K,

l,- n?
Por lc tanto M = (x,) + (xL) +oeee + (x,) + ... aviTentonente los su-
nendos de N satisfacen la condicidn del corolnrio del teorcie (2.44), o

sca, (G = N)(x;)’ = 0.

Con ayuda d¢ 1la propicdnd anterior sc puesde generalizar ¢l tecorenn
(2,453, Esta geuneralizacidn ticne por cnunci~do: Si G ¢s 1iri, int. ord.
¥y S una partc de G tal que los puntos de G = S quc scon do ccurmlacidn
de S constituyen uir conjunto numerable, csa parte S os 1fi:i, int. ord.

Deylostrocidn: - Ileorenes & al conjunto (numcrablo) de puntos de G - S
que son de cecurmlicidn de S. Por la prepicdad moncisnnde, G -6 debe -
ser 1lim. int. org;izpero (G -G ) - S no conticne ningli: nunto de acunu-

lacidén de S, osi que aplicando (2.45), ¢l corjunto S dube scr 14if. int.

Ordo

27, Todo conjunto reducible cs 1lim. int. ord. (G c¢s rceducible cuando G
cs nunierablc).

Denostracidns—- Sc sabe que G + G’ os cerrado y por lo tounto ligf int,
ord; se pucde csceribir G = G + G’ - N donde N < G’ y por lo tanto nume -

rable, Entoncos :or la primera propicdad, G resulta 1lim.int. ord,
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30. Si N c¢s un conjunto numerable inclufdo en un conjunto lim. int.
ord, G, los puntos de¢ G - N que son de acuwrmulacidén de N constituyen un
conjunto 1lim. int. ord.

Demostracién,- For lc primera propiedad, G - N o¢s lim. i:t. ord. --
lucge por el tuorcnn (2.44) lo cs tambidn el conjuuto T = (G - M)N’ 1o
que dermestrn cesto pre.iedad,

Lu particul-r (%) los puntos dc acurmulocidn de N que 2o portcencecn A
N fornar ur coanjunto 1lfm. int. ord. Porque sca (a,b) ur intervalo o cé-
lule fundaiwntal de My los puntos dc (a,b) constituyen ur conjunto M -~
que cs 1lim, irt, ord., lucge M - N lo c¢cs tombién y wor consiguicnte - -
(M - N)N? ¢s de uso clase de conjurtos; pero (M - N)M’? c¢s ¢l conjunto -

de puntos do¢ ccurwulccién de N que no pertenscen 2 M,

40, Todo counjunto nislado es 1lim. irnt. ord.
Denostracidn.~ Sen G un conjurto 2islndo cualquicrs. wii ¢l conjunto
cerrado G + G sc¢ ticne G.G?' = 0. ILucgo ningdn punts Jl¢ G ¢s de acurm

lacidn dc G’, asf quc por el teorcmn (2.44), G es 1lin., int, ord.

ba. E1 commlericiito q‘(G) con rcspecto 2 un conjunto wurfceto H de un
conjunte G 1f., izt. ord., y denso en todas partes de I, ¢s un conjunto
de 1o princrn enteseric con rospocto 2 H.

Domostrncién.=‘*§o°‘p§1} 1la sucesidr que definc oo Gy considurcnios le

*

sucesisn de conjuntos {21} siguicnte:

=
I

= H.C( A,)
= H.C( &)

H
)

as]
[
o]
a
D

C (C)=I‘ +P + o 90 0 +P +...

- . - - - e mr ew e em em e e e em e e e =

[*9 Para unn denwostreocidn dirceets de cste cnso particular, véasc
Hobson, 4g. 1l42.
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Pero los coujurtos i, deben sor cerrados pucesto que son productos
dc dos conjuntos cerrrdos, por consiguicnte ninguno de cstos pucdc -~
sur denso on Ii porque si F, 1o fuera en H, habria un subiutcrvolo o
subcélula que contendrin Gnicamcnte puntos dc P, y crtoaccs G no sc=-
ria denso cn H c¢r controdiceidn con 1o hipdtosis,

3¢ deduce que cl coujunto q'(G) ¢s dc¢ la princrn coitegeria con ros-
peeto o H,

6o, Si L y M son dos conjuntos tales que H = L + i ¢s un conjunto -
perfecto y L y il son densos en todas portes de H, ostos conjurtos nc -
pucdcen scer sinulténconcnrte 1lin, int. ord.,

Donostracidn.- 31 I ¢s 1lim, int. ord., por la prooivd 4 ontericr M
¢s de la princen cotogoria con respecto o He Si M oes t-uhid:s 1lin, int,
ord.,, L ¢s J¢ 1 pri.wre catugoria con respucto 2 H yv entoncus H = L + i
resulta de la princra categoria con respecto a H 1o aque ¢s felso (obscr-
vacién 4a. del unGrero 2,37).

Nota: Sc aecaba dc¢ deomostrar que L y M no pucdoen scr -nbos, lim., int,
ord.; pucdc prepuintrsc si os posible que ningunos de los Jns sca linm, -
irt, ord.; ¢l siguicntce cjerpls cclara 1o cucstiln: ©1 c.ujuntos H cs cl
intervolo corrads (0,2)3 L cstd formado por todos los irrccionnles do -
(0,1) y loa racienﬂgcs de (1,2) y M por los racinzles dc (0,1) y los -

-«
irroacionales de (1,2). 8i L ¢s 1lim, int, ord. M cs de¢ la princra cato -
gorin y por ¢l tvorcnc (2.35) los irracionales de¢ (1,2) formerfcn un --
conjunto de 1o primcra categoria, lo que c¢s falso, Si @i ¢s 1lim, int, --
ord., s¢ hnce ¢l nisuo roazonaniento anterior y se llege tombién 2 un --

absurdo., Tor lo trute s¢ ve por cste ejemplo que os »nosible cn algunos

casns quec ni L i M scan 1in, int. ord.
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Ta. Si G cs 11, irt. ord. y dcnso cn todas partcs de ui: conjunto
perfueto H, c¢s condicidn necesarian para quc Q"(G) sca 1in, int. ord,
cl que q‘(G) nc sca dense cen H.

Demostracidm.- Si % (G) fuern denso cr H, cxistiriz un intorvolo -

o célula 6 cii ¢l que todos los puntos de H serian de fcwaulacidn de
C (G), o 1» que ¢s lo nisno Gh(G) scria dcnso cn todas p.rtecs de Hi,

H

designande por 4, (vorfecto) al conjunto de puntos de il contonidos --

cn 3 » Pore G, la porte de G en S , tombién cs dounso ci tedas par-
tos e H y por ¢l t. orecrio (2.45), CF%(Gf) y G, son 1linm, i1%, ord, lo
que ¢s falso por 1o propicdnd 6a, Lucgo 12 supnsicidn de cuc C"(G) -
¢s denso un I cuiluce o un absurdo y por lo tante osté deriostrada la

propicdad,

Cono consucuwn cin inmedinta de la propicdnd antorior tonuios que ol
conjunte dc los rreiosncles en un intervalo ¢ eélula (o,b) no s lin, -
int. ord. in cfueto si llomamos R al conjunte de los rocionales de  —-
(2,b), por la wriuwcra prepiednd, C(R) es 1lin., int. ord. y si R lo fue-
ro taubién, por 1o wropicdad antcrior deberia scr no-denso en (a,b), -

lo que c¢s fols.,

8a. Todo conjunt~s 1fm. int. ord. de cualquicr nducers Go dincnsiones éﬁ)

o

cs numcr:br5§c de la petencia del continuoe,

*

Denostracién.- i un conjunto G no tienc parte deisa cn si nisnn, -
ecs nuiierable, Lor consiguiente el dnicd caso que hay que annlizor cs -
~rquel cer gque G ticne una parte K densa en si niisnma,

Si P = G.K’, L = K + F debe scr denso en sf mismo y ningdn punto de
G - L ¢s dc acwilacidn de K + P3; luego por ¢l teorcrie (2.45), L dobe

scr 1im, int, ord., Se sabe que L e¢s denso cn todns poartes dcel conjunto

o e e er @ @ em e em em e e e e em @  ee s @ e e e e e em em e wm m m e e e == e

(*) En Hobso:i (pfz. 140) sc pucde ver una dernostrocidu norc el caso
particular A¢ conjuntos linealcs.
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perfceto L’ y por lo propiedad 52, L es un conjunto residucl con res-
pecto o L' y on consccuencia de la potencia del continuo (obscrvaciédn
7a. decl 2.37). Aplicande el eorolario del teorcma 1.67, rcsulta G de
lo potuncia c.

Nota: Un conjunt. runcrable que tenga una parte denso ci si misma

1o pucde sor 113, int. ord,.

9a, La condicidn r ceesaria y sufieicnte pars que un conjunto nunc-

’

rable N, de cuclouicr ndnwro de dimemsiones C*), es gue M no tenga -~ -

ceripenente densc cen si nisma,.

Denostracidn.- Mue 1o eoxndicidn c¢s nceesarin sc aceba de very queda
dnicancntce por denostrar que la condicidn es suficicnte.

Sea K el conjunte de todos los puntos dc acunulacidn de If que no per

tenceer a N3 por 1> tanto M + K cs conjunto cerrals y por consiguiente

1lin, int. ord.

Descoripongauws 1u8 conjuntes N y K en nlmerc firnito > infinito do -
pertes N', N, ... v X', K*, ... , siguicndo cste eriterio:

N" ostd forinds o7 todos los puntos do N"'q que¢ son de ccurwulacidn

-1 . m-1
ac x” 'S k" c¢st4d formado por t:dos 1los puntos dc X que son de --

L ﬂ
acwilacibdn de N,

:
-

En csta descoilossicidn no es posibde que para un ciorto valog‘g, -

m m-~1

N =N porgus citonees tendrianss, de acucrde con cl criterio antce-

T

. m . - m=1
rior, quc todos lius puntes de N scrian d¢ acunulacidie o X y todos
_-wm=1 . m-1 m o
los puntos d¢ I scrian de acurmlocién de N =N , 0 sc2 que N
rcesultaria ur eonjuito denso en si nismo c¢n ceontraliceidn con la Hipd-

. . R . Lot ™
tosis, Sc llegoria -1 nisnmo cbsurdo si se supusivrn que i©

- e e e e m wm e e e e e e e em em e ee R ew ms e ee  em e e e e —— e aw e=  as e e

Gf)Una demostrocidn pnra el caso de que N sea lineal, sc pucde ver cn
Hobson (Pag. 143).
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Si no son nulos los conjuntos N" para todo valor finito de n, se -

. w . N® _ A
designoré por M 2l linite de y, cn general, si h es una su

. s . . (4
cesidn de nlrierns de la prinerc o scgunda clasc y/g = liﬁli nt

« .

N'g representa ¢l 1linite de la sucesi’n {N "} siciipre que scan distin
tos du ccro todos cstos conjuntos N<r
oL

Un rcsultnldo cue s deduce inmedintancrte cs que el conjunto N + K

¢s cerrade, sicude e un nero cualquiera, de la prinera o scgunda --

clasc,
Definanos chors los conjuntos N" Yy K, en esta forma:
n-1 n n-1 n
N = I - N 5 K =. K - U
n n

Con respceto o c¢stos conjuntos N, y K, se pucde afirmar que:

a) Todo punto de X, es de acwwulacién de N, .

b) Ning@n punto ¢ M, cs de acumulacidén de K,
¢) MNingdn punt: do I'y_, ¢s dc acurnwlacién de M .
d) Todo punte do i, s de acwmlnacidén de N, _ 4

Ahora bicn 1o doscomposicidn debe tencr fin porque dc lo contrario

cxistirian I7 i

oy eee Iy eee Ny we., sin puntos corwunes y cuyos in-

‘-’

dicus son todos los rdncros de la primcra y scgunda clasc; y todos los

puntoes de cstos counjuntos N. son de N, nunecrablce, lo que estd cn con -

f

4l tener fin csta Josconposicidn, hay dos posibilidades:

-

¥ =7 o n¥ - 0; sc vié ya que la primera conducc a un ob

surdo, por consiguicvntc cxiste un ndmero d de 1la priricra o segundd a-

clasc tal que M = N+ Nz + +.., donde los irdices do los suandos N,

sor todos los 2icros rienores que}{.

o oA

Sca AL Y; por scer cerrado N© + K , ¢l conjunto = = = = = <~ = - -

o< o<

M=N+K - (I + K ) es 1linm., Int. ord. y por lc ~nterior se -
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pucde ascgurar quc 17 + %{ < M, os tal gque ningfin punto 4e - - - -
ol

M - (H(A+ ) es de neunulneidn de N +tK. asi que ror ¢l tco -

S
rena (2.45), U, + L, es 1lfn. int. ord. y por b) result~ 1_, 1im. -
irt. ord, (tcorcuc 2,44)

En consccucneci~ les conjuntos M, satisfaccen las condicionces del -
J <

tcorcnn 2,48 Lucygo ol conjunto N es 1fm. int. ord.

10a, Si un conjunto no numerable de purtos ¢s 1in., ict, ord.,, cs =
nceesario que o coubenga puntos cuyos grados e ¢l conjuntc secn dis
tintos d¢ 0, 2 4 ¢ y no debe contener componcntu densa cin si nisna --

1

cuyos puntos scon Jde grode a en el conjunto.

Dermwostrncidii,- e G ¢l conjunte considerndo; si hubivrs un punto
u de grads x en G sc rodrin scfinler una veeind~d cerrads do B oque en-
cerrora uno componcite Gy de G, de potencia x (Mimero 1.8). Como nin
gin punto de G - G, c¢s de¢ ccwulneidén de Gy , ceste resultrric 1im, --
int. ord. (teorcaa 2.45) on contradiceidn con 1la 8a. pronied-~d.

Si G ticre unc couponcrte GE’ densa c¢n si misma y cuyos punrtos fue-
ran de grode 2 en ol eonjunto, oxisten, un punte u de grode 2 on Gy -
una veeindnd cerrndn de u contenicndo un eorjurto nuierable denso cn -

si niisno Na, fornads con puntos do Gi o sca dv G, Lsto cai junto Na

doberia scr 1im, iut. ord. contradiciendo 1o propiedz? 8o,
*
~-000=~

oc
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