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INTRODUCCION Y RESUMEN 



Introducción~ resumen. 

Se define función de distribución como una función real -

de variable real, con c!ominio en (-oo ,+o0 ) , no decrecien­

te y acotada. Con cada función de distribución está relacion~ 

da !ntiinaraente su función característica: la función caracte-­

r!stica de la función de distribución :!:(t) es la integral de 
+ao 

Riemann-Stieltjes j_"° e; .. t dE(t) , que es una función con V.§ 

lores complejos definida para todo valor real.O( 'Se fácil -

ver ~ue toca función característica es definitivamente positi­

D.i este Último concepto se define como sigue: 

1.f (O( ) es función definitivamente positiva si y solo si 

lo. lf) (O() es continua y acotada en (-oo ,+oO). 

2o. 'f (- Ol ) = 'f ( O\ ). 

3 o. Para n = 1, 2, • • • , f f f ( o<, - <Xq ) f P f 'f ~ O 
J'::1 121 

donde C( 1 , • • • , O{ n son !1 mLneros reales arbitrarios y 

~., ... , fn son n números complejos cualesquiera. 

Rec!procamente, Bochner (véase [lJ pág. 76) ha demostrado que 

toda función definitivamente positiva es función caracter!sti-

ca. 

~l objeto de esta tesis que me ha sugerido el pro~esor -­

Bochner es el estudio, en una dirección -análoga a la inaicada 

por su teorema, de las funciones definitivamente positivas de 

variable real, cuyos valores son elementos de un cierto espa­

cio vectorial S1 con coeficientes complejos, previa extensión 

a este caso de los conceptos de funciones de distribución, ca­

racter/stica y definitivamente positiva. El espacio Si es la 

extensión compleja de un espacio vectorial S con coeficientes 

reales y parcialmente ordenado; este orden parcial tiene las -

propiedades más débiles compatibles con la existencia de una -
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inteLral é.e hiemarm ;:,tieltjes (vé"'s, (2) , 

del espacio S y ne p'ü!'iu<iar'!es ,."e las suceeiones :.,onó~cr,as ac,2 

tadas de elementos de S; en el nÚrne;·o 2 se (!a la d•:.::'i:1iciÓn -­

I!-.ás déoil posible de conve1·rer:cia r1e una suce~iÓn ¡ie cl"rr.entos 

de S y se (!r~r:ucen sus ;,ropie:iades. La inte:. riü (;e Lier:tann --·· 

Stieltjes se estudia en el número 3 i el P.spacio :/ en t,;l r.úm_g 

ro 4; en este nÚaero se dei'inen las funciones ,:!e distr,ibución, 

característica y definiti ,v·iente positiva. F'inallner~t.e, er, el 

número [, se obtienen las pro:;:->iec:atles f.e las :\m,.:iones ce:fini­

t.iv~mente positivas c-,ue <-: r,unciarnos .,. continuación: 

la. Si c.p (O() es (!efiniüva"'lente '.:•,sitiva, existe ¡:ara cada 

número real p > O una función de distribución :-:;" (t) tal -

que 

,t-00 

lf (CX ) = f_;'"t d.Sr (t)' 

si es entero. 3n particuléo.r exis~e una sucesión de fU!! 

ciones de distribución ! :.:m! (t) \ , !!! nÚraero natural, tal que 

l+oo 
lD (O( ) -_ ,Q(t ,,. ( ) 1 e u.., m' t , 

-oo 

parn todo nÚmero o( c~ue satis:faga la condición: m!C(= entero. 

2a. Fara que lf (C() , definitivanente rositiva, sea función 

característica es necesario y suficiente que: 

(a) la sucesión ! t:m! (t) 1 conve:-ja para tocio valor <.le t: 

~rti' (t)~T-:(t) ; 
. "'--tOCJ ', 

(b) :S(-oO )=O ''.(+oO )=\f(O) ; 

y en este caso tp ( ~ ) = f00
e• 01t d2\ t; para "todo nÚmero real 

-ao 
o( , esto es, lf resulta ser la :función característica de 

][ 



!::(t). 

3a. Pa1'8 cada función definitivamente positiva ~ {OI ), existe .. una sucesion ele funciones caracter!sticas· · 

fm ( O( ) que c onverfe a 'f ( a,. ) si O( es rae i onal. Además 

si ~l esracio Ses una red (lattice), dicha sucesión--------­

J f""< O\) f conver¡_;e hacia lf en todo minero J'eal Ol 

Liéxico, D.F., diciembre de 1947. 



l. ~l espacio§. 

S fil!. !ill grupo conmutativo~ elementos T, u, V, ••• , ordenado. 

oarcialmente por™ relación~~ las propiedades siguien-

(i) 'l'~T, 

(ii) T~U, U-~T implica T::::U, 

(iii) T~U, u~ V implica T~V' 

(iv) T~u implica Tt v~u+v ~ cualquier v. 
(v) S fil!!.!!! espacio vectorial~ coeficientes reales, -:f. 

'.L'~O, a lreal)~O implica aT~O. 

(vi) fil. ·r,.~ ·r.,., , n = 1, 2, ... , y T.,~u PQ!:!! alguna u, 
M!& fil!, fil ¡ T.,\ fil! J!lli1. sucesi6n monótona !!.Q decre­

ciente ;l. acotada, entonces existe !,!!! elemento T tal.~ 

'.L'n ~ .L' ~ T ~U fil U fil!. cualquier elemento para el~ 

·r,, ~ u. ! !,!!! elemento g,.Qfil2 T g .J& designará "sup" de 

,1ª sucesión \ T.,! -:f. g escribirá T:sup T • 

1.1 Teorema a 'f1 ~ -U, , T2 ~ U2 implica T,+T2 ~ U,+ U2 • T ~U im­

plica -T~ -U. fil. elemento sup fil!. único. 

Demostración:· Utilizando (ii), (iii) y (iv) se deduce in­

mediatamente la afirmación anterior. 

1.2 Observación: Si a ·1os axiomas (i) - (iv) se agrega la -

condición: ~ T, U existe ~ elemento V !:!! que V~ T, 

v~u, ;l. §1 ll~T, W~U ~~elemento W entonces w~v,1 
se deduciría por el teorema 1.1: ~ T, U existe~~­

~ v ~ gue v,~T, v.~u, ~ ll w,~T , w,~u ~ al­

glin w, , entonces W, 1:.V, • Esto es, S se convertiría en una 

red (v~ase [3], pág."\16); en este caso la notación para Vy 

V. es: v=T\..../ü, Vj=Tl'"'U. 
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1.3 'l'eorema: §! \u.,\ fil!. Y!1ª. sucesión monótona !!Q. creciente 

'Y.. acotada, 2 ~, Un~ Un+I , u.,~ V ~ alguna V, 

n = 1, 2, ••• , entonces existe yg elemento U "tal que: 

u~un, n=l, 2, ••• , 

u~v, n vf.u,. ~ ~ ~-
! U ~ le ll!fil-irá "im:• ~ \ Un l : U= inf' U,. • Además 

ll!&, elemento inf fil!. &nico. 

Demostración: Por 1.1 la sucesión \ -Un\ es no decre­

ciente y acotada. Sea 

Por otra parte, 

U = - sup (-Un ) • 

-U~- U,,, 

u~ un; 

V~ U,. implica -V ~ - U" , 

-V~ sup (-Un)= -u, 
V 6. U. 

por (vi). 

Final.mente, por lii) este elemento U es &nico. 

~l ra~onamiento anterior ba demostrado en otras palabras 

que: 

1.31 inf' u,.= -sup l-Un). 

1.4 'J.'eorema: fil. t T,.\ , ! u,,¡ !.Q.!! gQ.! sucesiones !!2 ~­

cientes ,r. acotadas, satis~aciéndose además: 

(a) ~ T., existe J"' .!dY, que T11 fa U.,., 

(b) dado u..,, existe T.,, tal que Um, ~ T.,, , 

entonces sup 'J.'n = sup un. 
Demostración: Por (a), paran cualquiera se debe tener, 

'" ¿ U"' = sup u,.. 
sup T,¡ ¿ sup U,, • por (vi). 

Análogamente de (b) se deduce, 
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sup ~ ~ sup T,., • 

sup T,., = sup U., por (ii). 

1.5 Teorema: §!!!l \ T.,\ , \U.,\ dos sucesiones !!2 crecien-

~ acotadas, aatisf'aciendo .!!.! condiciones adicionales: 

(a) ~ ·r,, sis!e u,.. !e!! que T"·:::! U , 

(b) ~ u,... existe T", tal que ~ u.,- T"'' 
sntonc,a 1nf' '1' -,,- inf' Un. 

Demostración: AlMÍloga a la anterior. 

1.6 ·1•eorema1 ~ \ T.,\ , \ u,,\ son dos sucesiones ~ ~­

cientes z acotadas, u: 
sup (T,. + u., ) = sup T11 + sup u" • 

DemostracicSn;, Sean T = sup Tn, U= sup Tn. Luego 

T.,+ Un~ T+ U, 

de (Vi) sup ( T"' + U,,) L. 'I t ü (1). 

Por otra parte 

sup \ ·1·., + u,, ) ~ T" + u., ~ T., + U"' para m fijo y n~ m. 

sup (T,.. + U.,) - Urn ~ T". . sup (T11 + U") - Uni ~ T por (vi) • .. 
sup (T,,+Un) - T ~ Um para toda l!l• 

sup (T,, + Un) - T:::::.. U. 

sup (Tn + U,,) ~T+U (2). 

Finalmente por (1) y (2) se deduce la afirmación. 

l. 7 Teorema. Si ! T" \ , 1 Un\ !..Q!! dos sucesiones lli2 crecien­

~ ~ acotadas, ~1 

inf (T,,+ U,,)= inf T,, + inf U11 • 

Demostración: Por 1.31 podemos escribir 

inf (T11 + lQ = - sup (- Tn - u.,), 

- sup (- Tn ) - sup (-Un ) par L6, 
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= inf' T,, + in:f U,. por 1.31 

1.a Teoremas ea 
. 

T., \ 112 decreciente y_ Elcotada,.1L k !!!! !U!-

~ real cualquiera, entonces, 

sup (k T,.) = k sup T", si k~ O. 

inf' (k T.,) = k sup T.,·, si k~O. 

Análogmnente, & l 7" 1 ~ !!2 creciente y_ acotadas 

inf' (k T11 ) = k inf' T,., si k~ O. 

sup (k T,.) = k inf' T.,,, si k~ O. 

Demostracicfo, Para el caso k= O la demostracicfo es inmediata. 

Ahora consideremos el caso I T,. I no decreciente y k> O. Sea 

T = sup ·.r,.. 
k T" ~k T, 

sup (k T., ) ~ k T (1) 

sup (,r· k T8 ) ~ yBUP (k T.,, ) , 

o sea T ~ {- sup (k T., ) , 

k T 6 sup (k T.,) (2). 

De (1) y (2) se deduce sup (k T,.)=k sup T,, . Utilizando es-

te resultado y 1.31 se demuestran :fácilmente las afirmaciones 

restantes. 

1.9 !:&!!!&1 Si T~O y_ l En¡ ~ ~ sucesicSn ~ números reales 

fil! creciente .9!,!! tiende~~, entonces, 

sup (E,. T)= o. 
Demostraci&n, Sea k un n-Jmero positivo arbitrario; en estas -­

condiciones la sucesi&n l k En T \ es no decreciente. AdemiCs, 

dado el elemento E .. T existe k E.., T tal que k E,.. T ~ En T 

y dado el elemento k E,..T existe E_. T tal que En· T ~ ----

k Efll"T 

pero 

por 1.4 se deduce: 

sup ,(k E., T)= sup ( E,. T). 

sup (kE .. T)::k sup (E,.T) por 1.8, 
_, 



.. 

k sup ( En T)=sup ( E,, T). 

(k-1) sup ( E,., T)=O. 

sup C En T)=0° l.q.q.d. 

1.91 Teorema: ~, T Wl elemento comparable _ggn o,_y, -----
# # • #t 

~ sucesion ~ numeros reales gue conyerJa mono ona-

!!!!D.!& ~ O; entonces podemos afirmar, 

iní' ( E,.. T)=O 

1nf (E,., T)=O 

sup (E., T)=O 

si r..::::.o, E,., j o. 
si r::::..o, En l O. 

si T~O, E,, t O. 

DemostraciÓnr Con 1.31 y 1.9 se deducen f~cilmente las afirma­

ciones ant~riores. 

2. Convergencia !!l §. 

Una definición de sucesión convergente de elementos de -

s, adecuada al tema que queremos estudiar, debe ser tal que -

as cumplan las condiciones siguientes: 

laa Una sucesión convergente no puede tender a límites dife--
1 

rentes. 

2aa Toda sucesi6n monótona acotada l Tn \ debe ser convergen­

te y su 1::Cmi te igual a sup T,. ó inf Tr1 aegi!n que sea no de­

creciente o creciente. 

3aa Si \ V,..\ y l W.., \ convergen a V y W respectivamente, la 

sucesicSn l a V.,+ b W,., 1 donde J: y ~ son reales cualesquiera de­

be ser convergente y su límite igual con a V+b w. 
4a a Si Un~ U, V,,--+ V, y U,, ~ V,, a partir de cierto ran­

go, entonces U~V. 

5a.s Si Tn::::: W,,:::::: U,, a partir de cierto rango, y lim T,. = 
lim Un , entonces I W., 1 es convergente y lim Wn= lim T,.,= 

lim Un• 

A continuación se derl una definición de convergencia que cum-
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ple con laa condiciones anteriores, y aún más, esta defini--­

ci&n es la ~s d'bil posible. 

2.1 Definicicfo, J,A sucesión I Wn l de elementos gi S .!! s.gn-­

vergente !! l. .§2.!2 si existen Q9.! sucesiones I Tn \, l Unl 

monótonas acotadas, ]a primera gi !!!!! .!12 decreciente Y. la -

segunda !!2. creciente,~ guea 

(a) T..., ~ Vln L. Un !. partir ~ cierto rango n 0 ,· 

(b) sup Tn = inf Un. 

Al elemento W=sup Tn = inf Un .ll le llamer.C l!mite gi, 

Wn I Y..!!, abreviará& W =lim Wn• 

2.2 Teoremas fil. l!mite W .s!. Ji!!Yl sucesi6n convergente I w,, l . 
.u. ~, !.ll2, .!!, resulta el mi.§!!!2 elemento W cualesquiera 

gue ~~sucesiones monótonas™ satisfagan 1:1.! condicio­

Sll (a) Y.. (b) !,1! 2.l 

Demoatracióna Sean 1 T~ 1 , 1 u~ 1 otras dos sucesiones -

monchonas acotadas que cumplan con (a) y (b). 

De (a) se deduce fácilmente quea 

Tn ~ Ú~ para m y a arbitrarias. 

sup T~ ~ Um sup Tn L U~ para toda lll• 

sup T ~ ~ in:f Um sup Tn ~ inf U~. 

Ahora por {b )a 

sup T~ = inf Um= sup Tn = inf u:.r, 
/ 

2.3 Teoremas ~ sucesión mon6tona acotada I Tn 1 

gente l. !Y, l:Ími te ~ ~ ! sup T" .2 int' Tn 

a2, decreciente .2 creciente. 

Demostraci&n1 Inmediata a partir de 2.1. 

l.q.q.d. 

!! conver-

2.4 'l'eoremaa §1. 1 Vn I Y.. l W,., l convergen ~ V l.. W respectiva­

!!!fil!!:!, ~ sucesi6n ( a Vn + b W,, l .!! convergente ·z su l:!mite 

-· 



ea igual con a V+b w. 
DemostraciÓna Por hip&tesis existen sucesiones mon&tonas ---· 

} Tn 1 , J Un 1 , J T~ f , l U~ 1 tales que a 

sup T~ = inf' u~ = \f 

Si• y g son positivos, por (1) se deduces 

a Tn ~ a Vn ~ a Un , b T~ ~ b Wn ~ b U~ (n~n. ). 

a Tn + b T~ ~ a Vn + b Wn ~ a Un + b U~ 

Pero por 1.6, 1.7 y 1.8 tenemoaa 

(n~n.). 

sup (a Tn + b T~) = a sup T" + b aupT~=·& V+b W, 

inf' la Un + b u; ) = a inf Un + b inf' U~= a V+ b W. 

(1) 

(2). 

Esto es, la aucesicfo f a V" + b Wn I es convergente y tiende -

a a V+b W • El caso en el que s y g no son ambos positivos 

se demuestra en forma ~loga. 

2.5 'l'eoremaa fil Un - U 

cierto ~, entonces U -!fV. 

Demoetración, Por hip&tesis existen dos sucesiones no decre---

cientes l 'J.',., 1 ' l T~ } tales quea 

Tn ~ U,., ; T~ ~ V,., para n~n. 

sup Tn = u ; inf T~ = V 

Por (1) y la segunda pe.rte de la hipótesis s 

Por (2) y (3), 

para n~n. 

para. toda I!• 

sup T..,~ v. 
Por (2) nuevamente: 

u~v 

(1), 

(2). 

(3). 

l.q.q.d. 

2.6 Teorema: ~ V,.,~' Yin L. V~ ªpartir~~ rango, ;l. --­

lim Vn = lim V~ , entonces la sucesi&n I W,.,I· ea convergente . 

-7 



y lim w" = lim v" = lim v;. 
Demostración, De la hipótesis se deduce que existen dos suce-

f!iones monótonas ! Tnl ' 1 Un 1 tales que: 

Tn ~ Vn V~~ Un si n~ n0 , (1), 

sup Tn = lim Vn lim V~= inf Un (2). 

Por (1) y la primera parte de la hipótesis: 

Tn ~ i/n ~ Un a partir de cierto rango. (3). 

Por {2) y (3) la sucesión ~ W0 1 converge y lim Wn= lim Vn 

= lim V~. 

2.7 Ss evidente que toda sucesión convergente segi!n 2.1 lo es 

también segÚn cualquier definición de convergencia que satis­

~aga las condiciones la. a 5a. de 2. En otras palabras la de­

finición 2.1 de convergencia es la más débil posible en las -­

circunstancias indicadas en 2. 

2.8 la definición 2.1 permite obtener algunos resultados más -

que se utilizarán después y que enunciamos a continuación: 

2 .81 Teorema a §i ¡ En l ~ !:ill§ sucesión ~ m.!meros reales que 

tiende §: .Q.!E2, l:'.. ¡ Vn 1 ™ suce·siÓn de elementos de 5 tal que 

O -1=1/n ~ T ~ toda n l:'.. ~ elemento T de s, entonces --­

lim El"IVn= O. 

Demostración: Definamos paran= l, 2, ••• : 

a.,= inf (En, En+•, .. · ) , 

b.,= sup (E.,,. En1-,, .. ,). 

• • • := bn ~ O 

Por (l) y (2) obtenemos: 

::::::.. ::::::.. 
O - ª" Vn _ ª" T 

(1), 

(2)' 

(3). 

(4)' 
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O:!:bn Vn ~ bn T (5) .• 

Por 1.911 &n T~ O ' 
b,. T~O (6). 

Por 2.6, (4), (5) y (6)a ª" Vn-----+0 b" v"~º (7). 

Ahora por. (3)1 •n V" ~ E,, V" ~ bn V,.. (8). 

Finalmente por 2.6, (7) y (8) resulta En Vn----+ O. 

2.82 C0r91ar101 §1 11n I u Jan& auceai&n gs. mÍmet'os réales que 

tiende a l ¡_ i Wn ~ :ima auceai&n gs elementos Si S ™ converge 

A w, siendo Wn~ O a13. ~ n, entonces lim ln \I,,= 1 W. 

Demostrac¡f,ónt Sea En = 1 - ln 

escribir a 

de donde En --+ o. Podanoa -

Ahora biena 

l ~~1 • 

En•n~O 

ln W,. ---+ 1 W 

por 2.4, 

por 2.81. 

l.q.q.d. 

2.83 ·reoremaa Cuando s u..™~ (v4'ase 1.2), ~ eucesiÓn ----

t Wm I converge !. ~ .ll. ll satisf'acen ~ cuatro condicionee 

siguientea, 

la.-~ o 

a... u~ ~ •... am ~ !! Y ID• 

3&. Para cada valor de n converge la sucesi&n \ U","'\ , 

u..,"'-;;;::::;t.,U. 
4a. Un--+ O. 

Demoat.racióna Ya que w ... ~ o, ser.: suf'iciente demostrar la exis­

tencia de una sucesi&n no creciente \ Y..,\ que converJa a cero y 

tal que w..i~ Y para toda m• 
Por la 3a. condici&n existe para ca.a. valor de a una suce-

si&n I v. 1 1 ft,IM \ no creciente tal que 
~ ' v...,..- º"•"' v.,, ... ;:du .. (1) 

-· 



Def'inamoaa 

x,,m= v,, ... 
x,..,..= x .... , ... r"" v ...... 

si n) 1 (v,ase la notacicSn mencionada en l. 2). 

Por lo anterior se deducen estas consecuencias, 

(a) x"•"' ~ x,...,... X"•"'~ V","' lpor (3)) • 

(b) xl\,m ~ x ....... , l!!!:§ lQ9!l n y !!l• 

(2) 

(3) 

Demostración de (b) 1 En primer lugar JC.i.,,.,. ~ X,._,,.,.+, implica -

pero 

en efecto, 

x .. ,m+I ~ X.,_1,n,+1 

V"•"'•' L V","' • 

x.,,..,+, = v.,, ... +' , por (a); 

X,.,m., !!:: X.,_,,.., ; X.,,,.,.,. !::: V","" • 

X.,,,..41 L X"-,,m r'"\ V,.,,..= X.,,m • 

Ad•s X,,,...::::. X,,..,+, por (2), con lo que (b) queda demostrado -­

por inducción. 

Demostración de (c) a Por (l) y la 3a. condiciÓna W,., ~ Vn,m -­

para toda n y !!l• Por consiguiente tomando en cuente (3)1 

implica wm = x.,,,.,, 
(c) resulta por inducción. 

Pero W.,.. ~ X,,m , luego -

(d) Existe l1m X,.,... I. ü :l;.ienea lim X""'~ U.,. 
~~~ , ~~~ ~ 

Demostración de (d)a De (b) y (c) se deduce que la sucesión ---

\ X,.,.., 1 con n fija es no creciente y acotada; por lo tanto 

existe lim X,...., 
m--t>«> , 

De la) se deduce que lim X., 111 :::: U.,. 
"'1-+00 J 

ia sucesión { x.,,m 1 con !!l fija es no creciente y acotada-

debido a (a) y (c). Ahora sea 

Por (c) y (b) resulta: 

.l!.in consecuencia existe Y=lim Y,.. y es Y~O. 
... -.oo 

Pero Y,.,~ -----

- ID 



X",'" para toda m, entonces por (d) 1 

Y==lim ~ ... ~U"• 
... ~00 , . 

Y~lim Un= O 
...... oo 

Y= O. 

En resumen: se ha demostrado la existencia de una sucesión no 

creciente I Y..,\ que converge a cero y tal que W"' ~ Y para 

toda !!l• 

2.9 Continuidad de :t\mciones con xalores ~ §~ 

Introducido el concepto de convergencia, el espacio vec­

torial S adquiere una estructura topológica general con la -­

cual ya tiene sentido hablar de la continuidad de funciones -

con valores en s, en particular la de funciones de variable -

real; consecuentemente definimosa 

2.91: !Jm función ""\f"(O() !!! variable real O( y_ ~ valores m 
S .!!!. continua fil! ol = c,( 0 , si para cualquier !\1Cesi6n I al.,. 1 
-convergiendo .1 0( 0 ,k sucesión { 'f ( Oln,,) J converge ~ 'f ( olo). 

3. Integral gs Riernann St.ieltjes. 

En este plrrafo daremos la definidÓn de Bochner (viase -

[21 p,l.g. 519-526) de la integral en a~ t ~ b de una función -­

real continua f(t) con respecto a una f'unciÓn no decreciente -

~(t) con valores en S. Después definiremos la integral de --­

Riemann Stieltjes con extr·emos infinitos empleando la defini-­

ción 2.1 de convergencia, 

3. l. Sea f'( t) una :t\mciÓn real continua en a::: t =:b y -

~(t) una función no decreciente en el mismo intervalo con va-­

lores en el espacio S. Consideremos'una división---------­

D (to, t,, ••• , tnJ del intervalo [a, b] en n subintervalos 

cu;yos extremos son los puntos t 0 , ••• , tn : a= to< ••• <tn = b. 

-11 



Sean Mi, m¡ las fronteras superior e inferior respectivamente 

de f(t) en el subintervalo [ t,_, , t,J DefinamOSI 

z (D)=!m, [E (t,) -E (t¡_1 )] Z (D) = 
/1 l:1 

= ¿ 11¡, ( E (t¡) - E (t¡,_, ) ] • 
i=• 

Se ve inmediatamente que1 

m [ E (b) - E (a)]~ z (d) ~z (D)~ M ~E (b) - E (a)J .,0.). 

donde .11. y m son las fronteras de f(t) en [ a, b] • 

Por otra parte tenemos: 
n 

Z (D) - z CD) = _¿ {)(. - m,.) [ E (t.) - E (t._,)] (2). 

~=· Ahora, sea E = iráx (14;. - m,), entonces por (1) y (2) 1 

O L Z (D) - z (D) ~ f [E (b) - E (a)] (3). 

La división D'(t~, ••• , t~, ) se llama refinarnjento de -

D (t0 , ••• , t~) si todos los puntos ' t. son tj • Se demues-

tra sin dificultad quea 

z (D) ~ z (D' ) ; Z (D' ) ..:::. Z ( D) (4). 

Se acostumbra designar por norma ~ (D) de la divisicSn D 

a la longitud méXima de. los subintervalos [ t,_1 , tJ • Con­

sideremos ahora una sucesión de divisiones 1Dnl en donde --­

D".,.1 es un refinamiento de D" para n= 1, 2, ••• , y -----

6 (D,,)---+ o. Por (4) la aucesicSn I z (D.,) J es no decrec:l.e!! n-tOb \ 

te y f Z (D.,) { es no creciente; por (1) ambas sucesiones es--

tan acotadas, por consiguiente son convergentes segifu 2.3. De 

(3) podemos escribir& 

o·~z CD") - z (D.,) ::: E,,LE (b) - E Ca))_ (5) 

donde E"~ O puesto que ó (D")~O. Aplicando 2.81 obtenemos 

E,, [.15 (b) - E (a)]~ o, luego por (5) y 2.6a 

lim [ Z (D") - z CDn)] = O. 

iim 'Z (D.,) = lim z (D") • 

Es fácil ver que con cualquier otra suceai&n de divisiones --­

{ D~ 1 que cumpla con los mismos requisitos que I Dn I resula 
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ta I lim Z (D~) = lim Z (D"). Es este elemento de S el que -­

por definición se 11amarl la integral de Riemann Stieltjes de 

~a~ de f(t) con respecto a E(t)1 r f(t) d E(t) = lim Z (D.,) = lim z (D"). 

Si a : b, d~fini,wa r: O¡ ai a ) b, r : -r. . Cano ea -

ve el proceso seguido aqu! es muy semejante al correspondiente 

a las funciones reales; prosiEUiendo con la semejanza se pue-­

den demostrar J.as tres propiedades siguientes, 

~ b 
3.la i [ k, f, (t)+k2 f 2 (t)] d E(t) = k, )

4 
f, (t) d E(t) + 

+ k;t ): f;t lt) d E(t), donde k,, k 2 !!2n reales cualesguie-

!:A• 

3.21 t t + ): ) f(t) d E(t) = 5.,cf(t) d E(t). 

3.31 m [E(b) - E(a)] ~ Ja f(t) d E(t)~ M [E(b) - E(a)J sien-

do a< b • 

3.41 Si t ... t t , la sucesi&n i E"(t) f es no decreciente y -­

por 1.4 cor.verge a un valor independiente de la suceSi&i part,1 

cular \ t,, 1 A tal 1:lmite lo designaremos por E (t .. O); es 

claro quea 

E (t - O) ~ E (t) (1). 

Por otra parte si t, < t2. ento1.ces E Ct, - O)~E (t 2 - O) , 

as! pues la :f'unci&n E* (t) = E (t - O) tambi~n es no decre-­

ciente. Supongamos ahora que t 1 < t 1 < ... < t"~t , por 

consiguiente a 

Pero 

E* (t - O)= l:hn E"' Ctn) = lim E (t" - O) 

E'* Ctn) = :!!: Ctn - O)~ E (t"_' ), 

(2). 
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de donde tomando límites y teniendo en cuenta (2)1 

Eit (t - o)·~ E (t - O)= E 4 (t) (3). 

Canbinando (3) con el resultado (1) aplicado a E se llega a1 

E 4 (t - O) =E'(t) (4). 

3.5 Teorema, §!.&n 

!!! [a', bJ 
t{t) continua~ E(t) !12 decreciente -

!U,. E~(t)= E (t - O) (v~ase 3.5) y-------

a< a< b; entonces• 

t t(t) d E*(t)= rf'(t) d E(t)+t(a) [E(a) - :S:,.(a)] -

- t (b) [ E (b ) - E-11 (b ) ] • 

Demostración: Denotemos por M ( o( , (3 ) , m ( o( , (3 ) a 

las fronteras superior e inferior respectivamente, de f'(t) 

en el intervalo [ o{ '¡3] Sea ahora D (t 0 , ... ' tn) una 

divisi&n de [ a, bJ ; entonces D' (t0 , t, - h ' ... , tn -

h, tn) , donde O< h <min (t._ - t¡_, ) es otra división de 

[a, b] 
que: 

Sabemos por la primera parte de este párrafo 3 

"(b 
z (D') ~ l f'(t) d E(t) ~ Z (D') (1) • 

. ;,. 
Supongamos que h toma una sucesión de valores positivos hK 

con lÍmite cero; en vista de 2.82 se deduces 

m (t0 , t, -hKJ[E (t, -h'<)-E (t0 )]-tm (t0 , t,) [E*(t,)­

E (t 0 )]=m (t0 , t,)[E,t(t,) -E"(t 0 )]+m (t0 , t,) [E*(a) .. 

E (a)] (2) 

m Ctt-, - hl(, t. - hl() [E :t., - h ) - E (t .. -, - h")] ~ ----

m (t.-,, t¡_) [E.-(t¡,) -E.-(t,_, )] (3) 

m (t., - h 14 , tn) [E (t") - E (t., - hl( D~ f(b) [E (b) -

E*"(b)] (4), 

e iguales resultados sus\ituyendo las m por las M. Por otra -­
parte definiendo, 
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s CD) = ! m (t._, , t~) [E*Ctd - E"'Ctt-1 ) ] J z*(D) = 
•=• 

., ft-= L M (t¡,_,' t,) [E41 (t¡) - E (t.-,)] ' 
L:1 

obtenemos de (1), (2), (3) y (4) a 

(lt 
~ J/(t) d E(t) ~zlr(D)+ M (t0 , t,) [E"'"(a) - E (a)]+ 

+ :f'(b) [E (b) - E"" (b)] (5). 

Ahora si la norma. de la divisi&n D tiende a cero, de (5) re--­

sulta lo que se quer!a demostrar. 

3.6 Integral de Riemann Stieltjes _g_gn extremos in:f'initos. 

Supongamos ahora que :f'( t) es continua en (-oO , + oO) 

y E(t) con valores en ses no decreciente en el mismo inter­

valo. Por lo dicho al principio de este párra:f'o existe 
·d 
\ :f'(t) d :!!:(t) siendo Q y ,g números reales cualesquiera. 

Consideremos dos sucesiones !c.,! f d., l de números reales 

• tales que c., --+-oo, d.,____.,..+00; si la sucesion ----------

J (d.,:f'(t) d E(t) \ de elementos de S converge a un mismo e-Jc.,. 
lemento, independiente de las sucesiones particulares-------

c., l , j d., \ , tal elemento es por de:f'iniciÓn la integral 

de - 00 a + a:> de f'(t) con respecto a E(t) a ---------~::f'(t) d E(t). 

A continuación daremos una condici6n suficiente para la -

existencia de la integral: 

3.61 ~& fil. f'(t) ll' continua, acotada 'l. conserva fil! ~ 

~ (-oO , +oO ) ':l. E(t) 

~ intervalo, existe 

es no decreciente ':l. acotada~ el -r: f'(t) d E(t). 
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Demostraci6n: Supongamos, para concretar, que f(t)~O en ---

(-00,+0Ü) Por hipótesis existen un real M y dos elementos 

V, y V1 de s tales que: 

f(t) ~ 1\/I (1) 

para toda t de (-oo ,+o0 ) Si 9. < g son dos reales cua-

lesquiera, podemos escribir por 3.4 y (l)s 
,d 
~ f(t) d E(t) ~ M [E(d) - E(c)] ~ M (Vt - V, ) (2)_ • 
. e 

Sean \an\ , i b.,\ dos sucesiones tales que: 

a,~ ª'- ~ • • • ~ ª" ~ -ao, 

b, = ba. = ... ~ b" ~+aO• 
. b,, 

Definiendo 'l'h = 1. f(.t) d E(t) , vemos que \ T,. I es no de-

creciente a partir de cierto rango, y acotada en vista de (2); 

por consiguiente converge a un elemento T. Ahora si---------

\ a~ \ , \ b~ \ son otras dos sucesiones ~onótonas tales que 

a~~-u0, b"~+OC>, y definimos T~= ( 0 f(t) d E(t) , se 
)~ 

ve fácilmente por 1.5 que lim T~ = T En otras palabras, -
• el,. 

la sucesión j ) f(t) d E(t) j converge a un mismo l!mite c~ 
,c., 

lesquiera que sean las sucesiones monótonas { c" \ y ( a., l ; 
en el caso general en que tales sucesiones no son necesariamen 

te mon6tonas, pongamos, 

b., = inf (dn' dn ... , ' .... ) . 
:::,,,. ª,- ªt::::.. :::,.. ªn ~-00 

b,-~ º2 ~ ••• ::::. b., ~+oU ' 

y a partir de cierto rango: c.,= a., L b., L d 11 

Adeuu{s dado n existe m tal que: 

Por (3) tenel"!1os, a partir de cierto rango: 

(3). 

(4). 
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(d" 
Tft ~ k" f{t) d E(t) (5). 

Por (4) podemos escribir, 

(
1t(t.) d E{t) ~. T,,,:!:: T 

Por (S) y (6) v~:s que existe r: f{t) d E{t). 

(6). 

3.62 Teoremas Si :f(t) n continua~ acotada!!! (-o0 ,+o0) 

z E(t) .!! ru?. decrecient! z. acotada !!! ,tl ~ int.ervalo, 

existe r: t(t) d E{t). 

DemostracicSna Consideremos :r+ {t) :r-{t) que son la par­

t.e no negativa y la no positiva respect.ivamente de t(t.) , -­

que se definen como sigue, 

:r+(t) = sup (O, t(t.)) J r(t) = inf (O, f'(t)). 

Estas funciones son continuas y acotadas en (-aa ,+o0 ) y 

t+(t) ~ O t-(t) !!! O en dicho int.ervalo; además f{t)= 

=f'+(t) + r-(t.), 

( n íd" r f(t) d E(t) = f' (t) d E(t) + f' {t) dB(t.) 
c., e,. :c., •• , (1) • 

Por 3.61 y (1) queda demostrado el teorema. 

3.63, Cuando :f'(t) 

'"° 1 '!(t) d E(t) 
·ª 

es continua en ( a,+o0) def'inimos ------

como el l:!mite, si existe, de----------
J:f'(t) d E(t) cuando bl\----+too, siempre que dicho 1:!mite 

sea independiente de la sucesión particular I b,, \ • Como en 
+,o 

3.62 podemos demostrar que ( f'(t) d E{t) existe si f'(t) . Ja 
es continua y acotada en [a,+cO) y· E(t) no decreciente y 

acotada en dicho intervalo. Lo que se acaba de decir se apli­

ca igualmente, con s&lo cambios secundarios, al caso---------
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-b 

). f'(t) d E(t). 

-"il ser .l!i ( t) no decreciente y acotada en {-c0 , + o0 ) 

existen los límites de E(t~) 

;t~ ~+aoque designaremos respectivamente por E(-o0 ) y 

E(+c:0 ) claramente estos límites son· independientes de las 

sucesiones particulares \ tn \ , 1 t'n \ • Si f'(t) es conti­

nua y .i!i(t) no decreciente en {-aO ,+o0) y ambas acotadas 

en dicho intervalo, se demuestra fácilmente con a,yuda de 3.1 a 

3.3 las tres relaciones, 

3.64a [e k, !<t)+ kz f'z (t)] d E{t)=k, L~· (t) d E{t) + 

+ kz r~t(t)dE{t), 
-ao 

~ k 1 , k1. .1.2n. reales cualesquiera. ~ resultado -

si solo !!!! extremo, y_ el !!!!!m.2 .!fil~ integral, fil!. inf'i 

!!!!&, siendo -tl extremo restante !!!! ~ nÚmero real !!: 

bitrario. 

~ a b -

3.65a ~-co f'(t) d E(t) = (la:>+ r + t ) f'(t) d E(t). 

3.66sm [~(to:., ) - E(-00 )] ~ f"°:r(t)dE(t) ~ M [:::::(+co) - E(-o0 )] , 
..... 

m [E(+<O ) - E(a)J ¿; G<t)dE(t) ~ M [E(+oo) - E(a)] 
_.., 

b 

m [~Cb) - E(-Ob D ~ J f'{t)dE(t)~ 14 [E(b) - EC-c0D , 
-ao 

donde en cada caso M y m son las fronteras de f'(t) en el in­

tervalo de integraci&n correspondiente. 

3.67 ·reorema.r. Si ..t'f'(t) fil!. continua Y.. acotada .!fil {-<JO ,+oo) 

Y.. E(t) ~ decreciente y_ acotada .!fil el~ intervalo, 
tao 

J f'(t) d E*(t) 
-co 

f'°f'_{t) d E(t), 
-«> 
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donde .!::*(t)= 3(t - O). 

Demostración: Por 3.5 poder:1os escribir: 

{" d11 ,L f(t)d3*(t) == ),. f(t)ct!':(t) +r(c11 ) [~(en) - -C:,1-(c,j -

- f(d.,) [ 1·:(dn) - ~~\d.,)] (1). 

For otra parte: 

Pero ~(en) - S.,..(c.,) ~ O , entonces po1• 2.4 tenemos: 

m [E(c,.) - 3 (c':,)J~u n[::(c11 ) - :::*(e,,)] ~u (3). 

En vista de 2.6, (2) y (3): 

f(c 11 )[:s(c.,) - E*"(c,.)J-u. ( 4). 

Análot,"'8.lllente se demostra1•:!'.a: 

(5). 

Con (1), (4) y (5) queda demostrado el teorema. 

3.68 Lema: Sea (/3m \ .!:!lli! sucesión p.~ números reales gi..:.e conver 

~ ~ ~- Si E(t) fil!. lli1. decreciente~ acotada fil).---------­
(-oO , +cO) §g tiene: 

-tcC) 

~ 1 sen -3..., t I cE ( t) ~ O cuando ::i ~ c0 • 

-ao 

Demostración: Sea pm V~ si f3rn-=/= O; p.,,=m si/47m= O, 

por consi¡_;uiente 

resulta: 

nhora para t tal que 

- P,.,Jf3ml~l/311Jt~pmlt3ml· 

-JDJ LIA,lt#i;iJ. 
1 sen¡.3,,, tl¿_ee~ 

Por 3.~ y (1) obteneoos1 

( 1). 
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O~ ri sen(.3rntlci:!.Ct) ~ [:s(p..,) - E(-p ... )] sen/i'ii:J L 

-P.,. L. [ 1:.(+<0) - E(-o0)] senJ¡,13,,,¡ (2). 

Utilizando 3.66 resultas _,.. 
O ~ ~ j senf.3mtld3Ct) ~:S(-p,..) - E(-00 ) 

-CI 

O~ ~j sen¡3.,.tldE(t)~E(+oO) - E(pm) 
P111 

Ahora bien por 3.65: 

(3) 

(4). 

-tcO -~ 

~ 1 sen,Bmtl&Ct) = ( ~ + 
- -a:, 

~P.., + f"°) sen (3rn t dE (t) (5 ). 
-,.,. P,.. 

Por (2), (3), (4) y (5) se deduce que: 
+ao 

O .L.} I senµ"'tjd:~(t)~:S(-pm) - E(-oO )+E(+o0) - E(p,,.)+ 
-00 

+ [ .-:(+o(:J ) - E(-c:O >] sen /f,g,J 
Como Pm--++oo, el tercer miembro <le esta desigualdad tiende 

a cero cuando m ~tcO, lo que demuestra el lema. 

3.69 ·i·eorema: Si E(t) M !lQ. decreciente ~ acotada fil!: ------­

(-aO , +c0 ) ~ la sucesión ( Q'rn I converge ~ a 1 entonces 1 

-!<X) tco 1 .. cos OC"' t dE(t) ~ ~-~oso( t d:s(t) 

~-t<l)Sen~Mt dE(t)~ r::mO(t dE(t), 

-<:o -w 

cuand!2 m ~ oo • 

Demostración: Sea f3m=f(O( - o(m) • A.horas 

cos O( t - cos «_t ::- 2 sen f (« -+ ot,.,.) t senf3m "t 

sen o( t - sen °'m t =2 cos f ( o<. -t- <Xm ) t sen (3,.,, t 

Pór otra parte tenemos: 

-1 sen~ t 1 ~sen½~ o(+ c(m) t sen¡.3.,, t L I sen (-3,.,tl. 

tl) 

(2). 
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~ +"" 

) 1 sen¡3,.,..tlcE(t) ¿ ~ senj (« + 
-oc +c,o -110 

01.,.) t sen ,3,., t dE(t) ~ 

.C L.I sen¡3,ntldE(t) (3). 

Análogamente se obtene: 

[1 sen/3mtldS(t) L 

taO 

J cos f ( 0( + q,...) t sen .3,.,, t dE(t) ~ 
-10 -aO +a> 

L ~ 1 sen/3,., ti dS(t) 
-<10 

(4). 

Pero (3m~ O cuando m --+ao; en consecuencia aplicando --

3.68 y en vista de (1), (2), (3) y (4) queda demostrado el teg 

rerna. 

3.691 ObservaciJn: Por la definición 2.91 de continuidad y el 

teorema 3.69 vemos que las :funciones de variable real CX 
-1-«, 

lf' l C\ ) == ) coso( t dE(t) 
-aO 

-t<lC) 

f"( OI ) = ( sen o( td~(t) 
l~ 

definidas en l-00 ,+oc>) y con valores en s, son continuas -

para todo valor de O( • 
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4. ~l espacio §t. 

Los elementos de S 2 son las parejas ordenadas (T, U) de 

elementos de s. Def'iniremos dos operaciones, la primera es la 

adición en este conjunto de parejas y la segunda la multipli­

cación de un complejo arbitrario por una pareja cualquieras 

la. (T, u)+ (V, •>= (T+V, u+w). 
2a.. (a+ ib) (T, U)= (aT - bU, aU + bT). 

~ , / t 
Se ve facilmente que con estas dos operaciones, S es un espa-

cio vectorial con coeficientes complejos. Además el conjunto 

s• de elementos d9 S1 de la forma lT, O) es un espacio vec­

torial con coeficientes reales isomorfo a S; por lo tanto po­

de111os sustituir s• por S y de acuerdo con las dos operaciones 

definidas antes tenemos que (T, U)= T + i U. 

4.1 Convergencia fil! e.:_. 
Definición: ~ sucesión 1 ·1·,. + i U"\ de elementos ~ S1 fil! 

convergente & l.. solo si las sucesiones I T" 1 \ u,, 1 
~I.:~lli fil! s. :sn ~ caso el l:Ímite de I T.,+ i u,.¡ fil! 

• 
T+i U , donde TJ.. U §2!! los J:lmites ~ 1 Tn \ l Un 1 

respectivamente. 

'l 4.2 Funci~! s.2Il valores fil!ª-._. 

1'oda func iÓn 'f l O< ) de variable rt::" l Ol , con valores -

en S 2 , puede es.cribirse en la forma t.p'(Ol )ti 'f" (O() 

donde ~ 1 l O( ) y 

s. 

4.21 Det'iniciÓn: 

mará acotada si 

lp"( o( ) son funciones de O( con valores en 

'f ( o( ) definida fill (- oO , + o<.J.) .ll .l:J4-

Ylil2• :~ ~ 12alabI"dS, fil existen e1e:n.entos de S ------­

v,' , v~ , v:', v;• tales ~, 

-22 



I L lD'( ni ) L.. "I v, - T V\ - V1 v.'' L <.p"(o< ) ~ v;' 

para todo« de ( -oO , +c0). 

4.22 Def'iniciÓn; <.p (d) fil! continua fil! O( = o( 0 si ':t. solo 

si 12!!~ toda sucesión I O(m I que conver.ja ª C( 0 , la sucesión 

¡ <.f ( O(,.,) \ converge ª l{) ( o<o ) • 

Tomando en cuenta 4.1 y 2.91 vemos <J.Ue el hecho de ser -

continua 1f t O( ) en o(0 es e qui valen te a que 

1.0",n1) ,.., o( 
1 , "' lo sean para '"" = o • 

4.23 lntegrales Q..!a funciones complejas. 

Si f(t)=f, (t)+i f2. (t) es continua en [a, bJ 

reales, entonces por definición: 

lf'(OI) y-

f, y f'l. 

J, t b t f(t) d E(t) = )a. f, ( t) d ::i:(t)t i ~a. f 2 (t) d ?.(t). 

Si f(t)=f,(t)+if2 (t) escontinuaen (-o0,+o0) y exis­

ten las intetrrales r: f, ( t) d S(t) t: ft (t) d S(t) 

entonces por definición: 

-tao 

~ f( t) d E(t) = 
-o() 

+oo += 

~ f 1 (t) d 'S(t)+i ~ f 2 (t) d E(t). 

-- •c,C) 

4.3 Funciones~ distribución. 

Llamare~.1os :t'unciÓn gJa distrfouciÓn a toda función :S(t) 

definida fil! t-oo ,+c:ó ) SQ!! valorea fil! s, !!2 decreciente ':t. 

~coui.da fil! gicho intervalo 

<',. :n ~: .Je aqu! en adelante la letra E, con o sin Índice, 

~~pres~ntari Únicarnente funciones de distribución. 

"• .4 ,··unciones ca:racter:Ístic1;1s. 

for el teorema 3.62 ver,1os que para toda función de distr,i 
+cO 

b1.1ciÓn ~(t) existe (véase 4.23) la función ) eioct d E(t)1 
-aO 
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= ~~os d, t dl!.:(t) + i [ senoe t ase t) ' definida en 
-ao 

(-oO , +oO J y con valores en 5 2 • A tal :función la llamaremos 

función característica de ~(t) Con los resultados obteni­

dos hasta aqu! podemos dar algunas propiedades de las funcio­

nes características: 

4 .41 ·l'oda función característica ll continua fil! (-aO , +o0 ) • 
r 

Demostración: Por 3.691 y 4.22. 

4.42 'l'oda función caracte:r-!stica está acotada fil! {-oO , +oO ) • 

Demostración: Por 3.66 tenemos que: 

[!!:(+oO) - E(-oO )] L [cosd.t d3(t)~S(+o0) - :S(-oO ), 

[~(+d.)) - ~(-oO )] L f'°seno( t c8(t)~S(+c0) - ~(-oO ), 

-oo 

lo que indica, seeún 4.21, que la función característica está 

acotada. 

4.43 'l'oda función característica fil! hermitiana. En~ ;E?§-

labras 'f l- O( ) = lfl ( O( ) & lfl { O( ) ~ caracter!stica, don-

de 'f lot) =lf1(0() - i lp 11 (0( ). 

Demostración: Inmediata. 

4.44 Si 4' {O() ll función caracter!stica, dados !! números 

reales cualesquiera o/,, ... ,otn .l. !! números c0t1ple,jos arbitra­

rios ~., ... ~n , ~ tiene: 

f._ tp (O{p -OI.,) t. f'I ~ o, 
P,'l=I 

Demostración: De 3.6~ s'ª deduce :fácilmente que: 
n 

L lft~,-o("'~pw, 
P,'f:1 

J cC(t) ... (l). 



Por otra parte : 

t ei(o!p- d.tl\r "f, 

De (1) y (2) se deduce la a:firmaciÓn. 

4.5 t'unciones de:finitiva.~ent.e positivas. 

Una :f'unciÓn 'f to<) de:finida en (-0() ,+oO) y con valores -

en S2 es de:finitivamente positiva si y solo si: 

lo. 

2o. 

3o. 

Lf> 

'f 
lf 

l O() 

le( ) 

((X ) 

~ continua fil! l -aO , +oO ) • 

está acotad.a~!! (-00 ,+cD ) • 

2 hennitian§; ~ <-0( >= 'P<oc >. 
4o. Dados n números ~ cualesquiera o{, 1 ••• O(", :t.. !! núme 

!:.2.§. comple.jos arbitrarios ~ 1 1 ••• ~,,, ~ .!4.fil!t: 
,.. 
L lf <ot,.-q,>~pi~º, 
,, 1;1 

I!rull n=l, 2, 

Utilizando de 4.41 a 4.45 se deduce el siguiente teorema: 

4.6 Teorema: Toda función característica 2 función de:finitiya 

~ positiva. 
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5. Propiedades~ las ~unciones definitivamente positivas. 

~ornando como modelo el teoreL1a de Bochner (véase intro--­

ducción,, procuraremos representar a toda función definitiva-­

r:1.ente positiva por medio de funciones cara.cter!sticas. :a mé­

todo que se va a seguir es análogo al empleado por F. Riesz -­

l véase [ 4] J y S. Bochner ( v~ase [ 2] ) ; en tér •. 1inos ¿:enerales 

este método consiste en construir, para cada función definiti­

vamente positiva, una transformación A del conjunto de las fu~ 

ciones periÓdicas co111.,irnias a un subconjunto de S , siendo -­

tal transfor,;,.aciÓn distributiy_!!: y positiva, esto es1 --------­

A(~. f, + ftfz) =tA (:f) + ftA (:fz.) , y A (f)~O si --­

:f(t) es no ne¡:;ativa, donde f, , f, , f son funciones periÓdj. 

cas (:f, y f 2 del mismo per:!odo) continuas, con valores cor.iple-

jos, y ~. ~1 son números complejos cualesquiera. 

5.1 Da.da una :función def'initivar.1ente positiva \f (e() , el -­

primer paso en la construcción de A es definir una cierta---­

transformación A• , distributiva y positiva, que asocie un el~ 

mento de S1 a cada polinomio trigonor:iétrico; la transfon.1aciÓn 

A resultará como una extensión de Av a todas las funciones pe­

riódicas continuas. Antes de seLuir adelante es necesario 

precisar los conceptos que se van a emplear, lo que se hace a 

continuación: 

5 .11 Polinomios trigonot1étricoE. 

Consideremos una expresión de la forma t 
11:-n 

, donde 

c_ 11= c., O< o(,< .•. < O(., , y o(_ 11 = -o<i, ; es claro que 

tal expresión representa una función real y continua para todo 

valor de t. Por otra parte es fácil demostrár que ninguna fu!! 

ciÓn puede representarse en tal forma de más de una manera; en 
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otras palabras, si !. c. e'~"t== f._ c~ e-cc~t para toda t, 
)l;-11 ,,._,.. 

' o( et' n n' Supong•amos además c,. = c., , .., = ,, J = . entonces 

que existe un número real .,.U) O tal que para l/ = l, ••• , n, 

sea entero; entonces t es una función 

periódica de período 2 p 1T. 
11:-n 

Ll.aroa.rer,,os polinomio trigonom~;t,rico a una :función u ( t) 

definida como sigue: 
n 

i t c~ lo. CI (t) = L Ca, 
e¡a,.t+ e¡ Cl(~t • 

J/=-n 11:-'1' 

2o. c_»= c., , o(_II =-~, O ( 0(1 ( o{l ( • • • < o(n ; análo-

can.ente' I -, 
, o(~¡, = -C(¡, o (o(,< ···< o(" C-11= CII ' 

3o. !~iste 
, 

,µ> o tal que )A- qJI fa o(: un nW!lero y son en-

teros para todos los valorea asi¿:nados a )) . 

De lo dicho al prir1cipio de este número se sict:e que todo 

polinomio trigonom~trico u (t) es una función periódica con­

tinua de período 2 p Tf , con valores complejos, y ceya rep~ 

sentaciÓn en esta fo¡,rna es única. 

5.12 Formas hermitianas. 

Por definición (véase [ 5] pág. 131), es una --
,,'1=1 

forma hermitiana si h..,=11, .. , esto es, si su matriz 

es hermi tiana: H:::H' • :n valor de la fol'r.la her­

mi tiana es real cualquiera que sea el vector x:(x., ... , xn); 

diremos que es !12 negativa si su valor es ~ O cualquiera que 

sea x. Utilizando C1S.trices se puede escribir la forna heITli-­

tiana como x H x'. 

5.13 Definición de la transfonnaciÓn A~. 

Dada una función definitivamente positiva tp (e() , y si 



ü (t) es un polinomio trigonométrico (véase 5.11), defin:l!ros 

(\ ..f-
A"' (u)=~ cll lp(ol1,1)+i L c~y>CoC~). 

Jl=-r, 11:-l'l' 

Por ser Jnica la rcpresentáciÓn en forma de polinomio trigono-

métrico, la transformación A* asocia uno y solo un elemento de 

st a cada (j De ~.a definición de A* se deduce sin dificul­

tad que: 

Para demostrar que A~ es positiva necesitamos los lemas -

siguientes: 

5.15 ~: Si ]é forma hermitiana x H x' (véase 5.12) .fil! fil! -

negativa, existen nlÍmeros P, q=l, ... ' 
., 

h,.. = L ¾p 1K,_. 
K=I 

Demostración: Por medio de una transformación lineal no singu-

lar de matriz P, ~scribimos la :forma herl!litiana en su fonna -­

normal (véase [ 5] pág. 131): 

r 

x H x'= ~ Vy y 
L 01\ - K 

(1) 

K::1 

donde Y=xP , !: es el ran¿;o de H y las Di< son reales dif.!l_ 

rentes de cero. Por ser no negativa la forma considerada, los 

coeficientes 01< deben ser positivos; por consi¿uiente exis­

te una transformación lineal no sin@lar z = y ..: tal qt:.e: 

X H x'= z, z,+ .•• + z,. Zr (2) 

donde z=x H , siendo H=P (;¿. 

Si la matriz J tiene los .!: primeros elementos de su dia@ 

nal principal iguales a 1 y sus ~lementos restantes son nulos, 

podemos escribir (2) como 
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x H x'= z Jz" 
Sustituyendo z por x R en (3), obtenemos: 

X H x' - X R J R ' x' . 
H=R J ii' 

(3). 

(4). 

Ahora, si Ap,¡ son los elementos de la matriz R', tenemos - .. 
r 

por (4) que bpc¡ ~ \ \ Por 1htimo, si definimos -L /\Kp /\K•º 
ll:1 

lp,¡ = AP'l si p~r 1,c¡ = O si p) r , resul.ta: 

" h, .. = L i.. 111 ... 
1(:1 

5.16 ~a Si y (e() ~ cual.quier f'uncicSn definitivamente --

positiva l. ~ c., e' v-t ' S,.Q!! c_.,= e,, ' ~ !!Q negativa ~-
¡,,:.-n 

!!. todo valor de.!:, entonces: 

n L c., lf(ll )~O. 
u:-n ,., 

DemostracicSna Sea g(t) == L c., éJJt ~niendo c_ 11 

=c)I= 0 para l/) n , se tie':i.e g(t) ==¿ CJJ é"t Por h,! 

pÓtesis g(t)~O por un teorema de To~prltz (v~ase [6] pág. 

191-192) se sabe que el hecho de ser g(t) no negativa impl.i-

ca que las formas hernitianas ~ CP-, X, X,¡ sean no nega-

tivas para m=l, 2, 
P,'f=• 

el leca 5.15 --... ' por consiguiente por 

deducimos que para cada valor de !!l existen # numeres----------

1.,, p, q =l, ••• , m tales que: 

m 

e,_.. == L l.kp 1... . 
111::1 t c,.q "o/ (p - q) == L t ],¡. lK'f Y (p - q) = 

P,1:1 m n, l','1:1 1\:1 

== L ~ "\f'<P - q) ~p Il(c¡ (l.). 
K=I P,'1=1 

Por otra parte, para cada valor de k: 
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(2) 

;,uesto que 'f es definitiv9.J:•.ente positiva (v,L.se 4.5). De -­

(1) y (2) se tiene: 

(3). 

para m=l, 2, •••• 

Ahora pongamos T.,, = t. c '11 1( ( )) ) por inducción se -

demuestra fácilmente que, 

t '.l'I( = r c,_, 1/f(p - q.) (m=o,1, ••• ) (4). 

Por (3) y (4) se deducez 

m LTK~ o 
1<=0 

(m=O, l, ••• ) (5). 

Ya que c_11= c11= O para )J ) n , se ve por la definicicSn de 

Tm que '1',..= T n para m > n De (5) resultas 
,, 

L TK + {m - n) Tri ~ O 
K:o 

n 

,, 
'f ~ - _1_ ~ T 
n- m+n L_ 1( 

1(:(1 

(m~n). 

(6). 

Ahora bien ¿ I'K~O por (5), y - ;;;¾;; ~o cuando --------

11=0 

m ~ao; entonces podemos aplicar el teorema 2.81, obteniendo ,, 
de (6) 1 T.,~ O. Pero Tri es precisamente L c11 1fC 1J) , con 

lo que el lema queda demostrado. 

5.17 Teorema.a A*!.§. positiva. 

Demostración: Sea U (t) = r._ ci, ei~-t un polinomio --

• • Jl=-n 
trigonometrico (vease 5.11) real no negativo y de período----

2 prr; se tiene que demostrar que A~ (Ú )~O Utilizaremos 
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~ . ('(t 
la :f'unciÓn auxiliar g(t) = u <¡.a) = L cv e·P • ; esta --

:f'unciÓn glt) 
u::-n 

es de período 2 TT y no ne['.a tiva. Por otra par-

te la función V (e< ) = <f (~OC.) es tambiJn definitivamente 

positiva como se vé fácilmente, luego podemos aplicar el lema 

5.16 a las funciones g(t) y "\f (e<) y resultas 

(l). 

ll=-11 

Pero por la definición de "lfí tenernos que o/ ( µ CXv) = 
= lp ( ol.11 ) además A• ( G) = t._ cu ~ ( o<u) por definición de 

A... gntonces por (l), 11 =-n 

l.q.q.d. 

5.18 Observación: Si u, (t) , ~ (t) son dos polinoriios 

tri[;onométricos reales de igual período tales que-----------­

V. (t) _:::,. Gz (t), entonces por los teoremas 5.14 y 5.17 se de-

duce inmediatamente que A >r ( u, ) ~ A*" ( ½ ) En otras pal!, 

bras, la transformación A* preserva el~-

5.2 La transformación A. 

Para definir A demostraremos a continuación que si f(t) 

es función periódica contiIU1a y ( W..,,, (t) j es una sucesión de 

polinomios trigonométricos (del mismo período que f(t)) que -

converge uniformer.iente a ftt) , entonces la sucesión-------

jA+(w.,,>I de elementos de S2 converge, y su lÍmite es indepen­

diente de la sucesión particular \ W.., (t) l ; tal límite será 

A (f) por definición. Después se demostrará que A es distri­

butiva y positiva, y en consecuencia preserva el orden (véase 

5.18). 

5.21 ~' Si f(t) fil!'™ función real periódica~ continua, 

existen~ sucesiones monótonas \ Um(t)\ 
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polinomios trigonométricos reales, la primera creciente ;r, 1!. !!,! 

~ decreciente, que convergen uniformemente~ f(t). ~ 

polinomios.!!:!!!~ igual per!odo gue f(t). 

Demostraci&ns Por un teorema de Fejer (véase [ 7] pág. 414) 

existe para cada m un polinomio trigonométrico ~(t) tal ques 

1 f(t) _.J_ -G: (t) 1 <-2' (...L - -'-) (l) n, m l'l1 l'l'HI 

para toda t de (- o0 , +oO ) ; esto es, la sucesión ----------

{ Urn l t) \ converge uniformemente a f(t). AdeDUts, por (l) -­

también: 

> f(t) "' ¾ +t-<,:. - 11'1~1 ) > Un, (t), 
lo que demuestra que la eucesi&n ! ú;;.. (t) ¡ es creciente. 

~logamente existe la sucesión \ T.;; (t) \ de polinomios 

trigonométricos tales que: 

1 f<t>+ r!i - r'"ct> I< + <r!i - '"~' >; 

por consiguiente \ Tm (t) \ es decreciente y converge unif'orm.s 

mente a flt). 

5.22 Teorema, §1 f(t) ll ~ funcicSn peri&iica continua ;I ---

1 Wrn(t) { ll ™ sucesi&n de polinomios trigononurtricos .9!J: 

mismo período gue f(t) , .9!.!! converge uniformemente hacia --­

ft t) , entonces ~ sucesión I A4 ( W~) \ ~ elementos ~ S 2 -­

converge ~ .!!!l lÍmite ll independien;t,e ~ ~ sucesicSn particular 

\ WmCt) { 

DemoetracicSn, De la afirmaci~n para f(t) real se deduce 

fácil.mente el teorema para f(t) compleja; por consiguiente só­

lo demostraremos el caso en que f(t) es real. Consideremos -

las sucesiones \ u"" <t> \ \ TI\', Ct> \ del 1ema s.21; por --­

s .18 las sucesiones \ A* ( ~ ) ! , l A t- ( 'f'"") i son no decrecien­

te y no creciente respectivamente, y es claro que están acota-
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das; adellllls: 

o<: '°C,(t) - ~ (t)< ¾ - m-~, • 
O~A (Cm) - ~ (G: )~A•(-"#¡ - m~, )=(¾ - m~I )'f(O) (1), 

utilizando las propiedades de A. Si se hace tender mal infi­

nito vemos por ll) que lim,: ( Tm )=lim A• (G;, ). 

Sea ahora I Wm (t) f una sucesión cualquiera de polino---

mios trigonométricos que converja uniformemente a f(t) de-

finamos ém= sup I f(t) -W,.,(t) 1 , de donde E ... - O Par 

otra parte se puede escribir: 

Gr;; <t> -E"'< f<t> -E,,, L w,,,<t> ~f<t> +é,,., <. 1:, <t>+ E'" • 
L (Vm) - é ... cp<o)<A111 (Wm)<Á' (Cm)+ E .... <p<o), 

lo que implica que J A111 (Wm) 1 converge (v4'ase 2.6) y 

es igual a cualquiera de los valoree lim ~ ( z;;;) 
eu l!mite 

lim ~ ( (i:;) , puesto que é,.. 'f (o)-o por 2.81. 

5.231 Definición gs. ! • 
Si f(t) es función periódica continua, definimos, 

A. (f)=lim A" ( W...), 

donde f l(k, (t) f es cualquier sucesión de polinomios trigono-

m~tricos convergiendo uniformemente a f(t) Por 5.22 la ---

transformación A asocia a cada :f'unciÓn periódica continua un e­

lemento de s• y sólo uno; ad•s A. (G'")=A• (v) para todo po­

linomio trigonamétrico, lo·que indica que A es una extensión de 

Jt. 

5.24 Teorema: A ll distributiva. 

Demostración: Sean f, (t) f2 (t) dos funciones conti-

nuas del mismo período y f• , ~a dos números complejos arbi­

trarios. Consideremos dos sucesiones / W,m (t) J , ---------
1 Wa,,.. lt) f de polinomios trigonométricos que converjan uni-

formemente a f, (t) f 2 (t) respectivamente; es claro que -
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la sucesión f $, W.,m (t) + ~2 l.c,../i,..,Ct) f converge unif'orme--­

mente a ~. f', (t) + ~.1 f'2 (t) ; · entonces por la def'iniciÓn de A 

y la distributividad de A~ podemos escribir1 

A C{,f',+~2 f 2 )=limA•(~, W.,,., + ~2 C.(,'2_,.,) 

= lim [~, l° ( W,,m) +92 A., ( ~.m) J 
= $, 11m A*' ( W.,m) + ?.alim r ( ~,m) 

= 9, A (f, )+ ~ 2 A (:f'2 ) , 

que era lo que se quería demostrar. 

5.25 ·reoremaa A il positiva. 

Demoatracióna Supongamos que f'(t) es pericSdica continua 

y no negativa. Consideremos la sucesión decreciente------

J C: (t) J de polinomios trigonom,tricos del lema 5.21; de la 

hipótesis resulta 7:, (t):::::..o para toda !!h de donde se deduce 

por 5.17 que Á ( rmr~o para toda l!!, pero: 

A (f')= lim ~ ( 'l:). 
A (f)::::O l.q.q.d. 

5.26 Observación: Como en 5.18, podemos deducir inmediatamente 

de 5.24 y 5.25 que la transformación A preserva el ~. Ade­

más es evidente que A es la &nica extensión posible de A* que -

sea distributiva y positiva. 

5.3 !!!,!, funciones .Q!. distribución~. 

Sean _,,u , f, ( tres números reales satisf'aciendo estas -­

condiciones a ,,)" > O ; lf ¡ <;.fa lT ; O<é < i Y' rr+ ,P). En 

lo que sigue utilizaremos dos :t'unciones auxiliares-----------­

~,r,,elt) , ll_,µ1 E"(t) , de período 2,,,-"7T definidas co­

mo se indica a continuación: 

~'f°• El t)= ?" (t + __,¡ú1T) 

=l 

si - _,P TT ~ t ~ :)' 7T + é" 

si -;.,,"TT+t ~ t~~-E 



~f,E (t)= f lf>- t) si ¡1?-f~t ~/' 

=º si (' Lt L. )A TT 

.fl_,.u,E{t)=l -f(t +)'rr) si -,;" 7T ~t ~-/'rr+ t 

=º si -~1T+ €. ~t ~rr-é 
=l -f l-t";,"17) si /'T(-€_ ~t~_;JTT. 

.Kstas f'unc:lones son continuas y no negativas; además cuando 

E dismin~·e, perteneciendo :f'iJas ,,;" y~ , W crece y 

n decrece; cuando f' aumenta, quedando :fijas .,,,u y é ' la -

:función W crece. Supollf:13.lD.OS ahora que é. toma wia suce--­

eiÓn monótona de valores positivos €" que tienda a cero; por 

lo anterior y 5.26 existe 11.m A ( u¿,i,f', E ) , y tal, límite es 

independiente de la sucesión particular f E,., J • En estas con 

diciones podemos definir la f'unción Q§, distribución E,,)'(t) 

(véase 4.3) del modo siguientes 

~(("')=~A (W/'('€") 
=O 

= <f {O) 

si -_,)L TT < f <_,)FT1" 

si (' ~ -/"' rr 

si f ~ _;,,rr 
Con esta definición de las :funciones ~(t) se obtiene --

una relación entre la transformación A y las integrales de Rie-

mann Stieltjes con respecto a dichas :funciones, como se vé en -

el lema siguiente: 

5.31 ~1 fil. :f'(t) ll ™ función continua ~ período -----

2,,)-' 7T entonces 
+ao 

A (:f') = j f'i.t) do/ (t). 
-ao 

Demost.raciÓn: En vista de 4.23 y 5.24 ser~ suficiente de-

mostrar el lema cuando :f'(t) es real. Sea .s, un nÚmero positi­

vo arbitrario; consideremos una división D (t., ••• , t..,) del -

intervalo [ - J,iTT rrJ :;,- './' ' Y sean ~ , mK las frontera• su-
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perior e inferior, respectivamente, de f(t) en el subinterva­

lo [ t~_ 1 , t.K] • Supongamos que la norma J de D sea su:f! 

cientemente pequen&. para que: 

lnt·) - nt" > 1 < ~ si lt' - t"l<4d 

en particular1 

1 mK - m11•• 1 < ¡ ; ¡M,.-».i11o1I<¡ ;k=l, ••• ,n-1.0) 

' ·romemos E < 2 min ( tK - t 11_ 1 ) y definamos (véase 5.3) 1 

F(t) =m, .0. ~·' (t)+m, W,I", tJ E (t) + 

+ ~ m" [ ~, t,c, e (t.) - W,,-,u, t,c_,, E (t)] 

Por (1) y (2) se obtiene: 

f'(t) +c>F(t). 

A (f) + c <f (O)::::.A (F) 

.... 

(2) 

(3) 

.", A (fo') =m, A ( W_,,u,t,JE) + ~ mi\ [ A ( W.,.,,,...t,c, E) - A Cc¿,t,._,,• t 
+mn [E)" (t.") - A ( <-U,,µJt..-,1 E)] t (m,- m") A (J1_)',E) (4) 

Ahora si E toma una sucesión de valores positivos {· que -J. 

tienda a cero, se deduce de (4) y 5.31 
n 

lim A(F) = ~ mK [E)" (t.K) - ~(t.-_,)]+ 
l(z / 

+ (m, - m,,) 1im A ( .íl.)', t) 
Por (3) y (5) podemos escribir: 

A(f) + e 'f (O)::::,,.¿ m11 [s_,µ (t11 ) - E_µ Ctt-, )] + 
1r~ 1 

+ (m, - m") lim A (..0)'., ~j) 

En la misma forma se demuestra que: 
n 

A(f) - c 'f (O) L \, 
1 

)I[., [E 1, (-t. ) ] + f,. ,. /"' -ic - ~ (t,._, ) 

(5) 

(6). 
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(7). 

Ahora considerando una sucesión de divisiones ordenada por re­

finai:dento (véase 3.1) y en donde la norma tienda a cero, ten.§ 

mos: 

m, - m., -o r:., - .Mn~ o ( 8) 

por ser flt) periódica continua. Adeuás lim A (D)',Jt:j)~O, 

entonces por 2.81 y (8) resultas 

(m, -111n) l:im .n.(Df", t}-0 (M, -M.,) lim A.(~,~j) ~ O (9). 

De (6), (7) y (9) se deduce, al tender la norma a cero, que: 

,U.V 

A (f)+ c (f) (O)·~ ) f(t) d E)'- (t) 
-)-'-Tí 

(µ.Ji 
A (f) - c 'f to)~ ) f(t) d E.fl (t) 

-;,UJí 

lo que implica, por ser s arbitrario, que: 

A (f') = rurf(t) d E)l (t) = f"°r(t) d ~,u.. (t) 
-p.fí --00 

l.q.q.d. 

Una propiedad de las funciones E,,u. que se puede rnencio-

nar aqu{, es: 

5.32 Teorema: Si h ~§. J:!!! número positivo, !l.§. tiene: 

!!:/"" (h rr1u..)-~ ~ (O) 

cuando ,,/-A~ oo • 

E,f4 (-h lT_}A) ~ O, 

Demostración: En el caso h ~ l la afimación es evidente; 

supongamos pues que O< h <l. Sea ahora E 

vo menor que h; defina.r.ios la función continua 

un número positi-

3' h ( t) ' -)A, ,~ 

de período 2)-l 1T siendo JI'-~ 1 , del modo siguiente: 

ru_h~lt)=l 
¡-~J I 

si O ~t ~hplT- E. 

=-f<t - h.fLTT) si ~.flTT- E ~t ~ h,,M, Tr 

=O si h )A TT ~ t ~ )A1f". 

a'}"-,h,,C-t) = ºJA,h¡E (t). 
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:.ie esta definición y por 5.31, 3.65 y 3.66 se deduce: 

+ao 

A( Q .u.,h.~) = ( ;,',.u,h,E (t)dE (t)~E,..._ (hJATr)-E,,._... (-h_µrr) Cl) 
)_oO 

Por otra parte se vé fácilmente que si E es suficiente~ente 

pequeño, se tiene para cualquier valor de t: 

t 1! it 
Y (t)~l - ,-,o$¿. =l - - 1- h --21 [e,.. +é,.-] l • 
O,u.,h,E 1-c.oihll 1-<o.Shil l i 

Por la definición de ~,..... y (1) y (2) se deduce: 

l.f (O):::::..:s,....(hTT)-L) - E,µ(-hlTfaL)~ 

:::..\f>lO) - i-c.!shJT{lf>(O) -+[lf(~)+l{>(-;._)]\ 
.:...,,u.Ch TTp) - E_,.u. (-hTífA-) ~ lf' (O). 

Pero lf (O) ~:s,..... (h lí}A )-::::,. :i: .,.M- (h Tí }A-) - E ,,«A (-h Tí _)A), 

::; )-' (h líj.l-) > ~ (o) ; 

o. 

5.4 ~on los resultados ootenidos hasta ahora deduciremos va---

rias propiedades de las funciones definitivamente positivas -­

lf l « ) , a saber: 

5.41 Teore!Jl!!:: '-f> (O() = r:i.«t d '!!:/4 (t) , 
-ao 

™ .1Qª2. número real o( tal que _)-A o( sea entero. 
, • ¡ a('t. 

Demostracion: Si )A-Ol es entero, la f'uncion e tie-

ne per!odo igual a 2_,,.u.1T ; entonces por 5.31 tenemos: 

+a.> 
A (ei.c1t) == j ei.ct. d :S (t). 

-oO 

Pero A (e;.c:tt )= 'f (o() , 

con lo que el teorema queda demostrado. 

5.42 Corolario: Si O( ll racional l. !!! ~ .!:!!! número natrual -
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ral !!J!ficientemente 1;rande: 

t-10 

lf (d.) = ~ e•att. d ~!..,! (t), 

-oO 

Demostración: Irunediata en vista de 5,41, 

5 ,43 'l'eorema I Existe ~ sucesión \ lFm (o.) 1 ~ funciones g­

racter!sticas que converge ª \f ( d. ) ~ ~ valor racional 

de o( • 

Demostración: Definamos la sucesión \ lflm (C( ) \ de fun-­

ciones características como sigues 

'f,... (~) = r:,a1t d Em! (t) • 

-oo 

Cuando O( es racional, por 5.42 tenemos: 

~ partir de un cierto valor de m en adelante, lo que implica -­

que la sucesión de funciones características converge hacia --­

Lf (O(), 

La sucesión \ E m! (t) \ de funciones de distribución es -

fundamental en lo que se refiere a la propiedad de ser ~ ( o( ) 

función caracter!stica, como lo indican los dos teoremas si---­

guientes: 

5.44: Teoremas Si la sucesión i Ern! (t) 1 converge para !2S2 !!! 

12!: de t ;L fil! límite E(t) ll tal .9llil. E(-oo)=o , --------­

:S(+oOJ= ~CO) , entonces ~(o() M la función caracterÍsti 

g g§. dicha función :S(t). 

Demostración: La función ~(t) es no decreciente por ser 

igual a lim .!!;""! (t) ; además: 

O':: rn ! (.t) ¿~(O) 

0~3(t) Llf>(o) 

para toda !!! y j¡, 

para toda~, 

-39 



O~E(-oU) g(+cO)~'f(O), 

lo que expresa que S(t) es función de distribución y por hi­

pótesis: s (- c:O )= O 

Ahora sea e( racional y m suficientemente grande para que -­

m ! o( sea entero; por 5.42 podemos escribir: 

'f (0:. ) == r: .... t d E m ! (t) 
-ao 

m~1' 

} e'ªt d 3m! (t) 
....... !n 

( 1) 

Escribiendo lf> l d. ) en la :t:9rma ~· ( CX ) + i 'f"( a. ) , se dedu-

ce de (1): 

rri~rr 

lf'lO() =:) COSO\td-E..,!(t) 
-m!IF 111 

lf>" (o( ) = r~eno, t d Em ! (t) 
-na! r¡ 

(2). 

Tomenos p tal que O<p<m ! TT ; por 3.3 se tiene: 

m~n 
-E.,..\ (-p) ¿_ ) coso(t d Ern! (t)~~m! (-p) (3) 

-'f(O)+Em! (p) ~ ~;;.:i:OI t d Em! (t) ~lf(O)-Em! (p) (4). 
p 

Por otra parte sea D(t 0 , t,, ••• , tn) una división del inter-

valo [ -p, p J , y de:f'inamos lk, L 14 , como las fronteras 1!! 

f'erior y superior respectivamente de cos 0( t en el subinterva­

Se sabe por 3 que: 

lK [1::rn~ (t_) - Em! (tK-1 )] 

n L' [ ¿_ L .. Em! (t 11 ) 

...... , 
De (2) a (5) se deduce, 

n 

p 

L } COSO( t 
_, 

- Em ! (tic.-• )] 

d Em! (t) L. 

(5) • 

-!!;..,!(-p) - ~lO)+E,..,(p) + ~~[Em!(tl<) - Em!(t ... _1)] ~'ftq) 
W=I 

-· 



n 
~ l!;,.,,!(-p) + ·Cf> tO) - Em!Cp) + L LJE..,,!(tl() · - E...,\ (t~_, )] (6) 

k=t 

Si m tiende al infinito, resulta por (6): 

. -E 
n . L. ' 

(-p) - lfCo)+E Cp) + L 1k[E Ct ) - E Ct"_' >J - <p <o< > 
. 1<:1 ,, 

¿ E (-p)+(f)(O) - E (p) + L LK[~ (t) - E c-t,..>J (7) 
l(:f 

Ahora hagamos tender a cero la norma de D; por (7) se llega a1 

-E (-p) - lf)(O) +E (p) + r cos<X t d E (t) ~ tp' (O()~ 

-P 

L E (-p)+l{>CO) - g (p) + r cose< t d E (t). 
-P 

Si p ~ +oO , se deduce (véase 3.6 y 3.62) de la 1.htima de-

sigualdad que: 

too 
lf)'(O() = j cosO(t d E (t ) 

·-00 

Aru:Clogarnente se deduciría: 

tao J seno( t d E (t) si 

si o( es racional 

o( es racional. 

-00 

En consecuencia tenemos 1 <.p ( O( ) = f J"'i: d E ( t) si e< es -

(co -oO 

J e•cit d E ( t) son funciones ---
-a0 

racional; pero lp(o{) y 

continuas de O( {véase 4.41 y 4.5), por consiguiente el que --

coincidan para los valores racionales de o< implica que coin-­

ciden para todo ~lor real de o{ , que era lo que se quería d~ 

mostrar • 

. 5.45: Teorema: Si lf (o() ~ función caracter:!stica, ~-­

~ la sucesión t Em! (t) \ converge ~ Y!!! funci6n de .!ll!­

tribuciÓn .1!:(t) ~ .l:2!!2 valor de t. Además 'f' (o() ~ ,!!: 

función característica.!!!!. E(t). 
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Demostración: Por 3.4 y 3.67 podemos definir E(t) como 

la función de distribución de la cual es la :función carac-

terÍstica, y satisfaciendo ademés las condiciones, 

E (-oO )=O E (+cO) = 'f(O) ; E (t-O)=E(t) (1). 
n 
~ ·ce 1: Sea ahora <T (t) = L c,. e• w un polinomio trigonomlt.ioctco¡ 
a,:=-n , * volviendo a la transformacion A de 5.1 podemos escribir1 

n n 
A* (u) =¡::e)/ lf( o(II) =~el/ 

= r;(t) d E (t) 
-00 

f~e-cewt d E (t)= 

-ao 

(2). 

Por otra parte, definamos una transformación A•• distributi-

va y positiva, entre el conjunt.o de las f\mciones f(t) pe--­

riÓdicaa continuas y un subconjunto de S 'Z , del modo siguientea 

+co 

A*"• (f) = J f'(t) d E(t). 
-«> 

(3). 

Por (2) y (3) se vé que A** es una extensión, distributiva y -

* positiva, de AJ por consiguiente, de 5.26 deducimos& 

A*• (f)=A (f), 

o en A (f') = J~(t) d E(t) (4) 
-ao 

Utilizando otra vez las funciones W de 5.3, podemos escri-­

bi,. en ,,tata de (4) 1 -A CWm!,t,~) J W.,.~,t,E-C't') d E C't'}= ( r~· r·+ r\ ~,,1:.,('t'.) d. ('t') es, 
ao -tW'!• Zn,!11' 

Pero por 3.661 

-B(-2m! Tí) L 

:s:can! 1r > - ~<o> L d E ("t')~'f(O)-E(2m!1T) 
.... (7), 

-U 



!!ó (t-E-) - l::(-2m!lT+E ~ 
¿ 

ln,!n 

~ Wn,,!,t,E('t') d :s (T')~ 
-tm\'IT 

,¿ :S(t) - :S(-ati ! 1T ) (8). 

De (5) a (8) deduc:!Jnos: 

_;_E(-2m!lT)+E(t-E) - E(-2m!tr+E )+E(2m\1T) - 'f(O) ~ 

Si E 
LA (Wrn!,t,1:)~E(t)+lf(O) - E (2m!1T). 

toma W'la sucesión.de valores positivos E· J 

(9). 

que tien-

da a cero, entonces por definición (vJase 5.3) --------------­

lim A( l.Um!, t,E: )=E m! (t,) ; por consiguiente de (9) y (1) te­

nemos: 

-E(-ati!lT)+E(t) - :S(-2m!TI+ o)+E(2m!TT) - 'f(o)f. 

~ Em! (t)~E(t) +lf)(O) - E('.3m! 1T) (10). 

Finalmente sis tiende al infinito, de (10) y (1) resulta: 

lim E m! (t)=E(t) l.q.q.d. 

5.46: En 5 .43 se demostró que la sucesión \ "P,.. ( o( ) ! de f'un-­

ciones características converge a ~ ( o( ) si o( es racional. 

Si el espacio Ses una red puede demostrarse que dicha suce--­

siÓn converge a YJ para todo valor de O( ; para hacer ver 

ésto necesitamos primero el resultado siguiente: 

5.461 I&!!!!,: Si S ll Y!Yl ~, entonces: 

Dem.ost.raciÓn: 
bir& 

m!f 1 1 senf ,!! j d :Srn! (t) 
-m~V , 

Sea g W1 numero positivo; 

----+ o. ""~ 
por 3.2 podemos escri-

hm!n ..,\,r i + J. >I senf ~! j<E.,.!(t) 
_.,..,!11 111.,!a 

(1) 

-O 



Las tres integrales del segundo miembro de (1) son menores o -­

iguales respectivamente que sm! [-h(m ! 1T)] ~ (o)senf hlí , 

lf~O) -Em! [h (m!lT) J , en vista de 3.3. Por consiguiente: 

... !. 

~ lsent¼¡<E..,!(i:) ~ E..,1[-hCm!TT)] +\f'CO) senthlT+ 
-n,!. 

+ \f(O) - E 11,{h(m!TT )] (2) 

Ahora sea \ h,. \ una sucesicSn de numeros positivos que conver .. 

ja a cero y de~inamos: 

m!11 

W - i ,sen.!.. ~Id E , (t) (3) rn - 2 m! m, 

"'tn 
u.,,..,=E..,{-h"(m!rr)] + ~(O) senth11 + lf (O) -

-Ern![h11 (m!lT~ (4). 

Por ser no negativo el integrando en (3), se tiene: 

~o para toda .m (5). 

. Por (2), (3) y (4) resulta: 

U..,,,. ~'im para toda n y !!! (6). 

De (4) también se deduce que la sucesicSn \ u.,,.,. 1 converge pa­

ra cada valor den; llamando u., al límite, obtenemos: 

(7), 

(8). 

En vista de (5) a (8) podemos aplicar el teorema 2.83 con lo -

que resulta '11.,.--+ O , que es lo que se quería demostrar. 

5.462 ·reorema, §! S fil! ™ ~, 1! sucesicSn ~ funciones ~­

ter!sticas 'f ... ( OC ) converge hacia lf ( o( ) 12!!:! ~ mkero -

!:W, o( • 

Damostracimu Pongamos f.3rn = o( - o(m ; entonces& 

coa O(mt=cosO( t+2 sen (O( - f (3,.J t senrf3m t, 

senolmt=senOlt-2 coa (a-f-(3m) t sen-i-(3...t. 
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m!ll m?W 

~ e'"'-t d!!:..,! (t) = j e•«tdE..,! (t)+2 (V.., - iW..,) (1) 

-m!tt _...,!11 

dondes 

e· vm = sen (o( - +A..> t sen½ /3m-l (2) 
!11 

lm!TI w - cos (e( - + (3..) t sent-(3 ... t (3). m-
1t1!1i 

Volviendo a la de:finición de las funciones E m! (t) -------
'-Pm(O() (véase 5.3 y 5.43) podemos escribir ~n vista de (lh 

(4). 

Por otra parte se sabe (véase [8] pág. 49), que todo número -­

real o< puede escribirse en la :forma I + ~ ~ , siendo 
ll'"Z V! 

k., e l números enteros y O!:k..., ' ),)-1. Sea; 

m 

o<m = I + L ~ 
1,1::2 )J • 

a -~-1L..:: 1 
/Jm - ,f.;.. IJ! m! (5); 

en consecuencia m ! o{l'TI es entero, y tenemos por el corolario 

5.42 que \.f),., (o(..,)= 'PC O{.,,) 

forma ens 

Por consiguiente (4) se trans-

'f ( o(.,..)= 'fm( ~) + 2 (V.., - iW,..) 

En vista de (2) y (3): 

m!ir 

- L!;en tf3.,.t ltm,..!(t)~V'" ¿ 

- f'Tsen½ (3.,.t ldEnt1Ct)~W.,., ¿_ 

-M\ 1i • 

Además por la desigualdad de (5)1 

(6). 

(7), 

(8). 

m!ff W11!1J 

~ !seny ¡3.,.t ltm...,! (t) ¿_ i jsenf .!! ldE,.!(t) (9). 
-nill' -.!ir 

Del lema 5.461 y de (9) deducimos, 

-a 



m!,. 

~ 1 sen T (.3111 t ¡as,..! (t) m---+ao O 
- ... !. 

(10). 

Por (6), (7), (8) y (10) resulta: 

lf> ... (Ol) ~lp(O() l.q.q.d. 
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