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INTRODUCCION Y RESUMEN



Introduccidn y resumen.

Se define funcidn de distribucidn como una funcidn real -
de variable real, con cominio en (-00 ,+00) , no decrecien-
te y acotada. Con cada funcidn de distribucidn estd relaciona
da {ntimamente su funcidn caracter{stica: la funcidn caracte--

rfstica de la funcidn de distribucidn T=(t) es 1la integral de
+00

Riemann-Stieltjes j e“® dE(t) , que es una funcidn con va
~

lores complejos definida para todo valor real & . 3=s fdcil -
ver que toca funcidn caracter{stica es definitivamente positi-
va; este dltimo concepto se define como sigue:

%’(dk) es funcidn definitivamente positiva si y solo si
lo. Y(o ) es continua y acotada en (-00 ,+00),

2. Y(-a)=¥p).
30. Para n=1, 2, ... , y Z b g (O(P-O(q)fp?q = 0 ’

donde of, 4y +¢. 9O, sSonn :&me;;ls reales arbitrarios y -----

§,, cee §n son n nimeros complejos cualesquiera.
Rec{procamente, Bochner (véase [1] pdg. 76) ha demostrado que
toda funcidn definitivamente positiva es funcidn caracter{sti-
ca.

%1 objeto de esta tesis que me ha sugerido el pro“esor --
Bochner es el estudio, en una direcc16n~anéloga a la inaicada
por su teorema, de las funciones definitivamente positivas de
variable real, cuyos valores son elementos de un cierto espa-
cio vectorial S con coeficientes complejos, previa extensidén
a este caso de los conceptos de funciones de distribucién, ca-
racteristica Yy definitivgmente positiva. E1 espacio S'2 es la
extensidn compleja de un espacio vectorial S con coeficientes
reales y parcialmente ordenado; este orden parcial tiene las -
propiedades mds débiles compatibles con la existencia de una -
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inte; ral de Hiemann stieltjes (véas. [@) , i, B1I- 2u),

Yn este trabaio, ol rimoro 1 conrist. e ln definfeidn --
cdel ecpacio S y de ypropriedaces Je las sucegioneg nondionas aco
tadas de elementos de S; en el nimero 2 se da la de’inicidn --
ras dépil posible de convergercia de una sucesidn de clementos
de S y se dacducen sus propiecades. La inte;ral de liierann =---
Stieltjes se estudia en el nimero 3 J el espacio 5° en el ndmg
ro 43 en este numero se definen las runciones de distribucién,
caracteristica y definiti.criente positiva. Finalmernte, en el

» - . . 5 . 5 . PO
numero 6 se obtienen las propiedades de las funciones cdefini-

tivariente positivas que e unciamcs a continuacidn:

la. Si Y (A ) es definitivamente “nsitiva, existe yara cada

ndmero resl M > C una funcidn de distrivucidn Z‘/u (t) tal -

que
400
— tat
Y () = J: & (1),

si /uo( es entero. 3n particular existe una sucesidn de fun

ciones de distribucidn i St (t)! , M numero natural, tal que

+00
W) = J e, (b)),
-00

= [ . ™, PR
para todo rumero o cue satisfaga la condicidn: mlo= entero.

2a. Para que Y (o) , cefinitivamente positiva, sea funcidn
’ N . PR
caracteristica es necesario y suficiente que:
. » N R .
(a) la sucesion ; Amt ()] converja rara todo valor de t:

.'Jm! (t) ’h—-)w""‘(t2\ H

(b) (o0 )=0 , H(+00 )='P(0) 3
+00

y en este caso YP(a) = j et az(e) vara todo mimero real
~ a0

of , esto es, QP resulta ser la funcidn caracterf{stica de ---

Ir



“(t).

3a. Para cada funcion definitivamente positiva \P (), existe
.tna sucesidn | ) (a )} de funciones caracter{sticas -=----- -

P () que converce ; @ () si & es racional. Ademds
si el esracio & es una red (lattice), cdicla sucesidn ----- ———

i P ()} converge hacia ‘P en todo nimero real o .

liéxico, D.F., diciembre de 1947.



1. %1 espacio S.

S es un grupo conmutativo de elementos T, U, V,..., ordenado.

parcialmente por una relacidn  con las propiedades siguien-

tes:

(1) 12T,

(ii) T=U, U=T implica T=U,

(iii) T2V, UXV implica T2V,

(iv) T2U implica T+ V2U+V para cualquier V.

(v) S es un espacio vectorial con coeficientes reales, Yy
120, a (real)>0 implica aT=20.

(vi) 81 4<%, ,n=1,2, ..., y T,4U para alguna U,
esto es, si | T.| es una sucesidn mondtona no decre-
ciente y acotada, entonces existe un elemento T tal que
T,41 y T4U si U es cualgquier elemento para el cual
1, 4U. A un elemento como T se le designard "sup" de

la sucesion | T,} y se escribird T=sup T .

1.1 Teoremas T,<£VU,, T,£U, implica T+T,£U+U,. T<£U im-
plica -T2 -U, E1 elemento sup es unico.
Demostracidn: Utilizando (_ii), (iii) y (iv) se deduce in-

mediatamente la afirmacidn anterior.

1.2 Observacidn: Si a 1los axiomas (i) - (iv) se agrega la -

condicidn: dados T, U existe un elemento V tal que V=T,

V2U, y si #2T, W2U para algdn elemento W entoncesa W2V,

se deducirfa por el teorema 1.1: dados T, U existe un ele-

mento V tal gque Vi«T, V€U, y gi W4T , W,4U para al-

gun ¥, , entonces W,€V,. Esto es, S se convertiria en una

red (véase [3] , pag. 16); en este caso la notacidn para V y
V, ess V=Tow U, V=TU.



1.3 leorema: Si }U,} es una sucesidn mondtona no creciente

Y acotada, o sea, U2 U, , U,V para alguna V,

n=1, 2, ..., entonces existe un elemento U

U<U,, n=1, 2, ces,
U=V, si V<£U, para toda n.
A U se le llamrd "inf" de } Ul : U=inf U,.

este elemento inf es unico.

Demostracidn: Por 1.1 la sucesién }-U,i es no

ciente y acotada. Sea

U=~ sup (=Un).
- -U2- 1U,,

uU<Uu,.
Por otra parte,

V£U, implica -V2 -U,,

! V2 sup (-U,) = -U, por (vi).
V< U,
Finalmente, por (ii) este elemento U es dnico.

£]1 razonamiento anterior ha demostrado en otras palabras

que:

1.31  4inf U,= -sup (=Un).

1.4 leoremas Si }{T,} , {U,| son dos sucesiones no decre-

cientes y acotadas, satisfaciéndose ademds:
(a) dado T, existe J, tal que T,% U,,
(b) dado u,, existe T, tal que Un< T, ,
entonges sup I,—= sup U,.

Demostracién: Por (a), para p cualquiera se debe tener:

Th< U, < sup U,.

.. 8up T, < sup U,. por (vi).
Andlogamente de (b) se deduce:



sup U, £ sup T,
sup T,— sup U, por (ii).

1.5 Teorema: Sean { T,} , }{U.{ dos sucesiones no crecien-
(a) gado T, existe U, tal que T,=U,
(b) dado U, existe T, tal gue U, = T,

entonces inf 1,= inf U,.
Demostracidn: Andloga a la anterior.

1.6 teoremas Si {T,{ , {u,i son dos sucesiones no decre-
cientes y acotadas, es:

sup (T, + U,) —sup T, + sup U,.
Demostracidn: Sean T =1sup T,, U= sup T,. Luego
Thn+ U< T+ U,
s de (vi) sup (T, +U)<T+U (1).
Por otra parte
sup (1, +Un ) =T, + U, 2T,4 U, para m fijo y nd m.
K sup (T, + U,) - U2 T,.

sup (T,~+ U,) - U, 2T por (vi).
sup (T,+ U,) - T2U,, para toda m.
. sup (T, + U,) - T=U,
. sup (T, + U,) =T14vU (2).

Finalmente por (1) y (2) se deduce la afirmacidn.

les y acotadas, est
inf (T,+ U,) =inf T, + inf U,.
Demostracidn: Por 1.31 podemos escribir
inf (T,+ UY) = - sup (- T, - U,),

—-sup (- T,) - sup (-U,) par 16,



= inf T, + inf U, por 1.31

1.8 Teorema: Sea | T, | Do decreciente y acotmda, y k un mi-
mero real cualquiera, entonces:

sup (k T,) =k sup T,, si k20,

inf (k T.,) =k sup T,, si k=O.
&'hgamente, si { <, es no creciente y acotadas

inf (k T,)=k inf T,, si k0.

sup (k T,)=k inf T,, si k<0O0.
Demostracidns Para el caso k=0 1la demostracidn es inmediata.
Ahora consideremos el caso { Tn} no decreciente y k> 0. Sea

T=sup L,.

kT, <k T,
sup (k T,) <k T (1)
sup (¢ k Ty) £ -sup (k T,),
o sea T.’:—"‘-sup (k T,), '
k T<seup (k T,) 2).

De (1) y (2) se deduce sup (k T,)=k sup T, . Utilizando es-
te resultado y 1.31 se demuestran facilmente las afirmaciones
restantes.

1.9 Lema: Si T<0 y {e¢,| es una sucesién de mimeroe reales

no creciente gue tiende a cero, entonces:

sup (€, T)=0.
Demostracidns Sea k un nimero positivo arbitrario; en estas --
condiciones la sucesidn {k €, Tl es no decreciente, Ademsfs,
dado el elemento €,T existe k €,T tal que k €,T =¢€,T ,
y dado el elemento k €T existe €, T tal que €, T oaev
k€, T ; por l.4 se deduce:
sup (k €, T)=sup (€,T).
pero sup (k€, T)=k sup (€a T) por 1.8,



k sup (€n T)=sup (€, T).
(k-1) sup (€, T)=0.

sup (€, T)=0. l.q.q.d.
(]
1.91 Teoremas Sean, T un elemento comparable con O, y -----

) €,1 una sucesidn de nimeros reales gue converja mondtona-
mente g O; entonces podemos afirmars

inf (€. T)=0 si T=<o0, €. TO.
inf (€, T)=0 si T=0,¢,! 0.
sup (&, T)=0 si T=0,¢ 1 0.

Demos&ragi&_l_z Con 1.31 y 1.9 se deducen fdcilmente las afirma-

ciones anteriores.

2. Convergencia en $.

Una definicidn de sucesidn convergente de elementos de -
S, adecuada al tema que queremos estudiar, debe ser tal que -
se cumplan las condiciones siguientes:
las Una sucesidn convergente no puede tender a lfmit7es dife--
rentes. .
2as Toda sucesién mondtona acotada | Tt debe ser convergen-
te y su 1fmite igual a sup T, 4 inf T, segdn que sea no de-
creciente o creciente.
3a: 81 { V., y | W, convergen a Vy W respectivamente, la
sucesién } a V,+b W,| donde g y b son reales cualesquiera de-
be ser convergente y su 1fmite igual con a V+Db W.
4ay 81 Up—U, V,—V, y U,=V, a partir de cierto ran-
g0, entonces U=V,
Sas S1 T, =W,=U. a partir de cierto rango, y 1lim T, —
lim U, , entonces | W,| es convergente y 1lim W,=1lim T,=
lim U,.

A continuacidn se derd una definicién de convergencia que cum-



ple con las condiciones anteriores, y aun mds, esta defini---
cién es 1a mds débil posible.
2,1 Definicidn: La sucesidn | W.| de elementos de S es con--
vergente si y solo si existen dos sucesiones { T,|, {Ual|
goncftonaa acotadas, la primera de ellas no decreclente y la -
segunda no creciente, tales gues

() T =W, = U, a partir de cierto rango n.,

(b) sup T, = inf U,.

Al elemento W=sup T, = inf U, ge le llamard 1lfmite de

| ol x se abreviard: W=1lim W,. \

2.2 Teoremas El 1fmite W de una sucesidn convergente }W,}
o8 inico, esto es, resulta el mismo elemento ¥ gcualesquiers
que sean Jlas sucesiones monéionas que satisfagan las condicio-
nes (a) y (b) de 2.1
Demostracidns Sean | T} , | Unl otras dos sucesiones -
mondtonas acotadas que cumplan con (a) y (b).
De (a) se deduce fdcilmente ques
T.<U, , T,<Umn paramy n arbitrarias.
sup T, < U, , sup T,< U,, para toda m.
sup T, < inf Uy, , sup T, < inf U, .
Ahora por (h)i
sup T, = inf U, = sup T, = inf U,, l.q9.q.4d.

e

2.3 Teorema: Toda sucesidn mondtona acotada | T,| es conver-

gente y su lfmite es igual a sup T, o inf T, segin que sea

no decreciente o creciente.

Demostracidns Inmediata a partir de 2.1.

2.4 Leoremas Si |V,}| y |W,] convergen a V y W respectiva-
mente, la sucesidn { & Vo + b Wo} es convergente.y su 1fmite



es igual con a V+b W,
Demos dns Por hipdtesis existen sucesiones mondtonas ----
}Tal s JUL, 170, } Uil tales que:
T <V, <U, o, T.<W,<U, paran2n, (1)
sup T, = inf U, =V ; sup T,=1inf U, =W 2).
S1 g y b son positivos, por (1) se deduces
aTh<aV,<al, 4, bT.<bdD¥,=<bU, (n2n,).
S, aTa+bdT,<aV,+bW,=aU,+ b U, (n3n,).
Pero por 1.6, 1.7 y 1.8 tenemoss
sup (@ T, + b T,)=asup T,+ b supT,=a V+Db W,
inf (@ U, +bU,)=a& inf U, + b inf U,= a V+Db W,
Esto es, la sucesidn {aV,+ bW,| es convergente y tiende -

a a V+b W . El caso en el que a y b no son ambos positivos

se demuestra en forma ana'loga.

2.5 teoremas Si U,—U , V,—V , y U, <V a partirde
cierto rango, entonces U=<V.

Demostracidn: Por hipdtesis existen dos sucesiones no decre---
cientes {1,} , {T.} tales ques
T<U, 3 To=>V, para nxn, 1),
sup T, = U 3 iof T, =V (2).
Por (1) y 1la segunda parte de la hipdtesis:
T, < T, para n2n, (3).
Por (2) y (3)3
T, <V para toda p.
sup T, < V.

Por (2) nuevamente:

U<v 1.9.q.d.

2.6 Teorema: Sea V, <= W,<V, a partir de cirto rango, y ---
lm V, = 1im V., , entonces la sucesién {W.l es convergente .
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y lim W,= lim V, = lim V.
Demostr_m._g'gz De la hipétesis se deduce que existen dos suce=-
siones mondtonas | Tal | Un{ tales ques
T,<V, 3 Va=<U, sin3n,, 1),
sup T, = lim V, ; 1lim V = inf U, 2).
Por (1) y la primera parte de la hipdtesis:

T.< W, < U, a partir de cierto rango. (3).
n n

n

Por (2) y (3) la sucesién { W,} converge y 1lim W,=1lim V,
= lim V,.

2.7 Es evidente que toda sucesidn convergente segﬁn 2.1 lo es
también segin cualquier definicidn de convergencia que satis-
faga las condiciones la. a S5a. de 2. En otras palabras la de-
finicidn 2.1 de convergencia es la mas de'bii posible en las -~

circunstancias indicadas en 2.

2.8 La definicidn 2.1 permite obtener algunos resultados mds -

que se utilizardn después y que enunciamos a continuacidn:

2.81 Teoremas 81 }¢,{ es una sucesidn de numeros reales que
tiende a cero, y {V.{ una sucesidn de elementos de S tal gue

0=V, <T para toda n y algin elemento T de S, entonces ---
lim €,V,= O.

Demostracidns Definamos para n=1, 2 , ... 3

a,= inf (€pn,€qp, .- ),
b,= sup (€n,€Eny,. ).
: (=8, =< ...<a, =0 ; a0 (L),
b, b, 2 ..2b,20 ;5 b0 (2),
a,£€,=< by, 3.
Por (1) y (2) obtenemos:
02a,V,2a,T 4),

N



0<b, Va < Db, T (5).

Por 1.91s a, T—O0 3§ b, T—0 (6).
Por 2.6, (4), (5) y (6)s an ,—>0 ; b, V,—>0 7).
Ahora por.(3)s: a8, \, <€V, =< b, V, (8).

Finalmente por 2.6, (7) y (8) resulta € V,—>0.

2.82 Corolarjos §1 | 1,| es upa sycesidn de mimeros réales gue
tiende 3 1 ¥ { W} una sucesién de elementos de S gue converge
g W, siendo W,= O para toda n, entonces lim 1, W,— 1 W,

Demostracidn: Sea €, = 1 - 1, , de donde €, —> O. Podemos -

escribirs

I, LW=©0Q =-6) W, =1W, -,
Abhora bien:
1y, —1V por 2.4,
€, ¥,—*0 por 2.81.
1, ,—1VWw l.q.q.4d.

'

2.83 eorema: Cuando S ¢s una red (véase 1.2), la sucesidn ----
{ V.{ gonverge a cero gi se satisfacen las cuatro condiciones

giguientess

l]a. W, 0 , pars toda m.

2a. U, = W, para toda ny m.

3a. Para cada valor de n converge la sucesidn iU,.,ms R

Unm U -

4a. U,—> 0.

Demostracidn: Ya que W, 0, sera suficiente demostrar la exis-

tencia de una sucesidn no creciente ! ¥.{ que converja a ceroy

tal que W, =Y para toda pm.
Por la 3a. condicién existe para cada valor de p una suce=-

sidn | Vo | no creciente tal que
Vvyné Un:m 3 Vam msaUa (1)



Definamost
Xym= Viym (2)
Xow= Kpim —~ Vo (3)
si n>1 (véase 1la notacién mencionada en 1.2).
Por lo anterior se deducen estas consecuenclass
(@) XomZ X\ 3 Xom=V,. (por (3)).
() Xpm=Xom. para toda ny m.
Demostracidn de (b)s En primer lugar X,,,. = X,,m. implica-
Xn,,n}‘ X,m. j en efectos
Xpmn = Zpymer 3 Kayma =Vomu » pPOr (a);
pero \'s = Vom o

n,msy —

X =X

amet = Xnim 5 Knme = Vom o
Knmis E Xpm N Vo= Xom «

Ademds X,,= X,... por (2), con lo que (b) queda demostrado --
por induccidn.

(¢) Wn.=X,, para toda ny m.

Demostracidn de (c)s Por (1) y la 3a. condiciéns W, <V, --
para toda n y m. Por consiguiente tomando en cuente (3)8 «---
¥, < X,,, implica W, <X,, . Pero W, £X,n , luego-
(c) resulta por induccidn.

(d) Existe Um X, ¥ se tlene: lim X,,=7U,.
Demostracidn de (d)s De (b) y (c) se deduce que la sucesidn ---
§ x,.,,,,i con n fija es no creciente y acotada; por lo tanto --

existe lim X,, . De (a) se deduce que 1lim x,,,,,_ Une
m —»a0 m 00
La sucesidn { X,,l,,,f_ con m fija es no creciente y acotada -
debido a (a) y (e). Ahora sea Y,= lim X,..
Por (¢) y (b) resulta:
=Y, ; Y.2Y,.,,.

sn consecuencia existe Y=1lim Y, y es Y=0, Pero Y, < c-e--
N\ m~—y 00
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X.~w para toda m, entonces por (d)s:

Y=lm X,,.<U..

. m—yo0

Y<£lim U,= 0
-5

Y=0.,

En resumen: se ha demostrado la existencia de una sucesidn no
creciente | Y,,,i que converge a cero y tal que W,.<Y ©para
toda m.

1im W, = O.

2,9 Continuidad de funciones con valores en S.

Introducido el concepto de convergencia, el espacio vec-
torial S adquiere una estructura topolégica general con la =--
cual ya tiene sentido hablar de la continuidad de funciones -
con valores en S, en particular la de funciones de variable -
real; consecuentemente definimoss

2.91: Upa funcién W(x) de variable real o y gon valores en
S es continua en of — o, s 51 para cualquier sucesidén { Olmi

convergiendo a o, la sucesidn i\I}(o(mﬂ converge a Y (dl,).

3. Integral de Riemann Stieltjes.

En este pérmfo daremos la defini~idn de Bochner (véase -
[2) pdg. 519-526) de la integral en a< t<b de una funcidn --
real continua f(t) con respecto a una funcidn no decreciente -
%(t) con valores en S. Despue's definiremos la integral de ---
Riemann Stieltjes con extremos infinitos empleando la defini--
cidn 2.1 de convergencia.

3.1. Sea f(t) una funcidn real continua en a<t=<b y -
£(t) una funcién no decreciente en el mismo intervalo con va=-
lores en el espacio S. Consideremos una divisidn —eeccammame

D (tyy t,y sesy t,) del intervalo [a, b] en n subintervalos
cuyos extremos son los fnuntos toy eoey tas Aa=t,< ... <t, =D,

- 11



Sean M, m; las fronteras superior e inferior respectivamente
de £(t) en el subintervalo [t., , t;] . Definamos:

2 =3 m [E(t) -8 )] 5 2®=

=S W[ E )-8 ()]
Se ve inmediatamente que:
n[E®-E@]<£z@=2@<u [E®-E(@] .
donde M y m son las fronteras de f£(t) en [a, b] .

Por otra parte tenemos:

Z (D) - z (D) :Zﬂ Qf; - m;) [E (t;) - B (¢;_, )] (2).
Ahora, sea € :n':a'::'c (M; - m;), entonces por (1) y (2)3
04z (D) -2z (MZE[E ®) -E (a)] (3).

La divisidn D'(t, , ..., t/ss ) se llama refinamjento de -

D (t,y ...y t,) 81 todos los puntos t; son t) . Se demues-
tra sin dificultad ques

z D)<z (D) ; 2 (D')<2Z (D) (4).

Se acostumbra designar por norma § (D) de la divisidén D
a la longitud mdxima de los subintervalos [t.,, t] . Con-
sideremos ahora una suc_esio'n de divisiones {D,{ en donde ---
D,y 8 un refinamiento de D, para n= 1, 2, «.sy Yy ==c===-
6 (D,.,);::co. Por (4) 1la sucesidn i z (D,,)s e8 no decrecien
te y f Z (Dn){ es no creciente; por (1) ambas sucesiones es-~
tdn acotadas, por consiguiente son convergentes eegﬁn 2.3 De
{(3) podemos escribir:
0=z (D) - 2 (D,) = €|E (b) - E (a)] (5)
donde €,,—> O puesto que 3(D,,)——>o. Aplicando 2.8i obtenemos
€[5 ) - E (a)]—> 0, luego por (5) y 2.63
lm[z (D) - 2 (0,)] = o.
1im 2 (D,) =1im z (D,).
Es fdcil ver que con cualquier otra sucesidn de divisiones ---
{D,’,‘ que cumple con los mismos requisitos que ‘Dnv‘ resula

- 12



tat 1im 2 (Dp) — 1lim Z (D,). Es este elemento de 5 el que --
por definicidén se llamard la integral de Riemann Stieltjes de
8 a b de £(t) con respecto a B(t)s

shf(t) d E(t) = 1im Z (D,) = 1lim z (D,).
a

Si a =b, definimos S::O; si a ) b, S‘:-f . Como se -
a b

ve el proceso seguido aqui es muy semejante al correspondiente
a las funciones reales; prosiguiendo con la semejanza se pue--
den demostrar las tres propiedades siguientess

b

b
3.1: S [k £ ()+k, £, (£)] aE@)= k, S £,(t) A B(t)+
a3 a

b
+ k, 5 f, (t) 4 E(t), donde k,, k, son reales cualesguie-
a ra.
C (<
3.21 ( Sh-*—S ) £(t) dEB(t) = Sf(t.) a E(t).
a b

a
3.3t m [E(b) - E(a)] éYf(t) a E(t)< M[E(b) - E(a)] sien-
a

do a< b,

3.43 81 t,]t , 1a sucesién {E,(t){ es no decreciente y --
por 1.4 corverge a un valor independiente de la sucesion parti
cular {t,} . A tal 1fmite lo designaremos por E (t = 0); es
claro ques

E(t-0)<E (t) ).
Por otra parte ei t,< t, entorces E (t, - 0)<E (t, - 0) ,

as{ pues la funcidn E¥ (t)=E (t - 0) también es no decre--

’

ciente. Supongamos ahora que t,< t, < +ee <t,—>t , por
consiguientes |

E¥(t - 0)= 1£m E¥ (t,) =limE (t, -~ 0) (2).
Pero E’ (ta) =E (t, - )2 E (¢, ),

-1



de donde tomando l{mites y teniendo en cuenta (2):

E* (t - O)=E (t - 0) =E¥ (¢) 3).
Combinando (3) con el resultado (1) aplicado a E se llega at
E¥ (¢t - 0) =E*(1) (4).

3.5 Teoremas Sean , f(t) continug y E(t) no decreciente -
en [a’, 5] . 81 E*(t)=E (t - 0) (véase 3.5) y =-==--=

a'< a < b; entoncess
b b
S‘r(t) 4 B¥(t) = Lf(t) a E() +£(a) [B@a) - =¥(a)] -

-2(0) [E@®) - E*(®)] .

Demostracidn: Denotemos por M (X yB3) » m (X, 3) a--
las fronteras superior e inferior reepecﬁivament.e, de f(t) -
en el intervalo [o( ,ﬁ] . Sea ahora D (tg,y .., tp) una
divisidn de [a, b] ; entonces D'(tyy t, =h y eeuy tp =
h, t,) , donde O<h<min (t; - t;-,) es otra divisidn de --

(a b] . Sabemos por la primera parte de este pdrrafo 3 --
quet

b
z (D) 2 5 £(t) A E@®) £2Z (D) 1.
/4

Supongamos que h toma una sucesidn de valores positivos h, --

con 1{mite cero; en vista de 2.82 se deduces

m (to, t, = h) [E (¢, = b)) - B (¢)]—rm (t,, t,) [B¥(t,) -

E (t)]=m (t, t,) [E(t,) - E*t) ] +nm (t,, t,) [E*a) ~

E (a)] (2)
m(tin = hyy to ~h) [E t, -h ) =B (4, = h) ] —> ----
m (o s ) [EY(6) - Bt )] (3)
m (tn - hyg, tn) [E (t,) = E (¢, = b J]—> £(b) [E (b) -
E*(b)] (4),

e iguales resultados sustituyendo las m por las M. Por otra =--
parte definiendos

— 14



z (D) :in (tioy s 1) [BY () - E"(ti )] 3 2=
=)

- iﬂ (tioyy b)) [E*(ti,) - E*(tl-l )] ]
L=y
obtenemos de (1), (2), (3) y (4

Z2*(D)+m (o, t,) [E*(a) - E (a)] + £(b) [E (b) - B'(0)] £

P
éSf(t) a E(t) £2*MD)+ X (t,, t,) [E*(a) - E (a)] +
a

+2() [E (b) - E*(b)] (5).

Ahora si la norma de 1a divisidn D tiende a cero, de (5) re=--

sulta lo que se querfa demostrar.

3.6 Integral de Riemann Stieltjes con extremos infinitos.

Supongamos ahora que f(t) es continua en (-00 ,+cO)
¥y E(t) con valores en S es no decreciente en el mismo inter-
va'lg‘. Por 1o dicho al principio de este pdrrafo existe ------

S f(t) d B(t) siendocy d nimeros reales cualesquiera.
Coh:ideremos dos sucesiones {c,| , {d,} de mimeros reales
tales _%:‘m ¢,—>-00, d,—>+00; 8l la sucesidn ~-----—-- —-
s S £(t) 4 E(t) i de elementos de S converge a un mismo e-
1ement§: independiente de las sucesiones particulares --=—=-e—=-
{enl » {aa { , tal elemento es por definicidn la integral
de —gg a + 0O de f£(t) con respecto a E(t) § —=-ccmeew-

g £(t) 4 E(t).
260

A continuacidn daremos una condicidn suficiente para la -

existencia de la integral:

3.61 Lema: Si f(t) es continua, acotada y conserva su signo

en (-oc0 ,+00) y E(t) es no decreciente y acotada en el -

— e S D T ——e s =22

o0
mismo intervalo, existe f:,, £(t) 4 E(t).



Demostracidn: Supongamos, para concretar, que £(t)20 en ---
(-0 ,+00) Por hipdtesis existen un real M y dos elementos
V, y V, de S tales que:

(L)€M , V€ ESR)=LV,, (1)
para toda t de (-0 ,+00 ) . Si ¢< 4 son dos reales cua-
lesquiera, podemos escribir por 3.4y (1)s

Sﬂ £(t) d E(t) £ M [E@) - E@)]€u (v, -V,) (2
(o

Sean {an} , |{bn] dos sucesiones tales que:
8,2 8,2 ... a3, —3-w
b.f.btf cer £ b, — 400
Definiendo 1, = C‘ £(t) 4 E(t) , vemos que {T,{ es no de-
creciente a partir d"e c.ierto rango, y acotada en vista de (2);
por consigulente converge a un elemento T. Ahora si --===----
! apl %b',,% son otras dos sucesiones y:,onétonas tales que
al, —3-wy b,—3+w0 , y definimos T,= Sa;f(t) da 2(t) , se

ve fdcilmente por 1.5 que 1lim T,= T . En otras palabras, -
> On
la sucesidn i 5 £(t) @ E(t) { converge a un mismo 1f{mite cua
n
lesquiera que sean las sucesiones mondtonas {cal ¥ {dn} H

en el caso general en que tales sucesiones no son necesariamen
»

te monotonas, pongamos:

sup (Chy Crery vsoee )y

inf (d,, Guary eees o

N
8, = ..o Ean —> -00

[ o [
3
2T

1\

o

, D, < cie £ b, —>4+00 ,
Yy a partir de cierto rango: c,<a,< b, < 4, (3).

Ademas dado n existe m tal que:
an<c, 3 4,< by (4).
Por (3) tenemos, a partir de cierto rango:

N



dn
T, < £(t) 4 E(t) (5).

n

Por (4) podemos escribirs

dn
S f(t) AB(L)=T,<T (6).
o +e0

Por (5) y (6) vemos que existe S_ £(t) 4 B(t).

3.62 Iasoremas Si f(t) es contimua y acotada en (-cO ,+00)
¥ E(t) es no decreciente y acotada en el mismo intervalo, --

existe Sw £(t) d E(t).
- a0

Demostracidns Consideremos f£¥(t) , £~ (t) que son 1la par-
te no negativa y la no positiva respectivamente de f£(t) , --
que se definen como sigue:

£t(t) = sup (0, £(t)) 3 £ (t) = inf (0, £(t)).
Eetas funciones son continuas y acotadas en (-e0 ,+00) ¥
f'(1)2 0 , £7(t) =0 en dicho intervalo; ademds f£(t)=
=¥ (1) + £7(¢),

n dn
gdm) d B(t) = 5 £ (t) aB(t) + f"r (t) dB(t)
<, Tn co o (1).

n <n

Por 3.61 y (1) queda demostrado el teorema.

3.63: Cuando f(t) es continua en [a,+oo) definimos ------~
4c0
Sa £(t) A E(t) como el 1imite, si existe, de =———ceeemee—e

by,
S £(t) d E(t) cuando by——>+00, siempre que dicho 1{mi te
8

Sea independiente de la sucesidén particular | b, | . Como en
3.62 podemos demostrar que 5mf(t) d E(t) existe si f£(t) -
es continua y acotada en [a,foo ) ¥y B(t) no decreciente y
acotada en dicho intervalo. Lo que se acaba de decir se apli-

ca igualmente, con 8élo cambios secundarios, al cag0 ~=-cceaa-
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b
£(t) 4 B(t).

"1 ser k(t) no decreciente y acotada en (-ac» ,+00)
existen los 1f{mites de E(t,) , E(th) cuando t, —>-wy ---
.t',,-——uao que designaremos respectivamente por E(~o0 ) y ---=
E(+e0 ) ; claramente estos 1fmites son’ independientes de las
sucesiones particulares f{tnl , }jth,{ . Si £(t) es conti-
nua y k(t) no decreciente en (-oO ,+0o0) y ambas acotadas
en dicho intervalo, se demuestra facilmente con sayuda de 3.1 a

3.3 las tres relacioness

+00 +00
3.641 i [k fi)+k, £, (£)] a E(t)=k, S £,(t) d B(t) +
o0 ’ 00 -0
+ k, g‘ £,(t) d E(t),

donde k, , k, gon reales cualesquiera. Igual resultado -

8l solo un extremo, y el mismo en cada integral, es inf

bitrario.
+00 8 b 40
3.653 g £(t) d B(t) = (S + 5 + 5 ) £(t) a E(t).
-0 e 3 b
3.66m [stre ) - BCo)] £ | c0)am(e) € u [3000) - Beeo)]

—oQ

m[E¢0 ) - B(a)] = Y?(t)dE(t) Zu [E¢0) - Ea)]

m [5(b) = E(-e0)] £ Sbf(t)dE(t)f. ¥ [E®) - E(-0)] ,

donde en cada caso M y m son las fronteras de £(t) en el in-

tervalo de integracidn correspondiente.

3.67 Teoremas Si ¥f(t) es continua y acotada en (-0 ,+00 )

¥ E(t) no decreciente y acotada en el mismo intervalo,

+00 0
Sr(t) aE"(t) = S £(t) 4 B(t),

~ ~wo
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donde ¥(t)= u(t - 0).
Demostracidn: Por 3.5 podemos escribir:

9n
ff(t)d‘i‘.‘(t) = S fL)a=E(t) 41 (c,) [Fi(cn) - Fi*(c,!):] -

Cn

- £(dn) [1(3,) - 1%(da]] (L.
For otra parte:
m [Eea)-B"(e)] £5(ca) [He) B (eal] £ [Bea) - )] (2.

Pero E(c,) - E™(c,)—> 0 , entonces por 2.4 tenemos:
m[Bley) - 2 (chi]—= 0 ;5 E[Ie,) - F%(ca)] —>0  (3).
En vista de 2.6, (2) y (3):

flea) [ E(en) = Een) ] — u. (4).
Andlogemente se demostrarfa:

£(d,) [2(da) - E%a)] —> 0. (5).
Con (1), (4) y (5) queda demostrado el teorema.

3.68 Lema: Sea {/3,,| una sucesidn de nimeros rzales gue conver

Jja a cero. Si E(t) ee no decreciente y acotada en ----------

(-aO ,+00) tiene:

se
+0
| seng,t|aB(t)—>0 cuande n—sc0o.

el =
Demostracion: Sea pm::-l—plj si ﬂm:'t(';; p=n sig — O,
por consijuiente pm_>+¢o. ahora para t tal que -pmf L=o

resulta:

= P, |Bml|=|BJt=P0| 3]

=13 élﬁmlté—w“ﬁml .
| senﬂmtléserﬁllﬁml (1).

Por 3.3 y (1) obtenenoss



Fon
0<% 3 | sen 3, t|as(t) < [En) = EC-py)] sen /4T £

N £ [2() - EC)] sens[Gn] (2).
Utilizando 3.66 resultas
0< S-P'I.senpmtld':‘a(t) £E(-py) = E(-00 ) (3)
0=< S:’[ sen Byt |dB(t)LE(+00 ) - E(p,,) (4).
Pm

Ahora bien por 3.65:

+o0 "'Pm P-n +0
S |sen@nt|as(t) = ( S_o,,+ S' + S )senﬂ,,,t a=(t) )

- P ™

Por (2), (3), (4) y (5) se deduce que:
+ab

0 éS | sen Gt |3 (t)EE(=p,,) = E(-00 )+E(+00 ) ~ E(p,)+

+ [,J(+OO ) = E(~e0 )] aen\/|/3,,,|
Como pm——>+ao, el tercer miembro de esta desigualdad tiende

a cero cuando m —3>+00 4, 10 que demuestra el lema,

3.69 teoremas Si =(t) es no decreciente y acotada en -------

(-0 4,400 ) y la sucesidn { «,,{ converge hacia o , entonceas

430 40
) cos o, t A=(t) —> S cosxX t d=(t)

et~ * ]
+00

+a0
5 senq,,t du(t) —> Sseno(t dE(t),
AP PN

cuando m —>o00 .
¢ — |
Demostracidn: Sea ﬁm__T(o( - ) . Ahoras
cosot - cosg{ t - 2 sen%(o( + om) t sen@Z,t , (1)
seng t - sen ot =2 cos-z'-(« +dm) t senGnt (2).
Por otra parte tenemos:

-|senBnt| £ senf (ot + o) t sen3, t £| sen /3 t|.

.



+© 400
- S | sen 3, t]az(t) < S senf'(d + o)t sen Bmt dB(L) <L

—e0 400 e

55 | sen /3, t1aE(t) (3).
Andlogamente se obtenes

$+eO
- rl sen/:?mtld}i‘-(t) < 5 cos%(d 4 %) t sen 3,t dE(t) <

200 0O -0

< S | sen 3, t{a=(t) (4).
~o0

Pero ﬁm———> 0 cuando m—>0j en consecuencia aplicando --

3.68 y en vista de (1), (2), (3) y (4) queda demostrado el teg

remna.

3.691 Observacidn: Por la definicidén 2.91 de continuidad y el
teorema 3.69 vemos que las funciones de variable real

o> +00
‘P’( a) = 5 cosol t d=(t) 3 Pl ) = S sen o td%(t)
_d) ‘C‘)
definidas en (-eO ,+0o0 ) y con valores en S, son continuas -

para todo valor ded,
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4. Il espacio §° .

Los elementos de S? son las parejas ordenadas (T, U) ge
elementos de S. Definiremos dos operacioness la primera es la
adicidn en este conjunto de parejas y la segunda la multipli-
cacidn de un complejo arbitrario por una pareja cualquiera:
la. (T, U)4+(V, )=(T+V, U+W),
2a. (a+1ib) (T, U)=(aT - bU, aU 4 bT).

Se vé facilmente que con esta/s dos operaciones, s® es un espa-
cio vectorial con coeficientes complejos. Ademds el conjunto
s* de elementos de S' de la forma (T, O) es un espacio vec-
torial con coeficientes reales isomorfo a S; por lo tanto po-
dewos sustituir s por S y de acuerdo con las dos operaciones

definidas antes tenemos que (T, U)=T+1i U.

4.1 Convergencia en s? .
Definicidn: Una sucesidn { ta+ i U.| de elementos de st es
convergente si y solo si las sucesiones {T.,} , {U,} son

conver;-entes en S. Zn tal caso el lfmite de | T,+1i Unl es
]

T+1i U , donde Ty U son los 1fmites de | Tal ; {Uai

respectivamente.

4.2 Funciones con valores en s? .
Toda funcidn ‘P (X ) de variable resl &t , con valores -
en S? , puede escribirse en la forma Yia)41 $' () --

donde kP'(O() y \-P"(o() son funciones de & con valores en
5.

4.21 Definicidn: P (X ) definida en (-00 ,+00) se lla-
mard acotada si  YP'(x) Y (o) 1o son en tal inter-

valo. :n otras palabras, si existen elementos de S «~-=ce---

"

V., vy, v, V, tales gues



v £ Y2y 5 v £ Qe £y

ct

ara todo o de (-00 4+00).

4.22 Definicidn: P (&) es continua en of — o, si ¥y solo

s [ 4
&1 para toda gucesién io(mi que converja a o, s la sucesion

g @ (Ap)| converge a ¢ (do).
Tomando en cuenta 4.1 y 2.91 vemos que el hecho de ser -
continua P (0l) en o, es equivalente a que P(a) y -

Lf’"\o() lo sean para & — do .

4.23 lntegrales de funciones complejas.
si f(t)=f, (t)+1i f,(t) es continua en [a, b] , f y T,
reales, entonces por definicidn:
b b b
S £(t) a4 B(1) = S L aswtt (g masw.
8 a a
Si f(t)=f, (t)+1i £,(t) es continua en (-00 ,+00) y exis-
+O +a0
ten las integrales 5 £,(t) d 2(t) , S £, (1) d 3(t)
O -0

PO »
entonces por definicion:

+00 +e0 +00
S f(t) 4 B8(t) = S £,(t) d B(t)+1 S £,(t) d E(v).
Ll ¢ ] —o0 -0

N

4.3 Funciones de distribucidn.
Llamarerios funcidn de distrioucidn a toda funcidn B(t)
definida en (-0c0 ,+00O ) con valores en S, no decreciente y

zcotada en dicho intervalo

4,31 iota: Je aqul en adelante la letra Z, con o sin {ndice,

’» .
rzpresentara unicamente funciones de distribucidn.

4.4 sunciones caracterfsticas .

Por el teorema 3,62 venos que para toda funcidn de distri
40
bucidn (L) existe (véase 4.23) la funcidn S eta B(t)\

~a0



- S”‘::oso\t as(t)+ 1 rsenqt au(t) , definida en ------
(-00 :+00) y con valore:en s?. A tal funcidn la 1lameremos
funcidn Mem’.stica de 4%(t) . Con los resultados obteni-
dos hasta aqui podencs dar algunas propiedades de las funcio-

nes caracteristicas:

— e =

4.41 loda funcidn caracterf{stica es continua en (-ocO s 100 ),

f
Demostracidn: Por 3.691 y 4.22.

4.42 Toda funcidn caracter{stica estd acotada en (-oO ,+%O ).

Demostracidn: Por 3.66 tenemos que:

+00

— [#(+00 ) - B(-e0 )] £ Lcosqt AB(t)£LE(+00 ) - E(-00 ),

m ~
— [:;(+oO) - 5(-a0 )'_] < S seng t d2(t)<8(+00 ) - B(-00 ),
=00

lo que indica, segdn 4.21, que la funcidn caracter{stica estd

acotada.

4.43 loda funcidn caracterfstica es hermitiana. En otras pa-
labras P (-x)=(P(a) si WY(X) es caracterfstica, don-
de WY (X)=WY(x) - i Q).

Demostracidn: Inmediata.

4,44 81 WY(X) es funcidn caracterfstica, dados n nimeros --

reales cualesquiera o,, .. .o, ¥ 1 mimeros complejos arbitra-
rios §,,... §n , se tiene:
n —
- Y
§ LP % q'l)§P§‘1—o’
(A

para n—1, 2, ... .
Demostracidn: De 3.64 se deduce ficilmente que:
400

anp(o(,—o(,)gpi = 5 [i o (et £, ?1 :' ().

PM=t ~oo XED
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Por otra parte:

n n
i(olp—og)t | — idpt Ledqt
E e $5y = (E,-. et o )(Z_ et £q9)20 (2)

P43

De (1) y (2) se deduce la afirmacidn.

4.5 Funciones definitivamente positivas.

Una funcién ‘P (o{) definida en (-oQ ,+00 ) y con valores -

en S? es definitivamente positiva si y solo si:

lo. Y (a) es continua en (-0O ,+00),
20. Y (A ) estd acotada en (-0O ,+0 ).
30. Y (o) es hermitiana: WY (-A)='P(aAo).

40. Dados n nimeros reales cualesquiera o, , - - Oy X nume

ros complejos arbitrarios §,, . .. §,, se tiene:
n
Z P (=) § E 2o,
L% B

para n=1, 2, ... .
Utilizando de 4.41 a 4.45 se deduce el siguiente teoremas

4.6 Teorema: Toda funcidn caracterfstica es funcidn definitiva

mente positiva.



5. Propiedades de las funciones definitivamente positivas.
Tomando como modelo el teorema de Bochner (véase intro---
duccidn,, procurarenos representar a toda funcidn definitiva--
mente positiva por medio de funciones caracter{sticas. 11 mé-
todo que se va a seguir es andlogo al empleado por F, Riesz --
(véase [4] ) y S. Bochner (véase [2] ); en térainos generales
este método consiste en construir, para cada funcidn definiti-
vamente positiva, una transformacidn A del conjunto de las fun
ciones periddicas couiinuas a un subconjunto de S , siendo -~
tal transformacidn distritutiva y positiva, esto es: -~--=-we-
ACE, £, + 35, )=§A(E)+§A(L£,) , 9y A()20 si ---
£(t) es no negativa, donde f,, f, » £ son funciones periddi
cas (f, y f, del mismo perfodo) continuas, con valores comple-

Jos, ¥y §, 5 §. son nimeros complejos cualesquiera.

5.1 Dada una funcidn definitivanente positiva P («) , el =--
primer paso en la construccidn de A es definir una cierta ----
transformacidn A* y distributiva y positiva, que asocie un elg
mento de S* a cada polinomio trigonométrico; la transformacidn
A resultard como una extensidn de A* a todas las funciones pe-
riddicas continuas. Antes de seguir adelante es necesario ~--
precisar los conceptos que se van a emplear, lo que se hace a

continuacidn:

5.11 Polinomios trijonométricos.

Consideremos una expresidn de 1la forma Z c, €%t  donde

v
vs-n

c,=75, y 0<o, < ... <o, » ¥ d_, =-«, ; es claro que
tal expresidn representa una funcidn real y continua para todo

valor de t. Por otra parte es facil demostrar que ninguna fun

I d - y L 3
cion puede rerresentarse en tal forma de mis de una manera; en



Vz-n - R
’ > - -
entonces c, = ¢, y oA, ‘—'d;) n=n’. Supongamos ademas

n w o
otras palabras, si E c, et __ E c; ¢%* para toda t,

»y =

que existe un mimero resl 4> O tal Gue para V=1, ..., N,
n

iaut s 2
Aoy sea enteroj entonces E c, e es una funcion

y=-n

periddica de periodo 2uT.
Llamarerios polinomio trigon Strico a una funcidn G (t)

definida como sijue:

n . L
lo. G (t)= E c, e Mty 3 ? c, el Wt

_ V=-n p-n’ R
20. c_,= ¢, ’ oy = - 0<d, €d; € +-- <Ay ; analo-
ganente, c4,= T, yoy =-o» 0K --e<An -

30. 4xiste un nimero /A) 0 tal que /U.O(,, y /a o(u' son en-

teros para todos los valores asignados a ) .

De lo dicho al principio de este numero se sigte que todo
polinomio trigonométrico ¢~ (t) es una funcidn periddica con-
tinua de per{odo 2/u,TT s con valores complejos, y cuya repre

sentacidn en esta forma es uUnica.

5.12 Formas hermitianas.

n

Por definicidn (véase [5] pdg. 131), E h, x, X, es una --
— %9=1

formg hermitiana si hpe=h,; , esto es, si su matriz e-----

H=[h,] es hermitiana: H=H . 31 valor de la forma her-
mitiana es real cualcuiera que sea el vector Xx=(X,y ...y X,)3
diremos cue es no negativa si su valor es 20 cualquiera que
sea x. Utilizando matrices se puede escribir la forma hermi--

tiana como x H X”7.

5.13 Definicidn de la transformacidn A*.

Dada una funcidn definitivamente positiva P (o) , y si —---

N -



G () es un polinomio trigonométrico (véase 5.11), definimos

n ’
A¥ (G =D ¢, P41 ic",kf(o(,',).
’ y=-n veon

Por ser unica 1la representa[ciéh en forma de polinomio trigono-
mét.rico, la transformacidn A¥ asocia uno y solo un elemento de
st acada G . De Ja definicidn de A* se deduce sin dificul-

tad que:

6.14 teorema: _A: s distributiva.

Para demostrar que A" es positiva necesitamos los lemas -

siguientes:

5.15 Lema:_Si la forma hermitiana x H X (véase 5.12) es no -

negativa, existen numeros l¢q » P, q=1, ..., Zlales gue

n
hn == E lkp lxq"
K=1

Demostracidn: Por medio de una transformacidn lineal no singu-

lar de matriz P, escribimos la forma hermitiana en su forma --
normal (véase [ 5] pdg. 131):
xHX :Zb’“yx v, (1)

K=1
donde y=xP , r es el rango de Hy 1las b/x son reales dife

rentes de cero., Por ser no negativa la forma considerada, los
coeficientes b,,( deben ser positivos; por consisuiente exis-
te una transformacidn lineal no singular z=y y tal que:
XHX=27Z+ ...4 2, 2, (2)
donde z=x R , siendo l(-:PlQ.
Si la matriz J tiene los r primeros elementos de su diago
nal principal iguales a 1 y sus elementos restantes son nulos,

podemos escribir (2) como

N



xHX'=zJ7Z 3.
Sustituyendo z por x R en (3), obtenemos:
x HX=xRJR X'
H=RJ R’ “(a).
Ahora, si )\" son lo.fs elementos de 1la matriz R’, tenemos -=
por (4) que h,, = Z )\KP‘X“. Por dltimo, si definimos -

1,4 '_"./\,,ql si p<r 1'1::0 si p)r , resulta:

n —
hq:: E 1”1“.
K=1

5.16 Lema: S1 Y (o) es cualquier funcidn definitivamente --
positiva y c, et y gOn c,=g<c, , es no negativa pa-

n

Z e, Y (v)2o0.

V=-n n

Demostracidns Sea g(t) — E c, etVt 3 poniendo c_, =
<]

¢, =0 para Y > n , se tiene g(t):Z c, e . Porhi
pdtesis g(t)20 ; por un teorema de Toeplitz (véase [6] rde.
191-192) se sabe que el hecho de ser g(t) no negativa impli-
ca que las formas hermitianas Coq X, ?iq sean no nega-
tivas para m=1, 2, ...; por co?lgi'guient,e por el lema 5.15 --
deducimos que para cada valor de m existen mUMEros —-—=~==e—e-

14 » Py @=1, ..., m tales que:

¢pq —Z w L -
i P-q V(P'q’_iz H»luqi}r(P-q)‘

Pazi K=

= Z ZV(P -q) lkp Kq (1.

K=t 9=
Por otra parte, para cada valor de k:



m

Z Woro~a) e > (2)

LAY |
2,47

suesto que W 28 definitivapente positiva (vézse 4,5). De --
(1) y (2) se tiene:
Z«:. g Y (p - )20 (3).
para m=1l, 2, .¢. .
Ahora pongamos T, = i e, 11}'(1)) ; por induccidn se -

V=-m
demuestra facilmente ques
m+l
Zr.(_z Cog W -q) @=0,1,...) (4).
pa=)
Por (3) y (4) se deduce:
m
E TKé 0 (m:O, 1, ooo) (5)'

Ya que c,— u:O para VY > n , se ve por la definicidn de
T, que T,=T, para m>n . De (5) resultas

ZT-I-(m-n) Y0 (@3n).
o E T, (6).
Ahora bien E —\‘0 por (5), ¥ ;17‘ —0 cuando ~=-eeee-
K=o

m —>a j entonces podemos aplicar el teorema 2.81, obteniendo
0
de (6)1 Tné 0. Pero T, es precisamente E c, y(v) , con

=-n
lo que el lema queda demostrado.

5.17 Teoremas A* es positiva.
’ L H
Demostracidn: Sea U (t) = E ¢, ¢** un polinomio --
) =2
trigonométrico (véase 5.11) real no negativo y de per{odo -=--

2/un'; se tiene que demostrar que A* (2 )EO . Utilizaremos



uat
la funcidn auxiliar g(t)=0 (ut) :i c, e ; esta --
funcién g(t) es de per{odo 2T y no ’;féé‘ativa. Por otra par-
te 1a funcién W (X )= (zA) es también definitivamente
positiva comoc se vé fdcilmente, luego podemos aplicar el lema

5.16 a las funciones g(t) y Y () y resulta:

n
> ey uadI=0 .
Vz-n
Pero por la definicidn de Y tenemos que b () =
=P (dy) ; adends A™(GC) =) ¢, P(A,) por definicidn de
A", =ntonces por (1): y=-n
AT(G)20 1.q.q.d.

5.18 Quservacidn: Si (; (t) , (; (t) son dos polinomios --

trigonométricos reales de igual perfodo talec que ------======
g, (¢) EG;_ (t), entonces por los teoremas 5.14 y 5.17 se de-
duce inmediatamente que AY (G ) A" (G, ) . En otras pala

bras, la transformacidn A% preserva el orden.

5.2 la transformacidn A .

Para definir A demostraremos a continuacidn que si £(t)
es funcidn periddica contimua y i Wy, (t) | es una sucesidn de
polinomios trigonoméiricos (del mismo periodo que £(t))} que -
converge uniformemente a f(t) , entonces la sucesidn --=ec-ev
|A¥(wy! de elementos de S? converge, y su 1fmite es indepen-
diente de la sucesidn particular i Wm (t)i s tal 1fmite serd
A (f) por definicidn. Después ee demostrard que A es distri-
butiva y positiva, y en consecuencia preserva el orden (véase

5.18).

5.21 Lema: Si f(t) es -una funcidn real periddica y continua,

existen dos sucesiones mondtonas | Gy 3 VTl ge
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polinomios trigonométricos reales, la primera creciente y la se
gunda decreciente, gue convergen uniformemente & £(t). Dichos

polinomios son de igual perfodo gue f£(t).
Demostracidn: Por un teorema de Fejer (véase [7] pdg. 414)
existe para cada m un polinomio trigonométrico G,'.n(t) tal ques
{
| £) =L =m0 | <5 G5 = 75) (1)
para toda t de (-00 ,400) j esto es, la sucesifn ---====---e

io:n(t)] converge uniformemente a f(t). Ademds, por (1) --
también:

G (0> £(2) = e = L (s - _—) >

D) = o (- ) D G (b))
lo que demuestra que la sucesidn !O—M (t)! es creclente.
Andlogamente existe la sucesién |, (t)] de polinomios
trigonométricos tales que:
| 2) 4L - T, 0) |< F G = )3
por consiguiente \ ’Z’m(t)i es decreciente y converge uniforme
mente a f(t).

5.22 Teorema: Si f(t) es una funcidn periddica continua y ---

| Wm(t)] es una sucesidn de polinomios trigonométricos del
mismo periodo gque f(t) , gue converge uniformemente hacia ~--

f(t) , entonces la sucesidn | A" (W.)| de elementos de S° --
converge y su lfmite es independiente de la sucesidn particular
daom®) .

Demostracidns De la afirmacidn para f(t) real se deduce
fdcilmente el teorema para f(t) compleja; por consiguiente sé-
lo demostraremos el caso en que f(t) es real. Consideremos -
las sucesiones ‘ Omn (t)s y T, ()} del lema 5.21; por ---
5.18 las sucesiones ! A*(G,-h )f ’ (A*( ’C’m)f son no decrecien-
te y no creciente respectivamente, y es claro que estdn acota-
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das; ademss:

0< T (1) = G (1)< B = i -
O2A () =K (G )R (2 - H7)=(& - 7=7)%0)
utilizando las propiedades de A . Si se hace tender m al infi-
nito vemos por (1) que 1lim A" (7 )=1lim A" (G, ).

Sea ahora | (Wm (t)f una sucesidn cualquiera de polino---
mios trigonométricos que converja uniformemente a f£(t) ; de-
finamos € — suplf(t) -(.d,,.(t)l , de donde €,, —> 0 , Par
otra parte se puede escribir:

Om (t) =€, < £(1) =€ < (Jn(L) <) +€,.< T, ()+€, .

S0 K (Gm) - €, POIKA (WISKK (TR + €, PO,
lo que implica que | A* (&4,)| converge (véase 2.6) y su lfmite
es igual a cualquiera de los valores lim A () , ==m==m--=
1lim £ (Gn) , puesto que €, P (0)—>0 por 2.81.

5.23: Definicién ge A .
81 f£(t) es funcién periddica continua, definimoss
A (£)=Um A (W),

donde j Wi, (t) i es cualquier sucesidn de polinomioe trigono-
métricos convergiendo uniformemente a f£(t) . Por 5.22 1la ---
transformacidn 4 asocia a cada funcidn periédica continua un e-
lemento de S' y 8dlo uno; ademds A (G )=A" (G°) para todo po-
linomio trigonome't.rico, lo ‘que indica que A es una gm;m;g'n de
&,

6.24 Teorema: A es distributiva.

Demostrgcidn: Sean f, (t) , £, (t) dos funciones conti-
muas del mismo per{odo y ;, N $2 dos nimeros complejos arbi-
trarios. Consideremos dos sucesiones | (i, (t) } y mmmemm———

[ Wom (t)|{ de polinomios trigonométricos que converjan uni-
formemente a £, (t) , f; (t) respectivamente; es claro que -



1a sucesidn , E Wm (L) + &, (h,m(t) | converge uniforme---
mente a ;,f, (t)+E&, %, (t) ; entonces por la definicién de A
y 1a distributividad de A* podemos escribir:
A(EL+E 6 )=lnK(E, Wm + & “om)
= un [£, £ (Wim) + £ (Gdm) |
=& Un £ (W,m) + &lin & (Lhym)
=Z A (B)+EA (£,

que era lo que se quer{a demostrar.

5.25 teoremas: A es positiva.

Demostracidn: Supongamos que f(t) es periddica continua
y no negativa. Consideremos la sucesidn decreciente =---- ——

f 0w { de polinomios trigonométricos del lema 5.21; de la

hipdtesis resulta ', (t)>0 para toda m, de donde se deduce
por 5.17 que A ( /7)>0 para toda m, pero:
A@)=1nk ().

A (£)>0 1.q.q.d.

5.26 Obgervacidn: Como en 5.18, podemos deducir inmediatsmente
de 5.24 y 5.25 que la transformacidn A preserva el orden. Ade~

miés es evidente que A es la tfnigg exggnsiﬁg posible de At que -
sea distributiva y positiva.

5.3 Las funciones de distribucidn E, .

Sean .« , f,, € tres mimeros reales satisfaciendo estas --
condicioness & >0 3 Ifi'(/a'n 5 °<£<'Ql'(/-‘"+f“)° En
lo que sigue utilizaremos dos funciones auxiliares =-=-ccccec--

(xju,/_',e‘t) » () ., ¢(t) , de perfodo 2 4T definidas co-
mo se indica a continuacidn:
— 1
(“é“'ﬁ-f (W=g(t+ um) 8l - uTLLLeuT +€
=1 si -/un+éét.éﬁ—e



Wape ()= (p-t) ol peeSt Zp

=0 si /)été/uTT
() u,et)=1 - (e +uT) 8l — T LR L uTT+ €
' —0 81 —uT+E £t LuT-€

=1 - L(-taum) 8l uT-€ Lr<um .,
Estas funciones son continuas y no negativas; ademds cuando ---
€ disminuye, perteneciendo fijas/u yﬁ s W/ crece y ---
) decrece; cuando 2 aumenta, quedando fijas 4y € , la -
funcidn (W crece. Supongamos ahora que ¢ toma una suce---
sidn mondtona de valores positivos €, que tienda a cero; por
lo snterior y 5.26 existe 1lim A (uj“'ﬁf ) , ¥y tal limite es
independiente de la sucesidn particular § €, | . En estas con

diciones podemos definir la funcidn de distribucidén E 4 (1)
(véase 4.3) del modo siguiente:
E/‘(f):lil.nA (%,/a,e,,) 8i -um<pPuT
=0 si /—7 < -/uﬂ'
= (P (0) si o = uw
Con esta definicidn de las funciones E,(t) se obtiene --
una relacidén entre la transformacidn A y las integrales de Rie-
mann Stieltjes con respecto a dichas funciones, como se vé en -

el lema siguiente:

5.31 Lemas Si f(t) es una funcidn continua de per{odo -----=-
2/477 entonceg

+%0

A (f) —= { .
£) j £(1) 4 B (0

—co

Demogtracidn: En vista de 4.23 y 5.24 serd suficiente de-
mostrar el lema cuando f(t) es real. Sea ¢ un nimero positi-

vo arbitrario; consideremos una divisidn D (t,, ..., t,) del -
intervalo [-/an ,/uTT:l » Yy sean M, , m, las fronteras su-



perior e inferior, respectivemente, de f(t) en el subinterva-
lo [tk_, ’ tx] . Supongamos que la norma <S de D sea sufi
cientemente pequefla para que:

|t -2 )| <§ et |v-vl<ad
en particulars

|mK - m‘"

. C
<L 5| -Bu|<F sk=le, -l
‘Tomemos €<§'- min (t, - t,, ) ¥y definamos (véase 5.3):

F(t)=m, ﬂ/,,e (W)+m Wa,t, e (V) +

t 2 m [ e = Wy, o] @
K=

Por (1) y (2) se obtiene:
£(t) + c>F(t).
A(f)+ e SO (0)=A (F) (3)
Pero %) t,.,,é(t) +-O-/u,e(t'):1 , por consiguiente:
Beh (Why b, )+ mA (e )=maE s () + (m-mp) A (L0,

LA E)Em A (W) + Z m [A (Wit e) = A Werse
+m, [Bu (t) = A (Wite, e)] + m-m) A (Lye) @)
Ahora si € toma una sucesidn de valores positivos EJ que -

tienda a cero, se deduce de (4) y 5.3:

n

1im A(F):ZmK [E/“ (t) - Bu (b )] +
K=}

+ @ -m) Uma ((lye) (5)
Por (3) y (5) podemos escribir:

A +ec &pw)éz me [5 (6 = By (1] +
K=

t@, -m,) uma (D) (6

En la misma forma se demuestra que:

AE) - ¢ P (0) éZu, (24 (t) - By (taeid] +



+, - b,) Una (L) (7).
Ahora considerando una sucesidn de divisiones ordenada por re-
finamiento (véase 3.1) y en donde la norma tienda a cero, teng
mos: ‘

m, -m, —>0 ; L -M—0 (8)

por ser f(t) periddica continua. Adends lim A (ﬂ/u} )20,
entonces por 2.8l y (8) resulta:
(m, -m,) lin n(ﬂ/u’ bj)——’O 3 O -M,) lim A(_()_/A,G..’)—%O (9.

De (6), (7) y (9) se deduce, al tender la norma a cero, que:

AW
> .
A (f)tc P(o)= S £(t) d By (B) 3
~pAT
MT
A(f) -cpO)& S £(£) a3, (¥)
ol
lo que implica, por ser ¢ arbitrario, que:
T +
A (f) .—.j f(t) 4 E/* (t) = 5 f(t) d Ff/u(t) l.9.9.4.
_/‘.r" -0
Una propiedad de las funciones E/“ que se puede mencio-

nar aquf, es:

5.32 Teoremas Si h es un numero positivo, se tiene:
z;/“_(hﬂ'/u.)—a uf)(o) ’ E/,_L (-hTT/(A) —> 0,

cuando M—> 00 .

Demostraciég: En el caso hXx1 1la afirmacidn es evidente;
supongamos pues que O<h <<l. Sea ahora € un nimero positi-
vo menor que h; definamos la funcidn continua X,u,h,e (t) , -
de perfodo 2MT siendo /uél , del modo siguiente:

— Ly £ -

X}L)hl(_(t)_l 81 0<£t<huT-¢€

:-—e'-(t = hum si aMuT- €<t £huw
=0 si hum & t < T
Ypnel-0)= Yuhye (4
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De esta definicidn y por 5.31, 3.65 y 3.6€ se deduce:
+00
— o < =B -
A Y uhe) = S Ypme (& (€8, (uM-Eu (hum)
- 00
Por otra parte se vé facilmente que si € es suficientemente

pequefio, se tiene para cualquier valor de t:

¢ it
> J’E _1 - - _ s= |4 .
XM;" (t)=1 - ~coshlt =1 I-coshi [e“ +e }

S ATk ) 2P0) - {\P(o) -3 [p G+ (- J-)]}

Coshn

(2)
Por la definicidn de B ¥y (1) y (2) se deduce:
Y (0)2E, (h ) - B (-h T2
290) - = {0 - 4 9 +9 53]}
-../u(hn,u) - By (b)) o= P (0).
Pero Y (0)> (hr,u) 2uhTHm) - Eu(hTa),
Su (b ) —> P(0);
S0 B (hmw) —> O

5.4 Con los resultados obtenidos hasta ahora deduciremos va---
rias oropiedades de las funciones definitivamente positivas --
Y («) , a saber:

+00

f*tas, (b)),

5.41 Teorema: P(K) = m

P

«©
para todo mimero real o tal que /uo( sea entero.

» iat
Demostracion: Si /(,L(X es entero, la funcidn e « tie-
ne perfodo igual a 2 T ; entonces por 5.31 tenemos:

t hing
A (%) — S e ta T (b).
- 00

Pero "t )y=P (),

con lo que el teorema queda demostrado.
5.42 Corolario: Si o g_ racional y m es un nimero natrual -



1 suficientemente ;rande:

O
P) = g et d 1, ().

=00

Demostracidn: Inmediata en vista de 5.41l.

5.43 Teorema: Bxiste una sucesidn ‘ \Pm(o\)i de funciones ca-
racter{sticas que converge a f (ol) para todo valor racional

de X .
Demostracidn: Definamos la sucesidn | ‘P, (X )} de fun--

ciones caracter{sticas como sigue:

+c0
P () = S e*ta E 1 (t) .
~00

Cuando K es racional, por 5.42 tenemos:
P () =(at),
7 partir de un cierto valor de m en adelante, lo que implica -~

que la sucesidn de funciones caracter{sticas converge hacia ---

WP ().

La sucesidn {E,,(t)} de funciones de distribucién es -
fundamental en 1o que se refiere a la propiedad de ser Y ()
funcidn caracter{stica, como lo indican los dos teoremas Si----

guientes:

5.44; Teoremas Si la sucesidn iEm!'(t)i converge para todo va
lor de t y su lfmite E(t) es tal gue E(—00)=O0 , =me=--e==n

E(4+00,)='P(0) , entonces Y (X) es la funcidn caracter{sti
ca de dicha funcidn E(t).
Demostracidn: La funcidn T=(t) es no decreciente por ser
igual a 1lim %, (t) ; ademds:
0£3, 1 (t) £¥(0) para toda m y %.
0%:(t) é‘P(O) para toda t,



0£E(-00) ; BE(+c0)£Y(0),
lo que expresa que 5(t) es funcidn de distribucidn y por hi-
pdtesis: & (—cO)=0 , E (+00)=¢(0).
Ahora sea < racional y m suficientemente grande para que --

m! o sea entero; por 5.42 podemos escribir:

+© m‘.‘.l‘l’
P () :Sem”"“m - Se““d'z‘amg(t) (1)
~a “miw
Sscribiendo P () en la forma P(X)+i WI(A) , se dedu-
ce de (1):
m'n
YiA) = 5 cosat d-E 1 (t) 3
-m'.fm,“
P'a) = seng t d B, (t) (2).
“m'K

Tomeros p tal que O0<p<m'T j; por 3.3 se tiene:

min
~E (-p) £ 5 cosat d .y (L)£E, , (-p) (3)
Sy
) +E,\ (p) < S coBa t A By (8) £P(0)-Bmi () (4).

°
Por otra parte sea D(t,, t,, ..., t,) una divisidn del inter-

valo [—p, p] » ¥ definamos 1,, Ly, , como las fronteras in
ferior y superior respectivamente de cosdt en el subinterva-

lo [tx-n ’ t,(] . Se sabe por 3 que:

n P
> b [Em @ - By ()] £ S cosat d B, (t) £

n -p
< ; Ly [Em! (t) = Epnt (tucy )] (5).

De (2) a (5) se deduce:

B L] )
=5y (-P) = PUOIHE (P + Y L[E (1) = Bt )] £ P60
L&)



<5..(-p)+PO) - E(p) + i L_‘[Em,(tk)'- Ea(t,, )] 6)
Si m tiende al infinito, resu::a por (6):
-—E (-p) -P(O)+E (p) + i lk[E (t)-B (f—.‘-.)] £ P'(a)
<= (-p)+Po) - ;-'(p) + Z LEw -2 ¢)] @
=1

Ahora hagamos tender a cero la norma de D; por (7) se llega a

P
~E (-p) - PO)+E (p) + S cosat d E (1) £ P(a) <
p
p
£ E (-p)+¥P) - = (p) + S cosdlt d B (t).
e

81 p——3 400, 8e deduce (véase 3.6 y 3.62) de la dltima de-
sigualdad que:

+00
LP'(O() = j cosd{t dE2 (¢t ) , si A esracional
400

Andlogamente se deducirfa:

ot
tF’”(O() = sent d E (t) sl o es racional.
-0 O
En consecuencia tenemos: P(X) = | e *ta = (t) si o es -
teo Zeo
racional; pero Y (A) y 5 ei*t 4 E (t) son funciones ---

200

continuas de & (véase 4.41 y 4.5), por consiguiente el que =--
coincidan para los valores racionales de & implica que coin--

ciden para todo valor real de o y que era lo que se queria de

mostrar.

.5.45: Teorema: Si P (o) es funcidn caracter{stica, enton--
ces la sucesidn i Ept (t)} converge bacia una funcidn de dis-

tribucidn %(t) para todo valor de t. Ademds Y (o) es la

funcidn caracter{stica de E(t).
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Demostracidn: Por 3.4 y 3.67 podemos definir E(t) como
la funcidn de distribucidn de la cual  es la funcidn carac-
ter{stica, y satisfaciendo ademds las condicioness

E (-00©)=0 ; E (+00)=¥(0) ; E (t-0)=E(t) . (1),
Sea ahora G (t) = Zc, et un polinomio t.rigonometrico;

volviendo a la tre.nsformacion A* ge 5.1 podemos escribir:

A (6) = np(o(,)_z; S et aE ()=
= jﬁ'(t) dE (%) (2).

Por otra parte, definamos una transformacién A'" ; distributi-
va y positiva, entre el conjunto de las funciones f(t) pe---
riddicas continuas Y un subconjunto de g? s del modo siguientes

- $c0
(£) — j £(t) d E(t). ).

-0

Al' »

Por (2) y (3) se vé que es una extensidn, distributiva y -

positiva, de A'; por consiguiente, de 5.26 deducimos:

* (£)=A (£),

+00
o sea A () = j £(t) 4 BE(t) (4)

Lo0
Utilizando otra vez las funciones (W de 5.3, podemos escri--
bir en vista de (4):

400

A (Wmite) = J W t,e (T) AE (T)=

~im's ) | 40 “~o0
=\ + +g ) Wt 1,6(T) A B (T) (5)
T Aam'T m'm
Pero por 3.663

~2min

-E(-z!T) £ me,'t'e(’t)dE(T)fz(-an!ﬂ) (6).

400
E(@!T) -P(0) £ S Wit (T) & E (TIZP(0)-E@m!TT )
2

mi L,



amin
£ (t-€) - i(-2m'TT+€ ) £ S Wit 4, (T) 4 5 ()€

-2m'm

= E(t) - =(-2n!T) (8).

De (5) a (8) deducimos:
L B(-20' M)+ E(t-€) - E(-2m T+ € )+E(@'T) - () <

£ A (Wmt,e) L2+ Y() - E (a!m). (9).
Si ¢ toma una sucesidn.de valores positivos €; que tien-
da a cero, entonces por definicidn (véase 5.3) =-=ececccccaceas
1im A(wmg't,e)zEmg(t) 3 por consiguiente de (9) y (1) te-

nemos:

-E(-2n!T)+E(t) - E(-2n!T+ 0)+E(2n!T) - Y(0)4
£ Emi (L)€E(t) +P(0) - E(zn! ) (10).
Finalmente si m tiende al infinito, de (10) y (1) resulta:
lim E 1 (L) =E(t) l.q.q.4.

5.46: En 5.43 se demostrd que la sucesidn i Y. (o )i de fun--
ciones caracter{sticas converge a kP (o) si of es racional.

Si el eapacio S es una red puede demostrarse que dicha suce---
sidn converge a Y vpara todo valor de & ; para hacer ver --

ésto necesitamos primero el resultado siguiente:

5.461 Lema: Si S es una red, entonces:

m'l

S Ben— — d =, () = 0
Mms_ﬁ_n,: Sea "1'_1 un nimero positivo; por 3.2 podemos escri-
birs

<hm'T  hmin

S‘lsen——|dEm-(t)—($+ 5 5 lsen— —‘dE.“u(t) (1)

-miw emii fmin hmip

'



Las tres integrales del segundo miembro de (1) son menores o =--
iguales respectivamente que B [-h(m!ﬂ )] » ‘P(O)senthm ,
Y{0) =En [h (m!Tl’)] , en vista de 3.3. Por consiguiente:

ming
S lsenz'—-,:—,id'f‘.-m,ﬁ & oSNy -h(m!'lT)] + P (0) senyh T+
miw

+P(0) = Epy[ntm!m)) )

Ahora sea | h,} una sucesidn de numeros positivos que conver-

ja a cero y definamos:

min
L :5 Isen-é— ':—,Id B (B) (3)
min
Upm=Epu[-ha@! )] + P(0) sengh, + P (0) -
— Byt [ha (@1 7] (4).
Por ser no negativo el integrando en (3), se tiene:
V,dé 0 para toda m (5.

Por (2), (3) y (4) resulta:

Upm >, para toda ny m (6).
De (4) también se deduce que la sucesidn | U,.| converge pa-
ra cada valor de n; llamando U, al 1{mite, obtenemos:

Unm m32Un =P(0) senth, T ™,
Up 7520, (8).

En vista de (5) a (8) podemos aplicar el teorema 2.83 con lo -

que resulta W,—>0 , que es lo que se quer{a demoatrar.

5.462 reorema: Si S es una red, la sucesidén de funciones carac-

ter{sticas f, (X ) converge hacia (P (o) para todo mimero -
real o .
Demostracidn: Pongamos /Bm= 0o = %m ; entonces:

08 Oyt =cosO{ t+2 sen (X - 7 3w t senyfnt,
senOpmt=sena t -2 cos (o - 'i‘ﬂm) t sen 4 fmt.




m'n . m!l_
etam . (b) = s etan (L) +2 (V, - iVW,) (1)
“m'm -miTl
dondes
min
Vy, = Lsen S —i—ﬁm) t seny Bt (@)
3
min .
Wy = S cos (& - 5f3) t sen fImt (3).
miv
Volviendo a la definicidn de las funciones E i (t) , =--=--=-
P () (véase 5.3 y 5.43) podemos escribir en vista de (1)
P, ) :\En(d )+2 (V,, - iVW,,) (4).
Por otra parte se sabe (véase [8] pdg. 49), que todo ndmero --
real X puede escribirse en la forma I -+ % s slendo
y=2 :
k, e 1 mimeros enteros y 0%k, < p-]. Seas
m (- =]
- K - K =2
=T + 3 By F.= ) < ()
»=2 N r=mi *
en consecuencia m! of,, es entero, y tenemos por el corolario
5.42 que ‘P, () =P(Am) Por consiguiente (4) se trans-
forma en:
P ()= P (A)+2 (V, - i) (6.
En vista de (2) y (3):
min 1 g
- S lsenz‘-pmt'dEm!(t)évm < rlseni-ﬂmt,dg-”‘!(t) ),
mig =}
mn ' < z m! .
- S ]senT ﬁ,,‘tldEm!(t)_Wm = J Isenrﬂ,,tld‘.".m!(t) (8).
-m'% K -m!TT
Ademss por la desigualdad de (5):
m!T w7
5 lsen-i-ﬁmtldEm..(t) = i lseni— ml!-ldEm_.(t) (9).
amiv -m!'7

Del lema 5.461 y de (9) deducimos:



m'y
S lsen—;— ﬂmtld'_"am!(t) 20 (10).
-m!7

For (8), (7), (8) y (10) resulta:
@Y @) —= pa) 1l.q.q.d.

m —>00
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