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INTRODUCCION

En el capitulo O damos un cuadro de definiciones y una lista
de los teoremas que usamos posteriormente. Dicho cuadro tiene el
propésito de que el lector encuentre con facilidad alguna defini-
cién que le interese especialmente. El objeto de dste capitulo es
familiarizar al lector con la notacién y los temas de Algedbra
¥niversal que empleamos en éste reporte. Por brevedad omitimos
demostraciones, éstas se pueden encontirar en {11 y 1la mayor
parte de ellas en [2] y [3] de la bibliograffa. Usaremos
libreménte y casi sin dar refersncia posterior los teoremas de
Algsbra universal.

En el capftulo I estudiﬁﬁ;s algunas propiedades generales de
estructuras de factorizacidén. Estas propiedades estdn enunciadas
en la proposicidn 1.2 de [6] e Sin embargo damos demostracionas
de estas afirmaciones puéds con frecuencia no sélo usaremos dstas
efirmaciones sino sus demostraciones. Finnlizamqg dste capftulo
con algunos.ejemplos importantes, en particular, en 1.16 5) damos
condiciones suficientes para que una categoria de t-dlgebras posea

la estructura de (co)factorizacién ( epipozos extremados, homomorfismos

inyectivos ).

BEn el capitulo II damos condiciones suficientes y necesarias
pera qus una categoria plena y repleta de t-dlgebras poseaﬂla estruc-
tura de factorizacidén ( homomorfismos suryectivos, fuentes que separan
puntos ). ( Ver 2.6 ). Esto nos permite en 2.9 ver que si K es una
categoria de t-dlgebras, ISPK es la envolvente ( con respecto a
sub-categor{as plenas y repletas ) homomorfismos suryectivos reflexiva

de K en cualquisr categoria de t-dlgebras cerrada bajo la formacidén



de productos, sub-dlgebras e isomorfismos que la contenga; en
particular en la categoria de todas las t-dlgebras. En 2.12 mostramos
que si K es una categoria plena y repleta de t-dlgebras y U es cerrada
bajo la formacidén de productos, sub-dlgebras e isomorfismos y con-

tiene a K entonces K es homomorfismos suryectivos reflexiva en U si y

s0lo si K=ISFK.

En el capftulo III estudiamos la ISFK reflexidén. Si K es una oclase
de t-4lgebras, A es una t-dlgebra y S es un sub-conjunto de AxA
introducimos los conceptos de CONJUNTO DE A-ECUACIONES EN K ( e,K )

y CLASE DE MODELOS DE S RESTECTO a A ( mAS ). En 3.4 mostramos que

ISF mAS = mAS. Si A es proyectivo con respecto a homomorfismos sur-
yectivos en la categoria de t-dlgebras damos en 3.6 una descripcidn
défla reflexidn en mAeAK; en ;articular en 3.7 en la variedad generada
ror K. En 3.8 mostramos qu@&éi A es absolutamente libre generado ror M,
mAeAK es variedad y en 3.9 que mAeAK no es necesariaments la variedad
generada por K. Finalmente en 3.13 estudiamos que tan "ale jado" estd

)

En el capftulo IV estudiamos algunas relaciones que hay entre
dlgebras K-libres y la ISPK reflexidn. En 4.1 damos una descripcidn
de la ISFK libre Algebra generada por un conjunto lo cual nos permite
en 4.2 dar condiciones suficientes y necesarias para que el funtor

que olvida U: K —> Set posea adjunto izjuierdo.

En el capitulo V estudiamos los operadores de cerradurs mAeH y
eAmA.Como una aplicacién de la teoria que se ha introducido damos
una generalizacién de la técnica que se emplea en [9] rara el
estudio del latice de sub-variesdades de grupos. Si U es una variedad

y F es U-libre eﬁ h(é variables en 5.10 se muestra que el latice de



sub-variedades de U es anti-isomorfo con el latice de congruencias
totalmente invariantes de F y se da una descripcidn explfcita de

los anti-isomorfismos,

En el capitulo VI definimos los conceptos de CLASE DE FORMULAS
REFLEXIVAS DE K y CLASE DE LOS MODELOS DE UNA CLASE DE FORMULAS. En
6.5 mostramos que ISFK es 1la Clase de los modelos de la clase de fdér-
mulas reflexivas de K. lLa idea intuitiva es ver que tip» de "férmulas®
que son comunes a todas las algebras de K se transmiten a ISPK. En 6.7
damos condiciones suficientes y necesarias para que ISFK sea la clase
de los modelos de un conjunto de férmulas reflexivas de K. Al momento
de escribir dste reporte el \autor desconoce si siempre se fpusede encon-
trgg dicho conjunto. En 6.10 introducimos el concepto para t-dlgebras
de ser RESIDUALMENTE K. En 6q$§§mostramos que si K es cerrada bajo
la formacidén de sub-dlgebras ISPK coincide con la clase de t-4dlgebras
que son residualmente K. Finalizamos éste reporte estudiando algunos
e jemplos importantes.

Sobre el titulo de la tésis " Estructuras de factorizacién en
categorias de Algebras™ quiero mencionar que no es adecuado pero por
razones burocrdticas se mantuvo. Un titulo mds adecuado seria: "la
estructura de factorizacién ( homomorfismos suryectivos- fuentes que

separan puntos ) rara categorfas de Algebras"

RN

Acerca de la notacidén que empleamos en este trabajo quie;o'decir
que en opinidn del autor es compacta, simple, la riqueza de éuantifica-
dores en nuestras definiciones la hace muy cémoda y la intuicién
algebrdica del autor se ha desarrollado con ese lenguaje. A continuacién

damos un cuadro donde explicamos dicha notacidn:
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Cuando digamos que un diagrama conmuta y en dicho disgrama
intervienan fuentes o pozo3 entenderemos que conmuta para todos
1os indices posibles. Si el diamgrama estd formado zor varios sub-

diegramas entenderemos que cada unc de ellos conmuta.

Como un e jemplo de la manera en que emjleamos la notacién y la
convencién anterior la definicidn 1.1 2) expresada con ralabras
diria: Si K es una categoria, E una clase de K-morfismos y

M una clasa de K-fuentes diremos jue K tiene la pro-
piedad de ( E,I )-diagonalizacidn si y solo si dados
e ¢E, fe Nork, (mi)ie 1€¥ Y (Ifi)i o1 K-fuente en
caso de que para toda ie I conmute el siguiente diagrama:

N . & 5.
- .‘-—-_’TM—F_—) .

diagrama: . > .

Usaremos la terminologfa de [4] en lo referente a catego-

rias.
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" We are often told that pure and apprlied
mathematics are hostila to each other. This
is not trus. lure and aprlied mathematics are
not hostile to each other. Fure and applied
mathematics have paver been hostile to each
other. lure an&ﬂégﬁ mathematics will
naver be hostile to each other. lure and
aprlied mathematics cannot be hostile to
eaach other because, in fact, there is absolu-~
tely nothing in common between them."

David Hilbent.
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" ¥hat I'm really interested in is
whether God could have made the world
in a different ﬁithat is, whether
the necessity of”idgf?ﬁl simplicity leaves

any freedom at all ".

Albert Einstein.

’

17~
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" By an " aggregate " we are to understand
any collection into a whole M of definite
and separate objets m of our intuition or
our thought. We"’li call by the name " power "
or " cardinel numﬁsr ;.of M the general concept
which, by means of our active faculty of
thought, arises from the aggregate M when we
make abstraction of the nature of its verious
elements m and of the order in which they are
given. We denote de result of this double act
of abstraction, the cardinal number'or power of
M, by Mo

Georg Cantor.
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4eke, T e AxA
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3.5. COROLARIO.-

KeKg, aeKe
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(W)QP.QH (OI.MCI.dE com Sv @muﬂﬁuem7e

<AL
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K
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3.8 PROPOSICION.-

Aek, absolumamemre Libve gemtvada por M

=

) mgpeak 25 vaviedad A meke mge,i
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Sam -

Obsevvemas que ] (B,)€ K| N\ Tikve kK 1 e mpeyi,
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Em efecto,; S¢
beR
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o

3.10 OBSERVACION.-
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°o CqK = AA. Yy ped 2.3 ; o’ ARelsp K.@



3.1l PROPOUSICION.-
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dL  \sP K.,
2° CAS0 1 Re (AL X)) =0=7!
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que 25 € vamiedad gMEYada  pov kK o biam uma
Vaviedad ~goe Tiems tvema imformacim s K. Ba agui

2
gue em éesre agwadﬂ Cdso  mp@a R &s7a  Suficiemremunre

@rca” da ISPK.



The slogan is " A‘djﬁ functors arise everywhere ".

S. Mac Lans.
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4.2 cOROLARIO-

ke Ke vepleta mo Triviad
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3 EQ fumror gue oluido W R— Set poset adjumre jequierdo,



" 014 theorems pever die, they turn
into deffmtl‘tzél R

E. Hewitt.



CAP|TYULO V. LOS OPERADORES DE CERRADURA

MnpCn v &aMg.

5.) LEmg -

K))l<z$-l<'() Aek‘l) 1()22_§qu
==

D) T, ez, = MaZ, = MNgs

CL‘L) e e,mg3, A Ky, = mMyeq Kk,
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Key
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)
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* For suerte, las mentes creadoras olvidan
las creencias filoséficas dogmdticas cuando la
persistencia en ellas podria impedir resultados
constructivos. Taqﬁifpara entendidos como bara
profanos no es la filoaofia, y 8f unicamente
la experiencia activa en matemdticas, la que
;uede responder & la pregunta: ¢ Qué es la mate-
mdtica ? ",

o

R. Courant.
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cAPfrviLo YL. ISPK, MODELOS Y PROPIiEDADES RESIDUALES.

6.1 NOTACION.-

T s2vd um Tipo de algebvas avbitvario

em @esTe capiTulo,

G demotavd Jdu Lose db  rodes Los cavdimalts, SeL damorard Lo

duse de  Todos Los  omjumras M AN Fu davwtond

Lu t-algebra
<€

absourowente Libvye am o- varia hlls.

6.2 DEFINICIONES.-

D)

= U FxFuxFIxFI 50 A
" o ama  C LASE DE T- FORMULAS EFLEX|
16 tn REFLEXiVAS.

<.

Ke Ky W

Fii= U 1004, @iy, (Woie

1) € Fuxfux B3 2 £2 l N\ [0 # ery) = \‘.G/I vR) # ewi)] i
CuTe Ox St AcK
Yekr(f,q)
S0 ama  CLASE DE FeRMULAS REFLEXIVAS DE K.
3) )
te
N Yier, wier)e T = N Lo ey = T TR ‘f(uu)]]}
X4, i ) N = [
M=) Xekel /\D Wi i€x e tot) 1
(o176 G x L .

0 (R o1, W) ier)e Fauxfex FaT xFul

sq¢ Uama clLASE DE Los MODELOS DE LAS FORMULAS Z.




6‘3 LEMA.-

Re ke
=
Ks MFK = \SP MFK.

Rowm -

—
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.
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¢4 OBSERVACION.-
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.2 H Y
(%4, () 7es, (Wieg) empltay emos uma  meracidm mas  expyesiva ;



” AN}
escribivemos 1 XY = T~ ¥ Fuw,
L€l

) Sea (pR)eeK. Comsidevewmos 2 févmulo P¥I D PP

( Em este caso <x=Ilxz) 4y I es uvm comjumro simgu-la").

Como (a)elk, o < N\ M=) . Do agui  poy
Re K

Ye k(( F"l(l ) A_‘

"1>¢9,=) P3P @ FK .

O bstvvemas gue PN “Nb\="€(§‘) . Dt agui gout
Lelky

el ( Fre), 2

PNNerr = * PE Y v#‘?“éFk 4 -MFK s omeK.

6S TEOREMA-

Kelke
=

ISPR= MFK.

= divecro pov 6.3,

=) Sea Xe MF K. dtam b+ b,e .
aew ez | )

Suc h: Fo —» 2¢ homomov {ismo  sur Yyecrivo

6.2,

Sece a: x——Fu fumcidm do ddacciom 3. hed= 2,

Seam  x:= A v = d(ha).

TN
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Lo

Sex T= (Afh}u—v ed 7tipo de éﬂgabm.s

1%

Seom (*r )/ﬁe‘lf ~ ‘ff:x))‘év £as  familias dt operaciomes

de Fu y % Yespecrivomente.

A
Seee Tw= U CaRs
MeU

5‘*?"”3“”"“ gue 3

XAy =y —— ( ((bt\gckp)\* -; ((d[bs)s(/\ \cFK
(A (bgysﬂel

&

fe FR, he Rr(Fu,¥) 4 hiX)= by by = hiy), por 62,

como

.
——— e (£¥ (Dgek) # 4 ( ) (CTC PPV

o

'(/‘ ) “’9;4‘\,3& I

-

cual s vmu LomI~adiccidm pves  h es  homompy -

fismoe v hed= 4 W agui  por 6.2,
7 vt ~ N1 (X GgeA) ~5f( (g a,N)

ek
A (i (bg) scl)e 1
P kelFu, )

o%e Yodeki(X,a) ~ ~od(b) = )4 Y = Yod(h,)
T

e N Thd b, = \Q:; olb)) # G‘(ba\J

bybre X oeke(¥,nr)



dDe °~9'-“' P&y 23, 'XEISPR.

6.6 COROLARIO.-

K= K
=

K=ISPKR ¢=) R= MFK .,

S

6.3 PROPOSicion.-

ke ke

SE:

——

@ ———— ISPk M.
e Fk tomjomTo

®) —— N G~ \B8lgp D BeisPk ]l = Caeispik],
dimal . Desly)
B cavdim Ye k( ¥
imfimito
Rowm,-
o -
= € G — (X34, Liag> (w'\)ig;) . o
Sea S ’)"‘ | Ieset 'i

(Y, @)ier , (Wdieg) € Fuxfux B £.3

como P es um wmjum-m, S es um comjyymTe,

& isTimguimmos  des  cases
v cpso: S=g
WO N=g , ot ISPK= MNP Mg =K. DL agui gue walquiey

cavdimad im§imiTo P hace  vevdadevo (b).



2° chsS: S# ¢ <75

Sea. &= 2

«xe S
Povr 0.2, T——r N Mled = 1ML
(n4imiTo Ms 4

Sea ek 2 N 1B81e¢RP = Deispic.
He SLE)

Probavemmos que XelISPK, pava 20 cuad, por (o) bas rava

protar que Le MY :‘w‘

doam (e, x)e ExSRL o (XY, ey s (Wdieg) € Fux Furx £.5 x FE o
1%x,4, Rdier, (wWdiex) € 2.

Stw N Fg —> XL homomovfiemo . ~em=§ (4.

Pov defimiciom de S, %€ S | % «sd et \Fls P

0e° M(EI& P ~ IRVe S(2), 0% W(F)elsPr = M

De agui povY 62, \/ MG # (W) . % e MNP = 15PK
eI *

’ b = @)

Sto. E:= U 1004 Rdier, dier) € FpxFpuFpl x fpt | UG 1(20ie, (00)ea) € r-ki
IeQat
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‘_ . .
AERMACION TENICA ©  |spyr= M .

Dem):

”

' (oo T e Fk, -MFK « MT. D_nod}u': poY &5, ISPK= LFK @ MTE,

v_ o

/
S' 51 we M. Pave prvobay gue  Relspk, pov B basmava

pvobor gue: I\ 18R = BDe ISPK.
D€ S(Y)

St Bes(Y) > 1Bl P

-] ———
o o

h:fp—>8 howmomo tismio  suvyecrivoe.

e qqui, wriQi'temWa misma Téwmica  ded

Teoveamwa 6.5 S» obrieme gque dels?k."\

Seo \]-:= FPX F‘\ AN

0% ¥ 1s um MmjumTo. o0 emos 1vav2mos gue MP = M3 4 de

agui por Lu ofivmaciom Téumica  se obtieme (@)

2 N

o}

wemo ¢S e ML e M

!

nN

—

516 e MP . Stam TeSel v OoM) (Rdiey, Wwidien e FpxFpx Fplx Fyl

A (x4, (RDies, W) e T



See. o Fp—> X homomoviismo -3 R0 # “e(y).

De {imimos N\

2,me T

Lovamemte ~ es vmo vedutiom d aguivalimeia

an T,
Sa Eel a0 ENTL) =)
Re 1
St Ti=diep | 2.2 wi 3
Bu o T— HxF\ A 2 Obviamemre & o5 imyecriva .
L (23;,w)) ﬁ
como x4y (diea, Wiier) € T, (X4, (Rie7, WD ie1) € T
T2 st y= o)
gj=x st ;¢ e
De §imimos N : )
JGFpKFp\A W= Wi osu gy = o)
Wi=x si g o
2% L4 (2jey, (Widjeg)e 4
como

Le _M.V\. ¢

—_——
* °

el # ew;)

%o aj:#w“,’
)eJ
Se deE), o T T@=]L W BT o~ Wiawg
te I
°° —_———— Y(e‘)* _?(w‘) , °'°° x é-M-Z .
tel



6.6 PROBLEMA- -78~

si kKske, L T— 157k = M 2
e fp omjumro

A2 momemro de escvibiv esre vepor7e el aviey descomie La

vespuesta, Em el jmremro A4 vesolverdo Hlegamns o La sigviemre:

CONJETURA.:

“ Existem dases K du z-él;eéms pava Las walls )sprx mo a2
Puede 9*Pre.$aY oMo Los MOddaf 7 49/'/'7](;01 CW/‘UMIO d?
fovmmvdas,

Em  parriculbay vewrmwdam@@‘;d Lecrov imreresado gue imremte

ver gve pasa (romondo om cdinra 6.3) com La Lase ol Frupes

vesidualmenre fimiros,

.9 OBSERVACION.-

o

A wmrimvacidy davemes umo gemeradizaciém a c-é,(‘,”m, de

'l . ’
propiedades vesidvades , 4o wal mos va a  pevamiziv dar uma

goma amplia di zjemplos de dases I1SPK  wuwadas. 78vmima-
mios este reporTe com uma Rista de  ejdamples dlisTimgu,des

de ddases ISPk arradas,
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6-10 DEFINICION.-

Ke ke, Ae kt
=
A st Loma RESIDUALMENTE K

&
@diere i)y "¢ ks

6.1) PROPDOSICION.-

ke kt) Re kt

S‘E!

N A < vesiduaddmemre K

o
) —_——— P 'm;'tv P. es Syyecriva,
(X)jege kT rel

Pe ke( A, TTX) imgeaivo
tel

@ N\ wFa, = \:QT ela) ¥ ~e(m).

Andre 4 TE VR, L) uryecrive

Dem .-

O ON

_ — U &S )1semordismo
300 (8)er € ()T 2. NBI= An ~ N T 3 .
e1 L€

gie kel A/8:, %)

Dey N YirtA—WA/g.  ge  provecitm  matural.
€1



/]

4

¥4 ~0Na
o o~ v L L“_ wmmuTa .
o ° '
Pe U (R, T Rl >—» X,
ieq ¢ di

SN To® = $:od; que 145 commposiciom o suvyecTives
€]

e'o A\ Mo P es sMvvecTiVa.

tel

Fimalmemre wmo N0, = A, , ¢ es

| Imyecrivd
1€]
& () obvio

2 = w’

-
Seam ('Xﬂiejekl M ?ekt‘ﬂ:) “I,i) iMyecrivo >

i€l

1e]

Defimimos N\ Bii= Ker(npeg) 4 Vi A—» Alp: Qo pyoyecddm  maryyad

el
-P
Ar—3 Y
v e
PN —_— t l 3 . lommuTa -
e 7 N L
e Jie kg (n/g;, Z) imyewive

q'/e"’_'._‘# %

L

commo @ &5 imveaive, o NB. = Ag.
€3

oo N\ Mief = FioVi es  Suvyecriva, % AN 3 yecriva.
. el
te]

e AN "‘/aee\‘<-®
el



b.12 WROLARIO -

Ke W, -2 SKs R

=
ISPK = | Reke| X 25 vesidualmemre K 1,

613 EJEMPpLOS~

) Seam K Qa dast dr 9vupos fimitos v R fa ase ot

JTupos  vesiduadmente {imitos. Poy 62, R = I1SPR

) dea f Lo dLase o rodas Jdos szmigvyupo.s. ( Em esre caso T=<25)

m efc"

Ptame £1 7\ xy=x2 = y=23
xY€EAR

(]

5 (A, e { l'@/“‘\ X = Rex =) Y= 1
XA

c(f:

Es dociv, e vy e som fas Lams ds SLmigrupos
dovde se vale camalay por fa cdevecha Yy por La i2Qujevdy

vespecrivamwiemse ,

Searr o, P ¥ 1ves vaviables distimrtas M Vw

/
comsidiyemmos das gvemadas

s )

9, '-c-(;--u)¢ (¢ BY oY = « ¢wx

Pie O BRT =) *BE Y

“gay o Bix # T

1

‘?35



S0 veyijica facilmemie gue: —82-

Sz MI¥RY, B2 MUY 9 LNl = MY,

3) Sta Gvwu Lo Last e todos JLos Jvipos . (Em esre caso C=c¢2 )

Sam xeVw y e 28 eduwmeurs distimguide ot T, o (W),

Comsidivemos N 2a  fevmuda V= " Rkl o) xmge™
me IN

Se verificu facdmemre gve La dasy di Todes Les

gvupos Libves ot Tovsidm s Gva N M ] Hm\mem‘,

4) Si K&Ky, mekK = _M.‘,'ﬂs,‘v pEP 1 LPiade ek{. (ver ¢.4),

De a9u/ guve roda vaviedad dt tC- a.ﬁgeb—ms se pweda  expresay

como Los maodtlos de uvm comjumro ot fovamu las Ve Som
o

4
esemcialmemre dLas  formudus de K.

5) Sea o Lo Wase de dos domimies emrevos. Como T e

pevo U U FBH, DS ISPLB . Es |mrevesanre mozay 9 ue

4

ed oaxiomao X*Y=0 =) =0 v -1_-.9" gve defime Los

domimios emrevos wmo es wvme févmvla  veslexiva

de 5.
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