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INTRODUCCION 

Sea Cuna categoría que cumple las siguientes condiciones: 

f_.1)-

f.2)-

f.3)-

f.4)-

f_.5)-

f.6)-

C tiene límites finitos 

C teiene clasificador de subojetos, íl 

C tiene un objeto de números naturales 

C tiene un objeto inicial estricto 

Ces una (epimorfismos, mpnomorfismos) -categoría 

V falso -
íl es el coproducto de 1 --- íl y 1 --- íl 

f. 7)- C satisface el principio de recursión primitiva; es decir, si f: A -- B 
g: B ---B son dos C-morfismos arbitrarios, entonces existe un único 
C-morfismo~h: AxN ---8 tal que hace conmutativo el diagrama 

7 AxN -----AxN 
1 1 
1 1 

A I h I h 

------- : 1 f------ t ! B B 

g 
o 

donde OA = A ---1 ---N . 

.{. 



Así, como los topoi bien punteados corresponden a modelos de la teoría de 
conjuntos1 , uno de los propósitos de este trabajo es asociarle a una categoría C, 

que satisface las condiciones del párrafo anterior, una subcategoría f. U.O.' 

generada por los "predicados aritméticos" (los predicados "aritméticos" se 
obtienen a partir del cálculo de predicados y predicados del tipo f(x1, ... , xn) = O, 

donde fes un polimonio con coeficientes enteros), cuyos objetos se pueden pensar 

como los objetos aritméticos de f.. 

El interés de esto último puede justificarse, al hacer notar que con los 
predicados aritméticos, se puede desarrollar la aritmética usual. La subcategoría 
fu.o. se obtiene al dar una interpretación en f. de los predicados aritméticos; dicha 

interpretación está inspirada en el lenguaje que le asocia Mitchell en [ M;], a un 

topos f. En el segundo capítulo se expondrá con detalle dicha intepretación. 

--
Durante el desarrollo del trabajo s~-nombrarán a los predicados aritméticos, 
"predi ca dos ultradiofánticos 11 ; este último nombre aparecí ó en un artículo de F. 
Tómas, ·[T0], en donde se usaban tales predicados para dar una caracterización de 

cierta clase R', de funciones f: Nn --- N, que contiene a las funciones 
recursivas. Cabe mencionar que con la clase R' se puede de~arrollar también la 
aritmética usual. 

La exposición del trabajo está dividida en tres capítulos. En el capítulo uno, se 
introducen la clase R', los predicados ultradiofánticos, se construye la 

categoría SetU.D. que en este caso se denotará por U.O., y se da una lista de las 

propiedades categorícas que cumple U.O. En el capítulo dos, se toma una 
categoría f. que satisface las condiciones mencionadas al principio de la 
introducción, se construye· la subcategoría fu.o y se da una lista de fas 

1 Véase por ejemplo, [J], capítulo 9. 
o 
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propiedades categóricas que tiene; desde luego, esta lista es semejante a la que 
se dió para U.O. En el capítulo tres, se comparan las categorías fu.o. y U.O.; 

se demuestra que si el objeto de números naturales de Ces típico y lhomc(l, íl)I = 2 

entonces fu.o y U.O son isomorfas. 

-. 
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NOTACION 

Los símbolos A,!!., f., Q, etc. denotarán siempre a una categoría 

Set denota a la categoría de los conjuntos. 

N es el objeto de números naturales de Set 

AxB denota el producto de dos objetos 

P~:An-A denota a la i-ésima proyección del producto An 
1 

Si f: A -B es un morfismo de_~na categoría f., entonces f: A>--B 
{resp. f: A --:--B) denota a un mbnomorfismo {resp.epimorfismo) de C. 

Si el cuadrado conmutativo 

A---8 

l l' 
D---C 

es un producto fibrado en una categoría f. entonces se denotará por: 

A--8 

J P.F. 1 
D--B 



l. PRELIMINARES 

En esta sección no se intentará dar un desarrollo extenso de la clase de las 
funciones y los predicados ultradiofánticos.Sólo se mencionará lo estrictamente 
necesario, para desarrollar el trabajo. 

1.1 La Definición de la Clase R' 

Para definir la clase R' se procederá como en [T J. 
o 

1.11. Definición 

R' es la mínima clase de funciones de N1 en N, con n no fijo, que satisface: 

-. 
R'l).- Las funciones constantes, las proyecciones, la función identidad de N y 
la función sucesor pertenecen a R'. 

R'2).- Si f: N1-N y g: N1 + 2 N pertenecen a R' y la función h: r.fl ±..__!__N 

se obtiene por ~eeUIL6i6n p!L,i.m,l:tlva de f y g; i.e.; h satisface 

h ( x 1 , ... , xn , O) = f ( x 1 , ... , xn) 

h(x1, ... , xn, s(y))= g(x1, ... , xn, y, h (x1~---, xn, y)) 

entonces h pertenece a R' 

R'3).- Si f: N1 -N pertenece a R' y gl' ... , gn: Nm ---N es una 

sucesión de funciones que pertenece a R' entonces la función composición 
. m 

f < 9¡, ... , gn> : N - N pertenece a R' . 

r 



R'4).- Si f: Nn + 1 N pertenece a R'' fE: Nn N es la función 

definida por 

{ 
1 si (3y) (f(x1, xn,Y) O) ... ' = 

fE(xl' xn) = ... ' o contrario en caso 

y fE (xl' ••• ' X¡,) = 1 para toda n-ada (xl' xn) entonces la función ... ' 

fM (xl' ... ' xn) = mín {y 1 f (x1, ... ' xn' Y) = O} 

pertenece a R' 

R'5).- Si f: Nn + 1--N pertenece a R' entonces fE también pertenece a R'. 

La mínima clase de funciones que satisface las tres primeras condiciones es llamada 
la clase de las funciones recursivas primitivas. La mínima clase que satisface las 
cuatro primeras condiciones es la-~lase de funciones recursivas o diofánticas. La 

~-
mínima clase que satisface las cinco condiciones es la clase de las funciones 
ultradiofánticas. 

Como se mencionó en la introducción, la clase R' permite desarrollar la aritmética 
usual. No se intentará hacer un desarrollo de esta Gltima, ,ólo se harán algunos 
ejemplos para mostrar como se obtiene la aritmética. 

1.12 Lema 

Las funciones suma EB : N -- N, producto .. N N pertenecen a R'. 

Demostración 

J --- N se obtiene por recursión primitiva de las siguientes funciones: 



2 .: N ---N se obtiene por recursión primitiva de las funciones O : 
.~ 3 3 3 N N - N (la func,on constante de valor O) y e< p1, p3 > : N -N 

Existe una descripción alternativa de la clase R', como se hace notar en [T0]. 

Esta caracterización surgió del trabajo de Martin Davis [Da] en el cual 

demostró que la clase de funciones recursivas coincide con la clase de funciones 

f: N" --N,cü.oóán.:ü.ca.6; esto es, aquellas funciones cuyas gráficas son 
conjunto-0 cü.oóánt.ico-0. Los conjuntos diofánticas se definen por medio de los 
pll..eCÜ.cado-0 cü.oóánt,lco-0. Para la clase R' se usarán p~ecü.cado-0 ul.,t,w.cü.oóánt,lco-0. 

Se definen de la siguiente forma 

1.2 Predicados Ultradiofánticos_y la Definición de U.O. 

1 
1.21 Definición [T0 ] 

P.U.D.1).- Si f(x1, ... , xn) es un polinomio en Z[x1, ... , xn] entonces la 

fórmula f(x1, ... , xn) = O es un pll..ecü.cado ul;t:J¡_adioóán,t,i,eo en el que no aparecen 

ninguna variable ligada y todas las x. son .variables libres, para iE {1, ... , n} , 

P.U.D.2).- Si Pes un predicado ultradiofántico también lo será su negac,on 
l ~Las variables libres de lP son las de P y las ligadas son también las de P. 

P.U.0~3).- Si P,Q son predicados ultradiofánticos y no existen variables que 
aparezcan libres en uno y ligadas en el otro, entonces PvQ, PAQ, P => Q son 

- ' 

predicados ultradiofánticos. Las variables que aparecen libres (ligadas) en 

1 Se sobreentiende que algo es un predicado ultradiofántico si se obtiene de 
P.U.D.1 a P.U.D.4 

3 



cualesquiera de estos predicados son las variables libres (ligadas) que aparecen 
en Po Q. 

P.U.o.4¡- Si Pes un predicado ultradiofántico y x es una variable que no 
aparece ligada en P entonces (\fx) P, (3x) P también son predicados ultradiofánticos, 
las otras variables ligadas que aparecen en (\fx) P (resp. (3x) P) son las de P. 
Las variables libres de (\fx) P (resp. (3x) P) son las variables distintas de x que 
aparecen libres en P 

1.22 Ejemplos 

a). ( \fx) ( 3Y) (x + 1 = y) 

b). (x = O) V (X = 1) 

c). 2 (3x3) (x1 + x2 .x3 = O) 
·,, 

1.23. Conjuntos Ultradiofánticos 

1.23.1. Definición { T0 ] 

Un subconjunto A de 
ultradiofántico P (x1, 

·-n N es u.LtJw.d,[oóántiao si existe algún predicado 
... , xn) tal que para cada n-ada (a1, ... , an) 

Una función f: N n --­
ultradiofántico. 

N es u.LtJw.d,[oóánüea sii su gráfica es un' conjunto 

Se puede demostrar el siguiente resultado. 

4 



l. 23. 2 Lema [ T 01 

Si A es un conjunto ultradiofántico contenido en Nn entonces existe un elemento 

f A: N n - N de R I tal que 

= O} 

Con este resultado y algunas consideraciones adicionales se demuestra el siguiente 
teorema. 

1.23.:3 Teorema { T0 ] 

La clase R' consta precisamente de la clase de las funciones ultradiofánticas. 

Un corolario inmediato del teorema anterior es: 

1.23:4, Corolario 

Un subconjunto A de N n es 

en R' tal que 

n ultradiofántico sii existe un elemento fA: N ---N 

Este último resultado permite'definir a los conjuntos ultradiofánticos de otra 
manera. Es claro que .todo elemento de R' se ouede ver como un Set-morfismo. Para 
dar una definición alternativa de los conjuntos ultradiofánticos se usarán las 
propiedades categóricas que satisface Set1 . El corolario 1.23.4 sugiere una 
descripción categórica de los ·conjuntos ultradiofánticos como lo dice. la 
siguiente definción. 

1 Para un desarrollo sistemático, véase por ejemplo [G] 
o 

5 



1.24 Definición 

Un objeto A de Set se dice que es uixJr.acü.oóántleo sii existe un Set-morfismo 

donde 1 

---N de R' tal que el cuadrado 

V 

P.F 

1---­
v 

l 
íl = {0,1} 

íl es el morfismo verdad para Set y x: N-- íl se obtiene 
del siguiente diagrama conmutativo 

s 
N N 

~ 1 1 
1 1 1 1 X 1 X 

~1 1 
J 

íl íl 
fálsoíl 

A se llamará un objúo ui.,t/iacü.oóántleo o simplemente un objúo U.V. 

Para poder ver a los objetos ultradiofánticos como una subcategoría de Set es 
necesario definir el concepto de morfismo ultradiofántico o U.V.-morfismo. De 
nuevo, 1.23.4 permite dar la siguiente definición. 

6 



1.25: Definici6n 

Sean A, B dos U.V.-objetos arbitrarios, se dice que un Set-morfismo f: A---B 
es un moJz.ó.l6mo uUJz.a.cUoóá.YLUc.o 6 U.V.- moJz.ó.l6mo sii existen f 1, ... , fm: N!!!.___N 

elementos de R' tales que hacen conmutativos los diagramas. 

< f 1, ... , frtr iA 

A -------Nm 

.: i 
A 

A-----Nn 

1 

P.F. 

----íl 
V 

1 

P.F 

---- íl 
V 

x8 < f l' ... , f rtr i A = v A = XA i A 

1 ---- íl 

V 

Antes de probar que con esta definición los U.V.-objetos forman una subcategoría 
de Set, se verán algunos ejemplos de U.V.-objetos. 

1.26.: Ejemplos 

a). El objeto terminal de Set 1 = {o} u un U.V.-obje,to 

7 



Demostración 

1 = {x e: N I lN (x) = O}; claramente lN pertenece a R'. Además, es obvio 

que el cuadrado 
o 

1 N 

l P.F l X 

1 íl 
V 

es un producto fibrado 

b). N es un U.D.-objeto. 

Demostración .. 
's..., 

El cuadrado 
lN 

N N 

j P.F l X(¼ 

1 íl 

V 

es un producto fibrado, donde(¼: N 

cero 

--N es la función constante de valor 

c). íl es un U.D.-objeto. 

Demostración 

8 



El cuadrado 

j 
>----N 

P.F 

1 ----íl 

V 

es un producto fibrado, donde p: N ----N es el morfismo predecesor. 

1.27. Lema 

Los objetos ultradiofánticos junto con los U.V.-morfismos, forman una 
subcategoría de Set que se deno~~rá por U.D. 

-..., . 

Demostración 

1). Hay identidades 

En efecto, si A es un U.V.-objeto entonces existe un producto fibrado de la 
forma 

1---Q 

V 

• 

9 



Ahora, como el diagrama 

i A < p~ ' ••• ' p~ , .n 
A)>----· N1 ---=---~-N 

~~ 
íl 

es conmutativo y las proyecciones p~:N'---N, para idl, ... , n}, pertenecen 

a R1 , entonces lA: A-A es el único 'Set-morfismo que hace conmutativo el 

diagrama 

1---­

v 

2). U.V. es cerrada bajo la composición de Set-morfismos. 

Demostración 

Supóngase que f: A- B, g: B - C son dos U.D.-morfismos entonces se tienen 
diagramas conmutativos de la forma 

10 



< fl' ... , f? ;A 
A-------Nm 

dorxfef1, ... , fm: N n ___ N y 

< 91' ... ' gr> ;B 
B-------Nr 

íl 

N m --- N pertenecen a R' • 

Sea h; = 9; < f1, 

para iE{l, ... , r}. 

... ' f m > : N n ___ N, entonces por 1.11, h; pertenece a R', 

Además, el triángulo 

... ' h > ;A 
r Ñ -. 

es conmutativo. Es claro entonces que gf: A .:...__e es el Único Set-morfismo que 
hace conmutativo el diagrama 

A 
< hl' ... ' hr > i A 

' ',gf 

'\.. C --"------ Nr 

P.F 

1 -----íl 

V 

11 

y 
"c 



Esto demuestra el lema. Estos últimos resultados se pueden resumir con la 
siguiente definición 

1.28 Definición 

La subcategoría U.V. de Set se llama la ea:tego/Úa. ui.tlz.a.di..o6ánt,[ea determinada 
por Set. 

La construcción que se ha dado para U.V. se puede hacer en categorías más débiles 
que Set. Sin embargo, antes de hacer ésto, se estudiarán que propiedades 
satisface U. D., como subcategoría de Set. 

1.3 Propiedades de U.D. 

1.31 U.V. tiene objeto terminal 

Demostración 

Sea A un U.D.- objeto arbitrario y considérense los sigui~ntes diagramas 

iA o (yiA 
A 1 N A N 

P.F XA = xf A P.F X ~A\ /· 
íl 

1 íl 1 
V V 

donde cy: N1 N es la función constante de valor cero. Entonces es 

claro que !A: A-1 hace conmutativo el diagrama 

12 



1 

----N 

P.F 

---- íl 

V 

X 

Por lo tanto !A: A --- 1 es un U.V.-morfismo. En consecuencia, 1 es un 

U.V.-objeto terminal 

1.32 U.V. tiene productos finitos 

Demostración 

Sean A,B dos U.V.-objetos arbitrarios; entonces exis~n productos fibrados de la 
forma 

iA 
Nn 

is 
Nm A 8 

P.F XA = xfA P.F XB = xf8 

1 1 íl 

V V 

Considérese el siguiente diagrama 

< P~iAPA' ... , P~iAPA,P~i 8P8 , ... , P;i 8P8 > 
AxB>--------------------- N n+m 

< X < Pn + m Pnn + m._,>, A 1' ... ' 

XB < p~ :.~, pn + m >> 
--------------------ílxíl n + 1 n + m 1 

< v,v > 

13 



entonce~es claro que es conmutativo ya que 

< X < pn+m Pn+"> X < pn+m A 1 ... , n ' B n+l' ... , pn+m >> <Pn . p 
n+m 11A A' ... ' 

= ... ' 

Un cálculo simple, demuestra también que es un producto fibrado. 

Ahora bien, como el cuadrado 

< v,v> 
1----ílxíl 

P.F 

1---­

v 

íl 

A 

es un producto fibrado entonces el diagrama 

. iAxB 
N"+m AxB 

l P.F l < XA < p~+m, ... ' 
< v,v> 

1 ílxíl 

1 p·.¡f 1 A 

1 íl 
V 

14 

pn+m >, X < pn+m 
n B n+l' 

'1 

... ' 

... , Pn+m >> 
n+m 



es un producto fibrado. Aparentemente todavía no se ha demostrado que AxB es un 
U.D.-objeto. Sin embargo, como los diagramas 

< o, O> < o, o> 
1 NxN 1 NxN 

1 
P.F [ XXX l P.F l ~ 

< V, V> o 
1 ílxíl 1 N 

1 
P.F. l A l P.F [ X 

1 íl 1 íl 
V V 

son productos fibrados y XA = xfA' x8 = xf8 entonces el morfismo característico 

de iAxB se puede escribir como 

... ' ... ' Pn+m ·> > . N'1+m ___ _ 
n+m · 

Para demostrar que las proyecciones PA: AxB A, P8: AxB--B son 

U.D.-morfismos basta considerar, por ejemplo, el siguiente diagrama: 

iAxB <' Pn+m 
>----- ~ ..n+m ' 1 ' AxB N. 

... ' 

1 . Ad ~ .,,. pn+m pn+m > . = . p p l t t escaro que es conmutativo. emas,, 1 , .... , n ,AxB ,A Aº or o ano, 

PA: AxB 

U.D.-morfismo. 

A es un U.D.-morfismo. Análogamente, P8 : AxB-B es un 

15 



a b 
Supóngase ahora que C --- A, C --- B ·son U.D.-morfismos; se tienen 
diagramas conmutativos de la forma 

e 
ic a 

J./1 Ñ . 

xc\ /xA 

1----íl 

V 

íl 

íl 

donde 

e~ \ e 
\ . 
\ª ,A 

A 'J./1 

P.F XA 

1 íl 

V 

-
< ª1' a>· Ñ a = . . . ' n . 

[) = < bl' . . . , b>· m • Ñ 

'l 

16 



Consid~rese ahora el sigulente triángulo 

ic <al,···, ªn' bl' ... , bm> 
e---- N -----------tf+m 

íl 

entonces por la descripción de XAxB es obvio que el triángulo es conmutativo. 

Por último, el Set-morfismo < a,b>: C ----AxB es tal que 

iAxB< a,b> = < a1, ... , ªn' b1, ... , bm> ic; por lo tanto, < a,b> es un 

U.D.-morfismo. Claramente, PA < a,b >=a y P8 < a,b > = b. La unicidad es 

inmediata. 

La demostración anterior muestra el espíritu de este trabajo. Es claro que si en 
lugar de trabajar con funciones ultradiofánticas, se_hubiere trabajado con 
predicados ultradiofánticos, no se tendría que haber hecho la observación de la 
página anterior. La pregunta natura) que surge de esto ·últ)mo es: lcómo se puede 

trabajar con los predicados ultradiofánticos?. Para el caso de Set la respuesta 
es sencilla: como es bien sabido Set es un topos elemental bien punteado1 que 
tiene objeto de números naturales. En particular, Set tiene una lógica interna 
que es booleana y bivalente. Esto último permite dar una interpretación para los 
predicados ultradiofánticos, por ejemplo, el Set-morfismo A:ílxíl 
la versión interna del conectivo A . 

1 Véase [J] pág. 314. 

17 

---- íl es 

., 



Si se recuerda la definición de los predicados ultradiofánticos entonces es 
claro que para dar una interpretación de estos últimos, se puede proceder por 
inducción sobre el número de conectivos que aparecen en el predicado. Por 

ejemplo, supóngase que P (x1, ... , xn) es f(x1, ... , xn) = O, para fines 

prácticos, supóngase además que n = l. Se tiene entonces un polinomio en 
Z [x] que se puede escribir como 

f(x) = g(x) - h (x) 

donde g(x) y h(x) son polinomios con coeficientes naturales. Es claro como 
podrían interpretarse. Si g(x) = ªn xn + ... + a1 x + a0 entonces 

---N es: 

-
donde h1 = 1N,h2(x) = ·< lN, h1(x)>; ... , hn(x) = ·< lN, hn_ 1> 

Ahora bien, f(x) = O sii (g(x) .: h{x)) e (h{x) .: q{x)) = O, donde.: : NxN --N 
es el morfismo diferencia de N. En consecuencia, se define xP(x): N 

como la composición, xe <.: < xg{x), xh{x)>, .:. < xh(x), xg{x)> >, donde 

x: N --- íl es el morfismo definido en 1.24. 

sªo a Se puede probar que para todo natural 1 ----N, XP(x)S O= v sii 

xg(x) sªo = Xh{x)sªo sii g(a) = h{a) sii f(a) = O. Esto es, un natural a, 

satisface P sii xP{x)sªo= v. 
. 1 

íl 

El l~ctor familiarizado con,~ teoría de los topos notará que esta interpretaciión 
está inspirada en la interpretación que dá Mitchell en [M.]. En el capítulo dos 

. 1 

se hará una descripción detallada de lo que se ha mencionado aquí. Estas 
observaciones pueden justificar la importancia de los predicados ultradiofánticos. 
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Hay algunas consecuencias inmediatas de 1.32 

l. 32 .1 • 
N1 es un U.D.-objeto y todo morfismo f: N'---N que pertenece a R' es un 
U.D.-morfismo. 

Demostración 

Por 1.32 es claro que N' es un U.D.-objeto. Sea f: N' ---- N un 
morfismo que pertenece a R', como el diagrama 

< Pn Pn > = l~.n 1' ... , n N. f 
"r:f ------- t-f---N 

v~\/N 
n--

es conmutativo entonces fes un U.D.-morfismo. 

l. 32. 2 

Los morfismos e: N2--- N, · N2---N, ·: N2----N son U.D.-morfismos 

1.33 U.O. tiene igualadores 

Demostración 

Se demostrará primero que si f = < f 1, ... , f m> : N'---- N"'' 

Y g =.< g1, ... , gm>:l'f--·--N" son morfiimos ouyas componeRtes pertenecen 

a R' entonces el igualador de f y ges un U.D.-objeto. 
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Sea kE: 'r/1---N definido por la siguiente regla: 

e < .:. < f 1 ' g 1> ' .:. < g 1 ' f 1> > e . . . e < .:. < f m' gn? ' .:. < gm' f m> > 

entonces es claro que kE: 'r/1----N pertenece a R'. Además, kE{x) = O sii 

e <.:.•<f., g.>,.:. < g.,f.>> {x) = O, para ie:{1, ... , m} sii g1.{x) = 
1 1 1 1 

f;{x) para iE{l, ... , m} sii r{x) = g{x). En consecuencia, si se considera el 

producto fi brado 

1E 
E>------'r/1 

P.F 

1-----íl 

V 

entonces es claro que {E, iE) es el igualador de f y g. 

En efecto, el producto fibrado anterior puede escribirse de la siguiente manera: 

E 
iE N1 

1 
P.F 

1 
kE 

o 
1 N o - 01 • E 

l l X 

E - ·E· 

P.F 

---N"" 

'! 

1 íl 

V 
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-
en particula~ kEiE = OE; por lo tanto_ f\ = giE. Si E e rf es tal que 

fe= ge entonces kE e= ºE . En consecuencia, el diagrama exterior del 

cuadrado 

E 
' 'e' 

" 'E>------

P.F 

1 -----N 
o 

es conmutativo. Por lo consiguiente, existe un único morfismo e': E---E 
-tal que iEe' = e. Por construcción.fes _un U.D.-objeto. 

--- B dos U.D-morfismos arbitrarios. Entonces se tienen Sean f, g: A 
diagranas de la forma 

iA 
~ 

f 
1'fl N1 A f = < fl' ... ; f >: 

x\9
/ 8 

m 

- < 91' >: N1 g = ... ' g m 

íl 

'\ 

Sea (E, it) el igualador de f y g; considérese el siguiente producto fibrado: 

21 
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E>------

P.F 

1-----íl 

V 

Claramente, E es un U.D.-objeto. Además, E es un subobjeto de A por el diagrama 
anterior. Existe un único Set-morfismo e: E --- A tal que hace conmutativo 

P.F 

1 íl 

V 

Es claro que e: E --- A es un U.D.-morfismo. Se demostrará que (E,e) es el 
igualador de f y g. 

Ahora bien, fe= ge sii i 8fe = i 8ge, pero i 8fe = fiAe = fiE = giE = i 8ge ya que 

E también es un subobjeto de E. 

e 
Por último, supóngase que C ---A es un U.D.-morfismo tal que fe= ge. Se 
tiene un diagrama conmutativo de la forma 

., 

h = < h 1 , .••• , hm. > : Nr __ _ 
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Ahora, como fe= ge entonce_s i8fc = i8gc; Por lo tanto, fiAc = giAc; i.e., 

fE(iAc} = ºe· En consecuencia, existe un único Set-morfismo e': C ---E que 

hace conmutativo.el diagrama 

1-----íl 

V 

Claramente, e': C ---E es un U.D.-morfismo. Como iE = iAe entonces iAc = 

= Fii = i e 1 = i ee 1 • e = ee ,~Va q. ue ·i es un Set-monomorfi smo. Por 1 o e E A:' ~ A 
tanto (E~ e) es el U.O-igualador de f y g. 

Una observación más, es claro que (E,e} es también el Set-igualador de f y g. 

1.34 U.O. tiene límites finitos 

1.35 Todo U.D.-monomorfismo es un Set-monomorfismo. 

Demostración ,, 

Sea F: U.D.---Set el funtor inclusión. Por 1.32 y 1.33, F preserva límites 
finitos. En particular, F preserva productos fibrados. Ahora,- es bien sabido que 

un morfismo f: A --- Bes un monomorfismo sii el cuadrado 
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A -----A 

A-----B 
f 

es un producto fibrado. 

f 

Esta última afirmación también puede probarse directamente. Es evidente la 
importancia de 1.35. Permitirá probar que íl = {0,1} es un U.D.-clasificador de 

subobjetos. Para demostrar esto último se comenzará con: 

1.36 -. 
Si f: A --B es un U. D. -morfi smo entonces Imf, la imagen de f, es un 
U.O.- objeto. 

Demostración 

Sea f: A --B un U.D.-morfismo arbitrario; entonces existe un diagrama 
conmutativo de la forma 

iA < fl' ... ' f > m 
A rf r.f1 < f 1' ... ' f > i = iB f 

~ A 
m A ... 

f l' ... , f: N1 N 
íl m. 

pertenecen a R' .-' ~'1 
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Sea PA{x1, ... , xn) un predicado ultradiofántico que define a A; P8{y1, .... , ym) 

un predicado ultradiofántico que define a By Pj {x1, .•• , xn' Z) los predicados 

ultradiofánticos que definen a las gráficas de fj: r.f---N, para 

jE {1, ... , m}; entonces la imagen de f puede describirse de la siguiente 
manera: 

Claramente, el predicado que describe a Imf es ultradiofántico. 

1.37 

Si A es un U.:D.-objeto arbitrario eñtonces el Set-morfismo característico de 
A, XA: Ñ1---íl es un U.D.-morfismo. 

Demostración 

Sea A un U.D.-objeto arbitrario. Por definición, 
de R' tal que XA = xfA. Como conmuta el diagrama 

existe un' elemento f A: ~-N 

lr.f yf A, 
~--~---N 

v¡f \ /xíl 
íl 

donde y: N---N se obtiene a partir del 
diagrama s 

N----N 

~I 1 
1 ly I y -,, 

~! ! 
N N 
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entonces xfA: Ñ1 ---- íl es el único morfismo que hace conmutativo el 

di ragrama 

N1 yf 

',~ ',,A .j ~ 
íl>-------N 

P.F Xp 

V 

es fácil ver que xj: N---N es y: N--N; por lo tanto, xfA: N"--­

es un U.D.-morfismo. 

1.38 -. -..., 
V falso 

Los set-morfismos 1--- íl y 1 --'--íl son U.D.-iñorfismos. 

Demostración 

Basta considerar los diagramasconmutativos 

o s o 
1 ----N -----N 1----N N 

~¡. 
íl 

\;' .... 
íl 

V falso 
por lo tanto, 1 -- íl y 1 ---- íl son U.D.-morfismos. 
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1.39 

íl es un U.D.-clasificador de subbbjetos. 

Demostración 

Sea X: A---íl un U.D.-morfismo arbitrario. Entonces es claro que X 
clasifica a un U.D.-subobjeto ya que 1 v íl es un U.D.-morfismo y U.D. 
tiene· productos fibrados. 

Reciprocamente,si f: A>----8 es un U.D.-monomorfismo entonces por 1.35, fes 
un Set-monomorfismo. En consecuencia, la imagen de f se puede describir por 
medio del siguiente triángulo conmutativo. 

visto como subobjeto de N11. En consecuencia, el diagrama 

f 
A B 

lA l P.F 1 ¡B 
i 8f 

A N11 .... 

l P.F XiBf 

1 íl 

V 
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es un producto fibrado. Por 1.38, X .. f: T'fl---íl es un U.D.-morfismo y es 
,B 

obvio que i 8: B>----T'fl es también un U.D.-morfismo qebido a la 

conmutatividad del diagrama 

. <Pm Pm> 18 1' ... , m 
s----~-----~ 

Por lo tanto XA = xi 8f i 8: B ---íl es un U.D.-morfismo. Esto demuestra que 

íl es un U.D.-clasificador de subobjetos. 

Al haber hecho la construcción de los u.n.~objetos sobre Set y al ser esta 
última eaJLtuian.amen:te eeJr.Jr..ada; esto _es, para cada Set-objeto A, el funtor 
producto -xA: Set---Set tiene un adjunto derecho. Es natural preguntarse si 
U.O lo es. La respuesta es negativa, como se ve en el próximo resultado. 

1.4 U.O. No es Cartesiana~eñte cerrada 

Demostración 

La prueba de esta afirmación no es muy dificil. Si U.O fuese cartesianamente 
cerrada, existiria un elemento f: N2 ---N de R' que sólo toma valores 
entre cero y uno, tal que las funciones -· ~ 

f(l,j), f(2,j), ... 

son todos los morfismos caracteristicos de los U.D.-subobjetos de N. En [T0], 

sedemuestra que tal morfismo f: N2---N no puede existir. 
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S,in embargo, U.O. satisface las siguientes propiedades 

1.41 U.O. tiene un objeto inicial 

Demostración 

Com~ el cuadrado 

o~----N 

P.F 

1-----N 

o 

s 

' 

es un producto fibrado entonces o-l!s,~n U_.D.~objeto. 

Si A es un U.D.-objeto arbitrario entonces existe un diagrama de la fonna 

iA 
A>------N 

P.F 

1-----íl 
V 

Ahora, como el diagrama 

._;_ \ 

...,. .,.-
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es un conmutativo, entonces iA: O --- A es un U.0.-morfismo. 

Se puede demostrar también que N es un U.0.-objeto de números naturales, U.O. 
tiene coproductos finitos y coigualadores. Las demostraciones de estos hechos se 
basan en las construcciones que se hacen en Set. En particular, la formación en 
U.O. de los colímites finitos realmente es una consecuencia directa de la 
construcción que se hace en Set. 

Como se verá en el próximo capítulo la definición de una categoría ultradiofántica 
sobre una categoría~' no dependerá de la existencia de colímites finitos en 
C. Los resultados que se han demostrado en este capítulo se pueden resumir con 
el siguiente teorema. 

1.5 Teorema (U.O.} 

Sea U.O. la categoría ultradiofántica determinada por-Set. Entonces U.O. 
satisface: 

U.0.1)-

U.0.2) 

U.0.3) 

U.0.4) 

U.0.5) 

U.0.6) 

U.O. tiene límites finitos. Además, el funtor inclusión F: U.0.-Set 
. ' 

preserva límites finitos. 

U.O. tiene un objeto inicial que es el mismo. de Set. 

Si íl es el clasificador de subobjetos para Set, también íl es un 
U.0.-clasificador de subobjetos. 

1 homu . 0 • (1 , íl) 1 = 2 

U.O. no es cartesianamente cerrada. 

U.O. tiene objeto de números naturales, que es el mismo de Set. 
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Este teorema y las demostraciones que se han hecho permiten conjeturar que la 
construcción de una categoría ultradiofántica se puede hacer sobre categorías 
más débiles que Set. En particular, sobre categorías que no necua/Úamente sean 
cartesianamente cerradas. Esta última afirmación se precisará con detalle en el 
próximo capítulo. Además, se tratará de probar un teorema semejante al teorema 

1.5. 
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2. LA CATEGORIA fu.o. ASOCIADA A C 

2.1 Introducción 

Para definir el concepto de categoría ultrafiofántica sobre una categoría f., se 
necesita precisar qué tipo de condiciones satisface esta última. Como se ha 
dicho anteriormente, esta construcción se hará sobre categorías que no son, en 
general, cartesianamente cerradas. El trabajo se desarrollará con categorías 
que satisfacen la siguiente definición. 

2.11 Definición 

Sea f. una categoría que cumple las siguientes condiciones 

C.1)-

C.2)-

C tiene límites finitos--

C tiene clasificador de subobjetos; i.e., existe un f.-objeto íl y un 
V 

morfi smo 1 --- íl ( 11 amado verdad) tal '-que, para cada monomorfi smo 
f: A) , Ben C, existe un único morfismo XA: B ---íl (llamado 
el morfi smo característico· de A) que hace el cuadrado 

f 
A>------B 

P.F 

1-----íl 
V 

un producto fibrado. 
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C.3)-

C.4)-

C.5)-

C.6)-

c. 7)-

f tiene un objeto de nGmeros naturales; i.e., se tiene un ~iagrama en f 

de la forma 1--0-N--s-N .tal que para cualquier otro diagrama en 

f, 1 x A f A, existe un Gnico C-morfismo h: N---A que 
hace conmutativo el diagrama. 

s 

yf N 
1 

1 : h 
1 
1 h 

~l 1 

t 
A 

f 

f tiene un objeto inicial estricto; esto es, todo f-morfismo de 
codominio O es un isomorfismo. 

Ces una {epimorfismos, monomorfismos)-catego.ría. 

íl es el coproducto de ¡ __ v __ íl y 1 falso íl, donde 1 falso n es 

el morfismo característico de Q.---1. 

o 1 

P.F l falso 

1 íl '• .... 
V 

. ,,..,. '-\ 
.. 

C satisface el siguiente principio de recursión primitiva: 
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Si f: A----- 8, g: 8 ---- B son dos C-morfismos arbitrarios 
entonces existe un único C-morfismo h: AxN ---- B tal que hace 
conmutativo el diagrama 

7 
lNxs yAxN AxN 

1 
1 
1 

1 1 
A 1 h 1 h 

1 1 
1 1 
1 1 
J ' 8 8 

g 

o 
donde OA = A-1 N. 

Se intentará hacer un desarrollo análogo, hasta donde sea posible, al que se --
hizo en la cons~rucción d~ la categoría-u.o .. Es necesario hace'r notar que al 
ser Set un topos, se tenía la estructura suficiente para poder tener una 
..i.nteJLp~eta.cl6n de los predicados ultradiofánticos. El camino que se seguirá es 
dar una interpetación de los predicados ultradiofánticos, en una categoría f. 
que satisfaga 2.11. Esto último se desarrollará por etapas; es claro que lo . 
primero que se debe tener es una l6g..i.ca suficientemente adecuada en C. La 
siguiente sección aclara qué tipo de lógica se puede desarrollar en C. 

2.2 Lógica de e •,, 

·~ 

"16 .lt «x:t6 f.,O, .lt m..i.ght be.; and ..i.6 .lt weJLe. 

f.,O, ~ .lt would be.; bu.,t M .lt ,,{2,.rlt, i..:t a..i.n '.t. 
Tha..:t' f., log..i.c". 

, ·:.: 'L. CaMoU -

Una consecuencia inmediata de 2.11 es la existencia de operadores 
A: ílxíl -- íl, 1: íl ---íl definidos por los siguientes productos fibrados. 
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.. 

< v,v > falso 
1 ílxíl o 1 1 íl 

1 1 
1 . 1 
1 1 

P.F 1 11 P.F falso P.F 1 1 1 1 
1 1 

' 1 
1 íl 1 íl 1 íl 

V V V 

Esta última observación permite probar la siguiente proposición. 

2.21 Proposición 

Si A es un e-objeto arbitrario entonces Sub (A) tiene una estructura de 
álgebra de Boole. 

Demostración 

Sean B,CE Sub (A); se define 'BAC.._como aquel subobjeto de A,cuyo morfismo 
carac~rístico es 11 < x8, Xc >. 

B11C>-----A 

P.F 

< v,v > 
1 -----ílxíl 

1-----íl 
V 

.... 
11 

Nótese que 11 < Xa, XC> = x8 sii B ~ C donde~ es el or~~~ usual en Sub (A). 

Además, si BnC denota a la intersección de By C entonces BnC ~ 811 C puesto 
que si el cuadrado. 
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g 

BnC e 

f 1 P.F re 
B A 

b 

es un producto fibrado entonces 

h 
BnC A 

1 ----ílxíl 
< v,v > 

también lo es el siguiente cuadrado: 

donde h = cg = bf. 

-
Esto permite afirmar que A: ílxíl---íl satisface las siguientes propiedades: 

A.1)- A< P2, P1 > =A; Pj: ílxíl --íl es la j-ésima proyección, jE{l, 2} 

A. 3 )- A < P l , A < P 2, P 3 > > = A < A < P l , P 2 > , P 3 > ; ,_P j : ílxílxíl --- íl 

denota a la j-ésima proyección, jE {1, 2, 3} . 

Por lo anterior, BAC es el ínfimo de By C. 

V fa 1 so. 
Como íl es el coproducto de 1---íl y 1 --- íl se ti ene que .... ~ = in· Esta 

observación permite definir un nuevo operador v : ílxíl ---íl, de la siguiente 
manera: 
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V cumple las siguientes condiciones: 

V.l)- V<l 1 ·> = 1 
n' - n n 

Demostración 

V. 2)- V< P2, P1 > = V 

Demostración 

V < P 2, P l > = 1 A ( lx 1) < P 2 , P l > = 1 A < 1 P 2, 1 P 1> = 

= 1 A< P2, P1 >< 1 P2, 1 P1 > = 1 A < 1 P1, 1 P2 > = 

= 1 A ( l x 1) < Pi, P2.>.= V< P¡, P2·> = V; por A.2 

Demostración 

V < V ~ · P l , P 2 > , · P 3 >= V < l A < 1 P l , 1 P 2 > , ·p 3 > = 

V.4)-

= 1 A< A< 1 P1 , 1 P2 >, l P3 > = 

= 1 A < 1 pl' A < 1 P2·, 1 P3 > > ,;­

=V< P¡, 1 A< 1 P2, 1 P3 >> = 

= v.< P¡, V< P2, P3 >>; por A.3 

Si B, CE Sub (A) entonces A< x8, V< x8, XC>>= x8 y además 

V< x8, A< x8, XC>>= X8. 
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Demostración 

A< XB' v < XB' Xc >> = A< XB' 1 A< 1 XB' 1 Xc >>; Por lo anterior, 

A < 1 x8~ 1 Xc > ~ -, x8,entonces 1 (1 x8) ~ 1 A < 1 x8, 1 Xc > ; esto es 

Por último, V< x8, A< x8, XC>>= 1 A< 1 x8, 1 A< x8, XC>> al ser 

A< x8, XC> el ínfimo de x8 y XC se tiene que A< x8, XC>~ x8 en consecuencia 

1 x8 ~ 1 A< x8, XC>; A< 1 x8, 1 A< x8, XC>>= 1 x8. 

1 . 
Un resultado elemental , afirma que Sub (A) es una retícula donde A< x8, XC>, 

V< x8, XC> son el ínfimo y el supremo de x8, XC respectivamente. 

Para probar que Sub (A) es un álgebra ~e Boole, basta -ver que se le puede inducir 
una estructura de álgebra de Heyting. Para hacer esto último se necesita definir 
un nuevo operador >: íl x íl---n, llamado el "operador pseudocomplemento"; 
Si (E, e) es el igualador de A y P1: íl x íl --íl, entonces ) : íl x n--n 

es el morfismo característico de E. 

e 
E>------ ílxíl 

1. 

1 e A ,, 
P.F 1 > E ílxíl n. ,,.. 

+ 
pl 

1----- íl 
~ "" 

V 

1 Véase por ejemplo, [ B. M. J , páginas 4 73-4 7 5. 
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D 

Si B, CE Sub {A), se define el pseudo complemento de.B relativo a C, como el 
subobjeto de A cuyo morfismo característico es ) < x8, XC>. 

b;) c 
B ) C >------ A 

P.F 

1-----íl 

V 

B ) C satisface las siguientes condiciones: 

) .1)- Si B,C,D E Sub{A) entonces A < X0, X8 7 XC> = X0 sii 
-A < A < x0, x8 > , XC > = A < x0; ,x8 > 

Demostración 

} )- Supóngase que A < x0, x8 > XC> = x0. Considérense los siguientes 

diagramas 

\ -,d \ 

\ bAd '. ' 
~ B ) e A BAO D 

l l < XE, j Id 
/\ < XB, XD > 

P.F XC> P.F ~,,., ."'\ .. -

e ·b /\ 
E ílxíl íl B A 

l 1 ~ 
pl 

l l XB 
P.F 

1 íl 1 íl 
V V 
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Como D se factori za a través de B ) C entonces e 1 morfi smo A < x8d, Xcd > 

es igual a x8d. En consecuencia, 

< )- Recíprocamente, si A < A < x0, x8 > , Xc > = A < x0, x8 > entonces 

A < XBd' Xcd > = A < A < XB' XD > > ' A < Xc tXo > > = 

e: A < A < A < .xB' XD > ' Xc > ' Xo > ¡:: A < A < XD' "B > ' XD > = 

= A< x0, x8 > = X8d 

Por lo tanto d se factoriza a tra-vés de B 9 C; en particular, 
"· -

V 

}.2)- A< XB' Xc > = XB sii XB } XC= VA' donde VA= A --1--n. 

Demostración 

> )- Si A < x8, XC > = x8 entonces, para todo elemento D en ..Sub (A) se 

tiene que A< x0, x8 ~ \ >=x0 puesto que A < A< x0, x8 >, 'i<c'> es 

igual a A < x0, A< x8 , XC > > = A < x0, XB ~ . En consecuencia x8 9 XC :: . VA 

< )- Inmediato por n. l. 

. ,.. 1 
Esto demuestra que Sub(A) es un álgebra de Heyting. Es bien sabido , que toda 

1 Véase por ejemplo [ R. -S.] , I 12 .1 y I 12. 2 
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álgebra de Heyting es distributiva. Ahora bien, para probar, finalmente, que 

Sub(A) es un álgebra de Boole, sólo es necesario hacer notar que todo elemento 

8 de Sub(A) tiene complemento. Para esto se probarán dos resultados: 

8.1)-

8.2)-

falso 
A< \ 2, -, > = falsoíl; donde falsoíl = íl---1 ---n 

V < 1~1' 1 > = Víl 

Demostración 

8.1 es inmediato, al ser O un objeto inicial estricto y el siguiente diagrama, 

un producto fibrado. 

O>-----íl 

P.F 

0----1 

P.F 

1---­
v 

falso 

8.2 se obtiene de B.1 ya que v <líl' -11>= 1 A< 1,·12 ;·= l,A < 1, líl>= 

= -, fal SO = V íl íl 
,, ,,.. 

Si se define 1 B como el subobjeto clasificado por 1 x8 entonces:., p~r~"8. l y B.2 

se obtienen las siguientes identidades: 

C.2)- -v < X8, 1 X8 > = v8 
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Esto demuestra de Sub(A) es un álgebra de Boole. Se puede demostrar fácilmente 
que si B, CE Sub(A) entonces x8 ~ XC = V< 1 x8, XC>, usando rr.1 y la 

distributividad de Sub(A). 

Esta proposición permite afirmar que f tiene una lógica clásica. A 
pesar de que C no posee, en general, coproductos finitos, se verá más adelante, 
que algunos coproductos si existen. Es bien sabido, que el coproducto de 
monomorfismos no necesariamente, es un monomorfismo. Sin embargo, al ser f una 
categoría (epimorfismos, monomorfismos) -factorizable, todo C-morfismo puede 
factorizarse a través de un monomorfismo. Si B, C son subobjetos de un objeto A 
tales que su coproducto B + C existe en f, sería interesante saber si el 
subobjeto de A, que se obtiene al tomar la (epimorfismos, monorfismos)­
factorización del C-morfismo (~) : B + C --A es el supremo de By C. El 

siguiente lema aclara esta pregunta. 

2.22 Lema 

Si B, CE Sub(A) y B + C existe entonces la imagen de(~): B + C -A es el 

supremo de By C en A. 

Demostración 

Considérense los siguientes diagramas 

B +\C (.A·_: 
/ ~~ 

D 

Entonces es claro que B, C < D puesto que, por ejemplo, b = (~} v1 = mev1. 
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. 
Si E es un subobjeto de A tal aue E ;:;i: B, C entonces existen morfismos 6, e 
que hacen conmutar los siguientes diaqramas 

-e 

Al ser B + C un coproducto existe(~): B + e 

¡~ 
:~A 
J e 
E 

--- E tal aue 

6 6 (e) v1 = 6, (e) v2 = c. En consecuencia, el siauiente cuadrado es conmutativo 

e 
B+C----D 

(~) /}//:] m 

E >-----A. 
e 

Por la propiedad de diaaonalización, existe un único morfismo d: D---E 

que hace conmutativos los triánqulos corresoondientes;, en.narticular, ed = m; 

esto es, D :i;:;; E. Por lo tanto Des el supremo de By C. 

Para tener toda lo lóqica necesaria en f, se necesita nod'er 11 cuañtificar 

existencial .v universalmente", a través de monomorfismos. Es decir-, si f: A..:.:.....-8 

es un e-morfi smo y C e A es un monomorfi smo entonces 3f ( C) e~ 1'a imagen 

de la comoosición fe y 'rJf (C) es el subobjeto -, 3f (1 C). 

c f 
C >---- A --- B 

~ /.(e) 
3f(C) 
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2.23 ~reposición 

. -1 ( ) ( ) Si f: A---B es un C-morfismo entonces el funtor f : Sub B ---Sub A 
definido oor el cuadrado 

P.T 

A>-------8 

e 

f 

tiene un adjuntoizquierdo 3f: Sub(A) ----Sub(B) y un adjunto derecho 

v.¡: Sub(A) ---Sub(B). f-l es un funtor de álqebras de Boole. -..., 

Der,ostración 

Es claro oue f- 1; Sub(B) ---- Sub(A) es un funtor. La observación más 
imoortante en esta demostración es que si EE Sub(B), el r,orfismo característico 

de f- 1(E) es XEf, como lo demuestra el siquiente nroducto ~ibrado: 

f-1(e) 

,'1 

P.F f 
.... 

e .. ~ 
E------B X-1 = XEf -- ~ 

f(E) 

P.F XE ,.~ .. , 

1 íl 
V 

44 



-1 f preserva complementos puesto aue X 1 1 f- (E) 

-1 
f preserva ínfimos: X _1 = X f = A< XE' Xf > f = 1 A< XEf' XFf > = 

f (EAF) EA F 

= A<X ,X >=X 
f- 1(E) f-l(F) f-l(E) A f-l(F) 

-1 f preserva supremos: X = X f 
f-l(AvB) AvB 

= v < XA, Xa > f = v < XA f, XB f > = 

-v<X X >=X . 
- - f-l(A), f-l(B) f-l(Jl.)vf-l(B) 

Para la oropiedad de diagonalización 3f: Sub(A) --- Sub(B) es un funtor. 

Para probar la adjunción, se demostrará: 

Demostración 

Supóngase que 3f(A') ~ B'; se tienen dia~ramas de la forma: 

a' f 
A'---A ---- B 

~ /.(•') 
3f(A') 

3 (a') 
3 (A')c>-~f __ _ 

f ,, /'B 
>- b' 
J " '\. 

' B' 

En consecuencia, el diaqrama exterior del cuadrado 
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A' 
' ' ' ' f-1(B 1 }>-----A 

P.F 

B' ~----B 
b' 

es conmutativo; por lo tanto, A'< f-1(B'} 

f 

Recfprocamente, si A'< f-l (B 1 } entonces la propiedad de dia~onalizaci6h· 
asegura un morfismo k: 3f(A'} --- B1 que hace conmutativo el diagrama: 

a' -------
A' 
' ,m 

' ' f-l(B 1 )>----A 

r P.F 

B1 >-----B 

'b' 

--

f 

Por último, la adjunci6n f-l -~ 

:A' 
A' 3f (A') 

/ 

rm I<. // 
/ 

/ 
./' 

/ 
¿ 

B' ~----- B 

3 (A 1 } < B' 
f 

..... 

1 

-~-

.>o . 
.,#"' ' .. " 

Vf es consecuencia inmediata d!? la anterior. 

46 



Demostración 

B' ~ 1 3.r{l A') sii -¾(l A')~ 1 8 1 sii 1 A' -<;;,f-l(l 8 1 ) = 1 f- 1(8') sii 

f-1{8') ~A'. 

Una consecuencia inmediata de esta proposición es la siquiente observación. 

--8 es un f-morfismo y A'>-----A es un subobjeto de A 2.24 Si f: A 

entonces 'i/f {A') ~ 8 ~ A' ~ A 

Los resultados anteriores demuestran que a pesar de no ser f., cartesianarnente 
cerrada, se puede definir una lógica clásica;_junto con cuantificadores 
existenciales y universales, que satisfacen propiedades análogas a las que 
cumplen los topos elementales. Con este comentario se termina esta sección. La 
próxima etapa es ver qué propieda_des aritméticas tiene C. 

2.3 Aritmética en C 

2.31 Recursión Primitiva 

La condición C.8 de 2.11, permite probar el esouema de re~ursión ...orimitiva usual; 
. . ' k-

esto es, si f: A--- 8, q: AxNx8 --- 8 son C-morfismos entonces existe un. 
único C-morfismo h: AxN ---8 que hace conmutativo los diagramas,, '. 

,.._ 

lAxs 
O 7 AxN 

~' A 1h 

~l 
AxN AxN 

1 1 --~. 
1 

A" ..... 

h 1 h 
1 1 

i J 
AxNx8 8 

g 
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Demostración 

Considérense los morfismos < lA' OA, f >: A---AxNxB 

< PA' PN, g >: AxNxB ----AxNxB; Por C.8 existe un único morfismo h': 

AxN ---- AxNxB que cumple las relaciones 

h' < lA' OA > = < lA' OA,f >; h'{lAxs) = < PA' PN' g > h'. 

1 

Sea h = P8h; un cálculo sencillo demuestra las identidades deseadas. La 

unicidad es consecuencia inmediata de la unicidad de h'. 

Esta observación, también aparece en [Pe.-et.al]; algunos de los resultados que 
se mencionarán aquí, están contenidos ,1en el artículo mencionado. Sin embargo, 
el desarrollo de la e-aritmética de este trabajo es original. 

2.32 Propiedades Elementales 

Una aplicación de 2.31, es la existencia de morfismos e: NxN 
•: NxN ---N, definidos como en Set~ 

----N, 

() 7 

LYNt 
lnxs 

NxN 7 
yNxN NxN 

lnxs 
-----NxN 

1 L 1 1 
1 1 1 

1 
1 

N e 1 1e 1 • N~I· 
~! l 

ON ~ N N N 

< pl' ·> 1 . . . J 
NxN 

J 
-----N 

\ 

s ' e. 
~ 

e y· satisfacen las siguientes propiedades. Algunas de ellas son bastante 
'~ 

sencillas y no se demostrarán .,., "' 

m.l).- e< 0,0 >=O 
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Demostración 

Considérese el diagrama 

s 
~N -----N 

1 ¡ .. < ON ' lN > l 
~N N 

s 

entonces e < ON, s > = e ( lxs) < ON, lN > = s e < ON, lN > 

Por la unicidad e< ON, lN > = lN 

Esta identidad se demuestra con el sigúiente d-iagrama 

lxs 
NxN 

pl > l < P2, pl > 

NxN 
sxl l .. EB 

N N 
s 

Basta demostrar que el rectángulo inferior es conmutativo. 

\. --

Esto 
caso particular de una situación más general. Si h: AxN --­
morfismo que se obtiene por recursión primitiva de lA: A 
entonces el cuadrado 
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es conmutativo 

AxN -----AxN 

h 1 1 h 

A-------A 
f 

En efecto, es fácil ver que h(fxlN) y fh, hacen conmutativo el diagrama 

f 

......... 
Por¡lo tanto, EB < P2, P1 > = EB 

Esta identidad, se obtiene de la conmutatividad del cuadrado 

AxNxN 
hxlN 

AxN ·~-

1 1 

1 1 

lAxEB 1 1 h 
J ' AxN A 

h 

donde· h: AxN A es un morfismo que se obtuvo oor recursión primitiva, 
como en el caso anterior. 
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Las propiedades respectivas para el producto, •: NxN ---N, son más 
com~licadas de probar. Ninguna de ellas, es conceptualmente difícil; el problema 

radica en que la longitud de sus demostraciones es bastante grande. A pesar de 

esto, se tratará de dar un camino sencillo para comorobarlas . 

• . 1). - . < o, o > = o 

·:.2).-

Demostración 

Inmediata por la conmutatividad del diagrama 

s 
N N l < ON' lN > j-<~, 1-N > 

1 NxN NxN 

j . ¡ . 
N N 

lN 

y e,3 . 

• . 3). -

Demostración 

La idea es probar que·< P2, P1 >: NxN ----- N satisface las identidades 

que definen a •. Para esto Qltimo, es suficiente probar qu~~-< P2, ·>es 

igual a •(sxl), tal afirmación se comprueba al verificar que e< P2, ·>y 
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•(sxl) hacen conmutativos los diagramas 

NxN--------NxN 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

< 1N2' > j : 
1 1 

' ' N2xN N 
ED < pl 

N 
p 2' sP2 > 
N N 

Pár.a demostrar la asociatividad del producto, se comprobará primero que las 
operaciones· y e se distribuyen; esto es, 

e.). -

-
Demostración 

Como en el caso anterior, se comprueba fácilmente que los morfismos 

• < e < p 1 ' p 2 > ' p 3 > ex : N2xN ---N y e < • "< p 1 ' p 3 > ' . < p 2 ' p 3 > > ex ' 

hacen conmutativo los diagramas. 
.1 xs 

N2xN ____ N_2----- N2xN 
1 . \. ·~,. 1 
1 1 
1 1 

<1 > : 1 N2xN, 1 ~-- . : ?1 

2 ¡ ' (N xN)xN N _,.~ 

e<ep2p2 ....-~>-. 
N N xN, N 

donde ·a -l: NxNxN ---- N2xN es el cambio de coordenadas úsual. 
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•. 4). -

Demostración 

Inmediata al comprobar, de nuevo que·< P1, • < P2, P3 >> a N2xN---N 

Y·<·< P1, P2 >, P3 > a hacen conmutativo el diagrama 

N2xN 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' N 

1 2xs 

N2xN----N _____ N2xN 
1 1 
1 1 

. 1 1 
1 1 

< 1 2 > ,' 1, 
N xN 1 

' 1 

J ' {N2xN)xN N 

e < . p 2P 2 ' p2 > 
N N xN --N 

a es el mismo morfismo del inciso anterior. 

Se pueden resumir los resultados anteriores con la siguiente afirmación. 

2.33 Proposición 
-~. 

N junto con las operaciones definidas en 2.32, forman un semi,anill9 conmutativo 
con uno. 

Es bien conocido, [J], que un objeto de números naturales en un topos satisface 
~ 

los postulados de Peana. Se verá que en esta situación también ~é"\terifican tales 
postulados. Antes de esto, se probar~ que íl es un subobjeto de N. 

2.34 Proposición 

íl es un subobjeto de N 
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Demostración 

Considérense los siquientes diagramas 

s 
N-----N /¡ i 

1~ : X ! X 

v~J l 
íl íl 

V falso 
1---- íl ----1 

¡. 
¡J 

l 
N 

Es claro que w = xj: íl---íl es un isomorfismo, al verificarse la siguiente 

igualdad: w = (falso) 
V 

--~. 
En efecto, wv = xjv = xso = falso xó---= falsoñv = falso 

íl ~G 

w falso= xj falso= xo = v 

en consecuencia w2 = líl: en particular, j es un monomorfismo. 

Para probar el primer postulado de Peana, se necesiti definir el morfismo 
predecesor p: N--N. Dicho morfismo está definido por el siquiente diagrama 

' \. . ... 
lxs yl~N lxN '1xN 

1 1 \, (;/;,'J 

: 
, ... 

'' 1 1 
1 - < 1, p> 1 

1 
-

1~: p 1 p 
1 1 _.~ 

o l l l .... ,. i"'\ 

N ( (lxN )xN N 

P = P < ! N' lN > N N; es fácil ver que~ cumple: po = O y p.s = lN" 
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Esto permite afirmar que ses un monomorfismo. En particular, se tienen los 
postulados de Peana. 

2.35 Proposición (postulados de Peana) 

P.l).- El cuadrado 

es un producto fibrado. 

Demostración 

0>-----N 

J j s 

1-----N 
o 

Considérense los siguientes diagramas 

A>-------N 

P. f 

1------N 
o 

s 

s 

Uil cákulo sencillo demuestra que falsoA = yoA = ysiA = Vf1iA = vA; llO cual'/';' 
implica que A es isomorfo a O. 

P.2).- ses un monomorfismo. 

P. 3).- N satisface el principio de inducción; es decir, si A::,.._.-ª--N es un 
subobjeto de N que cumole. 
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a).-oEa 

b).- saca 

entonces A~ N. 

Demostración 

Por hipótesis se tienen diaqramas de la forma: 

1 A 

?/\ 
1 
1 
1 f., 
1 

i 
A N A 

a 
N 

a 

h 
Al ser N un objeto de números nat-ur:ales, existe N---A que hace conmutativo 

' - -
el diagrama: 

s 

f 
,_\. .,... 

,,.. \ . 

entonces es claro que ah: N---N satisface: aho = o, ahs = sah,, ~o'r lo,;/arito, 
i..: ,, 

ah= IN y A~ N. 

Hay algunas observaciones interesantes de 2.34 y 2.35 

2.35.1 Lema 

El cuadrado 
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o 

1-----N 

1-----
v 

es un producto fibrado. 

Demostración 
o 

La idea es probar que si y: N --- íl es el morfismo característico de 1--N 
entonces y satisface también la definición de x (2.24). Esto último es inmediato 
por 2.21. B.1, 2.35. P.1: 

2.35.2 Proposición 

lN 
El :igualador de N ==::::::'.::==· N 

Demostración 
e 

s 

-es O>-·-----• N. 
' .. , 

Si E>----N es el igualador de N=_====~N entonces, .es pbvio que el cuadrado 

e 
E>------N 

P.F. 

E>-----N 
e 

s 

s 

-'~ 

1 ' 

~ 

es un producto fibrado. Si XE denota al morfismo característico de E, por 

2.35.P.1, XEO =falso.Además, como el cuadrado anterior es un·producto fibrado, 

sXE = XE. Esto dice que XE: N ---- íl hace conmutativo el diaqrama 
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s 

~N 
N 

1 XE XE 

~ íl 
líl 

en consecuencia, XE = falsoN 

2.35.3 Proposición 
lN 

El coigualador de N N es N 1 
s 

Demostración 

--Si e: N --- C es tal q~e es = e -~tom:es e_s fácil ve~ que c .. 'y el morfismo 

CON: N---c hacen conmutativo el ·diagrama 

s 

º------: : 1------ 1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

i ' 
... \. 

c------c \ 

\ •. 
1' ... 

Una última observación, la recurs,on primitiva permite afirmar que ciertos 
.... ~ 

objetos tienen coproductos1 , esto queda resumido con: _.,,. ~ 

1 Este resultado también se hizo notar en [P -et. al] 
e 
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2.35.4 Proposición 

Para todo objeto A, 
< lA, QA.> lAxs 

el diagrama A -----AxN ---AxN es un coproducto; 

en particul~r; 1--0 -N s N es un coproducto. 

Para finalizar este requeño desarrollo de la f-arttMética, se introducirá el 
C-morfis~o diferencia. Dicho morfismo está definido oor recursión orimitiva de 

lN 
N ---N y p: N ----N; donde pes el morfismo oredecesor. 

lxs 

~N}N 
NxN 

1 1 
1 1 

1 1 
N 1 

. 1 . - -
1 1 

1 1 

i 1 

' ' N N 
p 

En el caso de Set, este morfismo oermite definir un predicado de igualdad entre 
los Set-morfismos de codominio N; es decir, si f, g: A---N son dos 
Set-morfismos entonces f = g sii (f7g) + (g:f) es el Set-morfismo OA. 

Es evidente que para probar una afirmación análoga en C se necesitan conocer 
algunas propiedades del f-mo_rfismo diferencia. ..;,.: 

2.36 Propiedades de: 

:..1).- :. < o, o > = o . 

:. 2).- : /Q 1 >= O 
' N' N N 
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Demostración 

·Inmediata para la conmutatividad del diaqrama. 

s 
N N 

< ON, lN > 

1 NxN NxN 

N-----N 

:.3).- . {' ) . sxs = 

Demostración 

Considérese el si~uien~e diagrama 

lxs 
NxN NxN -, 

~~ .. 
L-'\,~ 

SXS 

lxs 
N NxN NxN 

. -
lN 

N N 
{J: 

:.3).- . <e, p2 > = pl y . < e, - -

< ON, 1N > 

sxs 

. -

pl > = p2 
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Demostración 

La sequnda afirmación es consecuencia inmediata de la conmutatividad de e. Para 
la primera afirmación basta tomar en cuenta el dia9rama siguiente. 

lNxs 
NxN NxN 

..., 
~~ < e, P2 > < e, P2 > 

~~ L-

sxs 
N NxN 

N------N 

......... ,. 

es claro que P1: NxN N también lo hace conmutativo. 

.:. . 5). - . < lN, lN > = ON -

Demostración 

El diaqrama .~- -~ 
s ..... ~ 

N ------N \ 

->:. -., 
1 NxN -----NxN 

SXS 

N------N 



orueba la afirmación . 

.:.6).- • <' p EB > = 
- - 2' 

Demostración 

< P1, EB > = o NxN 

De nuevo, estas i~ualdades se obtienen de: 

N 
lN > 

• 

ON 

.:.7).-

lxs 
NxN------NxN 

< P2, EB > 

SXS 
NxN NxN 

--· .. .-,,, 

. -

N N 
lN 

<P2,EB> 

. -

< P2, EB > , y < P1, EB > son monomorfi smos·. 

Demostración 

. , ... , 

. \.. 

Bas-ta · ver que á l9uno de 1 os dos morfi smos es un monomorfi smo ya J:l~ ..>-.,. 

< P2, EB > = < P1, EB >< P2, P1 > y < P2, P1 > es un isomorfismo. 
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Si <f1, f2 >, <g1, g2 > son tales que <e, P2 > < f 1, f2 >= <e, P2 ><g1, g2 

entonces f2 = g2 y por .:.4, P1 <f1, f2 > = .: <e, P2 ><f1, f2 >= 

=.: <e, P2 >< g1, g2 > que a su vez es igual a P1 < g1, g2 >; esto es, f1 = g1. 

Esta última propiedad permite preguntarse, si <e, P2 > representa un orden en 

N. El siguiente resultado aclara esta inquietud. 

2.37 Proposición (Orden en N) 

<e, P2 > NxN>----NxN representa una relación de orden sobre N 

Demostración 

a).- Refl exi vi dad 

El morfismo ~ = < lN, lN >: N ----NxN se factoriza a través del morfismo 

< ON, lN >: N---NxN; como se puede ver en el triángulo: 

b-) .-

N 

¡~NxN 
1 
1 

' NxN 

Anti simetría 
-· •"\ 
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El cuadrado 

< ON, 1N > 
N>-----NxN 

NxN-----NxN 
< p2' EB > 

es un producto fibrado. 

En efecto, claramente es conmutativo. Si A ========= NxN son tales que 
< gl' 92 > 

<e, P2 ><f1, f2 > = <P2, e_~<91, 92 > entonces 

f = 1 

por lo tanto< f2, f2 > = < g2, e< 91, 92 >>; esto es, 92 =e< 91, 92 >; como 

OA = :. < 92, 92 > entonces 91 = :. < e, P2 > < 91' 92 > = : < e < 91' 92 > , 92 > 

= :. < 92' 92 > = OA. 

. \.. -~ 
Lo cual demuestr.a que f 1 = g1 = OA Y g2 = f 2. 

... ~ 

'1 ': . .;;, 
.. ! ) 

c}. - Transitividad 

Como el cuadrado· -· .... 

NxNxN -----------NxN 

< Pz, P3 > j J Pz 

NxN N 
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es un producto fibrado y la suma es asociativa, entonces el triángulo 

NxNxN NxN 

es conmutativo. 

La interpretación en Set del morfismo <e, P2 >: NxN ----NxN es el 

conjunto {{a,b) 1 b ~ a}. Ahora bien, este conjunto puede descomponerse como la 
unión ajena de los conjuntos {{a,a)I aEN} y {{a,b)I b < a}. En f.., esto último 
equivale a decir que <e, P2 > es la unión ajena de¾ y< se, P2 >. El 

próximo resultado afirma lo anterjor. 

2.37.1 Proposición 

< e, p 2 > = ¾ v < s e, P 2 > y ¾ A < se, p 2 > = O A 

Demostración 

a).- ¾ A < se , P 2 > = O A 

Si el cuadrado 

a 
A~------N 

NxN------NxN 
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es un producto fibrado entonces ~l =!<e, P2 > (sxlN} < b1, b2 > = ! 6riª = OA. 

Esto implica que sb2 =ay b2=a. Por 2.35.2, A es inicial. 

b}.- ~N v < se ' p 2 > = < e' p 2 > 

Claramente, 6ri y< se, P2 > son subobjetos de <e, P2 >. Supóngase que 
a 

A----NxN es un subobjeto que contiene a~ y< se, P2 >. 

Existen triángulos conmutativos de la forma 

Por 2.35.4, existe un único morfismo h-: NxN ----J\que hace conmutativo el 
diagrama 

1 
1 

'h 
1 

1 

' A 

lxs 
----- NxN 

\. 

Un cálculo sencillo, demuestra que ah< P2, P1 >=<e, P2 ·~. Só1..Q·1iay que 

probar, usando la propiedad universal del coproducto anterior, que 
<P2, P1 > ah= <P1, e>. En consecuencia, <e, P2 >= 6ri v __ <se, P2 >. 

Este último resultado permite demostrar la tricotomía en f.; esto es, NxN puede 
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descomponerse como la unión ajena de~'< se, P2 >y< P1, se>. Esta afirmación 

queda resumida en la siguiente proposición. 

2.38 Proposición 

NxN ~ ~ v < se, P2 > v < P1, se> y los sumandos son ajenos dos a dos. 

Demostración 

Por 2.37.1, basta demostrar que NxN ~ <e, P2 > v < P1, se> y 

<e, P2 > A< P1, se> = O. La demostración se hará en dos etapas. 

a). - El cuadrado 

O >------NxN 

NxN NxN 

< pl' se-> 

es un producto fibrado. --\._ "* .. -e,._ 

,, .. ', 
Demostración .. , 

-... 
Sea < a, b> 

A NxN ~ - ....... . .... 

< c, d> P.F < e, p2 > 

NxN ------NxN 
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el producto fibrado de < e, P2 > y < P1, se > ; por la conmutatividad del 

diagrama se tiene que: 

e < a, b > = c y b = se < c, d > 

Por 2.36.!4 y 2.36.!6 a= · <e, P2 > < a,b > = ! < ~l' se>< c,d > = OA; 

esto implica que c =by b =se< b,d >. De nuevo, por 2.36.!4, 

d = ! < e, P 2 > < d, b > = ! < e < b, d > , b > = ! < ~ < b, d > , se < b, d > > = 

= P' ! < e < b,d > , e < b,d > > = poA = OA. 

Por consiguiente b = sb, lo cual implica que A es inicial (2.35.2). 

b).- Si e.l cuadrado 
a 

A .-----NxN -- . 

P.F . v<X<e p > X<P e>> 
' 2 ' 1' s 

1----­
v 

es un producto fibrado entonces A~ NxN. 

Demostración \.. 

... 
Por 2.24, sólo es necesario demostrar que Vp (A) ~ N, donde P2 

2 

NxN, __._ ___ N 

Vp (a) 
2 

.... '1 

..., ... 
denota a la segunda proyección. Al ser VP (A) >-----N un- su5objeto de N, 

2 

podemos usar el principio de inducción; i.e., VP (a) satisface las siguientes 
2 

condiciones: 
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b.l).- DE Vp (a) 
2 

b. 2).- s VP (a) .i.;; vp (a) 
2 2 

En efecto, DE Vp (a) sii P21 (o) E:;; a (2.23. Vf). Como el cuadrado 
2 

<IN' DN > 
N ------'---'-'--- NxN 

P.F 

1-----
0 

N 

. 1 
es un producto fibrado entonces P2 (o)=< IN' DN >.Ahora,< IN' DN >E:;;<e, P2 > 

ya que <e, P2 >< lN' ON > = < IN' DN >. Como a> <e, P2 >, entonces 

a ~ <IN' ON > . 

,, -1 
Por 2.23. Vf' b.2 es equivalente a demostrar que P2 is VP (a)) E:;; a. 

2 

P21 (s Vp (a)) se puede describir, por medio del siguiente producto fibrado. 
2 

-1 

-IV ( ) P2 p a 
2 lxs 

P2 vp (A) ------- NxN ----- NxN 
2 

Vp (A) 
2 

P.F P.F 

N------ N 
s 
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~ 

Ahora, es claro que P21 VP (a)...;; a. Como (1 x s) es un monomorfismo entonces, 
2 

(1 x s) {P21 Vp {a))= 31 x s{P21vp (a))...;; 31 x s(a) 
2 2 

Por la transitividad del orden definido en Sub(NxN), sólo es necesario probar 
que 3{l x s){a)...;; a. Por 2.23 3f, esto último es equivalente a probar que a 

...;; (1 x s)-1a. 

Al ser A el supremo de <e, P2 > y < P1, se> basta ver que (1 x s)- 1{A) es 

una cota superior para estos dos subobjetos. (1 x s)-1{A) se puede calcular con 
los siguientes diagramas. 

NxN,>------- NxN · NxN ,_.__ _____ NxN 

lxs P.F lxs P.F lxs 

< P1, s e > 
NxN>------- NxN NxN >------- NxN 

P.F X < e, P2 > P.F X 
< pl' se> 

... -- .i· 1 1 íl ... 
V V 

'• 't!,· .... '' 

{lxs)-1{A) = {lxs)-l { <e, p2 > V < pl' s E9 > ) = 
.... ~ 

= (lxs)~ 1 { lxs r¼ < P l, s e > ) 
... "' 

{ <e, P2 >) V 

=<se, P2 > V < P1, e> por 2.23 
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< P1, se> os;;; (lxs)-1(A) ya que< P1, se> os;;; a y además< P1, se> (lxs) = 

2 = < P1, s e> = (lxs) < P1, se>. Por:lo tanto, si z: NxN ---A es 

tal que az = < P1, se> entonces az (lxs) = < P1, se> (lxs) = 

= (lxs) < P1, se>; esto es, el diagrama exterior del cuadrado 

NxN 

es conmutativo. 

< p se> 
1' 

(lxs f 1 (A) >------NxN 

P.F 

A ~-__,-,....--=--NxN 
a 

lxs 

Por 2.37.1, para que <e, P2 > esté contenido en (lxs)-1{~), basta ver que t.N y 

<se, P2 > son subobjetos de (lxs)-1(A). 

Como~ os;;;< P1, e> y < P1, e>~ (lxs)- 1(A) entonces ~·os;;; (lx~}:.l'(A), es 

obvio que < s e, P2 > os;;; (lxs)- 1(A). .., · .~ 

Por consiguie~te <e, P2 >< B; . ·. a os;;; (lxs)- 1(a); en particular.,:.!':. 

sVP (a) os;;; VP (a) y por 2.35.P.3, Vp {a)~ N. Esto implica que A~ NxN y la 
2 2 ·2 

proposición está probada. 
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Esta última ~reposición, permitirá definir el morfismo "máximo", que se denotará 

por máx: NxN ----N. 

2.39 Corolario 

máx = e <P1, · <P2, P1 >>=e <P2,.:. >: NxN----N. 

Demostración 

Sea E) e , NxN el igualador de e.<P1,.:. <P2, P1 >>ye< P2,.: >. Por 

2.38, basta probar que <e, P2 > y< P1, se> son subobjetos de E; i.e., 

<e, P 2 > y < P 1, s e > i gua 1 an a e < P 1, .:. < P 2, P 1 > > y e < P 2, .:. > . Un 

cálculo sencillo demuestra~que: 

e< P2,.:. ><e, p2 > =e< p2,.: <e, p2 >> = EB < P2, p1 >=e 

e< P¡,.:. < P2, pl >> <e, p2 >·-=~-<e_,.:. < p2' EB >> = EB <!, ONxN >=e 

e < p 2 , .: > < p 1 , s e > = e < s e, .:. < p 1 , s e > > = EB-<: s e , ONxN > = s e 

e< P1,.:. < P2 , P1 >>< P1, se>= e< pp.:.•'< s ·e; p1:-:>> =e< P1, P2 (lxs) > = 

= S EB 

2.39.1 Corolario 

El cuadrado , \ .. 

. ., 
NxN -----NxN 

p. F. 
' .... 

1 N 
o 

es un producto fibrado. 
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Demostración 

Por 2.36.!.6, el cuadrado es conmutativo. Si a, b: A---- N son tales que 
! < a,b > = OA entonces por 2.39, EB < P1, ! < P2, P1 >> < a,b > = 

= EB < P2, ! > < a ,b > = EB < b, ! < a,b > > = EB < b, OA > = b; esto es, b se 

puede escribir como EB <a,!< b, a>>. 

2.39.2 Corolario (Predieado de Igualdad) 

El cuadrado 

N-----NxN 

EB <!,. <P2' pl >> 

,, 
1------ N 

o 

es un producto fibrado. 

Demostración 

Por 2.39.1, sólo es necesario hacer notar que el cuadrado 

1 

1 

< o, o> 
------NxN 

N 
o 

Ell 

es un producto fibrado 
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En efecto, es obvio que el diagrama es conmutativo. Si a,b: A---- N son 
tales que~-< a, b > = OA entonces a=: <e, P2 > < a, b > = 

: < OA' b > = OA. Análogamente, b = OA. 

Comúnmente, se acostumbra denotar al morfismo característico de~ por ¡N. El 

corolario anterior, denuestraque SN es igual ax e<:,:< P2, P1 >>, donde 

x: N ----íl es el morfismo característico de 1 ° N. Es necesario hacer 
notar la importancia de 2.39.2; permite afirmar que si f, g son dos C-morfismos 
de codominio N entonces fes igual a g (externamente) si y solamente si 
e<:< f, g >,: < g, f >> es el morfismo Odom(f) (internamente). Con este 

comentario, se concluye esta sección. Estos resultados permitirán dar una 
interpretación de los predicados ultrafiofánticos. De esto último se ocupará la 
siguiente sección. 

2.4 Interpretación de los Predicados Ultrafiofántic~s 

2.41 Polinomios en C. 

Antes de definir, de manera formal, la interpretación de los Predicados 
Ultradiofánticos, se tiene que dar una regla para asociar.a poli111onios en ., . 1, 

Z [ x1, ... , xn], con coeficientes naturales, morfismo·s en c .. ...,Para -~é:er esto 

último procederemos de la siguiente manera. 

2:41.-1 Polimonios en Z [x] con coeficientes naturales 
·'\ 

,, .... 

Si f(x) + ª1x+ao, con ª;EN , idO, ... , n}. El C.:morris·mo 

Pf(x): N ----N asociado a fes igual a: 
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a 
· < s no h (x) > e · • · e n' n N 

donde hi(x): N---N está descrito por las identidades: 

h1(x) = lN; h2(x) = · 6N; ... ;hk+l(x) =·<IN, hk(x) >, ... , hn(x) = 

=. <IN' hh-l(x) > 

Las propiedades aritméticas, descritas en 2.3, oermitirán probar las siguientes 
identidades. 

2.41.2 Proposición 

sªo a Si 1----'---N es un natural entonces Pf(a) = Pf(s o). 

Demostración 

) - i h1.(a) 
ª .- Se probará primero que hi(sªo)-= sá o= s O 

Demostración 

En efecto, si i = 1 entonces h.(x) = lN y la fórmula es clara. Para hk+l(x) = 
l . • k k+l. 

= · < lN, hk(x) > ; hk+l (sªo-) = · < sªo, hk (sªo) > = · < sªo, sª o>= sª ·o 

;._ 

La última identidad se sigue de la siguiente fórmula: 

~:.~ 

b).- Se probará ahora 
. ' 

Demostración 

Si a= o entonces ·<o, sbo >=o = s0 bo. Si a es de la forma j+l, 
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< a+ 1 b > < b a+ 1 > < b < b a > > < b ab > • S O, SO = • SO, S O = EB SO, • SO, SO = EB SO, S O = 

= sb e< o sªbo > = sb(sªbo) = sb+abo = s(a+l)bo. 
' 

c) .- .. Se probara 

Pf(a) = P/sªo) 

Demostración 
9 a 

Pf(sªo) = · < sªno, hn(sªo) > e ... e. · < s'· 1o, h1 (sªo) >es 0o; Por (a) y (b) 

esta expresión puede escribirse como: 

a an 
· < s no, s o > e ª1 a ª e·< s· o, so >es 0o, que a su vez es igual a: 

a an 
n 

S O EB 
ª1ª ªo f(a) _ f(a) e s o es o= s o . En consecuencia, Pf(a) - s o. 

2.41.3 

-
Considérese ahora polinomios f(x, y) en dos variables x, y. Entonces f puede 
escribirse como: 

f(x,y) = A0 (x) + A1(x) y+ ... + An(x)yn 

donde A.(x) E Z [x] y sus coeficientes son naturales, iE to, ... , n}. Por 2.41.1, 
1 

cada Ai(x), tiene asociado un f-morfismo, entonces Pf(x, y) está dado por la 
\. 

siguiente regla: . .,. 

Se pueden probar las siguientes identidades. 
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2.41.4 Proposición 

i).-
Pf(x,y) < P2, pl > = pf(y,x) 

ii).- a 
pf(x,y) < 1N' 5 ºN > = pf(x,a) 

\ 

iii).- Pf(x,y) < sªºN' 1N > = Pf(a,y) 

iv).- P < sªo sbo > = sf(a,b)o = P 
f(x,y) ' · f(a,b) 

Demostración 

i).- pf(y,x) = PAo p2 e . < PAl p2' hlPl > e ... e . < PAn p2' hn pl > 

pf(x,y) < P2,Pl > = PA
0 

pl < p2' pl >e . < PAl pl' hl P2 > 

< p 2' e.¡ > e· · · e . < p A p 1' hn p 2 >: < p 2 ' p 1 > 
--.... - n . ¡"" 

= PA p2 e . < PA p2' hl Pr >e ... e . < PA P2, hn pl > 
o l n 

ii).- f(x,a) = A0 (x) + a A1(x) + ... +a" An(x). 

Pf(x,y) < lN' sªoN >= PA e. <PA 'hl sªoN>e . .'.e. <PA' hn sªoN > 
o 1 n 

a · a" 
= P A e . < P A ' s 0N > e · ... · 6l. • < ~A· - ,1,,s 0N > 

o 1 n~ 
1 -·~= 

= Pf(x,a) 

iii).- f(a,y) = A0 (a) + A1(a) y+ ... + An(a) y" 
a a 

pf(x,y) < s ºN' 1N > = PA 5 ºN 
o 

A (a' O I 
= SON 
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iv).- Es obvio, por 2.41.2 

2.41.5 

En general, si f(x1, ... , xn) es un polimonio en n-variables x1, ... , xn; 

entonces si fes igual a: 

... ' 

... ' x ): Nn ____ N es el C-morfismo: 
n 

pn )> EB < p' n n >, hl Pn>e ... EB . <PI' Pn-1 n-1 . Al ... ' n 
n >, h Pn > donde n. Nn N es la i-ésima proyección, ... ' Pn-1 p .. k n , 

iE {1, ... ' n}. 

~. 

Como en el punto anterior, se probarán las siguientes .relaciones: 

2.41.6 · Proposición 

i). - ... ' Pn Pn Pn 
i-1' n' i+l' 

... ' X.) , 

... ' p~ > = , 

i i). - n-1 n-1 a n-1 
pf ( x ) < PI ' ... ' p · 1' s o n 1' pi ' xl' · · · ' n 1 - N -

... ' 

= Pf(x1, ... , xi-l' a, xi+l' ... , xn) 

pn-1 ;~ 
n-1 

, ... 

... ' 
a f ( a 1, .... , ªn ). 

s no>= s o~ pf(a a ) 
1' · · · ' n 
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Demostración 

i).-

Ak(xl' ... , xi-1' xn' xi+l' ... , 
n n n 

pf(xl' ) < pl' ... , P. 1' Pn, ... ' ... , xn ,_ 
n n 

P n-1 > EB • • • EB • < P A < P 1' · · · ' 
k 

i i ) . -

+ ... + Ak (xl' ... 'xi-1' a, 

= Ao (xl' •.. , xi-1' a, xi+l' ... , xn-1) 

k 
xi+l' ... , .. xn.a:1) xn 

n-1 a n-1 .....__ 
= p < n-1 pn-1 > 

xn) pl ' p. l' so n-1' p. ' ... ' f(x1, ... ' n-1 ,_ ,. ... ' 
n-1 n-1 = PA < pl ' . . . ' p. 1' ,_ 

o 
n-1 a pn-1 

pi-1' s ºNn-1' i ' • .... , 

... ' 

Nn-2, jdo, ... , k}. 

Ahora bien,< P~-l, 

siguiente manera: 

... ' 

N 

sªo p~:1' pn-1 > EB n-1 
n 1' ... ' ·~ . EB . <PA <Pl ' ... ' 1 n-2 N - k 

... ' Pn-1 > d .. es un mgrfi~~o de om1n10 n-2 

'\,. .,,.,, 
n-1 a Pn.-1, 

pi-1' s ºNn-1' 1 ... ' P~=~ > 'pue~de esq·i,~i rse •:~e la 
.. 

... ' 

' ... ' n-2 a pn-2 
pi-1' 5 0 n 2' i ' N -

... ' n-2 > < n-1 
Pn-2 Pl ' ... ' n-1 n....-f: 

P. 1,-P.\ ' 1 - 1 
pn-1 > 
n-2 

por lo tanto, para toda j (o~ j ~ k), se tiene 
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= n-2 
PA. 

< n-1 pl ' ... ' pn-1 
i-1' sªo n 1' 

p~-1, , ... ' pn-i > 
n-2 PA. 

< pn-2 
1 ' ... ' p. 1' ,_ 

J N - J 

sªo n-2 pn-2 > < pn-1 n-1 n-1 pn-1 > = 
n 2' p. ' ... ' ... ' p. 1' p. ' ... ' 

N - , n-2 1 ' ,- , n-2 

PAj(xl' 
< pn-1 n-1 n-1 pn-1 > = 

xn-1) 
p. 1' p. ' 

X. 1' a, X. 1' 1 ' ... ' ... ' n-2 ... ' ... , ,_ , ,- 1+ 

p < n-1 n-1 sªo pn-1 pn-1 "> = f(x1, xn) pl ' ... , p. 1' n-1' i ' ... ' n-1 ' ... ' ,_ 
N 

PAo(xl, 
< pn-1 n-1 p~-1, pn-1 > EB EB = 

xn-1) 
p. 1' x. 1' a, xi+l' 1 ' ... ' ... ' n-2 · · · ... ' ... ' ,_ , ,_ 

EB < PA < p~-1 n-1 n-1 > . 
(xl' xn-1) 

P. l' Pn-2 x. 1' a, xi+l' ' ... ' ... ' 
k ... ' ... ' ., ,_ ,_ 

hk 
n-1 > = p Pn-1 f(x 1, ... , X. l' a, xi+l' ... ' xn) ,_ 

.iii).- Inmediato. 

Como se verá en la prox,ma secc,on, estos resultados permitirándefinir una 
interpretación de los Predicados Ultradiofánticos, por medio de morfismos de 
dominio una potencia de N, y codomino íl. Dicho esto último se comenzará con 

2.42 La Intepretación de los Predicados Ultradiofánticos: 

Sea P(x1, ... , xn) un predicado ultradiofántico arbitrario. Se procederá por 
inducción sobre el número de conectivos lógicos que apa rec'én en -P·,.- -~-

·2. 42 .1 

Si en P no aparece algún conectivo entonces P es la forma f(x1, ... v~r) = O 
•º\ 

donde fes una expresión polinomial con coeficientes enteros. Este polinomio se 
puede escribir como f = g-h donde g,h son polimonios con coeficientes·naturales. 
Además es claro que f(x1, ... , xr) = O sii ((g.:.h) + (h.:.g)) (x1·;· ~ .. , xr) = O, 

donde.:. es la diferencia en N. Se define X · Nr ___ íl como P(x1, ... , xr)· 
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X( )=xe<.:. <P( )'p )> P x1, ..• , xr ~ x1 , ... , xr h ( x1, •.• , xr ' 

donde Ph y P9 son los morfismos asociados a g y h por 2.41.6 y x: N --- íl es 

el C-morfismo definido en 2.34. 

2.42.2 

Si P(X¡, X ) = lQ {x1, ... , X ) y XQ( 
... ' r r .. xl' 

morfismo asociado a Q{x1, ) entonces 
... ' xr 

XP{ ) l,,X x 1' ... ' xr = Q { x 1' .•. ' xr) 

--
2.42.3 

2.42.4 '·· .. .-Jo, 

-· Si P(x1, •.. , xr) = P1(x1, ... , xr) v Q{x1, ... , xr) entonces 

X ( ) = v < X ( ) , X ( ·- ) > 
P xl' · · · ' xr P 1 xl' · · · ' xr Q xl' · · · ' xr 

>:. 
' .... 

2.42.5 
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es el C-morfismo asociado a Q(x1, ... , x. 1, x, x.+l' ... , x) entonces 
- 1- 1 r 

XP(x1, ... , xr): Nr ____ íl es el morfismo característico de (3x) (A)::---Nr 

iA +l 
donde A)>----· Nr es el subobjeto clasificado oor XO(x x x) 

· 1' · · · ' xi -1 ' ' xi ' · · · ' r 

iA iA < pr+l r+l r+l pr+l > 
• Nr+l ... ' p. 1' pi+l' ... ' 

A) Nr+1 
1 ' 1- r+l 

Nr 

l J 

• 

P. F XQ 

1 íl e(3x) (A) i (3x) (A) 
V 

(3x)(A) 

-
i (3xf{A) 

.... 
Nr (3x) (A) 

p. F 

1 
V 

-.- 1,. 
• ~ > 

' ..,.,-
' 

' \\. ~ 't~ 
'4,. ¡ .f 

2.42.6 
>:_' 

Si P(xl' ... , xr) = (Vx)(Q(xl' ... , xi-1' X, Xi+l' ... , xr)} ent~nces 

X · Nr ____ íl es el morfismo característico de P{x1, ... , xr)· 
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i-(\lx} (A} 
Nr ('o'x} (A) donde A es el subobjeto clasificado por 

X 
... ' xr} Q(xl, ... ' x. 1' x, Xi+l' 1-

A> 
iA • Nr 

P. F X 
... ' xr) Q(xl' ... , xi-1' x, xi+l' 

1 íl 
V 

Cuando no haya peligro de confusión se escribirá Xp: Nr ___ íl en lugar de 

Nr----íl . . . . ' 

A veces, es difícil calcular la in~ersección de dos subobjetos.la siguiente 
observación permite afirmar que en é,ertris casos este cálculo no es tan 
complicado. 

2.42.7 Proposición 

Si f, g: Nr ____ N son C-morfi smos entonces A < xf, Xg > = x e < f, g > . 

Demostración 
.... 

Basta demostrar que A (xxx) es igual ax e, Para esto, conSicffirense los_ siguientes 
' 

diagramas 'tA-
'' 

•"\ 
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·-· 

< o, o> 
1------NxN 

1 ------ílxíl 
< V, V> 

1-------
v 

< o, o> 
1------NxN 

1-------N 
o 

1-------,-
v 

Claramente, cada uno de ellos es un producto fibrado; por lo tanto,A {xxx) = x e. 

De acuerdo a la definición 2.42, es -b.~stante claro cómo se podrfan definir los 
objetos ultradiofánticos en C. Como se vió en el capít~lo anterior, un subconjunto 
A de Ñ1 es ultradiofántico sii existe un Predicado P{x1, ... , xn) tal que 

Como ya se tiene una interpretación de los predicados ultradiofánticos sólo es 
necesario precisar cómo se van a caracterizar los obje_tos_ij_ltradiofáQ._ticos en f.; 

. - . .., 
de esto último se ocupará la siguiente sección. _ 

\\ ':.~ 
4- 1 ' 

2.5 La Categoría fu.o •• 

2.5.1 Los Objetos de ~.D 
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Definición 
.. 

Se dice que un e-objeto A es ultradiofántico sii existe un predicado 

P(x1, ... , xn) tal que el cuadrado 

P.F 

1-----íl 
V 

es un producto fibrado. 

Los objetos de fu.o son los e-objetos ultradiofánticos. 

La definición de ftJ. 0-morfismo necesita un poco más de cuidado. Hasta el 
--momento, no se ha i::ons i derado un aná·logo -a la clase R' de funcibnes 

ultradiofánticas. Para definir a los ftJ. 0-morfismos se-usará la definción 

anterior. Recuérdese que una función f: t./1---N pertenece a R' sii su gráfica 
es un conjunto ultradiofántico. Como ya se cuenta con una definición precisa de 

f.u. 0-objeto, la definición de R'c n~ es muy difícil de jmaqinar. 

2.52 La Clase R' 
c 

Definición 

'·· 
. ., 

,, 
.... 

Se dice que un C-morfismo f: Nn ____ N pertenece a R' sii su grá.:fica c -, 
·"\ 

Nn __ <_l_,:;.__f_> __ NnxN es un f.u: 0-objeto; i.e., si existe un predicado 

ultradiofántico P< l, f > tal que el cuadrado 
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< 1 , f > 
Nn 

Nn ------ NnxN 

P.F X = X 
p<l,f> <l,f> 

1 íl 
V 

es un producto fibrado. 

Se verán qué tipo de propiedades satisface R'. 

2.53 Propiedades de R'c 

2.53.1 Proposición 

El morfismo lN: N ----.N pertet:a.ece -a R\ 

Demostración 

Como el cuadrado 

~N 
N ----'---NxN 

P.F 

1------íl. 

t 

-- .. 
··'4 

., '"\ >; 

es un producto fibrado {por 2.35.1 y 2.39.2) y x.e < !, !"< P2, P1 >> 
r .. ,..-..,•· 

corresponde al predicado x = y entonces~ es un fu. 0-objeto; esto es, lN: N ---N 

pertenece a R'c· 
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2.53.2 Proposición 

El morfismo s: N ----N pertenece a R'c· 

Demostración 

N es un fu. 0-objeto 

En efecto, considérese el siguiente producto fibrado. 

s 
N----- N 

P.F xs 

1 n 
V 

,, ""'; 

entonces, por 2.35.P.1, 1 Xso = 1 fé~so = v; Además, 1 Xss = 1 vN = falsoN; 

por 2.34, 1 Xs = X; esto es, Xs = 1 X. 

(R'c· 2) < 1, s >: N ----NxN es un fu. 0-objeto'. 

Basta considerar el siguiente producto fibrado 
..... ,-

.,· ""I 

. ,. .. ~. ·.'' 
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N>------NxN 

s P.F 

~ N"r-----NxN 

P.F X e<.:.,.:.< p2' pl >> 

1-----
v 

Ahora, la composición x e<.:.< sP1, P2 >,.:. < P2, sP1 >> corresponde al 

predicado y= x + l. En efecto, sólo es necesario hacer notar que 
e< P1, so 2 > es igual a: e< P1, so 2 >=se< P1,o 2 >=se< IN' ON > P1 = sP1 

N N N 

2.53.3 Proposición 

(R' . 3) s· Pn Nn N es la i-ésima proyección entonces P~ pertenece a c , i: --- , 

R' (1 E;;;; i ~n). 
c 

Demostración 
. 1 •. 

Considérese el siguiente cuadrado 

A 
', a < 1 , 

' Nn 
'Nn NnxN .>-------

. 
J~-..... 

¡ 1 e<:< P2, P~P¡ >, :_,;:p~P1,P2 >> 
1 N 

o 
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d d P Nn N N P Nn N Nn son las · El on e 2: x ---- , 1: x ---- proyecc, ones. 

cuadrado es conmutativo ya que e<:< P2, P~P1 >,: < P~P1,P2 >>< lNn' P~ > = 

- e < · < pn P~ > , : < P~, P~ > > = O n - - i' , , , N 

Si< a,b >: A -----NnxN es un C-morfismo tal que 

e <: < b,P~a > , : < P~a, b > > = OA entonces : < b,P~a > = OA y 

: < P~a, b > = OA. Por lo tanto, b = n P.a. , 

Esto prueba que P~: Nn ____ N pertenece a R' . , c 

2.53.4 Proposición 

(R'c· 4 ) Todos los morfismos constantes de la forma sªo n= Nn ----N 
N 

pertenecen a R'c· 

Demostración 

Oonsidérese el cuadrado 

A 

' 

< b,c > 

,b <1 , n' 
'... n N n 

N ------- N xN 

1--------N 
o ' ~ -- ,· 
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Claramente, es conmutativo. Si < b, c > : A -----NnxN es tal que 

.:. < c, ª > O = • < ª c > nt c c ª E u n · s ºA = A - s ºA' e on es = s ºA" n consec e c,a, 

sªo n= Nn ____ N pertenece a R' . 
N c 

2.53.5 Proposición 

(R' . 5) s,· f: Nn ____ N Nm N t R' t c y g1, ... , gn: --- per enecen a c en onces 

el C-morfismo composición f < g1, ... , gn >: Nm N pertenece a R'c· 

Demostración 

Por hipótesis, se tienen productos fibrados de la forma: 

P.F 

1------íl 

V 

1 

P.F 

-------íl 
V 

En Set, un Predicado que describe a la gráfica de la c_ompa~ición es::f,, 
(3z1, ... , zn) (Q(z1, ... , zn, y) A P1 (x1, ... , xm' z1) A , ... } P~(xi'·, ... , xm, zn)) 

Se verá que este Predicado también resuelve R'c.5. Para esto, considérese el 
siguiente diagrama 

, ., 
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11 n-veces 11 

< lNm' 91, ... , gn, f < 91, ... , gn >> ,,• _ _,k 

Nm >------------------ NmxNx 

... 
xNxN 

<v,, .. ,v> 

< Xp < P1, P2 > , ... , 
1 

xp < Pl' Pn+l >' 
n 

XQ << p2 ... , pn+l >' 

Pn+2 >> 
1----------------------

m donde P1: N xN ... xNxN m • m N , ... , Pn+2. N xNx .... xNxN--- N denotan 

a las proyecciones. 

Si se componen los morfismos 
obtiene:< XP < 1 , g1 :>, 

1 Nm 

que aparecen en 

... , xp < 1 m' 
n N 

f < g1, ... , gn >>> que claramente es igual 

la parte superior del diagrama se 

9n > ' XQ(< 91' · · ·' 9n > ' 

a< v m' ... , v m >. Un cálculo 
N N 

sencillo demuestra que este último diagrarr{a es un producto fibrado. 

Como la intersección de subobjetos es asociativa entonces también es inmediato 

<1 f< >> Nm' 91' ... , ·9n' ql, ... , 9n 

m , m 
que el subobjeto N >------------------N xNx ... xNxN 

corresponde al predicado Q(x1, ... , xn' y} A P1(y1, ... , Ym' x1) A 
'; .,. 

(y1, ... , Ym' xn). Sólo es necesario hacer notar que él cuadrado· 
.,, 

<v, ... , v> 
1 --------íln 

P.F 

1-------íl 
V 
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es un producto fibrado. Recuérdese que la intersección es asociativa. 

Ahora bien, (3zi) (Q(z1, ... , zn, y) A P1(x1, ... , xm, z1) A •••• A 

Pn(x1, ... , xm, zn)) se obtiene al considerar 

..,¡:· 1Nm,g1,···,9m,f < 91•···• 9n >> < P1,···,P¡,P¡+2•···,Pn + 2 > 
Nm >------------ NmxN ... xNxN ----------- NmxN ... xN 

< 1 , g1, ... , g. 1, g. + 1, ... , g , f <g1, ... , 9n > > 
Nm 1· 1 n · 

A ••• A Pn(x1, ... , xm, zn)) queda-d~_scri_to por: 

< 1 Nm, 91' ... , 9m• f < 91 • ···• 9n ::,,: ::> < P 1' P n + 2 > 
>------------ NmxNx ... xNxN · NmxN 

~. 

.~ 

-
,, ... <:,i, 

' ' < lNm, f < gl' ... , gn >> 
Por 2.42.5, Nm >-------------- NmxN es un U.O-objeto; esto es, 

~.:.. 

f < g1, ... , gn > pertenece a R'c· < •"\ 

Estas cinco propiedades sirven para definir los fu. 0-morfismos,.--
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2~54 Los fu. 0-morfismos 

2.54.1 . Definición 

Sean A, B dos f.u. 0-objetos se dice que un f_-morfismo f: A ----Bes un 

.fu. 0-morfismo sii existen f 1, ... , fm: Nn ___ N elementos de R'c tales que 

hacen conmutativos los diagramas 

iA 
Nn A 

P.F XA 

1------ íl 
V 

A, 
' f 

' ' 

is 
Nm B 

P.F 

1------íl 
V 

... ' f >- i m -A 

B------

P.F 

1------

v 
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XB 

iA < fl' ... ' f > m m 
A N n N 

~/. 
íl 

_. \. 

...... 
; B f = < fl' ... ' f. >JA m ,, . •:.i, 

.... iJ 

., "' 

't'":". ·.·· 



Esta es la misma definición que se dió en el capítulo anterior. Se verá en la 
siguiente observación que fu.o es en efecto, una subcategoría de C. 

2.54.2 Proposición 

fu.o es una subcategoría de e 

Demostración 

a).- Hay identidades 

Demostración 

Sea A un f.u. 0-objeto arbitrario entonces existe un producto fibrado de la forma: 

iA .... 
A >-------- Nn-, --

P.F 

1 ------n 
V 

Considére.nselos siguientes diagramas conmutativos. 

i A < pl ' ••. ' p n > 
A'>>----· Nn -------- Nn 

1 
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P.F 

íl 
V 

..... 

.--
XA 

_, "' 

--

':.~ 
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donde Pi: Nn ____ N es la i-ésima proyección. En consecuencia, lA: A---A 

es un ftJ. 0-morfismo. 

b).- ftJ.o es cerrada bajo la composición de ftJ.o-morfismos. 

Demostración 

Supóngase que se tienen diagramas conmutativos de la siguiente manera 

A> 

A 

iA 

' ',f 

, N 
<f¡, ... , f > 

n m 

~/. 
íl 

's ->------- Nm 

P.F 

V 

Nm 

..... _ 

B 

B 

' ',9 

iB 
N 

< 9¡", ... ' g > 
m r 

~/. 
íl 

'e>--------- 11-{ 

P.F 

-----íl 
V -

Nr 

..>-.. ' 
Considérese h.= g. < r1, ... , f >: Nn----N; Por R' AS cad3 h. pertenece 

J J m ~ J 

a R' (1 ~-j ~ r). Además, hacen conmutativo el diagrama c 
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iA < h1, ... , hr > 
A>-----Nn _________ Nr 

íl 

= < h1, ... , hr > iA; por lo tanto, el f.-morfismo composición gf: A----c 

es un fu. 0-morfismo. 

Esto demuestra que fu.o es una subcat'egoría de C. Los últimos resultados se 

pueden resumir con la siguiente definición. 

2.55 Definición 

La subcategoría fu.o de f. se llama la categoría ultradiofántica determinada por f. . 
. 1:, 

. ·.-1lli-. 

Antes de pasar a estudiar las propiedades de fu.o' se har§n a-lgunas ob~ervaci-0nes. 

2.55.1 Proposición 

1 es un Cu_ 0-objeto 

Demostración 

Inmediata ya que el cuadrado 
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o 

1------N 

P.F 

1------

v 

es un producto fibrado. 

2.55.2 P~oposición 
':.~, 

O es un fu~0-objeto 

Demostración 

Como el diagrama 

0-----N 

P. F 

o 
1-----N 

P. F 

1-----
v 

X 

--.... : -....... --., 

s 

X 

es un producto fi brado entonces O es ún fu. 0-objeto. 

2.55.3 ·Proposición 

N es un fu.lD-objeto 
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Demostración 

Considérese ON: N ---- N entonces como XON = XO!N = vN, el cuadrado 

N------N 

P.F 

1------

es un producto fibrado 

2.55.4 Proposición 

íl es un ~- 0-objeto 

Demostración 

v 

En Set, íl es el conjunto {xe:N I x = O v x = 1}. Se verá primero que la 
interpretación de los conjuntos {xe:N I x = o·} y {xeN: 1 x = l} son 1 ° N y 

1--s_o __ N respectivamente. 

En efecto, por 2.55.1 es claro que la interpretación en °cde {xe:N I x = O} es 

1 ° N. Para el conjunto restante basta considerar iks ideA:ti~dfdes: 
..... 

\ 

EB < .:. < IN' SON > ' .:. < SON' IN > > = EB < p .:. < IN' ºN > ' .:. < SON,. JN' > ">f·'f' 

= EB < p ' .:. ~ SON' IN > > . . 
..... : . 

..,. •"\ 

Ahora, el cuadrado 
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a 
A~ 

1----N 

EB < p' . < SON' lN > > ; X so = X EB < p' .:. < SON' lN > > 

------N 
o 

es conmut_ativo ya que e < pso, · < soN·, lN >so> = e < o, .:. < so, so>>= 

a =EB<o, o>= o. Si A----N es tal que e< pa,.:. <soA' a>>= OA entonces 

pa = OA y.:. < soA' a> = OA; en consecuencia, por 2.39.1 a= e< soA,.:. 

< a, soA >>=e< soA, p.:. <a, ºA>> =-EB <·soA, p~ >=e< soA' ºA>= 

= so A . Por lo tanto el cuadrado es un producto fi brado -.= 

Por último considérese el cuadrada.. 

a 

A ~N 

V < X, X EB < p , .:. < SON, lN > > > 

\. 

V ' -· 
,, •¡¡¡. ... "' 

donde j: íl;:;-----N es el morfismo definido en 2.34~- Usando la propiedad 

universal del coproducto es fácil ver que v < x, x e < p; .:. < soN 'i., 1rf:> > > j 

es igual a víl. Supóngase ahora que a: A ---- N es un c..:.morfismo tal que 

b c 
v < xa, x e <pa,.:. < soA' a>>>= vA entonces si 8>-----A, c~--=----A 

son los subobjetos clasificados por Xsoª y X0 a. 
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b 

B>-----A 

P.F 

so 
1-----N 

P.F 

a 

X EB < p ' ! < s ºN ' lN > > 

c 

C>------A 

p~:F 

o 
1-----N 

P.F 

1---- 1 
V V 

entonces por hipótesis BvC =A.Además, como el diagrama 

o-----o -----1 

~-
P.F P .F o 

1-----N-----N 
o s 

a 

X 

es un producto fi brado entonces A < xa, x EB < pa, ! < so A-' a > > > ·= fa l soNa = 

= falsoA.' Es decir, By C son subobjetos ajenos cuyo supr~mo es~·-~ idea es 

probar que los morfismos jX8 y a son iguales. Para esto, ~upéngasé qu~ 
• ,·, 1 ';.t+ 

E'.>--_e __ A es el igualador de tales morfismos. Por lo anterior, basta probar 
que By e· son subobjetos de E. Los diagramas 

I"\ 
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b 
B>-----A 

P.F 

1 

so 
son ta 1 es _que: 

XB 

jX8b = so8 y jX8c 

N 

= j fal soc = ºe 

c 
_C>-------A 

P.F 

1 íl 

o 

XB 

N 

Como ab = so8 yac= ºe por construcción se tiene entonces que by c igualan a 

jX8ya; i.e., B, C son subobjetos de E. En consecuencia, jX8 =ay la 

observación está demostrada. 

Estos últimos resultados ayudarán a ·estudiar qué propiedades tie·ne la 
subcategoría fu.o· De esto se ocupara la última parte ae este capítulo. 

2.6 Propiedades de fu.o. 

2.61 Proposición 

fu.o tiene objeto terminal 
•: ... 

4- • ' 

Demostración 

Por 2.55.1, 1 es un fu. 0-objeto. Basta probar que el C-morfismo !A:~K-....,·---1 

es un fu.0-morfismc,si A es un fu. 0-objeto. Supóngase que A es un fu. 0-objeto 

arbitrario, entonces existe un producto fibrado de la forma 

101 



;A 
A>-----Nn 

P.F 

1------íl 
V 

Considérese el diagrama 

entonces claramente XO n;A = XOA~ vA; Por lo tanto ~l diagrama exterior del 
N ~. ¡ 

producto fibrado 

A, 
' ' ' 

-....... ' .... 

'1----N' 

P.F 

1-----íl 

V 

X 

es Conmutat,·vo. Por lo tanto .'A·. A 1 es un e f" - .;~ --- -=u. 0-mor Jjmo - ~·. 
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2.62 Proposición 

~.D tiene objeto inicial estricto. 

Demostración 

Por 2.55.2 O >----N es un fu. 0-objeto. Sea A un ~.0-objeto y considérese 

el siguiente diagrama conmutativo 

< lN' ... ' lN > 
O,_ ____ N ------- Nn 

~ 
n 

Por 1 o tanto, i A; O 

diagrama 

A es"u~_fu. 0-morfismo ya que hace ... conmutativo al 

º, . 
','A 

= ·j 
Nn 

'A--------

P.F 

V 

Claramente bes un fu. 0-objeto inicial estricto. 
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2.63 Proposición 

fu.o tiene productos finitos 

Demostración 

Sean A, B dos fu. 0-objetos arbitrarios entonces se tienen productos fibrados de 

la forma 

iA 
A>------ Nn 

P.F 

1----­

v ·,. 

iB 
B>------Nm 

P.F 

1----­

v . -

Sea AxB el e-producto de A y B. se demostrará primero que el diagrama 

1-------------------- ílxíl 

< V, V> 

es un producto fibrado. 
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En efecto, es claro que el diagrama es conmutativo. Si f = < f1, ... , fn+m >: 
n+m e ---N es tal que< XA < f1, ... , fn >, x8 < fn+l' ... , fn+m >> = 

=<ve' ve> entonces existen C-morfismos g: C ----Ay h: e ---B 

tales que< f1, ... , fn > = iAg y< fn+l' ... , fn+m > = i8h. Entonces el 

morfismo < g, h >: C ---AxB es tal que< P~iAPA' ... , P~iAPA' -·~. i8P8 , 

P:i8P8 ';t< g, h > es igual a f. Por lo tanto, AxB es un fu. 0-objeto. 

Sea iAxB = < P~iAPA' ... , P~iAPA' PTi 8P8 , ... , 

PA: AxB ---A entonces como el diagrama 

< pn+m pn+m > 
1 ' · · · ' n 

AxB ----Nn+m ---------Nn 

íl 

es conmutativo y además< p~+m, ... ' P~+m > iAxB = 

fu. 0-morfismo. Análogamente, P8: AxB ---Bes un .fu. 0-morfismo. 

a b 
Supóngase ahora que C ---A, C B son fu. 0-morfismos; existen 

morfismos a: Nr ___ Nn, 6: Nr ___ Nm tales que hacen conmutativos los 
> -- ' _J,, 

diagramas 
"4' --

ic - e,~ 
a ,: 1A "" C>----Nr ___ Nn 'A>----Nn 

x~¡\ P.F 
íl 

... ' 

1----íl 
V 

---íl 
V 
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Sea é < - - 6 6 > Nr ---- Nn+m entonces es el aro que = ª1' ... , ªn' 1' ... , m : 

XAxB cic = ve. Por último el C-morfismo < a, b >: C ----AxB es tal que 

iAxB < a, b > = cic. Por lo tanto, < a, b >: C ---AxB es un ~- 0- morfismo. 

Claramente, PA < a, b >=a y P8 < a, b > = b. La unicidad es inmediata. 

Hay algunas consecuencias inmediatas de 2.63 

2.63~1 Proposición 

Nn es un ~- 0-objeto y todo morfismo f: Nn ____ N que pertenece a R'c es un 

~- 0-morfismo. 

Demostración 

Por 2.63 es claro que Nn es un ~:B-objeto. Sea f: Nn ---N un morfismo que 
'·,, 

pertenece a R~, como el diagrama 

< Pn pn > 1: · · · ' n f 

Nn _______ \:\ ¡.: 
íl 

',c.-~-ii:~·- , "" 
n ' n' es conmutativo entonces fes un ~- 0-morfismo; lNf = f < Pi, _..._:_., Pn > 

2.63.2 Proposición 
->:. 

Si A es un ~-0-objeto entonces el morfismo iA: A-----Nn es uh fu. 0-morfismo 

Demostración 
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Basta considerar 

A 
' . ',A 

' ' 

... ' 

"n N --------

P.F 

1--------íl 
V 

Para probar que fu.o tiene igualadores es· necesario hacer notar lo siguiente. 

2.63.3 Proposición 

Los morfismos e y~: N2 ---- N pertenecen a R'c· 

Demostración 

Inmediata porque los cuadrados 

< 1 2, EB > 

N2>--N---N2xN 

e <.:. < p2' epl > ' 

.:.<eP1,P2 >>; 

1------N 
o 

son producta;fibrados. 
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2.64 Proposición 

fu.o tiene igualadores. 

Demostración 

l) - d .. . . f Nn d l b . · Se emostrara primero: s, , g: ---N son os e ementos ar itrar,os 
de R'c entonces su C-igualador es un fu. 0-objeto. 

n En efecto, sean f, g: N ---- N dos elementos arbitrarios de R'c y definase 

k = e < :. < f, g > , .:. < -g, f > > : Nn _____ N; Por R I c. 5, k pertenece a R~, 

es decir, <·1, k >: Nn ----NnxN es un f 0_0-objeto. Considérense,los 

productos fibrados~ 

< 1, k > 
Nn >-----NnxN 

P.F P.F - A < X< l , k > , XP l > 

i 
1 ------íl 1------íl 

V V 

por R'é4, el morfismo característico de< 1 n' o n > : N·n ------ÑnxN es XP2, 
N. N 

donde P2: NnxN ----- N es la proyección. 

Por construcción, Ak es un fu. 0-objeto. En Set, Ak corresponde a los ~e~os ~ k. 

Por último, considérese el siguiente diagrama conmutatfvo 
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' 

si P< l,k > es el predicado que define a < \n' k >: Nn ____ NnxN 

entonces en Set -3p (Ak) es el 
1 

conjunto"{ ( x1, ... , xn) E N'11 ( 3y) 

(P(x1, ... , xn' y) A y= o)}. 
ek 

Ahora bien, se probará que ~P (A )>------Nn 
1 k 

es el igualador de f y g. Claramente, 3P (Ak) es un fu. 0-objeto. 
1 

' .... 
a) -· fe = ge k . k 

Por 2.39.2, (a) es equivalente a probar que keK= o3_ (A)· Como dk es un 
· P1 k 

epimorfismo, ke~= o3 (A) sii kP1iA = OA; Al ser·Ak un subobjeto de 
pl k k k 

__ <l,k> 

Nn ----- NnxN, kP 1 i A es igual a P 2 i A . Como xP 2 i A = ,~-en~~Qes 
k k k K , . ..r 

\ . ..,..,-.~-
,, '. 

<:J.,¡ 
1 ! 

b) · - Si e __ c __ Nn es un e-morfi smo ta 1 que f c =· g c entonc~-p"br· 2. 39. 2, 

kc = Oc; en consecuencia, el dtagrama exterior del producto fibrado 
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e> 
e ' - . 

' e ~.A 
' .k 
'A~~----· NnxN 

P.F A < X< l, k > , XP2 > 

V 

es conmutativo. Por lo tanto, existe un único C-morfismo e: C 

que iAkc = < e, k e>; en particular, PliAkc = e, pero P1iAk = 

decir, e= ek (dkc). Como ek es un C-monomorfismo, dkc: C ---3p (Ak) 
1 

es único con esta propiedad. 

ek--_ 
Esto demuestra que_3p (Ak) >-----Nº es el f.-igualador def y g. Para 

1 

comprobar que 3p1 (Ak) es un fu.o- igualador sólo es necesario verificar que si 

C e Nn es un fu. 0-morfismo tal que fe= ge entonces el C-morfismo e: 
C ----3p (Ak) que factoriza a e, es un fu. 0-morfismo: 

1 

Supóngase que e: C .----- Nn es un fu_. 0-morfismo tal •·fe.:~~ .... Se tienen 

diagramas conmutativos de la forma: 

ic < ci, ... , c'r > = h· 
C>---· Nr ---------Nn 

V n 
N 

e 
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',E < pl' ... ' pn '.>' ~ 

'-Nn >-------n--Nn 

1 P.f ·c. IV . Nn 
1-------- íl 

V 



como fe= ge entonces kc = oc; por lo tanto, khic = Oc; existe un único 

C-morfismo e: C---3p {Ak) tal que ekc = hic. Claramente, e es un 
1 

~- 0-morfismo porque- hace conmutativos los 

P.F 

1-----n 
V 

ek 
En consecuencia, 3P (Ak)>-----Nn es el ~- 0-igualador de f y g 

1 

2).- Se demostrará ahora: 
f 

·~. 

Si A ======::::B son ~- 0-morfismos entonces el f.:igualador de f y ges un 
g 

~- 0-objeto y además es un fu.o-igualador. 

Considérese la siguiente situación 

iA 
Nn 

iB 
A B 

P.F XA P.F 

1 íl 1 ----n 
V V 

fiA = i8f, -gi = A i 8g. 
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ek. , 
Por {1), se sabe que 3P1 {Aki)-----Nn es el e-igualador de fi' gi para 

iE{l, ... , m}. Además, 3p/Aki) es unfu_ 0-objeto, ie:Cl, ... , m}. Considérese 

el siguiente producto fibrado. 

1--------ílm 
<v, ... , v> 

1--------
v 

. .. ' 

Entonces es· claro que E es un fu. 0-objeto. Se verá que E .es el igualador para 

f y g: Nn ---- Nm. ', _,,.. ½~, ·,·-~ 

En efecto, para cada idl, ... , m} existe ei E)>---- 3p1 {Aki) tal ·41,1é · ':~ 
) I 

ek.ei = e. Clarame~te ei· es un ftJ. 0-morfismo, puesto que hace conmutativos los , ~ 

"' 
diagramas 
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E 

< pn pn > 
e P · · ·' n 

E'>---· Nn ------- Nn 

íl 

1 -------íl 

V 

fe> = 
m Por consiguiente, fe= < t 1, ... , fm > e= < f1e, ... , 

= < flek/1' ... , fme~em > = < glek/1' ... , 9mekmem > 

= < 9¡, ... , gm > e= ge. 

·=. < 9¡ e, ... ' gme > = 

d 
Supóngase ahora que se tiene un C-morfismo O ----Nn tal que fd = gd.; 
entonces para cada iE{l, ... , m}, f,d = g.d. Por (1), existe.un único morfismo 

-,. l l 
·,, 

di: D 3p1(Aki) tal que ekidi = d, para iE{l, ... , m}. Estos C-morfismos 

d., inducen un morfismo a: O ---E tal que ea= d. 
l 

,.;1·,. 

'P. F < X3 (A ) ' " ' ' X3 (A ) > ~ 
P¡ k¡ P1 km 

':.~ . , 
1----d" . 

..... ~ 
< v, ... ' v> 

Por lo tanto (E, e) es el C-igualador de f y g. 
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Sea EA la intersección de -E y A, ento~ces EA es un fu. 0-objeto; existen 

fu. 0-morfismos EA) e' • E, EA"> A •Atales que e e' = ;EA' tAeA = 

al ser el diagrama 

un producto fibrado. 

;E 
A -n 

EA N 

p .F. 

1-----ílxíl 
< V, V> 

p .F. 

1 -------- íl '· 
V 

< XE' XA > 

" 

Se comprobará que (EA' eA) es el fu.o;igualador de f y g. 

/ 

Primero, feA = geA ya que i8feA = riAeA = fiE = ree' = gee' 
A 

gi = giAeA = 
-~ 
.... .J' 

..... ;~ 

'> 

e .... 
Si C ---A es un fu.o:morfismo tal que fe= ge entonces se tienen 

diagramas conmutativos de la fonna 
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P.F 

íl ------íl 

V 

Como i 8f = f iA entonces, f (e ic) = g (e ic); en consecuencia, existe un 

único e-morfi smo c': C ---- E tal que ec' = e \ · Claramente, c' es un 

.fu. 0-morfismo ya que el diagrama 

V C 1 = E 

es conmutativo. 

'-

Ahora bien, c': e ---- E y c: C ---- A inducen un fu·:0-morfismo d: 

C --- EA ta 1 que hace conmutar, e 1 di agrama exterto_~-dif-;lfrofJµc:fl. fi brado 

P.F 

1-----íl 

V 
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iE d = <=\· Por último, como iE = iAeA entonces iAeAd = cic = iAc; como 
A A 

iA es un f-monomorfismo, eAd = c. Además, des único con esta propiedad ya que eA 

es un C-monomorfismo. Por lo tanto, {EA' eA) es el .f.u. 0-igualador de f y g; esto 

prueba 2.64. 

Una observación más: Un argumento análogo al que se hizo en (2), demuestra 
que {EA' eA) también es el f-igualador de f y g. Se pueden resumir los resultados 

anteriores con la siguiente afirmación. 

2.65 Proposición 

fu.o tiene límites finitos. 

Como se vió en 2.64, los fu. 0-igu--ªladore_s también son f-iguala~ores; este 
........ ; 

resultado motiva la siguiente pregunta: lTodo fu.o.-mQnomorfismo es un 

C-monomorfismo?. El siguiente resultado aclara esta inquietud. 

2.66 Proposición 

Todo fu.o- monomorfismo es un C-monomorfismo 

Demostración 

Sea F: fu.o C el funtor inclusión. Por 2.63 y 2.64, F preserva productos 

e igualadores; en consecuencia, F preserva productos fibrados. En.,palticular, F 
preserva monomorfismos; i.e, todo fu. 0-monomorfismo es un f~monomorfismo. 

Es evidente la importancia de 2.66; permite preguntarse si íl es un clas·ificador 
de subobjetos en fu.o· Se demostrará que la respuesta es afirmativa. Antes de 

poder probar esto último, se necesitan estudiar algunas propiedades más de fu.o· 
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2.7 La imagen de un ~-0-morfismo 

2.71 Proposición 

Si f: A---8 es un ftJ. 0-morfismo entonces la imagen de f en f., Imf es un 

ftJ. 0-obj eta. 

Dernostraci ón 

Sea f: A---.--8 un ~. 0~orfismo arbitrario entonces se tiene la siguiente 

situación: 

iB iA 1 = < f 1, .•. ' f m > 
A>----Nn B------- Nm A Nn 

P.F P.F XB XB 

Nm 

·1 ~ fiA = iB f 
1----íl 

V 

1----
V 

íl 

Como cada f.: Nn ---- N, pertenece a 
l 

es un ~- 0-objeto; en particular existe un 

S: 1 n' fi > 
n N n 

N ------N xN 

íl 

R' entonces <1-, f. > :··N"---NnxN c -- 1 - -· 

producto {i b,a~~e ~ ~-,nna 

.·>:--~ 
-·\··:~· .. 
·--'~· .... 

•"\ 

<µ; ,, 

P.F X <ln,f.> 
N l 

para i e: U , ... , m} 

1------ íl 
V 
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Considérese el siguiente diagrama 

< P~i A, ... , P~i A, f l i A, ... , f mi A > 
A '>-----------------Nn+m 

1 

< v, ... ' v> 

donde X; = pn+m > X < < pn+m 
n , < 1, f.> 1 , 

l 

... ' ... ' pn+m > 
n , Pn+~ > > 

n+1 ' 

para iE {1, ••• , 111} 

entonces se afirma que es un proc:k.l~to fi brado. 
...... , ' .-· 

En efecto, el diagrama es conmutativo ya que para cada iE { 1, ... , 1m}, se tiene 

... , ... , 

1 

1 

1 

~ 
I! ·, 

X < 1, f. > < < P~i A, 
l 

... , P~iA >, fiiA >> = f\ <XA~k ·X< 1,, -f.;>< \n' fi > iA :::t¡ 
1 

= 

'\ --~ <el, ... ' e >=e n+m J~·.-:- . ,,.-~. 'rl 
Si C ----------Nn+m es tal que X.e = v para ,toda iÉ (l, ... '; m} 

l · G:, , 

entonces XA < e1, ... ,en> = ve y X< l, f.><< e1, 
l 

... ' e > , r. • > ~ v · , :para n ..,.:J1+1 e 
< 1~ 

it{l, ... , m}. Por lo tanto existen morfismos e: C----Ay a: C---Nn 

que hacen conmutativos los diagramas: 
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<el' ... , en > 
e e 

' , e 

' ' A 

P.F 

1------
v 

' 

<< el' ... ' en > ' cn+i > 

,a < 1, 
' ' n NnxN N . 

idl, 

P.F 

1------íl 
V 

x<l,f.> 
l 

... ' m} 

es decir, iAc = < c1, ... ,en> y fi < c1, ... ,en> = cn+i para iE{l, ... , m}; 

Un cálculo sencillo demuestra que < P~iA' ... , P~iA' f 1iA' ... , fmiA >e= 

=<el' ... , en, cn+l' ... , cn+m >=c. 

En Set esta construcción correspond~ a tomar el siguiente conjunto: 

... ' •.. ' xn' 

A ••• A p (x1, ..• , xn, xn+m}}. 
<1, f > m 

Es claro que en Set la imagen queda descrita por el siguiente conjunto . 

... ' . . . ' 

En Cesto equivale a tomar el siguiente diagrama: 
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< P~iA' ... , P~iA, f¡ iA' ... , fmiA > n+m < P~!T, ... , P~!: > m 
A----------------N ---------N 

ImA 

Claramente, la parte superior del_ diagrama anterior es igual a: 
-

< f1iA' ... , fmiA > = < f 1, ... , fm > iA = fiA = i 8f. Además, por construcción 

ImA es un fu.o:objeto; e1mA: A ----ImA es un fu. 0-morfismo ya que hace 

conmutativo el diagrama 

A 

'~ImA 

' ' ImA >----- Nm 

P.F 
--

1---­
v 

Por último, como iimAeimA = i 8f y eimA es un C-epimorfismo entonces X8iimA = vimA' 

Por lo tanto, existe un único C-morfismo mA; ImA----B tal que hace 



conmutativos los diagramas 

IrnA 
i IrnA 

' 
iimA 

m m ',mA < pl' ... ' p > m m Nm ' ImA> , N B 

X¡~/, 
p. F. XB 

íl 

1 
V 

f iB 
A B Nm 

IrnA 

En consecuencia, mA: IrnA---- Bes un fu.0-morfismo y la afirmación está 

probada. 

2.72 Proposición 

< j' j > 
El morfismo característico de íl >----NxN es v < A (Xso x Xs0 ), A (X0 x X0 ) > 

Demostración 

Como los diagramas 
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< so, so> 
1-----NxN 

p .F. 

< V, V> 

1 ílXíl 

1 p .F. 

1-----
v 

• 

< X P1, X P2 > so so 

/\ 

. < o, o> 
1----NxN 

p .F. 

< V, V> 

1 ílXíl 

< XoPl' XoP2 > 

p. F. /\ 

1-----íl 
V 

son productos fibrados entonces X< so, so>= A (Xso x Xs0 ) Y X< o, 0 > = 

= A (X0 x X0 ). Además Xs0 j = líl y X0j = 1 porque los rectángulos 

v 
1-----íl 

p. F. 

so 
1-----N 

p. F. 

1-----íl 
V 

j 
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falso 
1 -----íl 

P.F. 

o 
1-----N 

p .F. 

1-----íl 

V 

j 

.,.· ·-. 

' 



Por lo tanto, el cuadrado 

< j, j > 
íl">------NxN 

1-----
v 

es conmutativo. 

V < X < so, so > ' X < o, o > > 

< so' so > < o' o > < j ' j > 
Ahora, 1 NxN, 1 NxN son subobjetos de íl NxN, 
puesto que los triángulos 

< so, so> 
1 ------ NxN 

'~\,/>· j> 

íl 

< o, o> 
1-----NxN 

fals:\\/j, j > 

[¿ 

< a, b > 
son conmutativos. Supóngase que A>-----NxN es un subobjeto de NxN tal que 

< so ' so > < o ' o > 
1 ----- NxN 

';\,/•,b> 
A 

entonces el triángulo - ·-. 
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< j, j > 
íl._----NxN 

(y>\ !.. b > 
z \/<ª 

A 

es conmutativa pues to que < a, b > ( p v = < a, b > y = < so, so > = < j , j > v 

y además <a, b > (;)falso= <a, b >z = <o, o> = <j, j > falso. 

Por lo tanto, el cuadrado 

< j, j > 
íl >-----NxN 

p. F. 

1----­

v 

es un producto fibrado. 

, V < X < so, so > ' X < O, O > > 

Con este último resultado se puede probar: 

2.73 Proposición 

Si A es un ~- 0-objeto entonces el C-morfismo característico de A, XA: Nn __ _ 

es un f.u.o-morfismo. 

Demostración 

Sea A un f.u. 0-objeto arbitrario y considérense los productos fibrados 
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P.F 

1----­
v 

j 

>------N 

1---­
v 

X. = V< X , X > 
J o so 

Se demostrar,á ·que jXA: Nn ----N pertenece a R~. Esto es, su gráfica 

< \n' jXA >: Nn ____ NnxN es un ftJ. 0-objeto. 

La descripción en Set del morfismo característico de < 1· n' jXA > es: 
N 

{(x, y) e: N'1xN 1 (PA(X¡, ... , xn) "y= 1) v (-=l· PA(X¡, ... , xn) "y= O)} 

En f esto equivale a considerar el siguiente C-morfismo: 
: n 

v < A < XAPl, \oP2 > , A < l XAPl, XOP2 > > : N xN 
n n n N xN---N, P2: N xN--- •N son las proyecciones. 

íl; donde P1: 

Ahora bien, por 2.72, líl = Xs0 j y 1 = X0j; en consecuencia el morfismo 

anterior puede escribirse como: 

v <A< Xsoj XAPl' Xsop2 >' A < XojXAPl' XoP2 >> = v < A (XsoxXso), 

A (\x\) > (jXAxlN) = X< j, j > (jXAxlN). 

Basta probar entonces aue el cuadrado 

125 



< b, c > ----
8 ',,b <1~ 

' n N - n N >------- N xN 

d 

< j' j > 
.;;------NxN 

es un producto fibrado. 
< b, c > 

En efecto, es claro que el cuadrado es conmutativo. Si B ---- NnxN y 
d: B ---- n son tales que jd = jXAb y jd = c entonces al ser j un 

monomorfismo d = XAb y jd = c. Por lo tanto, el cuadrado es un producto fibrado 

y jXA: Nn ---- N pertenece a R'c· En particular, XA: Nn 

ftJ. 0-morfismo. 

2.74 Proposición 

n es un clasificador de ftJ. 0-subobjetos. 

Demostración 

----n es un 

El C-morfismo v: 1 ---n es un ftJ. 0-morfismo ya que el diagrama 

so lN 
1---N -----N 

x.~/xj 
íl 

son conmutativos (véase 2.55.4) 

1,~v so. 
' J 

' Q">-----N 
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Análogamente, falso: 1 ----íl es un fu. 0-morfismo. 

Por último, todo fu. 0-morfismo X: A ---íl clasifica a un fu. 0-su~objeto de 

A ya que fu.o tiene productos fibrados y v: 1---íl es un fu. 0-morfismo. 

Recíprocamente, si f: A>----B es.un fu. 0-monomorfismo entonces por 2.66, f 

es un C-monomorfismo; en consecuencia i 8f: A>----Nm es un C-monomorfismo. 

Además, por 2.71, la e-imagen de i8f es: 

Por 2.73 el morfismo característico de i8f, Xi 8f: Nm 

Al ser el diagrama 

f 

p .F. 

1----íl 
V 

un producto fibrado e i8: B 

es un fu. 0-morfismo. 
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Por lo tanto, íl es un clasificador de ~.0-subobjetos. 

Se ha probado entonces el siguiente teorema. 

2.8 Teorema (fu.o) 

Si f_ es una categoría que satisface 2.11 y ~.O es la categoría ultradiofántica 

determinada por f_ (2.55) entonces ~.O satisface. 

fu.o·l).- fu.o tiene límites finitos. Además, el funtor inclusión F: fu. 0--- C 

preserva límites finitos. 

fu.o· 2).- fu.o tiene un objeto inicial estricto. 

fu.0· 3).- fu.o tiene clasificador de subobjetos, que es el mismo de C. 
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3. EL CASO DE LAS CATEGORIAS CON N 11 TIPIC0 1!. 

El teorema 2.8 permite preguntarse si la categoría fu.o es isomorfa a U.D. El 

propósito de este capítulo es dar una respuesta a esta interrogante. El estudio 
de esto último depende fuertemente de la siguiente definición y sus consecuencias. 

3.1 Definición 

Sea f. una categoría que cumple 2.11. Se dice que el e-objeto de números naturales 
N, es tTplco [Fr] si para cada pareja f, g de endomorfismos de N tal que 

fsno = gsno para todo natural sno: 1---N (n EN) se tiene que fes igual a 
g. 

Como en [Coste-Roy, M. F. et al.] se puede prbbar el siguiente resultado 

3.12 Proposición 

Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

T.l);- N es típico 

T .2) .- sno 
El único subobjeto de N que contiene a todos los naturales 1---N 

(n E N} es N. 

Demostración 

T.l ) T.2).- n 
Supóngase que A e N contiene a todos los naturales 1 s O N. 

Sea XA: N ---íl el morfismo característico de A y considérense los 

endomorfismos jXA y jVN' donde j: íl>--- N es el morfismo construido en 
n 

2.34. Se tiene entonces que para todo natural 1 _s_o_N, se cumple: 
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Por lo tanto, _jXA = jVN' i .e., XA = VN. 

T.2 => T.1).- Recíprocamente, si f, g: N ---N son tales que fsno = gsno 

sn e 
para todo natural 1-_..;;.0-N y E>---""-N es el igualador de f y g, entonces es 

n 
claro que E conti:enea todos los naturales 1 s O N. Por T.2, E es N y en 
consecuencia fes iqual ag. 

De aquí en adelante, se supondrá además que f. es bivalente, i.e.,: 
1 home (1,íl)I = 2;f. denotará a una categoría que satisface 2.11 y alguna de las 

condiciones equivalentes de 3.12. Una consecuencia inmediata de 3.1 es la 
siguiente proposición. 

3.13 Proposición 

Si y: 1 ---N es un elemento de N entonces existen en N tal que y= sno. 

Demostración 

Supóngase lo contrario y consid~rese el producto fibrado 

y 
1------N 

P.F 

1-----n 
V 

X y 

entonces, es obvio que jXY sno = j falsoN sno, para todo natural sno: 1---N; 
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en consecuencia, jXj = j falsoN; esto es, XY = falsoN lo cual es absurdo. 

3.13 puede justificar, de algún modo, el nombre que recibe Nen 3.1. Como se 
verá, 3.1 tiene implicaciones muy interesantes. Algúnas de estas últimas se 
demostrarán én lo que sigue: 

3.14 Proposición 

ª1 Si A es un subobjeto de Nn tal que XA < s o, ... ' 
a 

s no> = falso para toda 

ª1 ª n n-ada < s o, ... , s no>: 1 ---N entonces XA es falso. 

Demostración 

Por inducción sobren. ·sin es cero ó uno la afirmación es inmediata. Supóngase 
iA 

que el resultado .es cierto para toda k menor que n. Sea A >---Nn un subobjeto 

de Nn que cumple: XA 
ª1 a 

< s o; ... , s no> = falso, para toda n-ada 

ª1 ª 1 < s o, ... , s no>. Basta demostrar que 3X (A)>-----Nn- es tal que 
ª1 é\i-1 ( ) ª1 \-1 X3x-<.M< s o, ... , s ... o> es falso para toda n-1 -ada, < s o, ... , s ··., o>, 

donde <\(A) se obtiene por medio del siguiente diagrama: 

. < Pn Pn > 1A ' 2' ••• , n 
A:),-----Nn --------Nn-1 
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ª1 En efecto, en caso contrario existiría una (n-1)-ada tal que< so , ... ' 
1 n-1 

N ' pertenece a 3x(A). Considérese el producto fibrado 

b 
Bx A 1 ª1 a 

n-1 > 
1 < s o, ... ' s . o 
1 

eEx(A) 
1 

p .F, wx 1 
1 

1 

• Nn-1 1 3X(A) 3X(A) 

WX i3X(A) 

a 
n-1 > s o : 

Bx no puede ser inicial ya que de serlo, se tendrían los siguientes diagramas 

conmutativos 

o - A 

p. F. e3x(A) 

1 3/A) 1 
wx 

r \(A) p .F. p. F. V 

1 Nn-1 íl 

ª1 . a X3X(A) n-1 > <s o,.~., s· o 

en particular, X 
ª1 < s o, 

n 
a < P2' 

n-1 > ... ' s o 
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e 3x(A) es un epimorfismo entonces X a .. i3X(A) = falso3 (A); a 1 n-1 > X < s o, ... ' s o 
lo cual no es posible. 

Por lo tanto, Bx no es inicial. Ahora, si E e N es el igualador de 

. . ' 
a 
n-1 > s ºN : N ---íl entonces E es 

inicial por hipótesis y T.1. Sin embargo, P~iAb: Bx ---A iguala a vN y 

... ' 
a 

s n-lºN > ya que: 

n y además, < P2, 

a a 

... ' 

... ' 

= < s 1o, ... ' n-1 > s o 

a 
n-1 > 

s ºN 

ª1 
= < s ºs , 

X 

ª1 En consecuencia,< lN' s ºN' ... ' 

De esto último, se puede concluir que x3 (A) 
X 

... ' 
a 
n-1 > 

s ºB 
X 

... ' 

a 
... ' n-1 > s o = 

... ' 

falso para 

a a 
toda (n-1)-ada < s 1o, ... , s n-lo >y por hipótesis de inducción 3x(A) es inicial. 

Por 2.11, f.4, A es inicial. 
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3.15 Proposición 

Si A> , N·n es no-inicial entonces A es no-vacío; i.e., A tiene un elemento. 

Demostración 
a a 

Por 3.14, para alguna n-ada < s 1o, ... ' 
a ª1 

s no> : 1-Nn, XA < s o, ... ' s no>= 

3.15 tiene una consecuencia interesante. 

3.16 Proposición 

Si A >---N es un subobjeto de N arbitrario entonces su soporte1 A---s 
se escinde 

Demostración 

1 

ºA 
A----1 

~/ 
s 

Sea A un subobjeto de N arbitrario, entonces Ses 1 ó O. ~i Ses O entonces A 
es inicial y la afirmación está probada. Si Ses 1, por 3.15 A es no-vacío. 

Lo interesante de 3.16 es que de hecho es equivalente a 3.1. Es decir, N es 
típico sii los soportes de los subobjetos de N se escinden. Esta última afirmación 
queda contenida en la siguiente proposición. 

1 Véase por ejemplo, { J] págs. 140-146 
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3.17 Proposición 

Son equivalentes 

T.l).- N es típico 

T. 2).- El único subobjeto de N que contiene a todos los naturales l __ s_n_o_N 

(ne:N) es N. 

T. 3).- El único subobjeto de N que contiene a todos los elementos 1-_,.__Y __ , N de 

N es N. 

T.4).- Si A>>---N es un subobjeto arbitrario entonces su soporte A ----s 
se escinde. 

Demostración 

Es obvio que T.2 ) T.3, T.3 ~ T.1. Es decir, T.1, T.2 y T.3 son equivalentes. 
Además, es claro que T.1 implica T.4. Sólo falta demostrar que T.4 impljca T.l. 

i 
iA 1 A Sea A>---N un subobjeto arbitrario de N. Si 1 A >----'---N es el 

complemento de A y 1 A ---ses su·soporte entonces por T.4, este último se 
escinde. Si 1 A es inicial no hay nada que probar. Si 1 A es no-inicial, sea y: 
1 ---1 A un elemento de 1 A. Supóngase ahora qu~ A contiene todos los 
elementos de N; en consecuencia A contiene a i y: 1 ---N; esto es, 

1 A 

i y pertenece a A y 1 A, lo cual no es posible. Por lo tanto, si A contiene 
1 A 

todos los puntos de A entonces A es N. 

A partir de 3.17 y por el trabajo desarrollado en los tOpos bi-en· punteados1 , es 

1 Véase [J] pág. 314 
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razonable preguntarse si no se puede hacer un estudio análogo para la categoría 
-¼.o .. La siguiente sección se encargará de esta última pregunta. 

3.2 fu.o. es una categoría bien punteada 

Como en el caso de los topos bien punteados. Se puede probar la siguiente · 
proposición. 

• 

3.21 Proposición 

C es una categoría bien punteada. Es decir, 1 es un generador . .:qJ.D. 

Demostración 

Sean f,g: A---B dos fu.o.-morfismos distintos; Considérese E>---e--A, el 

igualador de f y g; entonces es claro que e no puede ser equivalente a la 
e 
"l identidad. Si 1 E) A es el complemento de E en A entonces 1 E no puede ser 

inicial por la observación anterior. En consecuencia, 1 E·es no-inicial; por 
=-a a a a 

3.15 existe una n-ada < ~ 1o, ... , s no> tal que< s 1o, ... , s no>: 1---Nn 

ª1 pertenece a -, E. < s o, 

a 

... ' 

ª1 < s o, ... ' s no> 
1 

" 'Z i 

' 1 E 
1 E 

l P.F 

1 
V 

ªn s o> se puede escribir como: 

Nn 
o 

1 

X 
1 E 

íl 
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Claramente y: 1--~---- lE es un fu. 0.-morfismo. Además, si z: 1 ----A 

se define como e y: 1 A entonces fz # gz ya que en caso contrario el 
1 

diagrama exterior del cuadrado 

-
1~ 

o-----E 

y 
p. F. e 

/ 
/ 

/ 
/ 

1 

- / 
y/ z 
/ 

/ 
f 

lE >-----A 
e 

E A ========:::: B 

1 g 

seria conmutatiyo; lo que no es posible. Por lo tanto fz # gz. 

3.21 tiene una consecuencia importante. Permite describir a los:fu.o.-epimorfismos 

y a los fu. 0.-monomorfismos como morfismos suprayectivos e inyectivos. 

El siguiente resultado aclara esta afirmación. 

3.22 Proposición 

Sea f: A---- B un fu.o.-morfismo arbitrario. Entonces 

a).- f es un fu.o.-epimorfismo sii fes suprayectivo; i.e., si y: 1----B 

es un elemento de B entonces existe X en A tal que fx = y. 

, 
b). - f es un fu.o. -monomorfismo sii f es inyectiva; i .e., si -y, z: 1---- A 

son elementos de A tales que fz = fy entonces z = y. 
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Demostración 

a).- Supóngase que fes un fu. 0.-epimorfismo. Si y: 1--- Bes un elemento 

de By el cuadrado 

e -----1 

e 1 -P.F 

A----B 
f 

y 

es un producto fibrado, entonces se tiene que Ces inicial ó C ---1 es una 
retracción. Si C fuese inicial, al ser 

y 
1-----B 

P.F 

1-----
v 

un producto fibrado, la composición XyY es por un lado v y por otro falso, puesto 

que Xyf = falsoA = falso8f; . ·. XY = falso8, XyY = falso. En consecuencia, 

existe z: 1 ----C; Si z = Cz entonces fz =fez= y (!C) z = y. Por lo tanto 

fes suprayectiva. 

Recíprocamente, si f: A ---Bes suprayectiva y g, h: B ----é son tales 
que gf = hf entonces si ges distinto de h por 3.21 existe un elemento y de B tal 
que gy / hy. Como fes suprayectiva, existe w: 1----A tal que fw = y; por 
lo tanto, gy = gfw = hfw = hy. 
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b)- ·- -1 · • La demostrac,on es ana oga a lo anterior. 

Es bien sabido que en una categoría con productos fibrados, el producto fibrado 
de epimorfismos no necesariamente es un epimorfismo. Para continuar el estudio 
de fu.o.' se necesita un resultado cercano a la afirmación anterior. 

3.23 Proposición 

Sea 
A-----8 

P.F. 

c-------o 
f 

g 

un producto fibrado con f: C ----D suprayectivo. Entonces e8 también lo es. 

Demostración 

Sea y: 1---B un elemento arbitrario de B, entonces gy: 1----' Bes un 
elemento de D; por hipótesis, existe un elemento e: 1 --,----e tal que fe= gy. 
Considérese ahora el producto fibrado 

eB e Be------ A------ B 

p. F. 

1------
c 

p. F. 

c----~-o 
f 
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entonces al ser el cuadrado 

y 
1------B 

p .F. 

1------D 
gy 

g 

un producto fibrado, se tiene que Be es 1; en consecuencia, e8e8 = y. Por lo 
e 

tanto, e8 es suprayectivo. 

Estas afinnaciones pennitirán probar que fu.o. es is.amorfa a la categoría U.D .. 

Para empezar, se demostrará. 

3.24 Proposición 

es un predicado ultradiofántico y XP(x1, ) es el ... , xn 

morfismo asociado a P(x1, ... , x.,) por 2.42.1 entonces 

< Pn-1 n-1 a n-1 
1 ' ... , pi-1' s ºNn-1' pi ' 

Demostración 

... ' pn-1 > 
n-1 

Se hará inducción sobre el número de conectivos lógicos que aparecen en P(x1, ... , xn· 
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Si el predicado tiene cero conectivos entonces es de lafonnaf(x1, .•. , xn) = O. 

Por 2 421 X ( ) = x e < .:. < p ( ) p ( ) > • ' P x1, ... , xn _ g x1, ... , xn ' h x1, .. , xn ' 

.:. < p p > > h(x1, ... , xn)' g(x1, ... , xn) 

n-1 n-1 a n-1 Ahora Pg(x x) < P1 , ... , P._1, so n-l' P .... , 1' •.• , n , N , 
n-1 > 

Pn-1 

- p . 
- g(x1, ... , xi-l' a, xi+ 1, ... , xn) por 2.41.6; en consecuencia, 

X 
X ) 

= X 
xn) P(x1, . . . ' x. l' a, x . + 1' ... ' P(x1, ... ' ,- 1 n 

< pn-1 n-1 a p~-1, pn-1 > ... ' p. 1' so n-1' ... , 1 ' ,-
N 1 n-1 

Supóngase que Pes un predicado en n-variables donde aparece al menos un conectivo; 
entonces Pes de la forma: 

Si Pes lQ entonces como XP = 

n-1 n-1 a 
xP < P1 ' ... ' p. l' so n-1' ,-

N 
n-1 pn-1 > 

-ixQ(xl' p. ' = ... ' n-1 1 

X 
lQ 

= lx0 se tiene que: 

n-1 p_n-1 >=- -1 n-1 p. ' XQ < pl ' 1 n-1 

... ' X. 1' ,- a, x. 
1 + l' .... ' 

n-1 a ... , p. 1' son l' 1- N -

X ) n 

= X - X 
lQ(xl' ... , xi-1' a, xi+ 1' ... , xn) - P(xl' ... , xi-1' a, xi+ 1' ... , xn). 

Si .. p es de la forma P1 A P2 entonces XP = Xp1 A p2 
es análoga a la anterior. 

= A < XP , XP > y 19 demostración 
1 2 

Por último, supóngase que Pes (3xj)(Q) entonces se tiene lo siguiente 

(3x} (Q(x1, ... , xj-l' xj, xj+l' ... , xn+l)) 
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l).- La variable que se va a sustituir por sªo es j - r, con r >o 

Existen diagramas de la fonna 

iA 
A> , Nn+l 

l P.F. j XQ(x¡' 

1--íl 

. < pn+l pn+l pñ+l pn+l > 
1A n~l 1 ' ... , j-1' j+l' ... , n+l Nn 

--· N ---------------

V e{3x. )(A) 
J 

1(3x. )(A) 
J 

(3xj) (A) 

< pn-1 n-1 a pn-1 pn-1 > . n-1 
'Nn 

1 ' ... ' P j-r.-1' s ºNn-1' j--r' ... ' n-1 · N .> 

' 
iB 

, Nn B> 

r 
p. F. r < P~, 

n a n pn > = p ... ' p. 1' son' Pf,r' ... ' J-r- N - n 

i,4. 
A> ,· Nn+l 

l p .F. XQ 
n n n pn > < pl' ... ' p. 2' p.' ... ' J- J n Nn-1 

1 íl B Nn 

V 

(3xj) (B) 
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Basta demostrar que el 

considérese el cuadrado 

morfismo caracteristico ~e (Jx.)(B) ~----Nn-l es 
J 

pn-1 > 
· · · ' n-1 . Para esto, 

<..n Pn Pn Pº>=h t' .,. .... . 2' .•...• 
J· l n 

Nº ------------- Nn-1 

P = < Pº1, ... , P!1 1, s8o · n' P~ , ... , P0 > '.. pn-1 pn-1 a pn-1 pn-1 > _ ..... 1 • ...• . ,. s o ,. . • .... 1 - q 
¡-r- Nº" ¡-r n-J-r, N ¡-r n 

Nn+1 ____________ Nn 

n+ 1 n+ 1 ..n+ 1 n+ 1 > -< p1 • ... , pj-1 • t'j+ 1 ' ... , Pn+ 1 - g 

El cuadrado anterior es conmutativo ya que: 

< n-1 pn-1 a n-1 pn-1 > < pn n n pn > = P¡ ' ... ' so n-1' P. ' ... ' ... ' p. 2' p.' ... ' j-r-1' 
N J-r n-1 1' J- J n 

n n a n n n 
= < P¡, ... ' p. l' son' p. ' ... ' p. 2' p.' J-r- N J-r J- J 

< Pn+l Pn+l n+l pn+l><Pn ... ' pj+l' ... ' ... ' 1 ' j-1' n+l l' 

... ' n a n 
P. 1,son,P., 
J-r- N J-r ... ' n n 

P. 2' P., J- J 

pn > ... ' n 

n a 
p. 1' s o n, J-r- N 

... ' pn > 
n 

n pn > = P. , ... ' J-r .n 

También,el diagramae;un producto fibrado; ya que si f: C 

e -----Nn+l son tales que 

Nn-1 Y ----- g: 

< pn+l pn+l n+l pn+l > - < n-1 pn-1 a n-1 ... ' pj+l' g = P¡ ' so n-1' p. ' 1 ' j-1' ... ' n+l ... ' j-r-1' J-r ... ' 
N 

pn-1 > t entonces f¡ = 91' f. 1 = 9j-r-1' 
sª = gj-r' f. = 9j-r+l' n-1 ... ' J-r- ºc J-r ... ' 
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fj-r+(r-2) = 9j-r+(r-l) = 9j-1J fj-r+(r-1) = fj-1 = 9j+l' ... , fn-1= 9n+1· 

Considérese el morfismo < f1, ... , fj-r-l' gj-r+l' ... , gn+l > : C ----Nn. 

Por las identidades anteriores, es claro que: 

n n a n n -
< P¡, ... , pj-r-1' s 0 Nn' Pj-r' ... , Pn >< f¡, ... , fj-r-1' 9j-r+l' ... , 9n+l > = 9 

n < P¡, ... ' n n P. 2 , P., 
J- J ... ' pnn >< f¡, •.. , f. l' g. +l' ... , g +l > = ~ J-r- J-r n 

En consecuencia, el cuadrado es un producto fibrado. Se puede considerar entonces 
un diagrama de la forma 

is h 

B Nn Nn-1 

1 p. F. ¡r p .F. I q 

A Nn+l Nn 
iA g 

Por 3.23 puede escribirse también como: 

B (3x.)(B) 
J 

Nn-1 

r 1 
< pn-1 n-1 a pn-1 pn-1 -... ' P. l' so n-1' ... ' p. F. P.F. 1 ' j-r' n-1 · J-r- N 

Nn A> " (3x.)(A) J 

·p .F. X( 3xj )(A) 

1 íl 
V 
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En particular, x(3x.)(B) = X( 3x.)(A) < P~-l, 
J J 

... ' pn-1 a · pn-1 
j-r-1' s 0Nn-1' j-r' . . . ' 

es decir, X p ( 
xl' ... ' 

< n-1 
X ) p 1 ' 
n 

... ' pn-1 a pn-1 
i-r-1' s O n-1' i-r' N 

... ' pn-1 > = 
n-1 

- X 
- p ( x 1 ' ... ' x.i - r- 1 ' a ' xi - r+ 1 ' ... ' X n ) 

2). - a La variable oue se va a sustituir oor so, es j+r, con r > o. 

Como en el caso anterior, se tienen diaqramas de la forma 

~A Nn+l A 

j p. F. 
1 ~Q 

1 íl 
V 

. < Pn+l Pn+l pn+l pn+l > 
1 A n+ 1 1 ' · · · ' .i -1 ' .it1 ' · · · ' n+ 1 

A)r--• N ----------------Nn 

e(3x. )(A) 
J 

(3x.)(A) ., 
< pn-1 

1 ' ... ' n-1 a n-1 
pj+r-2' s 0 Nn-1' pi+r-1' ... ' 

i (3x. )(A) 
J 

pn-1 > 
n-1 

p. F. < n Pn a Pn 
Pl' .···, i+r-1' s O n' i+r' 

N 
... ' 

A----Nn+l 

P.F. 

1----íl 
V 
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Como en el caso anterior, el cuadrado 

n n n n 
<P,, ... , pj-1' P¡+ 1' ... , pn > 

N" ----------- Nn-1 

n n a n "> 
<P,, ... ,P¡+r-1' 5 0 Nn•P¡+r'"''Pn 

' n-1 n-1 a n-1 n-1 
< p1 • ... , P¡+ r-1' so Nn• P¡+ r' .... , pn-1 > 

Nn+ 1 ---------- N" 

· n+ 1 nt 1 nt1 n+ 1 < p1 • ... , pj-1 'P¡+ 1 ' ... , Pn+ 1 > 

es un producto fibrado 

< n-1 n-1 a n-1 n-1 > n n n pn > = pl ' ... ' pj+r-1' s o n-1' Pj+r' ... ' p n-1 < pl' ... ' P. 1' pj+l' ... ' 
N J- n 

n n n n a n pn > = < pl' ... ' pj-1'' pj+l' ... ' pj+r-1' s o n' P.+r' ... ' 
N J . n 

Se procede como en el caso anterior y se obtiene el resultado deseado. 

Una pregunta interesante que surge, a partir de la interpretación que se dió en 
2.42 de los predicados ultradiofánticos, es saber si esta última preserva validez. 
Es.decir, un predicado ultradiofántico cerrado es válido sii su morfismo asociado 
lo es. En la situación en la que se está trabajando esta afirmación es cierta, 
como se hace notar en el siguiente resultado: 

3.25 Proposición 

Si Pes un predicado ultradiofántico cerrado entonces 

1).- Pes verdad sii XP lo es 

2). - Pes falso sii XP también lo es. 
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Demostración 

Se demostrará simultáneamente, (1) y (2) por inducción sobre el número de 
conectivos que aparecen en P. 

Si P no contiene conectivos entonces es de la forma f(a 1, ... , an) =O.Ahora, 

si f(a 1, ... , an) = O es cierto también lo es xf( 
ª1' ... ' a ) ya que 

n 

= X e < .:. < X ( ) , Xh ( ) > , . 
9 ª1' · · ·' ªn ª1' · · ·' ªn 

g(a1, ... , an) h(a1, ... , a ) 
< X ( ) X ( ) > > = X E9 < .:. < SON, SON, n > 

h ª1' · · ·' ªn ' 9 ª1' · · ·' ªn 

g(al' ... , a ) (g(a).:.h(a) + (h(a).:.g(a)) 
SON n >>=X SON donde 

Análogamente, si Pes falso, xp también lo es. 

Supóngase ahora que Pes un predicado que tiene al menos un conectivo, entonces 
Pes de la forma 

P l A P 2 , 1 Q , ( 3X ) ( Q) 

147 



a).- Si Pes P1 A P2 entonces Pes válido sii P1 y P2 lo son sii XP y XP son 
1 2 

válidos sii A < XP , XP > es cierto sii XP es válido. 
1 2 

b).- Si Pes 1 Q entonces Pes válido sii Q es falso sii x0 es falso sii 1 x0 
e~ válido sii X = XP es válido. 

lQ 

c).- Si Pes de la forma (3x)(Q(x)) se tiene. 

c.l).- Si (3x) (Q(x)) es válido, entonces nara alnún natural a, Q(a) es cierto. 

En consecuencia, XQ(a) es cierto. Por 3.24, XQ(a) = XQ(x) sªoN. Si A es el 

subobjeto clasificado nor XQ(x) entonces es claro oue A es no-inicial y por lo 

tanto no vacío. Esto es, x( 3x)Q(x) es válido. 

P.F. 

1----íl 
V 

iA 
A >----N ---1 

~/ 
3x.l\ = 1 

c. 2).- Si (3x)(Q(x)) es falso entonces nara todo natural a, Q(a) es falso. 

Considérese el producto fibrado 

148 



iA 

A N 

P.F. XQ(x) 

1 íl 

V 

entonces A es inicial ya que en caso contrario existiría un elemento de N 

sªo: 1--- N tal oue se factoriza a través de A. En narticular, XQ(x) sªo es 

válido; i.e., XQ(a) es cierto. Pur lo tanto, Q(a) también es válido, lo cual no 

es posible. 

3.26 Corolario 

Si un predicado ultradiofántico P(x1, ... , xn, y) define a una qráfica entonces 

existe un .f.tJ.o:~orfismo h: Nn ---N aue lo renresenta. 

Demostración 

Considérese el siquiente producto fibrado. 

< rl' r2 > 
R>-,------NnxN 

p. F. 

1-------- íl 
V 

donde Xp es el morfismo asociado al predicado P. Se demostrará oue r1 es un 

isomorfismo 
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1).- R Nn . f. r 1: . ---- es un eo,mor 1smo. 

... ' 
a 

s no>: 1----Nn un elemento arbitrario de Nn, entonces 

como P define a una gráfica existe 

cierto. Por 3.25, Xp << sªb, ... , 

el diagrama exterior del cuadrado 

1 

ª1 < < s o, ... ' 

un natural b tal oue P{a1, ... , ªn' b) es 
a 

s no>, sbo > es cierto. En consecuencia, 

1------
v 

a 
es conmutativo. En oarticular, r1 y= < sªb, ... , s no> 

2).- r 1: R---- Nn es un monomorfismo. 

Supóngase que y, z: 1 ---- R son elementos de R tales aue r1y = r1z, entonces 

XP < r1y, r2y > = Xp < r1y, r2z > es válido. Por 3.25, P(a1, ... , ªn' b), 

P(a1, ... , ªn' c) son válidos donde (a1, ... , an), b, c representan a _r1 y, r2 y 

y r2z respectivamente. Por lo tanto b = c; i.e., r2y = r2z. 

En consecuencia,< r1, r2 >y=< r1, r2 > z y= z. 
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Esto demuestra que r.: R ., ---- Nn es un isomorfismo. Sea h: Nn ____ N 

""1 definido por: h = r2r 1 , entonces es claro que el cuadrado 

< 1, h > 
Nn -----NnxN 

p. F. 

1 
V 

es un oroducto fibrado. 

Se pueden probar a 1 qunas orooi edades mas de f. l'. o: Sin ernba rqo, 3. 26 permite 

demostrar el siguiente teorema. 

3.3 Teorema (U.O. vs. fu.o) 

La cateqoría .f.u.o es isomorfa a U.O. 

Demostración 

Se definirá primero un funtor r: fu.~0---Ü.D de la siguiente manera: 

F.l).- Si A es un fu.o~objeto entonces existe un nredicado ultradiofántico P 

que define a A. Se define F(A) como aquel conjunto ultradiofántico definido oor 
P. 

[ 2). - Si f: Nn ---N es un elemento arbitrario de R' , entonces< 1, f >: c 

Nn ___ NnxN es un ft•.o.-objeto. Existe un nredicado ultradiofántico P < l, f > 

que define a < 1, f > , entonces F;(f): 1',Í1 --- N es el u.n-morfismo cuya 
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gráfica está descrita por P < l, F >. 

F. 3).- Es claro entonces que F(N) = N, F(íl) = íl, F(l) = 1 debido a que los 
cuadrados 

lN j o 
N N íl N 1 

l p .F. XON = vN l p. F. xíl = v < xo ' Xso > l p .F. 

1 íl 1 íl 1 
V V V 

son productos fibrados. (véase 2.55.2, 2.55.3, 2.55.4). 

Además, F(s) = s, F(lN) = lN, F(Pi) = Pi : Ñ1---N de nuevo, por la 

definición de los predicados para las gráficas des, lN y P~: Nn ____ N. 

(véase 2.53.1, 2.53.2, 2.53.3, 2.53.5). 

< 1, p~ > 
l 

Nn >------NnxN 

p .F. 

1 
V 

< 1, s > 
N 

íl 

N2 

X e<.:.< P~P1, P2 >,.:. < P2, P~P1 >.> corresponde a 

{ ( Xl, ... , X~, y) 1 Xi = y} 

N 

1 X 

íl 

P.F. xe< .! < sP1, P2 > , .:. < P2, sP1 > > corresponde a {{x, y)I y = x + 1} 

1 íl 
V 
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P.~ X e<;,;< P2, P1 >> corresponde a {(x, y)I x = y} 

1--­
v 

Ahora bien, si A es un fu. 0-objeto arbitrario entonces existe un predicado P 

que define a A y se tiene un producto fibrado de la fonna 

p. F. 

1---­
v 

Por 2.73, el morfismo jXA: Nn ____ N pertenece a R'; el predicado que 

define a la gráfica< 1 n' jXA > es: 
N 

{ ( x, y) e 1ff1 x N 1 ( P ( x 1 , ... , xn) " y = 1) v ( 1 P ( x 1, ... , xn) " y = o)} 

en consecuencia, el U.D-morfismo F(jXA): 1ff1 ----N queda descrito por: 

entonces es claro que el cuadrado 
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;F(A) 

F(A)>--------

p. F. 

1-------

v 

es un producto fibrado. En particular, F(iA) = ;FA" 

F. 4).- Sea f; A B un ftJ. 0-morfismo entonces existen f 1, ... , fm 

elementos de R'c tales que hacen conmutativos los diagramas 

A · · ·' fm > ;A 

;A < fl' ... , fm > "'-..t 
A Nn Nm "- ;B 

's m 

~/. 
.. N 

P.F. XB 
íl 

1 íl 
V 

Considérense Ff1, ... , Ffm, XFA' XFB entonc~s por F.3 y 3.25 el diagrama 

; FA < Ff 1' ... ' Ff m > 
FA ---r.f ------N° 

X~ 

íl 

es conmutativo 
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Se define Ff: FA ----FB como aquel U.D-morfismo que hace conmutativo el 
diagrama 

FA 
"- Ff 
' '\. 

' FB----

p .F. 

1-----íl 
V 

F. 5).- S"f f ,.n .,,.'r t R' t F<f f > , 1, ... , m: N · --- li'I per ene ce a c en onces 1, ... , m = 

= < Ff1, ... , Ffm > 
Demostración 

La afirmación se conprobará sólo para m = 2. En el caso general, la demostración 
es análoga a la que se dará. Sean f, g: Nn --- N dos elementos arbitrarios de 
R', entonces por 2.54.1 el diagrama 

es conmutativo. Por F.4, F < f, g >: rf---rf- es el único morfismo que hace 
conmutativo el diagrama 
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i.f1 < Ff Fg > 
,F<f, q> 

" . 1 
"' rl-
'if ---

p. F. 

1-----íl 
V 

Por lo tanto, F < f, g > = < Ff, Fg > 

F.6).- F es un funtor 

vrl-

En efecto, si A es un fu.o~objeto arbitrario y lA: A---- A es la identidad 

en A, entonces F(lA): F(A) ---FA es el único morfismo que hace conmutativo 

el diagrama 

1----­
v 

Por lo tanto, F(lA) = lFAº. 

f g 
Sean A---- B ----C dos fu.o~morfismos arbitrarios. Existen diagramas 

conmutativos de la forma: 
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iA <f1, ... , fm > is < 9¡' ... ' 9 > m r Nr A Nn N B N 

x~/. X~~ 
íl íl 

Por 2.54.2, se sabe que 9i < f 1, ... ' f >= h. para i e: {1, ... , r} son tales m 1 

que ic{fg) = < h1, ... , hr > iA. 

Ahora, por 2.53.5 es claro que Fhi = Fgi F < f 1, ... , fm > = F9i < Ff1, ... ,Ffm > 

ya que el predicado que define a h. está dado por la 11 composición 11 de los predicados 
1 

Por último, como los cuadrados 

FB 
'\. 

Fgr > iFB 

',lg 

' FC----

p. F. 

1 
V 

FA 
', Ff 

" ' FB -----

p .F, 

1 
V 

son productos fibrados y XFC < Fh1, ... , Fhr > iFA = XFC < Fg1, ... , Fgr > 

< Ff1, ... , Ffm > iA = XFC < Fg1, ... , Fgr > iFB Ff = XFC iFC {Fg Ff) = vFA 

ehtonces F{gf) = F{g) F{f). 

F.7).- Fes denso 

Si A es un U.O-objeto entonces existe un predicado ultradiofántico P que define 
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a A. Sea Bel fu. 0-objeto cuyo morfismo: característico es Xp· Por F.3 F(B) es 

isomorfo a A ya que tienen el mismo morfismo característico. 

F.8).- Fes fiel 

Sean f, g: A---- B dos fu. 0-morfismos arbitrarios. Supóngase que F(f) = F(g). 

Ententes el diagrama 

FA 
'-.[f, Fg 

" ' FB.>-----

1------íl 

V 

es conmutativo. En particular,< Ff1, ... , Ffm > iFA = < Fg1, ... , Fgm > iFA" 

Basta demostrar que< f 1, ... , fm >;A=< g1, ... , gm > iA. Sea a: 1----A 

a 
un elemento arb1trario de A entonces XAiAa ... ' s no>= v, donde 

ª1 a 
< s o, ... , s no>: 1 ----Nn. Por 3.25, P(a1, ... , an) es cierto, si P 

denota al predicado que define a A. En consecuencia, (a1, ... , an) pertenece a 

FA. En particular, < f 1, ... , fm > iA = < ·91'_ .-~., gm> ip, ya que en caso contrario 

existiría a: 1 ---A tal que < f 1, ... , fm > iAa * < q1, ... , gm > iAa; esto 

a a a a 
es, < f 1, ... , fm > < s 1o, ... , s no>*-< gl' ... , gm > < s 1o, ... , s no> , 

pero por hipótesis<Ff1, ... , Ffm>(a1, ... , an) =<Fg1, .· .. , Fqm>(a1, ... , ªn). 

Como el diagrama 
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<1 ,<f,, 
Nn ,L 

... ' f >> 
m 

Nn >------------ N"xNm 

p .F. 
An < P < 1, fl > < Pl' P~ p2 >' ... , 

p < 1 f > < p 1 ' p: p 2 > > 
' m 

1 ------------ íl 

V 

es un producto fi~rado entonces< f 1, ... , 
a 

f > < s 1o, m ... ' 
a 

s no> = 

ª1 ªn 
= < gl, · · ·, 9m > < s o, ... , s o > . Lo que no es posible. En consecuencia, F 

es fiel. 

F. 9).- Fes pleno 

Sean A, B dos fu. 0-objetos y f: FA ---FB un U.D-morfismo arbitrario. Existe 

f = < tl' ... , rm > : r./1 ---N11 tal que f ;FA = iFBf. Cada fi: r./1---N 

pertenece a R'u.D. por lo tanto existe un predicado Pf. oue define a su gráfica. 
1 

Por 3.26, existe gi: Nn ___ N un fu.o~morfismo que pertenece a R' cuya gráfica 

está representada por Xp . Por construcción, Fg. = f. para iE {1, ... , m} . 
1 1 f. 

1 

,Además, el diagrama 

i A < g 1 ' ••• ' 9m > A--N~ /.Nm 
íl 
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Por lo tanto existe un único ftJ.o~morfismo g: A ----B tal que cumple 

. . . ' g > i . 
m A 

Por construcción, F(g) = f. En consecuencia, Fes pleno. 

Esto demuestra el teorema. 
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He eome,t.,ldo un eNW~ 6a.t.ai. 
- y lo peo~ de t.odo u que 

no -6 é eu.a.l. 

-1.E.P.-



[B. M.J 
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