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INTRODUCCION

Sea C una categoria que cumple las siguientes condiciones:

¢.1)- C tiene 1imites finitos

c.2)- C teiene clasificador de subojetos,

c.3)- C tiene un objeto de nimeros naturales

€.4)- C tiene un objeto inicial estricto

C.5)- C es una (epimorfismos, monomorfismos) -categoria
c.6)- v falso -
2 Q es el coproducto de 1——Q y 1 —Q
C.7)-

C satisface el principio de recursion primitiva; es decir, si f: A—— B
g: B—B son dos C-morfismos arbitrarios, entonces existe un Gnico
C-morfismo.h: AxXN ——— B tal que hace conmutativo el diagrama

].Axs
> AXN ————  AxN
Ano 0 | |
. | l
I
A , h : h
|
B — B
g
0
donde 0, = A -1 - N.

A



Asi, como los topoi bien punteados corresponden a modelos de la teoria de
conjuntosi, uno de los propdsitos de este trabajo es asociarle a una categoria C,
que satisface las condiciones del parrafo anterior, una subcategoria C u.D.?

generada por los "predicados aritméticos" (los predicados "aritméticos" se
obtienen a partir del calculo de predicados y predicados del tipo f(xl, cees xn) =0,

donde f es un polimonio con coeficientes enteros), cuyos objetos se pueden pensar

como los objetos aritméticos de C.

E1 interés de esto G1timo puede justificarse, al hacer notar que con los
predicados aritméticos, se puede desarrollar la aritmética usual. La subcategoria

Cy.p. se obtiene al dar una interpretacion en C de los predicados aritméticos; dicha

interpretacion estd inspirada en el lenguaje que le asocia Mitchell en [Mi]’ aun

topos E. En el segundo capitulo se expondrd con detalle dicha intepretacion.

Durante el desarrollo del trabajo sé nombrardan a los predicados aritméticos,
"predicados ultradiofanticos"; este Gl1timo nombre aparecid en un articulo de F.
T6mas,-[T0], en donde se usaban tales predicados para dar una caracterizacion de

cierta clase R', de funciones f: NP —— N, que contiene a las funciones
recursivas. Cabe mencionar que con la clase R' se puede desarrollar también la

aritmética usual.

La exposicion deltrabajo estd dividida en tres capitulos. En el capitulo uno, se
introducen la clase R', los predicados ultradiofanticos, se construye la
categoria Set, . que en este caso se denotara por U.D., y se da una lista de las

propiedades categoricas que cumple U.D. En el capitulo dos, se toma una
categoria C que satisface las condiciones mencionadas al principio de la
introduccion, se construye la subcategom’a'gU p VY se da una lista de las

1 Véase por ejemplo, [Jo] , capitulo 9.



propiedades categoricas que tiene; desde luego, esta lista es semejante a la que
se dio para U.D. En el capitulo tres, se comparan las categorias EU p. Y u.b.;

se demuestra que si el objeto de nimeros naturales de C es tipico y |homc(1, Q)| =2

entonces QU.D y U.D son isomorfas.
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NOTACION

Los simbolos A, B, C, D, etc. denotardn siempre a una categoria
Set denota a la categoria de los conjuntos.

N es el objeto de nimeros naturales de Set

AxB denota el producto de dos objetos

P?ZA"-——.A denota a la i-ésima proyeccion del producto A"

Si f: A——B es un morfismo de_una categoria C, entonces f: A>—B
(resp. f: A —B) denota a un monemorfismo (resp. epimorfismo) de C.

~

Si el cuadrado conmutativo




1. PRELIMINARES

En esta seccion no se intentara dar un desarrollo extenso de la clase de las
funciones y los predicados ultradiofanticos. S61o se mencionara lo estrictamente

necesario, para desarrollar el trabajo.

1.1 La Definicion de la Clase R'

Para definir la clase R' se procedera como en [TO].

1.11. Definicion

R' es la minima clase de funciones de N" en N, con n no fijo, que satisface:

-

R'1).- Las funciones constantes, las proyecciones, la funcién identidad de N y
la funcion sucesor pertenecen a R'. ’ :

R'2).- Si f: N N yag: N2 .y pertenecen a R' y la funcion h: N EL N

se obtiene por recursidn primitiva de f y g; i.e.; h satisface

h(xl,... xn,O) = f(xl,..., xn)
h(xqseees xps s(y))= glxp,eees X5 ¥y b (xp5enes x5 y))

entonces h pertenece a R'

R'3).- Si f: N' ——N pertenece a R' y 95 -+es 9t N N es una

sucesion de funciones que pertenece a R' entonces la funcidon composicion
f<gys ..., gn>' : N N pertenece a R'.




R'4).- Si f: Nt 1-————---N pertenece a R', f.: N"— N es la funcién
E

definida por 1 si (3y) (f(xl, cees xn,y) = 0)
fo(Xys c0es X =
E( 1’ n) 0 en caso contrario

y fe (Xl’ cees xh) = 1 para toda n-ada (xl, cees xn) entonces la funcion

fy (X5 «ees X)) = min {y | £ (x5 oovs X.» ¥y) = 0}

pertenece a R'

R'5).- S f: NI 1N pertenece a R' entonces f también pertenece a R'.

La minima clase de funciones que satisface las tres primeras condiciones es 1lamada
la clase de las funciones recursivas primitivas. La minima clase que satisface las
cuatro primeras condiciones es la-clase de funciones recursivas o diofanticas. La
minima clase que satisface las cinco condiciones es la clase de las funciones

ultradiofanticas.

Como se menciond en la introduccion, la clase R' permite desarrollar la aritmética
usual. No se intentara hacer un desarrollo de esta Gltima, s61o se haran algunos
ejemplos para mostrar como se obtiene la aritmética.

1.12 Lema

Las funciones suma & : N—— N, producto .: N —— N pertenecen a R'.

Demostracion
o: N
3 3

1N : N—N vy spy: N

N se obtiene por recursion primitiva de las siguientes funciones:

N




.t N2 N se obtiene por recursion primitiva de las funciones 0
N —— N (7la funcion constante de valor 0) y e< pi, pg > N3—-N

Existe una descripcion alternativa de la clase R', como se hace notar en [T0].
Esta caracterizacion surgio del trabajo de Martin Davis [Da] en el cual
demostro que la clase de funciones recursivas coincide con la clase de funciones

f: N' —— N, diofdnticas; esto es, aquellas funciones cuyas graficas son
conjuntos diofdnticos. Los conjuntos diofanticos se definen por medio de los
predicados diofdnticos. Para la clase R' se usaran predicados wltrhadiofdnticos.

Se definen de la siguiente forma

1.2 Predicados Ultradiofanticos.y la Definicion de U.D.
: 1 -

1.21 Definicion [TO]

P.U.D.1).- Si f(xl, e xn) es un polinomio en ’Z[xl, cens xn] entonces la

formula f(xl, ces xn) = 0 es un predicado ultradiofdntico en el que no aparecen

ninguna variable ligada y todas las X; son variables libres, para ie {1, ..., n}

P.U.D.2).- Si P es un predicado ultradiofdntico también 1o serd su negacion
7 P.Las variables libres de 7P son las de P y las ligadas son también las de P.

P.U.D.3).- Si P,Q son predicados ultradiofanticos y no existen variables que
apakezcan Tibres en uno y ligadas en el otro, entonces PvQ, PAQ, P => Q son

predicados ultradiofanticos. Las variables que aparecen libres (1igadas) en

1 Se sobreentiende que algo es un predicado ultradioféntico si se obtiene de
P.U.D.1 a P.U.D.4



cualesquiera de estos predicados son las variables libres (ligadas) que aparecen

en P o Q.

P.U.D.4)- Si P es un predicado ultradiofantico y x es una variable que no

aparece ligada en P entonces (¥x) P, (3x) P también son predicados ultradiofanticos,
las otras variables ligadas que aparecen en (¥x) P (resp. (3x) P) son las de P.

Las variables libres de (¥x) P (resp. (3x) P) son las variables distintas de x que

aparecen libres en P

1.22 Ejemplos

a). (vx) (Iy) (x+1=y)
b). (x=0) v (x=1)

c). (3x3) (x% * Xy X3 = 0)

1.23. Conjuntos Ultradiofanticos
1.23.1. Definicion {7,

Un subconjunto A de N" es wltradiogdntico si existe algin predicado
ultradiofantico P (xl, cees xn) tal que para cada n-ada (al, cees an)

(al, cees an) e AsiiP (al, cens an)

Una funcién f: N" N es wltradiofdntica sii su grafica es un conjunto

ultradiofantico.

Se puede demostrar el siguiente resultado.



1.23.2 Lema [TO]

. . . ey . ] .
Si A es un conjunto ultradiofantico contenido en N entonces existe un elemento

fal N"—~N de R' tal que

A= {(xl, cees xn) e NI | fa (Xl’ v xn) = 0}

Con este resultado y algunas consideraciones adicionales se demuestra el siguiente

teorema.
1.23.3 Teorema {To]

La clase R' consta precisamente de 1a clase de las funciones ultradiofanticas.

Un corolario inmediato del teorema anterior es:

~

1.23.4 - Corolario ~

Un subconjunto A de N" es ultradiofantico sii existe un elemento fA:IJ"

en R' tal que

A= {{xgs ooos x) € NT fa (g5 -ovs x) = 0}

Este G1timo resultado permite 'definir a los conjuntos ultradiofanticos de otra
manera. Es claro que -todo elemento de R' se puede ver como un Set-morfismo. Para
dar una definicion alternativa de los conjuntos ultradiofanticos se usaran las
propiedades categoricas que satisface setl. E1 corolario 1.23.4 sugiere una
descripcion categérica de los conjuntos ultradiofanticos como lo dice,la

siguiente defincion.

1 Para un desarrollo sistemdtico, véase por ejemplo [Go]



1.24 Definicion

Un objeto A de Set se dice que es wltradiofdntico sii existe un Set-morfismo

fA: N N de R' tal que el cuadrado
ia
A>—B - N\
, P.F xfp = Xy
1 Q = (0,1}
v
donde 1 v Q@ es el morfismo verdad para Set y x: N—— Q se obtiene

del siguiente diagrama conmutativo

A se 1lamard un objeto ultradiofdntico o simplemente un objeto U.D.

Para poder ver a los objetos ultradiofanticos como una subcategoria de Set es
necesario definir el concepto de morfismo ultradiofantico o U.D.-morfismo. De
nuevo, 1.23.4 permite dar la siguiente definicion.



1.25. Definicion

Sean A, B dos U.D.-objetos arbitrarios, se dice que un Set-morfismo f: A B
es un mongismo wltradiofdntico 6 U.D.= mongismo sii existen fl’ cees fm: NI _.N

elementos de R' tales que hacen conmutativos los diagramas.

<f1, cees fm> 'iA

m -1A n TB m
A N A— N BN
N % P.F. X P.F %5
, ] ———Q 1 Q
f Vv \'}

<fis ooy >
m

A\-\’\ A *B
\\f B ool

AS

\ B

B>———~ N

<If1, vees ﬂﬁ> iA = vA = xA iA

, P.F Xp

1 Y]

Antes de probar que con esta definicion los U.D.-objetos forman una subcategoria
de Set, se veran algunos ejemplos de U.D.-objetos.

1.26.. Ejemplos

a). El1 objeto terminal de Set 1 = {0} es un U.D.-objeto



Demostracion

1={xeN| 1y (x) = 0}; claramente 1y pertenece a R'. Ademds, es obvio

que el cuadrado

0
1 N
l P.F X
1 Q
v
es un producto fibrado
b). Nes un U.D.-objeto.
Demostracion .
E1 cuadrado -
1N
N N
P.F X0N
1 Q
v

es un producto fibrado, donde Oy : N N es la funcion constante de valor

cero

c). 9 es un U.D.-objeto.

Demostracion



E1 cuadrado

J
Q>——N
P.F X
P
1 Q
v

es un producto fibrado, donde p: N N es el morfismo predecesor.
1.27. Lema

Los objetos ultradiofanticos junto con los U.D.-morfismos, forman una
subcategoria de Set que se denotarda por U.D.

~..

Demostracion

1). Hay identidades

En efecto, si A es un U.D.-objeto entonces existe un producto fibrado de la

forma X .
in ]
A>———N
P.F XA
1 Q
v



Ahora, como el diagrama

es conmutativo y las proyecciones p? :N" N, para ie{l, ..., n}, pertenecen
a R', entonces lA: A——A es el 0nico ‘Set-morfismo que hace conmutativo el

diagrama

2). U.D. es cerrada bajo la composicion de Set-morfismos.

Demostracion

Supbngase que f: A——B, g: B
diagramas conmutativos de la forma

C son dos U.D.-morfismos entonces se tienen

10



<fiy vooy £.2 1
1° > 'm A
N B — —-NT"
*g *g Xc
. n . m '
dondefl, cees fm' N N Y 9ps -ees 9.0 N N pertenecen a R'.

n N, entonces por 1.11, h1. pertenece a R',

Sea h.i=g_i <f1’ LRI fm>: N

para ie{l, ..., r}.

Ademas, el triangulo

<h, h>'i

A

es conmutativo. Es claro entonces que gf: A ——C es el Unico Set-morfismo que

hace conmutativo el diaarama

<h1, cees hr>1A

A
N\
R
N\ 1 .

C> C NY’

11



Esto demuestra el lema. Estos Gl1timos resultados se pueden resumir con la

siguiente definicion

1.28 Definicion

La subcategoria U.D. de Set se 1lama la categoria ultradiogdntica determinada
por Set.

La construccion que se ha dado para U.D. se puede hacer en categorias mas débiles
que Set. Sin embargo, antes de hacer ésto, se estudiaran que propiedades
satisface U.D., como subcategoria de Set.

1.3 Propiedades de U.D.

1.31 U.D. tiene objeto terminal

Demostracion
Sea A un U.D.- objeto arbitrario y considérense los siguientes diagramas

o\ni

.i

A o A
A N 1 N A N

X X
P.F X, = xf P.F x A\ /
A A Q

1 Q 1 Q

v v
donde O\n: N N es la funcion constante de valor cero. Entonces es

claro que !A: A—— 1 hace conmutativo el diagrama

12



1 es un U.D.-morfismo. En consecuencia, 1 es un

Por 1o tanto !A: A

u.n.-objeto terminal

1.32 U.D. tiene productos finitos

Demostracion

.

~.

Sean A,B dos U.D.-objetos arbitrario§§ entonces existen productos fibrados de 1la

forma
'A 0 g n
A>———N B>———N
P.F XA = fo P.F XB = xfB
1 Q 1 Q
Y v
Considérese el siguiente diagrama
n. n. m, m, ,
< P11APA’ cees Pn1APA’P11BPB’ cees PmlBPB > -
AxB> N
n+m n+m.
<XA < Pl’ » Py >,
Xy <L ET PN TS ‘
1 g n+1 n+m
<v,v >

13



entonces, es claro que es conmutativo ya que

n+m n+ _- on+m n+m n. n.
<K< P e, P, X< P Ly PO > <PU P, ey PP,
. n. n. m. m.
- X
P$1BPB> <Xp < PP oees PLipP>, Xp < PrigPps -..s P

<XaTpPas XgigPp™ = < Vaupe Vaxg” -
Un cdlculo simple, demuestra también que es un producto fibrado.

Ahora bien, como el cuadrado

<v,v>

1 [954Y)

P.F

/>

\

es un producto fibrado entonces el diagrama

i
AxB
AxB Nn+m
, n+m n+m n+m
P.F <}\A<P1 ”"’Pn >’XB<Pn+1’
<v,v>
1 OxQ
P.F A
1 Q
v

14
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n+m
Po+m >>



es un producto fibrado. Aparentemente todavia no se ha demostrado que AxB es un
U.D.-objeto. Sin embargo, como los diagramas

/

<0, 0> <0, 0>
1 N xN 1 N xN
P.F XXX P.F ®
<v, v> o]
1 xQ l]—— N
P.F. A P.F X
1 Q 1 Q
\" "

son productos fibrados y XA = fo, XB = xfB entonces el morfismo caracteristico

de ipgg S puede escribir como

S

n+m n+m S ondm n+m - . anm
x® <fy <P, L., P> fp <P ...,an>>.1~1n Q
Para demostrar que las proyecciones PA: AxB ———A, PB: AxB B son
U.D.-morfismos basta considerar, por ejemplo, el siguiente diagrama:
i n+m n+m o
AxB <Py, ..., P >
AxB 1 n_~ .\
XAxB \ XA
Q
. - ohtm nHm o . L
es claro que es conmutativo. Ademas, < Py seens Pn > 73R 1APA‘ Por 1o tanto,
Py AxB — A es un U.D.-morfismo. Analogamente, Pg AXxB ——B es un

U.D.-morfismo.

15



a b
Supongase ahora que C —— A, C ——— B 'son U.D.-morfismos; se tienen

diagramas conmutativos de la forma

C> Nr - NrI A>—-——-—Nn
X X
C\/A ] P.F X
Q
1 Q
v
i

donde a = <él, .._.,ar‘>":N"——»Nrl

ol
"
A
o

16



Considérese ahora el siguiente tridngulo

i <a ee.s @ b b >
c R
Cr— N" hﬁ+m
Xe XaxB
Q

entonces por la descripcion de xAxB es obvio que el triangulo es conmutativo.

AxB es tal que

Por G1timo, el Set-morfismo <a,b>: C

<a,b>=<a > s bl’ cees bm> ic; por lo tanto, <a,b> es un

TAxB 1° -
U.D.-morfismo. Claramente, PA <a,b>=ay PB'< a,b > =>b. La unicidad es

~

~

inmediata.

~

La demostracion anterior muestra el espiritu de este trabajo. Es claro que si en
lugar de trabajar con funciones ultradiofanticas, se hubiere trabajado con
predicados ultradiofanticos, no se tendria que haber hecho la observacion de la
pdgina anterior. La pregunta natural que surge de esto d1timo es: icomo se puede
trabajar con los predicados ultradiofanticos?. Para el caso de Set la respuesta
es sencilla: como es bien sabido Set es un topos elemental bien punteado1 que
tiene objeto de nimeros naturales. En particular, Set tiene una 16gica interna
que es booleana y bivalente. Esto Gltimo permite dar una interpretacion para los
predicados ultradiofanticos, por ejemplo, el Set-morfismo A:QxQ Q es
la version interna del conectivo A .

1 Véase [J ] pdg. 31u.

17



Si se recuerda la definicion de los predicados ultradiofanticos entonces es
claro que para dar una interpretacion de estos Gltimos, se puede proceder por
induccion sobre el nimero de conectivos que aparecen en el predicado. Por
ejemplo, supongase que P (xl, cees xn) es f(xl, cees xn) = 0, para fines

practicos, supongase ademas que n = 1. Se tiene entonces un polinomio en
Z [ x] que se puede escribir como

f(x) = g(x) - h (x)

donde g(x) y h(x) son polinomios con coeficientes naturales. Es claro como
podrian interpretarse. Si g(x) = a X+ L+ a; x +ag entonces

N es:

XP(X):N
an ! %0
© + <sTMogh(x)> @ ... e - <s- i,k (x)> S Yoy

donde hy = Ly,hy(x) = *< 1y, hy(x)>; ..., h (x) = <Iy hy_p

1

Ahora bien, f(x) = 0 sii (g(x) = h(x)) @ (h(x) = g(x)) = 0, donde = : NxN
es el morfismo diferencia de N. En consecuencia, se define xP(x): N

icid o << >, =< N>
como la composicidon, x xg(x)’ xh(x) s xh(x)’ xg(x) , donde
Q2 es el morfismo definido en 1.24.

53

x: N

Se puede probar que para todo natural 1 N, XP(X)SaO = v sii
an _ An . - . - _
Xq(x) S°0 = Xh(x)s 0 sii g(a) = h(a) sii f(a) = 0. Esto es, un natural a,

. .. a._
satisface P sii xP(x)S 0= v.

)

E1 lector familiarizado con la teoria de los topos notard que esta interpretacién
estd inspirada en la interpretacion que da Mitchell en [Mi]‘ En el capitulo dos

se hard una descripcion detallada de 1o que se ha mencionado aqui. Estas
observaciones pueden justificar la importancia de los predicados ultradiofanticos.

18



Hay algunas consecuencias inmediatas de 1.32

1.32.1

L]

N" es un U.D.-objeto y todo morfismo f: N" N que pertenece a R' es un

U.D.-morfismo.

Demostracion

Por 1.32 es claro que N" es un U.D.-objeto. Sea f: N
morfismo que pertenece a R', como el diagrama

<P, ., > =1
1° = n N’ f
N" N N

es conmutativo entonces f es un U.D.-morfismo.

1.32.2

N son U.D.-morf1ismos

N, =: N?

Los morfismos ©: N2

1.33 U.D. tiene igualadores

Demostracion
Nm"»

yg=x< 95 +-es gm>ﬂhp;————»bf' son morfismos cuyas componentes nertenecen

Se demostrara primero que si f = <Zf1, cees ﬂﬁ> : N

a R' entonces el igualador de ¥y g es un U.D.-objeto.
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Sea kE: Nn

N definido por 1a siquiente regla:

o <: <fl, 9>, :<g, f>>e . ...0<:<f,g>,:2<g,f>>

entonces es claro que kE: N" N pertenece a R'. Ademas, kE(x) = 0 sii

o <r<f,, 9> <g,f>>(x) =0, para iefl, ..., m} sii g,(x) =
fi(x) para ie{l, ..., m} sii f(x) = g(x). En consecuencia, si se considera el

producto fibrado

i
E
E> Nn
, P.F xkE
1 Q=
v -

entonces es claro que (E, iE) es el igualador de f y g.

En efecto, el producto fibrado anterior puede escribirse de la siguiente manera:

i
Er—2F N
PF | ke
0
- 1 S
1 N OE ‘E E N
P.F X
1 Q K
v

20



e

en particular kpip = Op; por lo tanto ?iE = §iE. Si E N" es tal que

f e = g e entonces ke e = O - En consecuencia, el diagrama exterior del

cuadrado
E \\\ e
e' :
A\ i
N E
E> bp
P.F kE
1 N
o}

es conmutativo. Por lo consiguiente, existe un dnico morfismo e': E——E
tal que iEe' = e. Por construccién E es un U.D.-objeto.

Sean f, g: A ——— B dos U.D-morfismos arbitrarios. Entonces se tienen
diagramas de la forma

i -
A f
A N N F= <f, co.if >N N
§ 1 m
XA XB g = <gl, ey gm>:Nn N
Q
f iy = igfs g iy = 19

hEY

Sea (E, ip) el igualador de f y g; considérese el siguiente producto fibrado:
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N

Y

P.F x 0 < fE,fA> = A <xfE, fo>

—_e—_—mm

Claramente, E es un U.D.-objeto. Ademds, E es un subobjeto de A por el diagrama
anterior. Existe un dnico Set-morfismo e: E A tal que hace conmutativo

i
E
E .
\\e~‘ 1A
A NN
l P.F Xy
1 Q -
v

Es claro que e: E
igualador de f y g.

A es un U.D.-morfismo. Se demostrara que (E,e) es el

Ahora bien, fe = ge sii iBfe iBge, pero iBfe = fdAe = f1E = gip = ipge ya que

mi

E también es un subobjeto de

-

A es un U.D.-morfismo tal que fc = gc. Se

c

Por dl1timo, supdngase que C
tiene un diagrama conmutativo de la forma
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Ahora, como fc = gc entonces igfc = ijgc; Por To tanto, ?iAc = §iAc; i.e.,
fE(iAc) = 0.. En consecuencia, existe un inico Set-morfismo e': C ———E que

hace conmutativo el diagrama

C h i
\\e. ;
N E
Er— e N
P.F x &< f‘E" fA> = A<X.fE, X.fA>
1 Q
v

Claramente, e': C ———E es un U.D.-morfismo. Como i- = i,e entonces i,c =
. E A A

~

= ﬁic = iEe' =ijee'; .. c= ee'va que i, es un Set-monomorfismo. Por To

~

tanto (E; e) es el U.D-igualador de fyag.

Una observacion mas, es claro que (E,e) es también el Set-igualador de f y g.
1.34 U.D. tiene 1imites finitos

1.35 Todo U.D.-monomorfismo es un Set-monomorfismo. -

Demostracion

AN

Sea F: U.D.———Set el funtor inclusion. Por 1.32 y 1.33, F preserva limites
finitos. En particular, F preserva productos fibrados. Ahora, es bien sabido que
B es un monomorfismo sii el cuadrado

un morfismo f: A
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es un producto fibrado.

Esta G1tima afirmacion también puede probarse directamente. Es evidente 1la
importancia de 1.35. Permitira probar que Q = {0,1} es un U.D.-clasificador de

subobjetos. Para demostrar esto Gltimo se comenzara con:

1.36

s
~

Si f: A B es un U.D.-morfismo entonces imf, la imagen de f, es un

U.D.- objeto.

Demostracion

Sea f: A———B un U.D.-morfismo arbitrario; entonces existe un diagrama

conmutativo de la forma

i <f,, ..., f_ >
A N, 1 m N o
A> <y eees £> 1A-1§f
X X
\ A f,...,f:Nn N
1 m"

94 :
pertenecen a R' =
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Sea PA(XI’ cees xn) un predicado ultradiofantico que define a A; PB(yl, ...,‘ym)

un predicado ultradiofantico que define a B y Pj (xl, cees X Z) los predicados

ultradiofanticos que definen a las grdficas de fj: N" N, para

je {1, ..., m}; entonces la imagen de f puede describirse de la siguiente

manera:

Imf = {(yl, cees ym) € hwl(axl, cees xn) (PA(xl, cees xn) A Pl(xl’ cees X yl)

A...A Pm(xl, coes X Yo) A PR(Ygs e ym))}

Claramente, el predicado que describe a Imf es ultradiofantico.

1.37

Si A es un U.D.-objeto arbitrario entonces el Set-morfismo caracteristico de

A, Xyt N'— ~ 9 es un U.D.-morfismo. -

Demostracion

Sea A un U.D.-objeto arbitrario. Por definicion, existe un elemento fA: Nn——e—oN
de R' tal que Xp = fo. Como conmuta el diagrama

an f

donde y: N N se obtiene a partir del

y
N;\\\\ //// diagrama s .
N———N
,////////' I |
|y | y o0
f {
N N

N




entonces xf,: N Q2 es el dnico morfismo que hace conmutativo el

A

diragrama

N yf

P.F Xp

N es y: N—=Nj por lo tanto, xf,: N"

es facil ver que xj: N A

es un U.D.-morfismo.

1.38 ‘\..~
v falso
Qyl - $2 son U.D.-morfismos.

Los set-morfismos 1

Demostracion

Basta considerar los diagramasconmutativos

0 s .0
1 N N 1

X Xp

v falso
Q yl

por 1o tanto, 1 2 son U.D.-morfismos. <y
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1.39

2 es un U.D.-clasificador de subobjetos.

Demostracion

2 un U.D.-morfismo arbitrario. Entonces es claro que X
2 es un U.D.-morfismo y U.D.

Sea X: A
clasifica a un U.D.-subobjeto ya que 1
tiene productos fibrados.

Reciprocamente, si f: A>————=B es un U.D.-monomorfismo entonces por 1.35, f es
un Set-monomorfismo. En consecuencia, la imagen de f se puede describir por
medio del siguiente tridngulo conmutativo.

f
A>——————————~%
15 P.F 1g
ipf
A—Db N .
P.F X
1Bf .
1 Q
v
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es un producto fibrado. Por 1.38, Xi.f L 2 es'un U.D.-morfismo y es
B

N" es también un U.D.-morfismo debido a 1a

obvio que iB: B
conmutatividad del diagrama

i <p™ ..., P>

B 1 ‘ m

B> N" —
Xg A

Q

N"

Por 1o tanto XA = X, ; iB: B 2 es un U.D.-morfismo. Esto demuestra que

B
Q es un U.D.-clasificador de subobjetos.

Al haber hecho 1a construccion dé'los.U.D.fobjetos sobre Set y al ser esta
i1tima cartesianamente cerrada; esto es, paré cada Set-objeto A, el funtor
producto -xA: Set ———Set tiene un adjunto derecho. Es natural preguntarse si
U.D To es. La respuesta es negativa, como se ve en el proximo resultado.

1.4 U.D. No es Cartesianamefite cerrada

Demostracion
La prueba de esta afirmacion no es muy dificil. Si U.D fuese cartesianamente
N de R' que s6lo toma valores

cerrada, existiria un elemento f: N?
entre cero y uno, tal que las funciones 9

f(1,3), f(2,3), ...

son todos los morfismos caracteristicos de los U.D.-subobjetos de N. En [Tol,

sedemuestra que tal morfismo f: N° N no puede existir.

28



Sin embargo, U.D. satisface las siguientes propiedades

1.41 U.D. tiene un objeto inicial
Demostracion

Como. el cuadrado

0>——N
P.F s

1 N
0

es un producto fibrado entonces 0"es _un U.D.-objeto.

~—

Si A es un U.D.-objeto arbitrario entonces existe un diagrama de la forma
A
A——N

P.F xA

l———Q

v A
N
Ahora, como el diagrama
. ~
iN <1N, ...,1N> ,
0> N N
Xs XA
9/
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es un conmutativo, entonces iA: 0 — A es un U.D.-morfismo.

Se puede demostrar también que N es un U.D.-objeto de nimeros naturales, U.D.
tiene coproductos finitos y coigualadores. Las demostraciones de estos hechos se
basan en las construcciones que se hacen en Set. En particular, la formacidn en
U.D. de los colimites finitos realmente es una consecuencia directa de la

construccion que se hace en Set.

Como se vera en el proximo capitulo la definicidn de una categoria ultradiofantica
sobre una categoria C, no dependera de la existencia de colimites finitos en
C. Los resultados que se han demostrado en este capitulo se pueden resumir con

el siguiente teorema.

1.5 Teorema (U.D.) oy

Sea U.D. la categoria ultradiofantica determinada por-Set. Entonces U.D.

satisface:

U.D.1)- U.D. tiene 1imites finitos. Ademas, el funtor.inc]usién F: U.D.——Set

preserva 1imites finitos.
U.D.2) U.D. tiene un objeto inicial que es el mismo. de Set.

u.D.3) Si Q es el clasificador de subobjetos para Set, también Q eg un
U.D.-clasificador de subobjetos.

U.D.4) _ -
lhomU.D.(l,Q)l =2

U.D.5) U.D. no es cartesianamente cerrada.

U.D-6)  y.p. tiene objeto de nimeros naturales, que es el mismo de Set.
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Este teorema y 1las demostraciones que se han hecho permiten conjeturar que la
construccion de una categoria ultradiofantica se puede hacer sobre categbm‘as

mds débiles que Set. En particular, sobre categorias que no necesariamente sean
cartesianamente cerradas. Esta G1tima afirmacion se precisara con detalle en el
proximo capitulo. Ademds, se tratard de probar un teorema semejante al teorema

1.5.
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2. LA CATEGORIA EU.D. ASOCIADA A C

2.1 Introduccion

Para definir el concepto de categoria ultrafiofdntica sobre una categoria C, se
necesita precisar qué tipo de condiciones satisface esta Gltima. Como se ha
dicho anteriormente, esta construccion se hara sobre categorias que no son, en
general, cartesianamente cerradas. El trabajo se desarrollara con categorias

que satisfacen la siguiente definicion.

2.11 Definicion

Sea C una categoria que cumple las siguientes condiciones

C.1)- C tiene 1imites finitos-.
c.2)- C tiene clasificador de subobjetos; i.e., existe un C-objeto Q y un
Y

Q (1lamado verdad) tal :que, para cada monomorfismo
Q (11amado

morfismo 1
f: A)>——B en C, existe un unico morfismo Xp: B
el morfismo caracteristico de A) que hace el cuadrado

A>————£————*-B

P.F XA

un producto fibrado.
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C.3)-

C.4)-

C.6)-

C.7)-

—

C tiene un objeto de nimeros naturales; i.e., se tiene un diagrama en C

de Ta forma 1 0

N—S N .tal que para cualquier otro diagrama en

C, 1 X A f A, existe un dnico C-morfismo h: N
hace conmutativo el diagrama.

/
I

A que

1

N N
l I
! |
I h I h
| |
| }
A A

C tiene un objeto inicial estricto; esto es,todo C-morfismo de
codominio 0 es un isomorfismo.

S~

.~

C es una (epimorfismos, monomorfismos)-categaria.

v falso

2 es el coproducto de 1 2, donde 1 —fél§9—~n es

Qyl
el morfismo caracteristico de 0>————1.

0r——mm1

P.F falso

C satisface el siguiente principio de recursion primitiva:
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Sif: A B, g: B
entonces existe un dnico C-morfismo h: AxN

B son dos C-morfismos arbitrarios
B tal que hace

conmutativo el diagrama

les
~
N AxN AxN
° |
el i
A | h I h
| |
f i |
B B
g
0
donde 0A = A 1 N.

Se intentara hacer un desarro]]q\ané]ogo, hasta donde sea posible, al que se
hizo en 1la cons@ruccién de la catéﬁbria‘U.D.\Es necesario hacer notar que al
ser Set un topos, se tenfa la estructura suficiente para poder tener una
intenpretacibén de los predicados ultradiofanticos. E1 camino que se seguird es
dar una interpetacion de los predicados ultradiofanticos, en una categoria C
que satisfaga 2.11. Esto Gltimo se desarrollara por etapas; es claro que lo
primero que se debe tener es una K&géca suficientemente adecuada en C. La
siguiente seccion aclara qué tipo de 16gica se puede desarrollar en C.

2.2 Logica de C

"I1§ it was s0, Lt might be; and if it were
80, it would be; but as it isw't, it ain't.
That's Logic".

=L, Caruoll -

Una consecuencia inmediata de 2.11 es la existencia de operadores
A xQ Q, 1:8 Q definidos por los siguientes productos fibrados.
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<v,v> falso

xQ 1) S— | 1 2
| |
P.F LA P.F falso P.F ; 1
| |
} }
1 Q 1 Q 1 Q
\) v \"

Esta G1tima observacion permite probar la siguiente proposicion.

2.21 Proposicion

Si A es un C-objeto arbitrario entonces Sub (A) tiene una estructura de

dlgebra de Boole.

Demostracion

Sean B,Ce Sub (A); se define BAC como aquel subobjeto de A-cuyo morfismo

caracteristico es A< XB’ XC > . -

BAC>——A

P.F <XB, XC >
<v,v> \
1 (9549}
P.F A -
. 1 Q .
v . 1

Notese que A < Xg, Xe > = Xg sii B < C donde < es el orden usual en Sub (A).

Ademds, si BnC denota a la interseccion de B y C entonces BnC ~ BA C puesto

que si el cuadrado.
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BnC>—————C
f P.F c

B>———A
b

es un producto fibrado entonces también 1o es el siguiente cuadrado:

h
BnC>— A

<XB, XC > donde h = cg = bf.

Qx0
<vy,v>

<.
-

Esto permite afirmar que A : QxQ Q satisface las siguiehfes propiedades:

P, > = A3 Pt QxQ Q es la j-ésima proyeccion, je{l, 2}

Al)- AP 1 i

2,

]
—

A2)- A< IQ, 1Q > a

denota a la j-ésima proyeccion, je {1, 2, 3}

Por 1o anterior, BAC es el infimo de B y C.

v falso.
Qy1l

Como Q es el coproducto de 1 Q se tiene que-KR = -19' Esta

2, de la siguiente

observacion permite definir un nuevo operador v : QxQ

manera: _
v="1aTxT.
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V cumple las siguientes condiciones:

V.1)- '~ o
V< 19,_19> = 1Q

Demostracion
V<lg,lg>=1a <1, 1>= 1(0 = 1y, por A.l.

V.2)- v <P2, P1 > =Y

Demostracion

V<P,, Py >= Ta (W) <PyPy>= T <7P,, 1P>
= 1a<pP,, P, >< 'IPZ,'|P1_>= Ta <P, 1Py >=
Ta(T1x7) <Py, Py>=V <Py, Py> = V; por A2

~.

-~

“

V.3)- _ -
V<V<P1,P2>,P3>- V<P1,V<P2, P3>>
Demostracioén
<. . = : ' =
V<V <Py, Py >,iPa> v<'|A<'lP1,1P2>,P3>
= A<‘1P1,A< -IP2<~,TP3>>=
=V<P1,-IA< -‘P29-|P3>>= ‘Q_‘\‘
= V.< Pl’ Vv <P2, P3 >>; por A.3
v.4)- Si B, C € Sub (A) entonces A < XB’ Vv <XB, XC >>-= Xg ¥ ademds
V<XB,A<XB, XC>>=XB. ‘ )
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Demostracion

A<Xps V<X, Xo >>= A<XB,7 A < 'IXB,'IXC>'>;Porloanter1'or,

B® B> C
A< X337 Xc > <'le,éntonces 1 xB) < 1A <7 X3 1 Xc > ; esto es

X, < 1 A<7XB,']XC> 3 . A <X

B S V <X, Xa >2>=X,.

B’ B> °C B

Porﬁ]timo,V<XB,A<X Xn >>=1 A<'|XB,'I A<XB,X >> al ser

B> °C C

< e . . < < .
A < Xg» XC > el infimo de Xg ¥ XC se tiene que A XB’ XC > XB en consecuencia

X >>='IxB.

< s L <
TXB 'IA<XB,X >,..A<'IXB,'IA Xg» Xc

C

1
Un resultado elemental™, afirma que Sub (A) es una reticula donde A< XB’ XC >,

V< XB, XC > son el infimo y el supremo de XB’ XC respectivamente.

S
.. ~
~. .

Para probar que Sub (A) es un él'gebra de Boole, basta wer que se le puede inducir
una estructura de algebra de Heyting. Para hacer esto Gl1timo se necesita definir
un nuevo operador = : Q x Q
Si (E, e) es el igualador de A y Pi: 2 xaQ

2, 1lamado el "operador pseudocomplemento";
2 , entonces =) : Q x

Q

es el morfismo caracteristico de E.

E>—+OxQ
I
|
| e A
P.F | = E>— QxQ Q. -
: P1
t
1 Q L
Vv .

1 Véase por ejemplo, [B.M.], pdginas 473-475.
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Si B, C € Sub (A), se define el pseudo complemento de B relativo a C, como el

subobjeto de A cuyo morfismo caracteristico es =) < XB’ XC > .
b=>.c
B = (> ———r
P.F =><XB’ XC>= XB=> XC
1 Q
v

B => C satisface las siguientes condiciones:

=>.1)- Si B,C,D € Sub(A) entonces A <XD’ XB = XC > = XD sii
= << Y. TN ~
A<A<XD,XB>,XC> A ~XD,XB>
Demostracion

=> )- Supdngase que A < XD’ XB => XC > = XD. Considérense los siguientes

diagramas -

‘b ¢ bad I
B—= C>———A BAD>————Q
P.F <XB’ XC > P.F
e ‘b
E>——m OxQ Q B>———A
Py
:.—> P.F
9) 1
Y v
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Como D se factoriza a través de B =—> C entonces el morfismo A < XBd, Xcd >

es igual a XBd' En consecuencia,

d, X.d >, X. > =

C

d, XC>> /\<XB

A< A< Xys Xy >, X > A< A<X

C B

- <

D> "B C

d, X.d >= X.d

C C B

A<XB, XD>.

¢{= )- Reciprocamente, si A <A < Xps XB >, XC > = A< XD, Xg > entonces

A<Xd, Xd> =a < A<X,, X

oy
c >>, A< XiKy>>

B> "D

A< A< I\<.XB,

A<XD, XB>= XBd
Por To tanto d se factoriza a través de B =) C; en particular,

B

|

Xp >, X

XD>"XC>’XD> = A< A<LX

D> ”B D

A <Xps Xg = Xe > = ¥%p -

D’

=.2)- A <Xgs Xc > = Xg sii Xg = X = Vpo dondg vy = A —1 — Q.

Demostracion

[IRY
\

B» Xoc = = X

. R - < | .
tiene que A < XD’ XB = XC > XD puesto que A A< XD’ XB >, *XC > es

=> )- Si A<X entonces, para todo elemento D en:Sub (A) se

igual a A <Xy, A<Xg, Xp>> = A <X XB> . En consecuencia XB=> Xe = K

D’

¢ )- Inmediato por I. 1.
Esto demuestra que Sub(A) es un &lgebra de Heyting. Es bien sabido®, que toda
1 Véase por ejemplo [R.-S.], I 12.1 y I 12.2
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dlgebra de Heyting es distributiva. Ahora bien, para probar, finalmente, que
Sub(A) es un dlgebra de Boole, s6lo es necesario hacer notar que todo elemento
B de Sub(A) tiene complemento. Para esto se probaran dos resultados:

falso

B.l)' T - . =
A< IQ, | > = falsoQ, donde 1“alsoQ Q 1 Q

B.2)- _
v <1y 1>= v

Demostracion

B.1 es inmediato, al ser 0 un objeto inicial estricto y el siguiente diagrama,

un producto fibrado.

B.2 se obtiene de B.1 ya que v <1, I>=7a < P> 1a <, 1, > =
= lfa]soQ=vQ T

Si se define 1 B como el subobjeto clasificado por XB -entonces por-s8.1 y B.2

se obtienen las siquientes identidades:

c.1)- - ] | c.2)- S
/\<XB,IXB>—f‘alsoB v<X, | X > Vg
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Esto demuestra de Sub(A) es un dlgebra de Boole. Se puede demostrar facilmente
que si B, C € Sub(A) entonces Xg = XC = V< 7 XB, Xc >, usando M.1 y 1la

distributividad de Sub(A).

Esta proposicion permite afirmar que C tiene una 16gica cldsica. A

pesar de que C no posee, en general, coproductos finitos, se verd mds adelante,
que algunos coproductos si existen. Es bien sabido, que el coproducto de
monomorfismos no necesariamente, es un monomorfismo. Sin embargo, al ser C una
categoria (epimorfismos, monomorfismos) -factorizable, todo C-morfismo puede
factorizarse a través de un monomorfismo. Si B, C son subobjetos de un objeto A
tales que su coproducto B + C existe en C, seria interesante saber si el
subobjeto de A, que se obtiene al tomar la (epimorfismos, monorfismos)-
factorizacion del C-morfismo (E) : B+ C ——Aes el supremo de B y C. EIl

siguiente lema aclara esta pregunta.

s,
L

2.22 Lema

Si B, C € Sub(A) y B + C existe entonces la imagen de (2): B+C A es el

supremo de B y C en A.

Demostracion
Considérense los siguientes diagramas b -
v v (c)
1 2 \
B—B + C C B+ C A .
|
b /
b :( ) /e e mo =
c = -
{
A D

Entonces es claro que B, C <D puesto que, por ejemplo, b = (t) vy = mev,.
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Si E es un subobjeto de A tal aue E > B, C entonces existen morfismos b, c
que hacen conmutar los siguientes diaqramas

A

(g]]

T~
_—

Al ser B + C un coproducto existe (2): B+ C ——— E tal aue

Me——— —w

(g) Vi = b, (g) Vo = c. En consecuencia, el siauiente cuadrado es conmutativo
e
B+ C D
e
(E) d // [ m
/
/ ~
o~ ~ :
E>—m—A -
e

Por la propiedad de diaaonalizacion, existe un Gnico morfismo d: D ———E
que hace conmutativos los trianaulos correspondientes; en.narticular, ed = m;
esto es, D <E. Par 1o tanto D es el supremo de B v C.

Para tener toda 1o 16aica necesaria en C, se necesita noder "cuantificar

existencial vy universalmente", a traves de monomorfismos. Es decir, si f: A—B

es un C-morfismo y C>S—+A es un monomorfismo entonces EIf (C) es'1a imagen

de 1a composicidon fc y Vf (C) es el subobjeto 1 3 (7 c).

DNZNZ

3 (C)

1 C)>—————B
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2.23 Proposicion

Sif:A B es un C-morfismo entonces el funtor L Sub(B) -————— Sub(A)

definido por el cuadrado

f'l(e)
FlE)y——————a

P.F f

> B

tiene un adjuntnizaquierdo Hf: Sub(A) Sub(B) y un adjunto derecho

V?: Sub(A) —— Sub(B). £l es un funtor de alaebras de Boole.

Sl

~

Demostracion

Es claro que f'l:Sub(B) ———— Sub(A) es un funtor. La observacion mds
importante en esta demostracion es que si Ee Sub(B), el morfismo caracteristico

de f'l(E) es XEf, como lo demuestra el siquiente produéto Fibrado:

£ 1(e)
f'l(E)>————A

P.F f v
€ >
E > B X-1 = Xf ~
f(E)
P.F Xg
1 Q
\
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f1 preserva complementos puesto aue X_ _; =X 1 1 Xf =
7 £ (E) f 7 (E)
=X = X
1eF 0 e
i1 preserva infimos: X X £ = A <XE’ X¢ >f =14 <XEf, XFf >

FLEAF)  EAF

X > =

= A<X X
! £ 1(F) ey a £71r)

N

! preserva supremos: X ST = Xpgf = V<Xp g > = v <X, Xf > =
f “(AvB

=y <X X >=X .
Ny, el T e gl

Para la propiedad de diagonalizacion 3f: Sub(A) ———— Sub(B) es un funtor.

Para probar la adjuncion, se demostrara:

~
Sy

) 3n) <8 siiar< £l () -

Demostracion

Supdngase que EIf(A') < B'; se tienen diaqramas de la forma:

' a' f ~3f(a')

N LI R —
Al>— A B Hf(/;\ )>— B -
\\
3c(a') 3N b’ -
N

3.(A") \B'
f

eA.

En consecuencia, el diaqrama exterior del cuadrado
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jeAl

B >———8B
bl

es conmutativo; por lo tanto, A' < f"l(B')

Reciprocamente, si A' < 1 (B') entonces la propiedad de diagonalizacidn-

&
asegura un morfismo k: 3f(A') B' que hace conmutativo el diagrama:

(EA'
] ]
- A 3(A")
7
r P.F f rm R _~ Hf(a')
/
S
e
&
B' B B'>- B
- bt bk T
! < ! \: ‘
EIf(A )< B
. ";'\'
Por G1timo, la adjuncién f'l —— Y_ es consecuencia inmediata d€ la anterior.

f

) gr< g (aY) sii LB < A

46



Demostracion
B' <1 3(1A") sit Z(1A)< 1B sii 1A' <f sy =1l sii
iy <a.

Una consecuencia inmediata de esta proposicion es la siquiente observacion.

2.24 Si f: A ——B es un C-morfismo y A'>———A es un subobjeto de A
entonces Vf(A') =B = A' =~ A

Los resultados anteriores demuestran que a pesar de no ser C, cartesianamente
cerrada, se puede definir una 16gica clasica,.junto con cuantificadores
existenciales y universales, que satisfacen propiedades andlogas a las que

-

cumplen los topos elementales. Con este comentario se termina esta seccion. La

~

proxima etapa es ver qué propiedades aritméticas tiene C.

2.3 Aritmética en C

2.31 Recursidn Primitiva

La condicion C.8 de 2.11, permite probar el esauema de recursion primitiva usual;
esto es, si f: A—— B, g: AXNxB ———— B son C-morfismos entonces existe un

\

nico C-morfismo h: AXN ————B que hace conmutativo los diagramas_ '

-

les
7 AxN AxN AxN
0 -
4\‘5}’ B : : | . -0
|
A \ : h h i : h
f B AXNXB B
g

47



Demostracion

AxNxB

Considérense los morfismos <’1A, OA’ f>: A

<IPA, Py» 9 > : AxNxB AxNxB; Por C.8 existe un Gnico morfismo h':
AxN AxNxB que cumple las relaciones
h' <1, 0y > =< 1ps 0psf >3 h'(les) = <Pp> Py» 9> h".

Sea h = PBh ; un cdlculo sencillo demuestra las identidades deseadas. La

unicidad es consecuencia inmediata de la unicidad de h'.

Esta observacion, también aparece en [ Pe-~et.al]; algunos de los resultados que
. - - - 3 / - 3 3

se mencionaran aqui, estan contenidos,en el articulo mencionado. Sin embargo,

el desarrollo de 1a C-aritmética de este trabajo es original.

2.32 Propiedades Elementales

-~

Una aplicacion de 2.31, es la existencia de morfismos ®: NXN —— N,

«: NxN N, definidos como en Set.
lnxs lnxs
NxN N)l(N N>l<N N>|<N _ N)'<
,//////’ ! | /)3//§y' ! [ |
1 | ® | < Pl,.> | I
N N N NxN N

® y - satisfacen las siquientes propiedades. Algunas de ellas son bastante
sencillas y no se demostraran o

©.2).- ® <0N’ 1N S = 1N
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Demostracion

Considérese el diagrama

S
P |
l\le\ON,lN> Q<ON’1N>
0 N N
S

entonces @ <0N, s > = (1xs) <0N, lN >=506< ON, 1N >

1, >=1

Por 1a unicidad & < ON, N N

®.3).- _
9<P2, P1>-€B

~

Esta identidad se demuestra con el si\QU'ie}ute"d'iagrama

-

1xs
>
yNXN NxN v
<
NxN NxN
sx1
Iy
® )
N N
S

Basta demostrar que el rectangulo i_nferibr es conmutativo. Esto gjtim.es un
K

caso particular de una situacion mas general. Si h: AxN
morfismo que se obtiene por recursion primitiva de lA: A
entonces el cuadrado

49
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N
AxN AxN
,, .\
A A
f

es conmutativo

En efecto, es facil ver que h(fxlN) y fh, hacen conmutativo el diagrama

1xs
7 _ AXN ~AXN
/ :
' |
T |
f A A
f
Por:lo tanto, ® <P,, Py > =@ ‘ _

©.4).- ® <P, ® <Py, Py>>=0<0 <P, P>, P>

Esta identidad, se obtiene de Ta conmutatividad del cuadrado

AXNxN N AxN T

>
-

-~
Eadiia

donde- h: AxXN ———— A es un morfismo que se obtuvo por recursion primitiva,
como en el caso anterior.
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Las propiedades respectivas para el producto, *: NxXN———N, son mas
complicadas de probar. Ninguna de ellas, es conceptualmente dificil; el problema
radica en que la Tongitud de sus demostraciones es bastante grande. A pesar de
esto, se tratard de dar un camino sencillo para comprobarlas.

0.1).- .<0,0>=0

-.2).- £ <O, Ly > =0

N N

Demostracion

Inmediata por la conmutatividad del diagrama

S
N N
0
| <0 y> j\<QN",' Ly > .
1 NN NxN -
0 L] L]
N N
Iy
y 0,3, S T
.3).- _ . .
+ <Py, Py > = N
Demostracion P

La idea es probar que - < P2’ P1 > : NxXN —— N satisface las identidades
que definen a +. Para esto Gl1timo, es suficiente probar que”$“<'P2, «>es

igual a +(sx1), tal afirmacién se comprueba al verificar que @ <TP2, - >y
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+(sx1) hacen conmutativos los diagramas

1Nxs
- NxN NxN NxN
Oy ! | !
AN | | |
I I
|
N : < 1N2, > | :
] | I
Oy | X |
N N“xN N
o<plp , P’ >
N N N

Para demostrar la asociatividad del producto, se comprobard primero que las

operaciones - y © se distribuyen; esto es,

®:).- c <@ <P, P> P> =@ < <P, Py>, - <Py, P>,

~.

Demostracion ) -

Como en el caso anterior, se comprueba facilmente que los morfismos

. 2 —_—— >- .
.<e<P1,P2>,P3>a.NxN Nye< <P1,P3>, <P2,P3>>a,
hacen conmutativo los diagramas.

_ 1 XS

0 o7 NN NZXN N NN

° 1 ! % I

eSS : . :

2 [ [ Cot
N <1 > | R
\ : N2XN3 | N I

0 | \ |

N N (NXN)xN — N

®<e P P, P>
N N°xN, N

donde ’a"l: NXNXN ———— N2xN es el cambio de coordenadas usual.
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>, P, >

P 3

P,>> = .<.<P

..8).-
"SSPy s <Py Py 1°

1° 2
Demostracion

Inmediata al comprobar, de nuevo que < Pl’ . < P2, P3 >> o : NxN——N

y e <.< Pl’ P2 >, P3 > o hacen conmutativo el diagrama
1 XS
7 _N’N N2xN N N2xN
oo | |
A | 1 !
|
N? ! <1, > | !
2 | |
\ : N“xN I |
0 ’ }
2 B !
N N (N%xN)xN N
2
R 6 < . P P s P >
S~ N2 N2xN N

~..

~

o es el mismo morfismo del inciso anterior.

Se pueden resumir los resultados anteriores con la siguiente afirmacion.

2.33 Proposicion

Y o~
SN A

N junto con las operaciones definidas en 2.32, forman un semianillo conmutativo

\
N i

con uno. N

Es bien conocido, [J], que un objeto de nimeros naturales en un topog satisface
los postulados de Peano. $e verd que en esta situacién también sé verifican tales

postulados. Antes de' esto, se probara que Q es un subobjeto de N.

2.34 Proposicion

2 es un subobjeto de N
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Demostracion

Considérense los siquientes diagramas

/
T

S v fa]so.

1 X

b3
(7]
(o)
=~ —<m—-°

N
|
|
|
|
|
|
Q

R ——

fa1soQ

Es claro que w = xj: @ Q2 es un isomorfismo, al verificarse la siguiente

fa]so)
v

jgualdad: w = (

En efecto, wv = xjv = xso = fa]so;;d\=<falsogv = falso

§2

~

xj falso = x0 = v

w falso

. 2 * .. ¥ . .
en consecuencia w 1.: en particular, j es un monomorfismo.

f
Para probar el primer postulado de Peano, se necesita definir el morfismo
predecesor p: N——N. Dicho morfismo estd definido por el siquiente diagrama

BIRY
RS

Ixs

—IxN
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Esto permite afirmar que s es un monomorfismo. En particular, se tienen los
postulados de Peano.

2.35 Proposicion (postulados de Peano)

P.1).- E1 cuadrado

s
l]——N
0
es un producto fibrado.
Demostracion -
Considérense Tos siguientes diagramas -
1.A s
A> — N ~N N
I l
| ) I
P. F s 1 ly ly
~ I I
m‘ ~ ‘
1 N Q—= 3 2
) s Ve

I 3 i = = 1 = i = . ‘ \  “ i
Un cdlculo sencillo demuestra que fa]soA = Vo = ysip = voyip = Va3 19 cual
implica que A es isomorfo a 0.

P.2) .
*©/+7 s es un monomorfismo. “

a
P-3)-= \ satisface el principio de induccion; es decir, si A~———N es un

subobjeto de N que cumple.
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a).- o€ a

b).- sac a
entonces A = N.
Demostracion

Por hipotesis se tienen diagramas de la forma:

1 A

/ [
/ I

y // 0 £ sa
/ |
/ |

A>———N A>————N
a
h

Al ser N un objeto de nimeros natung]es,~existe N ——— A que_hace conmutativo

el diagrama: _

wn

l

=
¥

—
/k
D———— =
De—————=

—h

~ ™

. [ . -
entonces es claro que ah: N———N satisface: aho = o, ahs - sah, por 1qwﬁanto,
k\ I’,I

ah = 1N y A =N.

i,

Hay algunas observaciones interesantes de 2.34 y 2.35 -

2.35.1 Lema

E1 cuadrado
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es un producto fibrado.

Demostracion
)

Q es el morfismo caracteristico de 1

La idea es probar que si y: N N
entonces y satisface también la definicidon de x (2.24). Esto Gltimo es inmediato

por 2.21. B.1, 2.35. P.1:

2.35.2 Proposicion

1 -
E1.igualador de N =N N es o—n.

s -
Demostracion
e 1N
Si E>——N es el igualador de N——=N entonces, es obvio que el cuadrado
s
e -~
E>————N ‘ >
1E P-F S Qj - ™
E>——N N
e - A }

es un producto fibrado. Si X denota al morfismo caracteristico de E, por
2.35.P.1, XEO = falso. Ademds, como el cuadrado anterior es un“producto fibrado,

2 hace conmutativo el diagrama

sXE = XE' Esto dice que XE: N
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o
E E
falso
Q Y/

en consecuencia, XE = falsoN

2.35.3 Proposicion
Iy

E1 coigualador de N————=N es N———1
s

Demostracion

Si c: N———C es tal que cs = c ‘entonces-es facil ver que cy el morfismo

-~

C0y: N———C hacen conmutativo el diagrama
s

' :

1 : |
| |
I ' -

co | | ‘ o
C C e .
lC N : iy

Una dltima observacion, la recursidn primitiva permite afirmar que cjertos

Al 1

objetos tienen coproductosi, esto queda resumido con:

1 Este resultado también se hizo notar en [Pe—et. all
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2.35.4 Proposicion
< 1A’ OA.> 1Axs

Para todo objeto A, el diagrama A AxN

S

AxN es un coproducto;

en particular, 1—2+N N es un coproducto.

Para finalizar este pequefio desarrollo de la C-aritmética, se introducira el
C-morfismo diferencia. Dicho morfismo esta definido por recursion primitiva de

1

N N Nvop: N~————————N; donde p es el morfismo predecesor,

1xs

=

Re——————— X
’ =

NfN
LW !
|
|
|
|
N

En el caso de Set, este morfismo permite definir un predicado de igualdad entre
N son dos

los Set-morfismos de codominio N; es decir, si f, gE'A
Set-morfismos entonces f = g sii (f=g) + (g=f) es el Set-morfismo OA.

Es evidente que para probar una afirmacion andloga en C se necesitan conocer

algunas propiedades del C-morfismo diferencia. o T2

2.36 Propiedades de =

1= s 20, 0>=0-

*2)e- <0 1. >=0
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Demostracion

Inmediata para la conmutatividad del diaarama.

s
N N

<0y, 1y > <0

N> °N N> °N

/
1 NXN ——————NxN
\ . -

N N

.:.3).- . (S‘XS) = =*

Demostracion e
Considérese el siquiente diagrama

1xs
XN ——— = NxN

N
7
NN
- SXS © SXS
L’\A ‘
1xs
N N
\

XN ———— = NxN

N
P

2.3).- . _ . _
2<e, P> =Py <0, P > =P,

2
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Demostracion

La sequnda afirmacion es consecuencia inmediata de la conmutatividad de ®. Para
la primera afirmacion basta tomar en cuenta el diagrama siguiente.

les
NxN NxN
7
N <e, p,> <e, p, >
‘\g ,2 E 2
L
SXS
N NxN NxN
\ . .
N N
Iy
es claro que Py: NxN ~N tambiéﬁ"1o hace conmutativo.
t.5).- . _
<1y, > =0
Demostracion
E1 diagrama . -
g
s \ B,
N N - ' .
oo
0 <1, 1, > <1, 1, >
N*> °N N> °N
=
e T
1 NxN NxM
SXS
5 : .
N N
1



prueba la afirmacion.

2.6).- 2<P,, 0> = 0 <Pj,e> =0

NxN Y NxN

Demostracion

De nuevo, estas igualdades se obtienen de:

1xs
NxN NxN
7
NI
S <P,, ®> <P,, ®>
<0y, 1, > SXS
N N* N " nxN NXN
Oy
N N
Iy
;.7).- . RS ~ 3
< P2’ &> y < Pl’ ® > son monomorfismos. . R
Demostracion

Basta ver que alqguno de los dos morfismos es un monomorfismo ya ayg ™

= ( . - 3 .
<P,, ®> < P1»® ><Pys P>y <Py, Py > es un isomorfismo.
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Si <f1, f2>, <gl, 92> son tales que <@, P2> < fl’ f2>=<$, P2><gl,

2 <e, P, ><f), f,>=

entonces f, = g, y por *.4, P <f1’ f,> = ) .

=:<e, P,><g;, g, > que a su vez es igual a P} <g;, g, >; estoes, f, = g;.

Esta G1tima propiedad permite preguntarse, si <@, Py > representa un orden en

N. E1 siguiente resultado aclara esta inquietud.

2.37 Proposicion (Orden en N)

<o, P2 > NxN>———— NxN representa una relacion de orden sobre N

Demostracion
a)-= Reflexividad ~. ) -
E1 morfismo AN = < lN’ 1N >:N - NxN se factoriza a través del morfismo
< ON, 1N >:N NxN; como se puede ver en el triangulo:
N
| \
|
I
I . Ty
< ON’ 1N > : NxN | Py
| <o, p, > R
NxN
b).- Antisimetria "
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E1 cuadrado

<Oy, 1y

<0N, 1N> <eo, P2>

NXN >———— NxN

es un producto fibrado.

< fl’ f2 >
En efecto, claramente es conmutativo. Si A NxN son tales que
< 91> 95 >
<o, P2 ><f1, fz > = < P2’ $~?_sgl’ 9, > entonces _
fl =2 S Py ><fl, fp>=2 <Py, ®><9gy, 0 2= 0y <99, >=0,

por lo tanto <fé, 1’2 > = <92’ ® <gl’ 95 >>; esto es, g, = ® <g1, 9o > 3 como

0A= . <gz’ gz>entonceS 91 =.'.<$’ P2><gl, gz>=‘&<$ <91s 92>; 92>

=<9y 9, >=0,.

. ) ‘y

Lo cual demuestra que f; = g; = 0q ¥ 9y = fye o \-a—.

)-=  Transitividad

Como el cuadrado a0

) <p1,e<p2, p3>>
NxNxN NxN
< P2, P3 > P2
NxN ~ N
&
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es un producto fibrado y la suma es asociativa, entonces el triangulo

<e <P1, ® <P2, P3>>, P2 <P2, P3 >>
NxNxN : NxN
\\
~N
~N
\\
N
<e <Py, P2>,P3>\\\ <e,P,>
N
~NxN
es conmutativo.
NxN es el

La interpretacion en Set del morfismo <e, P2 > : NxN

conjunto {(a,b) Ib <a}. Ahora bien, este conjunto puede descomponerse como la
union ajena de los conjuntos {(a,a)l aeN} y {(a,b)Ib <a}. En C, esto dGltimo
equivale a decir que <@, P2 > es la union ajena de AN y<seo, P2 > . El

proximo resultado afirma lo anterior.

~.

2.37.1 Proposicion
<e,P,>=Av<se,P,>yhp Ar<s®, P,>=0,
Demostracion
a).- AN A<s®, P, >=0
2 A " Sl

Si el cuadrado y

A>- N

<b1, b2> AN

NxN NxN
<s9, P2 >
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es un producto fibrado entonces $b1= : <o, P2 > (sxlN) < bl’ b2 >=2 ANa = OA‘

Esto implica que sb2 =ay b2=a. Por 2.35.2, A es inicial.

blm p v<se, p,>=<s, p,>

Claramente, AN y <se, P2 > son subobjetos de <o, P2 > . SupOngase que

a
A———NxN es un subobjeto que contiene a AN y<se, P2 > .

Existen triangulos conmutativos de la forma

By <5, P2
N> NxN NXN_ > NxN
N ~
N
\
AN
b \\\ a o N a
A \ MK
Por 2.35.4, existe un dnico morfismo h: NxN A" que hace conmutativo el
diagrama
< lN’ 0N > 1xs
N NxN , NxN
l
[
I
b : h c < Pos Py > \ T
| - \
‘ \ [
A *

Un cdlculo sencillo, demuestra que ah <P,, P; >=<®, P, > . S5lp fiay que
probar, usando la propiedad universal del coproducto anterior, que

<P,, P; > ah= <P;, ®> . En consecuencia, <®, P, >=4 v <s2, P,>.

2’ 1

Este G1timo resultado permite demostrar la tricotomia en C; esto es, NxN puede
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descomponerse como la unidn ajena de AN’ < s9, P2 >y < Pl’ s® >, Esta afirmacion

queda resumida en la siguiente proposicion.

2.38 Proposicion

NxN = AN v<so, P2 > v < Pl’ s® > y los sumandos son ajenos dos a dos.

Demostracion

Por 2.37.1, basta demostrar que NxN = <e, P2 > v < Pl’ & > y

<e, P2 > A< Pl’ s® > = 0. La demostracion se hara en dos etapas.

a).- E1 cuadrado
> - NxN
<e, p,>
NxN NxN
< Pl’ s &>
es un producto fibrado. , -
S T
R
Demostracion - R W' u
Sea <a, b>
A > — NxN L~
TR
<c,d> P.F <e, P2>
NxN NxN
< Pl’ s ®>
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el producto fibrado de <®, P, >y <1P1, s® 5-; por la conmutatividad del

diagrama se tiene que:

®<a,b> =cyb=se<c,d>

Por 2.36.24 y 2.36.-6 a = <@, P2 > <a,b> =:< Pl’ & ><c,d >= OA;

esto implica que c = by b = s® <b,d > . De nuevo, por 2.36.:4,
d=:<e,pP,><d,b> = : <e<b,d>,b> =2 <o<b,d>,se<bd>>=

:p\,; <$<b,d>’$<b,d>>=p‘0A=0A.

Por consiguiente b = sb, 1o cual implica que A es inicial (2.35.2).

b). - Si el cuadrado

a
A >———NxN

~—

P.F ‘V<X<Q,P2>‘,X<P1,S$>

es un producto fibrado entonces A = NxN.

Demostracion -

Por 2.24, s6lo es necesario demostrar que ¥, (A) = N, donde P, : Nkujl*——ﬁﬁ—~—>N
5 .
sz (a) |
denota a la segunda proyeccion. Al ser Y (R) > N un subobjeto de N,
2 : .

podemos usar el principio de induccion; i.e., VP (a) satisface las siguientes
2

condiciones:
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b1)-= 0e vy (a) b-2)- 5 v, (a) < ¥, (a)
2 2 2
En efecto, O¢ Vp (a) sii Pél (o) < a (2.23. Vf). Como el cuadrado
2
<1,, 0, >
N—N N N
P.F P,
1 N
0

es un producto fibrado entonces Pél (o) =< lN’ ON > . Ahora, < lN’ 0N ><<eo, P2 >
ya que <@, P2 ><1'N, 0, > = <1N, 0y > . Como a = <@, P2> , entonces

N N
= <
a lN’ 0N > .
Por 2.23. Vf', b.2 es equivalente a demostrar que Pél (s VP (a)) <a.
) 2
Pél (s Y (a)) se puede describir, por medio del siguiente producto fibrado.
2
51 (a)
-1 2 1xs
P2 VPZ(A) NxN - NxN
S T
RN 2
P.F P, P.F P, .
Y N N
2y, @) : o
2 “

P! (s (2)) = 1 x 5) (Pélvpz(a))
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Ahora, es claro que Pél VP (a) <a. Como (1 x s) es un monomorfismo entonces,

(a)) <3 (a).

-1 ) 1
(1 xs) (P, sz(a)) =3 4 5P 1xs

Ps

Por la transitividad del orden definido en Sub(NxN), s6lo es necesario probar
“que 3(1 X s')(a) < a. Por 2.23 3f, esto G1timo es equivalente a probar que a

< (1 x s)'la.

Al ser A el supremo de <®o, P, >y < Py, s@ > basta ver que (1 x s)'l(A) es

una cota superior para estos dos subobjetos. (1 x s)'l(A) se puede calcular can

los siguientes diagramas.

<s$,P2> <P1,e>
NxN>— NxN - NxN > NxN
1xs P.F 1xs T 1 P.F 1 1xs
<e,P2> <P1,s€B>
NXN>— NxN NxN >— NxN
P.F X<e’ P2> P.F X<P1,s$>
5’_ P had .
1 Q 1 Q R
v v e

(lxs)-l(A) = (1xs)'1 (<o, P, > v <P1, s®>) =
= (1xs)7! ( <o, Py >) v (1xs)X <P;ss@>)

=<'se,P2>V <P1,e> ; por 2.23
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<P,,s®> < (lxs)'l(A) ya que <P, s®> <ay ademas <P'1, s ® > (1xs) =

1’
= <Py 52 ® > = (lxs) <P1, s ® >, Por.lo tanto, si z: NxN——— A es
tal que az = <P1, s ® > entonces az (1lxs) = <P1, s ®> (lxs) =

= (Ixs) < Pl’ s ® > ; esto es, el diagréma exterior del cuadrado

< e >
Pl’ S
NxN
(lxs)'l(A)> NxN
z (1xs) P.F 1xs
A>—n o~ NxN -
a N

es conmutativo.

Por 2.37.1, para que <, P, > esté contenido en (lxs),'l({.\), basta ver que & y

<s ®, P, > son subobjetos de (lxs)'l(A).

2

Como AN << Pl’ ® > y < Pl’ & >< (lxs)'l(A) entonces AN< (lxs)zz’(A), es

\

obvio que <s e, P, >< (lxs)'l(A). Ta

S

Por consigdiente <o, P, ><B; .'.a< (1xs)'1(a); en particular,s..

ey

sYp (a) <V, (a) y oor 2.35.P.3, Vp (a) =~ N. Esto implica que A =~ NxN y Ta
2 2 2

proposicion estda probada.
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Esta G1tima nroposicion, permitird definir el morfismo "maximo", que se denotara
N.

por max: NxN

2.39 Corolario

max=®<P1, -'-<P2, P1>> =9<P2,:~>: NxN ————— N.

Demostracion

Sea E>——— NxN el igualador de ® <P, = <P,, Py >> y @ <P,, 2> . Por
2.38, basta probar que <e, P2 > y< Pl’, s ® > son subobjetios de E; i.e.,

<o, P >y<P1, s$>igua]anae<P1,-°-<P2, P1>> _y®<P2,5>. Un

2
calculo sencillo demuestra-que:

e<P,, -><eo, P > =e<P2,:<e, P2>> =e<P2, P1>=e>

2° 2
e<P1, :<P_2, P1>> <@, P2>~=g¢:<e_, ;<P2’e>>=$<?’ ONxN>=e
ea<P2, -'-><P1, se>=0<gseo, ;<P1, se>>=0<5o, ONxN>=Se
® <Py 2 <Py Py Z><Pp s @>=0 PS5O Py>> =0 <Py, Py (Ixs) >
=Se

2.39.1 Corolario

E1 cuadrado T

NxN > NxN .

P.F. : ,,

es un producto fibrado.
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Demostracion

N son tales que

Por 2.36.-.6, el cuadrado es conmutativo. Si a, b: A
= <a,b> =0, entonces por 2.39, ® <P;, = <P,, P; >> <a,b> =

=e<p,, -> <a,b>=e<bph, 2<a,b>> = <h, 0A>=b; esto es, b se

29
puede escribir como @ <a, = <b, a>>.

2.39.2 Corolario (Predicado de Igualdad)

E1 cuadrado

AN NxN

e <=z, .'.<p2, P1>>

e$ un producto fibrado.

Demostracion

Por 2.39.1, s6lo es necesario hacer notar que el cuadrado

R -
| "3
< 0, 0 > - i
1 NxN * \.’w\‘ ™

es un producto fibrado
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N son

En efecto, es obvio que el diagrama es conmutativo. Si a,b: A

tales que @ <a, b> = 0, entonces a=:> <o, P2> <a,b> =

b>=0,. Analogamente, b = OA.

= <0p A

Comiinmente, se acostumbra denotar al morfismo caracteristico de AN por SN. El

corolario anterior, denuestraque SN es igual a x e <=, = < P2, P1 > >, donde

0 N. Es necesario hacer

x: N Q es el morfismo caracteristico de 1
notar la importancia de 2.39.2; permite afirmar que si f, g son dos C-morfismos
de codominio N entonces f es igual a g (externamente) si y solamente si
e<:<f,g>, -<g, f>>es el morfismo Odom(f) (internamente). Con este

comentario, se concluye esta seccidn. Estos resultados permitiran dar una
interpretacion de los predicados ultrafiofanticos. De esto Gltimo se ocupara la

siguiente seccion.

S

~

2.4 Interpretacion de los Predicados Ultrafiofantices

2.41 Polinomios en C.

Antes de definir, de manera formal, la interpretacion de los Predicados
Ultradiofanticos, se tiene que dar una regla para asociar a polimgnios en
Z [xl’ cees xn], con coeficientes naturales, morfismos en C. Para H&cer esto

ﬁ}timo procederemos de la siguiente manera. ‘;5i iy
2:41.1 Polimonios en Z [x] con coeficientes naturales Jﬁf

Si f(x) = anx" + ...+ a;xtag, con a.eN , ie{0, ..., n}. E1 C-morfismo
Pf(x): N N asociado a‘f es igual a:
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2 S 4 20
. e s o D o
<s ON"’ hn(X) ® <s Oy hl(x) >0 s oy

donde hi(x): N N estd descrito por las identidades:

hl(x) = 1ys h2(x) =BG .;hk+l(x) = * <1N, hk(x) >, ..., hn(x) =
= . < lN’ h'n-l(x) >

Las propiedades aritméticas, descritas en 2.3, permitirdan probar las siguientes

identidades.

2.41.2 Proposicion

a
. s% - a
Sil N es un natural entonces Pf(a) Pf(s 0).

Demostracion

IR h:(a) -
a T R

a).- Se probara primero que hi(sao) =s 0='s

Demostracion

En efecto, si i = 1 entonces h.(x) = 1, y la formula es clara. Para h, ,(x) =
1 N . . k+1 k+1

. k
= . . a ) o= . a a = . a a = a
<1N,hk(x)>,hk+1(so) <so,hk(so)> - <s%, s“0>=s 0
: K o ¥
La d1tima identidad se sigue de 1a siguiente formula: -~
b).‘- . S «_'}
Se probara ahora
. < 5%, sPo > = sabo, a, beN ety
Demostracion
Si a = o entonces - <o, sbo >=90= s°bo. Si a es de la forma j+1,
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- < sa+lo, sbo >=.< sbo, sa+lo >=0< sbo, - < sbo, sao >> =< sbo, sabo > =
= P e <o 5% > = sP(s?Pp) = sPHeb, - (atl)b
c).- Se probara
_ a
Pf(a) = Pf(S 0)
Demostracion

a a
Pf(sao) = . <s%, hn(sao) > e ,.,0 - <s o, hi (s?0) > s %; Por (a) y (b)

esta expresion puede escribirse como:

a
a n al 0

-<sM,s?o>0 ...0 <50, sP0>es %, que a su vez es igual a:

a_a dasa a0 f(a)

s" o®...0 s 1 0®s 0=s5s o . En consecuencia, Pf(a) = sf(a)o.

2.41.3 ~ N

Considérese ahora polinomios f(x, y) en dos variables x, y. Entonces f puede
escribirse como:

f(x,y) = Ao(x) + Al(x) y+ ...+ An(x)yh

donde Ai(x) e Z[x] y sus coeficientes son naturales, ie {o, ..., n}. Por 2.41.1,

cada A,(x), tiene asociado un C-morfismo, entonces Pe(x, y) estd dado por la
A ’ s, .
siguiente regla: S

Pf(x, y) = PAopl & . <PA.1 Pl’ hlPZ > e - <PA2P1’ th2 > ? e ® 0 < PA":PI, th2 b

donde Py, Py: N2 N son las proyecciones.

Se pueden probar las siguientes identidades.
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2.41.4 Proposicion

U Py <P P17 0 Pryn
ii).- Peix,y) < v 5a°N > = Peix,a)
.
iii).- p Peix.y) < o » Iy 2= Pera,y)
iv).- Pe(x,y) < s, sP% > = Sf(a’b)o = Pf(a,b)
Demostracion
i).- Pty ) * PAO Py - <pA1 Py, hiPy > o...0 - <PAn Pys hy Py >
Pe(x,y) <P2P1 ™= Pa P1<P2r Py =@ " =Py Fr» "2 ”

SPys By > 0@ <Py Pps by P 7 <P Py >

= PAo P2 ® <PA1 P2, h1 PT>®...® . <PAn Pss hn P1 >

)= f(x,a) = Ay(x) +a Ay(x) + ...+ a" Ay (x).

a _ . a. . . a
Pf(x,y)<1N’S°N>_P e . <P h, so, >® ... ® <PAn,hnsoN>

A0 Al’ 1 N
3"
=p, ©-<P, ,slo>® ... C < PiaSt Oy >
A, Ay N Ar!,t N
= Pr(x,a) RN
1i1).- f(a,y) = Ao(a) + Al(a) y+ ...+ An(a) y" L
a - a . a . p
Pf(x,y) <soy, 1y~ 'PAOSONQ <PAlsoN, hy>e...» <PAns oy> h
A (a) A A (a)
=soN €9'<soh(a), h1>€!>...@'<sn ON’.h.
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iv).- Es obvio, por 2.41.2

2.41.5

En general, si f(xl, cees xn) es un polimonio en n-variables x;, ..., X 3

entonces si f es iqual a:
k

f(xl, e xn) = A (xl, cees xn-l) + Al(xl’ ... xn-l) S Ak(xl, - xn-l) Xn

N es el C-morfismo:

P . :
f(x13 coey xn)

n n - e n n n
SPLs e Prp @ SPL <Pl e Py >uhy P>

n n n n, yn e P
k'< Pl’ <o Po g >, hk Pn > donde Pi' N'———=N es la i-ésima proyeccion,
ie {1, ..., n}.

P
AO

- <Py

RN
-~
~.

Como en el punto anterior, se probaran las siguientes relaciones:

2.41.6 - Proposicion

i).- n n n on v ny _
Pf(xl, s X)) <P e Pips P Piaps e Py 2
=P ,
F(Xqs cov's Xs 75 X5 eunsy Xs) . -
1 i-1°> “n i . e
ii).- n-1 n-1 _a n-1 n-1 o5 s
Pf(XI’ e X ) <P1 9 e ey P'i-l’ SO n-l’ P.i 9 ceey Pn-l >"'
n N
= Pe(x X a, X x_) =
1, ..-, 1.-1, , 1l+1’ ..!’ n ”\ »
. a a f(a a_)
iii).- 1 n 1’ > %l
P <s 7o, .+ S 0>=8§ o=P
f Xl, s Xn) f(alg . s an)
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Demostracion
i).- _
f(xl, ey X xi) = Ao(xl’ - 210 X2 Xipe ees xn-I) + ...+

k
Ak(xl’ cees X5 Xps Xiggs eees xn-l) Xs

ne ‘e

n n n<._
Pf(xl, vy )<P1, ee ey Pi—l’ Pn, e ey Pi>—PAo<P1, LRI P] l,P P1+1, LRCIES
n . n n n »n n n -
PPyL>®...0 <PAk<P1, cees PY1s Pl Piigs Proy > hy Py
f(xl, ees Xs_1s X x1+1, cees xn)
i1).- flxqs X a, X x ) =A (x X: a, X. X 1)
1° %i-12 i+1° °°°° T o *71° "t -1 i+l °°°* “n-1
k
.o+t A (xl, een J12 @s Xgyps seeaiX ;1) X
n-1 n-1 n-1 -~ n-1 _
Pf(xls e, xn) <P1 9 s P 1, S 0 n-1° P coy Pn_1> =
_ n-1 n-1 n-1 n-1 ¥ n-1
—PA <P1 9 eceey P_I 1,SOn1, P' 9 ecoee g Pn-2>e.‘..$.<PA <P1 9 ecee
o N k
n-1 _a n-1 n-1 n-1
P11,son1,P s weis P> by PLT>
P, < P"'l, - Pn 1, s . P?'l, .., P -l es un merfismo de dominio
Aj '1 -1 " n-1° "4 n-2
Nn-Z’ jelo, ..., k} .
RN t
-
n- 1 n-1 a n-1 n-1 ' . e :
Ahora bien, < P1 cees P1 1° S oNn 1° P. s eens Pn_2 > puede escr1P1rsque la
siguiente manera:
n-2 n-2 _a n-2 n-2 n-1 n-1 g n-T: n-1
<P1 s eees Pi-l’ S0 [ _os P1. s eees Pn-2><P1 s eees P_1. 1’ P\ S eee Pn-2>

N

"por lo tanto, para toda j (o < j < k), se tiene
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P, <PIh e P o P > ey <RI L AR

J N J
SaoNn-Z’ P12, L, Pg:g ><P’1‘ -1 , P?j, P'."l, , p::; > =
R ST R N LA B

g e <P e o P o>

O P R L £
T O s Xy 8 g e X ) <P P P::% g
hy P::i > f(x 10 @ Xiypo s Xp)
i), Inmediato.

~

Como se vera en la proxima seccion, estos resultados permitirandefinir una
interpretacion de los Predicados Ultradiofanticos, por medio de morfismos de
dominio una potencia de N, y codomino Q. Dicho esto Gltimo se comenzara con

2.42 La Intepretacidon de los Predicados Ultradiofanticos.

Sea P(x cees xn) un predicado ultradiofantico arbitrario. Se procedera por
1nducc1on sobre el nlmero de conectivos 16gicos que aparecen en P.

-~

2.42.1

Si en P no aparece algiin conectivo entonces P es la forma f(xl, "‘%’xr) =0

donde f es una expresidn polinomial con coeficientes enteros. Este polinomio se
puede escribir como f = g-h donde g,h son polimonios con coeficientes naturales.

Ademds es claro que f(x;, ..., x.) = 0 sii ((g*h) + (h=g)) (x;5 ..., x.) =0,

donde - es la diferencia en N. Se define X « N° Q como
P(xl, cees xr)
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)~

,X)=X$<; <P
r

X , P
P(xl, ... g(xl, cees xr) h(xl, cees X

: <P , P > >
h(xl, e xr) g(xl, cees xr)

Q es

donde Ph y Pg son los morfismos asociados a g y h por 2.41.6 y x: N

el C-morfismo definido en 2.34.

2.42.2
Si P = 10 (Xq5 ooy X)) ¥y X : N' Q es el
(xl, cens xr) 1 r Q(xl, cens xr)
morfismo asociado a Q entonces )
(xl, cees Xr)
Xp(xyy vvry x) = X
1° * Tp Q(xl, cees Xr)
2.42.3 -
Si P(xl, cees xr) es de la forma Pl(xl’ cees Xr) A Q(xl, cees xr) entonces
X = A <X , X , >
P(xl, cees xr) Pl(xl, e xr) Q(xl, el xr)
2.42.4 . -
T2
Si P(Xl’ cees xr) = Pl(xl, cees Xr) v Q(xl, cees xr) entonces \Q'\' "
X = v <X s X - >
P(X)s «-ns xr) Pl(xl’ cees Xr) Q(xl, cees xr)

2.42.5

STPOX oo x) = (30 (Qxgs wees X5 X Xy oo %)Y

X . ogrtl
Q(xl, cees Xi_1s Xs Xiyqs es xr). N —_—
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es el C-morfismo asociado a Q(xl,. cees Xi1s Xa Xipgs eees xr) entonces

Q es el morfismo caracteristico de (3x) (A)>——N"

X N’
P(xl, cees xr). N

i
donde A)———A——~Nr+1

es el subobjeto clasificado por X
Q(xl, cees Xg_ps Xs Xis ...,xr)
. . r+1 : r+l r+l r+l1
e A iy SPL s P P s P>
A>——N N
P. F X
Q
t— ¢ ®(3x)(A) NESIGY
(3x) (A) !
NER () I
(3Ix)(A)>- N -
)
P.F Xp
1 9] - T4
IOUR
2.42.6
.)';"

. _ e
Si P(xl, cees xr) = (Vx)(Q(xl, ey Xo_1s Xy Xiy1s eees xr)} entonces

. r . P
XP(xl, cees xr)' N —Q es el morfismo caracter1st1r<_‘:9_l IQe
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Wx)a)
(vx) (A)> N

X
Q(xl, oo X5 1s X Xiiqs eees xr)
iA r
A>—L——-N\

P.F

Cuando no haya peligro de confusidn se escribird XP: N"

Nr

,X): Q.

X
P(xl, cees X

XQ(xl, ..

donde A es el subobjeto clasificado por

cs Xi_ 10 Xs Xsp1s cees xr)

2 en lugar de

A veces, es dificil calcular la interseccion de dos subobjetos.La siguiente
observacion permite afirmar que en ciertos casos este cilculo no es tan

complicado.

2.42.7 Proposicion

Si f, g: N"————N son C-morfismos entonces A < xf, xg>=x® <f, g>.

Demostracion

-

.

Basta demostrar que A (xxx) es igual a x ®. Para esto, conbidérense los siguientes

diagramas
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<o, 0> <o, 0>

1 NxN 1 NxN
1 Qx0 1 N
<v,v> 0
A X
1 Q 1 Q
v v

Claramente, cada uno de ellos es un producto fibrado; por lo tanto, A (xxx) = x ©.
De acuerdo a la definicion 2.42, e3 hastante claro como se podrian definir los
objetos ultradiofanticos en C. Como se vio en el capitulo anterior, un subconjunto

A de N" es ultradiofantico sii existe un Predicado P(Xl’ cens xn) tal que

(al, cees an) e A sii P(al, cees an)

Como ya se tiene una interpretacion de los predicados ultradiofanticos s6lo es

necesario precisar como se van a caracterizar los objetos,u]tradioféq}icos en C;
- o - . . . ’ o "‘.

de esto G1timo se ocupara la siguiente seccion. N

2.5 La Categoria EU.D A

2.5.1 Los Objetos de QU.D
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Definicion

Se dice que un C-objeto A es ultradiofantico sii existe un predicado

P(xl, cees xn) tal que el cuadrado

es un producto fibrado.
Los objetos de EU p Son los C-objetos ultradiofanticos.

La definicion de €y p-morfismo necesita un poco mas de cuidado. Hasta el

momento, no se ha considerado un anitogo-a la clase R' de funcidnes
ultradiofanticas. Para definir a los QU D-morfismos se-usara la defincion

anterior. Recuérdese que una funcion f: N N pertenece a R' sii su gradfica
es un conjunto ultradiofdntico. Como ya se cuenta con una definicidn precisa de

EU D-objeto, la definicion de R'c no es muy dificil de jmaginar.

2.52 La Clase R'_ 3

Definicion

Se dice que un C-morfismo f: N"———— N pertenece a R'. sii su grafica

—_— KN

N" <1, f> N"xN es un QU'D-objeto; i.e., si existe un predicado

ultradiofantico P<:1, £ > tal que el cuadrado
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<1 ,f>
N
n N"xN
P.F X = X
Pere>  SLF>
1 Q
v

es un producto fibrado.
Se veran qué tipo de propiedades satisface R'.
2.53 Propiedades de R'C
2.53.1 Proposicion
E1 morfismo 1y: N N pertenece a R' . ~
Demostracion
Como el cuadrado

N R

. S 'V"’z
P.F Xe<:, 2<p,, P, > ,
2° 1 .
DU
1 Q. .

t
es un producto fibrado (por 2.35.1y 2.39.2) y x. @ <2, 2°<P,, Py >>
corresponde al predicado x = y entonces AN es un EU D-objeto; eéfo es, 1N: N———N

pertenece a R'c.
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2.53.2 Proposicion

E1 morfismo s: N — N pertenece a R'C.

Demostracion

(R':-1)

s: N ——— N es un QU.D-objeto

En efecto, considérese el siguiente producto fibrado.

3
N>~—am—m—m—N
P.F XS
1 f
v =~ -}
entonces, por 2.35.P.1, | Xso = 7 falso = v; Ademds, | Xss = N = fa]soN;

por 2.34, 7 X = X; esto es, X = 1 X.

(ng'z) <l,s>:N NxN es un -QU D-objetd.

Basta considerar el siguiente producto fibrado
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N>— NxN
S P.F sxlN
N>— AN NxN
P.F xea<;,:.<p2,P1>>
1 9]
v

Ahora, la composicion x © < = < SPI’ P2 >, < P2, sP1 > > corresponde al

predicado y = x + 1. En efecto, s6lo es necesario hacer notar que

® <Py, s0 , > es igual a:€B<P1, soz>=s$<P1,02>=s®<1N,0N>P1

N N N

T~
-~
~.

2.53.3 Proposicion

(R

' (1<i<
R£(1<1 n).

Demostracion
. d' . . s "2
Considérese el siguiente cuadrado v .
<a,b> ¢
A :
n
\\ a < 1 n, P_i -
\\ N . -
N> N"xN
. n . n
1 N
()
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N, P,: N xN ~\" son las proyecciones. EIl

donde P2: Nan

. - n . n ns _
cuadrado es conmutativo ya que @ <= <P,, P1.P1 >, < PiPI’PZ >>< 1Nn, P >

_ . n 4n . n .n _
=0 <: <P, Pi>"<Pi’Pi>>’°Nn

Si<a,b>:A N"xN es un C-morfismo tal que

e1><2<b,P'].'a>, 2<P?a, b>>= 0A entonces =<b,P?a>=OAy

i< P?a, b>-= OA' Por 1o tanto, b = P?a.

Esto prueba que P?i N'— N pertenece a R' .-

2.53.4 Proposicion

(R' _.4) . a_ . n
c Todos los morfismos constantes de la forma s'o .: N' ————N
S N -
pertenecen a R'c. -
Demostracion
Considérese el cuadrado
<b,c >
\ -
A L
\ A - ‘.a
N N N " i

" N"xN

. a . a_ -
R R N N A YR -
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N"xN es tal que

Claramente, es conmutativo. Si <b, c>: A

. . a .
- <c, saoA > = OA =2 <gs 0ps C > entonces ¢ = saoA. En consecuencia,

N pertenece a R' _.
N <

2.53.5 Proposicion

]
(R.g's) si f: N" Ny 995 -++s 9yt N —— N pertenecen a R'c entonces

el C-morfismo composicion f <Igl, cees G > N ———— N pertenece a R'c.

Demostracion

Por hipotesis, se tienen productos fibrados de la forma:

<1, f> <1,.,9:>
n N n m N m
N> N"xN N > N"xN -
;1 <3<
I P.F XQ l P.F XPi, I i<m
1 Q 1 Q
v v

En Set, un Predicado que describe a la grafica de la composicidn es:
(321, cees zn) (Q(zl, cees Zps y) A Pl(xl, cees X Zl) Ao A Pn(xlf s X Zn))

AT [
e LA

Se verd que este Predicado también resuelve R'C.S. Para esto, considérese el

siguiente diagrama -
M
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"n-veces"
<1 m? gl, coey gn, f<q1, eoey gn>> ,—*‘

N

(TN N™XNx ... xNxN
<xP1<P1, P2>, ey
xPn<P1’ Pn+1>’
XQ<<P2 cees Pn+1>’

< Vy, sy V2> n Pn+2>>
1 Q
m m m
donde P1: N"xN ... XNXN———N", ..., Pn+2: N"xNx .... XNXN ———— N denotan

a las proyecciones.

Si se componen los morfismos que aparecen en la parte superior del diagrama se

obtiene: <XP1 < le, 9 D XPn <1Nm, 9 >, XQ<< 9ys ---s 9 >,

f<gl, «e.s g >>2>que claramente es igual a<v _, ..., v > . Un calculo
n ™ ™

sencillo demuestraque este Gltimo diégram-a es un producto fibrado.

S

Como 1a interseccidon de subobjetos es asociativa entonces también es inmediato

<1 m? 910 <0 9o f<q1, ees 9 >>
N
- N™xNx ...xNxN

que el subobjeto N >
corresponde al predicado Q(xl, cees X y) A Pl(yl, cens ym, Xl) Ao AP

. . A ok T %
(_yl, cees Yoo xn). S61o es necesario hacer notar que €l cuadrado

-

Vo c;&
- v

<V, v, V>

1 Q"

91



es un producto fibrado. Recuérdese que la interseccion es asociativa.

Ahora bien, (321.) (Q(zl, cees Zps y) A Pl(xl’ cees X zl) Aceuu A

Pn(xl, cees X s zn)) se obtiene al considerar

m

S1m,gq0 e 8 £ <8009y >> SPyres P Pigg e Py 9 >
NT > NTxN ... xNxN NTxN ... xN

" g.', ey gi_ 1’ 9| e gnlf <g1l weer gn >>

Por 1o tanto (321, cees Zn) (Q(zl, cees Zps y) A Pl(xl’ cees X zl)

A...AP (Xyy ..., X, 2_)) queda descrito por: -
n'"1 m’> “n < .
< 1Nm,g1,...,gm,f < 940+ Gy >> < P1’Pn + 2 >
N > = N™xNx ... XNXN —— & N™'xN

<1Nm, f <gl, cees gn>>

Por 2.42.5, N">— N"xN es un U.D-objeto; esto es,

]
f<gl, cees Oy > pertenece a R c

Estas cinco propiedades sirven para definir los EU D-morfismos=.~.
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2.54 Los QU.D-morfi smos

2.54.1 Definicion

Sean A, B dos C,; y-objetos se dice que un C-morfismo f: A —————B es un

. e s . .
QU.D—morﬁsmo sii existen f;, ..., fm. N N elementos de R c tales que
hacen conmutativos los diagramas
A N B> —N A> N N

X X
A B
P.F Xa P.F Xg
1 Q 1 Q
v v
- J = -~ .
va XA’A XB’fl’ , T >1A
<f1, ceey fm >'.!A
A )
NG f
\\ B N -
B> N™ o ;-4’
iBf = <f1, cees fmf\‘iA s
P-F XB . A
-~
"
1 Q
v
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Esta es 1a misma definicion que se di6 en el capitulo anterior. Se verd en la
siguiente observacion que Cy.p es en efecto, una subcategoria de C.

2.54.2 Proposicion

C, y es una subcategoria de C

=U.D
Demostracion
a).- . .

Hay identidades

Demostracion

Sea A un EU D-objeto arbitrario entonces existe un producto fibrado de la forma:

i .

A S ) -
A> N

P.F xA
1 Q ,

v

he T2
Considérense 1os siguientes diagramas conmutativos. v ' \

<Pls veas P>y

: A
1A <P1, ceey Pn> N 1 A
A>- Nn Nn NOA ) ~ ,
N n

>—————————*N

A
l———mm
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N es la i-ésima proyeccion. En consecuencia, lA: A——A

donde P, : N"

es un §U.D-morf1 smo.

b).- QU.D es cerrada bajo la composicion de QU'D-morfismos.

Demostracion

Supdngase que se tienen diagramas conmutativos de la siguiente manera

i n<1‘1, ...,fm> - | ip m<gl',...,gr> ]
A >— N N B> N N
’N % ’R /
Q Q
<f1,...,fm>'iA <gl""’gr>1B
A B
N N\ .
~f i N i
B> N™ ~ c> . i
P.F X P.F X
| 7B b
) ’ "‘j‘%;
1 Q 1 Q o
v v

Considérese h, = gj < fl’ cees fm >: N"——~N; Por R'C,S cada hj pertenece

aR', (1 <.j <r). Ademds, hacen conmutativo el diagrama
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Xe <hps vees b >0y = X <gps veny g ><Fp, ol f> )

o
= XC <Igl, oo 9 >'iBf = XBiBf = va = Vp-

Por Gl1timo, 1C(gf) =<gps wees 9. >ipf = <gpy o, g ><F, L, >y

= <h . hr >'iA; por lo tanto, el C-morfismo composicion gf: A

1* -
es un QU‘D-morf1smo.

Esto demuestra que Cy.p €s una subca?egofia de C. Los Gltimos resultados se

pueden resumir con la siguiente definicion.

2.55 Definicion

La subcategoria S de C se Tlama la categoria ultradiofantica determinada por C.
O "‘:‘1#

Antes de pasar a estudiar las propiedades de EU D> Se hardn adgunas dbgervaciones.

W Gy
& i

2.55.1 Proposicion

1 es un CU.D-obJeto

Demostracion

Inmediata ya que el cuadrado
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P.F

v
es un producto fibrado.
2.55.2 Pr?posicién
0 es un QiLD-objeto

Demostracion

Como el diagrama

es un producto fibrado entonces 0 es un C,, -objeto.

2.55.3 Proposicion

N es un Q{MD-objeto
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Demostracion

Considérese ON: N ——— N entonces como XON = XO!N = vy el cuadrado

1y

es un producto fibrado

2.55.4 Proposicion

 es un QU.D-obJeto

Demostracion _

En Set, 2 es el conjunto {xeN|x =0 v x = 1}. Se vera primero que la
interpretacion de los conjuntos {xeN |x = o} y {xeN'|x = 1} son 1 0

Ny

1—30 .y respectivamente.

En efecto, por 2.55.1 es claro que la interpretacién en C de {xeN| x = 0} es

1 0 N. Para el conjunto restante basta considerar Tas ideniid&des:

1

Al -

: < = - : 3> >
o < <1N, soN>, \soN, 1N>> o< p <1N, 0N>" <SON"AN>>7‘F

=0 < p,'2<so 1, >> . .
C°°N* °N -~

Ahora, el cuadrado
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A a
’—“
1 —N
l e < p,-’-<soN,1N>>; Xso=x$< p,-’-<soN,1N>>
1 N
(0]

es conmutativo ya que ® < pso, = <soN', 1N >s0> =<9, 2<s0, S0 >>=

=0<0,0> =0. SiA a N es tal que ® < pa, = <soA,a>>=0Aentonces

pa = 0A y = < S0p5 @ > = OA; en consecuencia, por 2.39.1 a =@ < SOp» -
<a, soA>>=€B<soA,p < <a, °A>> =9 <‘soA,p;a>=9<soA, °A>=

= S0y - Por 1o tanto el cuadrado es un producto fibrado -

Por Gltimo considérese el cuadrade.

a
A ;
j :
Q>— N ‘.;
i
v<x, x®<p, L<soN, 1N>>>
1 Q ' &

donde j: @>———N es el morfismo definido en 2.34. Usando 1la propiedad
universal del coproducto es facil ver que v<x, x ® <p, = < SOy 1N”*>>>j

o N es un Q’_»’mbrfismo tal que
v<xa, x® <pa, l<soA,a>>>=vA entonces si B>-——b——flA, C < A

es igual a v,. Supongase ahora que a: A

son los subobjetos clasificados por Xsoa y Xoa.
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Y T
P.F a PLF a
SO o
1 N 1 N
P.F X <p,:<soy, 1y >> P.F X
1 Q 1 Q
v v

P.F ‘P.F |0

es un producto fibrado entonces A <xa, x ® <pa, - < S >>>= fa]soNa =
= falsoA.‘ Es decir, B y C son subobjetos ajenos cuyo suprego es A‘—,li idea es
probar que los morfismos jXB y a son iguales. Para esto, Supéngase q'ue\

E>—S5" <A es el igualador de tales morfismos. Por lo anterior, basta progar
que B y C son subobjetos de E. Los diagramas )

100



B> A C> A

, P.F Xg ’ P.F l Xp

1 Q> N 1 Q >— N
SO (]

son tales que:

jXBb =sog Y jXBc =J fa]soC = O¢

Como ab = SOp y ac = o, por construccion se tiene entonces que b y ¢ igualan a
jXB),a; i.e., B, C son subobjetos de E. En consecuencia, jXB =ayla

observacion esta demostrada.

Estos Gi1timos resultados ayudardn a estudiar qué oropiedades tiene la
subcategoria Cy. p- De esto se ocupard 1a Gltima parte de este capitulo.

2.6 Propiedades de EU.D.

2.61 Proposicion

k%
- “Er
EU.D tiene objeto terminal -
v, L,';'
e tr
Demostracion

Por 2.55.1, 1 es un C,, -objeto. Basta probar que el C-morfismo EA;\Kﬁ#-———»l
es m1§m;0-monfismgsi A es un QU.D-objeto. Supongase que A es un QU.D-objeto

arbitrario, entonces existe un produqto fibrado de la forma
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A > N"
l P.F XA
1 Q
v
Considérese el diagrama
. 0
i ] "
A>— N N
XA X
Q
entonces claramente X0 niA = X0A = Vps Por 1o tanto el diagrama exterior del
N - T~ - E i
producto fibrado -
N
X Y
h&_‘“:“ ':‘9

es conmutativo. Por To tanto !y: A 1 es un ¢ -morfismo P

et
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2.62 Proposicion

C tiene objeto inicial estricto.

=U.D
Demostracion

Por 2.55.2 0>———— N es un QU.D-objeto. Sea A un QU.D-objeto y considérese

el siguiente diagrama conmutativo

<1lys ..., 1, >

N® N
X

V%

Por 1o tanto, iA; 0>—————A es-un QU D-morfismo ya que hace conmutativo al

diagrama -

<lys «-v) 1N >'iN =1

n
N
0\\\ i
\\’\\ ]A —
A> N"
| — S
P.F XA - o \‘
M s
'S !vl
1 Q s
v -

Claramente 0 es un QU D-objeto inicial estricto.
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2.63 Proposicion

c

Sp tiene productos finitos

Demostracion

Sean A, B dos EU D-objetos arbitrarios entonces se tienen productos fibrados de

la forma
i i
A B
A N? B> ™
P.F xA P.F XB
1 Q \ 1 Q
v . 3 v -

Sea AxB el C-producto de A y B. se demostrard primero que el diagrama

m. " )
< P11APA’ .. P 1AP Pl’BPB’ cees Pm1BPB > . —
AXB>— N
n+m . n+m
< X, KPT >,
, n+m ﬁ&m
Xg <Ppils ...,ymm >
1 OxQ "
<v, v>

es un producto fibrado.
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En efecto, es claro que el diagrama es conmutativo. Si f = <Zf1, cees fn+m >
n+m =

C ———N""es tal que <X, <fy, ..., f >, Xg <f 4s .00y f 0 >>=

Ayh:C

= <ivc, V. > entonces existen C-morfismos g: C

tales que < fl’ cees T > = iAg y <an+1, cees fn+m > = iBh. Entonces el
n, n. o
AxB es tal que <IP11APA, cees Pn1APA’ P?’IBPB’ cees

morfismo <g, h>: C
me. 4 . .
PmlBPB ><g, h> es iqual a f. Por 1o tanto, AxB es un QU.D-obJeto.

. _ n. n. m. m. .-
Sea g~ <1P11APA, cees Pn’APA’ PllBPB’ cens Pm1BPB > . Considérese
PA: AxB A entonces como el diagrama
. n+m n+m
.leB < Pl 9 e e Pn >
AXB >———— N
XAxB

. - n+m n+m . .
es conmutativo y ademas <:P1 s eees Pn > 1AxB = 1APA entonces PA es un

QU.D-morfismo. Analogamente, Pg: AxB B es un QU.D-morfismo.
a b
Supdngase ahora que C A, C B son EU D-morfismos; existen

morfismos a: N"————N", b: N"———N" tales que hacen conmutapévos los
B . T . -ésl

diagramas

C ’x
i = N a i i
c 3 \ A c
c> N N SA———N" C>-
X
f
1 Q
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n+m

Sea € = < 51, cees s 51’ cees Bm > N N""" entonces es claro que

AxB es tal que

X = V.. Por d1timo el C-morfismo <a, b>: C

AxB C1.c
TaxB <a, b>= Ci.- Por lo tanto, <a, b>: C—————AxB es un _Q_U-D- morfismo.

Claramente, PA <a, b>=ay PB <a, b> =b. La unicidad es inmediata.
Hay algunas consecuencias inmediatas de 2.63

2.63.1 Proposicion

N" es un QU D-objeto y todo morfismo f: N ——N que pertenece a R'C es un

QU.D-morf1smo.

Demostracion

Por 2.63 es claro que N" es un QU\B-objeto. Sea f: N" ——— N un morfismo que

pertenece a Ré, como el diagrama _

n ]
) <h3“an> ] f

N N N

v v

Nn\ /N
h"?‘f:ﬁ'z‘* n}r
es conmutativo entonces f es un QU.D-morf1smo; le = f <IPi, vy%,-Pn >

2.63.2 Proposicion

-

. . . - N e e
Si A es un QU.D-obJeto entonces el morfismo 't A>—— N es uh QU.D morfismo

Demostracion
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Basta considerar <p". ... P> = iy

v
z"
1 Q
v
Para probar que EU D tiene iqualadores es necesario hacer notar To siguiente.
2.63.3 Proposicion
Los morfismos © y =: N2 — N pertenecen a R'c.
Demostracion
Inmediata porque los cuadrados
<lg.®> <1,,:>
2 N 2 2, N - 2
N~ > - N™xN N=>— N™xN
: <eop,, P, >>; N - P T A
- 1° '2 i s T T T 1R
i v s
1 N 1 = N
0 0

son productcs fibrados.
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2.64 Proposicion

C

Syop tiene igualadores.

Demostracion

1).- Se demostrara primero: si f, g: N —— N son dos elementos arbitrarios

de R'_ entonces su C-igualador es un C,y p-objeto.

N dos elementos arbitrarios de R'C y definase

En efecto, sean f, g: N"

k=e<:<f,g>, 2<g, f>>: N" N; Por R'C.5, k pertenece a R(':,
es decir, <1, k > : N" - N"xN es un QU D-objeto.. Considérense . los
productos fibrados:
<1, k> '1'A
Nn >__.____.Nan Ak>—k—>NnXN
P.F X<1,k> P.F - /\<x<1’k>,XP2
1 Q 1 Q
v v

por R'é4, el morfismo caracteristico de <1 n* 0> N ———N"xN es XPys
< N N

donde P,: N"xN N es la proyeccion. B A

N e
\

Por construccion, Ak es un QU D-objeto. En Set, Ak corresponde a los deros #e k.

Por G1timo, considérese el siguiente diagrama conmutativo
-*%
"
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£y P
A >——N xN ————N"
3 (A)/

si P 1,k > €S el predicado que define a < an, k>: N N"xN
entonces en Set -EIP (Ak) es el conjunto’{ (Xl’ cens xn) e N| (3y)
1
e
(P(Xq5 ...s X5 ¥) A y =0)}. Ahora bien, se probard que 3 s kK n

es el igualador de f y g. Claramente, 3P1(Ak) es un C, p-objeto.

a).- _
1"ek = ge, -

Por 2.39.2, (a) es equivalente a probar aue ke = 0. (A,)" Como dk es un

epimorfismo, ke, = 0g (A ) sii kpliAk':oA ; Al ser A un subobjeto de

K b

<1, k> 1

n n X . . .

N'>———N'xN, kP11Ak es igual a P21Ak. Como xP21Ak = uﬁfentonss

A3

e
v \

Pyiy, =0, .

N
>

<
P

=~
F

b).- SiC———N" esun C-morfismo tal que f ¢ =g c¢ entonces.por 2.39.2,

kc = Oc; en consecuencia, el diagrama exterior del producto fibrado
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c .
\i 3Ak
\ ) n
AK’ N 'xN
P.F A<X<1’k>,XP2>
1 Q
v

es conmutativo. Por 1o tanto, existe un dnico C-morfismo c: C —————--——---Ak tal

que i, C
Ay
decir, c

<Zc? k ¢ > ; en particular, P11Akc = c, pero P11Ak = ekdk; es

ey (d,C). Como e, es un C-monomorfismo, dkE: C — 3P1(Ak)
es dnico con esta propiedad.
e

k-
Esto demuestra que 3, (A"()>~————-——‘*—~Nn es el C-igualador de f y g. Para
1

comprobar que 3P (Ak) es un EU D" igualador s6lo es necesario verificar que si
1 .

C ¢ N" es un €y p-morfismo tal que fc = gc entonces el C-morfismo c:

o ——————————apl(Ak) que factoriza a ¢, es un C, p-morfismo:

Supdngase que ¢ ( —— N" es un EU D-morfismO:tallbﬂsffcngugg. Se tienen

LY

i

diagramas conmutativos de la forma:

1 ) -
i ) <ﬁ’ ,cr>-h ]
> N N 1>
X v e _
\\:T\\\\\\ Nn .
Q 1 — Q
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como fc = gc entonces kc = 0.3 por lo tanto, khic = OC; existe un Gnico

C-morfismo c: C——3_ (A, ) tal que e, C = hi_. Claramente, C es un
EU p-morfismo porque- hace conmutativos los diagramas

h1c
‘ N" " N"
\'}
A/N"
Q

i

e
k
. \ n .
En consecuencia, 3P1(Ak)>——————————*-N es el C, p-fgualador de f y g

S~
. -
~.

2).- Se demostrara ahora:

f

Si A

. B son QU D-morfismos entonces el C-igualador de f y g es un
g .

C .D-objeto y ademds es un QU.D-igualador.

=

Considérese la siguiente situacion

1A ] iB .
A>——N B>———N

P.F XA P.F 'XB
1 Q 1 - Q

v v
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e
K.
i
Por (1), se sabe que 3, (Ak )>—————N" es el C-igualador de f., g, para
1 ™

ie{1l, ..., m}. Ademas, 3P1(Aki) es un QU.D-objeto, ie {-1, ..., m}. Considérese

el siguiente producto fibrado.

m ) "

<X

3 )~

s ees X

r "1

v

Entonces es claro que E es un gu D-Objeto. Se vera que .E es el igualador para

R 2 .-

7 y §: Nn Nm' \ P {,1‘

N L y—

En efecto, para cada ie{l, ..., m} existe e, E>~—————*-3P1(Ak_) tal que %
) i

ey éi = e. Claramente éi es un EU D-morfismo, puesto que hace conmutativos los
i ) 4 ";\ :

diagramas

-~
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Por consiguiente, fe= <f,, ..., f > e= <f.e, ..., fe> =
1 m 1 m

<f1ek1e1, cees fmekmem> = <glek1e1, cees gmekmem> =~<g1 €, ey gme>=

<gys wees 9o > e = ge.

d
n

Supdngase ahora que se tiene un C-morfismo D N' tal que fd = gd.;
entonces para cada ie{l, ..., m},\_fid = gid' Por (1), existe un dnico morfismo

-~

di: D

3, (A, ) tal que e d, = d; para ie{l, ..., m}. Estos C-morfismos

d;, inducen un morfismo d: D E tal que ed = d.

P.F <X
3 (A, )
Pk Py

Qlll

<V, «.., V> n

Por 1o tanto (E, e) es el C-igualador de f y g.

113



Sea EA la interseccion de E y A, entonces EA es un QU.D-objeto; existen

. e' e V. ..
QU.D-morﬁsmos EA>_- E, EA>—————A tales que e e' = 1EA, fpep = 1EA

al ser el diagrama

A
>—-—
EA N
P.F. <XE, XA >
1 oxQ
<v, v>
P.F, A
1 = ~. Q- -
v

un producto fibrado.

Se comprobara que (EA, eA) es el gUrD.-igualador de f y g ‘

o

Primero, feA = ge, ya que iBfeA = ﬁAeA = ﬁ-E

= ' = gee' = qj = ai
fee' = gee' : gip = gise,
A . e A
. . . _ oo L _‘1‘6
= ipge,. Como ig es un C-monomorfismo, fe, = gey - e
C N I
SicC A es un QU D-morfismo tal que fc = gc entonces se tienen
diagramas conmutativos de la forma P
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-
ot
I
A
Ky
-

' 1
c A _
c>—N" A> N"

1 f

Como ipf = f i, entonces, f (c ic) =g (c ic); en consecuencia, existe un

tnico C-morfismo ct C E tal que ec' = ¢ i_. Claramente, c' es un
% a c

QU.D-morfismo ya que el diagrama

es conmutativo.

e~

Eyc: C————— A inducen un EU D-morfismo d:

Ahora bien, c': C

C —tE

tal que hace conmutar, el d1agrama exterror défﬁbroduci& fibrado

A .
(-:i '{: ‘ ‘)l
C
\\ d 3
\\‘ EA‘ ] ~
>__—. ™\
EA N
, P.F A <IXE, XA.>' i
1 9]
\'}
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1EAd = ci . Por altimo, como 1EA = i,e, entonces 1AeAd = ipC; como
iA es un C-monomorfismo, eAd = c. Ademds, d es Unico con esta propiedad ya que en
es un C-monomorfismo. Por lo tanto, (EA, eA) es el EU D-igua]ador de f y g; esto

prueba 2.64.

Una observacidon mas: Un argumento analogo al que se hizo en (2), demuestra
que (EA, eA) también es el C-igualador de f y g. Se pueden resumir los resultados

anteriores con la siguiente afirmacion.

2.65 Proposicion

QU.D tiene 1imites finitos.

Como se vio en 2.64, los QU 0" 1gua1adores también son C- 1gua1adores, este
resultado motiva la s1gu1ente pregunta ¢Todo QU D. -monomorfismo es un

C-monomorfismo?. E1 siguiente resultado aclara esta inquietud.

2.66 Proposicion o
el -
Todo C,, - monomorfismo es un C-monomorfismo
. . " ~ﬂ‘3~.“'§“,\,'" . '"2
Demostracidn e \

.
\y

' S
” oy

Sea F: EU o C el funtor inclusidn. Por 2.63 y 2.64, F preserva productos

e igualadores; en consecuencia, F preserva productos fibrados. EnyPa%ticular, F
preserva monomorfismos; i.e, todo QU D-monomorfismo es un C-monomorfismo.

Es evidente la importancia de 2.66; permite preguntarse si Q es-un clasificador
de subobjetos en EU D Se demostrara que la respuesta es afirmativa. Antes de

poder probar esto G1timo, se necesitan estudiar algunas propiedades mas de QU D
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2.7 La imagen de un QU.D-morfismo

2.71 Proposicion

Si f: A

S.p

B es un QU D-morfismo entonces la imagen de f en C, Imf es un

-objeto.

Demostracion

Sea f: A———B un C

Dmmrfismoarbitrario entonces se tiene la siguiente

=U.
situacion:
A s i) . >
A>———N" B>———N" A> N
- X
P.F XA P.F Xg B
?1A =
1 Q — 0
v v
Como cada fi: N —— N, pertenece a Ré entonces < 1, fi > " NN
es un C, j-objeto; en particular existe un producto Eibnaggzgg 1affsfma
<1 n’ fi > R . o
n h n ”
N > N"xN
d“»
P.F X<1 ¢, >
n° '
N .
1 —
v
para ie{l, ..., m}
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Considérese el siguiente diagrama

n, n. . .
<P11A, cees Pn‘A’ fl‘A’ cees fm1A> o
A >— —N
<X1, cees Xm>
1 o
<V, eo.y V2>
— n+m n+m n+m n+m n+m
donde X1.- /\<XA<F_'.1 ,...,Pn >,X<1 ] ><<P1 ""’Pn >’Pn+1'>>’
>
para ie{l, ..., m} |
|
entonces se afirma que es un producto fibrado. - 1

En efecto, el diagrama es conmutativo ya que para cada ie {1, ..., 'm}, se tiene ;

n, n. . .o n. n. |
Xi <P11A, coes Pn1A’ f11A, ceey fm1A >=A <XA <P11A9 ceey Pn1A> ’ 13
n. n. e _ . . -
X<1, fi ><< Pl'IA, e Pn1A >, filA >>= AN <XA1A~" X<1’-f4i ><1Nn, fi >1A x‘l
. |
I S L Taes g
= ‘ N E:“S-- . -
< Cys +ves Coum >=c | S o o
SiC — N es tal que X1.c = V. para toda i¢{Y, ...\ m}

entonces XA<c1, cees Cp > = Ve ¥ X<1’ f'i ><<c1, cees cn>‘—£m+i > e v, para
M

n

Ayd:C N

je {1, ..., m}. Por lo tanto existen morfismos c: C
que hacen conmutativos los diagramas:
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n+i
n n
— .
N N"xN ie{l, , M}
P.F X
A P.F X< 1, fi:>
1 Q
v 1 Q
\
es decir, i,C =<cy, ..., ¢ > y f.<cp, ..., ¢ > =c . para iell, ..., m};
- . n. n. . . -
Un calculo sencillo demuestra que < P11A’ cees Pn1A’ f11A’ cees fm‘A >c =
= <Ic1, cees € Coigs +ees Cppn >=cC.
En Set esta construccion corresponde a tomar el siguiente conjunto:
{(Xqs covy Xog X tqs eoes X )EWWPU,””X)AP (Xq9 ooes Xo»
1 n’> “n+l n+m A1 n <1’ﬁ> 1 n
xn+1) A... AP (xl, cees X xn+m)}‘

Es claro que en Set 1a imagen queda descrita por el siguiente conjunto.

(X5 wevs X5 yq)

<1, f, >

{(yl, cees ym) e N' | (3x1, cees xn) (PA(xl, cees xn) AP
1

A... AN P (Xqs «ves X5 ¥.))}
<1, fm > 1 n® 7m

En C esto equivale a tomar el siguiente diagrama:
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< Pn+m I:,l'l+m >

< pMs n. . B .
P11A’ cees Pn1A’ fI Tps vees fm1A> - n+1® s Poam .
A N N
€ ImA TImA
ImA

Claramente, la parte superior del diagrama anterior es igual a:

< foiipgs ooy f i > = <fp, ..., fm > iA = ?iA = 1'Bf. Ademds, por construccidn

1'A° A
ImA es un QU_D.—objeto; ermA° A——»ImA es un QU.D—morfismo ya que hace

conmutativo el diagrama

A A
A :
\\ ImA
ImA >——— N
PF X1ma
1 Q
v

Por Gltimo, como iImAeImA = iBf Y €qpa €s un C-epimorfismo entonces XB1ImA = Vi

Por 1o tanto, existe un dnico C-morfismo my; ImA>—————B tal que hace



conmutativos los diagramas

i <P1,... P"'>
ImA> ITI
\/ P.F. Xg
1 Q
v
f
A >
eImA m, .
ImA

En consecuencia, My : ImMA>———— B es un EU D-morfismo y la afirmacion esta

probada.

2.72 Proposicion

<j,i>
E1 morfismo caracteristico de @ >—————NxNes v <A (XSO X Xso)’ A (X0 X Xo)2>

Demostracion

Como los diagramas
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< so, so > . : <0, 0>

1 NxN 1 NxN
r
P.F, < Xsopl’ XsoPZ > P.F, < XoPl, XOP2 >
<v,v> <v,v>

1 OxQ 1 X

P.F. . /\ P.F. /\
1 Q 1 Q

v v

son productos fibrados entonces X s, so>- M (XSO X Xso) y X<0’ 0>"

= A (X, X Xo). Ademds X_ j = 1o y X5d = 71 porque los rectangulos

v falso
]—mmQ ] ——mmmmQ

SO 0
1]———N 1——N

P.F. Xs0 P.F Xo
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Por 1o tanto, el cuadrado

<j,ji>
Q>——————— NxN

x<so, so>’x<o,o>>

l——— @

\

es conmutativo.

<so, so > <o0, 0> <j, ji>
Ahora, 1 NxN, 1 NxN son subobjetos de §§ >———— NxN,

puesto que los triangulos

< so, so0 > N <0, 0>
1 NxN ‘ 1 NxN
\ \
\ \
AN <j,ji> falso \\ <j, ji>
\
\ \
Q Y]
<a, b>

son conmutativos. Supéngase que A>———— NxN es un subobjeto de NxN tal que

<so, so > <0, 0>
1 NxN 1 NxN
\ \
\ \
N <a, b> z \ <a, b>
\ \
\ \
A A

entonces el tridngulo .
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Q> NxN
\\
y
BIRN <a, b>
z 0\
A

es conmutativo puesto que <a, b > ({)v= <a,b> y= <so,s0> =<j,j>v
y ademds <a, b> (-Z) falso = <a,b>z= <o0,0> = <j, j> falso.

Por 1o tanto, el cuadrado

<Jj,ji>
Q> NxN
>
‘ P.F. ‘Y<X<so,so>’x<o,o>
1 Q
v

es un producto fibrado.
Con este G1timo resultado se puede probar:

2.73 Proposicion

Si A es un QU D-objeto entonces el C-morfismo caracteristico de A, XA: N'—— @

es uTl (_:U.D-mor'fi smo.

Demostracion

Sea A un C, p-objeto arbitrario y considérense los productos fibrados
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i J
A
A>—o e " Q> ———N
P.F XA XJ. =y <X0, XSO >
Q 1 Q
v \"}

Se demostrara ‘que jXA: N ———— N pertenece a Ré. Esto es, su grafica
<1 n’ JX

.an n ks
\ >: N —— = N 'xN es un EU.D objeto.

A

La descripcion en Set del morfismo caracteristico de <1 ne 3Xa > es:
N

{(x, y) € NN | (PA(xl, cees xn) Ay=1)v (9 PA(xl, cees Xn) Ay =0)}

En C esto equivale a considerar el siguiente C-morfismo:

(|
v<A<XAP1, Xsop2> , A< XAPI’ X0P2>>. N"xN

Nn, P2: N"xN —sN son las proyecciones.

2; donde P1:

N"xN

Ahora bien, por 2.72, 1, = X § y 1= X Jj; en consecuencia el morfismo

anterior puede escribirse como:

v<A<ij“%,&J2>,A'<%ﬂﬁPXJ2>>=V <Auwﬂwx

A (XOXXO) > (jXAxlN) = X<j, i> (jXAxlN).

Basta probar entonces que el cuadrado
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NxN

es un producto fibrado.

<b, c>
En efecto, es claro que el cuadrado es conmutativo. Si B - N"'xN y
d: B 2 son tales que jd = jXAb y jd = c entonces al ser j un

monomorfismo d = XAb y jd = c. Por 1o tanto, el cuadrado es un producto fibrado

N pertenece a R'C. En particular, XA: N' —— ~Qes un

.y . NN
y JXA. N

QU'D-morfismo.

2.74 Proposicion

2 es un clasificador de gU.D-subobJetos.

Demostracion

E1 C-morfismo v: 1 2 es un EU D-morfismo ya que el diagrama

1 SO

—

son conmutativos (véase 2.55.4)
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Analogamente, falso: 1 2 es un QU D-morfismo.

Q clasifica a un -subobjeto de

Por Gl1timo, todo QU.D-morfismo X: A D
 es un D-morfismo.

éﬁ é(')

A ya que EU D tiene productos fibrados y v: 1

Reciprocamente, si f: A>———B es un €,y p-Monomorfismo entonces por 2.66, f
es un C-monomorfismo; en consecuencia igf: A>————N" es un C-monomorfismo.

Ademas, por 2.71, la C-imagen de iBf es:

i f
B m
A>———1—N
1/-\\\/81:
X .

Por 2.73 el morfismo caracteristico de iBf, Xi m

N

g —— N es un QU.D-morf1smo.

B
Al ser el diagrama

f
A>————————~%
1A P.F. ig
iBf
m
A>——N
P.F X.
1Bf
1 Q
v -

it B——m@Q

un producto fibrado e iB: B>——— N" un EU D-morfismo, XA = X, £ige

j
B
€s un QU.D-morf1smo.
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Por 1o tanto, Q es un clasificador de EU D-subobjetos.

Se ha probado entonces el siguiente teorema.

2.8 Teorema (QU D)

Si C es una categoria que satisface 2.11 y QU D es la categoria ultradiofantica

determinada por C (2.55) entonces Sup satisface.

QU.D'I)’- C, p tiene 1imites finitos. Ademas, el funtor inclusion F: SU-B—_ —C

preserva limites finitos.

EU.D'Z)" T tiene un objeto inicial estricto.
QU.D’3)" EU D tiene clasificador de subobjetos, que es el mismo de C.
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3. EL CASO DE LAS CATEGORIAS CON N "TIPICOY.

E1 teorema 2.8 permite preguntarse si la categoria EU p ©s isomorfa a U.D. EIl

proposito de este capitulo es dar una respuesta a esta interrogante. E1 estudio
de esto G1timo depende fuertemente de la siguiente definicidon y sus consecuencias.

3.1 Definicion

Sea C una categoria que cumple 2.11. Se dice que el C-objeto de nimeros naturales
N, es £Tpico [Fr] si para cada pareja f, g de endomorfismos de N tal que
fs"o = gsno para todo natural sno: 1———N (n € N) se tiene que f es igual a

g.

Como en [Coste-Roy, M. F. et al.] se puede probar el siguiente resultado

3.12 Proposicion

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

T-1)i= N es tipico

n
SON

T.2).- E1 dnico subobjeto de N que contiene a todos los naturales 1
(n € N) es N.

Demostracion

— n_ .
T.1=>T1.2).- Supongase que A < N contiene a todos los naturales 122N,

Sea XA: N 2 el morfismo caracteristico de A y considérense los
endomorfismos jXA y jVN, donde j: @>——— N es el morfismo construido en
n
)

N, se cumple:

2.34. Se tiene entonces que para todo natural 1
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X sno =jv=s0 yjVv so = jv = so.
A N
Por lo tanto,_jXA = jVN, i.e., XA = VN.

1.2 T.1).- Reciprocamente, si f, g: N——N son tales que fso = 95n°

n
para todo natural 1 S 0.\ y E>S—N es el jgualador de f y g, entonces es

n
claro que E contienea todos los naturales 1—=9 _N. Por T.2, Ees Nyen

consecuencia f es iqual a g.

De aqui en adelante, se supondrd ademds que C es bivalente, i.e.,:
| hom. (1,Q)l = 2;C denotard a una categoria que satisface 2.11 y alguna de las

condiciones equivalentes de 3.12. Una consecuencia inmediata de 3.1 es la
siguiente proposicion.

3.13 Proposicidn

N es un elemento de N entonces existe n en N tal que y = s"o.

Siy:1
Demostracion
Supongase 1o contrario y considérese el producto fibrado

y

P.F X

v

entonces, es obvio que ij s"o = J fa1soN sno, para todo natural s"o: 1—N;
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en consecuencia, ij =j fa]soN; esto es, Xy = fa]soN lo cual es absurdo.

3.13 puede justificar, de algin modo, el nombre que recibe N en 3.1. Como se
verd, 3.1 tiene implicaciones muy interesantes. Algunas de estas Gltimas se

deméstraran en lo que sigue:

3.14 Proposicion
n a1 an
Si A es un subobjeto de N tal que XA'< s "0, ..., S 0> = falso para toda

al an n
n-ada <s 0, ..., S 0>:1——N  entonces XA es falso.

Demostracion

Por induccion sobre n. Si n es cero 6 uno la afirmacion es inmediata. Supdngase
.i
que el resultado .es cierto para toda k menor que n. Sea A*>—A—-—Nn un subobjeto
n 3, a
de N que cumple: XA <s 05 ..., s "o > = falso, para toda n-ada

a a
<s 1o, ..., s "o > . Basta demostrar que HX (A)>——-——————N"'1
a a
X3 (A)<Is 1o, cees sani%>- es falso para toda (n-1)-ada, <s lo, cees
L (F

es tal que

sanf}o>z

donde?i&(A) se obtiene por medio del siguiente diagrama:

3, ()
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a a
En efecto, en caso contrario existiria una (n-1)-ada tal que < ;ol, cees S n'lo >
l— Nn'l, pertenece a Z-IX(A). Considérese el producto fibrado
b a a
— -
BX A 1. <slo, ,s"-lo>
|
|
P.F. ®E, (A) Wy I
|
|
’ n-1
1 >—-————-3X(A) BX(A)>—————N -
W i
X EIX(A)

BX no puede ser inicial ya que de serlo, se tendrian los siguientes diagramas

conmutativos
0 >~ A .
n N : _ s
<P ,...,Pn > 'IA = 13X(A) eBX(A)
e
P.F. I-_!X(A)
1 " EIX\FA) 1
P.F. '3,(A) P.F. v
1 -1 Q
a a Xq-
<s 10,.';., s~n'10 > E'X(A)
en particular, X a a <Pg, ey P:-> iA = fa1soA; como
1 -~

<s "0y ..., S n'10>
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e HX(A) es un epimorfismo entonces X 2, a_, ’ iEIX(A) = fa]SOBX(A);
: <Ss 0, ... S o>

lo cual no es posible.

Por 1o tanto, BX no es inicial. Ahora, si E>2"~Nes el igualador de

a a

2y Xy < lN’ s 1°N’ . <5 S n'loN >: N Q entonces E es

vN: N

inicial por hipotesis y T.1. Sin embargo, P';iAb: By A iguala a N Y

a

a
1 -
XA<1N, S Oys -+es S n 1oN > ya que:
a a a a
1 n-1 n, , _ n. 1 n-1
<1N, S Ops +ees S °N> P11Ab = <P11Ab, S on, vees S OBX >
ademis, <P "> b= 65 /o\b = i wo(ls ) =
y ’ 2° *= Py A 3,(a) €3, (n) (A% B
X X X X
a a a a
=<slo, ...,s"'lo> (!B)= <sloB,...,s"'loB >
X X X
En consecuencia, < 1 sal sa"'l > pli.b= <pPM. b, PP b i b>-=
> SN2 S Oys eee Oy = P1a 1A% F27a% oo Pplp
a a
. . 1 n-1 N, v v s 1 _ _
= 1Ab . XA <1N, S Ops +e+s S ON > P11Ab = XA1Ab = va = vBX.

a a
De esto Gl1timo, se puede concluir gue X:-I (A) <s 1o, eees S n'lo > = falso para
X

a a
toda (n-1)-ada <s 1o, cees S n-1, >y por hipotesis de induccion I-IX(A) es inicial.

Por 2.11, C.4, A es inicial.
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3.15 Proposicion

Si A>——N" es no-inicial entonces A es no-vacio; i.e., A tiene un elemento.

Demostracion
| 4 n 5| 4
Por 3.14, para alguna n-ada <s "0, ..., S 0> : 1-—~N,XA<5 0y 2.5 S 0>=

3.15 tiene una consecuencia interesante.

3.16 Proposicion

Si A>———=N es un subobjeto de N arbitrario entonces su soporte1 A———S

se escinde

Demostracion

Sea A un subobjeto de N arbitrario, entonces S es 1 6 0. Si S es 0 entonces A
es inicial y la afirmacion esta probada. Si S es 1, por 3.15 A es no-vacio.

Lo interesante de 3.16 es que de hecho es equivalente a 3.1. Es decir, N es
tipico sii los soportes de los subobjetos de N se escinden. Esta Gltima afirmacion
queda contenida en la siguiente proposicion.

1 Véase por ejemplo, {J] pags. 140-146
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3.17 Proposicion
Son equivalentes

T.1).- N es tipico

n
T-2)-= £1 Gnico subobjeto de N que contiene a todos los naturales 1—>2—N
(neN) es N.

T.3).- E1 Gnico subobjeto de N que contiene a todos los elementos 1—Y N de
N es N.

T.4).- Si A>——N es un subobjeto arbitrario entonces su soporte A —— =S

se escinde.

Demostracion

Es obvio que T.2 => T.3, T.3 = T.1. Es decir, T.1, T.2 y T.3 son equivalentes.
Ademas, es claro que T.1 implica T.4. S6lo falta demostrar que T.4 implica T.l.

i
Sea A>——15————N un subobjeto arbitrario de N. Si | A 1Ay es el
complemento de Ay 1 A —=S es su soporte entonces por T.4, este Gltimo se
escinde. Si 1 A es inicial no hay nada que probar. Si 1 A es no-inicial, sea y:
1 ] A un elemento de ] A. Supdngase ahora qué A contiene todos los

elementos de N; en consecuencia A contiene a i y: 1 N; esto es,
TA

i y pertenece a Ay 1A, lo cual no es posible. Por 1o tanto, si A contiene

todos los puntos de A entonces A es N.

A partir de 3.17 y por el trabajo desarrollado en los topos bien punteadosi, es

1 Véase [J] pag. 314
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razonable preguntarse si no se puede hacer un estudio analogo para la categoria

Cy.p.- La siguiente seccion se encargara de esta Gltima pregunta.
3.2 C es una categoria bien punteada

=U.D.

Como en el caso de los topos bien punteados. Se puede probar la siguiente -

proposicion.

3.21 Proposicion

C es una categoria bien punteada. Es decir, 1 es un generador.

=U.D.

Demostracion

B dos EU D -morfismos distintos. Considérese E>——J§———‘-A, el

Sean f,g: A

igualador de f y g; entonces es claro que e no puede ser equivalente a la

e
identidad. Si T E>——:l—-A es el complemento de E en A entonces 1 E no puede ser
jnicial por la observacidn anterior. En consecuencia, | E es no-inicial; por

. ?al an a1 a, n
3.15 existe una n-ada <s "0, ..., s 0> tal que<s 0, ..., S 0>:1

a a
- 1 .
pertenece a | E. <s "0, ..., S Mo > se puede escribir como:

a a
<s lo, cees S No >

1
AN
\{ i
N TE n )
7 E> N 1
P.F X
TE
1 Q
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A

Claramente y: 1 IE es un QU D -morfismo. Ademas, si z: 1

A entonces fz # gz ya que en caso contrario el

se define como e y: 1

diagrama exterior del cuadrado

1 S'
og E 1
/
_ /
y I y z
//
/ f
yd
1E>———A E>— A B
-| g

seria conmutativo; 1o que no es posible. Por 1o tanto fz # gz.

3.21 tiene una consecuencia importante. Permite describir a losigU D -epimorfismos

y a los QU D -monomorfismos como morfismos suprayectivos e inyectivos.

E1 siguiente resultado aclara esta afirmacion.

3.22 Proposicion

Sea f: A B un EU D -morfismo arbitrario. Entonces

a).- f es un EU D -epimorfismo sii f es suprayectivo; i.e., si y: 1 B
es un elemento de B entonces existe X en A tal que fx = y.

b)o- A

f es un EU D -monomorfismo sii f es inyectiva; i.e., siy, z: 1

son elementos de A tales que fz = fy entonces z = y.
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Demostracion

B es un elemento

a).- Supdngase que f es un Cy.p -epimorfismo. Si y: 1

de B y el cuadrado
C —1
c ‘P.F y
A—— B
f

es un producto fibrado, entonces se tiene que C es inicial 6 C ———1 es una
retraccion. Si € fuese inicial, al ser

y

P.F X

l—mm@

v

un producto fibrado, la composicion ny es por un lado v y por otro falso, puesto
que ny = fa]soA = fa]soBf; . Xy = fa]soB, . ny = falso. En consecuencia,
existe zz: 1 ————C; Si z = CZ entonces fz = fcz = y (!C) Z = y. Por 1o tanto

f es suprayectiva.

Reciprocamente, si f: A————B es suprayectiva y g, h: B C son tales
que gf = hf entonces si g es distinto de h por 3.21 existe un elemento y de B tal
que gy # hy. Como f es suprayectiva, existe w: 1———————A tal que fw = y; por

lo tanto, gy = gfw = hfw = hy.
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b).- La demostracion es analoga a lo anterior.

Es bien sabido que en una categoria con productos fibrados, el producto fibrado
de epimorfismos no necesariamente es un epimorfismo. Para continuar el estudio

de QU D.» Se necesita un resultado cercano a la afirmacion anterior.

3.23 Proposicion

Sea eB

b=
(o]

e P.F. g

un producto fibrado con f: C —— D suprayectivo. Entonces eg también 1o es.

Demostracion
Sea y: 1 B un elemento arbitrario de B, entonces gy: 1 ~B es un
elemento de D; por hipotesis, existe un elemento c: 1 — C tal que fc = gy.

Considérese ahora el producto fibrado

e e
B B
B C A B
C \( v
P.F. eC P.F. g fc = gy
1 C - D -
c f
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entonces al ser el cuadrado

y
B
P.F g
1 D
9y

un producto fibrado, se tiene que BC es i; en consecuencia, egég = Y- Por 1o
C

tanto, eg es suprayectivo.

Estas afirmaciones permitiran probar que QU p. ©s isomorfa a la categoria U.D..

Para empezar, se demostrara.

3.24 Proposicion
Si P(xl, --+» X,) es un predicado ultradiofantico y Xp(xl’ o Xn) es el

morfismo asociado a P(Xl’ cees xh) por 2.42.1 entonces

X = X
P(xl, cees Xi 1o @, xi+1f cens xn) P(Xl’ cens Xn)

n-1 n-1 a n-1 n-1
<P1 9 sy Pi'l’soNn‘l’ P.i 9 *°°> Pn_1>

Demostracion

Se hard induccién sobre el nimero de conectivos 16gicos que aparecen en P(xl,
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Si el predicado tiene cero conectivos entonces es de 1afbnmaf1x1, cens xn) 0.

Por 2.421, X )=xe<;<p

, P
P(xl, cees X g(xl, cees xn) h(xl, ces X))

*<p , P > >
h(xl, cees xn) g(xl, cees xn)

Ahora P y <PIh L, P %o g, PR s
N

g(xl, cees X

Pg('xl, . 10 35 Xi 4 gs eees xn) por 2.41.6; en consecuencia,
X = X
P(xl, . 5210 @0 X5 4 oqs eees xn) P(xl, . xn)

n-1 n-1 n-1 n-1
<Pl el P 1,soNn e PU P>

Supdongase que P es un predicado en n-variables donde aparece al menos un conectivo;
entonces P es de la forma:

1, Py APy (3x5) (Q)

Si P es 1Q entonces como Xp = X_ = -IXQ se tiene que:

1Q

nl. n-1 a ann1>_|x<Pn1‘ n-1 a

X <P eeo P_i_l, S oNn 1, P 9 n 1 Q 1 e 9 P.l 1’ S ONn_IS

P 1

s vee - = X
i > "n-1 Q(xl, cees Xi 15 85 X s eeees xn)

= X = X
TQ(xl, . A X, +1’.'°°’xn) P(xl, ees Xi1s @5 X5, qs ...,xn).

Si P es de 1a forma Pll\ P2 entonces XP = XPII\ P2 = A <'XP1’ XPz >y la demostracion
es analoga a la anterior.
Por G1timo, supbngase que P es (axj)(Q) entonces se tiene lo siguiente

(3x;) (Qlxgs «vs X5 95 Xgo Xgpqs e Xpug))
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1).- . co s a . :
) La variable que se va a sustituir por soes j-r,conr>o

Existen diagramas de la forma

n+l F,r'1+1 , F,n+1 >

. . 1
i i . <Pn+ veey Pa .
A A 1 e P31 Tl n+l
A Nn+1 n+l Nn
X
l PR | PQ(xgs cnes Xyq)
Ix.)(A
( xJ)( )
< Pn-l P"'l K Pn-l Pn—1 > N"'l "
1 Fyer-1e °Nn-1’ jer® ** Tp-l >
B>——’I‘F
\r N
n n a n nsS _
PR | <Pls ees PY_1ss 0’ Pips cooa PR >=P
A: A ‘Nn+1
P.F, X
. <p",
1 Q B>— N
v
e
: .){B
(HXJ)( )

(EIxJ-)(B)
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1

Basta demostrar que el morfismo caracteristico de (3xJ.)(B)>————-—Nn' es
n-1 n-1 a n-1 n-1
X(axj)(A) < Pl 9 eeo ey Pj-r-l’ S oNn_1’ Pj-r, cece gy Pn—l > . Para eStO,
considérese el cuadrado
<p] P;'_2, P;‘, PP > =h
N" Nn-1
\v4 \(
P= <Pl .. Py s'o';'n, Pl P> N s’oNM, P, P> =a
Nn+1 N
< e ey > =g
E1 cuadrado anterior es conmutativo ya que:
n-1 n-1 a n-1 n-1 n n n nS _
<P1 9 CECECRE Y Pj-r—l, son_1, Pj—r', e o 0o 9 Pn—l><P1’ oo o9 Pj_2’ Pj, LRCRCE ) Pn>
- n n a n n n ns
<P1, e ooy Pj-r—l’ S ONn, Pj-r" ee 9 Pj_z, Pj, LICICE ) Pn
n+l n+l n+l n+l § - n n a n ns
<P1 9 e oo Pj—l’ Pj+1’ LECICRE Y Pn+1 > \Pl, oo o9y Pj-r-l’ S oNn’ Pj-r, e oy Pn >
_ n n a n n n n
= <P1, ceoey Pj-l”-].’ S ONn, Pj-r, co ey Pj_z, PJ-, ce ey Pn >
También, e] diagramaesun producto fibrado; ya que si f: C ——-——Nn-1 y g:
C Nn+1 son tales que
n+1 n+l _n+l n+l - _ n-1 n-1 a n-1
SPL e e Py Praps s Py 95 <P e PiTi g s °\n-1° Pjaps o
-1 ¢ entonces f, = g f =g s = f. =
n-1 17917 2 Tyorel 7 951 3 % T Yo Tiop T Gjopere oo
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fi-re(r-2) 5-rt(r-1) 7 %=1 Fiore(r-1) 7 T3-1 7 95410 -0 Tna™ Gnar

- - . L4 n
Considérese el morfismo < fl’ cees fj-r-l’ gj-r+1’ cees Opiq > : C —N".

Por las identidades anteriores, es claro que:

<p"

n a n n ,
1° - s o P, e PO >'<If1, cees fj-r-l’ 95rs1> 2 Inal

.» P, s s s
> T j-r-1 USRI

n n n n _
<P 9 eecoe g Pj-z, Pj, ceoe 9y Pn><f1, LI fj-r-l’ gj-r"'l, e s ey gn+1>"’ F
En consecuencia, el cuadrado es un producto fibrado. Se puede considerar entonces

un diagrama de la forma

i h
B>y -1
\I P.F. P P.F q
A> Nt N"

Por 3.23 puede escribirse también como:

Y n-1 n-1 a n-1 n-1
P.F. PF | SPL e Py SO Py oees Prg
A>———»(3XJ-)(A)>————Nn
P.F. X(Elxj)(A)
1 Q
\'
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- l;,n-l n-1 a_- Pn-l Pn-1 >

En particular, X(3xJ.)(B) = X(Elx].)(A) <Py, e, Pj-r—l’ s °Nn-1’ jors oo Poon
. n-1 n-1 a n-1 n-1o _
es decir, Xp(xl’ . Xn) < P1 s eees Pj-r-l’ 3 °Nn-1’ Pj-r’ cees Pn-l > =
= X
P(xys «vs Xs_pe1s @5 X5 s > Xp)

2).- . ey s a .
) La variable aue se va a sustituir por s o, es j+r, con r > o.

Como en el caso anterior, se tienen diagramas de la forma

i i <Pt el el el
A A n+l A n+l 1 LR T LR PY | > "n+l n
N A> N
.F. X
P.F o
1 Q
Vv e
(3xj)(A)
(3x1-)(A)
n-1 n-1 a n-1 n-1
<Py s eens P,j+r~-2’ s oNn_l, PJ‘+r—1’ Pn_1>
i
B
B>——N"
n n a n -n
P.F <P, , Pjﬂ,_l, s oNn, Pagps =2 Pn >
A>———>Nn+1
P.F. X
Q b
1 Q i
v ]
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Como en el caso anterior, el cuadrado

n n -n
<P P PRy g
N? N

ML o e o, el 2o pnid
Py Pt O e P P > P Pl 0 o ]

Nn+1 N

nt1 ontl n+1
g o Pae Pty 2

& Pn+1
Y e

es un producto fibrado

n-1 n-1 a n-1 n-1 n n n
< P1 s eees Pj+r-1’ S °Nn-1’ Pj+r’ ""'Pn-l >><:P1, cees Pj-l’ Pj+1’ x
_ n n n n a n n

Se procede como en el caso anterior y se obtiene el resultado deseado.

ps

Pl >

P

Una pregunta interesante que surge, a partir de la interpretacion que se dié en
2.42 de los predicados ultradiofanticos, es saber si esta Gltima preserva validez.
Es decir, un predicado ultradiofantico cerrado es valido sii su morfismo asociado
lo es. En la situacion en la que se estd trabajando esta afirmacion es cierta,

como se hace notar en el siguiente resultado:

3.25 Proposicion

Si P es un predicado ultradiofantico cerrado entonces

1.- P es verdad sii Xp 1o es

2).- P es falso sii Xp también 1o es.
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Demostracion

Se demostrard simultaneamente, (1) y (2) por induccidn sobre el nimero de

conectivos que aparecen en P.

Si P no contiene conectivos entonces es de la forma f(al, cees an) = 0. Ahora,

si f(al, cees an) = 0 es cierto también 1o es Xf(al’ o an) ya que

X =xe<:<X , X >, =
flag, ..., an) glazs ... an) h(a;, ..., a)
<y . os o< g(al, ...,an) h(al, ...,an)>
s =x ® < =<5s0p, SOy s
h(a;, ..., a ) g(al, cees an) N N
h(a;, ..., a))  glag, ..., a) (g(a)-h(a) + (h(a):g(a))
- < SOy SOy >>=x SOy donde

a= (al, cees an).

Analogamente, si P es falso, xp también 1o es.

Supdngase ahora que P es un predicado que tiene al menos un conectivo, entonces

P es de la forma
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a).- Si P es P1 A P2 entonces P es valido sii P1 y P2 1o son sii XP y XP son
1 2 -

validos sii A <X X, > es cierto sii XP es valido.

Pl’ P2
b). - Si P es 1Q entonces P es valido sii Q es falso sii XQ es falso sii XQ
ec valido sii X = XP es valido.

. 0

c).- Si P es de 1a forma (3Ix)(Q(x)) se tiene.

c.1).- Si (3x) (Q(x)) es vdlido, entonces para alaiin natural a, Q(a) es cierto.

. . _ a .
En consecuencia, XQ(a) es cierto. Por 3.24, XQ(a) = XQ(x) S °N' Si A es el

subobjeto clasificado por XQ(x) entonces es claro aue A es no-inicial y por lo

tanto no vacio. Esto es, X(3x)Q(x) es valido.

IXA =1

—

c.2).- g (3x)(Q(x)) es falso entonces nara todo natural a, Q(a) es falsp.

Considérese el producto fibrado
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entonces A es inicial ya que en caso contrario existiria un elemento de N
a . . . a
s 0: 1——— N tal aue se factoriza a través de A. En particular, XQ(x) S 0 es

valido; i.e., XQ(a) es cierto. Por 1o tanto, Q(a) también es valido, lo cual no

es posible.

3.26 Corolario

Si un predicado ultradiofantico P(xl, cees X y) define a una arafica entonces

existe un EU D-morfismo h: N' ———N que 1o renresenta.

Demostracion

Considérese el siquiente nroducto fibrado.

<<
Sris 1 > ]
R>— N 'xN
l P.F. XP
1 Q
v
donde XP es el morfismo asociado al predicado P. Se demostrara aue rq €s un
isomorfismo
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1).- re R——N" es un epimorfismo.

a
Sea <1sab, vees S o >:1 N" un elemento arbitrario de Nn, entonces

como P define a una grafica existe un natural b tal aue P(al, cees Aps b) es

a
cierto. Por 3.25, Xp <<s%, ..., s o>, sb

0o > es cierto. En consecuencia,

el diagrama exterior del cuadrado

es conmutativo. En particular, ry = <s¥%, ..., s ">

n .
N es un monomorfismo.

R son elementos de R tales aue ry = rqz, entonces

Supongase que y, z: 1
XP <Ir1y, roy > = XP'< ryys rpz > es valido. Por 3.25, P(al, cees Aps b),
P(al, oo Ay c) son vdlidos<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>