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LOS TEORENAS DE Yu,S,ILYASHENKO SOBRE LAS 
ECUACIONES DIFERENCIALES ANALITICAS EN EL PLANO 

PROYECTIVO CONPLEJO, 

En este trabajo se estudian las ecuaciones diferenciales analíticas que tienen 
un nú1ero finito de puntos singulares en el plano proyectivo co1plejo. Estas ecua
ciones, co10 se dé1ostrará en la sección 2,1, coinciden con la clase de ecuaciones 
que, en una vecindad afín lz,wl, se escriben cno ecuaciones racionales de la for-
1a 

d• Plz,•> 
dz: Qlz,•l · 

Lo pri1ero que hareaos, es clasificar a estas ecuaciones por el grado de P y Q: 
dire10s que dos ecuaciones estin en la clase./4 si P y Q son polino1ios de grado 
no 1ayor que n. Se observa que esta clasificación depende de la carta afín elegida; 
sin e1bargo, co10 habre1os de de1ostrar, dicha clasificación nos peraite rescatar,en
tre el conjunto de ecuaciones, a aquellas que tienen las 1is1as propiedades que un 
un conjunto genérico de ecuaciones algebraicas, 

El resultado principal que se de1ostrará es el Teore1a de la Rigidez Absoluta; en 
él se establecen las condiciones necesarias para que dos ecuaciones topológica1ente 
equivalentes, o¿ y "'' '-Á , resulten analíticaaente equivalentes , Concreta1ente , 
bastará pedir que la ecuación ,.u,A,, cu1pla ciertas condiciones que se satisfacen pa
ra subconjuntos abiertos y densos en e,/" , ade1ás de que el ho1eo1or~is10 que rela
a o( con -<',.J.., sea cercano al hoae01orfis10 identidad (en la topología unifor1el, 
Para de1ostrar este resultado, el ca1ino qut seguire1os es, a grandes rasgos, el si
guiente: pri1ero, transladare1os el proble1a de la equivalencia· topológica de las 
ecuaciones -< y <'€.A,., a la equivalencia topológica de los grupos de holono1ía ,1; 
,.f.", de la solución al infinito (aquí se da por entendido que nos restringi10s al ca
so en que las ecuaciones que tienen a la recta al infinito co10 solución 1 , Despuls, 
1ediante un proceso de "linealizacidn", se de1uestra que la equivalencia topológica 
de los grupos de holono1ía, {', cf, ,conlleva la equivalencia analítica de los 1is1os, 
Posterior1ente, se de1uestra un resultado sobre la densidad de las soluciones en CP~, 
de las ecuaciones "' en ,)", conocido coao el Teoreaa de Xuday-Verenov, Así, con esto 
en 1ente, se pasa a la de1ostración del Teore,a de la Rigidez Fuerte que es, en esen
cia, el teore1a de la rigidez absoluta restringido al caso de una fa1ilia 1onopara1é
trica de ecuaciones en J.., De aquí, 1ediante una serie de construcciones cuidadosas 
se de1uestra el teore1a de la rigidez absoluta, 



Este trabajo, que consta de ocho capítulos y cuatro apéndices, está basado, 
funda1ental1ente, en el artículo de Yu.S.llyashenko,"Topología de los retratos 
de fase de las ecuaciones diferenciales analíticas en el plano proyectivo co1-
plejo1, publicado en 1978 en los Trabajos del Se1inario Petrovsky, por la Uni
versidad de Noscú, En esencia, se respetó la estructura propuesta en el tra
bajo de llyashenko aunque, en algunos casos se realizaron ciertas 1odificacio
nes o se agregaron de1ostraciones de hechos que se afir1an el el trabajo ori
ginal • 

Por últi10, quisiera agradecer en for1a 1uy especial a Xavier 601ez-Nont el 
haber1e sugerido este 1aterial tan interesante, así co10 el haber1e apoyado y 
1otivado tan profunda1ente durante todo este tie1po; por sus invaluables co-
1entarios, sugerencias y ante todo por su trato cálido y a1igable, ha sido pa
ra 1i, un guía excepcional • Quisiera, así 1is10, agradecer a 1i coapañero 
Ernesto Rosales, quien no sólo 1e dio el carifio y las fuerzas para seguir ade
lante, sino que 1e ayudó con sus co1entarios y 1e apoyó en los 101entos 1ás 
difíciles. 



1. IN T R D D U C CID N. 

En este trabajo se plantea co10 proble1a, el estudio de 
las ecuaciones diferenciales en el plano proyectivo co1ple
jo1 cp: que tienen un nú1ero finito de singularidades. Uno 
de los pri1eros resultados que habre1os de de1ostrar,es que 
la clase de dichas ecuaciones coincide con la clase de aque
llas ecuaciones que en una vecindad afín arbitraria (z 1NI 
se eser i ben co10 

~ .. .i!!i!L 
dz Dlz 1NI ... (1,1) 

donde P y g son polino1ios en las variables z y N. Esta ex
presión nos per1ite clasificar las ecuaciones en función del 
grado de P y de g: si lz,NI es una vecindad fija, deci1os 
que la ecuación (1.11 pertenece a la clase .4,, si P y Q 

son polino1ios de grado no 1ayor que n. 
A la clase A,, pode1os identificarla con el espacio co1-

plejo de los coeficientes de los polino1ios P y g de grado· 
no 1ayor que n. Dbserva1os que, el espacio de coeficientes 
del polino1io P(z 1NI de grado n tine dilensión (n+l)(n+'l.)/ 2. 

y, en consecuencia, el espacio de coeficientes para ecuacio
nes de la for1a 11.ll tiene di1ensión (n+111n+21; dicho es
pacio dotado de la 1edida de Lebesgue, 

DEFINICIDN - (equivalencia topológica l. 
Deci1os que dos ecuaciones °' y •<' e ./4 son topolÓgica-

1ente equivalentes si existe un ho1eo1orfis10 H: cp'--~ CP' 
que lleve las soluciones de la ecuación °' en las solu
ciones de la ecuación o<' • Si H es analítico I enton
ces deci1os que O(. y ot.' son analíticaaente equivalen
tes. 

Un concepto inti1a1ente ligado a la equivalencia topo
lógica es el de la estabilidad estructural, En furia va
ga, pode1os decir que la estabilidad estructural nos in
dica cuándo se tiene que ecuaciones cercanas a una ecua
cion dada son topológica1ente equivalentes a ella. 

DEFINICIDN - !estabilidad estructural) 
Deci1os que la ecuación« es estructural1ente estable 

en la clase .Ac A., si existe una vecindad V de "" en 
A, tal que para toda "''" V, «' es topológicaaente equi
valente a "" • 

Nenciona1os a continuación un resultado ligado al con
cepto de estabilidad estructural y que habre1os de de-
1ostrar 1ás adelante. 

TEDRENA -
Para n ~ 2 la clase de ecuaciones .J.. no es estructural

aente estable. 

Es i1portante.hacer notar que la afir1ación del teore1a 
anterior no i1plica·que no existan clases de ecuaciones 
contenidas en .4,, ·tal es que sus el eaentos sean estructu
ral1ente estables en dichas clases. Un eje1plo de este 
hecho lo constituye el espacio ..8,.,c .A,., foraado por 
las ecuaciones ha1iltonianas dH = O I donde Hes un poli
no1io de grado no 1ayor que n+1. 

La siguiente definición nos dará la clave de lo que ha
bre1os de entend~r por ecuaciones• típicas•, 

DEFINICIDN- !propiedades geniricasl. 
Deci1os que una propiedad de una ecuación «E.A., es 

genérica si el conjunto de aquellas ecuaciones para las 
cuales no se cu1ple tiene 1edida cero. Así 1is10, deci1os 
que una propiedad de una ecuación es de Petrovsky-Landis 
si el conjunto de aquellas ecuaciones que no la poseen no 
divide a /4 les decir, el conjunto de aquellas ecuaciones 
que la cu1plen es conexo en .4,. l, 

Si una propiedad es genérica en A., deci1os entonces que 
las ecuaciones para las cuales se cu1ple son genéricas, 

El principal resultado de este trabajo, que habre1os de 
de1ostrar en la sección B, es el siguiente teore1a, 



TEOREMA DE RI6JOEZ ABSOLUTA. 
Para la ecuacion genérica ot.E.A.,, existe una vecindad 

u .. de"' y una vecindad~ del ho1eo1orfis10 identidad, 
et--+ cp: en la topología unifor1e, tal que toda ecua
ción <><' e u ... topolÓgicaaente equivalente a « por 1edio 
de un ho1eo1orfis10 H,1&, es analítica1ente equivalente 

a "' • 

1.1. CONCEPTot Y DEFINICIONES BASICAS. 

En esta sección introduci1os algunos conceptos que re
sultan básicos para la co1prensión de las secciones pos
teriores. 

lnicial1ente hablare1os sobre el espacio proyectivo de 
diaensión n , cp" In" NI, para despuis restringir nues
tro estudio al caso en que n = 2, 

Considere1os el espacio n+I - diaensional de los núae
ros co1plejos C. Una recta Lz por el origen,en C, que
da total1ente deter1inada por un ele1ento z" C distinto 
de cero L2 = U z = !Az0 , ... ,.lz.l ; ü C } • El espacio 
proyectivo co1plejo CP", de di1ensión n, es el espacio 
constituido por el conjunto de rectas que pasan por el 
origen en c"'·1

: 

CP"= { Z6 e"·'; l "# 0 } / {.,l z~cC 

A la clase de equivalencia del vector lz0 ,,,.,z.l se le 
denota lz0 :, .. :z.,I. 

Se puede dotar a cp" de una estructura de variedad ana
lítica lver apéndice) considerando los abiertos U, de cp: 
U,= { lz,: ... :z. 1 " CP", z,,; O ) de CP: y los ho1eo1or
fi s1os lf, : U.--+ e", definidos por 

(z ' 'Z ) - (.!t. 1:,., ~ !a) 
o ' ' ' ' ' ,, - Z~ f ' ' ' f Z¡, ' l-Z, ' ' ' f z., 

En 'i', ( UJI Uj I e e", el caabi o de coordenadas 

'P \ll•I : ¡Z.o 3L ..J._ .L.__i 
jo r¡ (z. 1 .. I z,. 1 Zj , ... 1 'Z',j ' ... ' 2'.; 1 ... ,z¡, 

es holoaorfo. 

z 

A las coordenadas z = lz 0 :, •• :z0 l se les conoce co10 
coordenadas ho1ogineas en cp" y, a la i1agen bajo 'f¿ de 
( • ) ( 2 ' z,., ~ z~ 1 1 d I b d z0 .. ,.~z .. , z:-,.,,,-:¡:-, 7 .:,•·•,'Y';; se e a e no1 re e 
coordenadas afines. 

El espacio co1plejo e" se halla incluido de 1anera na
tural en CPº co10 

lz, , ... ,z.l ..i... (l:z, : ... :z.,I 

Observa1os que, con esta inclusión de e" en CP", obtene-
1os todos los ele1entos de CP" salvo aquellos de la for
aa (0:z, : ... :z.l. Así, co10 { (0:z, :, .. :z,,I } es iso1or
fo a cp"~ entonces CP" = e" U cp"·'. Si consideraaos 
los cocientes •;= z,/ z0 y per1iti1os que z.= O, for1al-
1ente se ti ene que • = '° , por lo que se puede interpretar 
a cp""'coao el conjunto de todas aquellas direcciones en 
c"por las cuales se va a infinito en e", A CPc cp" se 
Je conoce coao el hiperplano al infinito y, para n=2, 
CP'c CP'" se conoce co10 la recta al infinito, deaostrán
dose que CP' es ho1eo1orfo a la esfera de diaensión dos 
Sz !ver [.qJ p.181, 

Ya1os a restringir nuestra atención al caso en que n=2. 
A los puntos en CP2 que se encuentran en el co1ple1ento 
de la inclusión de e• en cp'- los deno1inare1os puntos 
al infinito y, a los restantes, puntos finitos. 

Nos interesa desarrollar el concepto de analiticidad 
para puntos de C~~ para ello, hare1os una distinción en
tre la analiticidad de una función en puntos finitos y la 
analiticidad en puntos infinitos, 

DEFINICION -lanaliticidad en puntos finitos) 
Una función f :cP•--.. C , flz. :z, :z.l = • , se dice 

que es holo1orfa en un punto finito lz0 :z, :z1 ) de CP~ 
si la funcion es holo1orfa en el punto (z, ,z, 1; es decir 
si la co1posición f •i: c'"--+C es una función holoaor
fa en lz, ,z 2 ), donde i denota la inclusión de e• en CP~ 



Considera1os ahora un punto al infinito íz. = l'I.: "1,: ~.l 
en cp• y una transforaación proyectiva -s' =A! de cp•,n 
CP1 dada por 

111(= a .. ~.+ a.:~.+ a.~. ·ª··E, C I k,j = 0,1,2 1 

tal que det A; O. Bajo una elección apropiada de los 
coeficientes aKj I el punto· al infinito rz puede verse co 
10 la i 1agen de un punto finito $ = 1 ~. :s, : ~z l e; cP: Con 
esto en 1ente 1 pode1os dar la siguiente definición. 

DEFINICION -lanaliticidad en puntos al infinito! 
Deci1os que la función w = f Ir>, 'S• CP~ 11" C, es holo-

1orfa en el punto al infinito rz ,si la función flA~l 
es holo1orfa en el punto finito ~ ~ CP~ donde 1. = As 
y A es una 1atriz con coeficientes en C cuyo deter1i
nante es distinto de cero. 

El caabi o de coordenadas de CP" en CP... que nos propor
ciona A induce un ca1bio de coordenadas afines, A, que 
nos per1ite analizar el co1porta1iento de la función f 
en los puntos al infinito: sean lz,11) coordenadas afi
nes y sea i lz,11) su inclusión en CP .. 

lz,111 ... L~ 11:z:11) 

para estudiar el co1porta1iento de f en una vecindad del 
infinito en z , consideraaos la co1posición descrita en 
coordenadas por 

( 1: z: wl -~--+ lt: 1:11 

;J A 
lz 111) ------+ 

lp 
1-Y;fl=lz, ,11 1 l __ .,. f lz, 111, l , 

y analiza1os el co1porta1iento de flz,,11,l cuando z,= O 

De aquí en adelante, vamos a denotar por lz, 111. l a las 
coordenadas afines dadas por el ca1bio de coordenadas 

lz .. 11,l = 1--lr,ll ... (1.2) 

las cuales nos per1iten analizar el co1porta1iento de los 
puntos al infinito. 

Al inicio del capítulo, al introducir las ecuaciones 
..... )~ 1diji1os que éstas eran tales que en una carta afín 
arbitraria lz,11) se escriben co10 

J!!_,.~ 
dz Qlz,11) 

donde P y Q son polinoaios de grado no aayor que n. Con 
sidere1os el cambio de coordenadas 11.2) entre dos abier
tos afines C .. de CP2 y vea1os cual es la ecuación in
ducida en estas coordenadas por la ecuación 11.ll : 

puesto que, 

~f- = P(z(tl,wltll 1{- = Q(z ltl 111ltl l , 
y . -i ' z,:--

z• 
. z11-11z 
VII=---' zt 

entonces, 

Así, 

.!!!: z, Qlt,'t> 
d11, w,D<t;t,l - P1t;t1 

si ahora 1ultiplica1os y dividi1os por z , y defini1os 
""" "' "" ""' ... ..,,,. Plz,111,l = z, Pli;,1!'1 y Q(z,111,) = z. 01;;,~1 , entonces la e-
cuación anterior pode1os reescribirla co10 

dz, _ z,Q(z,,"',l 
~- 11,'G(z,, ... ,1 - 'fo,,.,) ... ( l. 3) 

Un resultado i1portante con respecto a la1 transfor1a
ciones de CP~ es el hecho de que los biholo1orfis1os de 
CP1 en sí 1is10, que preservan la línea al infinito, son, 
en cartas afines, transfor1aciones afines len el apéndice 



m,presenta1os una de1ostración detallada de este hecho) 
Observa1os que este resultado nos per1ite reenunciar el 
teore1a de la rigidez absoluta sustituyenda •equivalencia 
analítica• por "equivalencia afín". 

DEFINICIDN -lca1po vectarial analítica) 
Sea " una variedad co1pleja y sea T" su fibrado 

tangente. Un ca1po vectorial analítica X sobre " es 
una transfor1ación holo1orfa de " en T", X: "--~ T", 
tal que la transforaación TT• X : " --~" es la transfar-
1ación identidad. En otras palabras, X es tal que el si
guiente diagra1a con1uta 

Deci1os que el ca1po X es singular en un punto p de" 
si X(pl = O. 

Es conveniente, sin e1bargo, a1pliar un poco el concep
to de ca1po vectorial introduciendo la noción de ca1po de 
direcciones en una variedad. 

DEFINICIDN -(distribución o ca1po de direcciones 1 

Sea "" una variedad co1pleja de di1ensión n. Un ca1po 
de direccianes tangentes k-di1ensionales o una distri
bución k-di1ensional en "' es una transfor1ación que 
asocia a cada punto x~ "' un subespacio de di1ensión k 
del espacio tangente T,"· Si dicha transfor1ación es ana 
lítica en "' deci1os que la distribución I o el ca1po de 
direcciones) es analítico en "· 

En particular, en nuestro caso habrán de interesarnos 
única1ente las distribuciones l-di1ensionales, por lo 
que habre1os de referirnos a ellas co10 ca1pos de di
recciones,quedando i1plícito que habla1os de ca1pos de di 
recciones de di1ensión uno. 

Observa1os que hablar de ca1pos de direcciones equivale 
a asociar a cada punto de " un ele1ento del haz tangen
te proyectivizado PIT"l (ver apéndice 111 l. 

DEFlNICIDN -ldistribucioñ integrable) 
Sea "" una variedad y .l> una distribución k-d11en

sional en ". Deci1os que J) es integrable si,para cada 
punto p~ "' existe una variedad integral k-di1ensional¡ 
es decir, una subvariedad k-di1ensional de " cuyo es
pacio tangente en cada punto coincide con el subespacio 
k-di1ensional asociado a dicho punto por la distribución. 
!En el caso en que llJ sea un ca1po de direcciones, las 
subvariedades son curvas) 

DEFINICIDN -(foliación analítica) 
Sea "" una variedad co1pleja. Deci1os que en " se en

cuentra definida una foliación analítica, si en cada pun
to p de " se encuentra definida una (y sólo una) sub
variedad analítica de di1ensión k que pasa por p y 

que depende analiticaaente de los puntos de "· Ade1ás,se 
requiere que en una vecindad de cada punto de "' se ha
lle definido un sisteaa coordenado z, , ... ,z. ,z .. ,, ... ,z.,, 
tal que las superficies de nivel z •• , = c, , ... , z., = c"·• 
sean precisa1ente las hojas de la foliación. Cada colec
cion le,, ... ,c •.• > representa a una hoja distinta y 

z,, ••• ,z~ son coordenadas locales de cada hoja. 

Si " es C~ y se tiene definido en " un ca1po de di
recciones holo1orfo, que no se anula en ningun punto, en
tonces, por el teore1a de existencia y unicidad de solu
ciones de ecuaciones diferenciales lverC'3J p."35 1, la 

distribución es integrable y genera una faliacioñ ana
lítica de di1ensión uno en "(sin singularidades). 

En particular, siendo "= e· y el ca1po de direcciones 
el definido por la ecuación 11.ll, entonces se tiene de
finida una distribución o un ca1po de direcciones integra 
ble, salvo en aquellos puntos· lz,•) en los que se satis
face el siste1a P(z,wl =O, Ulz,•I = O. Co10 he1os vis
to, dicho ca1po de direcciones induce en las coordenadas 
(z,,•,I un nuevo ca1po de direcciones de la ioraa (1.31, 
el c"al habrá de ser integrable en todo& los puntos de la 

vecindad coordenada, salvo en aquellos que satisfacen si-
1ultánea1ente z,Qlz 1 ,•, l = O, •,IÍ!z, ,•,) - Plz, ,•,I = O 



Pode1os ahora definir lo que habre1os de entender por 
una solución de una ecuación diferencial.c.€.4~ • Esta de-
finición se puede traducir casi palabra por palabra al ca
so 1as general de ecuaciones diferenciales analíticas. 

DEFINICION -(solucion de una ecuacion41tE"/4 l. 
Una curva analítica lf' se deno1ina solución de la ecua

ción o(E .A,,, si vista en coordenadas afines arbitrarias, 
se tiene que, en cada uno de sus puntos, es tangente al 
ca1po de direcciones, es irreducible, ·co1pleta (es decir, 
no esta contenida en ninguna curva irreducible analítica 
Íf.) 'f que sea tangente al caapo de direcciones G(. 1 y 
no contiene a ningún punto singular de la ecuación (aún 
añadiéndole los puntos singulares se obtiene una curva 
analítica), 

Observa1os que al pedir que lf' sea una curva analítica 
irreducible y al quitar los puntos singulares, esta1os pi
diendo que 'P sea una variedad co1pleja conexa (ver [8 l 
pag, 155 l. De hecho, la definición anterior nos dice que 
lf es una variedad co1pleja encajada en CPL ( en conse

cuencia es una subvariedad conexa tangente al ca1po de di
recciones). Así, la foliación por soluciones de la ecua
ción"'- nos da una partición del espacio !salvo en los 
puntos singulares) en curvas analíticas integrales del 
caapo de direcciones definido por < • 

A la solución con condición inicial p la denota10s 'Pi,. 

Nuestro siguiente objetivo es ver cuándo se tiene que 
la línea al infinito constituye una solución para una 
ecuación o( .. .A., . 

Recorde1os que analizar el co1porta1iento de una fun
ción f(z,11> en los puntos al infinito equivale a pensar 
en el co1porta1iento de f!z, 111, 1 cuando z,= O. Lo pri1e
ro que observa1os es que las singularidades fijas de la 
ecuación (1.31 están dadas por los ceros co1unes de 

z, Qlz.,11, 1 "º y 11, Q(z,,11, ) - P!z, ,11, l • o 

Si pl11,l = 11,Qlz, 111,l -Plz.,11,) 1 =O , entonces la so-z,.o 
lución al infinito { z, = O } no podrá ser solución de la 
ecuac1on (1.31. Clara.ente, la expresión z.ilz,,11,l se 
anula en la linea al infinito, de 1anera que, si p(11,l na 
es idéntica1ente cero, entonces el cociente 

5 

= z, Q\z ,11 1 
11,D!z, ,11, l -11z, 111, 1 

es igual a cero para todo punto de la for1a 10,Ñ,I tal 
que Ñ, no sea raíz del polino1io pl11 1 ) = O. Así, por el 
teore1a de existencia y unicidad de ecuaciones diferencia
les analÍticas (ver ['3 l, pag 35 11 la recta al infinito 
{ z,= O} es una solución de la ecuación 11.31 después 
de haberle sido extraídos los puntos singulares de la 
ecuación. 

El polino1io pl11, l tien; grado n+1, de hecho, el po • 
lino1io en dos variables 11 1 Dlz, ,111 l - Plz, ,11) podeaos 
escribirlo co10 

"" ,.. "·' 11,Dlz, 1 11,I - Plz, 1 11 1 ) = a0 lz,l11, + .. ,+ a,.lz,l , 

donde a.; lz, 1 denota un polini1io en z ,, j=l, ... ,n. Así, 
recordando un resultado de curvas algebraicas, se tiene 
que si z,= O no es un cero del polino1io a.lz,l ni del 
discri1inante de ~g - P, entonces el polino1io p!11,l 
tiene n+1 raíces distintas (ver C 1 l,pags, 300-3021 

Por lo anterior pode1os afir1ar que ecuaciones genéri
cas de Petrovsky - Landis o(t,/4 tienen la línea al infi
nito co10 solución y n+l puntos singulares al infinito 
10,a;I que, por brevedad, habre10s de denotar co10 a¡,Al 
conjunto de dichas ecuaciones « e .Á,. lo denotareaos J.,' 
De hecho, vl'constituye un abierto denso en .A,., pues 
es el co1ple1ento de'un conjunto analítico (ver apéndice 
11 ), 

DEFINICION -(solución algebraica) 
Deci1os que una solucion lf' de una ecuación º"·.J.. es 

una solución algebraica si lf ,en coordenadas afines, está 
dada co10 el conjunto de ceros de un polini1io irreduci
ble • 



1.2 &RUPOS DE HOLONOnIA, 

En la de10stración del teore1a de la rigidez absoluta 
va10s a seguir un ca1ino que inicial1ente nos llevará a 
plantear proble1as de equivalencia topológica y analítica 
de grupos finita1ente generados, de ger1enes de transfor-
1aciones confor1es del espacio de los nú1eros co1plejos, 
C ,en sí 1is10 1 que preservan el origen lger1enes de bi
holo1orfis10s de IC,Oll. 

DEFINICIDN - (grupos ,arcados), 
Denote1os porF al grupo de ger1enes de transfor1acio

nes confor1es IC,Ol --~ IC,01 con la operación de co11110-
sición. Un subgrupo finitaaente generado rT'cF se deno-
1ina 1arcado si en él se ha elegido un siste1a ordenado 
de generadores f,, .. , ,f., 

Desde ahora establecere1os que a los ger1~nes en .F" 
los denotare1os por f y a su representante lo denotare1os 
por f. 

Un ho101orfi s10 entre dos subgrupos aarcados ~;:¡ e g:: 
con n generadores f., ... ,( y ~, .. , 19..respectivaaente , es 
un ho101orfis10 k:F, --:+J; que transforaa f en 9 , para 
j=l, ... n. 

DEFINICIDN -!equivalencia de grupos de ger1enesl 
Dos subgrupos de ger1enes de transfor1aciones confor1es 

:F, ,fe J: con n generadores se deno1inan topol6gicaaen
te lanalítica1ente l equivalentes si existe un ger1en de 
ho1eo1orfis10 lbiholo1orfis1ol h: (C,Ol --• IC,Ol y un ho-
101orf i sao de grupos k : F, --• :J; , tal que , par a cual -
quier -Fe T, el diagraaa 

f (e.o)-~ > ((,D) 

~1 
(C,o) --=---

lh ... 11.41 
Kf , (C,O) 

con1uta !la con1utatividad nos dice que k es un 1ono-
1orfis10, pues si kf = id,,entonces l = ~~kf,h = 6,id•h = 
= id ). 

DEFINICION - lcíclosl. 
Los ciclos en una solución lf> de una ecuación°' lo los 

cíclos co1plejos de « l son los ele1entos no triviales 
del grupo fundaaental rr, N') • 

Recordeaos que el grupo fundaaental n, IX ,x. l, donde X 
es un espacio topológico y x.• 1, representa al conjunto 
de clases de ho1otopía de curvas cerradas V: C0,11 --~ X 
tales que 't 10) = 't 111 = x •• 

Dada una ecuación"' n tiene que a cada cíclo co1plejo 
'/ que está en una solución lf de "'- , se hall a asociada 
una transfor1ación de retorno o transfor1ación de holono-
1ía denotada A 1,,,_ o A, cuando -< está fija: 
Sea'/ :C0,11 --~ f el lazo representante de la clase [il, 

U la n,('(>) con p "''i 10). Sea r; una transversal a la 
solución en el punto t (i:l que depende contínuaaente de 
't y tal que r.; = r, : = r es analítica. 

Por el teora1a de continuidad con respecto a condicio
nes iniciales, sabe101 que existe una vecindad Y 
del punto p, tal que, para cada ele1ento q de Y, existe 
en ~ una curva \ , '4 : CO, 1 l --~ 'P, , tal que li lt l E rt 
para toda 'l:E [0,11, Denoteaos por b'I. lql al extre10 
final de la curva Y,. 

Así, por el teoreu de dependencia analítica de las so
luciones con respecto a condiciones iniciales, se tiene 
definida la transfor1ación de retorno • 

As: ff,pl --.. 1r,p1 
q ---~ A11ql 

Puede verse que el ger1en b de la transfor1ación .Ar en 
el punto p no depende de la elección del representante en 
la clase [i]E n, m lver [9 l ,pag 3801, 



De aquí en adelante va1os a suponer que la carta en 
la transversal 1r1pl sie1pre se escogerá de iodo que p 
tenga cooordenada O. 

Antes de pasar a la definición de grupo de holono1ía 
hare1os unas observaciones relacionadas con la transfor
aación A~ • 

En pri1er lugar observa1os que en el caso de las ecua
ciones de la clase Á. se tiene que las transversales a 
las soluciones son de di1ensión co1pleja uno. Si el punto 
fijo de la transfor1ación .11 l!5 aislado (aislado de otros 
puntos fijos) deci1os que Y es un cíclo lí1ite, Suponga-
1os ahora que p no es un punto fijo aislado de .6.1 y sea 
Y una vecindad de p en lr,pl,entonces existe una sucesión 
de puntos fijos de !::,." que tienden a p ¡ así ,A~,\- q = O 
para una infinidad de puntos q en Y y tienen co10 lí1ite 
a A~p)- p = O. Co10A1es una función analítica en ff,pl, 
entonces l::,.vlzl - z : O para todo z en V, Lo anterior nos 
dice que .t:;.v es la transfor1ación identidad y, en este 
caso, ~ se deno1ina cíclo idéntico. 

Sea 'f' una solución de la ecuación o1E .Á., ; sea t::. la 
tr ansfonaci ón 

n('f) -~-.. r 
1 

't ----. A'l 

que asocia, a cada curva ~E rr,l'fl ,el ger1en b 1corres
pondiente. Sean~. , ... ,~KG11 1 l'Pl, Si consideraaos el ger-
1en de la transfor1ación de retorno asociado al produc
to de los lazos, 'l,, ... ,'i.,_ , se tiene que éste correspon
de a la co1posición de los ger1enes de las transfor1acio
nes de holono1ía asociadas a cada uno de los lazos: 

A A • .... L:::._ 
V,•··•'I,. " V, 'l"I< 

Por esta razón, t::. es un ho101orfis10 de grupos. 

DEFINICIDN - lgrupo de holono1íal 
A la i1agen den, (fl bajo la trasfor1ación A se le 

deno1i na grupo de bol ono1í a de la ecuación "' sobre la 
solución lf y se denota X,, . 

La elección de generadores del grupo n, (fl transfor1a 
a 'P en una superficie de Ri e1ann aarcada y 1 .'.f..., en un 
subgrupo 1arcado del grupo~. 

1.3. 6RUPO DE HDLDNDNIA EN EL INFINITO. 

En est1 sección va1os I estudiar el grupo de holono1Ía 
de la solución al infinito de una ecuación -. E Á., . Nues
tro particular interesen este grupo se debe a que, tanto 
la de1ostración del teore1a de rigidez absoluta co10 en 
la de1ostración del teore1a de luday-Verenov I sobre la 
densidad de las soluciones de las ecuaciones genéricas en 
la clase /4 1 , se usan fuerteaente resultados ligados al 
grupo de holono1Ía sobre lo que se deno1ina solución al 
infinito F., de la ecuación "'; en la obtención de dichos 
resultados habre1os de usar el hecho de que el grupo fun
da1ental n,lfl es rico I es decir, es un grupo con n ge
neradores>. 

Sea o(e .Á~ y con si dere1os 1 a 101 uci ón al infinito t de"' 
El grupo de holono1íaf ~ , que por co1odidad habre10s 
de denotarlo co10 ~ , ~;· encuentra unívocaaente deter1i
nado si se fija un punto base • a" del grupo fundaaental 

n, IF,. 1 y una transversal r :1 a • 

El grupo n,IF .. l es un grupo libre con n generadores llo 
cual es consecuencia del hecho de que la solución al infi 
nito es una esfera can n+l hoyosl.En calidad de generado
res pueden escogerse n lazos ,µj , j=l, ... n, tales que ca
da uno rodee una sola vez al punto singular aJ y ninguna 
vez al punto a, , para toda ifj, Vaaos a den01inar a es
tos lazos,generadores canónicos (la elección no es única) 
La elección de dichos lazos se traduce en generadores ca
nónicos del grupo r"' : f =~11. o(. • 

,.. J°J' 

<r. ~) 

;l, 
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Es un hecho conocido que, si se tienen dos polino1io1 
1uy cercanos, sus raíces ta1bién lo son (ver [17 l, pag, 
363 l; en consecuencia, para toda ecuación "'' suficien
teaente cercana a "' , los lazos f/j asociados a o{. ,son 
a su vez,generadores del grupo n, lt,l, y los generadores 
~ .... de J;;, dependen analí ticaaente de «' • 

1.4. EGUlVALENCIA TOPIILO&ICA DE ECUACIONES 
Y 6RUPO DE HOLONO"IA. 

Al estudiar las relaciones entre dos ecuaciones topoló
gica1ente equivalentes resulta funda1ental analizar lo 
que sucede entre sus grupos de holono1ía. Un resultado 
sencillo pero de gran i1portancia es que la equivalencia 
topológica de ecuaciones conlleva la equivalencia topoló
gica de sus grupos de holono1ía. 

LE"A 1.1 -
Sean o('Y"''c;Á..., ecuaciones topológicaaente equivalen

tes y sea H el ho1eo1orfis10 que las conjuga, Considere-
1os una solución aarcada 'i'' de la ecuación "'' les decir , 
una vez elegidos los generadores)'j de rr,('f'll, '1'1 = H('f'), 
y sean .H;, = Hlfl.¡,l los generadores de n, (f'J. Entonces los 
grupos aarcados de holono1ía (f., ... Yt,t son topológ'icaaen
te equivalentes;el ho1eo1orfis10 que los conjuga esta to
tal1ente deter1inado por H. 

DE"OSTRACIDN : 
Sea "a· punto base del grupo fundaaenhl n, liJ, a",. HW 1 

r; y ~ transversales a 'f' y 'f'& en los puntos a' y a• res
pecti va1ente, Sea O,una vecindad de a' cuya foliación 
por soluciones de <>i' es topológica1ente equivalente a la 
foliación estandar del bidisco (lzl(l}x(l11(1} con •=cte. 
Sea rr':,O --• lr,,aJ la función de proyección a lo largo 
de las soluciones.Considereaos, adeaás, la vecindad de''a" 
O,= H!O,J y n•: O,--• lí,,ll el geraen de la transforaa
ción proyección a lo largo de la solución. El siguiente 
diagra1a con1utativo define un ger1en de ho1eo1orfis10 
h: lr,,al --~ lr,,lJ I o bien, co10 acorda1os anterior1ente 
h: IC,Ol --~ IC,Ol l: 

... !1.Sl 

Sabeaos que H lleva soluciones de.., en soluciones de "' · 
,nos pregunta101 entonces co10 actúa h sobre los ger1enes 
de función definidos en <r,,al: sea q" l~ 1l>, vaaos a en
contrar b.~. (ql calculando ,, .. 

De esta 1anera,h hace correspond1r los geraenes de fun
ción del grupo éf..'f· con los genenes del grupo T..~..¡ . 

//, 

LE"A 1.1 -
Sea°'' Á .... una ecuación que no tiene soluciones alge

braicas ho1eo1orfas a la esfera con hoyos salvo F~, sean 
f'j 1 j=1, ... ,n,los generadores canónicos del grupo n,(~1al 
y sea U.e A .... una vecindad de "' tal que los lazos fa(, 

sean generadores del grupo rr,IE,al para -<'e u ... sea r trans
versal a F.,, en el punto ·a· y sea :[, el grupo aarcado de 
holono1Ía en tr,aJ correspondiente a cada ot'E u_. Supon
gaaos que o1 y .. · están ligados por el ho1e01orfisao H, pa
ra el cual IIH-idll f p (donde por "id" entend11os la e:, 
función identidad en c,1. Entonces existe r >O tal que si 

o 

p <~0 , se tiene queJ_; yf, son top0Iógica11nte equin-
lentes. 
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Observaci Ón : si las ttuaci ones -t y Q{' se encuentran li
gadas par un hoaeD1arfiuo H , entonces ,.., no puede te
ner 1ás que una solución hoaeD1orfa a una esfera con agu
jeros (pues el género de una superficie es un invariante 
topológico). De hecho, co10 .A: es un subconjunto abierta 
y denso de Á" puede escogerse u ... lo suficienteaente pe
queña, de aanera que u .. c .)~ e.A., • De esta aanera, en 
el enunciado del l eaa na carece de sentido hablar de .f.;, 
para...:'€ u ... Por otra parte, co10 vere1os 1ás adelante, 
el conjunto de ecuaciones -<.fó'.Á., que no tienen solución 
algebraica, ho1eo1arfa a la esfera can hayas, salvo f,es 
un abierto de Zarisky, es decir, es el co1ple1ento de un 
conjunto algebraico. 

DE"OSTRACION : 
Por la observación anterior, la recta al infinito F .. de 

la ecuación,.., se transfor1a en la recta al infinito F .. , 
de-<'¡ H<F.I =F .. ,, 

Sea • i punto base de .f'.; y O una vecindad del punto '¡· 
cuya foliación sea topológica1ente equivalente a la estan
dar. Pode1os elegir e. suficiente1ente pequeño de iodo 
que si I IH-idl I< e. , la iaagen de ··a· bajo H esté con-

<T' 
tenida en la vecindad O; de esta 1anera pode1os 1odificar 
H sola1ante en la vecindad O, de iodo que H(al =a.En 
la vecindad U"(, los puntos singulares a;= a;, .. > depen
den analítica1ente de -<- • El conjunto de los puntos sin
gulares { ai I<> ) se·transfor1a en el conjunto de pun
tos singulares { a~= aJ (.i'l } (pues H es un h01eo1orfis-
10 y lleva soluciones en soluciones l, de iodo que, para 
~ suficienteaenh pequeño, H<a, > = ( y H(J-1) =flj ,pa

ra j=I , ... ,n. 
El le1a queda de1ostrado aplicando el le1a 1,1 • 

JI. 

1.5. BRUPO ESPECIAL DE TRANSFOR"ACJONES DE HOLONDNIA. 

Al realizar el estudio de la interseccicin de una solu
ción 'f' con la transversal <r,al a una solución cercana 
'f' ,resulta conveniente analizar la Órbita de un punto p 
bajo la aplicación de la transfor1ación de holono1ía 
b r'" {. 'f' • Hay, sin eabargo, dos asptctos delicados a 

los que es necesario prestar atención: 
a> No todo genen A E { 19 puede prolongarse analítica

aente al punto PE 'i"n r • 
bl Aún pudiendose prolongar el ger1en Ay al punto p, 

puede suceder que la transfar1ación de retorno A 1 no 
esté definida, 

Para ver el segundo proble1a, pense1os por un 101ento en 
el grupo de holono1ía en el infinito de una tcuacion ha-
1iltoniana "'E.'.8.,cÁ.,. Dicho grupo es finita pulS se 
tienen ,a lo 1ás, n generadores y cada generador tiene 
orden finito. 

Considereaos el conautadar de dos ger1enes A 1 • f, y 
/::. 1,. I, . Afiru1os que l,•f:f~(,. e , o bien g~nera un 

1 •I "I 

grupo cíclico infinito, En efecto, si f,-f,•f,·f~ (z,> = h <z) 
, y h(z,) no es la identidad, entonces hlz,I,. z, + a,.z~+ •• 
con a,." O, 

. " " (h•h><z,I • z,+ a,,.z,+ ... + a,.(z + a.z, +,.,) + ... 

analogaaente, 

(h 0 ... •h )(z,) = z, + I\Z>••• 

y,por consiguiente, nunca se da la igualdad ~·f;(;f.~,. id 
Sin e1bargo, el grupo de halono1ía es finito, lo que i1-
plica que para cualq~ier lazo '/• [n,(F,.>,rr,<F .. >J el ger
aen Av ... = id. Claraaente el geraen identidad se prolonga 
analíticaaente a toda la transversal r . Sin eabargo, el 
resultado que puede obtenerse al prolongar una solución 
lf de o( sobre la curva i puede 1er distinto, pues f 

es una función algebraica de w,, es decir, existe un po
lino1io en (z, ,•, 1 , P<z, ,•, > = a0 lz, lw~+ .. ,+ a.,lz, 1 , 
tal que P<'<•,1,w,1 =O: suponga1os que i rodea a una 
de los puntos excepcionales (ceros del dicri1inante de 
P y ceros de a.(z,11, entonces, si 'f da origen a un ger
aen 'f basado en ·a~ , la prolong1tión de 'f a lo largo 
de 'i dará origen a un ger1en 't1 basado en "a" no necesa
riaunte igual a íl' (de hecho existe un nú1ero positivo 
1(ni10 1 , n, tal que la continuación de lf I lo l1rgo .. 
de 'i I veces, regresa al ger1en origiftll 'f l. 

La función de retorno A~ no está por lo tanto defini
da para todo p en (r,1 ), y1 que de lo contrario sería 
la identidad. 

q 



Por esta razón, surge la necesidad de prestar especial 
atención a la región en la cual la prolongacioñ de los 
geraenes esta definida,y considerar,junto con el grupo de 
holono1ía, al grupo especial de transfor1aciones de holo
no1ía que describire1os en un 101ento (aunque la descrip
ción es un poco aparatosa, nos ayudará a trabajar 1ás ade 
)ante sin necesidad de preocuparnos por cuestiones co10 
las que describi1os anterior1ente). 

DEFINIClDN -(grupo especial de holono1ía> 
Sea :ré F un subgrupo finitaaente generado con gene

radores f; ,j=l, ••• ,n, tales que se prolongan co10 trans
for1aci ones confor1es en una vecindad conexa n 0 del ori
gen. Los ele1entos del grupo especial de transfor1aciones 
de holono1ía ifj-, son las parejas I f,n,> tales que 
FE. ;r-' y .Qf es el do1inio que definire1os abajo¡ la ope
ración del grupo está dada por 

( f, "°l' (g ,.n.,1 = 1 f•g 1 .n,.,) 
Vaaos a describir ahora el do1inio .D.¡. 

Deno1ina1os presentación ad1isible del ger1en I a 
cualquier presentación TTf de la for1a 

nN f."• ,•· ,•,. . 
Jt< : T.º .. ,ºT. 1 J 6 {1 1,., 1n} 

K•1 JI JN 

A un ger1en arbitrario fr ~:· , s < n , lo deno1inaaos 
l<•o 

ger1en inter1edio. 
Defini1os Dn, co10 la región estrellada 1áxi1a con 

centro en el punto O, perteneciente a n., en la cual 
el ger1en f y todos los gér1enes inter1edios de la pre
sentación se prolongan analítica1ente, ade1ás 

Defini1os, por Últi10, a Dr co10 la unión de todas 
las regiones nn, correspondientes a todas las presenta
ciones ad1isibles del ger1en f. De la definición es in-
1ediato que cada ger1en I alcanza su prolongación ana
lítica en n,. 

Algunas veces escribireaos f E~, en lugar de I f,.0,1 
'= .R., dando por entendido que el representante f del 

..r 
ger1en f lo observa1os co10 transfor1ación conforte en 
n.f . 

10 

Al conjunto 

lo deno1ina1Ds la órbita de p bajo la acción del grupo 
~ .. 

Puesto que prestare1os especial interés al co1porta1ien
to de las soluciones en una vecindad de la solución al in
finito, dare1os la siguiente definición: 

DEFINICIDN -(grupo especial de holono1ía en infinito> 
Sea F el grupo de transfor1aciones de holono1ía en el 

infinito de la ecuación«: , IJ.c. 1 j=1, ... ,n, los genera
dores del grupo J;_ y sea n. · una región tal que se en
cuentren en ella definidas las transfor1aciones de retor
no correspondientes. Al grupo ~ • .n0 se le conoce co10 
el grupo especial de transfor1aciones de holono1ía de la 
ecuación C( en el infinito,. y se le denota por J2 . 

Esta larga definición queda justificada con la siguien
te proposición. 

PROPOSICION 1.3 -
La órbita 32_ (pi del punto p bajo la acción del gru

po especial de transfor1aciones de holono1Ía de la ecua
ción °' en el infinito está contenida en la intersección 
de la solución "PP de o<. con la transversal r . 



2. ECUACIONES DIFERENCIALES ALGEBRAICAS. 

En esta seccioÍl se estudiará la relación entre las 
ecuaciones diferenciales algebraicas y las ecuaciones 

<><'E .4. definidas en la sección anterior , 

2.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ANALITICAS Y ALGEBRAICAS • 

DEFINICION - !ecuación diferencial analítica) 
Una ecuación diferencial analítica definida en una re

gión .n. de la variedad algebraica X es una seccioÍI ana-
1 Ítica del haz tangente proyectivizado PTI lca1po de 
direcciones analítico en Xl. 

Con el fin de que una ecuación definida en una región 
n refleje propiedades de la variedad X se necesita que 
la diferencia Y= X \O. sea • suficiente1ente flaco • • 
Aclare1os : 

DEFINICION - (ecuación analítica con singularidades) 
Deci1os que la sección holo1orfa s :n --~ TX asigna 

una ecuación diferencial analítica con singularidades en 
X, si el conjunto Y= X \O. pertenece al subconjunto 
analítico V 'e X de codi 1ensi ón dos, Si no existe una re
gión .n:::>n. en la cual se pueda prolongar analíticaen
te la sección s , entonces V se deno1ina el conjunto 
de puntos singulares de la sección s , 

DEFINICION - (ecuación diferencial algebraica) 
Sea X una variedad algebraica proyectiva y s :X--...PTX 

una sección birracional del fibrado tangente, Entonces s 
se deno1ina ecuación diferencial algebraica en X , 

El resultado principal que habre1os de de1ostrar en es
ta sección, es el hecho de que toda ecuación diferencial 
analítica en una variedad algebraica es algebraica. Para 
ello hare1os uso del siguiente le1a. 

LE"A 2.1 -
Una ecuación diferencial analítica con singularidades en 
una variedad co1pleja X, es aquella y sólo aquella, pa
ra la cual el ca1po de direcciones correspondiente deter-
1ina local1ente un ca1po vectorial analítico. 

En vista de que sólo hare1os uso de una de las i1plica
ciones de este le1a, nos restringire1os a de1ostrar el si
guiente resultado (en [6 l y en [10] se dan de1ostra
ciones distintas del le1a 2.1 l 

LE"A 2.2 -
Sea z = Flzl una ecuac1on diferencial analítica con 

singularidades definida en un abierto U de una variedad 
c01pleja X ;sea Y el conjunto de los puntos singulares 
de la ecuación. Entonces, para cada punto Y.e V existe 
una vecindad Y y una ecuación diferencial de la for1a 
z = F!zl definida en Y, donde F es un ca1po vectorial 
cuyas soluciones coinciden con las soluciones de la ecua
cion original en Y y el conjunto de puntos singulares 
e Flzl =O> coincide con vnv. 

DE"OSTRACION : 
Sea Y una vecindad de y biholo1orfa a una bola en 

C " , con coordenada~ z, , .. ~, z.. • En Y\'/ se ti ene una 
foliación sin singularidades por soluciones de la ecua
ción z = Flzl. En cada punto x jó Y\V defini1os n-1 
funciones w1 (xl, ••• ,w~lxl tales que el vector 

sea tangente a la solución IP,._ de z = Flzl .Las funcio
nes w._lxl, ... ,11~(xl son 1ero1orfas en Y\V. Así,puesto 
que V es una subvariedad analítica y Ví\ Y es un sub
conjunto analítico de codi1ensión 1ayor que uno, entonces 
las funciones 11._ 1 •• ,•~ se extienden co10 funciones 1ero-
1orfas a todo V lteore1a de extensión de Levi, ver apén
dice! 

Por la aanera en que elegi101 a Y , las funciones •, 
se escriben co10 el cociente de funciones holo1orfa1 f;, 
g,en Y 

u 



•. = f../ g, 1 f.. ,g, pri1os relativos. 

Sea Y,=< x.; vnv ; f,lxl = g,lxl =O} el conjunto 
de los puntos singulares de •,; cod.Y,> 1. Defini1os la 
función f, en Y co10 el producto de las funciones g,, 
i=2, .. ,n, 

f = g ..... g ' 
1 ,. .. 

y sea f(zl = lf, ,•. f, , ... ,•.f., l. Entonces, la ecuación 
i = F(zl genera la 1isaa foliación que ll,11&(xl, •• 111~ lxll 
en V\ ( YUY · l , donde V· = n V, ; cod. Y' > 1. Nos resta 
deaostrar que Y· = Y n V. 

Supongaaos que V' ~ (V() VI y sea z0 i. IYíl VI \ Y· 
les decir Flzl ~ Ol. Entonces existe una vecindad Vz. de 
z0 tal que la ecuación i = Flzl genera una foliación sin 
singularidades en ~. que coincide con la función asocia
da! la ecuación z = F(zl • Por lo tanto, F se extiende 
a F de una 1anera no singular al punto z.• Y, lo que 
es una contradicción. 

Supongaaos ahora que nn VI S: Y' y sea z: v\ IYO VI 
un punto no singular de la foliación generada por la ecua
ción i = Flzl • En una vecindad V0 de z. se tiene defi
nido un holo1orfis10 'l'0 de Y0 en un abierto N0 de e", 
e"= < !, , .•. ,~,,}, 10 : V,---. lt, tal que 11 eva las hojas de 
la foliación en lineas paralelas al eje ~. y al ca1po 
Flzl en el caapo lfl'rl,O, ... ,O) , donde Hrl es una 
función holo1orfa en N~. Dado que f(z 0 l = O y Flzl t, O 
para H V0 \ Y', entonces f('l'.(z.ll = O y fl'f.(zll # O 
para z"' v.\ Y'. Sin eabargo, los ceros de f,'1>. tienen 
di1ensión n-1 y, por otra parte, di1Y' < n-1 1 lo que es 
una contradicción. 

JI. 

TEORENA 2.9 • 
Una ecuacion diferencial analítica con singularidades en 
en una variedad algebraica, es algebraica. 

DENOSTRAC ION : 
Sea s : .n. --+ 'PTX una seccion analítica del haz tan

gente proyectivo,Va1os a de1ostrar que s es la restric
ción a .n. de una sección birracional a,X ---+ l>TX , 

Sea TT la proyección PTl -!'"-~ l , y• Y = X \ !l. un 
punto singular arbitrario de la ecuacion s y Y una ve
cindad de ·y· en la cual el haz P TI es tri vi al (obser
va1os que en .!l. s y n son inversas, sin e1bargo nues
tro objetivo es ver lo que sucede en los puntos singula
res), Considere1os una carta coordenada z en V (don-

" de V es biholo1orfa a una bola en C l tal que ,en y, 
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z (yl = O, y sean ~. , ... ,~.. cooordenadas ho1ogéneas en 
la fibra PT1 , ZE V. ~ = !!,: ... :~.,) es un caapo de 
direcciones en la región .n.n V, de iodo que, por el leu 
2.2, ~ deter1ina un caapo vectorial analítico v!zl, de
finido coao v(z) = ( v,lz >, ... ,v.,lz 11, Por consiguiente, 
la subvariedad s(!líl Vlc PTX está dada por las ecuilcio
nes 

(ya que ~ = (~1 (z): ... :~ .. (z)) = lv,lz l: .. ·.v.,lz 11 pira 
z1o .nnv1. 

Esqueaáticaaente, la iaagen de ..n n V biljo s toaa la 

for1a 

Y YllA 

De esta 1i1neri1, sin) está contenido en un subconjunto 
analítico cerrado 5 e PTX construido co10 la unioó fini
ta -por co1pacidad- de los subconjunto definidos por las 
ecuacLones 12.11. Et subconjunto 5 coincide con s(D.. 1 
en la región n·'¡ .n. 1 en una vecindad de un punto singu
lar arbitrario . y" Y, 5= sl.n.l U ~/<yl, 

5 es un subconjunto analítico de la variedad algebraica 
PTX pues 5 es la unión finita de subconjuntos analíti
cos definidos por (2.11, Por el teore1a de Cho11 !ver apén
dice 111) 5 es una subvariedad algebraica de PTX. Sea 
S' la co1ponente irreducible de 5 que contiene a s(!ll 
La restricci6n n 15, es una transforaacion racional, n Is' 
es la inversa de s y es uno a uno en sin> e:. S ·• Por 
l D tanto, n : 5 · --• l y ,r : X --+ S · .__. PTX son 
transfoaraaciones birracionales, cr\A :S • 

11. 



COROLARIO 2.'4 -
Una ecuacion diferencial analítica en el espacio pro

yectivo co1plejo de di1ensión n, CP", en una carta afín 
C~ = < z }, deter1ina un ca1po vectorial polino1ial de la 
for1a z = P!zl, donde P denota un polino1io vectorial • 

Co10 consecuencia de nuestras definiciones, un ca1po 
analítico de direcciones deter1ina una ecuación diferen
cial analítica en CP~, sólo si dicha ecuación tiene un 
nú1ero finito de puntos singulares. De· esta for1a, por el 
corolario 2.3 ,una ecuación diferencial analítica con sin
gularidades, en una carta afín lz,w>,tiene la for1a 11,11 
ya que de la igualdad 

se tiene que 

1.sy.¡.- 1~) = !P!z,w>, Dlz,w>> 

1!!. = dw dT = !!!t!!_ 
dz dT dz Dlz,w> 



3, 6RUPO ESPECIAL DE TRANSFOR"ACIDNES CONFDR"ES • 

En la de1ostración de los principales resultados de es
te trabajo hare1os uso de un hecho que nos per1itirá tra
bajar con "proble1as linealizados•, En esta sección dare-
1os ciertos ele1entos que apuntan en este sentido, asa
ber, la aproxi1ación de funciones lineales en una carta 
especial, por 1edio de ele1entos del grupo especial de 
transfor1aciones confor1es • Pri1ero enunciare1os uno 
de los resultados 1ás conocidos relacionados con la li
nealización de transfor1aciones confortes. 

TEOREMA 3.1 - llinelización de Schroederl 
Cada ger1en de transfor1ación confor1e !C,Ol --~ IC,Ol, 

f, cuya derivada en cero~= f'(O) tenga 1ódulo distinto 
de uno, es analítica1ente equivalente a su parte lineal , 
En otras palabras, en alguna vecindad U del origen existe 
una carta '? t'?!Ol = Ol, definida unívocaaente salvo 
por 1ultiplicación por constantes, tal que el diagrua 

le.o) __ f=-----t({.o) 

·l ]· 
<c.o)--~--cc,o) 

con1uta. Aquí v denota al ger1en de la transfor1ación 
1ultiplicación por v • 

Dire1os, por brevedad, que la carta'? linealiza a la 
transfor1ación f . 

DEMOSTRACION : 
Sea f el representante del ger1en I, 

... (3,1) 

con I v 1 < 1. Nuestro objetivo es encontrar una trans
for1ación conforte 

... (3. 21 

tal que 
'J)('l'J) = f(i'(~)) ... (3, 3) 

Ya1os a buscar una solución de la igualdad anterior en 
tér1inos de series de potencias for1ales: 

El hecho de que v no sea raíz de la unidad nos ayuda
ria ver que existe una única solución de la ecuación 
(3.31 la cual se conoce co10 serie de Schroeder. 

Suponga1os que n ~ 2 y que los pri1eros k coeficientes, 
k < n de la expresión (3.21 han sido deter1inados de 1ane
ra tal que a1bos lados de 13,31 coinciden en sus tér1inos 
de orden k < n. 

La igualdad (33)pode1os expresarla co10 

de donde se obtiene 

... (3.41 

Así,el coeficiente en~" es un poli101io en a .. lk=2, ... ,nl 
y en las b... conocí das lk=l,. .. ,n-11, con coeficientes 
enteros, El coeficiente en el 1ielbro izquierdo de 13.4) 
es (v" -v lb,. y, puesto que v no es raíz de la unidad y 

v * o, entonces b~ está univoca1ente deter1inado. 
De esta 1anera, se deter1inan en for1a recursiva los 

coeficientes de la serie for1al de Schroeder que satisfa
ce la ecuación funcional (3.31 , 

Sólo nos resta de1ostr1r que la serie for1al ~ lzl 
converge en alguna vecindad del origen.La convergencia de 
la serie (3.ll i1plica que existe un real positivo r tal 
que I a,.) < t.Reeaplazando rz por z y rz, por z, en 13, 11 
se obtiene nueva1ente una serie convergente con el 1is10 
valor v pero tal qu11 1 a,,./ < 1, Co10 1 v 1 ;, 1, existe 
un nú1ero positivo c tal que iv--vl > c > O. Si ahora ob
tene1os los coeficientes de la serie de Schroeder se tie
ne que, por las desigualdades anteriores, 

y 

00 .., 

2..la.,llft~ll < L. l<t>"l~ll 
""" "·· 



Así, por 13. 41, 

Por consiguiente, la solución fortal de la ecuación 

es aayorante de <1> (~I. Así, coto la serie ~ = 'V - ('L \\'" 
V•< 

converge para l't' 1 < 1, entonces en una vecindad del ori-
gen tiene una inversa que converge, lo que detuestra la 
convergencia de o/ y, con ella, la convergencia de la se 
ríe ~. 

Sólo nos resta ver que al hablar de unicidad de la carta 
~ = et> estatos entendiendo unicidad tódulo tultiplicación 
por constantes no nulas: claratente, si.}{ es una cons
tante, se tiene que los siguientes diagratas contutan 

(<,o) _l____.. (<,o) 

~ 1 1~ 
($,o) ~ ((,o) 

Aj ~ l" 
(e.o) - (c,o) 

lo que itplica que Cf> = fi \J )'(.., = Y • Observaaos que la 

unicidad tódulo tultiplicación por constantes es conse
cuencia de la libertad que se tiene para elegir, en la 
construcción anterior, el valor del coeficiente b, de la 
serie de Schroeder. 

Antes de enunciar la generalización del teoreta ante
rior, vatos a precisar lo que habretos de entender por 
una fatilia analítica { f't} de gértenes de transforta
ciones confortes IC,Ol --~ IC,Ol ( biholotorfistos de 
IC,01 l. 

DEFINICION -lfatilia analítica de gértenes de biholotorfis
tos de IC,01 - pritera definición) 

Sea Dr el disco de radio r en C, D,= { z~ C;lzl < r} 
y U e Ca. una vecindad abierta del producto D." {O} 
D,x CO}c. Uc D." C. Sea f: Uc. c'---+C una función ho
lotorfa tal que flt,01 = O y *(t,01 ,t. O, para todo 
t 6 D,. • Denotaaos por ft a la restricción de f a u., 

U-t = Uíl({t}• CI, ft= flt,_) : U.,---+ C, t" Dr. Ei con
junto { f t } b es una fati li a analítica de genenes de 

te • 
biholotorfistos de IC,O). 

En función de lo que habretos de hacer tás adelante,nos 
conviene todificar un poco nuestra definición. 

DEFINICIDN -lfatilia analítica de gertenes de biholotorfis
tos de IC,Ol - segunda definición) 

Sean D, ,U 1U-1o y f , coto antes. Una faailia analítica 
C f~}lll>,., de geraenes de biholotorfisaos de IC,Ol, es un 
biholotorfisto F, F : Uc D," C --~ D.x C, en su iaagen, 
tal que Flt,zl = (t,Ht,zll , IFlu = <t,f<t,_11. 

~ 

Esta últita definición nos pertitirá introducir el con
cepto de fatilia de caabios de coordenadas para F. 

DEFINICIDN -lfatilia analítica de catbios de coordenadas) 

\5 

Sea F : Uc D.x C ---+ D,ll C la fa1ilia analítica defi
nida arriba, con U ,U~ 1D,. coto antes. Una fatilia analíti
ca de catbios de coordenadas es un biholotorfisto 

4> : D,• e --... D.• e u 

de la foraa q> lt,zl = <t,1><t,zll, donde <t'lt,zl es un 
catbio de coordenadas para f~ ,t fija. El catbio de coor
denadas de F por~ está dado por 

~ • F º qi·' 1~ : <p (UI --• D,." C 

donde P•F•4>'¡~tu) es un biholotorfisao sobre su iaagen. 

Hacetos notar que estos últitos conceptos tienen una ge
neralización directa al caso en que t es de la for1a 
t = lt, , ••• ,t~I y o. es un polidisco en e: Esta gene
ralización habrá de sernos de gran utilidad en la sección 
ocho, en la cual hablare1os de una fatilia analítica de 
geraenes, paraaetrizada por un abierto de e:" 



TEORENA 3.2 -lde Schroeder para fa1ilias analíticas> 
Sea F una fa1ilia analítica de geraenes de biholo1or-. 

fis1os de IC,01 para1etrizados por D, lco10 antes) y tal 
que , .,, ltl 1 = 1 !f lt,O) 1 :; l para toda te D,. Entonces. 
para todo co1pacto r. en D. , O e K c. D,., existe una fa-
1ilia analítica de ca1bios de coordenadas 4> tal que,pa
ra todo t c K, 

4>· F,if>-' lt,zl = lt, v lt,zll ... (3. 51 

donde ..,, lt,zl = lt,-v lt)zl es una función lineal en z. 
4> es único salvo por un ca1bio de coordenadas para ca

da s fija. 

DEIIOSTRACION : 

En la de1ostración de este teore1a se usarán, en escen
cia, las ideas de la de1ostración del teore1a anterior. 

Sea F la fa1ilia analítica de ger1enes que cuaple las 
hipótesis del teore1a y sea D,x Y= { lt,zl ; ltl < r , 
lz 1 < v } e D,x C, una región en la que F converge. La 
fa1ilia F puede expresarse en D,K Y co10 

lt, ,z, 1 = Flt,zl = lt,.,, (tlz + a.lt) z .. + .. ,) ... 13,b) 

donde I v ltl 1 :; l y. v lt) ? O para todo t en D,. 

(pues por hipótesis I if- lt,0)1 • l y ~(t,01 ~O) 
Nuestro objetivo es ahora encontrar un biholo1orfis10 
IP(s,~l = lt,<Fls;~», 

'i> ls,~l = Is, b,ls)~ + b1 lsl~1 + ... l 

tal que 

... (3, 71 

~ls,v ls,~)l = FI ~ Is,~)) =.f(s,ct><s,~ll .. ,(3,81 

donde v ls,~l es una función lineal de ~ , 

..,, Is,~ l = Is, ',l(sl~ l 

Así, las igualdades 

~ Is, ..,, Is,!)) = ~ Is, V Is)~ ) 

' ,. = ls,b,ls)',l(sl!+ b1 1slVlsl!+ .. l 

y 

F ls.'l' Is,~ ll = Is, v lsl q, lsi"~l + ª• lsl I et Is, 1 i + ... l = 

= Is,.,, lsl lb, lsl~ + b1 l1l'S1 + ... > + 

+ a1 lsl lb, (1)Hb.lsl'S1 +, .. l+ ... l , 

... 13.9) 

i1plican que 

b,lsl "'lsl~ = \l(slb,lsl~ 

y 

La pri1era igualdad nos dice que pode1os elegir libre-
1ente la función analítica b,lsl, de 1anera que elegi1os 
b,lsl = 1 para s en Dr. Así, la función b~(sl to1a la 
for1a 

observa1os que las condiciones , ..,, !si: °' l y .,, lsl "# O 

para todo s en Dr, i1plican que b1 lsl está unívoca-
1ente deter1inada, 

Suponga1os ahora que n) 2 y que las pri1eras k fun
ciones bK(sl de la•expresión 13.81 ya fueron deter1i
nadas , k < n. La igualdad 13.81 la reexpresa1os co10 

de donde se obtiene la expresión 

~ 1t K ~ K 101 L.. 1 v lsl- v (si lb 11 1sl ! 1 = 10,"- a,. lsl q> lsi"t l 1 
kct IC'•I 

... 13.10) 

En este caso, el coeficiente para~", (v"(sl-'<'lsllb.,tsl 
resulta un polino1io en aklsl (k=l, ••• ,nl y en las b. 
conocidas lk=l, ••• ,n-11, Se observa que, nueva1ente, las 
condiciones sobre v(sl i1plican que bn(sl se halla 
unívoca1ente deter1inado. 



Va1os a deaostrar ahora la convergencia de la serie for 
aal <f> ts,~l en una vecindad de K • {0} en K• Ce o,. C 
donde K es un co1pacto, O" K e D .. , Hacl!los notar que , 
por la definición de~ , necesita1os de1ostrar sólo con-
vergencia de <l>, <!> : K • C __ ,. C. 

La convergencia de 13.61 en D.• V, nos dice que, para 
cada s fija, se tiene una serie convergente en z ; de 
iodo que, dados~ D. existe 

r = r lsl 
tal que 

la,.., (si 1 < r/ 

Ahora, co10 K es co1pacto, las funciones a...,lsl al
canzan su 1ódulo 1áxi10 en K; es decir, existe r tal 
que, para toda s en K 

la,.., lsl 1 < r" 

Si ahora ree1plaza1os rz por z y rz, por z, en 
13, 61, se tiene que la.,., Is) 1 < 1 para todo SE- K. Por 
otra parte, lv"(sl - Y (si I toaa su valor 1íni10 en K 

y éste es distinto de cero; así, existe c = cte. tal que 
1 l"~lsl - v(sll > c > O. Repitiendo ahora los 1is1os argu-
1entos que se usaron en la de1ostración del teore1a 3,1 
se dl!luestra la convergencia de <f> Is,~ 1 y , con ella, el 
teoreaa 3. 2 • 

JI, 

Observa1os nueva1ente que este teore1a tiene una gene
ralización directa para el caso en el que tengan fa1ilias 
analíticas para1etrizadas por un abierto U de C, 

En el siguiente le1a se de1uestra que toda función li
neal len una carta adecuada) es aproxi1ada por ele1entos 
del grupo especial de transfor1aciones 

LEPIA 3.3 -
Sea.P el grupo especial finita1ente generado de trans

foraaciones confor1es <C,01 --.., IC,01 y f;, j=l, ... ,n 
sus generadores, definidos en una vecindad n. del origen 
Suponga1os ade1ás que I f ,' 101 1 ~ 1 y que la carta que 
lineal iza a f,, ~ , está definida en una vecindad Uc.n.,; 
dicha vecindad U en la carta ~ deter1ina el círculo 
1 ~ 1 < (> • Denoteaos por :P' a la cerradura del subgrupo 
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de e• generado por las derivadu .,,j = f;. 101, j=l, ... ,n 
Entonces, para cualquier YE j)' existe una sucesión de 
transfor1aciones F.~ ;p· que converge unifor1e1ente a la 
transforaación ~ __ ..," 'S en cuil quier subregi ón co1pacta 
K de la región Un • .,-• tu 1 = { q .. U ; 1 ~ 1 q 1 1 < 1 .,, 1 p } • 

Observación: la convergencia unifor1e en K de la suce
sión F,E.P supone que Kc.n para toda ~ suficiente1en-

~ f~ 

te grande, 

DE"OSTRACION : 

Basta deaostrar el leaa para el caso en el que v =f · 101 
para alguna f ~ J) 

Sea v, = f,' 101, 1 v, 1 < 1 1 en caso contrario consid!ra
riaaos (' en la construcción que daaos 1ás adelante), De

finaaos 

-f t 
f=f•f•f 
• 1 • 

Suponeaos que ~ es la carta en U que linealiza a f y 
que, en dicha carta, las funciones f y ~ se escriben 
COIO f(r) y F 11), donde 

.. 
Hr 1 = ..,~ + l. a ~L 

"ª' k 

er.tonces,. para ~ se tiene que 

•• 1 
~ 1~ l = f, • f lv,~I 

-J 1 
= f, (-1, ... 'S 

Por lo tanto, 

F. l~l ., "~ + 2. a .,.t(I-Q_,. 
t -·· .. 1 ~ 

Afir1a1os que ~ (~) está definida y es univaluada en el 
disco U para .t suficienteaente grande; ade1ás, ~ l~l lu 
tiende unifor1e1ente a"'~, 

Para ver lo anterior, sea p" U y ~ =~(pi, entonces 
1~ 1 <E' y IY~ 1 < ~ 1 vi, Sea o> O tal que u cu1ple 
la desigualdad 1..., 1 (> - h·~ 1 > ó y sea L tal que pa-
ra toda! aayor que L, l~J 1 < e para , =~ lc5l, Co10 



Así, podeaos escoger L tan grande que Í.. 1 ¡. I e•~p" < ó • ... 
Por lo tanto, 1~ (~)I < l"~I tó y lf,..("t)I < lvl¡> ,de 
donde de sigue que ~ (~) está definida en U. 

Sean L y ó co10 antes, la desigualdad IF• (r)- "~ 1 <ó 
para toda ~ > L nos dice que F, (rl ~ converge unifone-

1ente a "'> • 
Nos queda demostrar que la región ..n. li contiene a cual

quier co1pacto Kc U{)/(U) para .t suficiente1ente grande, 
Sin pérdida de generalidad, pode1os suponer que la re

gión n., usada para definir a la región nf, coincide 
con U (recorde1os que .íl0 es una vecindad conexa del ori
gen tal que en ella se encuentran definidas las transfor
maciones de retorno fj , j=l, ... n. 1. 

.. 1 
Cada presentación i nter1edi a del ger1en f' = f • f • I 

"' "' ' toma 1 a forma 9., = f. o h..,9 = 1, ~ , O < 1 ~ l • Esto 
se debe a que una presentación de ~ tiene la forma 

.. , ., ·N &e ., 

,f,• .. . •l, • IT (.·.~·· .. ·f •. , Cada uno de estos geraenes se 
A~.,in:•• k•I _ .,•c.&J 

prolonga analitica1ente en todo U (pues supusi1os U=.n 1 r• 
Ade1ás, g.,.(~I =>'~~ y h,../~I tiende unifor1eaente a 
... :" ... i; 'h.,.l('fla ........... ~ 'cuandoltiende a infinito lla 
convergencia es en ~ y en 1 1. Yea1os que lo anterior 
nos dice que h,.•IKI e U: 
al Supongamos que I" 1 < 1, entonces U n·lU = ..,·•u. Así , 
dado que par a todo J > LIKI, h,..1 (~ 1 ~ .¡~y> , se ti e
que 1-:''\, i; (pl 1 < lv.~ !' 1 < 1,.. 1 r. Por consiguiente, 
1 h..,¡~ (pll < 1 v le y h..,11KI e U, 
bl Supongamos que l ..; 1 > ! , entonces U íl .,,-·u = U.Así ,pa
ra .l > UKl , h,., l~I 1 .:::: v,"'Y ! ¡ co10 es convergencia 

' I<. l-- -
unifor1e, en I y l I puede pedirse I suficiente1en-
te grande de iodo que 1 ",'" v 1 < 1, entonces I v,"'.,... (pll 
< 1-.; !pi 1 < ¡> • Por lo tanto, h,.•IKI c. U • La relación 
g,.• IKI = ·,(' K e U resulta evidente. 

Por Últi10, al iniciar la de1ostración afir1a1os que 
bastaba pedir que v = f'(Ol para alguna fEP .Aclare1os: 
Supongamos que ve Jl' no es de la forma .,.. = f' 10) para al
guna f en :P ,Entonces existe una sucesión {',1111) tal que 
.;.., converge unifor1e1ente a v y v,. = f.:, 10). Para cada 
v .... he1os visto que existe una sucesión { F.,,..> en P uni
for1e1ente convergente a '1,.. en c01pactos K e U {\,/U, de 
1anera que se tiene 

F., ,F,& , ••• ,F... ---~ 'I 

F,, ,F,. , ••• ,F .. ---.. "'• 

18 

Sin pérdida de generalidad pode1os suponer ( para el coi
pacto K c. U í\·/U) que, dada ói ) O todos los ele1entos 
F;,.. , 1=1, .. , de la sucesión <F,.1} distan de"• 1enos que 
Sj , ya que de lo contrario reenu1eraría1os a los ter11-
nos a partir del índice que cu1ple lo descrito Así,consi
dere1os las sigui entes cfj para cada j=i,, .. : ó; = J \2; . 

Es in1ediato que la sucesión diagonal F .. ,F,. , ... , con
verge unifor1e1ente a ven K. 

11. 



4. EQUIVALENCIA ANALlllCA Y TOPOLOSICA DEL 
SRUPO DE SERNENES DE TRANSFORNACIONES CONFORNES 

IC,Ol --• lC,Ol • 

En esta sección se de1ostrará que, bajo ciertas condi
ciones genéricas, la equivalencia topológica de ger1enes 
de transfor1aciones confor1es (C,Ol --~ IC,Ol i1plica 

su equivalencia analítica. Co10 consecuencia de este re
sultado se tiene que para ecuaciones genéricas "' y-,·.)~ 

la equivalencia topológica de"' y.,. i1plica la equiva
lencia analítica de sus grupos de holono1ía :f:. y.[: .En 
pri1er t~raino, hare1os uso de los resultados obtenidos 
en la sección anterior para de1ostrar que, bajo ciertas 
condiciones, el ho1eo1orfis10 que conjuga a los ele1entos 
de dos subgrupos •arcados finita1ente generados de F, 
~ y T,, conjuga a su vez a los ger1enes de las partes 
lineales de dichos ele1entos en una carta adecuada, Este 
hecho habra de si1plificar nuestros razona1ientos y nos 
per1itirá demostrar el siguiente teore1a: 

TEOREl'IA 4.1 -
al Sean .1; y F. dos subgrupos aarcados finita.ente 

generados del grupo F, conjugados por el ho1eo1orfis10 h 
, de iodo que el diagraaa (1,4) conauta y supongaaos que 
para algún leF,, 1 f' 101 1 = l. 

b) Suponga1os que el ho1eo1orfis10 h preserva la orien
tación natural de C. 

Entonces existen: 
1) cartas analíticas~ y!, que linealizan a las trans

for1aciones t y kf respectiva1ente; 
21 un número co1plejo ~ y una función continua fl"S, l 

tales que, en las cartas!, ,r., el ho1eo1orfis10 h se 
expresa co10 

ade1ás, 
FI f' 101 ~. l = Fl'r, l 

para cualquier f• F. 
31 para cualquier l•F. 

lkrl '101 = f' 101 1 f' 10) 1' 

... 14. 11 

... 14.2) 

... (4.31 

En las expresiones 14.11 y 14.3) se ha elegido la ra1a 
principal de la funcion exponencial 

1 r, 1 = exp l~lnl~. ll , I1 lnlS,1 = O 

4.1 REDUCCION AL CASO LINEAL. 

Para de1ostrar la pri1era afir1ación del teore1a 4.1 ne
cesita1os de1ostrar que la condición I f'lOl 1 # 1 i1pli
ca que llk fl'(Oll # l. Sin pérdida de generalidad, po
de1os suponer que lf'IOll < 1 ;considere1os n., una ve
cindad del origen tan pequefta que f.n.~n. y h•f !n,= 
= kf·h 1.n., es decir, el diagra1a 

.n.,--....._--n, 

\, ., l .n.,--"-'----, • 

con .n.= hl.O.) con1uta, entonces, kf l.n_l = h•f l.n,l ~.n. 
Vaaos a demostrar que si kf In..)~ .n, , 1 kf' (011 < 1 

Co10.n.. es una región si1ple1ente conexa distinta de C, 
el teore1a de la aplicación de Rie1ann nos asegura la 
existencia de un biholo1orfis10 g :nL--~ D, donde D deno
ta el disco {w ¡ lwl<l }, tal que glOl = O y g' 10) > ú. 

Así, g•kf, g' :D --~ D•, g,kf, g' (01 = O y I lg•kf• gl lzl 1 (1 

si lzl <1. Entonces, por el le1a de Schwartz, para toda z 
en D, llg•kf•g'llzll ( lzl y llg,kf•g'l'(O)I < 11 donde 
la igualdad, en á1bos casos, se da sólo si (g•kf,g' llzl = 
= e'"' z, para alguna "''" IR; sin e1bargo, lg 0kf• gl 1Dl $. ID) 
(pues kf(.o,:~..n.l, lo que i1plica que no se tiene que 
(g.kf, g' llzl =e'"' z. Por consiguientl!, llg,kf• f l' lOl l < 1 

Puesto que, 

llg0 kf 0 g0 l'!Oll = 1Dg• Dkf• Dg' 
"llíW 1"\,1 ,., 

= 1 Dg · Dkf · Df 1 
C.I CeJ C•J 

= 1 Dkf,.11 , 

entonces llkfl'!Oll < 1. Co10 lf'!Oll(l y llkfl'IOll<I, 
existen , por el teore1a de Schroeder, cartas analíticas 
!, y t, que linealizan a las transforaaciones t y kf' 
respectiva1ente, por lo que queda de1ostrada la afir1a
ción 1 del teore1a 4.1. 



LEHA U -
Suponga1os satisfechas las condiciones del teore1a 4.1 

y suponga.os que 'S', y S', son In cartas que linealizan a 
las transfor1aciones f. y kf, respectivamente. Entonces 
para cual quier ( E: J; , el ho1eo1orfis10 h conjuga a 
los ger1enes de las partes lineales de las transfor1acio
nes f y 1:f en las cartas ~. y !, 

h•\l,={•h ... (4.1) 

donde"'.=~.--.. ..,,-;, y ,p~,--+'7,!,, »,=f''(Ol, 
'1, = (kf) '(0) • 

DENOSTRACION : 
Analice1os las sucesiones f' E: g:_; , t=l,2, dadas por 

• ~-J • • _, ~ f. • 1 

~ = 1',, f • f. , ~ = (kf. l • lh l • lk , > = k~ lco10 
k es ho101orfis110 de grupos, k(f'~f•f1l = lkf,i1•(kf>• (kffl 

Apartir del le1a 4.1 se sigue que para cualesquiera ger 
1enes f , t, 3; 1 la desigualdad lg' (011 < 1 , itplica 
que la co1posición g'. f • gt tiende al ger11en de la 
transforaaci6n 

! ---. +" <01r, 
donde fes la carta que linealiza a la transfor1ación g. 
Puesto que 1 (kf'I '(011 < 1, lo anterior itplica que 

F. , F.• · n t --~ \1, Y , --+ ~ 51 .11 --+00 

• r t ' donde v,: !,--.. v, ~. y "•: t, --+~:r •• Coto ~ "<1, y ~ = k~ 
E J;, h·~· = ~·· h ; así, por la afiraación anterior, al 
pasar al líaite se tiene que h • "', = "'·· h • 

11. 

4.2. PASO DE SERKENES A TRANSFORKACIONES. 

( 

Como consecuencia del le1a 4.2 y de la afir1ación 1 del 
teore1a 4.1, bastari de1ostrar las afir1aciones 2 y 3 del 
teore1a 4.1 para el caso en el que se considera, en lugar 
de :r.:, ,el grupo J,: 0de ger1enes de transfor1aciones linea
les de la foraa 'S'.., --.. f' (01 S:,., fe.( .Supongaaos que ..n, 
es una vecindad del origen en la cual se encuentra defi
nido el ho1eo1orfis10 h y definatos .n .. = h.0, • Deno
temos por.Ct°..,=D,..\ {O}, 1=1 12. Sea k un ho101orfis10, 
k :J;---4:r; (el 1is10 que en el diagrama 11.4) y k' el 
ho101orfi s10 correspondiente a ,J.' y T.' , k': .r,·--.. J." '. De
note11os por 3.:+ al semigrupo de aquellas transforaaciones 

'20 

cuyos germenes pertenecen a :J:..' y tales que llevan a la 
región.(),,, en sí 1is1a , 1=1,2. De la con1utatividad del 
diagra1a 11.41, se sigue que 

n· N rr . ¡, 
h l ... (4.5) 

n• \ÚI n" • • 

para todo N,.r,·, donde N es la 1ultiplicación por ven la 
carta !, (!,--+Y~.) y ~N es la 1ul tiplicación por k\• en 
la carta !, < ?, --• k\•r. >. 

Supongaaos que v, = f,' (0) y '1, = (kt,I '(01, y que ( "· 1 

< 1, entonces l'{I < l. Observaaos que el l!spacio cocien
te de la región n: por el Sl!tigrupo I N!; 1 e ~ } l!S el 
toro 1,:- : 
puede pensarse enn! co10 un disco, y la identificación 
por ele1entos N~ coto la identificación de anillos (don
de cada anillo representa una región funda1entall 

® ' 
' ' 

Aunque 1ás adelante habre1os de regresar a este punto 
(ver observaciones al teore1a 4,1),en nuestros razona1ien
tos no va1os a bacer uso de los toros T~, sino que con
centrare1os nuestra atención en las cubiertas universales 

A • • .n.,. sobre .n .. con las cartas s.., y las proyecciones 

4.3 FlN DE LA DEKOSTRACIÓN DEL TEOREKA ~.1, 

A 

El ho1eo1orfis10 h se levanta al ho1eo1orfis10 h, 
Ah : Í'l-, ---+ fi, , en la cubi l!rta uní versal, y está defi ni -
do con precisi~n salvo por translaciones por nú1eros en
teros, Fije11os arbitraria1entl! alguno di! estos ho1eo1or
fi51os h : 



Observa.os que si d. = n, \ {0} = {J ; O< 1!1< si } , ha-
ciendo ! =e·•·t I se tiene que o <e'"1.'"1<p y por lo 
tanto oo > 11 ,. > ~ 

::, Z11 

El se1igrupo 3.:·se levanta al se1igrupo de corri1ien
tos A: que llevan a ñ,.. en sí 1isaa. La relación ,..,, = 
= le'"'.1. 1 ( l i1plica que 11 . .l) O y, co10 h•l=ll''(A,n) 1 

para todo n~ 1, hablar de los ele1entos en/\.~ equivale a 
p1msar en la acción de l• ..{~+en.n,. 

t•3.l • 
r,u ...•.... ·· 

f•.l ··" 
1 ............ -~·· 

). 

De 1anera natural se tiene definido un ho101orfis10 
l\: 1\.: --• 1:,, cuyo espacio nulo es l.: 

ª"•U•I) .J•il f\.UI! l l = nU+Jl =e =e: 'S' = Tl•.A (~) 

Se verifica fácil1ente que TT• está bien definido (es de
cir, dos ele1entos de la 1is1a órbita de~ se proyectan 
en el 1is10 elemento) y si n,..l(!l =~, entonces nU+il= 

,11i(.1.,t) 1•,A .. ,, 
=t:: =t: e =~, lo que i1plica que le l. 

'2 1 

El ho101orfis10 k'= k!,.-. :r,· --.. :r;· se levanta uní
vocaaente al ho101orfis10 · k: : A~--• t:, , prolongándose 
al ho101orfis10 k~ : A.,--~/\, de iodo tal que los s1 -

guientes diagra1as con1uten : 

A 

..lE A_: ... (4.bl 
"tJ. n •• J. "'. ,, 1. 

... 14. 7l 

(ver observaciones al teore1a 4.1) 

Así, se tiene el siguiente diagra1a con1utativo: 

para ,.,(, A.: . Aquí J. y k: J. denotan las translaciones 
f, -·L,. \', +..{ , t.---• \'1 + k~ .\ , donde k~ (Jl = l + k~-\ 
pues es el levanta1iento de la transfor1ación dada por 
~ : e"'' ~:TI_t_J..,. k'eª"ªe"'f: k' ... ~ 

For la con1utatividad de diagra1a 



se ti ene que k rr • ..1.. n 
L • ( .. ) : k •e••<..l,. = • TT•;. ~ , 

: TT•l(~J. y 

adeaás, 

= e'"' ll +1<• ..l) 

= ?e"'· ••A ; 
por 1 o que 

... (4.8) 

El ho101orfis10 es una transfor1ación Z-lineal de A, 
en A,; su prolongación a una transfor1ación IR-lineal la 
denota1os por A, A :ªe --~-C (ver observaciones a la 
de1ostración del teore1a 4,11.De la condición At = 1, se 
sigue que 

... (4, 91 

donde (3 es un nú1ero co1plejo y A.,_ = k ~ J , 

Ta1bien puede expresarse A co10 

•• , 14.101 

Co10 consecuencia de la con1utatividad del diagra1a 
(4,71 ,se tiene que la transfor1ación h to1a la for1a 

s = h IE 1 = Al + f li l 1 1 1 1 
, •• 14.111 

donde 

flr, +..11 = ftr,i para todo.1.e( ••• 14. 121 

• + 
Si f Ir, l = h IT,I - At, y J.• A, entonces se tiene que 

f(F,+l) =hlt,+J) -Al~+JI, y fli,+ .. O =hl .. llr,11-Ar,-AA; 
haciendo uso, nueva1ente, de la con1utatividad del dia
graaa 14,71, h!J.1~11 = k~Alhl~II = A;.(hlt;II = AH hl~I. 
Por consiguiente, flt,+JI = A..l + hl~I - Ar, - A.A = Hr,l • 

Resu1iendo los resultados anteriores se obtiene una ca
dena de identidades que nos llevará a concluir la afir1a
ción 3 del teore1a: 

k' n.., ..1. = k ·" = k • einu 

por 14.81 se tiene, 

de la expresión 14.10), 

y por lo tanto, 

k'Y = Y\Y\~. ,.,(4.131 

Recordando que ..J = I' 101 para t •T. y k \• = lkll' 101 
pode1os reescribir la expresión 14,131 co10 

(kf!l '101 = f' 101 lf' 101 t 

Por últi10, la igualdad 

, •• (4. 14) 

define a la función F que resulta ser invariante con 
respecto al se1igrupo 3:'~ por la fuerza de la relación 
(4.121: 

, in, fU•r,l =e 

zn, .fer,) :e 

= Flr,I 

Afir1a1os que la relación anterior se cu1ple para todo 
vf. 'T,' y no SÓlO para Y s:; S!i V tal que !vi ) 1, en
tonces si !,,v'.n~, 'f,="··~; para algún t,'E.n"",, Por lo 
tanto, ... ,, En;, 

Fl{!,'1 = Ft'(I y 

F 1"' t, 1 = F lv":,., t, 1 = F I t, 1 

(se observa que la propiedad que cu1ple F se verifica pa
ra una región 1is pequena contenida en .íl~I. 



La igualdad ~. = h({,l =t,lr, i"'Fl~,I se deduce de todo 
lo anterior co10 sigue: 

recordando que t, = h lt,I = At, + f (J,I, se tiene n ( f,1 = 
= n lh (~ l l = n IA t, + f lt,11; así, 

_ eª"•At, ••· f<r,l ~.= hlt,l - e 

= Fls:le'"'"f, 

11. 

4.4 OBSERVACIONES A LA DE"OSTRACION DEL TEORE"A 4.1 • 

a) Prolongación de k •. 
La prolongación de k:: (--.. ~. al ho101orfis10 k~, 

k~: /\.,--• A, se realiza observando lo siguiente : si .,, = 
+ rnl,..l •IDlJ = n,.i, 1,'" entonces lvl = le 1 ( 11 de donde le 1 } 1 

-11¡J 'T. ,,-+ • ye, v,'J, , -..t,i\)A,, Por lo tanto, defini1os 

k' (-A) = -k• J. .. . 
si A ,µEt\., y A•µ =.H)( E A,\/( , entonces -(.k•,µ l = 
: -(H)()E A, I 

= -k· (-.A 1 - k. (-)() 
.. * 

por lo tanto, k:i.es un ho101orfis10 Z-lineal 

bl Prolongación de k~ . 
La prolongación de k~ a una transfor1ación IR-lineal 

A, A :ªe --•-C se realiza del~ siguiente 1anera: 

b.11 Supongaaos que /1.., es un grupo discreto, entonces k~ 
es sie1pre una función continua y, por consiguiente, se 
extiende a una función Q-lineal, ya que de la relación 

se sigue que 

k~A = nk~ (;rA) 1 

k~ (*i) = H'A ; 

k~ l(p/q)J)= (p/qlk~,l. 

Por la densidad de Q en II y por la continuidad k ~ co10 
función Q-lineal, k; se extiende a una función IR-lineal 

Para extender ahora k;.. a todo C co10 función IHi
neal,necesita1os deter1inar el valor de k~ en una direc
ción en C lineal1ente independiente a ..l IHIR. l. Defi
naaos entonces 

k~ "J.. := k~;. 

claraunte, k~tA = tk~,1 , para todo h IR, y k•I = 1 . 
Denote1os por A a la extensión de k~ definida arriba, 
A : C __ ,.. C , y sea ~ el núuro co1plejo tal que se cu1-

ple la igualdad At = <•+1) IAiltl = (t+l)i+J ).Enton
ces, 

At,= Alt;L- + Y,-1 

= Al~ 1 + A1t,·z" 1 

de aquí, 

y por lo tanto, 

A i, ,. ll+tn: -í} t 

que es la expresión 14.91, La expresión (4,101 es in1edia
ta de desco1poner r. co10 l', = Rel', +1J1r,, 

Observaaos que Al.( : !( __ _,A: , de aanera que A..1 = 
= J. +1¡, l1A, A•,, es' decir, (é"'u,,,r .. ,) 1 < 11 lo que i1-

plica que Ju+ Re@ 11.A >O y Re~ > -1 • 



b.2) Suponga1os ahora que A~ es denso en C ,¿ qué pode-
1os afirmar sobre la continuidad de k ·., ? 

Sea e, c. n, co1pacto y C1 = hlC, >c.ñ.,. Vaaos a de-
1ostrar que k; _ = h, _. ·h·• es una función continua de 
,'\.', en ft , donde 11.' denota la restricción de A' a aquel las ' .. .. 
funciones que llevan a C,. en sí 1is10, 1=1,2, En otras 
palabras, dado 6 >O, va1os a de1ostrar que existe ó > O 
tal que si J ,1.u A, y I U-Al 1 (d , entonces 11 k/ -k' }(I 1 

e, • e, 
es 1enor que e , 

Sea " > O, co10 h es continua, existe una .S > O tal que 
si lo<-~I U, ... ,~ .. C,, entonces lhl .. l-hl~ll ( 6/2. 

Por 1 o tanto, si ..1 y }l. E A.'. son tales que 11)-)111 < ó' se 
e, 

tiene 

1 ..1 • ii'1 y l - >< • 1'1 y l 1 < sup e I J x -1a 1; x" C,} < E, 

para todo y E i;; por consiguiente, 

lhLI h" 1 lyl) - h(jtÍi1 (y)II ( E/2 

para todo y, C1 , De aquí, 

11 k/ - k¡i 11 = sup { lh,,1.,h0(y) - ·h,J1,h1ly) I¡ ye C,} <, 

,lo que i1plica la continuidad de k~ , 

el La proyección a los toros T~, 1=1.2. 

En este inciso hare1os algunos co1entarios con respecto 
a los toros r; , 1=1,2, obtenidos al hacer el cociente 
de las regiones .D.~ y.O! bajo la acción de los seaigru
pos C v1 ; .lt N } y { lk ',.,¡' ; .R• IN } respecti va1ente. 

Observe1os que de la con1utatividad del diagra1a l_ .. _T 
.n" I('"' .n.~ • 

se sigue que el ho1eo1orfis10 h levanta al ho1eo1orfis-
10 h : r.'---f r: 

A. " n~ ,., f'l / 
1 ·~.,,·, 

·l \., ]' 
il~ ) .n~ .n•¡{ • il•Y"I 

La expresión de h , 'f, = h (r, 1 = r, l r, t F !i;) representa 
al levanta1iento de h al ho1eo1orfis10 cubriente n~-~•n: 
Observaaos que hl"~,) = vlvl"-s,lr/F!r.l = (k"..-,h)(~l que 
,bajo P, se proyecta en i, li. 1"F1i,) donde "!,, v"" 'i, . 

Si ahora considera1os las cubiertas universales ñ. y 

.n~, los eleaentos v' y lk'vl1 se transforman en des-
plaza1ientos J. (C,) = 'C, + J y k ~ .1 (f1 ) = \ 1 + k•J = 
r. +..t + ,~ I1J. . Para J. y k~i se verifica que 

..t lt, + n) = J. (~I + n y 

, para ne I. 

Los lí1ibs, 

),( = 1í1l!.AScr1=lí1~= k · .l = ..1 + i r,.11 ..t 
1 .,.,. " 'ft-toO Y\ • 

representan a los• nÜleros de rotación• loberve1os que 
las transforaaciones J.. y k~~ no bajan en transfor1ac10-
nes del círculo en sí 1is10, sino en transfor1aciones del 
disco en sí 1is10), que representan el pro1edio de avan
ce de la i1agen de los ho1eo1orfis1os con respecto al des 
plaza1iento por una unidad, 

4,5 DOS COROLARIOS AL TEORENA 4,1 • 

COROLAR ID 4. 3 -
Suponga1os satisfecha la condición 1 del teore1a 4.1 y 

s~ponga1os que el ho1eo1orfis10 h invierte la orienta
ción.Entonces la afir1ación I del teore1a 4.1 se cu1ple y 

las afir1aciones 2 y 3 se transfor1an en las siguientes: 

2"'1 



2'i Existe un nú1ero co1plejo \? y una función acotada F 
, F Ir,) , tal es que 

- (i r. = hl?.l =t.,~. 1 Flr,> ... (4.1 ') 

y la expresión 14.2) se cu1ple. 

3') Para todo fe~ 

lk'fl'IOI = f'IOII f'IOl: ... 14.3') 

DENDSTRACION: 
Sea e la conjugación ?,---+?, .El grupo .arcado? , 

' ?, • c,:f,. c , es topológica.ente equivalente al grupo ff; 
por 1edio del ho1eo1orfis10 h = h.c, que preserva orien
tación. Para ii, f. y¡:; se cu1plen las condiciones del teo
re1aJ. l, de iodo que las expresiones 14.ll y 14.3) para 
h y{J.' i1plican las expresiones 14.l'l y 14.3') para h y 

r.-
J-, • 

11. 

COROLARIO 4.4 -

Suponga1os satisfechas las condiciones del teore1a 4.1 
y sea f., , generador del grupo (F, , "1 = k ~. 1 t.= ~~(O), 

1=1 ,2, y sea .A¡,. un valor cualquiera den~'¼..,, donde "'1'" = 
= e"'.l,_ ; d1mote1os por 'r'" a las cartas que lineal izan !tal 
co10 en el teore1a 4.11. Entonces, 
ll Existe una transfor1acion 11-lineal, A :•e ---+"t: 1 A1=1 
y un conjunto de nú1eros enteros,~, tales que 

... (4.15) 

21 Para cualquier punto!,"~ IC,Ol, denota1os por 'l;, al 
arco de la espiral logaríhica Y;, = {?, ltl¡t~ [0 111 } , 
'f. ltl =é"'u., !.' . Si está definida la curva''.. = h t,, , 
entonces tiene los 1is1os extre1os que el arco de la es-

, - 1•1t(.\;,•ó) 
piral loganhica t= C'S', ltl¡h C0,11 }, !/ti =e nl~ºl 
y es ho1otópica a éste en C\{0}, 

DENOSTRACION : 
11 Para de1ostrar la pri1era afir1ación basta considerar 
la transforaación A definida en el teoreaa"l.1 A :C---C, 

!..!!. - nul¡ At, = 1 ~ 1,, +tt, .Co10 '1,.=e '"y~~= k\.•1, 11=1,2, 
entonces, 

y 

:Z5 

. ~· 2) Sin perdida de generalidad, supone1os que~.•":;, . De-
1ostrareaos pri1ero que '·~ y V. tienen los 1is1os extre-

ª 105: 

~,10) = hli¡,10)) = h('S', 10)) = hlfl 
y 

t101 = r. 101 = h I!,º > ; 

por otra parte, 

de la con1utatividad del diagraaa 14.51, hllj,f.ºl = k'~1 hlr,'J 
= ~ h ('•' I • ade1ás i U I = ¿9.tJ",1¡1h Ir• 1 = "· h l r• 1 

l1. ), ' ' 'ª 1 ,1. • 

El ho1eo1orfis10 h : .n~ __ ,. .n:- se define por la expre-
sión (4.11 (aunque debe1os recordar que la región de defi 
nición de hes.O, l. Sea a-= Hf>, por 14.21, ir= Flv.,() 
¡ defini1os el ho1eo1orfis10 h :.ct,--•.fÍ, por { =hl~,I= e , 
= lf f, 1 ~. 1 .Deaostrareaos que ÍÍ lleva al arco (, en el 
arco ·t . 

hlr,ltll =o-~,ltl tr,ltl 1'3 

= F ('( 1 t«,U¡, • 1 i,1tJ.¡, • ,~ , e ?, e r, 

= Í,(t) 

11 ~ 
La ho1otopía Hl~, ,si = r !:', 1~. 1 [ Flr, l / o- J ,s, C0,11 

es tal que, 

Hlr,,o> =n,t'f, 1" = h(T,I 

' Hl~,ll =r'f, 1 t, 1 FI 'f, 1 / «- = hlr,1 

por lo que lleva a h en h y a ten Y,, • 



4.ó EQUIVALENCIA TOPOLOSICA Y ANALJTJCA. 

Vamos a de1ostrar un resultado básico con respecto a la 
conjugación de subgrupos 1arcados finita1ente generados 
di! .r. 

TEOREIIA 4.5 -
Suponga1os que a las condiciones del teore1a 4.1, agre

ga1os las dos siguientes: 

.. 
1l El subgrupo del grupo C generado por v, y v2 , con la 

1ultiplicación, es denso en C. 
2) El grupo F, es no con1utati vo. 

Entonces, la equivalencia topológica de (F, y:;:; i1plica 
su equivalencia analítica. 

DEIIOSTRAC ION : 
De la condición l y de la expresión FI f'(Ol-'~l = rn;I 

,para I eJ;, se sigui! qui! F:G" , cr constante. Por esta 
razón, 

hl?,1 = !, =f"l,lr}. 

La condición 2 nos dice que el con1utador del grupo 
es distinto de la identidad y que, en consecuencia, con
tiene al ger1en de una transfor1ación f de la for1a 

f : ~. --+ ~. + a •• ,'~~+ .. • , a ... ~ O, 1 > l. 

Puesto que (e [3;',,1,""]_, entonces f =lf','l','IÍ:'t'·'; por otra 
parte, si kf = h•f~h-; k f = k lct,'1'0,~'l'l = k'r.kll', lk,f • lk11,;' 
, por lo tanto, k f, ca:; ,r, l. Suponeaos que kf se ex
presa co10 

kf : ~, --~ ?, + b,. r~ +,.. , b,, rl O, n > 1 

Va1os a de1ostrar que si dos transfor1aciones son con
jugadas por el ho1eo1orfi s10 h l~,l =rr, 1 ~. 18 , entonces 
~=O. De aquí clara1ente se concluye l!l teore1a 4.5. 

De la con1utatividad del diagra1a 11.4) se tienl! qui! 
h•f = kf'• h, por lo que, haciendo 'f = ~. se obtiene 

hHrl = h( ~ + a,..t"'+ ... 1 

= a- 1 ~ + a.,.~"'+ ... 11! + a .. ;~"'+ ... I~ 

hfl .. , = 1 "'+ )l.. "'+ ~,"1- .- ;:;'"+ ,1. • ~ + a .. ~ .. • , +a.,.~ .. • 'S a..... .. • 

y 

por lo tanto, 

"' "' ~ 1- - -... ,.. 1 1~ b 1 1" ." 1rlt+a .. ~+ .. l1Ha,.~+ .. l s+a .. ~ + .. =rt~ +,.('"! ~ ,+ ... 

... (4. lbl 

Sea !l = r-,, +t~, , e-.,~, IR, Dividireaos aabos 1ieabros de 
14.16) y prestare1os atención a sus partes principales: 

por una parte, 

.- l~•t- + U+t))\ a.,~"'+ ... ll~t+t~\-~ ... r+ .. , l 
~,n~ = 

= t 1d + 11+t11~ 1\. ,;"' •t ~ 1•dr· a,,,~ ... +... = 
. '!l"f\ 

= ~ 1d + r 1r111 u+~la ... ~"' ·~~ 1•da ... r·'+ ... 
~\!\. = 

por otra parte, 

La expresión omf1•·11 se obtiene de analizar el tér1i-
~ ... ti ft " 11,ft . no lb,.,,(,,;11111/nl~l=b...!~ l~I delasene; 

así, o(b,.,rl,• 1,;l""l = o(l~fl'>I~~, = 011~1"1°'''11. En la 
obsl!rvaci ón (b. 21 al teoreaa 4. 1 hi ci 10s ver que Re ~ )-1 
lo que nos asl!gura que la expresión anterior tiene senti
do. 

Sea 

LIIl:= 1 + ( a ?'""'ll+tl + 'i f""'i.) + 011~("'·'1 = ... .... .. 
= l + b a"" 'f. 1~ ¡fl••I+ 0(1,:f...,1º·"\ l := Pl"S'l 

', "' ...., 
~\ 

Las funciones Rlr> y pl~l ti11nen orden di! pequeñez 1-I 
y (~.+l)(n-11 respectivaaente !donde por orden k di! pe 
queñez de una función univaluada fl!l en el cero, 11nten-

'2b 



-deaos que k=sup C x, ll ; f (~ l / t\' 1· --.. O si ~ --.. O } l, 
El orden de i (\'l y de p(tl coincide, pues si dividi1os 

1'1l111tf .... )(~t1)(1'•1} 

las expresiones l(rl - 1 y P(tl -1 entre ttl 
se ti ene que una converge a cero cuando \' __ ,. O y la 
otra no. 

Exprese1os t co10 IJle'', entonces la igualdad 

i (l'rle""' l + o!l~t"'~l = pll~le'' l + olltf ... x",~l 

toaa I a foraa 

Así, redistribuyendo los 1ie1bros de la igualdad anterior 
y dividiendo entre l'(i'".'se tiene : 

Suponga1os ahora que e,* O y denote1os por f. 1,) a la 

restricción del 1ie1bro izquierdo de 14.17) a la vecindad 
1~ 1 = r. 

Sea n,:= t l f. l't'l 11 , • Yaaos a demostrar que 
L,(0,'1.tlJ 

= 1·;,a r' 11+ª1 + la 1~ l~r1 + lb r11,t•1' + a• (l+il!i""<-•l_ 
"' ,. • 'I "' "' a a . 

J.. 1 • • 

= • ta,..I tl+~l+ta,.I t41+tb,.1fv-•·• 1 d'f = 

I'" 
= 2 lT( la,.t' ll+~l+la,.,I' tft+n.J Ir"'( )d'f' > 2nta../ ,,, •• 

o 

Por lo tanto, n, ~ff; ta..,lll't / 2 ~ ta..,ll11t / 2. Por la 
expresión (371 n, --~ O, lo que contradice el hecho de 
que n, t ta) 111 l / 2. 

Así, ~=O y queda de1ostrado el teore1a. 

4.7 DETERNINACION UNIVOCA DE h . 

Por el teore1a 4.5 se tiene que el holo1orfis10 h está 
definido unívoca1ente si 

y queda definido 1ódulo 1ultiplicación por alguna raíz de 
alguna potencia de la unidad en los casos restantes. 

Para ver lo anterior substituí1os en 14.lbl el valor 
~=O y obtene1os 

, < r, + a.. w;,.,,, 1 =, ! , + b,. <.-r. i" 

por lo tanto, 1 " n y q-a,.=,"'b.., • 
De la igualdad hl?, l = n, l?,ll'=r., se sigue que h(r,l= • 

=n,= ~ •• Así, 

donde 

y 

r = a,/ b, 

... ,r-:-7'""L 
r=~a / b 

• .. (4.18) 

si 1 = 2 ... (4. 19) 

si 1 = 2 

27 
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5. TEORE"A DE XUDAY - YERENOY SOBRE 
LA DENSlDAD DE SOLUCIONES. 

El objetivo de esta secciones de1ostrar un resultado 
relacionado con la densidad en cp' de las soluciones de un 
tipo genérico de ecuaciones diferenciales en rA •• Concre
ta1ente, va1os a de1ostrar que cada solución I excepto la 
solución al infinito) de una ecuación genérica «E.4~ , 
n > 2 es densa en CP', Este resultado se conoce co10 el 
Teore1a de Xuday-Yerenov sobre la densidad de soluciones. 

DEFINICIDN -!ecuación de Xuday- Yerenovl 
Deci1os que una ecuacion .,.)", n> 2, es de Xuday

Yerenov si cu1ple las siguientes propiedades: 

. ' 21 el subgrupo del grupo C generado por los nuaeros "· 
y v, es denso en C. 

31 lv; 1 '# 1 , j=l, ... ,n+l • 
41 la ecuación"' no tiene 1ás soluciones algebraicas que 

la solución al infinito. 

• ffi~ "ªs adelante de1ostrare1os que v; =e donde .l; denota 
al nú1ero característico del punto singular a; ¡por ello 
la condición 3 es equivalente a pedir que 11 ..I;-; O. 

Las ecuaciones de Xuday Verenov son genéricas en cA., • 
Co10 observa1os en la sección 1.1, la condición 1 se cu1-
ple para ecuaciones geni!ricas de Petrovsky-Landis, ••-4.., 
y de1ostrare1os 1ás adelante que las coniciones 2 y 3 son 
g~nericas para o1~Á.,. Por consiguiente, las ecuaciones 
~,A. del tipo de Xuday-Verenov son genéricas en Á.,.. 

En Jo que resta de la sección vaaos a suponer que c1 es 
una ecuación de Xuday-Verenov. 

5.1 ALGUNOS RESULTADOS PRELI"INARES. 

al Nú1ero característico de un punto singular. 
Ya1os a suponer, por si1plicidad, que el punto singular 

coincide con el origen. 

DEFINIClON - lnú1ero característico) 
Sea 

d• a•+ bz + ••• =-----
dz c• + dz + ••• ... 15.ll 

una ecuación analítica, con 1ie1bro derecho 1ero1orfo,de
finida en una vecindad del origen y suponga1os que la 1a
triz de la perte lineal A = [~ n es no degenerada. En
tonces el origen se deno1ina punto singular no degenerado 
!punto singular regular) de la ecuación (5.11, Al cocien
te ..l. de los valores propios J, , J., de la aatriz se h 

deno1ina nú1ero característico del punto singular. 

Esta definición deter1ina un nú1ero en for1a precisa si 
se acuerda cual de los vector,s propios es el pri1ero,Pa
ra el punto al infinito nos fija1os en el segundo vector, 
pues corresponde a la solución al infinito. En algunos 
casos resulta irrelevante el considerar J. o 1/ J. • 

Cabe observar que la ecuación 

dN ª .::! .!_ 
dz .1., z 

es equivalente al ca1po vectorial dado por la expresión 
t~ 11fl = u,.,J,zl. 

bl Teore1a de Poincaré. 

DEFINICION -ldo1inio de Poincarel 
Considere1os el espacio n-di1ensional co1plejo e"= 

{ Á = (1,,,,.,1.J } de todas las posibl1s n-adas devalo
res propios. Deci1os que una n-ada J. pertenece al do1i
nio de Poincaré si el casco convexo de los puntos J, , ••• 

,.,,i~ ,en el plano co1plejo, no contiene al origen. Si 
el origen esta en el casco convexo de J,, ... ,.l, deci1os 
A pertenece al d01inio de Siegel, 

DEFINICION -lresonancial 
Deci1os que los ele11ntos i,, ••• ,~~ son resonantes si 

J.1 = L k..l¡ , donde k. ~ Z y i_ k. >, 2. 
i•J J J + ;s, J 

A continuación enuncia1os el Teore1a de Poincaré que,in-
1ediata1ente después reenunciare1os adaptándolo a nuestro 
contexto. 



TEOP.E"A 5.1 -(de Poincarél 
51 los valores propios de la parte lineal de un ca1po 

vectorial holo1orfo en un punto singular , pertenecen al 
do1inio de Po1ncaré y no son resonantes, entonces el ca1-
po es biholo1rfica1ente equivalente a su parte lineal en 
la vecindad del punto singular, 

En nuestro contexto, el teore1a anterior se expresa de 
la siguiente 1anera. 

TEORE"A 5.1 -!de Poincaré - otra for1ulaciónl 
Sea O un punto singular no degenerado de la ecuación 

(5.11,y suponga1os que el nú1ero característico del punto 
singular O es distinto de un entero, de la inversa de un 
entero o de un nú1ero negativo. Entonces en una vecindad 
del origen la ecuación (5,ll es analítica1ente equivalen
te a su parte lineal; es decir, en la vecindad Y existe 
una carta (r,~l en la que la ecuación (5.11 to1a la for1a 

... (5.21 

el Separatrices co1plejas. 

Sea O( una ecuación de la for1a (5,1) y supongamos que 
existe solaaente un nú1ero finito de soluciones que se 
prolongan analítica1ente al punto singular O. Cada una de 
dichas soluciones 11' se deno1ina separatriz co1p]eja del 
punto O y a la unión 'f' U {O) se le conoce co10 sepa
ratriz co1pleta. A las co1ponentes conexas de la intersec
ci6n de una vecindad del punto singular en una separatriz 
co1pleta,con una vecindad total del punto singular,se les 
conoce co10 separatrices locales. 

COROLARIO 5.2 -(al teore1a de Poincarél 
Sea O un punto singular no degenerado de la ecuación 

(5.11 y sea J. su nú1ero característico, 11 Á, O. Enton
ces el punto singular O tiene precisa1ente dos separa
trices locales en las cuales se acu1ulan las soluciones 
restantes, con condición inicial suficiente1ente próxi1a 
al origen. 

DENOSTRACION : 
Por el teore1a de Poincaré existe una carta ('f,~l en la 

cual la ecuación (5.11 to1a la for1a 

integrando con respecto a r se tiene 

de donde 

y 

logr¡ = J lloH + kl , k=cte. 

vi.<rl = C ~.1 ,c=cte ... (5.31 

análogamente, al integrar con respecto a '1, se tiene 

• , • (5. 41 

Así, las soluciones de la ecuación (5.21 toman la for1a 
(5,3) o (5.41 • 

Toda solución de la foraa 'l.(tl = et"' para c = O , se 
acuaula en la separatriz { 1 = O ), En efecto, cuando lJ: 

rodea una vez al origen, el valor '1 (rl de la función '1. 

se 1ultiplica por e'"d o por e11
''.( dependiendo de la di

rección del rodeo: 

'1 (~ 1 = c J.( 

= c le'"',.."' , k ~ Z ; 

co10 11.(. ~ O , E!"ª o é'n,A tiene 1ódulo 1enor que uno. Por 
consiguiente, confor1e 1ás veces se rodee al origen !en 
la dirección apropiada) 1is cerca se estará de la separa
triz C "1 = O }. Análogamente, las soluciones de la foraa 
t (r¡I = c·~¼ para c· '#Ose acu1ulan en la separatriz 
<t = o }. 

di Prolongacidn analítica de soluciones. 

TEORENA 5.3-lde prolongación analítica) 
Cada solución lf de la ecuaci lln .(, J .. se puede pral on

gar hasta la frontera de cualquier bola contenida en la 
carta afín. 



OEl10STRAC ION : 
Vista co10 gráfica de la función •lzl , cada solución 

~. de «EÁ., tiene co10 puntos de ratificación a aquellos 
puntos q tales que Qlql = O. Esque1ática1ente, 

Co10 Ql•lzl,zl es un polino1io, entonces la cantidad 
de puntos de ratificación de la solución lfp for1a un con
junto discreto. Así, pode1os construir un rayo l en el 
plano z que no pase por la proyección, en dicho plano, 
de los puntos singulares de la ecuación oC ni por los 
puntos de ratificación de la solución 'f'P. 

El co1ienzo del rayo coincide con la proyección del punto 
p = (z.,•.I es decir, P,= ri + z. y lf.l.= (rz+z. ,•lrz+z.)) 
•" C0,00) 1 y adeaás, Plrz + z, ,•lr} + z.ll = O y 
g (rz + z. '. (rz + z. )) = o • 

La solución 'l'P alcanza una prolongación univaluada en 
algún intervalo seaiabierto I e i que contiene a la pro· 
yección de p = (z.,•.> ; sea l. el intervalo 1axi1al 
con di.chas características, Afiraa1os que o bien l. =J 

o bien sobre I. la solución 'f, tiende al infinito con• 
; en el pri1er caso, se tiene que 1. contiene a la pro
yección de un punto regular de Cf'P, o a la de un punto de 
ratificación, en el segundo caso, "f.. contiene a la pro
yección de un punto singular de -< • 

5.2 DENSIDAD DE LAS SOLUCIONES EN UNA VECINDAD 
DE LA SOLUCION AL INFINITO. 

Reto1e1os el grupo especial :JJ de transfor1aciones de 
holono1ía en el infinito para la ecuación o< • La condi
ción 3 sobre "" nos dice que el grupo P satisface el 
Ie1a 3.3. Así, sean U y s co10 en el lua 3,3, p,q puntos 
arbitrarios en U y Y =\(q) / I (pi • Claratente p es 
eleaento del conjunto un,f'U = ( q ; ~ lql < l"IJ' }. Por 
la condición 2 sabe1os que el grupo generado por ~ •••• ,v.. 

.. <>' , <v., ... , 1., >, es denso en C , de iodo que "• .,- , donde 
P'= (v., .. ,,..,">. Por el !eta 3,3 existe una sucesión 
~ • :P tal que P• !"\ .. para J suficiente1ente grande y 
F, t~I tiende uniforae1ente a vt, F,t~l ~ v~ ; por 
consiguiente,~ t~tpl>.:::11ql =Y\lp). Lo anterior i1pli 
ca que en la solución lf'P existe una sucesioñ de puntos 
tienden al punto q , pues ~~?y, por la proposición 1.3, 
F, (pl es un ele1ento de la intersección de la transver
sal 1r,a I con 'fl". Así, co10 q se eligió arbitraria-
1ente en U, se tiene que para cada q en U existe una 
sucesi on de puntos en lf P que tienden a q y, por con si -
guiente, 'eP es densa en alguna vecindad O del punto 
"a"~ r ílf .... 

5.3 DENSIDA~ DE LAS SOLUCIONES EN CP2
• 

Una vez que hNos de1ostrado la densidad de las solu
ciones en una vecindad de la solución al infinito, quisie-

• ratos extender este resultado a todo CP. Denote1os por 
O al espacio CP • del cual se han extraído 1 os puntos 
singulares de la ecuación o< y sea ~ una solución de la 
ecuación« distinta de F.._. Va1os a de1ostrar que la ce
rradura 'f de ~ coincide con CP'". 

Sea q un ele1ento den arbitrario . Observatos que 
pedir que q , lf es equivalente a que lf''", ie" • Si atbas 
soluciones tienen intersección no vacía con la vecindad 
O definida en la sección anterior, entonces 'e, e lf : 
COIO lf es densa en O y ~ íl O ~ ,P I entonces ~\.(si'- 'f 
para un nú1ero infinito de s tales que \{)~ tsl n O ~ r/J • 

Así, por la continuidad con respecto de condiciones ini
ciales 'f,.cq;. 

Supon gatos ahora que lf íl O = <p y observe1os que es 
equivalente a suponer que 



... (5,5i 

(recorde1os que~ es la solución al infinito y por con
siguiente no contiene puntos singulares), La siguiente 
proposición, aunada a la condición 4 sobre ... , nos per-
1itirán concluir que sieapre se tiene que 'l'íl O= Q, 

PROPOSJCIDN 5.4 -
Lc1 condición fíl F = rf, implica que la solución lf' de 

la ecuación .t ~.Á... es una curva algebraica, 

DEIIOSTRACIDN : 
Deaostrareaos que la curva lf1 es cerrada en .o.. De aquí 

se sigue que cp es una curva algebraica pues cp" \ n. 
consiste de un nú1ero finito de puntos. 

Suponga.os que la curva 'P no es cerrada en .n. y sea 
q, \fíl ln\'fl,;. f/>, Entonces'f,cif y de IS.SI se sigue 
que 

• .. (5,61 

Por el teoreaa de prol,ongación analítica de soluciones , 
~ tiene puntos co1unes con la solución al infinito, sin 

e1bargo,la condición 15.61 nos dice que dichos puntos son 
singulares, Sea a, uno de éstos, Por ser o(. una ecuación 
de Xuday-Yerenov, los puntos singulares al infinito cu1-
plen con las condiciones del corolario al teore1a de 
Poincaré, por lo que la condició'n 15,61 i1plica que 'f, es 
separatriz del punto singular a,. Así, toda solución 

(salvo 'P, y F-< 1 con condición inicial cercana a a, , 
se acu1ula en F.,. , En particular, lf se encuentra entre 
dichas soluciones y, puesto que a,•~, cCf , se contra
dice la condición (5.51. Por consiguiente, <f es cerrada. 

/1, 

De esta 1anera, si resu1i10s los resultados obtenidos, 
habre1os de1ostrado el siguiente teore1a, 

TEDRENA 5.5 -lde Xuday-Yerenovl 
Para ecuaciones genericas~<..I,., n • 2, cada solución , 

salvo la solución al infinito, es densa en CP', 
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Ya1os a demostrar ahora que, en efecto, las condiciones 
que cu1ple una ecuación de Xuday-Verenov son genéricas e:, 
v/,..Suponga10s por un 101ento que ya he10s demostrado q~E 
'J,· =¿.,i. donde ..li ,s el núaera característico del punto 

sin1ular a J • 

PROPOSICION 5.6-
La condición de que el subgrupo de C de nú1eros c01-

plejos bajo la 1ultiplicación, generado por los nú1eros 
.. ""'"'• · 1 d e 1 --r,· = e , J= , ••• ,n , sea enso en , se cu1p e para 
casi todo elemento 1..1., ,, •• ,.1..,1 en C~ • 

DENDSTRACIDN: 
Basta de10strarlo para el caso en que n = 2. 
Observe10s que la densidad del conjunto{~~~~; lk, ,k,1 

en 1. } en C, está basada en las sigui entes candi ci ones : 
S ·' zn, ~J · 1 2 E t ea ''.i = e , 1= , , n onces, 

11 cualesquier a dos vectores elegidos entre 1, l. , .1~ no 
son colíneales en C , es decir, ..l.;'- IR, j=1 ,2, y .l.,4 -', IR 
21 1 = al,+ b .1.1 , donde a,b y a/b son irracionales • 

Estas condiciones hacen que el grupo generado por 11 l, 11, 

bajo la adición, sea denso en C y ,en consecuencia, el 
grupo generado por Y, y"'• bajo la 1ultiplicación es taa
bién denso en C. 

JI. 

La condición de que· 1 ~I ~ 1, es equivalente a ptdir 
I1 .l.i = O, lo cual es claraaente una condición genérica, 

A continuación de10strare10s que cuando se habla de que 
no exista 1as solución algebraica que la solución al in
finito, se esta hablando de una condición genérica. 

PRDPDSICIDN 5.7 -
Pense1os en~ co10 el espacio de los coeficientes de 

los polino1ios P y Q de la ecuacion 11,11. El conjun
to de puntos N,"' para los cuales la ecuación correspon
diente 11,11 tiene por lo aenos una solución 1lgtbraica, 
no contiene a ningun,. región del espacio c/4,. 



DENDSTRACJON : 
Suponga10s pri1ero que Nlz,•l = O es una solución de 

la ecuación 

d• P lz ,•l o<:=-=--
dz lllz,•l 

donde N es un polino1io irreducible de grado 1.Entonces 
,puesto que en M .. o , 

se tienen las expresiones 

y 

C010 P y II son polino1ios de grado n se tiene que (si de
nota1os por a Ll el grado de un polino1iol 

y,co10 P11..+ IINz se anula en lz,•lzl) y N es irreducible 
entonces PNw+ IIN2 está en el ideal generado por N y 

con J = nln+ll/2. 
Por otra parte, si existen polino1ios P,11 y N (con P y 

Q de grado ni y nú1eros bj, j=l, ••• , , tales que se cu1-
ple la igualdad (5.71, entonces N es una integral de la 
ecuación oe • 

Sean 1,, ... 11 .. , r = (1+1111+21/2 , los coeficientes 
del polino1io N!z,•l y a,, ••• ,ak, k=(n+ll!n+21, los 
coeficientes de los polino1ios P y 11 ( en ese orden l 
Considereaos ahora el espacio c01plejo (( de di1ensión 
(n+1l(n+2l/2 + (1+ll(1+21/2 for1ado por las variables 

1, 1 ... 11,..,a, , ... ,a,.,b, , ••• ,b, 

La relacion (5, 71 define una variedad algebraica 'Te J; 
Co10 variedad algebraica,rpuede desco1ponerse COIO una 

I', ,, Jr.-
SUli finita de variedades irreducibles ;; =",+ ... + i 

La proyección "• lfl sobre el subespacio a,, ... ,a,. es, 
a su vez, una variedad algebraica.Co10 existen Kuaciones 
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de la for1a d•ldz = P / 11 que no ad1iten soluciones al
gebraicas, se tiene que n, ! .'.fl tiene diunsión no aayor 
que ln+1l(n+2l-1 • 

11. 

De esta 1anera, queda de1ostrada la siguiente proposi
ción: 

PRDPDSICION 5,8 -
Las ecuaciones de Xuday-Yerenov son genéricas en J... 

5. 4 LA RELACIDN Y¡= eª'¾ Y LA PRINERA YARlACIDN DE LA 
SDLUCIDN AL INFINITO CON RESPECTO A CONDICIONES INICIALES 

A lo largo de la sección he1os hecho referencia varias 
veces al hecho de que los valores f' 10) =v,· pueden escri-

. ,..,.1· "' 
birse de la for1a e •donde~¡ denota al nu1ero caracte-
rístico del punto singular aj, Este resultado puede de
ducirse apartir de las condiciones 2 y 3, las cuales nos 
per1iten aplicar el teore1a de Poincaré. Sin e1bargo, no
sotros dare1os un razona1iento distinto que, si bien re
sulta 1ás largo, nos per1ite concluir ciertos resultados 
que 1as adelante usare1os, Para ello, va1os a calcular la 
pri1era variación de la solución al infinito con respecto 
a condiciones iniciales: 

Recordeaos que en l'a carta (z, ,•,l (1.21, la ecuación 
(1.ll to1a la for1a 

dz, z,Q 
h: IIÜ - P 

' . 
y p <• 1) = 11, g - p 1 • 

a,co 

Yaaos a calcular la 1atríz de la par!e lineal 'de 
z,9 / <•. Q - P l : el desarrollo de z, ll(z, ,•, 1 alrede
dor del punto (0,ajl to1a la for1a 

- " z,lllz, ,•,l = !..S,.<• lz , donde S,. es un polino1io en 
~•u 

•, alrededor de aj , Así, SJa,l e1_la parte l!neal de 
z ,Ü<z, ,•, l con respKto a z, y,co10 Q(z, ,•, l =Z S,.tl\lz," - ·~ ,entoncl!I 11(0,a;l = s.tajl • 

Por otro lado, la parte lineal en •, alrededor de a, 
es cero, pues • 

z,Ü <z,,11,l =Z.R11.(z 1 H-H,- •t, 
VoO 



R,<z,><w,- a.l es la parte lineal y R,10) = O. Por ~l
ti101 para ~g - P se tiene que el desarrollo alrededor 
de a. es 

J 

h1Ü-PI l!w,l=fJtw-a.t 
l,:o ka, 'C. 1 J 

de iodo que el tér1ino °'• lw,-a,I se obtiene considerando 
la derivada de plw) en el punto aj , p' la;l 

De esta 1anera, la 1atríz buscada es 

••• (5, 81 

donde el punto señala un ele1ento que no nos interesa co
nocer. Asi,el nú1ero ~aracteristico en este caso resulta 

J...= 910,a; l 
• P •la.) 

J 
••• (5. 9) 

Haciendo uso de un teore1a de variable co1pleja que 
afir1a que si se tiene una función analítica unifor1e,que 
sólo tiene polos y puntos singulares aislados, entonces 
la su1a de sus residuos es cero, va1os a de1ostrar que 

... 
¿_ l¡ = 1 ••• (5.101 
J•• 

Recorde1os que el residuo de una función g en un polo 
ª; de orden • esta dado por 

... , ... d 
Reslg,a;l = [((w-a;I 9(111)1 7 (1-l)!l!aj> 

de 1anera que si g:= 910,w,> / plw,>, entonces 1=1 (pues 
a es un cero si1ple de p(11 1 )) y 

Res!g,a.i) = [(w, -a.; IQ!0,11 1 ) / p(w,lll1 . 

• 

= __ 0_10 ..... ,11....,_, _l -

p (w, 1 / (w,-a;I 

= Q!O,a1 l / p' la;I 

i· • 

Co10 910,w, 1 / plw, 1 no tiene 1as polos que los pun
tos a; y en el infinito se tiene 11,\11! Reslglw, 1,.., 1 = 
= Resl-w: gl11 1 l ,01 = -1 , entonces :[ .li - 1 = O , de 

1 J:1 

donde se deduce la expresión 15.10). 
El cociente glw,I = D!0,11,I / p(w,l puede expresarse 

co10 f ;~ .. - !observaaos que a(pl >a 101 >. Así, 
.,., 1 " 

g(o 11) ~"···~·"(" - a 1 
1 1 4-r. .., • --- = ....... L..-_....;..___;;:.__ 

p(w ,l plw ,1 

y, evaluando en a;, 

~ 

QIO,a,. 1 = =c. n (a. -a 1 
J JI• J k 

por 1 o tanto, 

Q(O,a1 1 

la,-a.l 

De aquí se obtiene la siguiente expresión para g: 
... , 

- '2:... Á glw,I = QI0,11,) / plw,l = , .. ~ ••• 15.lll 

Para encontrar la expresión que esta1os buscando nece
sitamos calcular la pri1era variación de la solución al 
infinito { z,= O}. Recordare1os breve1ente co10 se ob
tiene dicha variación: 

Suponga1os que se tiene la ecuación diferencial analí
tica dx/dt = 61t,xi y suponga1os que la curva lt,p!t)I 
es solución de la ecuación. Sea z =lf'- p, donde satis
face la ecuación, entpnces 

y 
ft= #- lt= stt,lf> -G1t,plt1> 

j: = 61t,z+pltll - 6(t,p!tll ; 

de aquí,1~= 6 .. lt,p!tllz + ollzll, por lo que la ecuación 
de pri1era variación para lt,pltll es 

d'%.. = 6 lt,p!tllz • 
el t " 

Así, dado que en nuestro caso la ecuación es 

dz, z,Q(z, ,11) --dw, w,Ülz, ,11, l - P!z, 111, 1 

la solución <t,pltll estará dada por la solución al in
finito F .. = E 111, 1 = ((11 1 ,01}. Si denota1os por z · !11, 1 a 
la pri1era variación de F~ , la ecuación variacional , 
dz /d11 = Bz h1, ,F (11,l lz' , es 



..K = ª-f - z, Q(z, ,•, l )1 z.' 
dw, az, w. Qlz, ,•, l - Plz, ,•, I 

J:.•o 

Por consiguiente, 

= UIO,N,)p(N,) 2 , 

p (N, ¡• 

010,.,) 
•-......:....-'---z' 

phi,) 

dz' = g(N )z" dw, 1 
.. , (5, 12) 

Para encontrar la expresión de la pri1era variación obser
va1os que por (5,111 ,la ecuación (5,121 tiene la for1a 

si ahora integra1os la ecuación con condición inicial 
z'(al = 1, obtene1os 

-· log z' =L.ljllog(w,-a.l - logia-a,)) 
J•1 .j 

- l· • L 1og(1- ªi)' 
J.=, -a, 

y por consiguiente, 

.... , J. 
Z = rrLw-;i, \ J 

., •• t"¡':"i'j""I ... (5.131 

Observe1os que esta últi1a relación tiene la caracterís
tica de reunir en una sola expresión la infor1ación de 
los valores característicos y de los puntos singulares a 
al infinito • Si ahora consideruos la pri1era variación 
a lo largo de un lazo)'; se tiene que 

log z' (N,) =1.Í J.,.¡, = ..(, 2ni 
, J J "" .. a¡ ., 

Por consiguiente, 

. ( ) .l¡n, 
z •, = e 

Cuo heaos considerado la prolongación a lo largo del 
lazo }'j , la primera variación coincide just11ente con 
el coeficiente del tér1ino lineal del j-ési10 generador 
fj del grupo de holono1ía, es decir, 

zn1..l¡ 
f ~ 101 = '1 = e ... (5. 14) 



6, CONDICIONES NECESARIAS PARA LA 
EQUIVALENCIA TOPOL06ICA DE ECUACIONES 

En esta sección vere1os que en la clase de ecuaciones 
/4 no existen ecuaciones estructural1ente estables; este 
resultado sin e1bargo, se vuelve 1ás interesante si pode-
1os dar una relación explícita entre aquellas ecuaciones 
que son topológica1ente equivalentes, pues de esta 1anera 
habre1os establecido condiciones necesarias para la equi
valencia topológica de dos ecuaciones en.,/., • E1pezare-
1os por de1ostrar la inestabilidad estructural de las 
ecuaciones o(( .A" para n }1 2. 

6,1 EQUIVALENCIA TOPOL06ICA Y RIGIDEZ. 

TEORE"A li.1 -
En la clase./., no hay ecuaciones estructural1ente esta

bles para n ~ 2. 

DE"OSTRACION : 
Observe1os que basta de1ostrar el teore1a para un sub

conjunto denso de vi,, .Así, restringire1os la de1ostración 
al subconjunto vi,,' de /4 . Supongaaos que o< y«' E,,.(son 
dos ecuaciones topológica1ente equivalentes y sea ~ la 
solución 1arcada al infinito luna vez elegidos los gene
radores~· en el grupo rr, (f,. l l; entonces t.= H(I:. l (con 
generadores~.'= HYl¡ll.Por el leaa 1.1, los grupos de holo
no1ía ~ y J¡; son topológica1ente equivalentes, y, co10 
consecuencia del teore1a 4,1 (o del corolario 4.31, las 
partes lineales en el cero de las transfor1aciones de re
torno fJ., y L, se hallan ligadas por la relación 

fj' !Ol = (kfJ l '!Ol = f' (Ol lf.' (Ol l~ 
,, • Je J.., 

o bien por la relación 

f.' 101 = !kf l '101 = f' (Ollf' (Ol 119 
... • ,,. J.. J .. 

(cuando el ho1eo1orfis10 que conjuga a los grupos no pre
serva la orientación). De esta aanera, si ~ .. = fJ' (0) 1 .se 
obtiene la relación 

sin eabargo, los valores "· 1~1ª pueden alterarse arbitra
riaaente '!Jl~l13 +~, ~· C, lo que descarta la posibilidad 
de que la ecuación., sea una ecuación estructural1ente 
estable. 

JI. 

El siguiente teore1a nos dice que para ecuaciones gené
ricas, "' y .·c.J.., si -t y •' son topolÓgicaaente equivalen
tes, entonces sus valores característicos estan relaciona
dos por una transforaación IR-lineal de C en sí 1is10. 

TEORE"A 6.2 -
Supongaaos que las ecuaciones ., y ..,.E J., no tienen so-

1 uciones algebraicas salvo la recta al infinito. Sean 
!J, , ... ,.l_,,l y l.1,~ 1 ... ,1,,.,) las colecciones de los nú1e
ros característicos de los puntos singulares al infinito 
de -< y"'' respectivaaente, para los cuales 11 Jj.., '# O , 
1=1,2. Suponga1os, PO/ Últi10, que las ecuaciones o< y ot.' 

son topológica1ente equivalentes. Entonces, existe una 
transforaacion IR-lineal 

• 111 
A: e--~ c , Al= 1 

tal que 

AU.,, .. , ,.\ 1 = U,, ... ;., 1 
'" 11+\I \ 1'1\& 

... (li.11 

lobserva1os que esta Últi1a igualdad expresa la dependen
cia de las colecciones), 

La de1ostración de este teore1a resulta un poco larga, 
pues aunque el corolario 4.4 de la sección 4.5 nos propor 
ciona buena parte del resultado, se requieren todavía al
gunos argu1entos que es necesario hacer con cuidado. Pri-
1era1ente, va1os a de1ostrar un hecho general sobre la 
equivalencia topológica de foliaciones que nos per1itiri 
hacer uso del corolario 4.4. 



b.2 PRESERYACION DE LA ORIENTACION • 

LENA b.3 -

Sean 
1l Dos ecuaciones diferenciales analíticas< y°'' con sus 
respectivas regiones .n y n· e C y ligadas por el ho-
1eo1orfis10 H : o. --•n' . 
2) las ecuaciones -< v -l' tienen un punto singular no de 
generado ji y¡,·= Htpl con nú1eros característicos no rea
l es. 

Sea p~n un punto regular arbitrario de la ecuación 
« , p' =H(pl, r y r' transversales a las soluciones 

'f.. ... ,~~~· en los puntos p y p' respectiva1ente, y h 
h: lr,pl --~ (r,p'l el ho1eo1orfis10 definido por el dia
gra1a con1utativo (1.51. Entonces los siguientes ho1eo1or 
fis1os conservan co1pleta1ente la orientación o la invier 
ten co1pleta1ente: 

1l los ho1eo1orfi saos HI.,. para toda hoja ~ . 
2l los ho1eo1orfis1os h:(r,pl --• (r;p'l para todo pun
to p y transversal r. 
3) los ho1eo1orfis1os h :lr,pl --• 1r;p') y HI~ • 

~ 

DENOSTRAC ION : 
Para de1ostrar las afirmaciones 1 y 2 no es necesaria 

la condición 2 • 
ll la primera afir1ación resulta in1ediata en el caso en 
el que las ecuaciones o( y <f' originan foliaciones estan
dar w=cte, 

.. 

Suponga1os ahora que, local1ente (es decir, consideran
do un abierto conexo U den), H tiene una orientación 
positiva en un punto p; entonces, por continuidad, existe 
una vecindad de p en la cual se tiene la 1is1a orienta
ción que en p. Análoga1ente1 si existe un punto en el 
cual H tiene orientación negativa, existe una vecindad 
de q en la cual H tiene la 1is1a orientación. Asi,Jo
cal1ente, el conjunto donde H preserva orientación es 
abierto y el conjunto donde la invierte ta1bién es abier
to. Por consiguiente, co10 U es conexo, alguno de los dos 
es vacío. Este argu1ento es local, pero la conexidad de 

.n y el hecho de que los ca1bios de coordenadas sean ho
lo1orfos (por lo que preservan orientación), nos per11ten 
concluir Jo deseado. 

Observa1os que se tiene una afir1ación análoga a la 
afir1ación 1 en el caso de que se tiene una foliación ar
bitraria cuyas hojas son orientables. 

21 Ya1os ahora a de1ostrar la afir1ación 2, Para ello 
con si dereaos dos puntos regulares p y q ~ .n. V r,.r, dos 
transvl!rsales a 't. y~_ ... , respectivaaente, para las cua
les el ho1eo1orfis10 hlci;.,,l conserva la orientl!ción. Debe-
11os de1ostrar que ta1bién hlcr"'") prnerva la orientación. 

Sea { p(sl } una curva si1ple que no contiene a ningún 
punto singular de la ecuación -: , p(Ol = p y p(ll = q¡ 
sea { r!sl J p (si } una fa1i li a contínua de transversa
les a las hojas 'f_., y considl!reaos " = U( rtsl ,P (sl l 

T-., '·~·l 

Observa1os que, de 1anera natural, se ha construído una 
foliación del espacio • por hojas ( ns) ,P (s) l. 

Sea p'(sl = H(p(sll, {(r'(sl, p'(sl)} una fa1ilia con· 
tínua de transversa]es y considere1os N'= U( r'lsl ,p' (sl) 

lf(•,11 

El hOll!OIOrfis10 

1i : " __ ,. "' 

definido coto 1111 1,= h\c 1, transforaa la foliación 
r(s),flU,, n,,1,Púl 

por transversales (í(sl,p(sll en la foliación por trans-
versales ( r'!sl ,P' (sl l. la afiraación 2 se deduce ahora 
de la observación que hici1os al finalizar la de1ostra
ción de l. 

3) Observe1os pri1ero que la afir1ación 3 no se cu1ple 
para foliaciones estandar del bidisco {(z,wl;lzl<1,lwl<1} 

Considere1os las foliaciones estandar w=cte,,la folia
ción z=cte. y el ho1eo1orfis10 Hlz.,w.l = lz. ,w.l. H 
invierte la orientación,sin e1bargo, h =n Hli':t;"..,~-.. ~,~...c.l 

es la identidad y por lo tanto no invierte orientación, 



"' 

> 
z 

Para de1ostrar la afir1ación 3 necesita1os usar la con
dición 2, que nos per1ite usar el teore1a de Poincaré.As( 
puesto que¡ y¡• son puntos singulares no degenerados de 
-< y a<.' , cuyos nú1eros característicos son no reales , 
existe una carta lt',~l en una vecindad O de;; en la que 
o< ti1me una expresión lineal y el punto :fi tiene separa
trices locales 'f = { 'l = O } y 14' = { ~ = O }. Sean D'_= 
= HID> ,f',1','t'','I'', los ele1entos análogos para la ecua
ción °''. Por el corolario al teoreaa de Poincari, toda 
solución de la ecuación o< que se aproxiae a¡ se acu1u
la en las separatrices 'P y \f ; lo 1is10 sucede para la 
ecuación -<' • Por esta razón, el ho1eo1orfi s10 H trans
for1a separatrices en separatrices I pues H 1anda suce
siones convergentes en sucesiones convergentes):~·= H1,1 
'+''=Hl'l'l. Sea p~4>, p =(J0 ,0l, r= {~=!,.}, p'= Hlp),'(>' 

p' = IJ.,Ol lobserva1os que la solución al infinito va en 
la solución al infinito y por ello p' = ll'.',Oll,í'= 
n'=I,} y supongaaos, por últi10, que el ho1eo1orfis10 
HI.,,, : 14'1 --.. l\'~111 preserva orientación. Yaaos a deaostrar 
que h : lr,pl __ .. 1r;p') ta1bién preserva orientación , 
Observa1os que, por la afir1ación 2, basta hacerlo en la 
vecindad de la solución al infinito. 

n.' 

4 
HO") 

H -
~· 

".U;I 
¡1r, Jn~ 

-Q<LJ [J'•<LJ 
.>--... ' - --

'3 7 

·t Sean Yc'II, y: { (J,r¡) = w.,~l; ttCO,l1,f}0} 
Y,cr' .... , = { lr,'11 = IO,t~1) ; h [0,11, _¡,)O } ,vc'i'' ,~cr· 
los análogos para-''; ade1ás su-..·= Hl..,Jc:\J/\]' y~-, 

v,' = h h: l c. r' \p · • 

Dbserva1os que Hlfl =f'y que, por lo tanto, H(D\'l = 
D'\'e' ; por consiguiente, el hecho de que v y -1, sean li
breaente ho1otópicas en D ,~ i1plica quev'y-1,' son li
bre1ente ho1otópicas en O'\'t'' lla ho1otopía estaría dada 
por H·~ ti' donde ?{ denota la ho1otopí a de v, a .,, l. Por 
la afir1ación 1 sabe1os que Hit preserva orientación 
ly por ser ho1eo1orfis10 preserva grupo funda1entall por 
lo que~ y v' son hbreaente ho1otópicas. Esto nos indica 
que~. y Y,' son l ibreaente ho10tópicas (pues 'J, 0 y .,,. , v y~ 
son libre1ente ho1otópicas respectiva1entel. En resu1en, 
v, y Y.' son libre1ente ho1otópicas en r'\ p' y sabe1os 
que v. por definición está orientado co10 "',, por lo tanto 
el ho1eo1orfis10 h :<r,p) ---+ Ir' ,p'l preserva orienta
ción. 

/1, 

6.3 DENDSTRACION DEL TEDRENA 6.2 1 NODULO 1 1 • 

Hace1os notar que basta de101trar el teore1a 6.2 para 
el caso en el que el ho1eo1orfis10 HI~ preserva orienta
ción. En caso contrario, en lugar de la ecuación~· puede 



pensarse en la ecuación ;¡, ligada a"' por 1edio de la 
conjugación llz, ,11 l = lz, ,ii. I¡ el ho1eo1orfisao l•Hll". 
preserva orientación. La colección de puntos singular~s 
al infinito de la ecuación;¡. se obtiene de la colección 
...{ correspondiente a la ecuación o(' por 1edio de la conju
gación.Por esta razón,si la afir1ación del teore1a 6.2 se 
cu1ple para las ecuaciones« y;¡,, entonces se cu1ple pa
ra las ecuaciones~ y-<', 

Asu1a1os entonces que el ho1eo1orfis10 HIF preserva 
orientación. Co10 vi1os antes, Hlf.. l = F,., v: si los la
zos J,I;, j=1, ... ,n, son generadores canónicos paran,(~ l 
entonces ~·= HIX-1 son generadores para rr,lt,I (cada uno 
rodea a un punto singular al infinito de la for1a Hla;ll. 

Sean f;, = fJ, y fh = f;~· las transforaaciones de re
torno correspondientes a los lazos µj y J-<;'. Por el leaa 
1, toda transfor1ación ~. está ligada a f_, 1 con el 1is10 
ho1eo1orfis10 h y,por el le1a 6.3, h preserva orientación 
Ade1ás,por la expresión 15.14), sabe1os que cualquier '¼ffl· 
= f' IOl es i gua! a r.l•ffl, 1=1 ,2. Por la afinación 1 del 
corolario 4.4,existe una transfor1acion lineal A :'t: --.. "!: 
Al= 1, y una colección de enteros~ tal que 

... 16. 21 

Esta afir1ación es justa1ente la afir1ación 16.21 11ódulo 
l •; así, si lograaos de1ostrar que S.-= O , habrl!los ter
mi nado. 

6,4 INTERPRETACION 6EONETRICA DE .J. Y .A.+ ó 

Para de1ostrar que ó.· =·o en la expresión 16.21 1 vaaos a 
dar un criterio que nos per1ita distinguir entre e•"d; y 
¿••lJ;••;l, Para ello usare1os razonaaietos básicos de ho-
1otopía de curvas. 

Sea" una ecuación diferencial analítica en la región 
U~ C1 , j un punto singular de la ecuación « con nú1ero 
característico J. tal que l1~l f. O. Así, por el teore1a 
de Poincaré, existe una vecindad u. de J en la Cllil "' 
tiene una expresión lineal y existen separatrices 'f>0 y'l'0 

en las que se acu1ulan las soluciones restantes de la 
ecuación con condición inicial suficiente1ente cercana 

al punto sigular, Sea 1P .:>lf. una separatriz y a E C{> un 
punto arbitrario. En caso de que sea necesario restringi
rHos la vecindad Y = U , a & Y, de aanl!ra que la inter-
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sección YfW sea uno-conexa y la diferencia Y \ 1,ui1 
sea ho1eo1orfa al espacio Cª 1enos una •cruz coordenada' 
es decir, ho1otópica1ente equivalente al toro T •. Sl!a 
re ~, transversal a 'I' en el punto a , p,r • Por la 
con1utatividad del grupo funda1l!ntal del toro, el nú1ero 
di! vul!ltas del lazo.fa e Y, con punto inicial p,alredl!dor 
di! las separtrices ~ y~ define la clase de ho1otopía 
C;d & n,IY,pl. Considerl!los, por últi10, la proyección a 
lo largo de la solución n: IC1,al __ .. (r,al. La siguiente 
proposición caracteriza la prolongación analítica di! la 
transfor1ación n y nos·da la clave para separar el nú-
1ero ;.. entre los nu1eros ...i +.r. 

PROPOSICION 6,4 -
Seafi c. Y \ llf U".> l!l lazo con punto inicial p, r , 

que rodea una vez a la separatriz'I'. y no rodea ni una so
la vez a la separatriz 'I' • Entonces , si el lazofi es 
suficiente1entl! cercano a 'I' , existe una prolongación 
analítica de la transforaaciím TT a lo largo del lazo.}<, 
tal que, en una carta analítica~ l!n r, el ca1ino nfi 
tiene los 1is1os extre1os que la curva 

" -,nut •p= { p(t) j t& [0 11] } 1 )• p(t) = e ~•P .,, (6,3) 

y es ho1otópica a ella l!n r \ a • 

Antes de de1ostrar l0a proposición anterior observe1os 
que he1os logrado obtenl!r un critl!rio para separar el nu-
1ero ..t de los restantes J.. +d' , .re 1. En efecto, si 'S', 

es otra carta arbitraria en r y r~, es el arco 

v' , ·•••Ut&lt 
º'.&: { p(t) j h [0,1] } 1 'S• p(t) : e 'S,•P j 

entonces si los caainos VP y Y~.a ( ~. co10 en la proposicioÍI 
6.4 l tienen los 1is1os extreaos, 'I, y t son ho1otópicos 
si y sólo si & = O • 

De1ostrare1os ahora la proposición 6.4. Para ello, va-
1os a analizar el caso en el que l!l lazo ji. tiene una ex
presión 1uy sencilla: 

Sea Ir,.,, una carta que linealiza a la ecuación o< en 
una vecindad del punto singular J , i: = <i =T.}, p=lr ,.,,, 

···t .. y sea)(. el lizo ;1.= < <t,e' ,r.>; h CO,ll >;!.~="!Ir 



Si deseaaos conocer la proyección TT a lo largo de)<. 
necesitaaos calcular la solución que pasa por s y ter1ina 
en t . Así, por el teoreu de Poincaré, 

donde '/ es una curva en r. que une t con l.. así, si ~. = 

= "l (t>, se tiene que ln~ - ln~ = Unr - InJI, de don-• . 
de 

La proyecci Ón rr en la carta t. tou entonces la foraa 
TT(l;,'11 =~(~), y por esta razón, la co1posición t1ji. se 

expresa co10 

= c1.(t_'e ... ~.l ; t do,11 > 

es decir, 

lT~: (éZffi,lt1o ; tE- [0,1] } 

Hace1os notar que n,1i. coincide con el arco (6,3) en~ 
pues_ por definición r. Ir= ~ 1 y por lo tanto, e"1t,p = 
_ e·1111.1.t • r. 
- 1".•P• 

r:,,{c,1.\ 

-tflll 
e ~ 

Para de1ostrar la proposición 6.4 para un lazo arbitra
rio va1os a usar fuerte1ente los resultados obtenidos pa
ra A ligados al hecho de que las transfor1aciones de re
torno alrededor de un punto singular resultan ser índepen 
dientes del representante de la clase de ho1otopía de la
zos. 

Considereaos r y¡¿ transversal y lazo arbitrarios, ta
les que satisfacen las condiciones de la proposición b:'ly 

siendo j¡. un lazo, tan cercano a \f , que satisface 1 a 

siguiente construcción: 
Considere.os una proyección,.. defi° en la solución 'f a 

lo largo de una fa1ilia de transversales a~ 

considereaos, adeaás, el caaino n;.c.r y sea f =Aµ, ... ; 

si denota1os p ·. al punto final del caaino, entonces, co-
10 consecuencia de lo definido, 

., 
p' = f p ... (b,4) 

Supone1os ahora que {(r(sl,a(sll }, s• [0,11, denota 
una faailia continua de transversales a 'f', a(sh'f,í(Ol= 
= r. y ~ = r , y sea CJ<,} una h1ilia contínua de la
zos con punto inicial pis! e r Is), p(sl • Y \ l'f U\> ; 
adeaás, sea~. la proyección de µ1 sobre 'f' , SE [0,11 , 

)((0) =_.\, A (11 =}( 1 por si1plicidad denota1os ~ por 
risl ,;<, por .H (sl, etcetera ·1, De unera natural, se tie
nen definidas, una transfor1ación en las transversales 

A 1 : (~ ,a(sll __ ., ti:, ,alOII 



una proyección a lo largo de soluciones 

n,: IC~als)I __ _. (~ 1al0)1 

y una transfor1ación de retorno 

f,: (~ 1a(sll --- (~ 1a(sll 

correspondiente al lazo}(1 c'I' ,con punto inicial a(sl,li
bre1ente ho1otópi co a .ff, en lf' (pues aabos rodean a~ una 
sola vez l. 

la transforaacion de retorno f5 es independiente del 
lazo escogido en [_µ,J, entonces, co10 )J.. y_µ, son libre-
1ente ho1otópicos, pode1os pensar en el lazo basado en el 
punto alsl y que está dado por recorrer el ca1ino de 
a (si a a. ,rodear 11! con JJ.. y regresar de a. a a(sl , 
De aquí, la transforaacion fs se puede escribir co10 

Vamos a de1ostrar que f5 cu1ple con una relación pare
cida a la dada por (6.41, para con ello poder de1ostrar 
que los ca11inos iPe:.i (ver 16.5)) y n5j¡, tienen los 1is1os 
extre1os y son ho1otópicos para cada s .. [0,11. Pri1ero 
observa11os que, dado que la carta r. linealiza a f. , la 
carta ~. =!.A, linealiza a la transforaación fs ; ade
más, f5' IOI =e'"ª, Para verlo, considereaos la derivada 
de f5 en el cero 

Df (01 = IDA.I • IDf. 1 • <DAsl 
s 1 W,.) AJ•I !OI 

Recordeaos que Á,: ( r. ,a,I __ .,. < r. ,a. 1, de iodo que la 
proyección n lalsl ,01 = O<!/= O, de donde .t\101 = O • 

"lffiJ 
De aquí se sigue que f0 IA5(0)) = f 0 IOI =e O= O y , 

en consecuencia, 
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Por otra parte, de la expresión 16.'I) 

de donde, 

.. , -1ntJ 
f. 1~1 = e v¡ 

y 

1ni.l 
f.' 101 = e 

-zniJ. 
De aquí, la parte lineal de f, es e z, pues f s 101 = O 

Hace1os notar ahora que, tanto el inicio plsl co10 el 
final p'lsl de los arcos 

•lffi!t 
~Plsl= { pls,tl ; t6 [0,11 }1 ~ p(t,sl =e ?,· pis) 

s 
..• (6.5) 

satisfacen la relación p'(sl = (pis), pues se tiene que 
!•PIO,sl = 'f plsl , f.pll,sl =e'º'~ pis) y f5 en la 

1 S & 1n·! S 

carta t, to1a la foraa f, <~, 1 =e \ • En resu1en, he1os 
de1ostrado que 

p' (si = r'p(sl 
s 

y, por lo tanto, p'lsl es precisa1ente el extre10 final 
de n,µ, . Por Últi10, los caainos tP<sl yrr,µ, tienen los 
1is1os extre1os, pertenecen a í(sl \ alsl, dependen con
tínua1ente de s y son ho1otópicos para s =O. Por lo 
tanto, ~ 1 y ~Ji, son ho1otópicos en ílsl \ alsl para 
cada S* [0,11; en particular, para í<11 \ alll =na, 
YP .y nj¡ son ho1otópicos, que es lo que queria1os de1os
trar. 

/1, 

Antes de poder concluir la de1ostración del teore1a 6.2 
necesita1os un últi10 resultado, 

COROLARIO 6.5 -
Sean"' y •'.r.,(dos ecuaciones topolÓgicaaente equivalen

tes, H el hoaeo1orfis10 que los conjuga,¡., y}'= H(pl los 
p11ntos singulares de las ecuaciones .. y "'' con nÚ1eros 



característicos no reales J.., y..t., ~ y ~· = H!lfl separatri
ces de los puntos j; y .fi'; a'ct~, a'= Hla' lE Cf', r,y r, 
transversales a las soluciones en los puntos a' y a• y 
h : (r,,a· l __ ,. lr,,a• l el hoteo1orfis10 definido en (1.51 
Sean A y .A' lazos en 'f y 'f'', basados en a' y a• , que 
rodean a los puntos i y }'una sola vez en dirección posi
ti ,a, f, y f, las correspondientes transforaaciones de 
retorno y 'f, , ~. las cartas que las linealizan. Por úl
ti10, sea P, ~ r, \ a·, P, = h lp, l,; t; y 

Jn!At 'I = < p lt)G r...,; tdO,ll} ,'S'•P lt> =e t: lp l, 1=1,2 
p""' "' "" ... 'M 

Entonces si el ,ho1eo1orfis10 HI~ preserva orientación, 
los arcos h)'? y '( son ho1otópicos en r\ a• , 

1 '"t 2 

La idea de la de1ostración es usar la proposición 6,4 
para Hl}i) (donde Ji está definido co10 antes>, de 1anera 
que pueda extenderse la proyección a lo largo de las so
luciones a un lazo convenier¡te y, por consiguiente, la 
conautatividad del diagra1a (1.5) pueda ser extendida a 
un do1inio que nos per1ita sacar conclusiones sobre el 
co1porta1iento de h. 

~/ 
) n 

r, 

DEIIOSTRACION : 
Sean U,~, V,Jí. definidos co10 antes, U',•(, V', los 

objetos análogos para la ecuación o<' , y sea P." r; un 
punto suficienteaente cercano a a', El hecho de que el 
grupo rr, IV \ l'fUt>) sea con1utati vo, nos dice que la 
clase de ho1otopía [fa]€ TT, IV \ N'U~ll se define por la 
clase libre de ho1otopía de dicho lazo, Considere1os co10 
representante de dicha clase a un pequeño círculo topoló-

-gico que rodee a la separatriz "'· una vez en d1recc1ón 
positiva y que no rodee ni una sola vez a la separatriz 
lfl, El ho1eo1orfis10 H transfor1a a X en un pequeño 

círculo toplógico)t_', que rodea una vez a la sl!paratriz 
'(= HI~) y ninguna vez a la separatriz lf'= Hl'i'), Pode-
1os suponer que aabos círculos topo! ógi cos P.. y ;;¡_; se pro· 
yectan ho1eoaorfa1ente a lo largo de las soluciones sobre 
las transversales a las soluciones~ y 'f'' ,Co10 HI~ preser. 
va orientación, entonces por el le1a 6,3, J.' rodea a la 
separatriz 'P.' l!n dirección positiva, Puesto que todo;;. 
~ [fl.] es libremente ho1otópico a;, y H preserva oril!n
tación, Hfi y A.'= Hljí,l son libreaente ho1otÓpicos y , 

en consecuencia, Hft cu1ple con las hipótesis di! la pro
posición 6,4 IHjt rodea una sola vez a 1P.' y ninguna a lf' l 
Asi, las proyecciones n, y rt, del diagraaa 11,5) se prolon
gan analitícaaente a los lazos;;. y Hft , de iodo qui! , 
extl!ndiendo las vecindades O, y 01 y las proyecciones 
rr, y TT, (que denota1os igual por co1odidad), el diagraaa 
(1,5) con1uta, Asi,hrr,fa =rr,H}l, La proposicioñ 6.4 afir
H que n'IHA) y YP, son ho1otópicos en r. \ a• y que 
n•;; es ho1otópico a Y?, ; por lo tanto, co10 h preserva 
orientación, hn'µ es ho1otópico a h "r, y h11i= n'Hp 
es ho1otópi co a vP. , De aquí se ti ene , por fin, que h 

• 
es ho1otópi co a Y,, • 

/1, 

6.5 FIN DE (A DEIIOSTRACION DEL TEOREIIA 6.2 . 

Usando los resultados anteriores, la de1ostracioñ dl!l 
teore1a 6.2 resulta 1uy sencilla,Sabe1os que la condición 
11 . .I¡ # O i1plica la existencia de una carta que linea-
liza a la transforaación f;..,:IC,,a"') ---, 1i:,,a >, 1=1,2 
Sea t ... dicha carta. Co10 consecuencia del leaa 6.3, el ho • 
1eo1orfis10 h preserva orientación, lo que implica que 
los grupos de holono1ía <[ y .f. de las ecuaciones., y .... , 
satisfacen las candi ci ones del teore1a 4. 1, Sea p, r; un 
punto suficientetente cercano a a: Denote1os por Y;.,.,c i:., 
al arco de espiral logarít1ica 

donde p = p, p = hlpl. Por el corolario 4.4 al teore1a , .. 
4.1, h l', es ho1otópico en r .. \ a• al arco 



donde ó¡ es co10 en lb.21. Ahora,co10 consecuencia delco
rolario b,5, hYj, y ~ son ho1otópicos en r~ \ a'¡ los ar-- . 
cos t y t. 1 son entonces ho1otópicos en rt \ a~ , y por 
lo tanto, ó; = O. El teore1a b,2 queda de1ostrado, 

//, 
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7. Rl61DEZ FUERTE: EL CASO DE UNA 
FANILIA NONDPARANETRICA, 

7.1 EL TEORENA DE RIGIDEZ , 

En la introducción de este trabajo enuncia1os el teore-
1a de la rigidez absoluta. En esta sección de1ostrare1os 
un teore1a que resulta ser una consecuencia in1ediata del 
teorema de la rigidez absoluta, pues es la restricción de 
dicho teore1a al caso en el que se tiene una fa1ilia ana
lítica a un parámetro de ecuaciones, Sin e1bargo,la de1os· 
traci6n de este caso 1ás sencillo nos proporcionará parte 
de las ideas necesarias para de1ostrar el teore1a en su 
versión 1ás general. 

En esta sección va1os a considerar una ecuación otE.4., 
a la cual le i1pone1os las siguientes condiciones genéri
cas: 

7.a> o<. es una ecuación de Xuday-Verenov 
7.b) el 2-jet del con1utador [ f , i l es distinto de 

h( '1111: 

identidad, 
7,c) en la vecindad afín lz,11) la ecuación "' tiene n' 
puntos singulares P, • 
7.d) D.,+ t 1,.. I O , j=1, ... ,n. 

' 
Antes de enunciar el teore1a vea1os que, en efecto,las 

condiciones 7,a - 7,d son genéricas: 

En la sección 5.3 vi1os que la condición 7,a es genéri
ca para las ecuaciones ~cJ., Dbserva1os que la condición 
7.c equivale a pedir que el siste1a 

P_= O , O= O , 

tenga n'raíces distintas, El teore1a de Bezout !ver apén
dice l ) nos dice que esta condición se cu1ple para pa
rejas de polino1ios genlfricos en ,,J., de grado n. 

Por otra parte, la condición 7.d equivale a pedir que 
los si steaas 

p = o ' Q = o ' o .. + t = o 

sean lineal1ente independientes; hace1os notar que esta 

condición se cu1ple ta1bién para parejas genéricas !basta 
ver lo que sucede con las resultantes de P y Pw y de Q y 

º~ ) . 
Por últi10, la condición 7.b ta1biin se cu1ple para 

ecuaciones genéricasc,(,J .. co10 se ve en la siguiente pro
posición, 

PROPOSICION 7,1 -
Sea e,(•, .A., fija y -r una carta en 1 a transversal r a 1 a 

solución al infinito. En una vecindad Vc..{del punto"'· 
se encuentra definida una transfor1ación analítica de V 
en e~" <P: V --~ e·~ tal que, a cada o<c V le asocia el 
conjunto { f,' 101, f'' (0), ... , f · (01, f" 10) } de los coe-

~ ·~ "' ~~ 
ficientes de Taylor del 2-jet de las transforaaciones f,.._, 
... , f • Entonces di1~(Vl = 2n. -

En otras palabras, la proposición anterior nos dice que 
variando la ecuación ,.,,.J.. se pueden variar arbi traria1ente 
los 2-jet de las n transfor1aciones en el infinito. La 
de1ostración del teore1a se sigue de calcular la pri1era 
y segunda variación de la solución al infinito F con 
respecto a las condiciones iniciales. En la sección 5 cal
cula1os ya la pri1era variación y obtuvi1os que f' (0) = 
= ¿wilj I j=l, ... ,n; par'a deaostrar la proposición bastará 
con encontrar la expresión de f;101 , No lo hare1os aquí. 

For1ule1os ahora el teore1a de la rigidez fuerte: 

TEORENA 7.2 - !de la rigidez fuerte) 
Sea .i.,i., una ecuación cualquiera y cÁ = { "'- ltl } una fa· 

1ilia analítica 1onopara1étrica definida en una vecindad 
Oc C del origen, o( 10) =o<. Suponga1os que -< es estruc
tural1ente estable en la clase <A, donde el ho1eo1orfis-
10 Hit) que conjuga a las ecuaciones"' y~ lt) tiende 
unifor1e1ente a la identidad cuando t --• O. Entonces,si 
o<. es una ecuación de tipo genérico, entonces o<.(t) es 
afin1ente equivalente a o<. • 



übserva1os que.cuando deci1os que -< es de tipo geni
rico, esta1os suponiendo que satisface precisa1ente las 
condiciones 7.a - 7.d descritas al principio de la sec
ción. 

El conjunto A.,_ de ecuaciones ~~4~, afin1ente equiva-
1 entes a o<. , constituye una variedad analítica, Si la in· 
terseccion ...:/..,n4 es un subconjunto abierto del conjunto 
A , entonces por la analiticidad,dc../, Por esta ra-

"' zoñ, va1os a restringirnos en la de1ostracioñ a la región 
de definición 0 de la fa1ilia ,_/. 

7.2 DEPENDENCIA ANALlTICA CON RESPECTO A UN PARA"ETRO 
DEL HONEONORFISNO QUE CONJUGA A LOS GRUPOS DE HOLDNO"IA 

Aplicando el resultado del le1a 2.1, se tiene que para 
todo t en una cierta vecindad 0'del origen, los grupos 
marcados de holono1ía en el infinito{c+) con generadores 
fi.,i+i = fj.~ , son conjugados por el ho1eo1orfi sao ht I don
de h.: (r,al --~ (r,a) y se tiene que, para todo pE r 
para el cual h+p esté definido, el diagrama (1.51 toaa 
1 a forma 

donde O es una vecindad del punto base ··a", Así, por la 

conautatividad, trH/f,) = (h/rl ~J = h¼(1t'f1P) y, por la 
equivalencia topológica en la transversal h hr'f'P 1 = hr'f'l l ,( .,.,,,( 

La igualdad rrH~ ('f'PJ =rr~., .... nos proporciona una igualdad 
de conjuntos que 1ás adelante nos será de gran utilidad 

... (7.11 

(es i1portante no olvidar que la igualdad anterior repre
senta sólo una igualdad de conjuntos) 

Yaaos a ver que la fa1ilia de ho1eo1orfis1os es, de he
cho, una faailia analítica de holo1orfis1os. 

PRDPOSICION 7,3 -
La fa1ilia de ho1eo1orfis1os {h+} es una fa1ilia ana

lítica de holo1orfis1os. 

DE"OSTRACION : 
Las condiciones 7.a y 7.b i1plican que el grupo ¿ 

cu1ple con las condiciones del teore1a 4.5.Por esta razón 
el ho1eo1orfis10 h~ es un holo1orfis10, Ade1as, la expre
sión (4,181 nos per1ite dar una descripción precisa de h+: 
el teore1a de Schroeder para la linealización de una fa-
1ilia de transfor1aciones 1 nos asegura la existencia de 
una fa1ilia analítica de cartas <r.} tal que la carta 
~+ linealiza a la función f,,,1+l. El con1utador lf,.'k>'f,.,~t 
en la carta -r. to1a la for1a 

t, --~ ! + a (ti t 1 + ... 
T + 2 ~ 

donde a2 ltl es una función analítica de t; por la condi
ción 7.b, se tiene que a. (O) '/- O y, por consiguiente, 
a 1 (t) '# O y 

... (7.21 

1 /. 

7.3 FDLIACION AUXILIAR. 

Va1os a reinterpretar ahora a la fa1ilia A co10 una 
ecuación ~iferential, para con ello construir una folia

ción auxiliar® que nos per1ita de1ostrar la equivalen
cia analítica de las ecuaciones o( y -< (ti • 

Una ecuación cualquiera ~ (ti de la fa1ilia analítica 
,A e~, se expresa en una vecindad afín (z,wl co10 
dw/dz = P(z,w,t> / Qlz,w,tl,con P y Q polini1ios que de
penden analíticaaente de t. Sea X el producto X = CP'• tJ 

la fa1ilia ,A se puede interpretar co10 una ecuación en X 

1 que denotare1os ta1bi€n por A I y que en la región 
n.c X, n= { lz,w,t) } toaa la forma 

dw _ P(z,w,tl 
dt Qlz,w,tl 

_!l.! ~o 
dz 

Observaaos que la restricción Al= o<. (t 0 ) y que la con. ,t. 
dición dt/dz = O i1plica que el plano vertical t = cte 
es invariante con respecto a.,/. Ali solución de la 



ecuación A con condiciones iniciales x = (q,tl, la de
notatos 

Establecetos que el hoteotorfisto H~ es el que lleva 
el espacio cp~,. {0} en CP' ,dt} y que el holotorfisto 
h\- lleva una vecindad de (r,a) "{0} en (r,a)" Ct} . 

D1mote1os por U. a la región de defi nJCi ón de todos los 
holomorfismos de la fatilia { h\- }1 por U~ a la región 
h, u. y por U e r. O' a la región 

u =Llu 
~·et \ 

(recordamos que en leta 2.1 se escoge O suficientetente 
pequeilo alrededor de ··a" de todo que ·a" y r sirven para 
considerar fc+) l. 

Con la notación que hetos introducido, la expresión 
(7,ll tota la forta 

H/<'" = 1('11t , para todo p, u., t .. (9' ... 17.3) 

De aanera natural se tiene una foliación por curvas '7_" 
de U definidas coto 

... (7. 4) 

La ecuación v/ tiene puntos singulares en la región .O. 
y en la región X \(l, Denotetos por Y al conjunto de 
puntos singulares de .Á en .[). y por Y' al conjunto de 
los puntos singulares al infinito de la ecuacion A , 
Y' c. X \ .n , Por la condición 7.c cada restricción 

"- lt0 l = ..4 t es una ecuación con nª puntos singula-+ .. +o , 
res; así, la vecindad é) puede suponerse tan pequeña que 
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Y consista de n1 curvas analíticas C ~ lt) } el, para 
j=l,, .. ,n. 

La siguiente proposición nos asegura la existencia de 
una foliación analítica biditensional de la variedad 
X\ C Y U Y'},Dicha foliación, resulta ser invariante con 
respecto a la ecuación A y transversal a los planos 
t=cte. Coto veretos tás adelante, la construcción de esta 
foliación es la clave para la detostración del teore1a 1ya 
que habremos de construir un catpo tangente a las hojas 
de la foliación de tanera tal, que el flujo fase de di
cho catpo proporcionara la relación analítica entre las 
ecuaciones °' (O) ="' y "' (tl • 

PROPOSIClON 7.4 -
En la variedad X\ { Y U Y'} se halla definida una fo

liación analítica biditensional ®, invariante con res
pecto a la ecuación ,.,4 y transversal a los planos t = ch 
Cada hoja tiene intersección no vacía con U; la hoja \p 

que contiene al punto p, U0 esta definida por la fór-
11ula 

s =U 'P. =U 'e. p .¡, .. 
•• e •" •• 'lp 

, .. (7.5) 

OE"OSTRACION : 
Observeaos priaero que H/.., = Fd, , de aanera que la 

diferencia X \ {.n. U Y' } es una hoja de la foliación ED 

pues 

X\ ,nu Y')= u Fo(~,= u H/ .. •,e• ... .,. 

y 

X \ In.U Y'l = U E,~ 
·hit' + 

así, si ·a ·es el punto base de n, <F,.) 

A esta hoja se le denotina hoja al infinito. 

Para detostrar la proposición 7.4 tenetos que detostrar 
los siguientes puntos: 



ai Los conjuntos ~p for1an una partición del conjunto, es 
decir, 

U t. = X \ 1 Y U Y' l ,.u. ... (7,1,) 

y que 

... (7. 7) 

bl La partición en conjuntos s es una foliación analíti-
P 

ca. 

Para de1ostrar la relación 17.lil hace1os notar que la 
vecindad {)' puede toaarse tan pequeña que cada ecuación 
O((t) sea del tipo de Xuday-Yerenov, así todas las so

luciones de la ecuación o< (tl, salvo la solución al infi
nito, son densas en cp' .. {t}, Considereaos un punto q en 
X \ { Y U Y' } , entonces q, cp•,. {t} para alguna te e· 
Sea l\ la solución de o<. ltl que pasa por q¡ si l()\t no 
es la solución al infinito, entonces~+ es densa en el 

producto CP1
" {t} e intersecta a U1. • Co10 U esta fo

leada por las curvas rzP , lf' intersecta a alguna de ellas \f • 

en U~ , diga1os que XE1 !'\'f' , Por consiguiente, ... ,,t 

Así, 1 1 ~ = X \ C Y U Y ' } • 
ÑU. 

Para de1ostrar que o bien (,íl~.= 'P o t.,= r,, usamos 
1 a re! aci Ón (7, 1 l pues si q, r,nr,• entonces q, ~""' y 

q,lf~P , para alguna p y p' " U¡ sin embargo, la rela
cioñ (7,1) i1plica que q1. ~'f, y q, H/t'P , por lo 
tanto, p · ,l(l, y t., ='iP, . 

De1ostrare1os ahora que la partición de X\ { Y U Y'} 

en conjuntos rp es una foliación analítica. 

Sean x = (q,tl ~ X\ { Y U Y' } 1 x', U,()lf,. puntos 
arbitrarios y tc'P,._una curva que co1ienza en x v ter

aina en x '. Sea Ta x un plano transversal a la soluc1ón 

4'1 , Ve X una vecindad de x a lo largo de la solución 

de la ecua e i iin A tan pequeña que la pr oyem ón n,. 
l\-: V--~ (T,xl de Y a lo largo de la soluc1oñ sea una 
transforaación analítica univaluada de rango dos . 

Esque1ática1ente Y puede interpretarse co10 

Considereaos ahora la transforaación A1 : IT,xl --~ IU,x·) 
de la ecuación A correspondiente a la curva 'I . La trans· 

foraación f\•!!T: IV,x) ---t W,x'l es analítica de rango 
dos. la foliaci6n H de la vecindad (U,x') induce una 

foliación H., de la vecindad Y, H,... = ( Av" 11¡ ~ H , co10 
sigue: a la hoja de la foliación H que pasa por el pun-
to y e V la denotaaos ?. y y se define co10 

en otras palabras, dada y, Y, se considera la curva en 
!U,x ·) que pasa por el punto IA~·n,.. llyl, tU,x 'l, y se 

define la hoja ~;'f "jalando" el segaento 1/A 11 ) (\ <U,x l 
• _, '{' T y 

con la transforaacion l•\•t\ l 



La foliación H~ así definida es analítica pues bv y 

iTT son analíticas y la foliación H de U, dada por las 
curvas ~P = { h p ; t t. 0'}, p E u., taabién es analítica. 
Solo nos resta ver que la foliación H• y nuestra folia
ción original coinciden. 

Sea®• la partición de la vecindad en las co1ponentes 
conexas de la intersección f, n V. La transforaación b,,nr 

lleva a la intersección f,íl V en el conjunta nu1erable 
de curvas analíticas dado por 

u. 

U 1,.nm,x·1 
,., ""U. 

Cada una de las intersecciones 1,• (\ IU,x · 1 es conexa, 
por ello la foliación ®• y H._ coinciden, La foliación 
obtenida es independiente de la curva Y elegida y ®v 

es una foliación analítica. En consecuencia, (3) es una fo
liación analítica. 

7.4 CA"PO TANGENTE A LA FOLIACIDN 
Y FIN DEL TEORE"A 7 2 • 
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En esta sección de1ostrare1os un le1a que 11plica al 
teore1a 7.2. Dicha le1a es el siguiente: 

LE"A 7.5 -
Sean la variedad X, la ecuación J, la región fl Y los 

conjuntos Y y Y' de puntos singulares tal co10 fue
ron definidos en la sección anterior • Sea e la folia
ción bidi1ensional analítica invariante con respecto a la 
ecuación ,A y transversal a los planos t = cte. 

Sea~ = X \ (.fl.U Y' } la hoja al infinito de la fo

liación G> • Supongamos, por u1ti10 que la ecuaci6n "'- (0) 

satisface las condiciones 7.c y 7,d • Entonces todas 
las ecuaciones o<. (ti son afin1ente equivalentes a la 
ecuación ac'. (01 

Para demostrar el le1a 7.5 es necesaria la siguiente 
proposición : 

PROPOSICION 7.6 -
Bajo las condiciones del le1a 7.5, existe un campa W, 

definido en la región n , tangente a las hojas \• de la 
foliación @ y que tiene la farH 

= [ A(tl ~
1
+ b(tll 

ll(z 111,tl 

donde A(tl : e·--~ eª es una 1atríz analítica y b!ti 
en C es un vector analítico. 

La de1ostación de la proposición 7,6 nos llevará un pa
co de tie1po 1 de iodo que opta1os par deducir pri1era el 
le1a 7,5 apartir de la proposición 7.6, y después pasare-
1os a la de1ostración de esta Últi1a. 

Suponga1as entonces que II es el ca1po construido en la 
proposición 7.6. El flujo fase g~: C'• {O} --+ e'• {t} , 
correspondiente al ca1po 11, está definido en el espacio 
C1• (t} para todo t E e• 1 ya que da lugar a las ecuac10-



c1ones d1ferenc1ales no ho1ogeneas 

[!] = A!tl[:J + b(t) 

t=l ... (7.8) 

La linealidad de la ecuación (7.8) nos dice que g~ es 
una transformación afín y por lo tanto se prolonga al ho-
101orf i smo 

- 1 • 
H : CP • CO} --+ CP• Ct} 
" 

Co10 W es tangente a®, la foliación® es invarian
te con respecto a la ecuación (7.81; así, la intersección 
sp íl CP1

• {O} se transforaa en la intersección 't,ílCP'" {t} 
El le1a 7.5 queda de1ostrado apartir de la observación de 
que 1 as intersecciones !,.íl CP'.. (O} y s,íl CP1

• CU son 
solución de las ecuaciones "'- (Ol y "'lt) respectivaaen
te. 

Demostraremos ahora la proposición 7.b. Lo pri1ero que 
vere1os es que en X se tiene definida una distribución 
analítica, por planos, que resulta ser integrable, 

En cada punto x, X\ C Y U Y'}, considera1os el plano 
co1plejo bidimensional L, tangente a la hoja sx ~ x de 
la foliación (9), En la variedad X se define una distri
bucion analítica bidi1ensional ';f_ luna distribución por 
planos} de la siguiente 1anera: 

Sea C~ la vecindad afín en CP', C~ = { !z, ,w, > } con 
!z, ,11,l = !t,~l y sea .n.,= e:~ f)', En la región 
la ecuación v/ da lugar al polinomio vectorial 

W = !ll(z,11,tl, P!z,11,tl, Ol 

en la regiónn, la ecuación ,4 da lugar al caapo 

A A 

W = <11,l~,w.,tl, ~!z,,~1tl, 01 

donde P, y D, son polino1ios que dependen analítica1ente 
de t y tienen la for1a 

Q, (z, ,11, ,tl = z';'ll!t,-,t,t> 
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Esta expresiones se deducen de la expresión 11.31 

dz, z, 11 
dN,: Nµ - jS 

- -con P<z,,11,l=i,Pl+.,~l y ll!z,,~l=~Q(t,~i. 
Sustituyendo se tiene , para cada t, 

dz, z, ( z'.' 11 ( i:; ,l , t l 
dw,- w,!(lll-t;,~ 1 tl - (P!t.,t,tll 

y 

dz, i;'' 11 ( t ,~ t) 
dw, z,""(lll(-¡;,,,tl - t,P!t,,'1';,tll ... (7,9i 

Puesto que los planos L. y t = cte. son transversa
les en cada punto (z,11,tl = x, n \ Y (ya que la folia
ción ® es transversal a los planos t = cte. l se encuen
tra definida una función R(xl tal que el plano L • sa
tisface la ecuación 

w (xi = P(x) dz - ll(x) dw + R(x) dt = O ... 17.10) 

Aclaremos: las rectas (co1plejasl tangentes a la folia
ción de cp'" {t} dada por las soluciones lf. = 'i',,.1+¡ de 
la ecuación -< (t), satisfacen Plx) dz - Q(xl d11 = O . 
Así, puesto que la foliación ® es transversal a los pla
nos t = cte., entohces los planos L, taabién lo son y 
por consiguiente, deberán tener componente en t distin
ta de cero. 

. ~··~ 

'PM,h-O!Yldw = o 



Debido a que la d1str1bución.:f es analítica, se tiene 
que R es una funcilín analítica en .n.. \ Y. Co10 Y es 
un conjunto analítico de codi1ensión 1ayor que uno, la 

funci6n R se prolonga analítica1ente a todo~. Análo
gaaente, en la región n la distribución 'i: , prescribe 

la for1a 

~ 

w,(xl = ~(x) dz, - ll, (xl dw, + R, (xl dt ... (7,111 

donde R, es una función analítica en .n,. Ya1os a de1os-
trar ahora que R. 12,. 0 = O • 
El plano { z,= O}= { (~10,tl } es la cerrradura de la 

hoja al infinito (fí= X\ {!l U Y'}, es decir, { z,= O}= 
= :F'U y'; por esta raz6n, para todo XE { z,= O}, el 

plano L. contiene al vector (0,0,ll (hace1os notar que 
el punto lO,Ol satisface P lxl dz - ll dw =O, de 1anera 
que , por la transversalidad de L,, , el vector (0,0, 1l 
debe estar contenido en L,l. Así, para el vector (0,0,l) 

la igualdad (7.11) i1plica que R,!xl =O. Por lo tan

to, R, 1 = O • 
z:, ... Q 

Nuestro siguiente objetivo es ver que R y R son poli

nomios y, ade1ás, que Rly = O, ya que, de esta 1anera,po 

dremos hacer uso de un teore1a relacionado con curvas al

gebraicas (el teorema de Noetherl que nos asegura la exis
tencia de polinomios L,l lz,wl y L.t(z,wl tales que 

R(z,w,tl = ll!z,w,tlL,~!z,wl + P!z,w,tlL,t(z,wl. Apartir 
de esta expresión quedará de1ostrada la proposición 7.6 

y, con ella, el teore1a 7.2. 

PROPOSICION 7.7 -

Las funciones R y R, construidas arriba son polino1ios 
de grado no 1ayor que n+l en (z,wl y !z, ,w,l respecti
vaaente. 

DEl'IOSTRACION : 

__ E~ la intersección .n. íl .O., los ca.pos (P,ll,Rl y 

!P,,ll,,R,l son proporcionales, lo que i1plica que las fonas 

w y w,, ta11bién lo son. Yeaaos cual es la relación que 
satisfacen : 

De la relación (7.91 se deduce que la foraa w en la 

carta (z , , w,, tl toaa la foraa 

w =~[w,lllt,il;,tl - P(t,,1,',tlldz,- ll!t,,.,tld11 + R(~1'1;,tldt 

AsÍ,la igualdad t, [w, ll!~,'¡;',tl - P(1; 1~ 1 tll = P,t;,~,t 1 

o bien la igualdad lHt ,1; i \ z, = Qlz, ,11, ,t1 1 •. ••• no~ 
di ce que w, = z~·w , de donde se sigue que 

R,(z ,w ,tl = t'R!t,'!f,ti. 
1 1 1 1 • 

Sabe1os que R, es una función analítica en .í1. y, por Jo 

que vi1os antes, R, 1 = O, de iodo que (' R !t,1, t )1 = v z. .. o 1 1 Z,:o 

y z7'Rlt,¡;,tl es analítica en { z, =O}. Esto equivale 
a decir que 11,r•i R!z,w,tl se extiende analíticamente 
al infinito, es decir, que R,(z .,~, tl es un polino110 
y por lo tanto, R(z,11,tl ta1bién lo es. 

i i . 

PROPOSICION 7.8 -

R 1 = O .. , (7.12) 
y 

DEl'IOSTRACION : 
La proposici6n 7.8 es consecuencia directa de la condi

ción 7.d y del teorema de Frobenius que recorda1os a 
continuación: 

Teore1a de Frobenius -
Una distribución.{) en una variedad diferenciable X es 

integrable si y sólo si d!.e!Ellc 12. Wl, dondei 1.D1 

denota el ideal en T;X dado por 

.f(l)) = Cw r•x ;wanula aD} 

(deci1os que una q-foraa anula a .{) si par a cada x .. ' 

w,lv,, ... ,v,l = O sie1pre que v,, ... v,".O(x!l 

Puesto que la distribución .i1 es integrable,el teoreaa 
de Frobenius nos dice que d(f l..011 c.Q.(l>l, lo que equi
vale a decir que w" d w = O. En nuestro contexto la 
igualdad anterior i1plica que lll~+ PwlRI = O, ya que 

)' 

• ll(dZ1, d11) + R ld11,dtl + R (dz,dtl 
l Y1 '2 

co10 en Y se tiene que P =O= ll, entonces w t = R dt. 
y 

Así, en Y, 

w" dw= P....,Rld11 ,..dzl 11dt + ll2 Rld11dzl" dt = O, 



por io tanto, 

Por último, la condición 7.d I Q .. + P.., 1 # O I para 
~ P; e 1, j=J, ••• ,n•, i11plica que 

R ~ = O 

I /, 

Aplique1os ahora el teore1a de Noether lver apéndice 
l l a nuestro proble1a, Dbserve1os que P y Q no tie

nen factor co1ún y que la condición 7,d nos asegura que 
los puntos singulares son puntos singulares ordinarios, 
ya sea de P o de Q, Sin pérdida de generalidad, supo
ne1os que P, es punto ~ingular ordinario de P y que 
DP1ID> > O, donde cada P; denota un lugar con centro en 
el punto singular ordinario P (ver preli1inaresl, Sabe-
1os que DP) !Rl > D,,;rnl , pues de la igualdad Rt,. = O 
se sigue que R se anula, por lo 1enos, en los n• pun
tos distintos de intersección de P y Q, Así, por el teo
re1a de Noether, para cada t fija existen polino1ios 
L,t lz,wl y Litlz,11) , de grado no aayor que uno, tales 
que 

Rlz,11,tl = Qlz,11,tll lz,wl + Ptz,11,tll lz,11) ,,,tt13l 
lt •t 

Como P,Q,R dependen analítica1ente de t, los polino1ios 
L,~ y Lzt ta1bién. Sea 

[
Lu lz,11)] 

lllxl = lllz,11,tl = L,t (: 111) 

Wlxl así definido es un ca1po analítico en X. Las igual
dades 17. IOl y (7. l3l nos dicen que 

(-Ln,L,1,ll = Piz,11,tl (-L)z,11)- Q(z,11,tll,t(z,11)+ Rtz,11) 

y 

Rtz,11,tl = Qlz,11,tlL,t tz,11) + Ptz,11,tlla iz,11) 

por I o tanto, 
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y 

[
-L.- lz ,wlj 

ll(xi = -L,, (z,111 
1 

Así, la proposición 7.b queda de1ostrada y , con ella, 
teoreaa 7,2, 

I J • 
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B. Rl61DEZ ABSOLUTA. 

8.1 UNA CONSTRUCCION BASICA. 

En esta sección de1ostrare1os el teore1a que enuncia1os 
al inicio de este capítulo y que resulta ser el prin
cipal resultado de este trabajo. Recorde1os nueva1ente 
dicho teoreaa y asu1a1os que a la ecuación "'""'• , se 
le i1ponen las 1is1as condiciones genéricas que se asu
mieron en la sección 7.1 • 

TEORENA 8.1 -(de la rigidez absoluta). 

Para ecuaciones genéricas "''J.; existe una vecindad u .. , 
u .. c .A,, de la ecuación o( y una vecindad % del ho1eo1or
fi10 identidad de CP'--~ cp: en la topología unifor1e, 
tal es que toda ecuación °''" u ... topol ógi cuente equivalen
te a« , conjugada a o( por un ho1eo1orfis10 HE.?l ,es· 
afinaente equivalente a°' • 

Para de1ostrar este teore1a va1os a proceder por contra
dicción. Es decir, suponga1os que existe una sucesión de 
ecuaciones~ ... e.A,, , topológicaaente equivalentes a "'º , 
que tienden a ~ y tales que el ho1eo1orfis10 H.,. que 
liga a <I".., con o(0 tiende a la transforaación identidad, 
pero las ecuaciones ""~ no son afineente equivalentes a 

c<0 • En lo que resta de la sección nos concentrare1os en 
de1ostrar que esta suposición nos conduce a una contradic
ción. 

Por el le1a 1.2 sabe1os que para I suficiente1ente gran
de, se encuentra definido un ho1eo1orfis10 

h,..: ,r,al --~ ir,al.., 

que conjuga a los grupos aarcados <t y :f.., cuyos respec
tivos generadores son fJ y f. , j=1, ••• ,n ¡ el diagra1a 

,111(• J,lt'm 

(r,al P; •• , 1r 1al 

h.¡ [ l. 
(r,al,.. ~ (r,al'" 

es con1utativo para toda j = 1, ••• ,n, y ade1ás 

• .. 18. ll 

(donde la igualdad denota una igualdad de conjuntos - ver 
17. ll l 

PROPOSICION 8.2 -
Sea "•'.A~ una ecuación que satisface las condiciones de 

la sección 7.1 y ~EÁ,, una sucesión de ecuaciones que tien
den a o(0 , topológicaeente conjugadas a o<0 por 1edio de 
ho1eo1orfis1os H,... que tienden unifor1e1ente a la identi
dad, H,.,~ id. Entonces existe un subconjunto analítico 
Ne.A" , ·.¡:e contiene a -<. y a una subsucesión nu1erable 
de la sucesión { «,., } (que habreaos de denotar ta1bién 
co10 {~..., }l que tiene las siguientes propiedades: 

1l di I N } o. 
2l N es el subconjunto 1ini1al de .A., que contiene a la 
unión de -<. y { o(.., } • 

3) Se encuentra definida una fa1ilia de holo1orfis1os 
{ ii ... : 1r ,a) __ ..,, Ir ,al .. ; -<E N } que conjuga a los gru
pos aarcados de holopo1ía :[ y J;_ . 

o 

DENOSTRACION : 
La de1ostración·de esta proposición es larga, de iodo 

que la hare1os por partes: 

al El subconjunto analítico N' de las ecuaciones cuyos 
grupos de holono1ía al infinito son analítica1ente equi
valentes. 

Sea Y, una vecindad de -<0 en .Ar,. Co10 -<0 es una ecua
ción de Xuday-Yerenov y he1os visto que dichas ecuaciones 
for1an un subconjunto abierto en Á.,, entonces pode1os 
suponer que escoge1os Y, tan pequeña, que todo "'" V, es 
de Xuday-Yerenov. Ade1ás Y, es una vecindad tal de 0(0 que 
todas las transforaaciones de retorno f;.._ , j=I, ••• ,n , 
dependen analítica.ente de o< , para o<. en Y, • Antes 
de hacer algunas observaciones en relación con este últi-
10 punto, va1os a dar una idea de lo que desea1os de1os
trar. 



51:;:: , co10 antes, es el grupo for1ado por todos los 
ger1enes de transfor1aciones confor1es (C,Ol --~ IC,Ol , 
sea .T "el producto T" ···x 'F., . Consideremos la trans
foraación 

:T : V, _____ .,. (F" 

. O( __ ..., ( f. ' ... ' f ) .• ., 

y considere1os en ÚIV, l todas aquellas colecciones 
' l , ... ' ,_ ¡ tales que los grupos r generados por 

... "f( -

(. .. , ••• , I',.., sean analítica1ente equivalentes a~. Desea-
1os de1ostrar que la i1agen inversa del conjunto for1ado 
por dichas colecciones constituye un subconjunto analíti
co de e/4, . 

Por lo que vi1os en la sección 3, tiene sentido, dadas 

las transforaaciones f;,., o1., V,, j=l, .. ,n, introducir el 
concepto de fa1ilia analítica de geraenes { '3,.> para-
1etrizados por U, donde U es una vecindad de V,>< CO} , 
V,N {0} c. U c. V,>( C • Para cada j, la fa1ilia { l. } u la 

JI( .,e. 

entende1os co10 un biholo1orfis10 

~ : U e V," C --• V," C , 

sobre su i1agen, de la for1a 

F.i '",zl = («,f.i (é 1zl l = <-,t .. lzl l 

(para « fija, F.i '"•-' = 1« 1f; (" 1_11 = 1-.,t ... J l. 

Coio/4 lo he1os identificado con el espacio de los coe
ficientes de los polino1ios P.. y g_, entonces, si denota
por A;,a los ln+1lln+2l/2 coeficientes correspondientes 
a P .. y por e;, a los correspondientes a Q .. ,se tiene 
que las funciones ~ to1an la for1a 

... " .... F. , .. ,z¡ = F.( IA,s ,B •• l ,zl , j=l , ... ,n , 
J J r+sc0 

donde el orden l~l que asocia1os a los coeficientes es 
el correspondiente al grado, eligiendo pri1ero la varia
ble z y después la 11 : (0 101 .¿_ (1 101 < (0 1 11-<- 12,0l 
..:: 11,11 < (0,21 < .... A los coeficientes correspondien

tes a"• los denotare1os, por brevedad, co10 A~5 ,B~5 ,pa
ra r+s=O, ••• ,n. 

Co10 ..-. y toda o< en V, son ecuaciones de luday-vere· 
nov, satisfacen las condiciones del teore1a 3.2. Por lo 
tanto, para cada fa1ilia F; y todo co1pacto k en v. 
existe una fa1ilia de ca1bios de coordenadas t tal Que 

... tB. 5! 

donde A .. := ..l (ael depende analítica1ente de"'. Así, para 
-<. y para cada o< fija, si nos fijaaos en la segunda 

coordenada de 18,31 para la fa1ilia F, , se tiene que 
existen ca1bios de coordenadas 'f~ y !.._ !que dependen ana
l ítica1ente de o<. l, tales que los siguientes diagra1as 
con1utan : 

IC,Ol _fu, (C,Ol (C,Ol 

~.¡ 
IC,Ol 

lr... ·tj 
..(. .t., 
- IC,Ol IC,Ol - !C,Ol 

Así, en las cartas '5' y 'f. las colecciones l ~ , .. , f. l -«. • ,-c.. .. 
y ( f, .. 1 ••• ' (.,.,_ l correspondí entes a r y:;- toaan I i .... ... 
foraa 

U z, !. a,, z; , •.• ,i a . z; 1 
J.,, Js1 ",a 

y 

respectiva1ente. 

Supongaaos ahora que los grupos{. y:[ son analíti_ca-
1ente equivalentes, entonces existe un holo1orfis10 h ... 
tal que 

h./A zl =J.,. (h,.lzll ... (8.4) 

y 

ÍI ,i.~.zjl =fa"' •. <h"lzll, k=2, ... ,n .... 18.51 
e(. J&1 '-k,¡ J•1 J 

Va1os a hacer uso de la relación (8.41 y del hecho de 
que h .. tiene, co10 función analítica, una expresión en 
serie de potencias convergente alrededor del origen, para 
deaostrar que Á =..t... 



Así, s1 l¡,lz 1 = I. Cil; z; , entonces }_ (?,_¡ ll d =..1 • ."°l.fl; z; 
~.... J11:1 J•• 

Sea~. ,el pri1er coeficiente de la serie anterior, distin• 
to de cero, k > 1. La igualdad anterior nos dice que 

por Jo que , 

AK=Á...,_ 

Considere1os ahora el coeficiente = O, entonces 

por lo que 

V J..' = 1 

Sin eabargo, por ser o<0 ecuación de Xuday-Yerenov IJ.I ~ 1 

de aanera que todo ~ , k > 1, deberá ser cero. Así, la 
Única relación que se tiene es 

1. @, = J., (.3, 

y .,l = J. ... 

En resuun, 1 o anterior implica que si :[ y { son gru
pos analítica1ente equivalentes, entonces el holomorfismo 
h"' que conjuga a dichos grupos es de la forma ii_.(z) =fiz 
una vez linealizados los generadores l,,.. y f, .... . 

En vista de que hemos conseguido una expresión para h~ 
vamos a aplicarla a la expresión 18,5) para obtener la 
relación que guardan los coeficientes aKj y a;j 1k=2,,, 
••• ,n , j=l,2,.,, : 

y 

de donde, 

De aqui, 

a"' = a;; 

Sustituyendo){. como 
riores toman la forma 
k=2,, •• ,n; j=l,2, ••• 

a.J a:z) las re! aci ones ante
ª~:.= 1 a,,./ a~. l a;.i ,para J, k, 

• Equivalentemente, 

a . la ... f"'= ¡1·• a"'. 
N,a Kt llZ, IC.J • .. 18.bl 

lhace1os notar que aquí estamos suponiendo que a •• t O. 
en caso contrario, si ª- es el primer coeficiente dis
tinto de cero, la relación que usaríaaos sería a ... =,fa:,., 
y, una vez fija la raíz (1-ll-ésima de a_/ a;,;., podemos 
continuar nuestros razona1ientos de la 1is1a 1anera que 
antes) 

Dbserve1os ahora que, puesto que los generadores -1;,. 
de J:; y la carta 'f.._ dependen analítica1ente de o.:: les de 
cir, de los coeficientes { A,"' ,B"') l entonces 

1 S f5 

a'.' = 6 IA.,_ B" l 
JM JI(. 1:5 I ('5 I 

k=I, .. ,n 

donde 6 es una función analítica de Y, en C. De esta 
1anera, las relaciones en 18.b) se traducen en 

{' IA" B"' ) = {' 6 IA"' B"' ) ª•j h rs I rs •• Jo rs 1 , 5 

para k=2,,,.,n y j=l,2,,,, ; por consiguiente, la 
ecuación °'6 Ye. .A., tiene grupo de holono1ía al infinito 
J.;.. analítica1ente equivalente a :C: si y sólo si. para 
x = IA"' ,B," l "' Y se satisfacen las siguientes relacio-

r$ • 

nes 

" 6,lx > = 61 lx) - ;. = O 

para k=2, ••• ,n y j•l,2,,,, 



He1os obtenido hasta este 101ento,un nú1ero infinito de 
relaciones que deben cu1plir los coeficientes, sin e1bar
go, va1os a hacer uso de que el anillo local de series de 
potencias alrededor de .... es un anillo noetheriano, para 
extraer un nú1ero finito de éstas. Para ello, considere-
1os las siguientes cadenas ascendentes de ideales 1 

<G,>c <s,,(, ... ,s.,> 

e ( 6 ,6 , ... ,& 16 1 .. ,,6 ) 
1 11. •1 1\ l'IJ 

e< 6 16 1 ... 16 ,6 1 ... 16 ,6 , .. ,6 > 
1 l'I lfll t\ 11, 1\ •UI 

Por estar en un anillo noetheriano, esta cadena se detie
ne para alguna j .Por lo tanto, existe sola1ente una can 
tidad finita de relaciones que deben cu1plir los coefi
cientes de la ecuación o{ E V, para que r y r sean ana-.. "u 
lítica1ente equivalentes. Si denota1os por N' al conjun-
to de dichas ecuaciones, N' e V, y N' es un subconjun
to analítico de cA.,, 

Por construcci6n se tiene que, para toda ", ~1 los gru 
pos marcados ~ y .f. , son analí ti cuente equivalentes , 
si y sólo si o1. E N". Haceaos notar que, por el teoreaa ., 
pode1os sustituir equivalencia analítica por equivalencia 
topológica en la afir1ación anterior; así, el hecho de 
que {o1,.} y "· sean topológicaaente equivalentes i1-
pli ca que ,,. y { ,,..., } pertenecen a N' • 

b) La construcción de N. 

Considere1os ahora el subconjunto analítico 1ini1al N" 
de N' que contiene a los puntos "· y { «,..}, La di1en
sión de 1'1 1 es aayor que cero, pues "'· U {o1..,} contie
ne al punto lÍ1ite y cada punto de N' es cero de un nú-
1ero finito de funciones analíticas. Considere1os, por úl 
ti10 1 la co1ponente irreducible N de N" que contiene 
a .... y a una subsucesión nu1erable de la sucesión {"-}. 
El conjunto N es la fa1ilia buscada. 

JI, 

B, 2 ANAL ITI C !DAD CON RESPECTO A °' DEL HOLONORF 1 St10 h ~ 

Puesto que N es un conjunto analítico, tiene sentido 
considerar el conjunto L for1ado por los puntos singula
res de N. El conjunto N es una co1ponente 1rreduc1b1e 
de N" y, por consiguiente, N \ I: es una vanedaa co1-
pleja (variedad analítica) cuya di1ensión coincide con la 

de N (ver [ e l , pag.155) • 

Al hacer uso del concepto de fa1ilia analítica para1e
trizada por abiertos de C he1os dado lugar , 11plíc1ta-
1ente, a la noción de fa1ilia analítica para1etrizada por 
una variedad analítica (basta pensar en las cartas coor
denadas), Para generalizar este concepto para el caso de 
una fa1ilia analítica para1etrizada por un conjunto ana
lítico irreducible N, hace1os notar que, en los puntos 
regulares de N, la noción de analiticidad es la 11s1a 
que he1os usado hasta ahora. 

DEFINICION -(fa1ilia analítica para1etrizada por conjuntos 
analí ticosl. 

Sea N un conjunto analítico irreducible y U una ve
cindad de N • {O} , N • CO}c U e l'I • C • Decimos que una 
transformación 

H: U ---+ l'I• C 

es una fa1ilia analÍ~ica de ger1enes de biholo1orfis1os 
de IC,Ol, para1etrizada por N si : 

H 1 : U IIN\I. lJ( Cl ---+ l'I" C 
'un(IM'1),,C) 

es una fa1ilia analítica y 

H : u ---• l'I • e 

es una fa1ilia contínua, donde}:. denota al conjunto de 
los puntos singulares de N. 



Cuando hablHos de una h1ilia contínua H de genenes 
de biholo1orfis1os de (C,Ol, esta1os asuli!lldo que 

H : u c. " .. e ---• " .. e 

es un ho1eo1orfis10 en su i1agen ¡ Hl~,zl tiene la for1a 
H l<,zl = («,hl«,zll, donde h(«,zl es una funciDÍI con

tinua con respecto a la variable o.: y es analítica 
con respecto a la variable z , ade1ás, hl ... ,OJ = O y 
.ih. .J. u<t,Ol r O , 

PROPOSlClDN 8,3 -
La fa1ilia de holo1orfis1os { ho(} definida en la pro

posición 8.2 (propiedad 3) es una fa1ilia illlalítica pa
ra1etrizada por el conjunto analítico "· Es decir, si U 

es una vecindad de "x {0} en ""e, la transforaación 

H : u ---+ "x e 

dada por H (oC 1Zl = («,h(o<1Zll = l"',h ... <z», es una fa-

1ilia analítica en iJ íl(l"\Z: ).c)y es una función continua 
en U 

DE"DSTRACION: 
Para de1ostrar que H I r~resenta una fa1ilia ana-

11111,,1,1)..c: -
lítica basta analizar la expresión de l\.c.: 

Dado que 11.,_: 1r ,a, --~ 1r,a,_ es el holo1orfis10 que 
liga a los grupos ~ y :J; e :F , entonces, por el teore-
1a 4.5, h. tiene la for1a: 

¡¡=~-· • .a,(<) ..... 
- at ;.Co} ~e'. 

... (8. 7) 

donde 'S' ... y ~. son las cartas que linealiun a las trans
for1aciones f,, y f,,. 0 respectiva1ente, y a¡I°') es la 
función analítica de oe que denota al segundo coeficien
te del con1utador C f , ... , f ª ... J en 1 a carta ~ .. : 

Así, puesto que ~ .. y a2 <·<> dependen illlalíticu!llte de "' 
en "\'Z.. , Hlco<,z) = (-<,ii ... <z» es una fHilia analíti
ca en " \ Z.. • 
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La continuidad de H lot,z) "' (ot 1h,.<z>l en " se des
prende, ta1bién, de la expresión de h.._ dada por 18.71, 
pues a,(«) varía contínuHente con respecto a°' 
a su vez, la carta t que linealiu a f,,. varía ta1bieñ 
en for1a contínua con respecto a <>< !esto se desprende 
del hecho de que la de1Dstración del teore1a 3,2 puede 
ser 1odificada para el caso de fa1ilias continuas de 
genenes de biholD1orfi saos de IC,O>l • 

JI. 

8.3 FDLIACIDN AUXILIAR, 

La siguiente construcción es analóga a la que se hizo 
en la sección 7.3, aunque en este caso serán necesarias 
algunas consideraciones co1ple1entarias, 

Denote1os por X al producto cp' .. V, donde V e " es 
una vecindad del punto°'• que elegire1os posterior1ente, 
y denote1os por 1 ' al producto Cf" N, Siendo C' 1 a ve -
cindad afín, denotare1os ñ.· al producto C111 "· La ecua
ción o< en la vecindad C1 toaa la foraa 

dz 
P(z 111 1 .. l 

IHz,11 1 "'> 

donde P y g son funciones analíticas !11 1·. 
La fa1ilia " puede reinterpretarse co10 una ecuación 

en X· ¡ dicha ecuación la denotaaos por .A y, en la re
gión .fr toaa la foraa 

d• p 
-=-
dz g 

Dbserva1Ds que el plano vertical cpª,. (,<, > es invariante 
con respecto a la ecuación .A . A la solución de la ecua 
ción ,A con condiciones iniciales x = (q,-<) la denota-
1os lf'x.. 'f',,oc.. 



• Sea H.., el ho1eo1orfisao que lleva al plano CP • e--.> 
en el plano cp' .. (-<,.} y h.._ el holotorfisto que transfor-
ta la vecindad (r,a)" c..-.} en (r,a) • (<><} , ..., E N , 

11,lu,-:,l = (h («,u),"') = (ii°'(uj, a() • Denotetos por u ... a 
la región en la cual se hallan definidos todos los holo-
1orfi saos h .. , -<E N. Para todo 1 , la igualdad ad (8.1 l 
se transfor1a en la siguiente igualdad de conjuntos 

H..,11>, ='f.. ,, para todo pe U • 
'l.(,. a(. 

... (8. 81 

Denotl!los por u .. a la región h.,. U-<., y por U e r,.. N 
a la región U= U u..., • 

... 11 

M 

Hace1os notar que a U pode1os verlo co10 la i1agen de 
una fa1ilia analítica H de ger1enes de biholo1orfis1os 
para1etrizada por N: 

donde 

H !u,<l = <ii (..:,ul ,a(l = !Ti ... lul ,"'-l 

Así, U es un espacio analítico. Adeaás , si Zu denota al 
conjunto de puntos singulares de U, la diferencia U\Lu 
es una variedad analítica de la 1is1a di1ensioñ que U. 
Atlare1os: puesto que N es un conjunto analítico irre
ducible y H es un biholo1orfis10 en el co1ple1ento de 
los puntos (u,G() tales que °' es un punto singular de N, 

o(1a :z:. , entonces la di1ensión de U x (N\l) coincidt ... 
con la de su i aagen bajo H. . 
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Para cada p E U..,
0 

hagatos 

v¡P = { h.._P ¡ -<eN} ••• (8. 9) 

Por la proposición 8.3 la fa1ilia de holo1orfis1os es ana
lítica, lo que itplica que el conjunto Y[p es una folia· 
ción analítica H de la región U. Ade1ás, se halla de
finida una proyección biholo1orfa de la foliación v¡P so
bre N : rrP h.._p = O( • 

Analice1os un 101ento la afir1ación anterior: dado que 
U no es una variedad analítica sino sólo un espacio analí
tico, es necesario precisar lo que se entiende por folia
cion analítica de un espacio analítico. Para nuestros fi
nes bastará con lo siguiente: 

La partición H del upacio U en espacios 11.p , se 
denotina foliación analítica si es localtente trivial y 

la restricción Hf1i-'L. es una foliación analítica. Por 
trivialidad local entende1os que en una vecindad de cada 
punto p la foliación sea equivalente al producto de po
lidiscos U,Jc U1 , 1 ~j 1 < 1, con segunda coordenada cons
tante. 

Por Últi10, sea Y el conjunto for1ado por los puntos 
singulares de la ecuación .Á contenidos en la región .n... 

y sea Y' el conjunto de los puntos singulares al inf1· 
nito de la ecuación .A. Por definición, 

Y= ( P; (~l j=l, ... ,nL, ..,., Yc.N }, 

Y'= ( a¡("-l j=l, ... ,n+I ,"'€Yc.N} 

donde Pj (...,) es una soluciDÍI del 1iste1a 

Plz,N,ocl = O , 1Hz,N 1CI() = O 



Pode1os considerar que V es tan pequeña que el conjun
to Y se desco1pone en n' co1ponentes conexas y el con
Junto y· en ntl co1ponentes conexas. 

PROPOSICION 8.4 -

Puede elegirse la vecindad V tan pequeña que,para al
guna vecindad U del conjunto Y U Y', se halle definida 
en la variedad X'\ U una foliación ® de codi1ensión 1 
invariante con respecto a la ecuación .A y transversal a 
1 os planos CP'x {-< }. 

Cada hoja tiene intersección no vacía con u..,.; la hoja 
I;, que contiene al punto p se define por 1edio de la 
expresión 

.•• (8.10) 

DENOSTRACION : 

Al igual que en la proposición 7.4, necesita1os deaos
trar los siguientes tres hechos 

al U ~ = X' \ U 
,. o-'. 

... (8.11) 

bl Si sP()5r,;f. p!,, entonces s, ='sP, ... 18.121 

cl La partición del espacio X' en conjuntos Sp ,es una 
foliación analítica. 

No nos detendre1os en la de1ostración de (8.11) pues 
el resultado se deduce del teore1a de Xuday-Yerenov de 
la 1is1a 1anera que en la proposición 7.4. 

La de1ostración de (8.12) no es sencilla: resul
ta que en este caso no pode1os usar directa1ente expre
siones de la for1a (7.11 tal co10 lo hici1os en la sec
ción 7.2, pues ahora dicha expresión se cu1ple sola1ente 
para el conjunto nu1erable {'I',. }6 N,tal co10 se señaló 
en !B.Bl. Para resolver nuestro proble1a 1 hare1os uso de 
la 1ini1alidad de N y de la siguiente construcción auxi
liar • 
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Su,){ una 1étrica rieaanniana arbitraria en X -.{YUi ) 
tal que .,µ.. (x, YUY • l = ,r, , para todo x en Á \ ( YUY ·} 

Sea K! el círculo geodesico de radio~ y centro p en 
la solución 'f;, de la ecuación A en la 1étrica .J.(/ 

'fp 

LENA 8.5 -
Existe I? tal que U Ke 2. x' \ u . 

PcU r 

DEl'IOSTRACION : 

Para cada punto x € x·, la intersección Y'1 íl U es no 
vacía por el teoreaa de densidad. Sean PE 'fJ1 U, ~,i.c lfx 
una curva real de di1ensión uno con punto inicial p y 

final x y Ji su longitud en la 1étrica )( • Cons1de-
~~ ' 

re1os la función 

E' (x) : inf i~P:L 
ul{l,.olJ · 
ll,,,. el{',. 

De esta 1anera, (¡) Cxl asocia el Ínfiao de la longitud 
de las curvas contenidas en lf.._ que unen a p en 'P:c. () U 

con x ; debeaos considerar el Ínfi10 pues lf>x. no es nece
saria1ente geodisica1ente co1pleto. 

Va1os a de1ostrar que esta función es contínua. Por una 
parte, la continuidad de las soluciones con respecto a 
condiciones iniciales i1plica la se1icontinuidad por arri
ba de ~ (x 1 : 

t=it><.)} lil e (xi 
l( ... ,C. 

donde li1 ~ lxl = inf { sup[ <.' lxl I O,j((x-x)< rl } (recor-,., ... x. .,.,.. • 

daaos que ~ !xi < p lx. 1 t 6. para alguna vecindad de x,.. 
si y sólo si (' lx.,l ~ lli 1;>lxl 1. 

x .... 

La_se1icontinuidad por arriba de(;' y la co1pacidad de 
X'\ U nos per1iten de1ostrar el le1a 8.5 !basta recordar 
que si K es un co1pacto y e es se1icontínua por arriba 
en K, entonces E> es acotada por arriba y existe un pun 
to en K donde~ alcanza su supre1ol : dado i en X'\ U 
tonslderemos 

f (x) = inf J 'I, .. 
1• 'f..!\U ' 
t, .. c: '(',. 

Sea x.~ x' \ Ü el punto donde p lx l alcanza el supre10 
entonces e lx.) ) (l lxl y ,por consiguiente, i E K;";°' 
par• ,, 'fi. nu • 



Nos interesa, aun despues de haber concluído la de1os
tración del le1a, argu1entar por que afir1a1os que ~ (xl 
es continua, ya que ello nos llevará a enunciar el le1a 
de Petrovsky-Landis que 1ás adelante usare1os: 

LENA (8.5) -(de Petrovsky-Landis) 
Sea~~ una curva rectificable contenida en una solución 

'f>,.. de la ecuación o(,..e Á.,, , 1=1,2, .. , ¡ además 

... (8.13) 

y ot.,.. tiende a °'•, "",,,---+"º· Entonces de la sucesioÍI {~} 
es posible extraer una subsucesión et>, la cual conver
ge a la curva rectificable 't , contenida en la solución 
de la ecuación °"º : 

... (8.14) 

(ver [13] , pag.201) 

8,4 NUEVA CDNSTRUCCIDN DE UNA FDLIACIDN ¡ 
ELECCIDN DE LA VECINDAD V. 

Consideremos p fija según el leaa 8,5 y observemos que 
el círculo geodesico K~c. '{'P no es necesaria1ente uno
conexo, Cubra1os cada K~ con conjuntos si1ple1ente co-

. Zf' :, 
nexos .n..: C. KP , p 6 n,. , 

Por el le1a de la trivializacion global (ver apéndice 
1v l, para cada .n¡, existe una vecindad 1: cuya folia

cioñ por soluciones de la ecuación .A es topolÓgica1ente 
equivalente al producto nJ >< 11.; donde 11' = T1 n U. 

,. ' p p 
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Sea n/: r; --+ 11; la proyección a lo largo de las so
luciones, De esta 1anera he1os obtenido una cubierta coi-

' -pacta del conjunto co1pacto cp ... («.} \ U : para cada p 

en U., 0 consideraaos las cubiertas K~ en 'f, ; "engordaaos• 
cada cubierta por 1edio de las vecindades r;. La densi
dad de I{), en CP2

• {"<', > nos asegura que la unión de las 
. ' ~ vecindades T; cubren todo CP • { "1',} \ U . 

l ~ 

Co10 CP• ("1'.} \ U es co1pacto, pode1os extraer una 
subcubierta finita; a las regiones correspondientes T;, 
11: , n~ y a las transforaaciones -~ las ennu1era1os con el 
índice i=l, ••. ,N. 

Sea V.e N una vecindad del punto °'· tan pequeña que 

.. , (8. 15) 

Denote1os por T •.. = T,. n T. y sea T -~ la co1ponente co-
J ..) &..J 

nexa de T,-; que contiene a x, 11~. = n, T.~ , (. = n, T."" • 
.,, lJ, .. l J\,. .. I.J 

Escoja1os ahora, entre los conjuntos { 111~ }, a aquellos 
' cuya cerradura no intersecta a U«.. y sea Ve V,una ve-

cindad de..-. tal que su intersección con las proyecciones 
de dichas cerraduras ni,: en N, a lo largo de los pla
nos verticales, sea vacía : 

si vn n ix j ~, entonces "i.~n u"' "F- P ... (8. lb) 
"J 'J o 

-~ 
t· fJ 

u ... 

{aquí he1os separado T, y T. y las he1os considerado 
triviales para claridad del dibujo) 



La vecindad V que acaba1os de construir es la buscada 
l = CP'" V. 

La transforaaci ón n.: T. __ .. 11. c. U induce en T. una fo-
' • e ., 

liación analítica de codiaensión uno : ®, = nt H (ver en 
apéndice 1v : foliación inducida) 

De1ostrare1os que existe una foliación analítica ® de 
codi1ensión uno en l tal que 

G>I = e. 
T~ L 

... (B. l7l 

Para ello, nos bastará de1ostrar que las restricciones 19!\ 
y ~ \ producen la 1i saa foliación \ 

~j 

®.1 = e.1 .. li,; ., l'i,¡ ... IB. 1BI 

pues de cp\ V,\Ü ~ M. T., se sigue que la foliación ® está 
definida en todo X\ U. 

De aquí en adelante, pensare1os exclusiva1ente en aque
llas regiones 11;, que satisfacen la relación 18.16) 

Sea x, \ un punto arbitrario, n.x = q, 11,x = q', Sean 
~·,fe.'€. dos curvas con punto inicial X y final q y 

q. respectiva.ente, 'i = t·· r 

Denote1os por b~. al ger1en de la transfor1ación de re-
'• torno 

Es i1portante hacer notar que l':.~ nt = rr;" (aquí rr/ 1 rr/ 
denotan a los gér1enes en el punto x de las transfor1a
ciones rr, , n, >. Debeaos deaostrar que E,., Yl, = "lr , don
de >7 i es el ger1en de la hoja Y? t en el punto q, 

La siguiente propos1c1on nos dará la clave para con
cluir la de1ostración de la proposición B.4, pues en ella 
habre1os de de1ostrar que la foliación H es preservada 
por la transforaación h\ , y esto, co10 se verá pos
terior1ente, nos per1itirá relacionar las hojas tp y t •. 
cuando X , s, (l s,,, 

PROPOSICION B.b -

La transforaación ~, conserva la foliación H. 
¡ J 

Antes de de1ostrar la proposición B,6 necesita1os estar 
seguros de que el ger1en b~. pueda ser prolongado en 

J 

w,: y que ade1ás, la prolongación se corresponda con el 
ger1en de una transfor1ación de retorno: 

PROPOSICION B.7 -
El geraen L:{. ad1ite prolongación analítica E,, pa-, 

ra cualquier punto p, 11,: , Para dicho J:::,i existe un 
geraen de transforaación de retorno de la ecuación J , 
correspondiente a alguna curva V c. lf'P de longitud no aa

yor que 4 r. 

DE"OSTRACION : 
Sea )'L = {A ts) }, .),l.: C0,11 --• ( una curva arbi

traria con punto inicial q y final p , }( CO, 11 " W .'; 

Denote1os por S al conjunto de aquellas s para las 
cuales el ger1en h.~.; alcanza su prolongación analítica 
l:l~;-ien la curva {Jds') ; s', [0,s] }, 

,IC(l') 

El ger1en IS,,,, es el geraen de la transforaación de re-
torno alrededor de alguna curva 1,. c. 'fi« •. , de longitud no 
aayor que 4 ~ trecorde1os que .O.: c. K:f >; '1,, está d1 vi
dida en dos partes, una contenida en T, y la otra en~. 
Sea s.= sup s. De1ostrare1os que s = 1, Para ello, sea ,,s . 
s... una sucesión de puntos en S que ti en den a s • , 
P. = ;ds ) y 'i,. = V.,. las curvas correspondientes. Las cur-.. .. ... 
vas Y.,. satisfacen las condiciones del Jeaa de Petrovsky-
Landis, lo que i1plica que existe una subsucesión ( v,.;,} 

P. 
tal que tiene co10 lí1ite a una curva 'dP, Así,,l:;..~=b., ., . 

P. 



es la prolongación analítica buscada, Si s fuese distin
to de uno, s. no podría ser suprl!10 pul!S /::;.~ es un ger· ,. 
1en en ~ y, por consiguiente, l!stá dl!finido l!n una ve-
cindad de P. que necesariaaente habrá di! contl!ner ele1en
tos ~ ls') tales que s' > ~. 

I /. 

Paseaos ahora a la de1ostración de la proposición 8,6: 

Sean q_= rr,x, p~tnu y E.la prolongación analíti
ca del g~r11en L::,,,_. al 'punto p .'' Basta de1ostrar que el .. 
germl!n ./{_ preserva la foliación H. 

Sea .6~. ~n representante arbitrario del ger1en 6-~. de-• ~ 

finido en una vecindad Upe. U del punto p y sean 

p• = t{ p' ... (8.19) 

Desea1os de1ostrar que 

6-p (J = t1. 
'J {p, p'' 

... 18.20) 

Exa1ine1os la sucesión di! puntos 

p· = h 1p·1 G, rz,. 
... ""' 

y 

p• = h (p'), 11, .. ... .... 

De la exprl!sión (8,81, H..,141,=~- ., se sigul!qul!h lp'I 
p ~, ~ 

pl!rtl!nl!ce a H.,.l'fp,l pues la rl!lación 18.19) nos dicl! que 
~.~~. y, por consiguiente, 
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H.., 41P, = H .. '!>, .. = 'fi.¡,_, .. 

De esta aanera, 4; p~ = p:_ , y por tanto, 

La intersl!cción A:,?,,()?,· 1!5 un conjunto analítico que con
tiene a p• ¡ entonces, si suponl!1os que no es represen
tante dl!l ge1en de la hoja r?,. en el punto p", se tiene 
que su i1agen bajo la proyección es un subconjunto analí· 
tico propio del conjunto N que contiene a~. y a todos 
los ot .. a partir de cierta 1, Sin e1bargo, esto contradi
ce el hecho de que N sea 1ini1al. En consecuencia, 

y la proposición 8.6 queda dl!1ostrada. 

11. 

La proposición 8.4 se deduce ahora fácil1ente: 

Sea x~~,Os,,, entonces x"t,Y 
serva la foliación q_,, h p y h p • 

x,f._,, Co10 8,,. pre-
..,.,. J 

.. ~· esUn en '1., y ,por 
consiguiente, 

Qui! es lo que qul!ríaios de1ostrar. 

8.5 FIN DE LA DENDSTRACION DEL TEDRENA 
DE LA RlSIDEZ ABSOLUTA. 

Sea o( una ecuación arbitraria de Y \ "I , (:) el dis
co ltl < 1, '\': --~ Y una transfor1ación analítica tal 
que 't' ( O 1 = -<. , '+' 1 0 \ O l e N \ I.. y ..-, E~ 1 ~ ) • Sea 
X = CP1

• 0 y Y la transforaación inducida 

Y= x -----~ 1 
(q,tl ---t (q,'l'(tll , q 5 CP'. 



Sean .A la ecuación definida en la sección 8.3 y (9) la 
foliación analítica de X'\ Ü definida en la proposición 
8.4. Por últi10, sea u.= { x, i ¡ 'i' (xl" Ü }, donde U 
representa a la vecindad de los puntos singulares YUY', 
Afir1a1os que la intersección de u. con el plano verti
cal cp'x C t } está foraado por un nú1ero finito de "es
feras" abiertas : u,n CP'. { t } son aquellos ele11mtos 
de la forna (x,t) tales que bajo V caen en la vecin
dad U de YUY' . Por hipótesis, YUY' está for1ado por 
un nú1ero finito de co1ponentes y Ü es una vecindad 
abierta de YUY', por lo tanto, una consecuencia directa 
es que U/1 CP'. { t } está for1ado por un nú1ero finito de 
esferas abiertas. 

Denotemos ,A": Y .A a la ecuación en i . Para acla
rar ideas observe1os lo siguiente: 
la ecuacion diferencial .A, P(z,11,•) / Q(z,11,"'l, aso
cia a cada punto de .n = C'• V un vector, 

Así, pode1os for1ar el siguiente diagra1a de haces vecto
riales: 

Em 
1 
1 

TI : 
l 

~ 

í 

-----• l 
X 

el cual, ele1ento a ele1ento, to1a la for1a 

(z.;.N,t,P('t;,1,'l'(+)).Ql'•i•l.'l't+). 0)- ----• ('Z.,W,'11l+l,P(1,w,'1't+l),Qtl.V1,'$\),0) 

~ j 
____ '±1 _____ (t,W, 111(+)) 

(z,111,t) 

La ecuación inducida en X= CP'i f9 es entonces, 
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. ,,,.. . 
Denoteaos ahora por e =-re a la foliac1on inducida 

en i \ U., (ver apéndice 1'I ). @• es una foliación ana
lítica en todo X \ !U.., U CP'x {0} l ; co10 CP'x {0} es un 
subconjunto analítico de X\ u. de codi1ensión 1ayor que 
uno, entonces e• es analítica en todo X\ U.,!ver apén 
dice 1I l, Observamos que @! es invariante con respecto 
a la ecuación .4• y es transversal a los planos t=cte. 
Por esta razón, la foliación @• genera en X I U., una 
distribución integrable P que, en la región .n n 71U., 
toaa la foraa w (xl = P(xldz - Q(xid11 + R!xldt y, en la 
región .n,n X\U ,la foraa w (x) = P(x)dz - O(xld11 + k,(xldt 
donde P,U,R,P,9,R,, son co10 en la sección 7.4. 

R es una función analítica en .n. n !X \ U..,,l; sin e1-
bargo, hace un 101ento observa1os que u., n CP~. {t} está 
for1ado por un nú1ero finito de esferas, de iodo que P. 

es una función analítica en C'• {t} salvo en un nú11ero 
finito de abiertos. Así, R se extiende a una función ho
lo1orfa en todas las co1ponentes de U que se encuentran 
en .n. (ver apéndice n ). Análogaaente, para la región 
n, = { (z ,11 ,ti } la función R se extiende a una fun
ción holo1orfa a las co1ponentes de u., contenidas en n, 
A su vez, la distribución l: se prolonga a la distribu
ción i en i, que es integrable en todo i \ Y por la 
analiticidad de las foraas w11dw y w,Ad14. La distribu
ción i genera, por ello, una foliación e• en i \ v. 
La foliación (9 • es transversal a los planos t=cte en 
todas partes salvo en Y y es invariante con respecto a 
la ecuación c.4•, El espacio al infinito es una hoJa de 
la foliación @• . 

De esta 1anera, he1os reproducido las 1is1as condicio
nes que se tenían en el le1a 7,5, lo que i1plica que toda 
ecuacion o(, 4' ( 01 y, en particular ~, , es ahn1ente 
equivalente a -<. , 

El conjunto """• de ecuaciones .,, ~ .Á., afi n1ente equ1 va
l entes a o<. , for1a una variedad algebraica que contiene 
a V \le " ; por consiguiente 
tra el horeu. 

"c." , lo que de1ues-
"'• 



Con la de1ostración del teore1a de la rigidez absoluta 
da1os por ter1inado este trabajo, Cabe 1encionar, sin e1-
bargo, que en el trabajo escrito por llyashenko se inclu
ye una últi1a sección, en la que se de1uestra que, para 
ecuaciones genéricas <IE .,l.,, se tiene un núaero finito de 
ciclos lí1ite ho1ológica1ente independientes. Se incluyen 
ade1ás, una serie de preguntas y conjeturas relacionadas 
con el 1aterial expuesto, tendientes a 1ejorar los resul
tados obtenidos. 

6'2 



SinBDLOSIA (capítulos 1-Bl • 

Á" - clase de ecuaciones de la for1a d•/dz = Plz,•l/Qlz,•l con P y g 
polino1ios de grado no 1ayor que n. 

CP" - espacio proyectivo co1plejo . 
.A~' - clase de ecuaciones «,/4 que tienen la recta al infinito co10 so-

lución y n+l puntos singulares al infinito distintos. 
a; - coordenadas de los puntos singulares al infinito de la ecuación<. 
:F' - grupo de ger1enes de biholo1orfis1os de IC,01 • 
t - ger1en de función 

1),. 1 - transfor1ación de holono1ía alrededor del lazo i 

F.. - solución al infinito de la ecuación « 

a - punto base fijo del grupo fundauntal 11, <F .. l 
fl,.. - generadores canónicos del grupo fundaaental n,<F,. l 

- transversal a F.. en el punto a 
- grupo de holono1ía de la solución al infinito, F.._, 

- generadores canónicos de J;.. 
- derivadas de los generadores canónicos de e[ en al origen, t:101. 

JJ - grupo especial de transfor1aciones de holono1ía de la ecuacion"' .. 
en el infinito ~· ~ .. - cerradura del subgrupo del grupo C generado por los núuros "i ... 

IX,x) - siendo X un espacio topólogico y xe X, IX,xl denota una veci'!ldad 
del punto x en X. 

f : (X,x) --+ IY,yl - transfor1ación de alguna vecindad del punto x en la vecin
dad IY,yl, donde flxl =y. 

f: IX,xl --~ IY,yl - ger1en en x de una transfor1ación f que lleva ax en y. 



APENDICE I 
CURVAS ALGEBRAICAS. 

1.1. ESPACIO PROYECTIVO Y ESPACIO AFIN. 

Para definir el concepto de un espacio proyectivo de d~ 
1ensión n , IP", va1os priaero a introducir la noción de 
sisteaa coordenado proyectivo. Para ello, considereaos un 
conjunto 1P (cuyos ele1entos lla1are1os puntos) y un ca1-
po K !cuyos ele1entos lla1are1os constantes o nú1eros; 
aquí sólo nos interesará el caso en que K denota a los 
nú1eros reales o a los nú1eros co1plejosl. 

DEFINICION -lsiste1a coordenado proyectivo) 
Un siste1a coordenado proyectivo n-di1ensional sobre K 

en IP, es una correspondencia entre los puntos de f y 

los conjuntos ordenados de n+l nú1eros (f.:, •• :l~l tales 
que 

al Cada punto de /P corresponde a, al 1enos, un conjunto 
<t: ..• :1:,1 con no toda f,=o . 

b) Cada conjunto <t: ••• l\l tal que no todo f, = O co
rresponde a uno y sólo un punto de IP 

el Dos eleaentos I{,: ••• :J.l y lt,: ••• :v,.> corresponden al 
1is10 punto en 1P si y sólo si existe un nú1ero tal 
que s, = J.11. , i =O, , •• , n. . .,. 

A los nú1eros t., ... , r1 de cual qui era de los conjuntos 
de n+l nú1eros asociados a un punto p de f se les co
noce c010 coordenadas h01ogéneas de p en el siste1a de 
coordenadas dado, 6eneral1ente se habla del puntos o (!l 
haciendo referencia al punto cuyas coordenadas son s0 ,, • 

. . '(. 

C010 eje1plo, considere1os el conjunto 1P de puntos del 
círculo euclideano x"+ y"- y = O 

Sea p = tO,l>; si p; P., las coordenadas proyectivas 
o o 

de p están dadas por (J:J xl donde x es la abscisa 
del punto en el cual la línea p p intersecta al eje x . 
y .ü R \ {0} • Co10 coordenada proyectiva de p conside-
ra10s 10,.ü , -l. 'i: O. 

Al conjunto 1P pueden asociársele distintos siste1as 
coordenados, Si X es un siste1a coordenado en IP, enton
ces defini10s un nuevo siste1a coordenado Y en IP aso
ciando,a cada punto x, las coordenadas (y) definidas por 

" Y. =L a,x,, ~.• K\{0} , j=l, ••• ,n. 
.1 (: 1 .. ., J 

• •• 1 J.1) 

Se de1uestra que la relación entre dos siste1as X v 
Y , definida arriba,. es de equivalencia, 

DEFlNICION -lespaci~ proyectivo sobre Kl 
Un espacio proyectivo n-di1ensional rt sobre un ca1po K 

es un conjunto de puntos IP junto con una clase de equi
valencia de siste1as coordenados proyectivos n-di1ensio
nales de IP sobre K. 

C010 he1os visto, la correspondencia entre puntos de IP 
y sus conjuntos coordenados no es uno a uno. Para poder 
tener este tipo de correspondencia introduci1os un siste-
1a coordenado distinto: 

DEFlNICIDN -lsiste1a coordenado afín) 
Sean r., ... ,5~ coordenadas ho1ogéneas de un punto p en 

IP"en un sisteaa coordenado proyectivo. Sir.-; O, entonces 
los núaeros f,Jr. , , •• /ir. se den01i nan coordenadas de p 
en el siste1a coordenado afín correspondiente al siste1a 
proyectivo dado. 



Observa1os que todos los puntos p de 1P~ pueden ser 
representados en el siste1a coordenado afín, salvo aque
los de la for1a (O:!,: ••• :r~>. Al conjunto de puntos de 
la foru 10:f, : ... :f'"l se le deno1ina hiperplano al in
finito. Así, el siste1a coordenado afín establece una co
respondencia uno a uno entre los puntos de IP", salvo en 
el hiperplano al infinito, y el conjunto de n-adas de 
elementos en K. 

Un ca1bio de coordenadas proyectivas (l,ll que lleve 
x. = O en Y.= O, ton la foraa 

x. = Y. 

y, = i. a .. x + b. x ,j=l,,. ,n 
J is1 LJ J • 

Por consiguiente, si dos siste1as coordenados afines tie
nen el 1is10 hiperplano al infinito, entonces estañ rela
cionadas por la expresión y. =2 a .. x.t b. , j=l, ••• ,n, 

.J 1,, lJ L J 

con ªz/ O. Recíproca1ente, todo conjunto de ecuaciones 
de este tipo define un caabio de siste1a coordenado afín. 
Dire1os que dos siste1as relacionados de esta 1anera son 
equivalentes. 

DEFINICION -(espacio afín n-di1ensional sobre Kl 
Sea H el hiperplano al infinito del espacio proyectivo 

1P~ A los puntos de IP"\ H, junto con una clase de equiva
lencia de siste1as coordenados afines, se le deno1ina es
pacio proyectivo afín, A~,de di1ensión n sobre K. 

I.2 - CURVAS ALGEBRAICAS. 

Considere1os un siste1a coordenado proyectivo en 1P~ y 
sea F(xl = F!x.,x,,x,l un polino1io ho1ogéneo irreduci
ble de grado n>O con coeficientes en K. Si un conjunto 
de coordenadas ((,i,,rrl de un punto p en IPª satisface 
la ecuación Flxl =O, entonces todos los conjuntos de 
coordenadas de p lo hacen, pues f!Jt,.1~ 1J!zl =A"F(r_,t,,tzl 
: o. 

Por lo tanto, deci1os que un polino1io F, KCx. ,x, ,xr J 
l . 

se anula en un punto s de P s1 F Ir., f, ,'ti l = O sin 
i1portar qui coordenadas ~. de r se escojan. 

65 

DEFlNlCJDN -(curva algebraica irreducible! 
Sea Flxl un polino1io ho1ogéneo irreducible de grado 

n>O con coeficientes en K, FE K[11.,,.,•J. Una curva alge · 
braica irreducible se define co10 el conjunto de puntos 
! : ( ro: r,: r,) en p' tales que 

Una curva algebraica es un objeto geo1étrico cuya defi
nición es independiente del siste1a coordenado e1pleado; 
para ver lo anterior, se considera un siste1a coordenado 
Y ,equivalente al siste1a 1, y se define 6(Yl co10 el 
polino1io obtenido de substituir en F!xl las coordena
das x. por su expresion en y; , 

"' 
xi= La._y .• 

• 'J J 
J•• 

Así, las coordenadas (yl satisfacen 6(yl = O si y so
lo si Flxl = O. 

Dbserva1os que la ecuación de una curva irreducible es 
única salvo por 1ultiplicación por constantes, pues si 
Flx) = O y 6(xl = O definen la 1is1a curva irreducible, 
entonces F y 6 son irreducibles y 61!) = O s1 y 

sólo si Flrl =O; por lo tanto, existe J :/:. O constan
te tal que Flxl =.t 6(xl. 

Puesto que la irr~ducibilidad de un polino1io depende 
de la cerradura algebraica del ca1po K, entonces la defi
nición de curva algebraica irreducible depende, a su vez, 
de la cerradura algebraica de K. 

DEFINICIDN -!curva algebraica y sus co1ponentesl 
Sea F!xl un polino1io ho1ogéneo de grado n que se 

factor iza en polino1ios irreducibles F = F,, ... ,F~. El 
conjunto for1ado por las curvas irreducibles C,, •.. ,C~ 
cuyas ecuaciones son F,= O, ••• , Fr= O se deno1ina curva 
algebraica C y su ecuación es Flxl =O. A las curvas 
C, , ••• , Cr se les conoce co10 co1ponentes de C. 

Hace1os notar que las co1ponentes de una curva algebra1 
ca no son necesaria1ente distintas, por eje1plo1 la curva 
cuya ecuaci on es ~ x, = O ti ene seis co1ponentes v una 
de ellas, x =O, es 1últiple, . 



Por brevedad, hablare1os de la curva f(xl = O en lugar 
decir la curva cuya ecuación es Flxl = O. 

Suponga1os ahora que Flxl = O es una curva C que no 
tiene a x.= O co10 co1ponente, es decir, x0 no es un 
factor de Flxl; entonces, se tiene asociado a C un po
lino1io no ho109eneo Fll,x,y) del 1is10 grado, Denotare-
1os por flx,yl a Fll,x,yl, A la ecuación flx,y) =Ola 
lla1are1os ecuación de C en el siste1a coordenado afín. 
Clara1ente, si lz,wl son las coordenadas afines de un pun
to de C, entonces f(z,wl = O y viceversa. De esta 1a
nera, las soluciones de f(x,yl = O son los puntos de C 
que no se encuentran en la linea al infinito. 

DEFINICIDN -(subconjunto cerrado enlP"> 
Un subconjunto X c.lP" es cerrado si todos sus ele1entos 

son tales que anulan a un nú1ero finito de polino1ios con 
coeficientes en K, 

DEFINICIDN -lhipersuperficie en 1p" 1 
Una hipersuperficie en IP", n>O, es el conjunto de pun

tos que satisfacen una ecuación de la for1a f(x 0 ,.,,x~l = 
= O, donde F es un polino1io ho1ogeneo de grado m>O con 
coeficientes en K. 

Una 1anera de estudiar el co1porta1iento de las curvas 
algebraicas es estudiar las intersecciones de éstas con 
I íneas en 1P~ 

Sea C una curva algebraica definida por F(xl = o, 
donde el grado de F es n. Sean (al, lbl y (c) puntos 
distintos; deci1os que lcl está en la línea L que une 
a la) con lb), si existen constantes s y t tales que 

c, = sa ,:+ tb.: para todo i. 

l,6 

A la intersección de L con la curva C se le 1dent1f1ca 
con los valores s y t para los cuales sa + tb es una 
raíz de f(xl, es decir F(sa + tb) = O. Pode1os distin
guir dos casos: 

al si Flsa + tb) es idéntica1ente cero para s y t, enton
ces L esta contenida en C y de hecho L es una coi
ponente de C. 

b) si Flsa + tb) no es idéntica1ente cero en s y t, en
tonces F es un polino1io ho1ogeneo en esas variables. 
Así, F es satisfecho por n cocientes s:t, donde un 
punto de 1ultiplicidad r se considera co10 r raíces 
y un cociente s:t es una raíz de F si F(s,tl = O. 
Cada cociente s:t deter1ina un único punto co1ún entre 
L y C. A un punto de intersección que corresponda a 
una raíz de 1ultiplicidad r de Flas + btl = O,lo con
tare1os co10 r puntos. 

Lo anterior se expresa co10 

TEDREltA 1.1 
Si una ecuación de una curva C tiene grado n enton

ces una línea L es una componente de C o tiene exac
ta1ente n puntos en co1ún con C. 

DEFINICIDN -(orden de un curva) 
Defini1os el arder de una curva co10 el grado de la 

ecuación que la define, Una curva de orden 1 es una línea 
; a las curvas de orden 2,3,4, ••• n, se les deno1ina cuá
dricas, cúbicas, cuárticas, ... , n-icas, 

Si C es una curva de orden n que no tiene co1ponen
tes 1últiples, se de1uestra que por cada punto p de C 
pasan líneas que intersectan a C en n puntos distintos. 

Sea p un punto en C y L una línea. Para analizar 
con 1ás detalle las intersecciones de L y C en p, con
sidere1os un siste1a coordenado afín y suponguos que en 
él p tiene coordenadas la,b) y que C se define por la 
ecuación flx,yl =O, Las ecuaciones para1étricas para 
L son 

X: a +.A.t y = b +JA. t 



donde L queda deter1inada por el cociente.,(:µ • Las ra
íces de f la+l t,b+J(t) = O nos deter1inan a los puntos 
de intersección de la curva C y la recta L. Si expan
de1os en serie de Taylor alrededor de la,b) 1 obtene10s 
que 

pues el hecho de que p sea un punto en C i1plica que 
f la,b) = O. 

DEFINICION -(tangente a una curva Cl 
Considere1os f, p y C co10 antes y calcule1os el desa

rrollo en serie de Taylor de f alrededor de p. Si f, 
y f1 no son a1bos cero, entonces toda línea que pasa por 
p tiene una intersección si1ple con C en p, a excep
ción del valor s:t que hace que f"s + fyt = O. Esta 
línea se deno1ina tangente a C en p. 

Apartir de la definición anterior, nos preguntuos lo 
que sucede cuando f,= fy= O, pero alguna de las segundas 
derivadas parciales f,. ,f,y ,f,1 es distinta de cero.En es
te caso, toda línea por p tiene por lo 1enos dos inter
secciones en p y, en a lo 1ás dos líneas, correspondien
tes a las raíces de 

... (1.21 

tiene 1ás de dos intersecciones, Esta líneas se deno1inan 
tangentes a C en p ; si la expresión 11.2) tiene una 
raíz doble, deci1os que son dos tangentes que coinciden 
lla 111ltiplicidad de las tangentes depende de la 1ultipli
cidad de la raíz de la ecuación (1.2), 

Este concepto de tangencia en un punto p de C se ge
neraliza a todo r>1. Dire1os que un punto p en una cur
va C es de 1ultiplicidad r si todas las r-1 deriva
das de f se anulan en p pero la r-derivada de f es 
distinta de cero en p. 
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DEFINICION -(puntos siaples y puntos singulares),. 
Un punto de C de 1ultiplicidad uno se deno1ina punto 

si1ple de C¡ un punto de 1ultiplicidad dos ,se den01ina 
punto doble y así sucesiva1ente. Si un.punto es de 1ul
tiplicidad 1ayor que uno se dice que se trata de un punto 
singular. Por últi10, un punto singular de 1ultiplicidad 
r cuyas tangentes son distintas, se deno1ina punto sin
gular ordinario. 

TEORENA - 1.2 
Sea f co10 antes y suponga1os que flx,y> no tiene tér-

1inos de grado 1enor que r y tiene algunos tér1inos de 
grado r, entonces el origen es un punto de 111ltiplicidad 
r de f = O y la curva definida apartir de igualar los 
ter1inos de grado r de f tiene co10 co1ponentes a las 
tangentes de f en el origen, 

A continuación, da1os algunos eje1plos relacionados con 
la teoría que he1os expuesto breve1ente hasta ahora: 

l) Considere.os la ecuacion x1 - x&+ y"= O y veaaos lo 
que sucede en el origen : 

flx,y) = x3 - x&+ y, 

f_= xl3x-2l 

por lo tanto, f.,_= fy= O en el origen, de aanera que 
el origen es un punto doble. Calculeaos ahora las tan
gentes apartir de las raíces de 

co10 J.& (1,x - 2) + 2/-z: O I en el cero se tiene que 
.L"=J'Li por lo tanto, (..t,JL) y 111)(.) son coorde
nadas de las rectas tangentes, Así, las ecuaciones dt 
las tangentes a la curva C, en el origen,son x +y= O 
y x - y= O, La curva tiene entonces un punto doble or 
dinario que co1un1ente se le deno1ina nodo. 



2) Ahora vere1os el caso de un punto doble no ordinario 

flx,yl =e-y• 

f = 3x . 
f = bx f = -2 

•111 1 'l'Y 

Asi, ..<'bx - 2µ" = O y en el origen, µ'= O. Las coor
denadas de las tangentes son (...(. ,Ol y las ecuaciones 
X : 0, 

1,3 - INTERSECCIDN DE CURVAS; 
TEDRENA DE BEZOUT Y TEDRENA DE NDETHER. 

Al hablar sobre la intersección de dos curvas algebrai
cas uno puede preguntarse cúantos puntos de intersecci'ón 
tienen, o bien cuándo tienen una co1ponente co1ún. La res
puesta a este proble1a nos.la da el teore1a de Bezout que 
enuncia1os a continuación, 

TEORENA 1,3 -(de Bezoutl 
Dos curvas de ordenes I y n que no tienen co1ponentes 

co1unes, tienen exacta1ente 1n intersecciones, 

Al hablar de un polino1io en K[xl nos refer11os a una 
su1a finita a.+ a,x + ••• + a~x~ , donde los coeficien-
tes a; pertenecen al ca1po K. Si ahora considera1os su
lis infinitas del tipo a.+ a,x +, .. + a,,x''+ ... , obtene
mos lo que se conoce co10 serie de potencias for1al sobre 
el ca1po K. Las series for1ales se su1an y 1ultiplican 
co10 polino1ios y constituyen un do1inio entero que deno
ta1os por K'Cxl. Es fácil de1ostrar que un ele1ento de la 
for1a 2 a.xj es una unidad en K'[xl si y sólo si a0 J~ .. 

es una unidad en K. 

Sea f un ele1ento del ca1po cociente Klx)' de K[xl' 
entonces f tiene la for1a 

~M = i, •a,x..-· · 
b,.+b,H••• 

así, si considera1os el 1íni10 entero tal que bh~o, en
tonces b. + b, x + ... = xli lb1/ I\._~ + ... ). Si ahora conside -
raaos el inverso d.+ d, x +... de b\\ + b.,.1 x + • .. en
tonces 

fc><)=·(b 9+ b,x + ... )ld0 + d,x + ... ) 
xG 

+C..)= 

y 

e + e x +,., 
)(1, 

En otras palabras, Klxl · consiste de aquellas series de 
potencias for1ales que tienen sólo un nuíero finito de 
tér1inos negativos. Por lo tanto, todo ele1ento distinto 
de cero en K lx)' se expresa en for1a Única co10 

Al entero k se le conoce co10 el orden de f y se de
nota co10 O(f), El orden de dos ele1entos f y g de Klx) · 
cu1ple con las siguientes propiedades: 

Dlfgl = Dlfl + Dlgl y Olf~ gl >1 1inC Olfl, Olgl 

Nuestro objetivo ahora, es enunciar el teore1a de Noe
ther, el cual nos asegura que, bajo ciertas condiciones, 
dadas tres curvas algebraicas R,P y Q I existen polino-
1ios ho1ogéneos A y B tales que 

R = AP + BQ 



Sin e1bargo, necesita1os antes revisar algunos concep
tos relacionados con para1etrizaciones de una curva alge
braica. Para ello, va1os a considerar series de potencias 
en una variable auxiliar t ; denotare1os a los ele1en
tos de Kit). COIO x, y , ... 

DEFINICION -(para1etrización de una curva! 
Sea Flxl =Ola ecuación de una curva algebraica C en 

el plano proyectivo sobre el ca1po K. Deci1os que i.,i, 
,x, e Kltl · son las coordenadas de una para1etrización de 
e si 
al F lx 1 = O 

bl Si no existe Y• Kit!' tal que ii¡e K, i =0 1112. 

Si a~ O y !i.,i, ,x,l son las coordenadas de lapa
ra1etrización de una curva C 1 entonces lai.,ai, ,ai,l 
son coordenadas de la 1is1a para1etrización. 
Por brevedad hablare1os de la para1etrización (xi en lu
gar de hablar de la para1etrización cuyas coord!lladas son 
(x). 

DEFINICION -(centro de una para1etrizaciónl 
Sea (xi una para1etrización de una curva C y sea h, 

h = 1in Olx. 1 , i=0,1,2. Entonces la paraaetrización (yl 
definida por y.= f i. es la 1is1a para1etrización que 
!xi Y, por lo .~nos p~ra alguna Y, (ti en K(tl 1 1 i=O, 
1,2 , Oly,I = O. Entonces y,(01 = a¡;tO para alguna i 
El punto (a) se deno1ina centro de la para1etrización. 

Igual que antes pode1os considerar una para1etrización 
en coordenadas afines: si x.= o, se define 

X = i. 1 i. Y = x.1 x. 

!x,yl son las coordenadas afines de la para1etrización. 
Recíproca1ente, si (x,yl son coordenadas afines de C 

tales que fli,yl = Fll,i,yl = O y x , y no son a1bos 
ele1entos de K, entonces (1,x,yl son las coordenadas de 
una para1etrización de C. 
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DEFJNJCJON -(equivalencia de para1etrizacionesl 
Sean (xi y !yl dos para1etrizaciones tales que v.= 

= X. (t)' donde O(t»o. Entonces, si (xi y (yi tienen pj 

1is~o centro y si O(tl = 1, deci1os que (xi y (y) son 
equivalentes. 

Sea !xi una paraaetrización , i,~ Kit' l ', entonces pode-
1os substituir t' pot t' de iodo que x,E Kit')'. De
ci1os que una paraaetrizaci6n (xi con X¡E: Kltr) l!S una 
para1etrización reducible. Co10 las para1etrizaciones 
irreducibles son gran utilidad !11 el estudio de las cur
vas algebraicas, enunciare1os a continuación dos teore1as 
en esta dirección. 

TEORE"A J.4 -
La para1etrización 

x = t" 
"" .,, ti& 

y= a, t + a.t + ••• 

con O(n , O<n,<nz'''' a,4- O, es reducible si y sólo 
si los enteros n ,n, ,n2 , ••• tienen un factor co1ún 1ayor 
que uno. 

TEORE"A J. 5 -
En un siste1a coordenado apropiado,toda para1etrización 

es equivalente a una.de la for1a 

x=t" "" .,,, "' y=~ l + a,t + ••• , 

con O < n , O < n, < n, •.• 

DEFJNICION -!lugar de una curva, centro del lugar! 
Se conoce co10 lugar de una curva a la clase de equiva

lencia de para1etrizaciones irreducibles de C. Al centro 
co1ún de las para1etrizaciones se le conoce co10 centro 
del lugar. 

Cuando K denota el ca1po de los nú1eros co1plejos se 
tiene que, dada una curva Fh,yl = O y un punto lx. ,Y. 1 
en ella, existe un nú1ero finito de parejas de funciones 
x(tl, yltl analíticas en una vecindad de t= O, tales que 



al x!Ol = x. , y!OI = Y. 
bl f(x(tl,y(tll = O 
cl Existe una vecindad V de !x. , Y. 1 tal que para todo 

punto !x,yl en V, distinto de (x.,y. l, existe una única 
pareja !x !tl ,y(tl I y un único valor de t , tal que 
• = X (t J , y = y ( t), 

!Ver [ l pag. 1 

La expansión en serie de potencias de las funciones x!t) 
,y!tl es una para1etrización de la función f con centro 
en tx0 ,y0 I. El hecho de que los puntos tx,yl cercanos a 
fx. ,y0 l puedan ser obtenidos apartir de un único valor t 
es consecuencia de que la para1etrización !x!tl,y(tll sea 
irreducible. En este caso se define una ra1a de la curva 
co10 el conjunto de todos los puntos (x!tl,yltll que se 
obtienen variando t en una vecindad del origen de 1ane
ra que las funciones xttl, yttl sean analíticas en dicha 
vecindad, Así, el concepto de ra1a de una curva, cuando 
K = C, tiene su contraparte algebraica en el concepto de 
lugar de una curva !para un ca1po K algebraicaaente ce
rrado y de característica cero l. 

TEORE"A I.b -
El centro de cualquier lugar de C es un punto de C. 

DE"DSTRACIDN : 
Sea lxl una para1etrización de un lugar de C, enton-

ces x.= a,+ b,t +... y no toda a,= O, i=0,1,2. Co10 
Flxl = O, en particular Flxl = O t1od tl;ade1ás se tiene 
que x.= a, l1od ti, de donde F!al = O !1od ti. Así, t di
·,ide a Flal e K y I por consiguiente, Flal = O (aquí 
por·= l1od ti" esta1os entendiendo congruencia 1ódulo ti 

Enuncia1os el recíproco del teore1a anterior: 

TEORE"A 1. 7 -
Todo punto de una curva algebraica C es el centro de 

por lo 1enos un lugar de C. 

Aunque no dare1os una de1ostración de este Últi10 resul
tado,dire1os que éste se deriva de considerar el ca1po de 
potencias fraccionales K!xl .. (definido co•o el conjunto 

de todos aquellos ele1entos que pertenecen a los ca1pos 
K!x-111' , n=l,2, ... l y del siguiente teoreaa : 

TEORE"A 1.8 -
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Si flx,yl e K[x,yl, entonces a cada raíz y iE Klxt de 
flx,yl = O para la cual Olil > l, corresponde un único 

lugar de la curva f(x,yl = O con centro en el origen.Re 
ciproca1ente, a cada lugar lx,yl de f con centro en el 
origen le corresponden Olxl raíces de flx,yl = O, cada 
una de orden 1ayor que cero. 

DEJIOSTRAC ION : . . ,. 
Sea flx,yl = O y YE. Klxl una rau de f!x,yl = O. 

Sea n el 1íni10 entero tal que y K(x )', Entonces si 
t = x*, !t~yl es una para1etrización con centro en el 
origen. Por el teore1a 1.4, lt~yl es irreducible, 

Para de1ostrar el recíproco, se considera una para1etri
zación irreducible de f, li,yl, tal que Olxl = n > O y 
O(yl > O. Por el teore1a 1,5, existe una para1etrización 
equivalente de la for1a 

I'\ ", "t lt ,a, t + a,t +, .. J , a1T- O. 

Se observa que dos para1etrizaciones de este tipo difie
ren por una raíz de la unidad, es decir, substituyendo et 
pot t, donde e"= l. Queda deaostrar que para cada valor 
distinto de c, se tiene una raíz distinta de f!x,yl = O 
No lo hare1os aquí. 

DEFINICION -(orden .de un polino1io en un lugar Pl 
Sea lx,yl un lugar P con centro lx.,y.) y sea g!x,yl 

un polino1io. El orden de g en P, OPlgl , se define 
co10 el orden de la serie de potencias gli,yl. 

Se de1uestra que el orden de g depende sólo del lugar 
y no de la para1etrización específica (pues se están con
siderando para1etrizaciones equivalentes) Nueva1ente ,en 
este caso,q.tghl = O,lgl + \lhl y O,lg! hl ~ 1inlDJgl ,OJhlJ 

En for1a análoga, si (xi es una para1etrización de P 
en coordenadas proyectivas con todo Olx,I ~ O y por lo 
1enos O<x.1-. O, y si 6 es un polino1io ho1ogéneo en 
xo,x, 1 X~' defini1os Op(g) COIO el orden de 6(xl. 



Por Últ110, va1os a enunciar el teore1a de Noether. 

TEORE"A 1.9 -(de Noether> 
Suponga1os que F,6,H son tres curvas algebraicas y su

ponga1os que F y 6 no tienen factor co1ún. Considera1os 
cada lugar P, tal que OP,16) > O y tal que P. tiene su 
centro un punto ordinario de 1ultiplicidad r. de F, ~it 
Si para cada uno de dichos P. 

op_(H> ~ op_(61 + r. - 1 
' L 

entonces H =AS+ BF, donde A y B son p0Iino1ios ho
geneos, 
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APEND1CE II 
ESPACIOS Y VARIEDADES ANALlTICAS 

En el apéndice I nos concentra1os en el estudio de los 
ceros de polino1ios; aquí hablare1os ta1bién de ceros de 
funciones, pero en este caso, se estudiarán los ceros de 
funciones analíticas. 

11.1 - FUNCIONES HOLONORFAS, 

Co10 hasta ahora lo he1os hecho, denotare1os por R al 
ca1po de los nú1eros reales y por C al ca1po de los nú-
1eros co1plejos. Por c"entendere1os al espacio vectorial 
sobre C de las colecciones <z, , ... ,z"I en C>< .. , C = ( 
Z/ C <en foraa análoga se define R" 1, El valor absoluto 
de un núaero co1plejo z.; C,lo denota10s lz I y defini1os 
para z, c" la noraa 

lz 1 = 1ax { lz ¡ 1 ¡ 1 ~ j ( n } 

Si w, c" y r = <r, , ... ,r~ 111 ( el poli disco con centro 
en w y radio r es el conjunto ,Ó., (w¡r) 1 

Denota1os 6. <w;rl a la cerradura de D.. lw¡rl en C~ 

Si D es un subconjunto de c", una función co1plejo -
valuada f es una transfor1ación de D en el plano co1-
plejo, 

DEFlNICION 11.1 -(función holo1orfal 
Sea f una funci6n co1plejo valuada definida en un sub

conjunto abierto De_ e: Deciaos que f es una función ho
lo1orfa en D si a cada punto u D le corresponde una 
vecindad abierta U , w, U c. D, tal que la función f tie
ne una expansión en serie de potencias 

.. 
~ ..,, '1.., 

f (zl = ¿_ a <z -w, > ... lz .. -w,.> 
~ •.. ..,"a.o..,, ....... "' 1 

.. ,(11,1) 

convergente para todo Z6 U. Al conjunto de todas las fun
ciones holo1orfas en D se Je denota por 00 , 

Una observación i1portante es que toda serie convergen
te de la for1a 111.1) es absoluta1ente unifor1e1ente con
vergente en polidiscos suficiente1ente pequeños 61w,rl 
centrados en w, w = <w, ,,,,,w,.), Así, una serie de este 
tipo puede reordenarse arbitraria1ente sin por ello dejar 
de representar a la función f. En particular, pueden con
sideraran las pri1eras n-1 variables z, , .. , ,z ... , dadas 
y fijos los valores a,, .. ,,a,._,i de esta 1anera, la serie 
(11.1) puede rearreglarse co10 una serie en la variable z., 
,para z .. suficienteaente cercana a w., , Co10 este resul
tado es igual1ente válido para cualquier z, ,se tiene que 
una función holo1orfa f es holo1orfa en cada variable. 
El siguiente le1a nos proporciona la afir1ación recíproca 

LENA 11,2 -lde Osgoodl 
Sea f una función coaplejo-valuada, contínua en un a

bierto De c" y holo1orfa en cada variable, entonces f 
es holo1orfa en O. 

DENDSTRACIDN : 
Considereaos w, D y 2S.tw,r> c. D , Por ser f una 

función holo1orfa en cada variable,pode1os aplicar repeti
da1ente la for1ula integral de Cauchy en una variable pa
ra obtener 

..!."J-2.L. r dr .. f(z) = luil 'f,-z, "'Jr.-z. .. f(~) 
,,.. ... :~\s C'í \Wa-'C,.\ e: r,. 

para toda z, ~ (w,rl, Dado que el integrando de la ex
presión anterior es contínuo en el do1inio de integración 
para z fija, entonces 

f lzl = ltñil"J ~(~) d!, ... d 'f., 
(1,·Z.l ···(t.-Z..) 

Ahora, para z fija, la serie 



00 "'· v.' __ J_ __ -~!z,-•,l ••• (z"-11!" 
' . - L._ ~., . .,,., , s-, -z 1 ••• 1 r" -z., , .. !t, -11 1 ••• 1~ -• 1 " 

' ,··· ...... •• 1 "" I'\ 

es unifor1eaente convergente para~ en el do1inio de in
tegración , de 1anera que 

intercambiando el orden de la su1a y la integración, f se 
expresa co10 la serie de potencias 

Lo que demuestra que f es holo1orfa. 

11 • 

El crirterio de Cauchy en una variable tiene su equiva
lente para funciones de varias variables co1plejas. Sea z 
en e" tal que z, = x1 H Y, 1 donde x J y yj se conocen 
co10 las coordenadas reales subyacentes) , defini1os las 
operaciones lineales 

ll operador k así definido coincide con el concepto de • 
derivada parcial de una función holo1orfa, 

TEORENA 11.3 -!criterio de Cauchy-Rie1annl 
Sta f una función coaplejo valuada en el abierto D, 

O<: C~ tal que es continua1ente diferenciable en las coor
denadas reales subyacentes de e: Entonces f es holo1or
f1 en D si y sólo si satisface el siste1a 

~flzl = O .,zJ , j=l, ... n • 

D810STRACION: 
Nutva1ente considera1os f(zl co10 una función de una so

la variable z; • Si f(zl = u(zl + • vlzl entonces 

El teore1a es ahora inmediato de considerar el criterio 
de Cauchy-Rie1ann para funciones de una variable v dei 
leaa de üsgood. 

11, 

Sean De ( y tJ'c e'" dos dominios abiertos. Una trans 
foraaci ón g : D --+D' 

111,, ... ,11~> = lg,<z,, •• ,z">, ... ,g..,!z, , ••• 1 z"11 

es una transfor1ación holo1orfa si las funciones 91 , ••• ,g
son holo1orfas en D. 

Una gran cantidad de los resultados de funciones holo-
1orfas de una variable se generalizan a varias variables, 
entre ellos, el teore1a del 1ódulo 1áxi10 y el le1a de 
Sch11artz. Este últi10 lo recordare1os en el caso de una 
variable, pues en la sección 4.1 lo usa1os fuertemente. 

LE"A 11.4 -!de Sch11artzl 
Sea f una función analítica en la región lz:<1, tal 

que lf(z)I < 1 y flOl =O, entonces lf(z)I ,< lzt y 

lf'IOll ~ l. Si lflzH = lzt para alguna z/. O o si 
lf'IO)I = 1, entonces f(zl = cz, lcl=l. 

Otro resultado.que se generaliza apartir de un teore1a 
para funciones de una sola variable es que,si dos funcio
nes holo1orfas coinciden para todo z en un subconJunto 
abierto de U, entonces f(zl = glz) para todo z en U. 
Este resultado, es equivalente al principio de prolonga
ción analítica que a continuación enuncia1os: 

PRDPOSICIDN 11,5 -(principio de prolongación analítica! 
Sean e e"' abierto y conexo, y sea f una función holo-

1orfa en 11.. Si f se anula en un subconjunto abierto no 
vacío den. , entonces f :. O en ..n.. • 



DEFINICION -!función regular) 
Sea f una función holo1orfa, deci1os que fes regular 

de orden k en z., en un punto N1 si flN, , ... ,N .. ,,z.l , 
considerada co10 una función de la variable z., tiene un 
cero de orden k en z., = N.,, es decir, 

DEFINICION -!punto singular de una función holo1orfal 
Sea D un do1i ni o en ( y F : D --~ C.,, una función ho
l 01orfa, Flz) = tf, lzl , ... ,f,.lzl 1. Si la aatriz jacobiana 

J" (NI =(A)INI F .az¡ 

tiene rango 1áxi10 en NE D, decilos que F es no singu
lar en 11, Deci1os que F es no singular en D si es no 
singular en cada uno de sus puntos. 

TEORENA 11.6 -(de la función inversa! 
Sean U, V abiertos de e" ; O E U y f: U --+ V una fun

ción holo1orfa no singular en el origen. Entonces f es _, 
uno a uno en una vecindad del origen y f es holo1orfa 
en f!OI. 

Sea F una función holo1orfa en una vecindad de un pun-
" ., to p de C en C, tal que el deter1inante det JF(pl ,sea 

distinto de cero, entonces, por el teore1a de la función 
inversa, existe una vecindad U de p en la cual F es 
un iso1orfis10 analítico, Sea 

11 1= 11, lz, , ... ,z .. l , ... , 11,.= w.,lz, , ... ,z.,I 

la expresión de F en tér1inos de las coordenadas w. de • e", Deci1os que w, 1 ••• 1 w., es un conjunto coordendo en p 
si N¿lpl = O, i=l, ••• ,n y si definen un iso1orfis10 ana

lítico en una vecindad de p. 

DEFINICION -lbiholo1orfis1ol 
Sea F una función holo1orfa de una región De e" en 

un abierto V e e" definida por 

Si no sólo F ,sino su inversa F-, 

z~= z,.111, 1 ... 111,,) , k=l, ... ,n , 

es holo1orfa, deci1os que F es un biholo1orfis10. En el 
caso en que n=1, se dice que F es confor1e. 

DEFINICION -lsubvariedad co1pleja de c"1, 
Un subconjunto N de e" es una subvariedad co1pleja si 

para todo p N existe una vecindad U de p y una trans
foraaci ón F : U --+ C'" lnl1l no singular en p, tal que 
Nnu = < z, u ; Flzl = Flpl >. 

El siguiente teore1a caracteriza a las subvariedades 
co1plejas de e". 

TEORE"A 11. 7 -
Un subconjunto N de e" es una subvariedad co1pleja de 

C" , si y sólo si ca~a punto p" N ti ene asociado un con
junto coordenado N, 1 ••• 111., en p, tal que en alguna ve
cindad U de p, NílU = { z, U; 11,(zl = ... = 11.,!zl =O}. 

DE"OSTRACIDN : 
Suponga1os que N es una variedad co1pleja de C~ y sean 

p, ",U y F co10 en la definición anterior, F = lf, , ... ,fJ 
Suponga1os que f,!pl = O. Co10 F es no singular en p , 
entonces los vectores 

1 ~(pi, ... , at. ¡pJI z, az.., 

son lineal1ente independientes , j=l,,,.,1. Sean 

la,,, ... ,a,., 1 1+1 ~ j < n , 

n-1 vectores que co1pletan a los anteriores a una base de 
C~ Construí1os n-1 funciones co10 sigue 



" 
f. ( z 1 
' 

=L 
i. .. , 

a.z ¡, • 

De esta aanera, F = (f, , ... ,f.,l es no singular en p, lo 
que i apl I ca que f, , ••• , f., forman un si steaa coordenado 
en p y • N () U = { z E U ; f, (z l = ... =f.., (z l = O } • 

51 ahora suponeaos que para todo p N existe un conjun 
to coordenado w, , ... ,w,.. en p,defini1os F co10 F =(w ,, .. 
... ,w In, claraaente NílU = { z~ U ; Flzl = F(pl } = 
= ( ZE. U; (11 1 (zl, ... ,11...,(zll =O}. 

11. 

Este teoreaa i1plica que N c. e'' es una subvariedad si 
y sólo si,para cada uno de sus puntos existe una vecindad 
U de p, un poli disco 1::::.. (0¡6 l y una función no singular 
F de L:::.. !O¡,n en e\ tales que l'1 í\ U= F! A !O¡&)l 
y F (01 = p. 

DEFINICION -!subconjunto flaco de un do1iniol 
Sea O u do1inio en e" y X c. O. Deci1os que X es 

un subconjunto flaco de D si para toda z & D existe un 
disco abierto 1::::.. (z·,rlc. O y una función holo1orfa f,no 
idénticaaente cero en Alz;rl,tales que f!Xl\~(z;rll= O 

TEORENA II.B -!de extensión de Rieaannl 
Sea X un subconjunto flaco de un doainio D en e" y 

f una función holo1orfa en D\X, local1ente acotada en D. 
Entonces existe una única función holo1orfa f en D tal 
que f (zl 1 = f(zl (que f sea localaente acotada en D 'v,x 
significa que, para todo z • D, existe A (z;rl c. D tal 
que fl es acotada). 

A~:ill\(DI><) 

Un resultado que se desprende del teore1a de extensión 
de Rieaann, es el hecho de que para todo subconjunto fla
co X de un subconjunto conexo U de C., , la diferencia 
U\X es conexa. La de1ostración de este resultado se basa 
en suponer que U\X es disconexo, esto i1plica que U\Í 
es ta1bién disconexo y por lo tanto, puede escribirse co-
10 la uni Ón de dos conjuntos abiertos ajenos U, y u .... 
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-
Defini1os en U\X la función 

si h U, 

si z e; u. 

clara1ente cp es holoaorfa en U\X. Co10 U es conexo,ex1s
te p, U tal que PE X íl ü,nü ... Para dicha p , <t> no se 
extiende a una función holo1orfa, lo que contradice el 
teore1a de Rie1ann. 

Contrariaaente a lo que sucede para funciones de una so
la variable, en varias variables toda singularidad aisla
da de una función holoaorfa es re1ovible. Este resultado 
es consecuencia in1ediate del siguiente teore1a. 

TEORENA 11.9 -<de Hartogsl 
Sea b..10;1l = { z1: e"; lz;I < 1 >, n>l. Sea Y una ve

cindad de el !.6.(0,1> 1 tal que la intersección Y() t.10; 11 
es conexa. Entonces, para toda función holo1orfa Y, 
existe una función holo1orfa F en .6. IO; 11 U V , tal que 
F lv = f. 

DENOSTRACION : 
Sea e >O tal que A = A, U A,, donde 

y A c. V. 

Sea z' = (z,, ... ,z.,l. Si lz'I < 1, entonces la función 
z,---+ f(z, ,z'l es holotorfa en el anillo { z,<C; 1-E < 
< lz,1 < 1 } , de aanera que podeaos expresarla en serie 
de Laurent en z, 

f!z, ,z 'l = '.2_a,.(z 'lz~ ··-con a.,!z'l holo1orfas en P = C lz.,I < 1, ... , lz) < 1 } 
Ahora, si 1-, <lz, 1 (1, lz,1(1, .. ,, lz,.I< 1, la función 



.. , --... t12, ,z I es holo1orfa en el disco lz, 1 < 1, por lo 
que la serie de Laurent no tiene térainos con potencias 
negativas en z,. Es decir, a~(z'l = O para v <O y 
1-, < lz, 1 < 1. Por el principio de prolongación analíti

ca ,11.5, a)z') = O para v(O, z'1: P. Definiaos 

[ 
f(z) 

f(z.) :: t:)z ·) z, 
1 Z E Y 

,ZE AIO,I) 

La serie anterior converge unifor1e1ente en subconjuntos 
co1pactos de 6 (0,ll y es holo1orfa ahí ; además, F 
coincide con f en Y í\ .6.10,ll pues coincide en un sub
conjunto abierto de Yí\ P y la intersección Y íl P es 
conexa. 

11. 

Una de1ostración distinta de este resultado se obtiene 
usando la integral de Cauchy-Rie1ann. 

Una for1a 1uy usada del teorema de Hartogs es la si
guiente: 

TEORENA 11.10 -lde Hartogsl 
Sean Y e U abiertos de c: toda función holo1orfa en 

una vecindad de U\Y se extiende a una función holo1orfa 
en U. 

11.2 - FUNCIONES HOLONORFAS: ANILLOS LOCALES. 

En general, nos interesara analizar el co1porta1iento 
de una función en la vecindad de algún punto en especial. 
Esto nos per1ite desarrollar una teoría local de las fun
ciones holo1orfas y obtener una gran cantidad de resulta
dos que, en el caso global sería poco razonable plantear
se. Para el estudio local de las funciones holo1orfas ne
cesita1os desarrollar el concepto de ger1en de una fun
ción; este concepto nos per1itirá establecer una equiva
lencia entre aquellas funciones que son iguales en la ve-
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cindao de algún punto dado • 

DEFINICION -lger1en de función) 
Sean fu y g~ funciones co1plejas definidas en una ve

cindad U y Y de w , respectiva1ente. Deci1os que lv 
es equivalente a 9, en w ,si existe una vecindad abier
ta II de w , N c. U!\ Y, tal que fu~= g_l~ • Va1os a deno-
1inar ger1en de una función en el punto w , a la clase 
de equivalencia de dichas funciones, 

Es sencillo de1ostrar que la relación anterior es, en 
efecto, una relación de equivalencia. Ya1os a denotar por 
(, , al ger1en correspondiente a la función f en el pun 
to Ni cuando no sea necesario especificar el punto, es
cribire1os sólo f. 

Se observa que el ger1en depende no sólo del co1porta-
1iento de la función en el punto, sino de su co1porta1ien
to en toda una vecindad de éste, El valor de un ger1en en 
w es el valor de cualquiera de sus representantes. 

El hecho de considerar ger1enes de funciones de varia
ble co1pleja, nos per1ite dar al conjunto de dichos gerae
nes una estructura de anillo: 

Sean f y g los representantes de los ger1enes .f y g 
en w. En U íl V, se encuentran definidos f + g y f g 
, de 1anera que los ~er1enes de dichas funciones definen 
a la suaa .f + 9 y al producto f·g de f y !· Es 
in1ediato que lo anterior define un anillo con1utativo 
con ele1ento identidad. 

Nosotros estare1os interesados en un anillo auy especi
fico, a saber, el anillo de ger1enes de funciones holo1or
fas en un punto w, que generahente se denota por e.,. 
Cuando w = O e c: (9,., se denota 0 y, cuando es nece
sario especificar la di1ensión co1pleja del espacio sub
yacente, C , se usa la notación ~ c9w . 

El siguiente teore1a nos sera de gran utilidad al tra
bajar con anillos de gér1enes de funciones holo1orfas. 



TEDREIIA 11 .11 -
El ¡nillo de ger1enes de funciones holo1orfas en un pun 

to N.: c",,,0, es iso1orfo al anillo de series de poten-..., 
cias convergentes alrededor de N. 

DEIIOSTRAC ION : 
Observe1os pri1ero, que cada serie de potencias conver

gente en una vecindad de un punto w representa a una 
función en dicha vecindad y por consiguiente, determina 
un unico germen en,. Q,. Por otra parte, si fu es un repre
sentante de un germen f'e., ~ , f tiene una expansión en .. 
serie de potencias en una vecindad de N, Se observa que 
si f es otro representante de f, f y fu deter1inan la 
1.11 sma e>:pansi Ón en serie de potencias en una vecindad de 
w. 

//, 

Haciendo el cambio de variables, ~l= z;-N; 1 es in1edia

to ver que los anillos .,(Q y .f) son isomorfos; de 11anera 
w 

que ,por lo general, hablaremos del anillo de ger1enes de 
funciones holomorfas en el origen. 

Vareos a demostrar que .,D es un ani 11 o entero • Para 
ello, consideremos dos elementos :f y g e.,O y sean f y 
g las funciones representantes en una vecindad U del ori 
gen. Supongamos que f g =O, entonces el producto de f 
y g se anula, f(z)g(zl = O,en una vecindad Y e U del ori 
gen. Si f(zl, O para alguna N Y, entonces, por conti
nuidad, f(zl # O en alguna vecindad abierta de N y,por 
lo tanto, g(Nl = O en dicha vecindad. Lo anterior nos di
ce que g(zl = O en Y. 

Por lo que acaba1os de de1ostrar, tiene sentido pensar 
en el caapo cociente., .t( de ,. (9 que se conoce co10 el 
campo de germenes de funciones 1ero1orfas. 

Pense1os en los geraenes de funciones en.,{) que son 
distintos de cero en el origen; claramente ~stos ele1en
tos poseen un inverso mu! t1 pli ~ati vo en ., () y , por con
siguiente , representan a las unidades en.,() ,.,.{} es un 
anillo local. 

Resulta útil observar que aquellos elementos que o~ son 
unidad en" O, foraan un ideal en., O: el ideal de qer
~enes de funciones holoraarias q~e se anulan en el origen. 
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Sea f(zl = (z, , ••• ,z.~l un representante del ger1en f 
, f e ... (9; f(zl puede considerarse co10 una función holo-
1orfa en n variables , z , ••• ,z ,z y, cc,1110 tai, oete• 
1ina un ger1en en,.O. E1°ger1eo"'.~sí~ef1nido e; inde¡:,e·
diente del representante elegido y, la tr~~slor,ac15n 
"-,0--, .. o es mono111orfismo : los ele11entos.?'' e .e· 
son aquellos elementos t, f) que no dependen de :. 

• 

Vamos a estudiar ahora, un tipo especial de ele~en~o, 
en .,O : sean a0 , ... 1 iik elementos de .. 9 y construva110~ 
el polino11io 

p(a} = a + a z + .. ,+ iL zt 
O 1 1 .... 

por definición, p(a) representa a una serie de pote•.uas 
convergente en n variables y, por consiguiente. oertenPc~ 

a .,,O, El conjunto de elementos de esta forma :or·sh · . ? 

el anillo de polinomios en z. sobre O, (9rz,, .. =.a
ramente, (9 C 0 [z.,J e [) ... , •·· 

""' .,,., " 

DEFINICION -lger1en regular de orden kl 
Sea f E /) y supongamos que existe un representante t 

de f tal que f es una funcioñ regular de orden k en 
z,, en el origen, Entonces se di ce que f es regular de 
orden k en z,. • 

DEFINICIDN -(polino1io ne Weierstrassl 
Sea h un el e11ento de ..,f) [z.,l de la for11a 

... .., 
h(z ) = z + a z + ••• + a z + a ., " ' " .. , "' .. 

tal que los coeficientes a., .O, j=!, ... ,k, ne ¡,or, ur.. 
J ., 

dades, Entonces h se denomina polino1io oe we1ersc~ó=-:. 
de grado k en z n • 

Puesto que en un polino1io de Weierstrass, h~ ~ .. ,.,, .. , 
los coeficientes aj no son unidades, se tiene que e~ : 
origen aJ (0, •• ,O> = ú ; por lo tan~:l, h(O, .. ,0,1 ) ... "" 

lo que 11plica que hes reguiar en z., de orter i. 

El siguiente teore1a nos proporciona un resultado sobre 
"factorización• de ele1entos en .. O. 



7t0REM,; !I.l: - :!~ p·•:;"'"ción ae Weierstrassl 
Sea f E /J un ger11en regular de orden k en z,., entonces 

existe un ÚnJCo polino1io de Weierstrass hE.9Cz,.l, de 
grado k, tal que f = uh para alguna unidad u,.,O. 

DEFINICION -(eleaentos irreducibles) 
Un ele1ento (f,.() es reducible sobre.,,() si puede ser 

escrito co10 el producto f = 9,921 donde g1 ,g 1 no son u
nidades de ,.O; en caso contrario, se dice que fes irre
ducible en .O. Análogaaente, un ele1ento , E.f) Cz.l se 
denomina reducible en ,,_.{) [z,.,l, si puede escribirse coao 
f = 9, g& donde g, ,g2 no son unidad es de ....,O Cz,. 1; en ca -
so contrario, tes irreducible en ... ,() Cz.,1 

LEIIA II. 13 -

Un polino1io de lleierstrass 11 ,;..,f) Cz.,J es reducible 
sobre ,. O si y sólo si h es reducible sobre ..,D Cz., J ; si 
h es reducible, entonces todos sus factores son polino
mios de lleierstrass 1ódulo unidades de ... /J Cz,.,J. 

Haciendo uso de la inducción en n y del teorema de 
preparación de lleierstrass, se de1uestra que los anillos 
locales.,,{) son anillos Noetherianos, es decir, son ani
llos con1utativos con ele1ento identidad, tales que cada 
ideal tiene una base finita. 

II.3 CONJUNTOS ANALITICOS Y 
6ERIIENES DE CONJUNTOS ANALITICOS. 

En II.I defini1os una subvariedad II de C~ en for1a 
local,co10 el conjunto de ceros de ciertas funciones; sin 
e1bargo, es i1portante dejar claro que no todo conjunto 
de ceros de funciones es subvariedad de e"'. Considere1os 
por ejemplo, en C1el conjunto { z. z~z,= O>, se de1uestra 
que este conjunto no es una subvariedad de e! observando 
que en el origen, O E c',se tienen tres co1ponentes. Pen
se1os ta1bién en el conjunto { z;- z, z,. = O } , donde r ~ 2 
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;si f1z, ,z 2 ,z,1 = z:- z,z 2 , entonces el Jacobiano de i es 
Jf = (z, ,-z, ,rz;·'), que es claramente singular en el ori
gen. 

Nos interesa estudiar el conjunto de ceros de funciones 
holo1orfas aún en el caso en el que dicho conjunto no 
constituya una subvariedad analítica de e". La siguiente 
definición abarca esta situación más general. 

DEFINICION -(subconjunto analítico) 
Sea U un do1ninio en C~ Un subconjunto Y de U se deno-

1ina analítico, si para toda ZE U, existe una vecindad U 

y un nú1ero finito de funciones holo1orfas f,, ••• ,f" en 
U -. tales que Y íl U ;i = { X, U~ j f , (X) = ... = f " (X) = 0 }. 

En una gran cantidad de casos denotare1os a Y íl U~ por 
Ylf, , ... ,f" l. 

TEOREIIA II .14 -
Sea U un do1inio en C"y Y un subconjunto analítico de 

U. Entonces se tiene que 

al Y es cerrado en U. 
bl Si Y 'F U, U\V es denso en U. 
cl U\ Y es conexo en U. 

DEIIOSTRACION : 
al Por definición de subconjunto analítico, toda z.-, Y 

tiene una vecindad u. tal que V() Uz es cerrado en U. 
bl Supongaaos que U\V no es denso en U, entonces V ~ ¡, 

o -vamos a de1ostrar que V es cerrado en U. As1, V es 
abierto y cerrado en la región conexa U y,por lo tanto, 
Y= U, lo que es una contradicción: 
Sea z, Y y Ui una vecindad abierta conexa de z en U 

Co10 Y es analítico, existen f, , ••• ,f,. funciones holo-
1orfas en U tales que Vf\ u.= {XG U ;f, lxl= ... =f .. (xl=O } . " 
entonces, cada f, se anula en YílUz. Por consiguiente, 
por el principio de prolongación analítica, f; = O en U~ 

de aanera que U e.Y. Así, UcY y zc V. Por lo tan-
• - .a .a 

to, Y = Y. 
cl Bastará probar que todo z 6 U tiene una vecindad co

nexa U I tal que U1 \ V es conexo. 



Sea Ux una vecindad conexa y f, , ... f,. funciones holo-
1orfas en U, taies que 

u, n v = e x • u, ; f, < x l = .. . = f. < xi = o > 

~ 

Sean x.,x,c U,\ V y V= U, C;1x 0 + (1-Jl~, U1 }. Ves 
un conjunto convexo no vacío de C. El conjunto V' definí
por V· = (~, C ; .,( x + (1-..1. l x, , U 11 V } es di se reto en V. 

- o l -
Por consiguiente, V\V'es conexo y 01 1 V\V', Si t--• Y(tl 
denota un arco en V\V' que conecta a O con 1, entonces, 
t --~ Y(t)x + (1- Y(tl)x es un arco en u., V que conec
ta ax con x • 

' . 
11. 

TEORE"A I I. 15 -
Sea F una colección de funciones holo1orfas en un abier

to U de e". Entonces V!F) = < x « U; f (xl = O ,para todo 
f ~ F} es un subconjunto analítico de U. 

Vaaos a desrrollar una versión local de la noción de 
subconjunto analítico; para ello, dare1os una relación de 
equivalencia entre los subconjuntos de C~: 

DEFINICION -(germen de un conjunto) 
Sean l y Y subconjuntos de C~ Deci1os que X y Y son 

equivalentes en el origen si existe una vecindad U del 
origen tal que X() U= Y() U. A una clase de equivalencia 
de conjuntos se le deno1ina ger1en de un conjunto, 

Co10 nuestro interés es trabajar con subconjuntos analí
ticos en for1a local, va1os a definir lo que entendere1os 
por un ger1en de un conjunto analítico. 

DEFINICION -lgerten de un conjunto analiticol 
Deci1os que I es un ger1en de un conjunto analítico si 

existen (,, ... ,f.,,.O,tales que 

x = v11, 1n ... nv1r.1 

donde, por V(f; J entende1os a la clase de eQu1valenc1a de 
conjuntos ( x, U; fj (x) =O}, siendo f el ·epresentantE 
del ger1en ~ en U. 

En otras palabras, les el ger1en de un conJunto anai1 
tico en el origen, s1 el conjunto (x• U:f,!x.'= ... =r.-.• ,= 
es un representante del ger1en de conjunto l, donde U es 
una vecindad del origen y f , ••• ,f. son funciones holo-
1orfas en U. A la 1ntersecci1ón íl V(fj¡ taab11in se le 
denota COIO V(f., ... ,fK) o bien'°{ f', = ... = f.= (1 } 

Denotare1os por ., r a la colección de ger1enes de con
juntos analíticos en el origen. 

Observaaos que si V y II son ele1entos de .. :r , entonces 
Vílll y VUII son ele11entos de ; ya que si V= 
= VII, , .. ,f'I() y 11 = 11(~1 , .. ,9..,), entonces Vílll = (f.= . 
.. =9 =g = •• =g =O j y vnw = <f·9 =O; i=l, .. ,k:j=l, .. ,• .-

t( ' 'ffl " j 

DEFINICION -!el ideal de V y el lugar de V) 
Sea V ,.,:r , Considere1os los conjuntos id V = .2 !Vl = 

= < f',{); t se anula en V} y loe á. n V!I) donde 
' fl , •• Se~ C1 • El conjunto .R. (Vl se conoce co10 el ideal de 

V y el conjunto loe S se conoce co10 el locus · o el 
lugar de J' . 

Es i1portante hacer notar que .i (V) es, en efecto, un 
ideal, pues si f' y g son dos ele1entos en~º que se anu
lan en V , f + g y f.lC ta1bién !para todo hf) 

Va1os a deaostrar ahora que loe S es un ger1en de un 
conjunto anal íti ro. 

PROPDSIClON 11.16 -
Seas e Ov V e,/T tales QUE! loes= n vm. Enton 

~ ,.s 
ces loe~ es un ger1en de conjunto analítico. 

DE"OSTRACION : 
Sea J.. el idl!al generado por S y sean g,, ... ,IJ.., sus ge
neradores (sabe1os que..Q es finita1ente generado pues 
es un anillo Noetherianol, Co10 todo ele1E!nto di! S se 
anula en loe S , entonces V!g,, .. ,.IJ.J loe S . Por 
otra parte, todo ele1ento dei. se anula en Vlg,, .. ,,il..' 
y ,R. :J S, de 1aner a que I oc S = V ( 1) , ... , g,.¡. Por I o tan 

1 



to, loe S = V!g, , ... 19,,,1. 

Al igual que cuando trabaja1os con curvas algebraicas, 
existe un concepto de irreducibilidad para el caso de gér
menes de conjuntos analíticos. 

DEFINICIDN -!ger1en irreducible de conjunto analítico l 
Sea V ~ftJ. Deci1os que V es irreducible, si se tiene 

que la igualdad Y = Y, U v. para Y ,Y E ,T iaplica que o ' . . 
bien Y = V, o V = Y1 . 

TE DRENA l l. 17 -

Sea Y€.:!". Entonces Y tiene una desco1posición en ger-
1enes irreducibles Y : Y, u ... u yl( 1 donde v. E.r y V,rf_ v .. 
para i*j. Adeaás, V, , ••• ,Y", están deter1inados en foraa 
Única por V. 

La de1ostracion de este teore1a se basa, esencial1ente, 
en el hecho de que., Des Noetheriano y en que la conten
ción ~.::, V, i1plica idV; c. idV,: lo anterior nos asegura 
que toda cadena descendente V,:, Y 1 .. • se detiene para 
alguna k, es decir, V;:, v.;,,.,::::, V,.= V,,.,= ••• (observaaos que 
de lo contrario la cadena de ideales idVc. idVc ••• se
ría una sucesión ascendente y esto contr~dice ei que ~O 
sea Noetherianol. 

A los ger1enes V, , ••• ,v. de la desco1posición anterior 
se les conoce co10 ra1as irreducibles de V. Nos pode1os 
preguntar ahora,dado le J), si existirá alguna relación 
entre la factorización de f y las ra1as irreducibles de 
V!ll. El siguiente teore1a nos responde con precisión a 
esta pregunta. 

TEDRENA I l. 18 -
,f') 1( •• 

Sea t ~ .. v y f = TT P.· su factorización en factores irre-... 
ducibles. Entonces la desco1posición de Vlfl en sus ra1as 
irreducibles est.á dada por 

Vlfl = Y<P, l U,,.U Y<Pkl • 
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DEFIHICIDN -!punto regular de VI 
Sea V un subconjunto analítico de un do1in10 U en C~ Un 

punto x, V se deno1ina punto regular de V, si existe una 
vecindad u. de x ,tal que Y/1 u. es una subvariedad co1ple
ja de U. Si x no es un punto regular, deci1os que x es 
singular. 

DEFINICIDN -ldi1ensión de un subconjunto analítico l 
Sea V un subconjunto analítico irreducible en el origen 

,O, C~ y sean lz, 1 ... ,1¡. ;z .. , ... ,z) coordenadas regulares 
en una vecindad del origen. Se define la di1ensión de V 
en el origen co10 di10 V = k. 

II.4 ESPACIOS ANALITICOS Y VARIEDADES ANALITICAS CONPLEJAS. 

Despues de tratar el caso local, nos encontra1os con el 
proble1a de juntar de una 1anera adecuada los resultados 
locales, para así, poder estudiar ciertos plantea1ientos 
globales. Con ese fin, introduci1os el concepto de gavi
llas de funciones holo1orfas. 

DEFINICIDN -!gavilla sobre un espacio topológico) 
Sea D un espacio topológico. Una gavilla sobre Des un 

espacio topológico .:r y una transfor1ación n: T---+ D , 
tales que 
a) rr es un hoaeo1orfis10 local; es decir, para toda"C enT 

, existe una vecindad U de~ tal que TT (U) es abierto y 

la restricción n lu es un ho1eo1orfi s10. 
bl Para cada t " D, la fibra n-' ltl = { , tiene una es

tructura de grupo abeliano. 
el Las operaciones de grupo son contínuas en la topología 
der. 

Considereaos r9 = ui{ y sea ñ ,íi: ~--.. e; la pro -
yección dada por ñ j~ l = z, para IEQ. Vaaos a definir 
una topología en 0. Sea fl, O yll<U,fl = ( I; f'e. U }, 

i t 



donde f! es el ger1en en s definido por IU,fl. Si con
sidera1os todas las parejas (U,fl que definen a ', los 
conjuntos N(U,fl for•a!!.. un siste1a de vecindades de Is 
La transfor1ación ñ : &---+ ( es contínua, pues si Y es 
una vecindad de 5 y IU,fl es la pareja que define a ~, 
entonces ñ (N(UílY,f)I c. V. Se deauestra adeaás que, con 
la topología definida, § es un espacio de Hausdorff, 

Por Últi10, la transfor1ación rf: 0--~ C~ es un ho1eo-
1orfis10 local: sea x= ft y N= N(U,fl donde IU,f) define 
a (~, entonces ñ (N) = U. La inversa de n 1,. está dada 
por s --.. \ , ~ E U. 

0con la estructura definida, constituye una gavilla de 
ger1enes de funciones holo1orfas en e: 

DEFINICION -!espacio anillado) 
Un espacio anillado es una pareja (X,19), donde X es 

un espacio Hausdorff y e es la gavilla de subani llos con 
unidad de la gavilla de ger1enes contínuos de funciones 
en X co1plejo-valuadas, 

No abundare1os en el significado 1ás a1plio de esta defi
nición, pues nos interesa en particular el caso en el que 
X es un do1inio en e" y Ó es la gavilla ,. 01)1 de ger-
1enes de funciones holo1orfas en X. 

DEFINICION -(transfor1ación de espacios anillados) 
Sean IX,.01 y IV,/J> espacio anillados. Una transforaa

ción continua f : X--~ Y se deno1ina transfor1ación de 
espacios anlillados si, para toda u X y h" rqc,,,, se 
ti ene que h• f.: xD.c , 

A la transforaación de Yq1,.1en 0. , dada por , ... 

h --~ h•f 

se le denota t*. Si fes uno a uno y f* es sobre, deci1os 
que f es una inyección de X en Y, Si V e X y la iden· 
tidad • : Y --~ X es una inyección, deci1os que Y es un 
subespacio de X. Si Y es un subconjunto cerrado de un 
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espacio analítico X, deci1os que V es un subespac10 ana
lítico de X. 

DEFINICION -liso1orfis10 de espacios anillados) 
Sean IX,,{)I y IY,pl espacios anlillados. Una transfor-

1ación f : X--~ V es un iso1orfis10 de espacios anilla
dos, si fes un ho1eo1orfis10 y fes una inyección de X 

en Y, 

DEFINICION -(variedad analítica co1pleja -pri1era definición) 
Un espacio anillado IX,p) es una variedad analítica 

co1pleja si todo x" X tiene una vecindad U , tal que 
(U,.Oll es iso1orfo al espacio anillado IV,)0>, donde 
Y es un do1inio en C~ y Y{) es la gavilla de ger1enes de 
funciones holo1orfas en Y. 

Se de1uestra que esta definición es equivalente a la si
guiente. 

DEFINICION -(variedad analftica co1pleja -segunda definición) 
Una variedad co1pleja es una variedad diferencible que 

ad1ite una cubierta abierta { UÁ} y transfor1aciones 
coordenadas t :u.._--, C~ tales que V: 0 lfl;' es holo1orfa 
en lf. IU .. n U"I e C'\ para todo •.li• 

Haciendo uso de las condiciones de Cauchy-Rie1ann, es 
fácil ver que toda variedad analítica c01pleja es orien
table, 

DEFINICION -(espacio analítico> 
Un espacio anillado 11,xO> es un espacio analítico si 

toda x d tiene una vecindad U tal que IU, .i0,11 1 es i so-
1orfa a un espacio anlillado IY,~0> donde Y es un sub
conjunto analítico de un do1inio en e" y YO=! /)12 \ 1 
donde ,t es el ideal de Y. 'f 



un subespac10 analítico de un espacio analítico (1.,xOI 

es un espacio analítico, tal que Y e X y la identidad 
< : t --y X es una inyección de Y en X. 

PROPOSICIDII 11.19 -

Sea (1.,xO) un espacio anillado. Sea Y un subconjunto 
con la siguiente propiedad : si y" Y, entonces existe una 
vecindad U de y ,y funciones holo1orfas f,, ••• , ft 1de
finidas en U tales que Yíl U= V(f, , ... ,ftl. Entonces, 
si Q es la gavilla en Y de funciones holo1orfas en X 
que se anulan en Y, (Y I l ,.DJt l!y l es un subespacio ana-
1 Ítico de X. Todo subespacio analítico surge de esta 1a
nera. 

DEFINICION -(punto regular de un espacio analiticol 
Sea (X,,Ol un espacio analítico. Un punto regular de X 

es un punto x que tiene una vecindad U, tal que (U, ,.O¡ l 
~ 

es una variedad co1pleja, Deci1os que un punto es singu-
lar si no es regular, 

DEFINICION -(vector tangente) 
Sea (X, 0) un espacio analítico, y sea x un punto en X. 
Una derivación de 0,.lo un vector tangente) en x, es una 
transformación t : O., __ ,. C, tal que 
a) t(a f + b CJ) : at(f) + bt(I)) 1 para a,b E C y f,gE Q; 
b) t!f gl = flxl t!gl + glxl tlfl 

El conjunto de derivaciones de c'.{forma un espacio vec
torial sobre C, que denota1os por TX, y se deno1ina espa
cio tangente a X en x. 

PROPOSICION II.20 -
Sea 'f: IX, .Ol __ _, IY ,PI una transformación holo1orfa 

Para cualquier x& X existe una transforaación lineal indu -
cida <f1,.:.n.--.. TY\'6cJ' Si~ es inyectiva lbiholo1orfal en 
x, entonces <f• es uno a uno <iso1orfal en x. 'f,., es la di
ferencial de lf • 
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Por ~lt110, dare1os una base del espacio tangente ·1. 

PROPOSICION 11.21 -

Sea xc e: Entonces, las transformaciones 

definidas por 

están en T)(, y forman una base de TX. 

DE"OSTRACION : 
Por definición, fz, E, TX, ,para j=l, .. ,n. Dichas trans

foraaciones son independientes pues ':z; =S ..• Va1os a 
Vi! L 'J 

de1ostrar que generan : 
Sea t" TX,. Entonces, para C& C, 

t!c,ll = ctlll y t(cl = ltlcl + ct(!J 

(pues tes una derivaciónl,entonces tic) = O. Si fct.,Q, 
pode1os escribirla en serie de Taylor como 

" ., 
flzl = f(xl + 2.. a.Ctxllz,-x.l + L.. (z.- x.Jq tz• 

ls.1 é),i~ C. ,·:1 C. l C. 

donde g son funciones holo1orfas que se anulan en el o
rigen. Aplicando t se tiene, 

por lo tanto, 

t : t._ t(I,) ( ~ 7 • ) 

lz1 117 c., 

I I. 
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APEND ICE 111 . 
CONJUNTOS ALSEBRAICOS EN CP~ 

Il!.1. TRANSFORNACIONES RACIONALES Y BIRRACIONALES, 

En el apéndice l defini1os el concepto de espacio pro
yectivo n-di1ensional IP", Aquí retoaareaos este concep
to y dare1os algunos resultados relacionados con dicho es
pacio. 

Recorde1os que si IP" es un espacio proyectivo de di1en
sión n sobre un campo K, entonces un punto r" p" está da
do por n+l ele1entos (f'..,: ... :'r.,I de K, tall!s que no toda 
f, = O. Ade1ás,dos colecciones ('f. : ••• :f..,I y 11.: .. ,:r¡.,I 

representan al 1is10 punto enlP", si y sólo si existe .J. 

en K\{0}, tal que f/., =1(:, para todo i=l, ... ,n. 
De la nis1a 1anera que en 1.2, deci1os que un polinp-

1io Flr.l ~ K[x. , ... ,x.,l se anula en un punto fo; 1P~ si 
F l f.,, .. , f., l = O sin i aportar las coordenadas r, de ~ ele
gidas. Si desco1pone1os al polinoaio F coto la suaa de 
sus términos de grado j , se tiene que 

F = F + .. ,+ F 
o r 

y 

Fur.., .. ,Jx. l = Flx .... ,x.,)t..( Flx 0 ,., ,x., l+ .•• +ÍF!x0 ... ,x.,l 

Así, si F I..L r., ... , .i.r., l = O, coto K es infinito, se ti ene 
que F, lf., ... ,f.,l = O para toda i = o, ... ,n, A los po
lino1ios F se les denomina coaponentes hoaogéneas de F. 

Sea X un subconjunto cerrado de IP" (recordeaos que X 
es cerrado si todos sus eleaentos son tales que anulan a 
un nú1ero finito de polinomios con coeficientes en K l y 

sea V el conjunto foraado por todos los polinoaios F en 
K[y0 , ••• ,y.,l que se anulan en todo punto x de l. Y cons
tituye un ideal de l. Haceaos nota~ que si F es un ele-
1ento de V , entonces todas sus coaponentes hoaogéneas 
pertenecen a V . A un ideal con estas características se 
Je conoce co10 ideal hoaogéneo. 

Al considerar funciones racionales en coordenadas ho10-
geneas 

Plx0 ,.,,,x.> 
"--"--'--'---

es necesario observar que si P y Q no son polinoaios ho10-
géneos del 1is10 grado, el valor flx. , ••• ,x.,l es distin
to del valor f 1.J.x, ,,. , 11>¡,) ,Por consiguiente, cuando ha
bleaos de una función racional f, en coordenadas hoaogé
neas en un punto x, estareaos suponiendo que fes una fun 
ción hoaogénea de grado cero, es decir, fes de la forma 
P/Q, donde P y Q son polino1ios ho1ogéneos del 1is10 gra
do, 

DEFINICION -(función regular en abiertos delP" l 
Si U es un abierto de IP", x e U y f = P/Q es una fun

ción ho1ogenea de grado cero, tal que Q(xl -:1- O, entonces 
en una vecindad de x, f deter1ina una función con valores 
en K que se deno1ina función regular en x, 

Si fes una función regular en todo punto x de U, deci-
1os que fes regular 1n U 

Observa1os que el conjunto de todas las funciones regu
lares en U constituye_un anillo que se denota por K[Ul 

DEFINICION -(transfor1ación regular de abiertos delP"l 
Sea U un abierto delP", Una transfor1ación regular f , 

f: U--+ p" se define co10 una colección 

IF0 : • , • : F., l 

donde cada F. es una función regular en U. 
J 



Observaaos que el conjunto de puntos x para los cuales 
una transfor1ación racional es regular, es un abierto de 
IP" • 

Sean U y Y abiertos de IP y 1P~ respectivaaente, y f, 
f : U --4 /p: una transfor1ación racional, Deci1os que f 

transfor1a a U en Y, si existe un abierto U'c U tal que 
f !U· l e Y y f es rl!gul ar en U' 

DEFJNICIDN -!transfor1ación birracionall 
Sean U y V abil!rtos de P7 Deci1os que una transfor1a

ción racional f de U l!n Y, f: U--~ Y, es birracional si 
f tiene una inversa y ésta es racional. En este caso, de
ci1os que U y V son birracional1ente iso1orfos. 

Ya1os a dar ahora una construcción, que se conoce co10 
la proyl!ctivización de un haz vectorial. 

Sea p : E--~ X un haz vectorial y sea /PIE#) el es
pacio proyectivo de rectas del espacio vectorial EA. Con
sidere1os ahora IP!El = U IP(E,.l y sea {U} una cubier-qx • 
ta de X, tal que la i1agen inversa bajo p de U, es iso1or· 
fa al producto di! U., con Y, p·' !U) ~ U.,>< Y, donde Y de
nota un espacio Vl!ctorial. De esta 1anera, se obtil!ne un 
i soaorfi s10 

U IP!E.l :::: U x IPIYl 
"•U.... .c. 

por ll!dio del cual l!S posible introducir a IPIEl una es
tructura de variedad algebraica. 

DEFINICION -!haz tangente proyectivo! 
Sea TX el haz tangente de una variedad X I entonces 

IP(Tll SI! dl!no1ina el haz tangl!nte proyectivo de X. 

III.2. CONJUNTOS AlSEBRAICOS Y ANAllTICOS: 
El TEORE"A DE CHOW Y El TEOREl!A DE EXTENSION DE lEVI 

Hasta ahora hl!1os estudiado por separado el conjunto de 
ceros de polino1ios ho1ogéneos y el conjunto de ceros de 
funciones analíticas. Sin elbargo, en el caso en que P de 
nota el espacio proyl!ctivo co1plejo 1 CP", se tienl!n una 
gran cantidad de resultados que hacen que sea indistinto 
hablar de propiedades de tipo algebraico o analítico en 
cierto tipo de subconjuntos de cp", 

lo pri1ero que hare1os es establecer la relación entre 
los biholo1orfis1os de CP 1 que fijan el infinito y las 
transfor1aciones afines. 

PROPOSICION 111.1 -
los biholo1orfis1os de CP1 en CP1 que fijan al infinito, 

en coordenadas afines, son afines. 

DE"OSTRACIDN : 
Sean lu:z:11l coordenadas ho1ogeneas en cp' y sea !O:;,:.,t,l 

un punto al infinito. Al punto lo:Á,:Á,l pode1os verlo co 
10 10: l:ü, donde J..= J.,/J, , Co10 va1os a trabajar en coor
denadas afines, considerare1os puntos de la for1a !1:z:wl 
Así, una sucesión'de puntos (1:zft:11,.l que tienda al punto 
10:1:Jl deberi cu1plir que z,. tienda al infinito y el 
cociente 11,./ z,. tienda a J (pues ll:z.:11.l = lt,:1:r.l 
tiendl! a 10: 1:.{) si y sólo si t __ .. O y ~ --~ -l l. 

Por consiguiente, cada punto al infinito !0:1:Jl deter-
1ina un punto finito en CP\ 11:z:.lzl = 1-t :l: . .ll, tal que 
tiene a 10:l:J..l co10 punto al infinito. 

"' 
l 
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il la función f : CP' __ ,. CP' pode1os verla en la carta 
afín lz,Nl co10 una función de c'en c'tque ta1bién deno
tare1os por fl, f : C --~ C. Así, dada una dirección fija 
tl,Jl en C, s1 tf ,1l tiende a tl,..tl, entonces f(l,fl 
tiende a f(l,..L), La restricción 

1 = f t 1, _ > : e ---. e' 
~•l•c 

la pode1os escribir co10 

de hecho, para cada z fija se tiene la restricción 

f t z , _ > : e --~ e· , 

definida por 

f(z,w) = <f, tz,wl,f~ tz,wl) 

Así, co10 fes un biholo1orfis10 que fija al infinito, 
entonces para z fija, las funciones f,tz,_> : C --~ C 
y f ~lz,_> : C --~ C, son holo1orfis1os que se extienden 
al infinito¡ por lo tanto, f, !z,_J y f2(z,_l son polino-
1ios en w de grado 1enor que dos (pues de lo contrario f 
no sería biholo1orfis1ol 

f, tz,Nl = a. (zl + a, (zl 11 

f,tz,11) = b0 (z) + b, (zl 11 

Nuevamente, co10 

ftz,w) = ( a.tzl + a 1 (zl11, b0 (zl + b,tzlw 1 

es un biholo1orfis10, entonces para 11 = O, las funciones 
a0 tzl y 11.lzl son holo1orfis1os de C en C que se extienden 
al infinito; por lo tanto, 

a (z l = a + a z 
O 00 O 1 

y 

b (z 1 = b + b z 
o ºº º' 

Análoga1ente, haciendo N=I, se tiene 

a tz J = a + a z 
\ 10 11 

y 

b tzl = b + b z • 
1 10 11 

La función f(z,11) to1a entonces la forma 

f(z,11) = ta.., +a., z+ta,0 +a,. z)11, b00 +b., z+(b,. +b,. zi111 

Por Últi10, nos resta ver que a.,= b,.= O. Para ello, ob
serva1os que el jacobiano J tz,11) tiene la for1a 

a + a 11 
01 ,1 a,. + a., z 

b + b N º' ., b + b z 'º 11 

Co10 el deter1inante del jacobiano, det!J tz,11ll, debe de 
ser distinto de cero para todo (z,wl, entonces a.,= b,, = ú 

Así, 

f(z,11) = la .. + a., z + a, 0 N, b00 + b0 , z + b,. 11) 

con a b - a b = O •• 'º 10 01 

¡ I, 

DEFlNICION -(conjunto algebraico) 
Un conjunto algebraico V e CP" es el lugar en cp" de 

una colección de polino1ios ho1ogéneos (F =ff tx , .. , x 1} 

, es decir, V= n Vtf J 
t¡,.f" 

De la definición puede verse que un conjunto algebraico 
es un subconjunto analítico de CP" y, de hecho, se dice 
que un conjunto algebraico es irreducible, suave, conexo, 
o que posee alguna propiedad deter1inada, si la tiene co-
10 subconjunto analftico de CP; 

lnversa1ente, se tiene que un subconjunto analítico de 
CP~ es un conjunto algebraico. Este resultado es conocido 
co10 el teore1a de Cho11: 



TEOREMA !11.2 -(de Chowi 
Todo subconjunto analítico de un espacio proyectivo, es 

un conjunto algebraico. (Ver C J, pag. 11i7l 

Otro resultado en esta dirección es el hecho de que to
da función 1ero1orfa en un conjunto algebraico V c.lP~es 
racional. 

DEFlNICION -(topología de Zarisky en Cfl 
Defini1os la topología de Zarisky en CP~ definiendo los 

abiertos co10 los co1ple1entos de conjuntos algebraicos. 

Con esta definición, la unión de cualquier fa1ilia de 
abiertos es abierta y la intersección de dos abiertos es 
abierta. Ade1ás, el vacío y el total son abiertos, 

DEFINICION -!transfor1ación racional de" en CP) 
Una funcion racional (1ero1orfal de una variedad co1ple

ja "al espacio proyectivo CP~ es una transfor1acidn 

f : z --~ C 1: f, lzl : ... :f .. lzl 

dada por n funciones 1ero1orfas en"· 

Una transfor1acion racional f: "--~ N, de una varie
dad co1pleja" a un conjunto algebraico Ne. CP", es una 
transfor1ación racional f : "---,cp~ cuya i1agen está 
contenida en N.(Observa1os que una transfor1ación racio
nal no tiene por que estar definida en todo") 

Otra 1anera de ver una transfor1acion racional f de" 
en CP", es considerarla co10 dada por ln+ll funciones ho
lo1orfas de la siguiente unera : si f está dada por n 
funciones 1ero1orfas f, , ... , f., , entonces cada una puede 
expresarse local1ente co10 el cociente de dos funciones 
holo1orfas, pri10 relativas: 

sea h, el 1ini10 co1un 1ultiplo de las funciones h,, en-
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tonces, f se expresa local1ente co10 

: z __ _.Ch lzl:f lzlh (zl: ... :f (zlh (zl 
D I o " • 

lobservaaos que C h.(zl:f, (zlh 0 (zl: ... :f.(zlh0 lzl J 01mo

ta al punto C 1:f, (zl: ... :f.lzl Jl. Así,las funciones~ =h 

y lll. = f. h , son hol 01orfas y f está bien definida excep-
to 'en 'v 0= fi Y!~ 1 • 

Observaaos'que las funciones líl; no tienen factores co-
1unes, pues si I\' es una función irreducible que divide 
exacta1ente I veces ah , entonces 'fffldivide a h para 
alguna i. Co10 h, y g, son prius relativas, 1¡1 no di vi de 
a 'll, = h. f, = h0 lg) h,:l • Por consiguiente, ninguna fun
ción que se anule en un punto p, V= 11 VI ~;l, puede di
vidir a todas las funciones ~. , j=O;~:, ,n. Así, f esta· 
bien definida en el co1ple1ento de Y. En otras palabras 
una transfor1ación racional esta bien definida en el co1-
ple1ento de una subvariedad de codi1ensión dos o 1ás. 

Enuncia1os, por Últi10, un teore1a relacionado con la 
extensión de funciones 1ero1orfas. 

TEORE"A 111.3 -(de extensión de Levil. 
Sea f una función 1ero1orfa definida en el co1ple1ento 

de un subconjunto algebraico de codi1ensión 1ayor o igual 
que dos, en una variedad co1pleja "· Entonces f se extien
de a una funci6n 1ero1orfa en"· 
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APENDICE IV 
FOLIACIONES ANALITICAS. 

En forma vaga podemos decir que cuando habla1os de la 
foliación de una variedad M de di1ensión 1 (diferenciable 
o analítica) pensa1os en una partición" en subvariedades 
conexas de dimensión n , que local1ente se acuaulan co10 
subconjuntos de IR"'= llf•IRm;"o de e'"= e". c'";"con segunda 
coordenada constante. A dichas subvariedades se les cono
ce como hojas de la foliación. 

En la seccion 1.1 di1os una definición de foliación en 
base al concepto de distribuciones, ahora va1os a seguir 
un ca1ino distinto, definiendo pri1ero lo que habre1os de 
entender por foliación de abiertos de una variedad , 

DEFINICION -(foliación estandar) 
Sea v· un dominio en IR" o en e; dado por las desigual

dades lz, 1 < 1, i=I, ... ,n, La foliación estandar en V', 
por hojas de di1ensión k, está dada por una particioñ V' 
en conjuntos 

{ lz,, .. ,,z,,l; z = c , ••. ,z = c, c,C} 
"4t I " ~k i 

IR,.., 

DEFINICION -(foliación sin singularidades de U) 
Sea" una variedad y U un abierto de K, Una partición 

de U en conjuntos conexos disjuntos se deno1ina foliación 
de U sin singularidades por hojas de di1ensión k, si pa
ra r. .. u, existe una vecindad Ve U de x y un hoaeo1orfis
mo 'I' : V --~ V' tal que lleva a cada u,n V en una hoja 
de la foliación estándar. 

Por definición, la hoja que pasa por un punto x, x E- U, 
está uni vocaaente deter1inada por x y se denota ~ ... 

Si en la definicion anterior, v·c f' y ~ es un b1ho
lo1orfis10, entonces decimos que la foliación de U es una 
foliación analítica. Si ade1ás, k=I, deci1os que se tiene 
una foliación analítica por curvas del abierto U. 

DEFINICION -!foliación con singularidades de U) 
Sea U un abierto de una variedad analítica K y Y c. U 

un subconjunto analítico de codi1ensión 1ayor que uno. Si 
en U\Y se tiene una foliación sin singularidades por cur
vas analíticas lf" que no admite extensión a ningún abie• 
to U', U\ Y e U c. U', Entonces deci 10s que en U se ti ene 
una foliación con singularidades. A Y se le conoce co10 
el conjunto de puntos singulares de la foliación. 

He1os desarrollado,hasta ahora, el concepto de foliación 
para abiertos de una variedad, sin e1bargo, nos interesa 
extender esta noción para variedades, Hace1os notar que, 
para ello, es necesario pedir ciertas condiciones de com
patibilidad de los abiertos U de la variedad y los horneo 
1orfis1os \½' que llevan a U en la foliación estandar. 

DEFINICION -(foliación de una variedad) 
Sea N una variedad diferenciable de di1ensión n. Una fo 

liación de clase C'y di1ensión k de N es un atlas 1á>:110 

F= { !U,.,~ l } de clase C en K, tal que 
al Si !U.,,~ i~ F, entonces~ lleva a U.,en la foilac1ón 

estandar de dimensión k de V' 
b) Si !U.,,~l, (U~ 1~lc:: (F y l!,<'IU/i>, entonces el cam 

bio de coordenadas 

es de la foraa 

Cf"•t'(x,yl = lh, (x,yl ,h, (y)) 



par a I x, y i (U U l = U U R R , donde h y h 
son difeo1orfis1os en su i1agen. 

Si "es una variedad analítica, entonces una foliación 
analítica, sin singularidades, de N se define de 1anera 
análoga a la anterior, pidiendo que los ca1bios de coorde
nadas sean biholo1orfis1os. 

DEFINICION -(placa) 
Sea :F una foliación de clase c'"y di1ensión k de una va

riedad N de di1ensión n; sea <U.,,'f. l una carta local de 
g:- tal que CQ (U)= u.u e IRK•IR.,_"(o UxU e c-.c··en 

-. ~ 1 1. ' 1: 

el caso de una foliación analítica de una variedad co1ple 
ja >. A los conjuntos de la for1a f!Udc}l, C•U~ 1se 
1 es denomina placas de u .. o placas de .r. 

Observa1os que si en la variedad N se tiene definida 
una foliación T, entonces" esta cubierta por las pla
cas de .J=' .De esta 1anera, si considera1os una sucesión 
de placas ... ,, ... ,"', , tales que "';n-<; • .'I:~ , para toda j , 

j=l, ••• ,k-1,entonces se puede dar una relación de equiva
lencia entre los puntos de N como sigue: p y q son equi 
valentes si existe un sucesión de placas o<, , ••• ,~k, que 
une a p con q , P'-<, y q, o<, • A las clases de equiva
lencia se les deno1ina hojas de !F. Por definición, una 
hoja de Fes un subconjunto de N conexo por trayecto
rias. 

Vamos a ver que en una variedad N puede definirse una 
foliación apartir de sub1ersiones: 

Pri1ero recorde1os que si N y N son variedades diferen
ciables (analíticas) de dimensión I y n respectiva1ente 
,deci1os que f, f : N --~ N, es una sub1ersión si, para 
todo p en N, Df(p) : TN --~ TN es suprayectiva. Co10 

' tC.l 
consecuencia del teorema de la función inversa se de1ues-
tra que una sub1ersión se ve ,local1ente, co10 una proyec
cion. Así, si f es una sub1ersión, p,. N y q = f (pl ~ N, 
existen cartas locales <U,~l en", p .. U, y <V,lfJ) en N 
,q, V,con <f> <Ul = U,• U~c f·; R'' (o e'":: e"¡ y 'l/ (Yl = V,:> 
:> U.' tal es que la co1posi ci ón 
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't' 0 ! 01f: U,•U,---,U, 

coincide con la proyección canónica de U,• U, er. U,, 
(x,yl ---+ Y • 

A continuación dare1os una definición alternativa de fo
liación, la cual nos per1ite un 1anejo 1ás sencillo de los 
conceptos que desarrallare1os 1ás adelante: 

DEFINICIDN -(foliación de una variedad) 
Una foliación diferenciable (analítica) g:- de codi11en-

sión s de N, está definida par una colección { (U1 ,f, .. 1 } 
l• I 

1áxi1a donde las U; san abiertos de N y las funciones 
fJ : U; --+ R5 1 f¡ : UJ __ ., r l san subaer si anes tal es que 
al }AU,¡ = N 
bl Si UJ)U,~~, existe un difoeaorfis10 local (halo1orfls 
10 local I g .. tal que f, = g. f1. en U.í\U; . 

'J 's • 
Las funciones f, se deno1inan transfar1acianes distin-

guí das de J=' • 

_, . 
Haceaas notar que las componentes conexas de f ic l, c 4 IR 

te, {> corresponden a las pi acas de (F en U.. ' 
' 

DEFINICIDN -(transversalidadl 
Sea N una variedad , y g : N --~ N una transformación 

diferenciable lhalo1arfal. Deci1os que ges transversal a 
la foliación (F de N si g es transversal a todas las ho
jas de J=' ; es decir, se, para todo p" N, 

Dg (pl TN, + T I.Fi'I = T\ , q=g !pl 

donde par T(.f'l denotaaos al espacio tangente a la hoJa 

\f' de F que pasa par q • 

El siguiente resultado nas per1ite introducir lo que se 
conoce ca1a foliación inducida. 



TEOREIIA JY.1 -
Sea :F una foliación diferenciable (holotorfal en II y 

g: N --~ 11 una transfor1ación diferenciable (holo1orfal 
transversal a T. Entonces existe una única foliación en 
N, g•(Fl, de codi1ensión cod(J='J, tal que sus hojas son 
las co1ponentes conexas de los conjuntos g !Fl, para ca
da hoja F de F. 

DEIIOSTRACJON : 
Considere1os un sisteaa de transfor1aciones distingui

das de F, { !U. ,f. g .. 1 }; f.= g .. f,. }, Si consideraaos la 
l ' 1.J • • .. 

co1posición en {!U¡l(\g°'!U,¡I, definida por ~-g = 9,;f.g 
, entonces la colección { lg' !U¡l,f1 g,g,; 1 } es un siste 
1a de transfor1aciones distinguidas para alguna foliación 
g~!.Fl de N de codi1ensión codlcFJ. Suponga1os ahora que 
F es una hoja de (F y °' es una placa de q /'\F para alguna 
i I entonces 1 as coaponetes conexas de f (-<I son placas de 
la foliación g*IFI en g ... lU,l, Así, si pensaaos en la 
i1agen inversa bajo g de F, g' IFI, se tiene que esta es 
una unión de hojas de g*tiFJ, De esta 1anera heaos cubier
to N mediante la unión de los conjuntos g"' IFl, con F ho
ja de:,:, y las hojas de gl.Fl están dadas por las coa
ponentes conexas de g' (f), para F hoja de (7:' • 

"· 

DEFlNICION -!foliación inducida! 
Sean 11,N,g, (F, co10 en el teoreaa IY,1, A la foliación 

g1 !Fl construida arriba, se le conoce coao foliación in
ducida, 

El siguiente resultado se conoce coao leaa de la trivia
lización global : 

LEIIA IY.2 -(de la trivialización global! 
Sea II una variedad diferenciable (analítica! y J=" una 

foliación diferenciable (analítica! de codiaensión n de 
11. Sea r :1 --~ 11 una trayectoria si1ple en N, cuya i1a
gen esta contenida en una hoja F de cr, Entonces exis
ten una vecindad Y de i (1), Y:,~ lll, y un difeo10rfis10 
(holo1orfis10J h, 

tal que la foliación inducida h*ff" tiene co10 hojas a 
las superficies f'<yl, donde por P : f;." o"---+ o"' enten
deaos la proyección Plx,yl = y , y o"'; D"' denotan dis
cos en 1R"'.~y IR'' 1 c'""'y e" l respecti vaunte. 
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