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PREFACIO 

Los principales objetivos que tiene la presente tesis 

son, primero, hacer una exposici6n sistemática, aunque no 

completa, de la teoría de la integral de Kolmoeorov, asun

to que hasta donde el autor sabe no ha sido hecho y, segu~ 

do, recibirme. 

Lo que se hace en la presente .. tesis es: 

i) definir lo que ~e entiende por la integral de Kolmogorov 

d@ una funci6n y 

11) demostrar que toda función que es Riemann integrable, 

Riemann-Stieltjes integrable o Lebesgue integrable, es 

Kolmogorov integrable. (En vista de lo general que es 

el teorema 7, de esta tesis, es inmediato · · ver que una 

funci6n que es Lebesgue-Stieltjes integrable lo es en 

el sentido de Kolmogorov) Además se da un ejemplo, or! 

ginal, bien sencillo de una funci6n que es Kolmogorov 

integrable y no es integrable en el sentido de Riemann 

Stieltjes. 

Por el hecho de que una integra~ de una funci6n depende 

de un semi-anillo, de un anillo, o de un sigma-anillo de sub 

conjuntos de un conjunto sobre el cual se integra, de un con 

tenido o de una medida y de la clase de particiones ( subcla 

ses del semi-anillo, anillo o sigma anillo del conjunto so

bre el cual se integra) he visto la necesidad de definir -

dos tipos de integral, la integral de Kolmogorov y la inte

gral de Kolmogorov en sentido restringido para abarcar, con 

la primera, a la integral de Lebesgue y a la integral de -

Lebesgue-Stieltjes y, con la segunda, a la integral de Rie-



mann y a la integral de Riemann-Stieltjes. 

Hay muchos temas relacionados con la teoría de esta 

integral que no son lo suficientemente populares en nues

tro mundo occidental, quizás en la Uni6n Sovietica si lo 

sean, y que es muy importante tanto investigarlos como di 

vulgarlos. Entre estos temas estan, por ejemplo, una teo 

ria de lo que seria la medida de Kolmogorov, condiciones 

necesarias y suficientes para la existencia de la integral 

de Kolmogorov de una tunci6n, oomparaci6n_entre este proc1 

so de integraci6n y el proceso de Daniell, comparaci6n de 

esta integral con la de Denjoy-Perron, por ejemplo. Y te

mas, aparentemente más sencillos pero importantes como in

tegraci6n de funciones que tomen valores infinitos e inte-

graci6n de funciones multivaluadas. En fin, esta roja teo . -
ria espera ser construida, quizás al menos,.en su versi6n 

occidental. 

Agradezco al Dr. Emilio LLuis la ayuda quema ha pres -
tado hoy y a lo largo de mi Lebesgue integrable carrera. 

Agradezco tambi&n a la querida Universidad de Sonora 

las facilidades concedidas para la elaboraci6n de el pre

sente trabajo. 

Y desde luego mi agradecimiento al Profeso~ Enrique 

Valle Flores, mi director "espiritual" de tésis, sin cuyos 

consejos, paciencia y conocimientos este trabajo no se hu

biera llevado a cabo. 

Noviembre de 1967. 
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CAPITULO I 

Integral de Kolmogorov 

.. 



SeacA. una colecci6n de subconjuntos, de un conjun

to A arbitrario, cerrada bajo intersecciones finitas o a 

lo más numerables. Además A E cA. 

Sea 5:)c: <Í/.. tal que: 

1) j?J es finita, si <11. es cerrada bajo intersecciones fini 

tas y í!J a lo más numerable si cA. es cerrada bajo inter 

secciones a lo más numerables. 

11) Si Di. y D.; están en l:>, entonces Di fl D¡-= ~ para i t=j 

iii) U{ O¡\ O¡ El:)}= A 
llamo a j!J · una partici6n de A con respecto a e.A. • La fami 

lia { 1'J J de todas las particiones b tales la designo porf(.A) 

DEFINICION 1 Diré que J?J "es más fina que" 3'1 
, 1' y ~· en 

f(A) , y se denotará por J} 't J!J1
, si dado cual 

quier DE ¡;:r existe O' é: ~· tal que D c. o• 

PROPOSICION 1 La relaci6n "es más .fina qué" dirige a la 

clase {?(A) • Esto es que: 

a) ordena parcialmente* a f(A) 

b) para cada Jl y ~· en ~(A) existe existe 

3:>'' ·en @(A) tal que Jj'~ fl y 3:J'\ f:1' (Basta 

tomar J:, 'k J, J:,' :{D, n DJ j D~ E: J', Dj El''} 

y por otro lado es fácil ver ~ue J:J" E. f(A) 

Por definici6n se dirá que la pareja 

( ~(A) , } ) = A es una direcci6n. 

*Una relaci6n ~ sobre un conjunto T ordena parcialmente a T 

si 

i) es re.flexiva: si t 'r' t 
11) antisimétrica: si i. > t' 
111) Transitiva: si t )'t' 

"t'- i. ET 
V .J.I ..._ t t t' ., ~ ~ implica = · 

y ·t' ~ t" implica t. 'r t" 
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Sea ahora. una función f: JI.-+ R (R denotará al siste 

ma de los números reales) univaluada o multivaluada, adi

tiva o no ( <f es una funci6n multivaluada de /V\-> N si 

f:t,I\ ->S(N)) ( familia de subconjuntos de N); por abuso 

de notación se escribe " 'f: M -> N es multivaluada".) 

Sea N =:.{1.,1.., ••• -nJ , para alguna ll natural o N={1J1.., ... } 
Entonces por v;ty¡t ••. entendemos la suma ~ ~. 

"º' 
DEFINICION 2 a) Las sumas de Kolmogorov de f respecto a 

la partic16n b serán los conjuntos, de 

números reales, de la forma 

S(b.,f)=-{ r,+~+---1 re:. es c,.ls~" vdo't" de ~(O,), o,~JJ} 

b) Si S(lJ/f)-:j:. (J ' por ,sa,,'f>)-Y" l ' con r 

real, representaré a 

{ ,ra..-r.. ..-... )-'r I J r.+ ~ t- - - E. s (l', ~>} 
e) Escribiré l S ( J), ~) - Y" l ( E. ( é real 

mayor que cero) si, y s6lo si, 

l ( y¡ t Y"a. t._. ) - Y' l <. ~ po. 'f"~ c. .. clo.. 'f", t r1. +- -• €. S(:I.,<f) 

CONDICION DE KOLMOGOROV 

Se dirá que 'f: <A.-> R satisface la condi

ción de Kolmogorov si existe un número real 

~lA} tal que J;,,,. Se.ti, <f) = Íf(A) 

A 

O sea que: existe un número real Cf(A) tal 

que para cada E real mayor que cero existe 

J:JE E {P(A) tal que 

) S(b,~)- f (A) l ( ( 
para toda J:)}- ~ , con J:J e (P(A) • 

usaremos· indistintamente <f(A) o ~df. 
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PROPOSICION 2 Si 

existe es único. 
/21 

Demostración: Sean f (A) y 'f(A) tales que para toda E)o 

3 3:J, J J?Jt.' E. ~(A) 3 

\ lf'tA) - S lct> J ~) \ < E. -V- fJ 'r I,,.' y 

1 f(A) - $ (PJ'f) l <E. V 1' "r ~'-

Tomando ahora .Y 1J >- J:J1. /?!~ y cualquier 

lj+Y",t ••• "$($:!,({') 

entonces tenemos que 

l Cf'(A}-<f 1(A)I~ 1 f'(A)-(r;t'fit ... )1-rl'f(A)-(r.+rLt •.. ) f ( 2.E. 

.. 'G)'(A): ~(A) 

Fijémonos ahora en A ,cA , en una función univaluada fJ:tA~ R 

con f-'(Ai..) ~ o para cada Ai € v=l , y en la funci6n univalua 

da f: A-> R tal que ftx))/ o para cada X E A 

Las definiciones de lo que son la Integral de Kolmogorov y 

la Integral de Kolmogorov restringida de una funci6n no ne-
• 

gativa, posteriormente, a finales de este capitulo las ex

tenderé a funciones f no necesariamente no·negativas. 

DEFINICION 3 Consideremos la f , A , t' y~ anteriores. Sea 

ft' : e.A.-,> R 
con 

'fr-1 (A¿)={ l'f'(Ac:} ) r= f(-t..:) 

para cada. Ac: '-cA. 

Entonces: 

a) J es Kolmogorov integrable si i) r~ satis

face la condición de Kolmogorov y ii) e.A es 
cerrada bajo intersecciones a la más nume-
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rables. 

b) fes Kolmogorov integrable en sentido 

restringido (O brevemente Kolmo~orov in 

tegrable - r) cuando i) fr, satisfaga la 

condici6n de Kolmogorov y ii) cuandocA. 

sea cerrada bajo intersecciones finitas. 

Ambos hechos se denotarán escribiendo 

f E. i<.(A, ..A., f") 

o brevemente 

La integral de Kolmogorov o la ~ntegral de Kolmogo

rov - r de f la denotaré indistintamente por 

tp(A) =_lJy, ::(t<JJfJ,, = I,,(f) = I( f) 

Cuando no haya aclaraci6n previa se· entenderá que una pr2 

posición es cierta para. ambas integrales 

Por comodidad escribirá f en lugar de <f,, 
Los siguientes teoremas de este capitulo harán ver 

que lo que hemos definido por "integral de Kolmogorov" 

satisface cuatro propiedades que generalmente se exigen 

a un operador para tener el privilegio de ser tratado co

mo integral. 
.. 

DEFINICION 4 Por se denotará al 

conjunto 

{ (r,'+r,')¡-J(D,)t (r~+rtt)f'(Dl)+ ___ } 

donde 
"{:j = f ( t¿) 

' J 

para alguna :t,i é Di J ~ t N y j:1,.2, 

Observaci6n: S(lJ}P') eS(lJ,'fª) =S(J::J, ~'-r 'f ... J en vista de 
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la definici6n anterior y de que cada serie en cada uno de 

los sumandos del lado izquierdo son absolutamente conver

gentes. 

PROPOSICION 3 Si f, y Í i. están en 1<,., , entonces f, + f2. ~ 1-{f' 
y además I (f,-tfz.) = I(f,) + I(f&). 

Demostración: Sabemos que dada cualquier real positivo~, 

existe J:)l. E. (P (A) tal que 

. y 

1 S(tlJ 1') - I (f,) l <. t 

\ S ( ce }r') - I ( t) \ < t 
para toda JJ'l- ~t, J::; E. f(A} 

Sea 

J,J- ( Y",' T Y-,'-) f (O,)+ ( r; ;- r; )f(D~) t- - - E. s (lJ/f'+ 'f 1) 

:. \gr:tr,')¡J(D,) +(r!t r.') ¡o(D,) +. · J- I(f,)-I(f.) j 

~ I< Y,' J"(O,)tl":ftD,)t ••• )- I(f,) 1 +\ e v;'f(O.)t r: flD,) t ... )-r mJ 
( 2E 

. . 1 5 ( n, lf'-t 'í'')-lIC+.) +I (t.)] l l... u. 
# . . 
satisface la condici6n de Kolmogorov. Por 

lo tanto 

y además 

I (t.+ fz) = I (f,) + I C f ,.) 
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PROPOSICION 4 S~a f E. CJ<.(AJfA, I') y t ( GJ{(A,vl, /J') ' 
entonces 

i f E 'k.(A,cA.,f'+'f'') 

y además 

(K)Í fd(1'tP') :(t<>jfdt-' +(J(JJ f Jf"' 
~A ~ A 

Demostraci6n: Por hip6tesis, dado cualquier real positi

vo€ , existe /Jf. E f(A) tal que 

\ $(bJ ~")- Ir,( t) \ ( E 

y 

\ S(b, f,,,)- I,..,( t) \~E. 
para toda fJ} lJ, , 1J ~ f(A). 

Tomando cualquier elemento 

"Y", lr,,to,) + /J'( º•U+ r,[,v(o,) + f' 1
( D1.)] + - -• 

de 

tenemos que .• 

1 r.l/J( o,) t ,,. e D, ~ + r.[P< D,) +,.,'(o.)) +.. • -I,.. (t) · r,,.t t) 1 

~ l Y; rto,) +T'af" (O,)+_ .• -I,, (H \ +J r.f'{ 0,)+r,r·toa)t ... - ¼' {t)' 

< ~t 

.. . 1 S( !J, 'l'11tf'' )-l I,.(t) + I,., W] l < A E 
• 

• • 

y además 
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PROPOSICION 5 Si fe r(I" y oc. es real no negativo, ento.E, 

ces o<¡~ j<_ ¡v y además 

I(~f)= °' I(f) 
''Antes de dar la demostraci6n de esta preposici6n def'in.! 

moa O{s (J:JJ lf) como el conjunto 

{ <X r, ¡V (O,)+ O\ 'f~ ¡JCDi.) + ___ 1 J, ·} 

Es fácil ver que 

¡ 
t 

Demostraci6n: Con ~)o sabemos que para cada real no ne

gativo é existe JJf. E (P(A) tal que 

ol.é)°' JS(b/f)- I(f)I = l c(S(JYJ ~)- 0( I(f) 1 

= l sc~JOl r)- ~ rcf) 1 

luego 

y 

Si~=º la demostración es ~nmediata. 

PROPOSICION 6 Si f~ 'k.,, entonces I (f) ~ O 

Semostrac16n: Para cada J:J E.(P(A), si Y E. S(J:1J lf) , con 

Y': l-; fJ(O,) + l"~ f-' (01,) t- •. .>., O 

Supóngase que I ( t) < O 

Tomando E.=-.1(.f); existe· J;J,E.C?(A) y 

Y E S(J:>/f) tal que 

E)}r-I(f)J ='<"-I(-f)~-I(f)=E 

Por lo tanto E.) E.. 
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COROLARIO 1 Si .f.~f~ entonces I ( f,) ~ I ( f,.) 
El siguiente teorema vale solamente cuando fes Kolmogorov 

integrable (Ver Def. 3) 

TEOREMA 1 Sea la sucesi6n { t,} > f l'I E. G){ /J J "Vl = '" z,) - • - , 

con la condic i6n de que :h, i O ( Convergencia PUB, 

tual). Entonces 

I(f~) lo 
Demostraci6n: Por corolario 1 tenemos que I (f,) ~I (f1)~ •• -~O 

por lo tanto 

~ I l1w) = ol)l'o 
'\l'\-)co 

·Veremos que 0<.=o 

Sabemos que dado cualquier real positivo é 

existen J?J; J J:J¡_'., _ - -: en (P (A) tal que 

} S(áJJf')-I(f.)l <~ -V- ~'t?Jf. 

\ S (~J fz)- I(f~) J ( E 4f /:J 'l- :i:fE . 

• • 

• • • 

con lJ ~ f (A) 

Sabemos también que J'e :. .bl »/ . . ·: 
más fina que toda i:Jei. , i. = 1., 2., ••• 

Construyo ahora la sucesi6n 

es 

S, = J, (i-:,)f'(D,) + f, (t1) {"(Da.)+_ - -

Sl=ttt,)f{D,)+tz(i,)f1CDi)+-. -

ES<~ 'f') 
€$(~) 1¡) 
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• 

• • 

• • • 

• • 

• 

Con ~ = {O,, O'&., ... } . 
Notando que S, ~ ~ .. ~- . _ 4 o y teniendo en 

cuenta que ~ ¡;. (t,.)=o, l= ,J ?, •• • , recor 
"Y\ ->oo 

demos ( Ve.,. Cil) 

C:) ~ue 

~ ~ t p) ~) = Q. 

P.,\-'>oo 

si para todo real positivo E existe N, na 

tural, tal que 

para toda p, ~) N 

y ii) el teorema: Si 

~ ~(P,?)="-
PJ~-)00 

y si para cada p fija 

~ ~( P.,C})=<l 
'f-1>00 

existe, entonces 

~ ( ~ d(P,\)) =ú.:: ~ (~ ~(P,~)) 
p~oo ~~oo !f->oo P->oo 

Defino 

3( P,\): ¾ ( i,) f (D,)-t- ... fl ( tp) f ( Dp) 



(p-ésima suma parcial des\). 

Veamos que 

~ ac P,~) = oe 
P, 't-;>OO 

10 

y de esto, aplicando el teorema citado, tene-

mos que 

••• o(.:O 

.. 
• • I (f,..) .l, o 

Demostraré ahora que 

~ ~(P/f) :o( 
,, 1- -> CC> 

Dado cualquier real positivo é existe N'tal que. 

para toda p) N' 

Ahora, dado 

é I : f - J I ( t N1tl ) - o{ f 
1' 

axis te J:Jf., tal que 

para toda JJ ~ ;?JE, y P) N' 

.:. \ fp(t,)JJ(D,)+f,tt~)fJ(D,.)t ___ - I(tp) J (é 1 

para todo elemento de S \~J \f') 
Ahora, para €' existe N" tal que 

( tp(t,)f e o,)+ fp(t:)f (o,.)+ ___ f p (t,) f( o,) -I (f ,) J < E' 
para todo ~) N" 

.. · J f P (i,) f (D,)t _ •• t tp ( t,) ¡V(Olt-)- o{ 1 ~ 



11 

(é17é <Zé 

y esto para todo p y 1- mayor que N =maxf N~ N'} 

r+ Y :fª Sea f: A-> R una funci6n univaluada arbitraria. Por J 

entenderemos f+: A-> R 3 f\x) :: ftx.) si .:J-t.x)).,o y .:f\x)=o 
si :f<x)<o y r: A-> R ., r,~J;-f(.:r) si fc:i:)<.o y f-(X) :o si 

f<.::c.))..,o respectivamente. Entonces 

DEFINICION 5 Diré que !'° ~/J si :f + y f. están en')<,, y de

fino 

Los teoremas 1, 2 y los que a continuaci6n siguen, en 

este capítulo, hacen ver que lo que_he definido por "inte

gral de Kolmogorov" satisface cuatro propiedades que gene

ralmente se exigen a un operador para tener el privilegio 

de llamarse Integral. 

TEOREMA 2 Si .f E.1J(f' y ~ está en R , entonces 

c<f E; c;<,f-J 

Demostraci6n: i) si ~)o, aplicando la proposici6n 6 y la 

definición 5, la afirmaci6n vule. 

ii) Si O\= o , es obvio 

iii) Si ~,o. Aplicando la proposición 6, la 

defiinición 5, el resultado de i) de este 

Teorema y el hecho de que O{f = - (.(f ·- (-~:V) 
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tenemos por definici6n que 

I(«f) = I (-~f) - I (-c(PJ = - c4 ICf-)- <-o<) I (f +) 

=~[I(t)-I(f)]= O\I(f) 

TEOREMA 3 Si f. y t están en °}(.I" entonces 

y 

Demostración: Tenemos que f.+t =(f'+f/) -(f.- +f3.-) . Por de 

finic16n 5 

I (t, +f~) = IC t: +f~+ )- I ( :r ;-f~-) 

: rctn + Iu-:)- I(f) - I(f~) = I (f,) + I 8-~) 

TEOREMA 4 Si f~-.. o monotonamente I(f"')-> o monotonamente. 

Demostración: es inmediata. 

Los teoremas 1, 2, 3 y 4 hacen ver que ·I merece el Ti 

tulo de Integral. 

TEOREMA 5 Si :f E. cx(A.,IAJ/J) y ¡E. j{(A.,I.A..,¡J') entonces 

f E. ¡((.AJ <.A., fl"t f"') 

y además que 

I¡Vi"f' (f) =- I"' (f) + 1,,. (f) 
Demostraci6n: es inmediata. 



CAPITULO II 

Comparaci6n de la Integral de Kolmogorov·en sen

tido restringido con la Integral de Riemann-Stietjes. 
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Integral de Riemann-Stieltjes. 

Se dará la definición para un intervalo [~J b] y fun-

ciones :f y o( , C\ creciente sobre [o.) \J] y con valores rea-

les t definidas en [o.., b] • 

Una división P de Co.., b) será un conjunto finito de 

puntos, esto es P={:~o,X,., ... X.,,} tales que o..=Xo<x,<_ •• (x"'=b 

Se dice que la divisi6n P es más fina que la divi

sión P' . si P :::> P' • La clase de todas las di vision~s de Ca., b] 

se denotará por· (P 1[a..,b). 

El símbolo A~~ denotará, como es usual, la diferencia 

0. (:X. ic )- tX ( X 1<-•) 

Una suma de la forma SU~f/~) = t f (1: ... )ÓC\ic , para 

tKE:.[:X.:1(-1.,:X:"J, se dirá que es una suma de Riemann-Stieltjes 

de f con respecto a ~ . y la partic~6n P. 
Se dice que f es Rieman-Stieltjes integrable con res

pecto a ~ sobre (o.., b) , y ~e escribe " .f f (R.(o{) sobre [o.., 'o] " 

si existe un número real T con la siguiente propiedad: dada 

·~E )O 3_ .Jl -~f.'[~, 'o] ~ -V- P.:) ~ t PE. Q?'la., b] , y para 

cualquier selección de los puntos t" E: [ X K·• , :X ic.] , se tiene 

que \S ( P.,f ,o()- r \ < f. . \, 

• Se denota a Y por "f"'= J f dtt. 
o.. . 

COMPARACION 

c..fl será la clase de los subintervalos de [~,~] cerrados 

por la izquierda Notase que tA. es cerrada bajo interseccio

nes finitas. 

La clase que consta de los elementos de la forma J:J::. 
{ [Xol:X:,)J:x:,Jx,.) ••• [Xn.,,X~la denotaré por (P l Cl., \, J. 

No tese que cada clase J:J de Olla..,\,) es una partici6n fi 

nita de [o.., 'e] (Ver Cap. 1). · 
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De.fino 

m~: cfl.-> R 

como 

Debino también 

tal que 

f"", ( º") = { Y m~ (o.) i r, f ( t.) , P"" .. 15.M.. -l • " D.} 
Ji;/- O"-~~ • Por comodidad escribir~ 'f por fme( 

TEOREMA 6 Si j-G Ú't(c<) entonces }E CJ<.( ca.,\,])~ J 'Ynot) y también 
b J f d C\ = U< J J t d mct 
~ Ce..) b] 

Demostración: Por hipótesis para cada real .. positivo E exis -
te PE. e. ~'La..) b] tal que 

\ $ ( P, f, ,;.) -¡ f ú 1 ( E. 

toda PE: tP'[o.., b l , P.'.:) Fl para y cual-

quier selección de los puntos -l:.t< d& [:X:ic-•, r"J 
A partir de fl = { X~ 1 x', J •• _ :x.\,, } tomemos 

J:)"t = { [ :x:~, x:) ,[ x:, x~), ___ [ :x:',.,.,, :ic.~ J } 
Sea 

. J) ={ [:x:o,:X,) J:x.,, XiL- - -.[Xn-•, x~J } 
más f~na queJ;:,i(en el sentido del Cap. 1). 
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Construimos a partir de esta a P={.x • ., :X,.,.. -x ... } 
por lo tanto P.::> Pe. (ya que :X. 11< debe ser algún 

:X..q, para K ~ .t ) • 

La suma de Kolmogorov de f respecto a J:J será 

$ ( J) /P) = [ r; m.(cx.,x,)) + _ •• Y-n m, e c:x:n.,, x.J) l 
'l = f (. t~) para alguna t¡, f [. :Xl-•., X~) , L <. Yl, 

& t.., E [x..,.,, 'Xn] } 
Cada elemento de S(J:JJf) debe cumplir, por hi• 

p6tesis, la siguiente condici6n b 

\ tl Cli(:x:,)- ~lx.)J + ••• + r. [ c\(:X:,.)- tt (x,..,))-f f dct 1 < E. 

Por lo tanto b 

1 S(J:J,r)-ífdq \ <E. 
para la J::J más fina que ~E escogida arbi trari! 

mente o sea, que f satisface la condici6n de 

Kolmogorov y por lo tanto 

.:f E 'k(CL,\J, .A., '1'11;) 
Además que 

\, 

J f el e( = ~) J f ci m -
C).. c,.li,J 

Como ya es conocido, el desarrollo de la inte·gral de Rie-

mann-Stieltjes interesa, y se hace, para funciones °" de varia 

ci6n acotada. Y más aún, como toda funci6n de variaci6n acota 

da o<. es igual a la diferencia de dos funciones crecientes, es 

suficiente con hacer la teoría para~ creciente. Y como la 

integral de Riemann-Stieltjes de f respecto a~, (en general 

~ de variaci6n acotada) es lineal respecto a~ , por Teore 
¿~-~!_,,/::~' 
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ma 5 tendríamos la teoria completa 

COROLARIO 2 La contenci6n (R(«) C. G)(((,,ltJJ c./l.J m,l) es propia. 

Demostraci6n: Sean f y ~ definidas como en la figura. 
'i ---- ~ 

.. _ ----- :r 

1 ------e 

o 

la integral de Riemann-Stieltjes de j
con respecto a ~ sobre [o.., b] no existe 

ya que para cada di visi6n P , con X 1e. = l E P 
se tiene 

s (PJtOl} = f ( tk)L ~(1)- <X(X k•I)] : f (t~) · 1: f (tk) 

y esta suma vale 1 si t1e ( l y h si t"= 1 
1. 

Por lo tanto J f d« nó existe. 
o 

Sin embargo es Kolmogorov integrable-r. 

Esto se puede ver a partir de c6mo son 
·• 

los elementos de toda partici6n m!s fina 

que ~;{[o, l) J \:.l.J ~] } . Ya que ningún 

elemento de toda partici6n más tina que fY 

tiene en su interior a 1. 

Notando que S(~~<f)={1·1+l·.iJ para 

toda 'lo'~~ tenem.os que 
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COROLARIO 3 Si ~(x)=x entonces toda funci6n Riemann inte 

grable sobre[~)~ es Kolmogorov integrable 

sobre (CA., loJ y además ambas integrales coin

ciden. 



CAPITULO III 

Comparación de la Integral de Kolmogorov con la 
Integral respecto a una medida./'. 
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Integral de funciones numéric~s definidas en conjuntos ar
bitrarios. 

Consideremos un conjunto arbitrario A , un cr -anillo cA. 
de subconjuntos de A y una medida ~ definida sobre ~ 

• '."'·~e <./l , no vacía,, sea o- -anillo quiere decir: 

i) Si D, , D~) - ~- E cA.. entonces V D~ E: e.A. 
' (:1 

ii) Si D, y Dz están en dt, entonces D,- Di. e. e.A ( C, Y. Di. 

arbitrarios) y que /"' sea una medida definida sobre <A. 
quiere decir que: 

i) ¡v(O)~ o para toda DE e.A. 

ii) f'('P)=o 

iii) f' ( g
1 
Di)::: i ¡v(o,) si D¿ n DJ = (j; para i#j y D,·e-<f?..)i:.,.,z"-· 

Diremos que los elementos de Jl. son/1 -medibles. 

Una función (numér_ica) f: A-> R se dice que es descri~ 

tivamente t1 -medible (d.f'-m.) si para todo real e el con

junto {:x:e:A} fc.-:ic)(c. J es un ele:n.ento de c.fl.. Es fácil 

ver que esta definición equivale a decir que f es d.JJ -m. 

si f-lc ~) c. c..fl. , donde (13 es la familia de los conjuntos • 

de Borel de R • :f se dice que es simple si j(A) es numera-

ble a lo más y d. f -m. Decimos que j simple es ¡J -integra 
CIO 

ble si la serie ~ Y~ f(f.'(Y,c)) es absolutamente conver-

gente ( f (A)={ Y,, Y.,,,- - - } con y, -:f: YJ para <.':f.J ) En ca~o que 

j- sea ¡'1-integrable la suma de dicha serie se denota por 

J fc/,,u y se dice que es la integral de f sobre A , respecto 

a t' . f: A-> R es llamada constructivamente f' -mediable si 

existe una sucesión de funciones simples {f~J QUe converge 

a f , sobre A , uniformemente. 
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Veamos ahora un teorema de central importancia para 

la comparaci6n que se quiere hacer. El teorema dice: Sea 

f :A-"> R • Entonces :f es descriptivamente ¡..;-medible si, 

y s6lo si, es constructivamente ?-medible. 

a) Sea f d. f -m.. Se define f'VI: A-"> R. tal que f~cx): ~ 
con :e en{-:x:~Aj ~ ~ f<.x)< l<~'J, k. entero y "Vlnat1! 

ral • Vemos que i) f"" es simple para toda Y\ • 

ii) Q.ue {f,.J converge uniformemente a f ya que 

1 t"cx)- Jcx) l < i1 para toda )1 • 

b) Sea } constructivamente /J -medible, veamos que :f 
es d.f -m •• Sea la sucesión if~], de funciones 

simples, que converge uniformemente a f. Tenemos 

que { :x: J fcx)<C J ~ UK V~ n~>"'{x J f.,,.(:x.) < c--k] Ya 

que si :f c:x.) < e , existe I<. tal que fc;:c.) <. e - ~ 

Para )1 suficientemente grande se tiene que fm(:x)(c~{ 

para toda 'Yn)~ • Y esto quiere decir que todo 

elemento que está en el conjunto de la izquierda 

está en el conjunto de la derecha. Sea ahora X un 

elemento del conjunto de la derecha, entonces exi! 

te K tal que f'm (:x.) < e - ~ para ~ ·suficientemente 

grande. Por lo tanto f (:,eJ <e y x pertenece al 

conjunto de la izquierda. Como las f~ son simples 

entonces los conjuntos { X l f"" (x) <e .. ~} son elemen

tos de cfl.. Por ser cA. ~-anillo, el conjunto de 

la derecha es elemento de el<.. Y queda demostrado 

el teorema. 

De ahora en adelante, en vista del teorema anterior, 
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llamaré, como es usual, a las funciones de.¡., -m. y c.l' .m. 

simplemente como funciones /J -medibles. 

f: A-> R es !'-integrable si existe una sucesi6n de fun

ciones simples L in.tegrables sobre A que converge unifor 
]11 -

memente a f sobre A y que el límite ~ l};, Jp , denota-

do por 1 f J ¡u , sea finito. De j f df' 
~ ~ 

integral sobre A de f respecto a t' . 

querrá decir que f es f-integrable. 

Comparaci6n. 

se dice que es la 

Por 1..(A,.A) /J, se 

Tenemos una colección e.A. , de subconjuntos de A , ce

rrada bajo intersecciones a lo más numerables. Se recuer

da que f(A) es la colecci6n de todas las particiones de A , 
donde cada partici6n J;J es un subconjunto deA., es a lo más 

numerable, etc. etc. Además la relaci6n ''~" , definida en 

el Cap. 1, dirige a la colecci6n f(A) • 

PROPOSICION 7 Sea f: A~ R no negativa tal que 

t E '°t-(A,cA. Jt') • Entonces 

J-' i((A,vl,¡u) 

y además 

1 t d,.u = (Jt1 f "" 
j1 .4 

Demostración: Sea la sucesi6n { t ... } , f va: A-> R tal que 

para 
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Por lo dicho anteriormente se tiene que{f~} 

converge uniformemente a f sobre A y ade

más D..,,., pertenece a cA.. 
Ahora asocio a cada fvi la colecci6n 

donde 

D\<Yl ={ x~A J ~~ f(x)< l<~!} 
Y nótese que Jj..., pertenece a f(A), 

La subsucesión { ctJz.'" J de { J:) vi] tiene la 

propiedad de que 

Tomo D1<.,_ ..... i E J:::J -z.n+ 1 , entonces si 

i). K es cero o par 

DK2Y\+I L Dt,2"' 

ii) K es impar 

• 
• • 

D -+• C O.e-,.,,, 
t<, 'Z." =-- 4 

i. ' 

Defino f: <.fl.-) H de tal manera que 

f(D) = { r f(D) \ y-: j(i), a.ltu"'~ t ~ D j 
para toda D en ~ • 

., 

.' · S(JJz"¡ <f) ={r.fC D.,.) +Yi¡V(D.,.) +_. · Jv,;=j( t.,0, t.,•f DK,~ 
De el hecho que 
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se tiene que (Por comodidad usará I(1) en 

lugar de Lfd¡v ) 
IS(J:Ji.,<f)- I(f •• ) ¡ <? f(A) 

para Yl = IJ z., - - . (Supongo que ¡v(A) es fin! 

ta). 

Como 

; I ( t4\1) ~I C f) .·, 
"V\->CX> 

para cada real positivo f existe ('1 1 tal que 

\ I (ti") - I ( f) l < E 

N' para toda n mayor que 

Tomo ~ 11 tal que 

~ f (A) ( E. 
2 

para toda Y>) N" • Tomando 

tiene 

para toda 'YI > N y que 

} I ( f z~) - I ( f) / < { 
para toda 'Vl > N . 

N: vri~JC { N'J N''} se 

Ahora para cada , t S ( Jj z." 1 lf) 

l I ( 1) -" \ ~ \ I ( f) -I ( t-) ! + / I ( f ,,,)-~ 1 < 2 t 
para toda 'Y\ ) N 

para toda --n)N • O lo que es lo mismo 
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para toda ))2.,.? 'JJ1.,., 
, Sea ahora ]::J más fina que lJ~..,. , entonces 

Do, ºP. 

, ... , D ,º- . . 
DI, '1>: 

J•· ·,º~- .. C. D, ...... 

• • 

?\ oJ~ donde los elementos de tJV son los con 

y ~ = '.J -i., •• • Sea entonces 

y 

N6tese que los términos de cualquier elemen 

to de $(b)'f) se puede escribir de una m! 

nera semejante a como aparece en (2), ya que 

cada serie de una de estas sumas de Kolmogo 
' -

rov es absolutamente convergente. 

De (2) y (3), y por ser f cr-aditiva, se o~ 

tiene 

1 ~lt(t.°LJ-f(to~•~f(Dº?+ ?[f< fíJ-f(f12•)f(D1jf, •• / 
' ' 

. ~: f IHt°'.J-Ht.,.)lr(o·~+ 'f I f( f'i-f< t.,.)/ r'º'~t ... 
\ . 

~ z.i f (A) 
O sea que todo elemento Y de S(~/f) se tie-

ne que 

1 
t· 



(4) 

(5) 

24 

Téngase presente la siguiente desigualdad 

l r- I C f) 1 ~ \ .,. _ I ( f2~) / + J I ( f i") - I ( f) \ 
De (4), usando (1), para 'l') mayor que N o~ 

tengo 

! s (!J •. , <f) - 'f" 1 ( E 

y 

y también tengo que 

para toda 'Yl mayor que N • Aplicando estos 

resultados a (5), obtengo que 

1 v--I(f)}(3l 

para 'YJ mayor que N 

... IS(b}f)- I(t)/<3é 
Por lo tanto f satisface la condici6n de 

Kolmogorov 

. . f t 1<.(A,vl,f,) 

y además 

J f dt1 = (Jc)J f dp. 
A ~ 

Por definici6n 5 y por la proposici6n anterior se tiene 

TEOREMA z Si f {. X e A, e.A., tJ ) • Entonces 

f E. cµ.(A,i.R.,JJ) 
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y además 

j f Jp :(i<)J f c1,, 
A A 

En particular si A= { %<. R..~ l o t ':)(¿ ~ I J i: 1, 1,···"' 1 , cA 
la familia de los conjuntos Borelianos de A y f' la medi

da de Lebesgue definida sobre c/l. , por el teorema 7 tenemos 

el 

COROLARIO 4 Si f:A->Res Lebesgue integrable entonces 

es Kolmogorov integrable. Ademas la integral 

de Lebesgue de f es igual a la integral de 

Kolmogorov de f 
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