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INTRODUCCION 

AntPé de empezar el estudio de la propagación de una onda 

plana a tre,v.r,,3 de una superficie de frontera cilíndrica, vamos a 

consijerar ai E.S posible establecer un método más sencillo que el 

genera]Jnente empleado, para la resoluci6n de problemas del tipo -

sigt.:J.ente: 

Considercmo3 al espacio dividido en dos regiones separadas -

por una superficie de frontera "S 11 que puede ser cerrada, o 

abierta, y en eate 6ltimo caso se extiende hasta el infinito. 

Una a.e lt.s re¿_:io~1es que designáremos por I está ocupada por un 

material de c01:stantes elásticas >,.1 ,µ1 y de densidad n1 , ·y la 

ot1·a región que designar~mos por II está ocupada por un material 

de constantes elástica~ >,.2 ,µ2 y de densidad n2 . 

I 

EcuaclÓü , .... ,o Y. ,.t.-.. 

Supongamos en el medio I una onda ia 

cidente que tiene la form.~ Ai (x,y,z,t)J y 

satisfacer la ecuación: que debe. 

~'A 
D ___i = 

l ?>t2 

s~tisfacen los desplizamientos en los medios elásti-

cos { véaf.,e Pace ·· 1Theoretical Physics" pág. 174-175). Se trata -

aho:ca Je encontrar un desplazamiento reflejado Ar y uno refrac

tad.o j[r tr:1:;_.-c.s que: 



2-() Aet 
D -··-.:!:.. = ·1 >,.• 2 

'.) 1j 

?---r'I - '1 - 1,..,. 
L.,--·--.,. = 

'.'... ot2 
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( 2p.2 + ).2 ) V V• Ar - µ 2 VxVx Ar . . . . ....... ( 2) 

En u0nd'3 nde .. 1,1s se satisfacen les condiciones a la frontera: 

(Ai + Kf)s 

(cri + O'f)s 

= 

= 

En d0nda el J1ü~í.ndice S significa que los valores de los vecto

res a.e dnspla.:::.a,.r:..ie~1to y esfuerzo deben de tomarse en la superfi--

r"I 
=>, y O' en el vector de los esfuerzos corres--

pendiente al ,.r~:ct0r de los desplazamientos A el cual se obtiene 

del ¡;i.r;)dt:i.Gto con.traído del vector unitario normal a la superficie 

y dfJ teusor ~e los esfuerzos tij' el cual está ligado al ten-

sor c'ce los clcsp¡azar.1ient0s por la ecuaci6n tensorial 

+ 2p.q,. . en d-•ride cp 1. J. = 3 (VA) ( la parte simétrica del tensor 
l .J 

VA). 

El niét0~0 u3ual d~ atacar el problema de la resolución de -

las ecu:wi.o.nes (1) y (2) es descomponerla en sus tres componentes, 

en coorderl811:1s tales que la 3uperficie de frontera sea sup_erficie 

de coorde:1·1.'J.B.::.-1, 2s decir, que a lo largo de ella una coordenada -

perr.1a nezc1:: eonstante; y tratar· entonces de resolver esos siste--

J.nas de ecu=-; -~:r.cne3 con las simplificaciones que se puedan hacer to 

rnanC:.o en ,;1¡,:i,,. La el ca:cácter de la onda incidente. 

Vumos a ver si ea posible simplificar el carácter de las --

ec1'aci,E:es qut; tenemos que resolver, ya que ( l) y ( 2) presentan -

en g~~erel ~ranJes dificultades. 

1:n pri.1'1cr lugar si queremos estudiar el fenómeno en un inter_ 

vRlc Ju ti-1·100 finito (-L,L) si Ai (x,y,z,t) satisface cier--
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ta..:3 cc,':1d." u¿_Oi-:!es de continuidad tales como el de ser seccionalmén-

te ;..:,,_:,_ti ,11.'.:.; con rss_r1ecto ul tiempo en el intervalo (-L,L) etc., 

conri:: c:ion0s que sier:ipre ;Ja tisfacen los problemas de la física, se 

tiene e.at'-;''.cas Ai (x,y,z,t) puede expresarse como una suma de -

t , . l errn.1 ;,os c:.8 a 

v iwmt 
mi (x,y,z)e 

En donde w m 
mn 

= -· L' considerando las ecuaciones (1) y (2) podemos 

ba .i o la forma y A= T'(t) r 
v (·· y 7.) q_:u_,,te:'1Jo la substitución se tiene dividiendo entre T r AJ I '-' • 

y '11' q_U•~: 
.. ,, 

r, .J.. = (2µ1 + )..1) V V•v V V .....• ( 1' ) ·- "'I" - µl X X vf -·1 l1 , : f 

.. 
D I'' 

(2µ2 ).,2) V V•v V V ...... ( 2' ) 1'i vr = + - µ2 X X vr 2 r 

Co:r10 103 ¿:ewmdo.3 miembros no dependen del tiempo se tiene que: 

.. 0 = - w2 = const 

·c1 
.L = A .1 i wt + Be -iwt y 

= 

T' w12 = const T' = -

~ 
T' = A'eiw't + 

y entonces 

-iw't B'e y 

µ1 _V X V X Vf •..•..••.•.•. (1 11 ) 

Al101·a b:í. i:'IJ, la aolución general, Ar y Ar puede expresarse 

en el intErY:..1~1 o (-L,L) como una suma de t~rminos de la ·rorma: 

.iw t 
v mf' ( x , y , z ) e .m y 

iw t 
vmr (x,y,z)e m 

en donfl.e satis..facen las ecuaciones (l") y (2") cuan 

do w = w' = w m· 

Las co:1".'1iciones a la frontera que tenemos deben ser válidas 

para toa o -:.i 1 ·rnpo y como los desarrollos en serie de Fourier son -

único.J ;.;e ~'sn.e que las condiciones· a la frontera nos establecen 
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igu'.1:i..t1ad.3s cntr0 10;3 coeficientes de la serie de Fourier para oa-

da ftl • . m' ~.r la.:J condtciones a la frontera toman la forma: 

= 

pa C'l. todu m 
( 6mf + '[ ·) mis 

( 3) 
= 

• 
en donde lD3 a están desarrolladas en serie de Fourier cuyos --

·- iwmt 
elementos to.,nnn la forma 6m e • 

De .,~ :: :-:. r::, l' 9 que si considerarnos el problema en un intervalo fi 

nito de ·:.-, : E .... I~ "'J 0 podemos considerar cada armónico V • mi e 
iwmt 

de la 

onrle. i!l')i.' ,:=,r~~e Ai de una manera independiente y entonces el pr.Q_ 

ble:··:a t01:1.u!"Í.c1 la :f',Tcrna de encontrar vmf (x,y,z) y vmr (x,y,z), 

tal.-:-.s que s:1tisficieran (l"), (2") y las condiciones a la fronte

ra ( 3) • 

Si el in'tf·rvalo del tiempo no es finito (-L,L) sino infini 

to (-oc, ,oo), entonce.::1 en lugar de desarrollar la onda incidente 

en t 1 !:.La scri,::: de Fourier, la desarrollarnos en una integral de Fou

riPl' :d131.1rre ·~:11e cumpla las condiciones de ser seccionalmente con 

rJX) -ti.ana c0n re.:r~1ccto al tiempo, que la integral -loo Ai(x,y,z,t) dt 

COil''.""erge etc., c,::mdiciones que están satisfechas por lo general -

en proble~as físicos. Entonces: 

Ai ( X J y' z ' t ) = i 1"-00 dw rDO A. (x,y,z,t') eiw(t'-t) dt' 
1r 'O oloo i 

si darn.o.J t. l nombre = r.oo A. ( x y z t') eiwt' dt' J_oo l. ' , , 

se tie"le ento:~.ces que: 

C 01~1c~ 

do ti.e.-1po ... 
v J 

condiciones a la frontera deben ser válidas para t.Q_ 

se ve que como el·caso anterior se puede conside--

rar soD~cian~s del tipo: 

- ( ) -iwt v.r;> z:.,y,z,w e 
,L 

y ( ) -ialt x,y,z,w e 
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para una onda incidente del tipo vi (x,y,z,w)e-iwt donde vf ~ 

vr sé.i.ti.:ii'ucen l&s ecuaciones {l") y (2") y las condiciones a la 

fron-l:.era: 

\-
\ vf (x:,y,z,w) + v. 

l. 
(x,y,z,w] 8 = L vr (x,y,z,wU s 

~- -¡-;o_ c.r (x,y,z,w) + si (x,y,z,w1 8 = [8r (x,y,z,w] 8 

para todo valor de w, y en donde J (x,y,z,w} es 

,.oo - iwt' 
J o: (x,y,z,t' )e dt' 
-oo 

t o.m.a n la fo rma : = ; ~ v f (x,y, z ,w} e-iwtdw 

y " ··r = 1 .-,cr, - ( ) -ioot· - v x,y,z,w e · q.w. 
ri :.: r 

De aq:'Í vefüos entonces .que el problema general para una onda 

incidente del t.ipo Ai (x,y,z,w,t} se ~mede reducir sin perder -

ge.:.1e.i.'·~üidad al problema de una onda incidente del tipo: 

v. (x,y,z)e-iwt 
1 

en u.onde la ona.a re:t'le jada y la refractada toman la forma 

- .. ) -iwt vf ~x,y,z e y - -iwt vr (x,y,z) e 

satisfaciPndo las ecuaciones: 

w2 Dlvf = 11¡ V X V X V f ..... ( 4} 

- (/.)2 D2vr = 

Y lus cG.:.1dtcL.rnes a la frontera 

(vi+ vf)s ~ (vr)s 

(oi + 6 r)s = · (Br)s 

112 V x V x ·v r . . ... ( 5) 

( 6) 

en donde el vce;tor de los esfuerzos correspondientes a cada onda 

tomu la i'or~:m <J = Be -iwt. 

Po.rece ,)U8 la simolificación obtenida en las ecuaciones que 
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hay que 2e!:,,ü~rer no es de importancia, pero sin embargo despejan

do vf c!n (4) tene:1os 

+ V X [; µl --1 --~ V X V f ••....• ( 7) 
oo D¡ -

ya q.11e ~l 3Cr constantes se pueden introducir dentro 

de los .Jignos V y Vx. 

Ahora bien, vemos que la ecuación que tratamos de resolver -

po:i.· GÍ ,nj ,::rr'J nos define el potencial vector y el potencial esca--

lar ., ., . 
e r .L -t/ !:-'(; G (').!.., ya que todo vector puede expresarse de una -

~anera única como vf = - V~+ V x A si los potenciales son con

tim'os y seccion.3L;1ente diferenciables en la región, si adquieren 

vaü res d.ad,):-1 en la frontera y si el vector A es solenoidal, es 

:iec:i L~, V· A = O. Desde luego en el caso presente suponemos que -

los potenci '.3.lE's son continuos y con derivadas continuas y se ve -

t . l •• 
.:.tI'l. .. Jl en yu.e 17 ·v· x v f = o. de manera que el potencial vector es -

soleruiJal. 

Obtenido ahora el potencial escalar y el potencial vector de 

vf el problema se reduce ahora a encontrar las ecuaciones que sa 

tisfac0n esas potenciales ya que indudablemente no son arbitra--

ric.s, y sustituir los valores solución de esas ecuaciones en (7). 

Para obtener las ecuaciones que satisfacen los potenciales -

acudi,n.:)s a l.ú ecuación ( 4) en donde, sacando la divergencia de am

oos ;m .imb:co.J y teniendo en cuenta que V•V x A = O se· tiene: 

= 2 - 8 ( 2µ1 .+ )..l) V V• v f ... , ....... , .. ( ) 

.rl:n do;.111.e se ve de inmediato que · V•v f es una escalar que satisfa 

ce Uil~ ecuaci6n de onda en donde la parte 
+ioot 

0s de le. f or1,~a e 

dependiente del tiempo 
= / 2µ1+}..1 

y la velocidad es v1 D . Consid~ 
1 

rando otra ~_,.cz a ( 4) si .sacamos el rotacional de ambos miembros -
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recordar1do ·me V x Vq, = O se tiene: 

,,,2 D V ..,., 1 X Vf = - µiV x v x \ v x v r \ . . . . . . . . . . . ( 9 ) · 

en donde utiliL,ando la f 6rmula: 

V X -v· X ( Vxv f) 

se tlene: 

= 

= 2 µl V V X V f .•.............. ( 9) 

y = O •.••.•.....•..•..•• ( 10 ) 

En donde se ve de inmediato que V x vf es un vector que S!!_ 

tisí'ace la ccnbci6n de onda en la cual la parte que /Se ende del -
+iwt µ 

tie!'lpo es ce le .P.·):;_·ma e y la velocidad v1 ' = D 1 • Pero -
l 

no cualciuj_ JJ.~ vec"t0r solución de ( 9) puede ser un valor de 

• :ü:10 que sólo aquellos cuya divergencia sea nula ya que 

V x vf 

V•Vxvr=O . 

De mane1•,:i. que a toda soluci6n de ( 9) hay que imponerle la -

C·~11dic1.ón •flt-.:: su divergencia sea nula en todo punto para que pue

da ccin.J 1 clel"ar3e como valor posible de V x vr· 

T = -iWt ( ) Teneln.:)3 Ec,nt0nces que si Jl..f vf e satisface l , enton 

ces vf satisface (4) y V•vr satisface (8), y V x vf que es s2 

lenoidal satisface (9). 

Ahora 8Upongamos un vector de la forma A= v e-iwt donde -

v (x,y,z) Jepende s6lo del punto, desde luego v BQmite una se

paración c1 e.os portes, una soienoidal que admite un ,otencial -

vector A teJ que V•A = o, y otra.irrotacional que admite un -

notetl0:a1 esoslar q,, es decir, ,puede expresarse 

V- = - Vcp + V X A donde ~·A = O 

(Phill.ips, "Vector Analysis," pág. 187) . 

Si_ ex.i rii1:os que -iwt cp e satisfaga la ecuación: 



es decir, 

D f>.:. g,e-iwt 
1 ót2 

= 

- 8 -

( 2µ +A) V2m e-iwt 
1 1 T 

= ( 2µ1 + Al ) 'V2 cp • • • • • • • • • • • • • • • • •• ( b ' ) 

es decir, 

- -iwt A e 

= 

satisfaga la ecuaci6n 

V2-A -iwt 
µl e ( 9' ) 

y donde V•A = o. 

Entoncl':.·.s se t ie !'.le que: A = v e -iwt = { -Vcp+VxA) e-iwt satis 

face (1), t"')S decir: 

2-ó ¡. 

') ---~ = 
"i ot2 

( 2µ1 + Al) V V • A - µl V x V x A ....... ( 1 ' ) 

Sustituyenio ae tiene 

e/A = w2 Í Vcp + V X il -iwt 
ót2 

- - e 
I_ ...., 

V V•A V 
2 ·, -iwt = !- V cp J e ya que V•V X A = o 

V"r._"iyA V -) -iw1.v- (V V·A V2A) -iwt - .{ (VI.VXA e = x e 

y VxVcp = O. 

Así pues: 

Elimi::iando -iwt e en ambos miembro~ y ordenando: 

y entnncea oor ~uestras hip6tesis VO = V x O= O. 

D6 marilor'3. que para que A= ·v {x,y,z) e-iwt satisfaga la -

ecu:l.ción (1) es condición necesaria y suficiente que el potencial 

vector A y el escalar cp de v (x,y,z) tal que: v = -Vcp+VxA, 

satiJfagan las ecuaciones (8 1 ) y (9'), con la condici6n adicional 

de que. A .,E.a .solenoidal, es decir, V•A = O. 
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E:n ~lguno3 1;roblemas el imponer a un vector solución de la -

ecuac:i 6n ... ;_, onde la condición de que su divergencia sea nula po-

cirá of.rec:E'l' dif'icultades, pero en otros como por ejemplo en el -

que se va a tretar aquí se puede satisfacer esa condición de mane 

ra ser.cilla . 

Una vez obtenidos valores de ~ y ¡· que satisfagan (8 1 ) y 

(9'), que son iguales a (8) y (9), y la condición V•A = O que -

es la (lü), 3U3tituyendo en (7) se tienen valores de vf. 

Para cada valor particular de ~ y A tenemos un valor pa~ 

ticnlar d6 vf y como las ecuaciones· (8) y (9, 10) nos proporci,2_ 

nan una infinid0.d de soluciones particulares al resolverlas por -

separación de variables, se tiene que podemos construir una infi

nidad de soluciones de vf, dotando a cada solución con coeficie~ 

tes arbitrarios, y formando una suma de estas soluciones lo que -

nos da una serie infinita, podemos encontrar valores para los coe 

fic5eutes que satisfagan las condiciones a la frontera y que sean 

tales qnc la derie sea absoluta y uniformemente convergente. En 

838 C930 tendremos un valor de 

pr.ohlem1:1. 

que es solución de nuestro --

Los argumentos anteriores pueden repetirse paso por·paso pa

ra la ecuac~.6n ( 5) y el vector vr y tendremos como en el caso -

ante.ciar, un valor a.e v r que es solución de nuestro problema. 

Con e"J°tns preliminares expuestos pasaremos al problema parti 

cul.·:1.[· que .-30 trata de resolver. 
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PfWPAGACIOliT DE UNA ONDA PLANA A TRAVES DE UNA 

3UPERFICIE DE- FRONTERA CILINDRICA 

En nuestro problema particular el medio I y el medio II e!!_ 

tán 88para~os por una superficie cilíndrica de longitud infinita 

.Y de radio "a", el media I tiene constantes elásticas >..Vµl y -

densidad D1 , y el medio II constantes elásticas >..2 , µ 2 y den

sidad D2 • 

Escueemos el origen de coordenadas en un punto sobre el eje 

del cilindro. En el primer medio hay una onda plana de dilata---
~- / 

- .. - -----............. 1 

/ ,, i a ;x\ 1' 

_; \ 

/ II 1 /<g \ . t - ... - --~--- __ ._ -7 --~1-- -e~)( 

\ ' I 

\\ ) ... 2 ,lt2 'D2 / 
. / 

'·........ 1 -. ·:··-~· .· 

/ 
/ 

I 11,~l,Dl 

ci6n, en la que la dirección del 

desplazamiento es perpendicular 

al eje del cilindro, con esta di 

rección hacemos coincidir el eje 

de las x, de manera que por --

ser plana y coincidir la direc--

c:i.ón ,"'11 6...::3ulazamiento con el eje de las x, debe tener la for-

il!L(,k + my + nz - v1t) 
I A e vl 

(en don~e I,J,K son los vectores unitarios cartesianos), pero -

como es de dilatación, se tiene que V x A1 = O o sea: 

. 
1 

I 
C) 

OX 
: w ., 
¡ i-(\,.X+iny•nz-v1 t) 
1 e vl 
! 

.1 

o o 

= º· 
De manera que m. = O, n = O y como 5J,2 + m2 + n2 = 1 entonces -
" · iw/v1 (x-v1 t) Y- = 1 y lP onda toma la forma 'K1 = I A e en donde 
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/2µ1 +x1· 

V 1 = ./ ---D ·-·-. 
1 

De ~lG eata expresión satisface la ecuación: 

o2JC. 
l\ 0¡2 :i:.. = (2µ1 + )...l) V V•Ai - µ 1 V x V x Ai 

se ve a.e ir..medieto por el hecho de que V x Xi = O = 

V V·A. -q-2 A. B 
. la ecuaci6n toma la fo:rma: = ) que 

1 J.. 

o2 A. 
V2 A. 

D __ J.. 
= ( 2µ1 + )...1) 

1 ot2 1 

y COJ"!".O j~i no depende de X. y z entonces: 

o2A. o 2K. D __ 1 
= (2µ1 + )..1) 

1 

1 ot2 ax2 

y de eata ecuación es evidentemente solución A. 
1 

1,: (x-v1 t) 
l 

= IAe ... (11~ 

En general la onda plana de dilatación debería ser de la for 

~a I [r1 (x-v1 t) + f 2(x+v1 t)J pero se puede siempre descomponer 

90:i.· niedin de :Lntegrales o series de Fourier en la forma que tiene 

Í\. .• 
1 

.l?D.rél O bt 811'.:T y ponemos -iwt e y -

-iwt 
= vr e y precedemos como está indicado en la introducción, 

pero sntes hacem83 notar que por el carácter de la onda incidente 

y de l3s condiciones a la frontera se ve que vf y vr no deben 

depender de z y además que deben encontrarse en el plano xoy -

lo nue impli0a tanto para vf como·para vr la forma: 

-v = I r 1 (x,y) + J r 2 (x,y) 

er: C\lVO caso: 

·r J 1\: 

V x: - o o o [:r2 Of~l V = óX by óZ = K ox - lf 
fl f2 o 

-De !!lélnera riue V X V debe tener la dirección del eje del cilin--

dro y es i:1clépsndiente de z. 
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Cons:i.é¡eremos ahora como se vió en la intróducci6n que: 

= --!!LV X (V X vf) ........ (12) 
wt:D 

1 

En donde: 2 - ( 2µ1 + ).l.) v2v.vr C!J D1 V•vr = 

y 2 -w n1 V x vf = µ1 v2v X Vf y V•V x vf = o. 

y en donde, por el carácter del problema V·vr es independiente 

de z al serlo vf y V X vf = K~, en donde o<..r es una esca-

lar inde1, endiente de z, y tenemos desde luego que si ex f es so 

lución de: 2 
Cl) Dl OC. r = 2 

µlV O(f Y °"r es independiente de z 

entonces V X vf' "" KO<r satisface la relación V•Vxvr=O=V•KO<.r 

ya que: 

y si f' =f' =O -1 .. 2 Y r3 independiente de z la divergencia es 

nula; u.e ~nanera que el problema se reduce a encontrar soluciones 

indeponé:ie.:Jtos de z de las escalares fJ f = V•vr y ~f ·que -

satist~cen las ecuaciones: 

2 
- w D~f 

= 

= 

( 2µ1 + ).1) v2~ f · · · · · · · · · .. · · (l3) 

µ1 v2cxr · · · · · · · · · · · · · · · · · .. · · • ( 14) 

De a1uí en adelante utili~~remqs exclusivamente coerdenadas 

cilíndl·icaci que son las que convienen al problema y en las cuales 

los vecto.ros unitarios serán designados por 11 , 12 e 13, es--· 

tendo relacionados con los cartesianos por las relaciones: 

I = 11 cos Q - 12 sen 9 

J = 11 sen 9 + 12 cos Q 



y las coor~8n3das set 

- 13 -
(r, 9, z) dadas por r = .R;l, 9=angtan.! 

X 

y z = z. E:1 coordenadas cilíndricas el Laplaciano toma la forma 

D-+l~+l~+~ 
or2 r or r2 oQ2 oz2 

susti tuy0 .. d.o en ( 1)) y ( 14) y teniendo en cuenta que (3 f y o< f 
son indeI_K::dir:'11tes ele z lo que implica que: 

2µ o,...., f 
= o y 

f f = Rl (r) Ql (Q) 

CX.r = R2 (r) 92 (9). 

Sustituyendo y dividiendo entre p f 
2 . 

w 
V 2 

1 

2 
= d R1 +. l dR1 + 

dr2 r dr 

Rl Rl 

1 dR2 
--+ r dr 

R2 

o 

Y O<.r se tiene: 

........... ( 13' ) 

.......... ( 14' ) 

:Qe a r··.lÍ -:l. ve. ~os q:J.e tiene q~e ser constante a la cual design~ 

2 ~ 
.L'E::!."'1,:1 3 por - m de manera que: 

= o y o 
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Como .Je r,: :niere que Ql (9 + 2:í) = 91 (9) y 9 2 (9+2~) = 92 (9) 

entonces m es entero, y tenemos las ecuaciones de Bessel 

Te.t1r·;:.t0s 

,. I J 
.h.m m 

d2R 1 -·-+ 
dr2 

d2R __ 2 + 

dr2 

entonces, que 

( (1) 
--r) 
"l!l 

y 

1 dRl 002 2 
!!L) Rl --+ (-r dr V 2 r2 

1 

l dR2 w2 m2 
- -:-2' + (-- 2) R2 
r dr V '2 

1 r 

las ecuaciones últimas 

y 

que son funciones de Bessel y de Neuman. 

Se tier.lc e:;ntonces que: 

= o 

= O, 

tienen por soluci6n: 

/3r = 

' 
(Afm cos mQ + Bfm sen 9) (A' J (~) + B' N (~)) (15) fm m v1 fm: m v1 

= 

Las ex:.,;>rcsio'1GS anteriores son solución para todo valor entero de 

m. Sustituyendo en (12) uon: 

= 

V x vf =:= 13~ 

. "ó{:)r 12 'bf:?r 
1 1 or + r ~ 

V X V X'\," 
f 

= 

y V•v = f-, 
f f 

Antes de proceder adelante en la obtención del valor de vf 

cc.nvii:H.Le hae;er notar que la aparic~ón de los dos tipos de funcio

nes de Bes-:;el Jm y Nm obedece a que vf es el vector que se 

ref lA jEI en .:·l primer medio y que por lo tanto r > a siempre pa-
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ra vf. En lo onda refractada que penetra al II medio, r lle 

ga· a alcuEza:r el yalor r = O y como Nm ( O·) = <D para toda m, 

resulta q1..,.e ~nI'a vr la única funci6n de Bessel que se puede em-

plear es Si para de·jamos que y B' m tengan velo--

res aroi t.rarius e.atonces las condiciones a la frontera no nos de

terminan de una rn.unera única los coeficientes, necesitamos deter-
B' D' 

minar por alf!'Ún inl-todo las razones A, m y O, m. 
m m 

Para 0 1.)t0nc.i: las razones B'm/A'm y D'm/C'm de los coefi-

ci0n-t::~s en el prim.er medio, podemos acudir a un razonamiento mat~ 

m6tico y a un razonamiento físico. 

~:;_ me'ter,1/;tico con.3iste en lo siguiente: 

Las c0r.rnt'.'int(:_:s elázticas ).. y µ. están definidas como constan-

tos Jo prop0:rc.l.,1112lidad entre las componentes del tensor de las -

defo.r:·.::Lacio.,ies y las componentes del tensor de los esfuerzos y pu~ 

den por lo t&nto ser iguales a cualquier número real, considera-

cion_js fí.Ji_cAa posteriores que parten del hecho de que los coefi

ciEnt·:s de PoL,.::.on observados no exceden a 1/2, en la práctica, 

limitan l y µ a valores positivos, pero en el caso del probl~ 

ma visto d83de un punto matemático ).. y µ. pueden ser positivos 

o negativos. 

A distancias r grandes, r ~ oo se tiene que: 

( fQf:) 
/2v1 

(~ 2m+l ) J ~ 1-- cos --:e 
m V¡ w:cr . V¡ 4 

. . 

l\T ( fQf:) ~ 
¡2v1 

sen (~ - 2m+l ) 
-m vl wrir V¡ -¡- jt 

~+X:"° ' ~'ll1 + 1 
Si )..l> o, real¡ si V = ..;n-· P.¡ y vl es µl y l 1 

' . µ1<º y )..1 <_-2 µl¡Vl es imaginario puro, es de o oJ.en, -}..l <O 

cir v1 = ! iu1 donde u1 es real y positiva: 
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Co.n3j_.-_e1'aJ11os una combinación lineal de Jm Y Nm: 

+ B' sen(~ - 2m+l n)] 
m vl 4 

si r ~ oo 

cmao: 
eiQ + e-i9 

cos g = 
2 

sudtituirnoa y arrupamos: 

A' J (~) mm "111 

Ahora bien, .::; ~-'- ;j ::i nrs !"imo s el caso en 
i 

y sen 9 

que v1 = + -

= 

iu1 

8 i9 _ e-iQ 
2i 

en donde ul 

real, 1 1 + se tiene entonces e:J = = que: 
vl ~iu1 ul 

,-

. 2m+l 
1 B' + wr 

-1-n -l ,//2Vl 
A~/m (~) B~Nm (~) ...... ! ( A ' +--)!!) ul e 4 + --:, e 

vl vl 2 wnr ! m 1 

Ah0ra bien, 

prime.e sum.a11dc es 

-
+i2m+l 1 

e 4 

v1 7: iu1 , si ponemos 

ewr/ul y el segundo es 

si 

V¡= iul 

9 -wr/u1 ; 

r--=;,: oo. 

entonces el 

en todo pr.2, 

blema físico ~e exige a las soluciones que no se hagan infinitas 

. • t en n:l.UEY,1.lll )U!.a ,·:>, 

q_ue 

A' + m 

··---,,. 

y mucho menos en eJ.. infinito1pero como se tiene 

oo · si r ~ .. oo, se deduce de inmediato que --
A' l / 
B'm = - i' mien~ras que e-wr ul ~ O si -

m 
r ~ oo. 3i 

te del s e.::;u:·,C~o 
A' 

~1 = - iu1 , ento~ces debe de ser 

.Jumando, ya que éste ;:3er~ ewr/ul 

O el c·o . .efi cien 
·. -

y se tiene en--

to.nces l.ll. l 
B 'r._1 = f• 

Para ~~r cu'l de estas relaciones debemos preferir acudimos 

al hecho d, c~"J.e nuestro problema requiere soluciones del tipo 
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A -wti V•A V - -iwt f = Vf 8 y f = •Vf e ' y los valores particulares -

de V·Af está~ dados por: 

Saber.1os 1u.e Al~-
B' m 

= 1 
+ i de manera que un valor particular de 

es: 

(~ cos mQ + Bm sen mQ) [Jm (~~) :; iNm (~)] 
-iwt e 

en donde 

Ahora 

(1\i 

A' m 

:3 ~-

C•JS 

Ahora bien, ' ; ~·.) _, 

se -tntroduce dentro de 

r~ 00 entonces 

~ mQ + B sen mQ) m wrir 

se toma el signo + 

V•Ar tiende a: 

•i2m+l iw[~ r 
-- ri 

e 4 e vl 
rr 

iw!v -
se tiene e - 1 

- t] 

tl 
....1 que nos 

d::.cf· q_ue cu'.:.lndo r ~ oo, en el potencial escalar los frentes 

de onda son circunferencias y el potencial sufre un retraso en su 

fase a I1J.ediiit1 que se aleja del cilindro, es decir, las ondas via

jan hacia a:nE:ra1 lo que tiene ·sentido físico y se verifica en la 

reaLL1éid e.2 )roblem.as electromagnéticos, mientras que si escoge--
-iw{r/v1 +t) 

:nos el sig.a:10 tenemos e y el potencial sufre un 
. 

adelsnto ~n su fase al alejarse del cilindro, lo que no sucede en 

. ~ b- r.t tlll • ningun pro-~ema 113100 conocido. Así pues vemos que tenemos que 

escoger la razón ~ = ! 
-- Bm i" 

Desd~ el :punto de vista físico' el escoger · ~ = ~. satisface 
~ . . m i 

nu.est:i.·o co ceQto intuitivo de que dado un cilindro no necesaria--

mentt; circ1üer de sección normal finlta, a una distancia conside

rable dél 0ilindro los frentes de onda toman una forma cada vez -

más no1·oicimsda a la circular a medida que se alejan del cilindro, 

es decir, r::ue la onda ti ende a la forma: 

. ( r t) 1W - -
f (r,9) e vl 

•• ·r,iy· 
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cuando r - -~ oo . { Este argumento in tuitivo está utilizado im-

plíci ta:n.e.nte 9or ~orse "Theory of '3ound" pág. 234, 235, 263; y -

Mare;enau end Murphy "Mathematics of Physics and Chemistry," pág.-

230}. 

El rP-zo~ar:ie~to seguido anteriormente para V•vf =~f se 

puede repetir para V x vf = 13o<.f y se ve entonces que tanto 
1 

~ como f:3r deben tomar la format 

= (Arm cos mQ + Bfm. sen mQ) Hin{~~) ••.•..• (15') 

= (Cfm cos mQ + Dfm. sen mQ) I1m, <if) ....... (16') 

En do ._Je se utiliza la notaci6n sigui ente! 

Lo. rer(LA de deri vaci.ón que es válida para las funciones de 

Bessel y Neunann sigue válida para una combinación lineal como -

Sustituyendo en (17) tenemos que para m ~ l. 

V 2 
. { l ( A g B Q) w f H ( ~) 
J.l l - (.¡)2 fm cos m + fm sen m 2vl e"lll-1 vl = 

TT ( wr,J 
~'111+ 1 v' . 1 

r wr IHm--1(.,T(} + - ...... vl 

v'2 
+ l ( C sen mQ + D cos mQ) w 
~ - fm fm 2vT w l 

~+l(~lJ} + 12 \- : 1: (-~sen mQ + 
2 

w [ (wr) (wr)_j. vi 
Bfm cos n9) 2v 11m, 1 ;;- + ~+l v - -,,.- ( cf cos mQ + 

1 - - 1 1 wc.:: m 



Ordenanú,J y haciendo algunas simplificaciones se tiene: 

J l'' ( vl- l-- (wr) (wr)-1 vf = i¡ lc.Js mQ .Afm - 2c,.,) l\n-1 vl - ~+l vl -

+ ~fm ;t l.~-l (~i + 1\.+l (~~ + sen mQ [ Brm(-~) [ H,._1 (~) 

H,.+1 (~~l] > crm(-~) [H,._1 (~) + H,.+1 (~f t 12{ cos m{ ;! Brm 

r~-1 (~) + H,u+l (~~u -;t cfm IH,.-1 (~) - H,.+1 (~rj+ sen mQ 

[ Afm ;! f'ffi-1 (~~) + li,.+1 (~~)]- ;~ Dfm [H,.-1 (~) - li,.+1 (~~} 

Aquí cr1 ,.ni. ene introducir algunas simplificaciones en la es--

c::L'i t,1ra 

(wr)l 
Hm 1 v' j - 1 . 

............ ( 18) 

[ m,1 1]. 

En do. ·c;s .Los parénte.Jis cuadrados se van a referir siempre~

a las fun·~i.o:·~,:::1 ~1n y los redondos se referirán a Jm. Se tiene 

enttHi.ces qn6: 

vf = 11 \_ cos mQ (Armfm,~¡ + Drm@i,l']) + sen mQ (BrmC-m,~ 

ºnn' 11, ri¡ ) } + 12 { cos mQ· (- Bfm [m, :g + cfm r:: m, 1:) ) 

+ "36D ~ri_µ (Afm ~,:g + Dfm [-m,lj ) \ ...............•• (19) 
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EBtE, e~ el valor de v f para toda m.;> 1, pero para m = O 

tenen:os a_t:.e: 

n ,~ . 
,-' f = A H {~) fo o v1 

y = 

Justí tu~rendo en { 17) y teniendo en cuenta que·. 

= 

se tiene: 

V_,., 
l. 

= 

Usa~do l~s JÍ~bolos: 

vl w :-rl ( ~:) = [ o , JJ y 

se t1..e11e 

= i 1 Aro (0,1] + 12 Cr0 (0,l!] •.......... (20) 

T - -iWt 31 escribimos ahora ,Lf = vf e y en lugar de vf pone-

!'los la ex;,:r(<:::íó:i ( 19) para una m ~ 1 o -la { 20), tendremos que 

V '{ 

Compr.·obaremos esto fácilmente recordando que: 

vf = 

2--o A.o 
1 = or¿ 

if V •X_,. = 
l. 

i! X A. = 
.L 

= 

V 2 V'2 
~ V~ f + 1 V x i3 e>( f 

()) . ú) 

1
1- vl2 -~ v•2 J 

ú)2 - - V + .J:_ V X i 3 o( f e ..:.iwt 
L.. ú)2 f ú)2 

V( 
V 2 
.J:_ v2 p.., . ) 
ú)2 rr -iwt e 

V'2 -
{V X i3 c(f) l _LV X lv X ú)2 ,._ 

v'2 
v2 _LV X (V V • 13°' r -ú)2 

e -iwt 

13 o< f) e -iwt 



= 

sustituvc t~o: 
-,. ') 

2 '1 ~ , 
-w D1 ( - - -:: v(?f 

w 1 

v•2 
l 2 -iwt 

+ p.1 2 - V x V i 3 O(f e 
w 

simplifice!1do e-i(J.)t y agrupando: 

V 2 

1 - 2 °' (--?)V L- w D1rr 
w-

= 

v'2 
(..1-2) V X i3 {w2 D1D(r + µl V2D(f). 

w 

Pero los paréntesis son precisamente las ecuaciones que nos 
,, 

def1'. r.1en a .... _. .....1 de ma era u : · i' ~ ;_x, f n q e : 

V 2 
1 

- -V O 
w2 

v'2 
= _LV X 13 O = 

w2 
o. 

Y entonce'..:, .·1i v f tiene la forma { 19 o 20) entonces v f e-iwt 

sati'3face (l'), y en el ca.30 de que vf sea de la forma {19) lo 

Séiti.3f'ace pr1 ,'b cualquier valor· entero y positivo de m. Ahora co 

.:no la ecua-.:i .. Ón (l') es lineal, una suma de soluciones es soluci6n, 

y va:-:1.0;:; e considerar una suma infinita de soluciones a reserva de 

que ur¡a vez enc::intrada la solución a nuestro problema se pruebe -

que esa se.ríe tiene las condiciones necesarias de convergencia p~ 

.ra que, la ..:,wna de un infinito de términos cada uno de los cuales 

~~ solució~ de (l'), sea también solución. 

= 

Vamod entonces a dar a vf el siguiente valor: 

1 

• \ A 
1·1 l 1'0 

00 
[o,1J + Z cos mQ {ArmC-m,JJ + Dfm [m,lj) 

m=l 

+ f sen mo (B:fm tm,~I - Cfm [m,l~ )\ + 12J Cfo [6,1i] .... (21), 
m=l J t 

+ ~ GOS mg(-3fm@i'~-.\ +Cfm[-m,1 1] )+m~-I.1 sen mQ(Afm[m,l]+Drmfm,l~ )lr 
rr,.= 1 J 
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Y ponemos -iwt 
e ' con de la forma {21). 

Paam;~s ahora a considerar a vr, se pueden repetir paso a 

paso los r5zonamientos enpleados para vf con la diferencia de¡_ 

V2 __ / 2µ2+)..2 Y v' = /µ2, que las v·:.,locidades de propagación son · 
D2 D2 

y aderr.ás co~o es la solución en el interior del cilindro, y la 

fundón ele Neu.rnann para r = O es Nm(O) = oo resulta que s6lo 

existe la func:;_Ón J {~) y J (w~) en lugar de H (~) m v2 m v2 --m. v1 
y 

~(~~). Si repetimos el simbolismo de las fórmulas (18) reempla-
1 

zando Jm por y el número 2 en lugar del 1 para el segundo 

índice del paréntesis, utilizando paréntesis redondos en lugar de 

cuadrados para i n.'.:icar que se trata de Jm en lugar de ~' por 

ejemplo: 

y ci.e uanera análoga para 

ton.ces que: 

vr = il \ cos mQ 

:Jen m9 [~rm ( -m, 2) 

L- B (m, 2) + crm rm 

D..,,m / ri,2') si '· - ,, 
... . - J 

= 

(~) i = (- m,2) etc ...•.... (22) 
v2 1 

-..! 
las de~ás fórmulas de {18); tenemos en--

[Arm. {- m,2) + Drm (m,2')] + 

- crm (m,2')J) + 12 { cos mQ 

(- m,2*)] + sen mQ [Arm (m,2) + 

m -?, 1 y •••••••••••• ·-· ••• (23) 

para m =: O. 

Y co:1;;:;trlürnos v r general bajo la forma: 

= 
r 00 

i 1 ~ Aro (0,2) + z 
l m=l 

+ sen m9 ' B ( - m, 2) - C rm ¡ rm 

cos mQ l_Arm 

(m,2' l]} + 

1 
{- m,2) + Drm (m,2')J 

(D -

Ecos m9 i-B~" (~,2) 
rr.·-1 ~-- . Ll 

00 
+ Crm(-m,2' )1 + Z sen mQrA (m,2) + 

'J m=l L.'. rm 
•.• ( 24) 

.. - ., 
D { 2 t)fl 

rm -m, .'. .\ · 
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Y pone:n.os de la forma (24). 

Pasemos ahora a la onda incidente Ai = r.Aei w/vl(x-vlt) y 

entonces vi= I Aei wx/vl, como V x v1 = O, vi- admite poten

cial eses ~.:.:ir vi = Vcp el cual es: 

= 

.wx 
i-

n - - ... V 
J vi • dr = J Ae 1 dx 

De manera que 

Com:li d.e:rer.";OS ahora 

se tiene v. = -
iwx 1 

e-vi-= cos ~ + 
vl 

iv1 iwx 
-AV eV¡ w 

i sen~ V . 
l 

Tenemos x = r cos Q de manera que: 

iwx/v1 
e = cos (: r cos Q) + i sen(: r cos Q). 

l l 

En el w·oods' ( "Advanced Calculus" pág. 281) tenemos deduci--

das :nuy sencillamente de la función generadora de las funciones -

1e Bessel de orden entero ex/2(t-l/t) las fórmulas: 

CO.J (y 3811 cp) 

sen (y sen ti') 

,., . se pons y = wr y ul 
vl 

cos ( J:2.. r 
vl 

cos Q) = 

sen ( ;> :e cos Q) = 
1 

Por lo tanto ei wx/v1 
' 

forma: 

e i wx/v1 = 

co 
= Jo( y) + 2 Z J2m(y) cos 2mcp ., 

m=l 
ob 

= 2 Z J2m-l(y) sen ( 2m-l) cp • 
m=l 

q> = Q + n 
2 se tiene sustituyendo: 

Jo (~) + 
vl 

CD 
2 Z (-l)m J2m (~) cos 2mQ 
m=l vl 

00 
2 1: (-l)m+l J 
m=l 2m-l 

(~) cos (2m-l) Q. 
l . 

combinando los dos anteriores toma la --

CX) 

J 0 (~)· + Z 2im cos mQ Jm (~r) ..•• (25) 
vl m=l l 

Ahora 0orno necesitamos tener a v1 en coordenadas cilíndri

cas tomamos el gradiente de eiwx:/vl en coordenadas cilíndricas, 

de manera riue: 
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c>eiwx/v1 

11 br 

Ree .. n.pJ.azs.,iiTo en lugar de eiwx/vl su valor en ( 25) se tiene: 

= 

Si usamos le 13 Abreviaciones: 

vl e- J ( '.~!.) + Jm+l (~:)] = (- m,l) 
2w .-· m-·l v 1 

Para toda 

vl í-
J '~) wr -1 m ~ 1 

.......• ( 26) + .Jm+l ( ;¡-) ) = (m, 1) 2,..;; L m l'v - l 1 . 

• 
= (0,1). 

:Se ti.ene que toma la fonna 

00 
= 

+ 

i 1 [A i(O,l) ~+E 2 im+l A cos mQ (-m,l) w] 
vl m=l vl 

00 

z 
m=l 

2 ..QL im+l A sen m9 (m,l) 
vl 

•••••••••••••• ( 27) 

Ahora ya estamos en cond.iciones de aplicar la primera de las con

diciones a la frontera que nos dice que: 

Ccmo - -iwt - -iwt Af = v1 e ; Ar e 
- -iwt 

= vr e 

esa condic:i.ón ;rn reduce a: 

( vi + v f ) r= a . = ( v r ) r= a • · · • · • · · · · · · · • · • ( 2 8 ) 

Estas igucld.'3dGs deben ser válidas para toda Q y como en la su

perficie r = a, r = const, entonces v1 , vr y vf son funcio-

nes de 9 desarrolladas en serie de Fourier con respecto a Q, 
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y como lo.s c,)eficientes de esas series son únicos, la relación 

( 28), inw}ie·1 que debe:nos igualar los e oeficientes de sen mQ y 

coa m.9 tbnto E;r: ..i..a componente 11 como en la 12 , y tenemos 

las ecuac~,_,·1<-::s s:i:guientes de (21), (24) y (27). 

i A ( o , 1) ,: + Aro [o , 1] = Aro ( o , 2) .......• ( 29-a) 
1 

2 · m.·tt l ( .. ' (O A ~ ll D [ l '] = A i -m' .L' v+ fm ! .-m, + fm m' 
1 

Arm (-m, 2) +Dr.m (m, 2') 

B1. f'-m, 1 J - e í'm [ m., 1 'J 
fil'-

= Brm(-m,2) - Crm(m,2') ..........• (29-c) 

Esto p01·a ls componente 11 , donde los paréntesis están va

luados para r = a y las dos últimas ecuaciones son para toda -

I!l ~ l. 

Ahora pera les cor.1ponentes de i 2 en donde los paréntesis -

tamb·:l. én estÁn valuados para r = a se tiene: 

ero (O,l') ::z 

-Bfm;_m,11 + cfm [-m,l~ 

e ro ( o , 2 ' ) ••........•..• , ~o -a ) 

Brm(m,2)+Crm(-m,2r) •• (30-b) = -

. ni+ 1 ( ) w "[- ,-i 2A 1. m,l v + Afm ~,~ 
1 

= 

Arm(m,2} + Drm(-m,2'} .......................... (30-c) 

las tos últimas ecuaciones válidas para toda m ~l. 

Para le. :'3egunda condición a la frontera partimos de la ecua

ción tEHL';o~r'"i.al de Hooke que nos liga el tensor de los esfuerzos -

C,)n c·l du los c'l_es,?laza~ientos en un medio isótropo: 

+·. l.,) 
= ~ V•'K g .. + 2µ 

. l.J epi j ............. ( 31) 

(Par.e, ;'Thsor,;tical Ph·rsics," pág. 161). En donde es el 

tanscr de lJ: ~sfuerzos y el de los desplazamientos, si -

.m.nl t.ip li r.~L1 :is 
,,, 
'i'ij por el vector normal a la superficie 

C·~j = ( 1, O, J) en coordenadas cilíndricas tanto unitarias como co 

varia.ntc1s y r::.,n:.trovariantes, tenemos que el vector de los esf'uer

zos: 
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._::.X:.~tij = A V•Ao<1 + 2µ~jcpij 

en donde j es índice mudo y como 

d º''81 i· r l ....., jg = C::I C4.Lll 1c, ti l. .. '·. i j ..... , i • Ahora bien, 

vectores c0variantes 

12 , 13 son los vectores unitarios; 

es un vector de desplazamiento dado 

ce ruudo, entonces se tiene que cpij 

g .. 
l. J 

es el tensor métrico fun 

utilizaremos como base los 
i2 

e3 = 13 en donde 1¡, r' 
~j = O{j = (1,0,0) y si 1:. 

por A= ej~j con j índi-

es la parte simétrica del 

tensor VA = ~ i, j que es la derivada covariante con respecto al. 

tensar m~trico fundamental del vector I. 

VA = s 1,j 

r x2 = Q 

' hl. en donde ~ . ¡ ~ 
l J. J' 

es el símbolo de Christophel de segunda especie.-

Entonces: 

q,ij = l ( f + ~ ' = l-.2 -,1_~ ~x·. Ji + ~ ~x· 1,1 - \ihjl.(:h - ~jhil eh _-1 
2 (?i,j ',j,i) u u l )~ t )~ 

y el ve et 01~ C~ j q,. . toma la forma: 
l.J 

l j f -b t, i o ½ .j -~ ,-+ 2 ,_ cLx:. j b Xi 

donde j es índice mudo. 

Ahora bien, co:no 0 1..J = (l,O,O) es decir ~l = l, d 2= 0(3=0 

entonces el vector: 

j 
r-.i'q, •• ._,,, l.J = 1¡-~ º~1 \h\~ J 2 _ O X 1 + O Xi - 2 i 1) h 

Como las coordenadas son cilíndricas ortogonales, se tiene -

que: 

y si i "Í j 

en üonde gij son las componentes del tensor métrico fundamen--
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tal y deducidas de és·tas se tiene que: 

gll = 1 g22 = -\ g33 = 1 y gij = o 
r 

Po:c otra parte en nuestro problema ~ 3 = O 
7.' 

dependen de x) Hecordando que: 

·, h -
", i j ) -
~ 

no -

en donde s es índice mudo, se tiene que las tres componentes -

del vector C)\j<pij son: 

- jrn 
l_,~, Tlj = 

cuando i = l 

con s Índice mudo 

pero como ghs = O si h 1 s se tiene: 

~l
h1 t) 1 hh ,-· oglh og11J =-2g 2-- ~ L ox 1 -ox · 

Como g11 = l 

= o y si l "f h, \"" h l -se tiene \ll) - O 

de :Janera que la componente de O\jC?ij º~1 cuando i = 1 es: -..o X J..• 

Ahora si i = 2 se tiene la componente: 

ya que ghs = O si h is. 

entonces solo: 

'f o y es 

De manera que para i = 2 la componente o(jcpij es: 
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l í~ º~2 _ 1-~ J 2 ! 2 + l l J 2 . 
L . .0 X O X X · 

La componente paro. i = 3 es cero. Ahora el vector o(jq,i j 

tiene por v0ctores de base a los vectores covariantes e1 , e2 , e3 
y si lo sustituim,'.)d por los unitarios tendremos: 

= 

7 ahora, A estaba dado por 

eatá d&da como A= i 1~ 1 + 
/ 

~ = x 1 J·.,, 2 sustituyendo y 
\:12 f -

las coord.enadas: 

y 

">' jq,. . = 
·,. ' 1 J 

De ::1anera que: 

li'ci ~2 o f:, 1 2 ~ 2 -11 

:--r+:--"2-~. 
~--0 X C) X X -

e . ~ i2 --
"K. = e j '?j = 1 1,-., 1 + 1 <s, 2 si A 

X 

i 2 1J 2 entonces, t;1 = 1 i Y 

regresando a la notaci6n antigua para 

= 

j o'h: o o 
i 1 i,}.Vº•A+ 2µ-1..:!:.l + i µ[ 'fl 2 + 1 ~-~l = a (°'V 'V·. 

~ 1J 
= ~ or j 2 2) r r oQ r "J 

-dando <J es :)J.es el vector de los esfuerzos en la superficie 

r = a. 

Ahora la segunda condición a la frontera nos dice lo siguiea 

te: 

En donde el subíndice indica a qué desplazamiento corresponde el 

esfuerzo. Corno conocemos Ai, Ar• Ar procederemos al cálculo de 

lo.3 vecto1·es cr. 

l A T __ -v e-iwt, ·Corno as ae e.;cpresan n las -cr tomarían la 

forma cr = 6 e-iwt, como las -iwt e figuran en ambos miembros -

la condición u la frontera se vuelve 

= 
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en donde: 
-
6 = 

si v = i 1 ·': .. ( 1 + i 2 12 ......•.••..•••...••............ (32) 

Empezam0s a calcular las ~; 

nida directamente de (_15) y es: 

Pero: 

para ~f tenemos 

= r W ! H ( ~) + H ( ~)! 2m v1 -~1Il.+l v1 -"lll-1 v1 J_ • 

Usando el simbolismo (18) tenemos que: 

= 

y CD 2 
V• v = A H ( ~) + l A !. !:2.. f" m, 11 ca s mQ 

f fo o v 1 m- 1 í'm. m v2 '- .J 
- l 

oo r w2 [ ·-1 
+ ~ Bfm ñi -v2 m,lJ sen mQ. 

m=l l 

De la fÓr!nula ( 21) se tiene: 

obte-

00 
+ z 

m=l 
00 s mQ · A d [-m, II + D d r m, l •l ) 

\ fm dr f'm dr 1 

oo d r-m I l] _ C d lm, 1·~ ) 
+ i sen mQ (Bf'm dr f'm dr 

m==l 

d r md· r~ il --. r.· m' 1·1· ' usando el s imb·::>lismo - etc., se tiene que la eom-

ponente i 1 de Br toma la forma: 

oo 1 >..1 r w2 
A.fo (11H0 (~) + 2µ1 [0,1] ') + ~ co·s mQ 1 Afm(m 2[m,]J 

l m=l L V l 

__ _ -, oo l 11 r w2 
2µ1 !_m,l'.l '~ + Z sen mQ Bfm(- 2 [µi,l]. 

j m=l m v1 

+ 2P·1L:-m,l_"i') - ºrm 2µ1 r m' l '] 't ........................... ( 3 3) 
·- ) 



Para la componente se tiene de (21) y usando el simbo--

lismo d 1m fL· · 
--l.-~- = r m ,, ' dr - '.l.l 

etc. 

00 () f'' l2 ··~- = 
Jr 

e ro 1n, + fo , ' ~ 
I. cos mQ (- Bfm[m,l]' + Cfm [-m,l~ ') 

m=l 

1 ~ 1l1 = 
00 

!!! D i-m l ~ ¿ sen mQ (Afm [-m,11 + 
r oQ m=l r fm ,_ ' -

00 
!!! + z cos mQ (Bfm t:m, lJ) - cfm i-m,i'l ) 

m=l r ~ -

'\ 00 ,2 1,-. r·o 1 ,1 l 1: cos mQ (- Bfm ¡}n, 1] + cfm [:-m, 1 ~ ) - ... _ = -.r rufo !- ' .l r m=l 

1 00 
- - L sen mQ (Armi:m,JJ + Dfm [-m,11 ). 

r m=l 

3U1nando se tiene que la componente 12 toma la forma: 

m 1· + - -,~m, 11 r ·- :.t 

00 i l 
L sen mG; Afro µ 1 ( [m,l]' - ~ [-n,"fl - rl.~,J} ) + Dfm µ.1 ( f·m,l']f 

m=l i_ 

l ¡ 
- !.·--m 1T1· ) .i, ( 34) r . ' ~ .1 1 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 

. , 

Tenemm~ entonces las dos componentes de 6f, por analogía -

que tier:.en vf con vr podemos obtener Br reemplazando los pa 

réntcrnis cuadrados por redondos y e]. segundo Índice 1 por el in 

d5-ce 2, y las constantes elá-sticas ):{,µi por i 2 ,µ2 ·, de man~ 

ra q 11.e la componente i 1 de ºr toma la forma: 

00 
A ¡·).2J (~) + 2µ (O 2) '] + L cos 

l'O ,_ O v2 2 ' m=l 

00 

+ Drm 2µ 2 (m,2')'~ + l sen 
) m=l 



- e rm 2µ2 ( m' 2' ) '~ .......................•...•............• ( 35) 
j 

Y la co1n9onente i 2 de 6r la forma: 
/' 

ºro [µ2 (0,2')' _l'-f-(0,2'}] + ~ cos m91 Brm . [- (m,2}'+ ~(-m,2) 
Ji m=l 1 

+ ( m ,_gj_l + e [ ( -m 2 ' ) ' - ( m' 2 ' ) m - ( -m • 2 ' ) J5f + 
r J rm . ' r r . µ2 

f sen mQ.~·· Arm µ 2 r·(m,2)' - ~ (-m,2) - ; (m,2)1 + Drm µ 21J-m,2')' 
m=1 L · ~ 

") 

( m. 2' ) rr. 1 ( m 2 , )-¡ ~ - ------ - - - ') r r · ' ~ 
....•.............................. ( 36) 

V•v. 
l. 

Nos toca ahora encontrar s1 , aplioando (32), como: 

= 

V•v. 
l. 

= 

i..~ A e iwx/v1 = 

vl 

= 

= 

Y usando el simbolismo (26) se tiene: 

de me nera que: 

V•v. = 
l. 

= 
r c,i 
- - (m,l) 
m v2 

l 

(X) 3 
iw AJ(~) + Z 2im+l A cos m9 ~ ~ (m 1) 
vl o vl m=l m vf ' 

Par-tiendo d.e (27) se tiene: 

00 
A i (O,l)' ~u + i 2Aim+l cos mQ (-m,l)' ~ 

l m=l vl 

d.:3 manera que la componente i 1 de ~i es: 

(A i~ J0 (~r) + 2 · (0,1)' ..$_) A + l v1 v1 ~ v1 

00 m+l [ r w3 ~ cos mQ 2i A Al m :3' {m,l) + 2µ1 
rn-1 ... v 1 

~ (-m,l)'] •........ (37) 
vl 
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Para la con;.ponente i 2 de r;1 se tiene: 

~'l1. = or 

1 ()'11 = r -0Q-

1r1 
J..g_ = 

r 

00 
'5' .... 

m:l 

00 
¿ -

m=l 
00 
¿ .. 

m=l 

2im+l CJ.) 
A sen mQ - (m,l)' 

vl 

2im+l fil~ A sen mQ ( -m, 1) r v1 

2im+l A sen mQ .W - ( m,l) r v1 

y¿umando: 
1 

L aen mQ A.)2im+l w ( ) .m+l m w ( } .m+l w ( ) ) 
m=l l 

v· m,1 '-21 r v -m,l -21 rv m,l µ1 
1 l l 

•....•....• ( 38) 

se tiene la componente 12 de '3'1 • Ahora aplicando la condici6n 

a la frontera 

= 

tenemos que para r = a 61 , Br• 6r son funciones de Q exclusi

var.1ente, y como los desarrollos en serie de Fourier son únicos y 

l1:1s igualdades deben s.er válidas para toda Q se tiene que los -

coeficientes de sen mQ y cos mQ tanto para 11 como para 12 

deben j_gualarse, Y' tene!!lós entonces las siguientes ecuaciones: 

T 
(~) (0,2) ,J = Aro l ).,2Jo + 2p.2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( 39-a) v2 

Afm 
)..1 ª e,} rm,11 2µ1 [-m, iJ ') 2µ1 Lm,1 'J t (---- + + Dfm m v2 ¡... • .• 

l 

m+l : a w3 w ] 2i A! )..1 ñi :3 (m,l) + 2µ1 v (-m,l)' 
I_ v1 1 . 

+ = 

l-}.·2ª CJ.)2 l 
Arm -m· 2 (m,2) + 2µ 2 (-m,2) '__ + Drm 2µ2 (m,2')' 

v2 
•••.•••• (39-b) 



B ·r· (m,2) 1 + ma (-m,2) + (m~2) J rm µ2 _-

+ e µ ; ( -m ' 2 ' ) ' - l!n , 2 ' ) m 
rm 2 ,-- a 

.................. ( 40-b) 

Afm p.1 { [_m,iJ' - ! [-m,~I - ¼ [m,ij ) + Dfm µ1 ( [-m,l'}' -

1 - -a 
m+l w m 1 --

[-m,l J} + A2i vi[ (m.,l)' - 8 (-m,l) - 8 (m,l)jµ 1 

= · ( m { 1 • Arm p.2 : ri., 2) ' - 8 -m, 2) - 8 ( m, 2) j + 

! ( }, (m 1 2')m l·( )l 
Drm 112 L.. -m, 2' - - -a - - 8 -m, 2' J. ................... ( 40 - e ) 

Donde los paréntesis están valuados para r = a y las ecuaciones 

(39-b), (39-c}, (40-b}, (40-c) son válidas para todo valor de m. 

Viendo a (30-a) y (40-a} tenemos 2 ecuaciones homogéneas en 0ro 
y ,-, y á menos que el determinante del sistema sea o se tie-'"'ro 
ne qne 0 ro = e = o. ro 

Tomando en cuenta ahora a (29-c), (30-b), (39-o) y (40-b) t~ 

neinos cuatro ecuaciones homogéneas en Bfm, Brm, Cfm, Crm Y a m~ 

nos que el determinante del sistema sea O se tiene que: 

para toda 
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Nos conviene ahora fijarnos en la expresi6n (27) para ver -

que los determi~antes de esos sistemas de ecuaciones homogéneas -

no pueden ser O. 

Examinando (27) que nos da la expresión v1 del desplaza--

miento incidente, vemos de inmediato que la componente normal al 

cilindro ae vi, o sea en la dirección i 1 es simétrica respec

to al e.je de las x ya que cos Q = cos (-Q) y la compo~ente en 

la dirección perpendicular a la normal del cilindro es antisimé--. 

trica r0spec"to al e,ie de las x ya que sen Q = - sen (-9), aho 

ra bie:1, por simetría se ve que tanto el desplazamiento reflejado 

cDri.o el refractado deben tener las mismas caracterí.sticas, de que 

su c.ompone•1te normal sea simétrica y la perpendicular a la normal 

antisi~étrica, el exámen de (21) y (24) muestra que eso sólo pue

du ser posible en caso de que: 

y para m '» l. 

De aquí deducimos de inmediato que los determinantes de los 

sistGmas hoLJ.ogé!leos (30-a), (40-a) y de (29-c}, (39-c), (30-b) y 

( AO-b} son diferentes- de O, lo que es de importancia por el he

cho de que el determinante del sistema (29-c), (39-c), (30-~y -

(40-b) es el mismo que el determinante del sistema (29-b), (39-b),_ 

( 30-c) y (40-0) el cual nos determi"na Afm' Dfm' Arm, ~rm_' como 

lo muestra. un .Jimple examen de esas ecuaciones, y por lo tanto el 

detel'minante :lel sistema ( 29-b), etc·., es diferente de O. Por -

otro lado si examinamos las ecuaciones que nos definen a los coe

ficientes, y si sabemos que Nm(c) donde e= const crece inde-

f'ini.úamente si m _,... a:> y Jm( e) ~ O si m ~ oo vemos 

en. Al sistemi::l de ecuaciones que definen a Afm' Dfm' Arm, Drm• 

que si despe.iamos Arm y Drm ,,1 están definidos por una razón en 



la que Gl numerador y denominador tienen _el mismo orden de magni

tud cuando m -::~ CD , y en que según lo visto anteriormente, el 

determinante del sistema de ecuaciones que es el denominador no -

puede hncers0 O; de esto podemos inferir la posibilidad de que 

Arm y Drm sean acotados, es decir, 1 Arml y ID i-éM rm 1 
para to-

da m y eso nos bastaría para demostrar la convergencia absoluta 

y uniforme de la serie que representa a vr; ya que recordando -

que 

ma 

B rm' crm = o y aprovechando (12) vemos que toma la foI, 

tnn0rnos que: 

Recordemos las fórmulas usadas antes: 

00 
cos (y sen q>) = Jo(y) + 2 ¿ cos 2mq> J2m(y) 

m=l 
00 

sen (y sen cp) = 2 ¿ J2m-l(y) sen ( 2m .., l) cp • 
m=l 

Ahora bien cos (y sen cp) y sen(ysen cp) son funciones co~ 

tin~as de cp en el intervalo -ri~q>,eri y sus derivadas respecto 

a ~ son continuas en ese intervalo~ entonces la serie de Fou--

rier del desarrollo correspondiente a oos (y sen~) y 

sen (y sen q>} es absoluta y uniformemente convergente en el in-

tervalo (-~,~). (Churchill, "Fourier Series and Boundary Prob-

leiils," pág. 83}. De manera que: 

! J O ( y) j + 2 f / c os 2mcp J 2m ( y) I ·~ L 
m=l · 

para toda cp y y 
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00 

2 Z .sen ( 2m-l) q, J 2m-l ( y),~.R 
m=l 

para toda q> y y. 

Si tomamos cp = O e.u la primera expresi6n tenemos: 

:te 
CI: = 2 en la segunda se tiene: 

oo j 1 ,,.R 
1,; 1 J2m-l(y)¡~-2" 

m=l · · 

y entonces: 
001 i,,..-:::L R 11 ,. 
Z ¡Jm(y)!·<. 2 + - + 2!Jo(y) · 

m=o · 2 · , 

Cono 
l · . / l 
- ¡ J ( •r) 1 <. - se tiene 2: o J • 2 

~ 1 J (y),~ L+R+l. 
m=ol m 2 

De .".!la '.lera que: 

;¡: AroJo(~2) +~A cos mQ J (92....vr)l~(L+~+l) M. 
m=l rm m 2 1 

En donde L, R, M son cantidades finitas y por lo tanto la 

serte es conYe.rgente, ·pero también es absolutamente convergente 

por-:1ue: 

Y uniformemente conYergente porque: 

CX) 00 

>: 1 A cos mQ J ( ~) 1~ M Z I J ( ~) 1 
m=pi rm m v2_. m=p m v2 

00' 
y como Z ; ,Jm ( y) ¡ es absolutamente y uniformemente convergente -

Iil=O 
pa:L'a toda y, se tiene que dada una E. >-O para toda r y 9 

se ruede enc0ntrar una p tal que: 

~ j Arm cos mQ J (~r)\ <. f. 
m=p, m 2 · 
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Ya que escogiendo p suficientemente grande 

A-3Í pu0s ·se tiene que la serie es absoluta y 

~ IJ (~)!~: 
m=p¡ m v2 , 

uniformente conver--

gente. Se puede entonces derivar término a término, para probar 
00 

que: V f' A J ( ~) + E A cos mQ J ( ~u es absoluta y unifor-,_ ro o v 2 m= 1 rm m v 2 . 

memente con-\l8I'gente r se hacen las derivaciones término a término ., 

y tenem:Js que: 

~ f~ J (~) + r Arm cos mQ J (~)] = o r ¡_ ro o v 2 m= 1 m v 2 -

00 
A J ( ~) + E A cos mQ w J ( wr) 

.r·::> l v rm 2v m-1 v 2 m=l 2 2 

00 
w (wr) .E Arm cos mQ 2'v: Jm+l v. 

m=l 2 2 

Y con~l~erando cada serie por 
00 

n"9~U.cado a A J ( wr-) + l 

separado el proceso de razonamiento 

ro o v2 m=l 
Arm cos mQ J (~) m v2 

nos da de inmedia

en cuanto a la ·-to su convergencia. 

derivada: 

00 

z 
m=l 

para toda © y r; 

f Arm cos mQ J (~) -JI = 
m=l m v2 

A sen mQ m J (~) rm r m v2 
pero 

= <JJ fj- (wr) + J (wr).l 
2v2 ¡_: m+l v 2 m-1 v 2 '.J · 

Y entone es _¡,lOr el proceso anterior se prueba por el mismo camino 

1,ue: 
00 
L A 9 w J (wr) rm sen m 2v m+l v-

1..:.=l 2 2 

SOL convergentes. 

y 
00 
Z Arm sen mQ w J (wr) 2v': m 1 v m=l 2 - 2 

Los mi3nos razonamientos rigen para: 



a 

Y se tiene entonces demostrado que en: 

00 
+ z A cos mQ Jm( -v00r2 )1 
m=l rm J 

+ 
v' 2 oo 

2 V xi' ~ D Q J (wr) 2 3 "" rm sen m m v'. 
w ~l 2 

se puede hacer las diferenciaciones término a término y que la se 

rie resu:tante es absoluta y uniformemente convergente. 

En cuanto a vf se encuentran dificultades para probar su -

convergencia, por el hecho de haber encontrado poca informaci6n 

respecto a la serie de funciones Nm(x), y esta falta de inform~ 

ción tél!!l1ién nos dificulta la demostración de que son acotadas --

Sin e~bargo la demostración de convergencia de vr y vf 

no es fundamental al problema físico, porque si tomamos la serie 

que represente a vi ·y la analizamos como se hizo con vr se ve 

ría dAse.e luego su convergencia absoluta y uniforme y esto nos di 

ce que en lugar de tonar a v1 como una serie infinita, podemos 

tomar un míLiero finito de términos dependiendo este número de la 

aproximación co:i que deseamos que esa suma finita represente a 

vi; c-::1 exm,ien de las ecuaciones que nos dan Arm, Drm, Arm,Dfm 

prov~nieritr~s de las condiciones a· la frontera, nos muestra que si 

vi está r0presentada por una suma finita, también serán finitas 

-las sumas que representan a vr y vf y no hay entonces proble

ma de convergencia. Y además el hecho de que el determinante del 

siste~a 1e las ecuaciones (29-b), (39-b), (30-c), (40-c) no se -



.. 
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hace o nos irldica que los coeficientes Afm' Dfm' Arm' Drm son 

fin5.tos y la suma finita que representa a vr y vr, si vi es 

tá dado por una suma fintta, es acotada y continua al serlo cada 

sumando. 

Demostraci6n de que la soluci6n es única 

Hemos encontrado soluciones Ar -= vf e -iwt y Ar = vr e -iwt 

de nuestro oroble.m.a determinadas sin arbitrariedad por las series 

anteriores y las que nos dan por lo tanto Ar y Ar como funcio 

nes de r, Q y t. Se trata de encontrar ahora una manera de de 

mostrar que esa3 .',oluciones son únicas. Tenemos que tener en cuen 

ta que las condiciones a la frontera: 

= 

= 

son doble~ en el sentido de que cualquier par de soluciones A' f 
y A' r de las ecuaciones (l) y (2) para satisfacer las condicio--

nes a la frontera no d~ben ser: 

= y 

= 

sino que sólo debea cumplir con el hecho de que: 

y de manPra análoga si 

correspondientes a A' r 
ª' r 

= 

son los vectores de esfuerzos 

basta que cumplan: 

( cr, .!.. a' ) = ( cr · a ) r · f r=a r - f r=a 
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para que las condiciones a la frontera queden satisfechas. Tene

mos ento,.1ces qn.e la diferencia de dos soluciones del problema en 

el segu:1du medio que satisfacen la ecuaci6n ( 2) ya que ésta es li 

neal y que designan1.os por Kr = A' - K no se hace o para r r 
r = a, ya que no es necesario que (A~) r=a = (Ar)r=a para satis-

facer la condici6n a la frontera, y lo mismo se puede decir de 

X = cr' - cr de manera que no se puede utilizar aquí el método r r r 

clásico de laa matemáticas para demostrar que la soluci6n es úni-

ca; conaj_ste:1.te en ver si es posible demostrar que s6lo O pueda 

ser solució~ de la ecuación que se discuta, que se hace O en la 

f.i,ontera y que en ceso de que satisfaga condiciones inciales se -

haga O para t = O etc. 

Debico a la dificultad de probar matemáticamente que la sol~ 

cj_{in es única, trataremos de dar una demostracion física basada -

ea la ley de la cons-ervación de la energía que nos pruebe que de 

haber una solución a nuestro problema no puede coexistir otra. 

iwí"x/v1 -tJ 
Con una onda incidente K1 = I A e - hemos obtenido 

y -iwt 
= vr e , con vf y vr da-las ondE¡s Ar= vf e-iwt 

dos JOr (21) y (24) y .los coeficientes dados por ( 29) , ( 30) , ( 39) , 

y (40), esos coeficientes son en general complejos como lo mues-

tra un simple exarien de las ecuaciones. Si tomamos la parte re-

al dG A. 
l. 

a ella corresponden las partes reales de y 

que dcsign::iremos con un circulito arriba, e indicaremos con vlf' 

v1r las purtes reales de vr y vf. y con v2f' v2r las partes 

i~aglnarias, y se tiene entonces:. 

= -x ~ 
I A cos W L~1 - tj 
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Son en realidad estas partes reales las soluciones que nos -

interusan y que tratamos de probar únicas. 

Aho1·c., bie.n, sabemos que la energía potencial es una función 

cuadrática de las componentes del tensor de las deformaciones que 

es siempre positiva (Page, "Theoretical Physics," pág. 162). Co-

mo la energía es E = T + V donde T es la energía cinética y -

V la potencial, si V ~ o y como T es 1 mv2 
2 tambi~n es 

T ,$:'- o ' se tiene que si E-+- o entonces tanto V_.,. o como 

T-~ o. Vamos a aprovechar esta propiedad. 

La energ!a cia~tica de cada una de las ondas por unidad de -

volumen es: 

Ti 
1 o'Ki 2 tn1w2A2sen2w (f, - t) = -D (~--) = 2 1 t 

o 1 
oK 

~ 2- 2 2 - - oot+v2f 2cos2oot) Tf = 10 ( __f.) 2= 2 1w (v1f sen wt+2v1f•v2fsen wt cos 2 1 ot 

Ti, = 
1 °-li' 2 
~2(ót) = 

l 2(- 2 2 - -
2n2w v1r sen wt+2v1r·v2rsen wt cos wt+v2r 2cos2wt). 

Calculemos la energía potencial de la onda incidente; como la 

fuerza por unid.ad de volumen es: 

por la ley de Newton y entonces: 

y la 

vi 

o 
l!,. 

1 
= -T.D1A w2 cos w (L - t) 

vl . 

, 
pote.:ncial energ1a es: 

2 o o (J D1oo 
l D A2 = - J Fi • a.Ki = (A ) 2 = -r i 2 1 

002 cos2 00 (.!... -
vl 

t) 

de rn.ar.;.eru que la energía total de la onda incidente toma la forma: 
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E. = V1. + T = l D A 2oo2 
1 i 2 l 

Supongamos ahora una onda incidente A' i de amplitud A+/l A 
!e, 

es decir Ai = I(A + 6 A) cos oo (: - t) y obtengamos por .cual--
1 

quier medio dos expresiones Ar y A~ que satisfacen las ecua--· 

cioues (1) y (2), las condiciones (3) a la frontera y las condi--

ciones de la pág. 17 en el infinito y que son tales que cuando --

y A' r no tienden a Desde luego por -

las condiciones a la frontera A} y K; tienen la forma 

A 1 = v' e-foJt y K. 1 = v' e-iooty usando la convenci6n anterior --r f r r 
s11s partes reales toman la forma: 

o 
A' = Vif cos oot v2f sen oot y f 

o 
/\. 1 = Vir cos oot -, sen oot. r - v2r 

~1ora considerando las diferencias y 

como tanto el minuendo como el sustraendo satisfacen 

les ecuaciones (1) y (2), y éstas son lineales, la diferencia ·sa

tisface (1) y (2), como las condiciones a la frontera son linea-

les si el 11.d.nuendo y el sustraendo las satisfacen, la satisface -

la resta, y evidentemente la diferencia satisface las condicion-

nes al infinito. 

tiene 

De manera que una onda incidente del tipo: 

1?0r ondas 

iI, 
v 

Af' = 

:} ~ 
/\.' Ar = r 

o 
/\. ! 

l. 

o 
A. = 

J. 
I M.cos oo {vx - t) 

1 

reflejadas y refractadas: 

(vif vlf) cos oot - (v2f v2r> 

(vir - vlr) cos oot - (v2r V2r) 

sen rot y 

sen oot • 



- 43 -
La energí.a de la onda incidente es ~ n1 (M) 2w2 ; la energía ci-

nética ~e la onda reflejada es: 

y la de la onda refractada es: 

Ahora bien, en el supuesto de la posibilidad de que la soluci6n -

obtenida no fuera única, hicimos la suposici6n de qué 

tienden a Af y Ar cuando M __,. o o sea que las diferen---

cias rvif-vlf) y (v2f-v2f) se mantienen finitas cuando 6,A-=:,Q 

y lo mismo para (vir-vlr) y (v2r-v2r>· 

Por la ley de la conservación de la energia, la energía de -

la onda incidente se reparte entre las reflejadas y las refracta

das, como esa energía. tiene la forma ~ n1w2 (M) 2 cuando M~ O 

entonCP,S la energía de la onda incidente tiende a O y como la -

energÍG potencial es mayor que O, ~e tiene que la energía ciné

tica tento de la onda refractada como de la reflejada deben ten-

der a O para todo instante de tiempo, en el instante t = O 

esas energías toman la forma: 

l D ,.,2 (- - ) 2 
2 2= v2r - v2r 

y en 51 instante t = ¿00 toman la forma: 
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Y tene.mos q_ue para cumplir la ley de la conservaci6n de la -

energía. ci llA -~ O, entonces: 

V¡' f ~-- Vlf' Vl'r ~ V '.;;t ~ " lr ' v 2r --; y 

o sea que: 

y 

Y entonces la suposición de la posibilidad de la existencia de 

dos o más soluciones nos llevaría a un absurdo si la ley de la 

conservaci6n de la energía es válida, y por lo tanto a menos que 

netueraoc la ley de la conservaci6n de la energía podemos conside

rar que el proceso anterior muestra que la soluci6n obtenida es -
, . 
un1ca. 
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RESUMEN DE RE3ULTAD0S OBTENIDOS 

En un medio elástico una onda incidente dada por: 

iw(Z... - t) 
IA e vl = 

prov-oca un desplazA.miento reflejado Af y uno refractado Ar d,!_ 

dos por las series : 

+ donde 

+ 
v' oo 1 2 V i ~ n Jm(-wvr2) e-iwt. --,.. x 3 "' D sen m~ 
wé m=l rm 

Y las sumas de un número infinito de términos, pueden r-edu-

drse a sumas finitas de p términos, si en lugar de: 

ponemos una onda incidente de la toma: 

-iwt e 

en don.de p puede escogerse de manera que esta nueva onda dif'ie~ 

ra de la plana tan poco como se desee, y por lo tanto no hay en -
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este caso problema de convergencia. 

Los coeficientes Afm' Drm, Arm' Drm y Aro• Aro están da

dos por las ecuaciones 

= iA(O ,1) ~ 
1 

- Arof~2Jo(~) 
2 

Arm(-m,2) + Drm(m,2') - ArmE-m,lJ-Drmfin,lj = 2A 1m+l(-m,l) i¡' 
Arm(ru,2) + Drm(-m,2'}- Afm ~,~ -Dfni[-m,lj = 2A im+l(m,l) i¡' 

i )"28 w2 J 
Arm: __ m v2 (m,2) + 2µ 2 (-m,2)} + Drm 2µ.2 (m,2') , 

2 

1 Af w2 ¡-- , - n r -~ 
- Afm\m 7 ¡_m,:y_ + 2µ.l¡_-m,~1 ') - Df'm 2µ.¡l..~,1-~ ' 

1 

2A 1. m+ l w í )...1 ª w2 ( ) ( ) ···¡·· 
= v 1 ! -Irl 7 m' l + 2µ.l -m' l , -+ • 

l 

Arm µ 2 [(m,2J' - ! (-m,2) - ; (m,2ij' + orm[ (-m,2')' 

- -~;')m - ; (-m,2•fh- Arzn([m,1]' - ¡~m,JJ -¼[m,fj) µ.1 

l½_Drm( [~m,l'] '- !!Uin~l'T -~i~m~l~ )=A~im+l~Üm,l) '-~(-m,1)-l(m,lflµ.r 

Dond( los paréntesis cuyo significado est~ dado en el texto 

e3tén valuados para r = a y las últimas cuatro ecuaciones son -

vúlidas yara toda m. También se mostr6 que si la ley de la con

servación de la energía es válida, entonces la solución anterior 

es única. 
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APLIChCION A ALGUNOS CASOS PARTICULARES 

El pTimer caso de interés, que puede servirnos de comproba-

ci6n a la soluci6n del problema es aquél en que las constantes -

elást~_cas de los medios I y II son iguales y asimismo las densid!!_ 

des, lo quu significa que el cilindro es del mismo material que -

el 1nedio en que está sumergido y la intuición nos dice de inmedi!, 

to que la onda refractada Ar debe ser igual a la incidente A1 

y que Af = O. F.sto se deduce de inmediato fijándonos en las 

ecnaciones de las :págs. 45 y 46, si µ1 = µ:2,)...1 = )...2 , D1 = D2 ea 

tonces v1 = v2 y v1 • = v2 ' y en ese caso en los paréntesis 

que multiplicun a los coeficientes Arm' Drm se puede reemplazar 

el Índice 2 por el índice l_; y en ese caso la simple inspec--

ci.ón inuest.ra q_ue Arm está multiplicada en todas las ecuaciones 

por un c0eflciente 

cional:i.dad igual a 

que es proporcional (con un factor de propor--

2A im+l ~) al término independiente, y se -
vl 

deduce de inmediato en ese caso de la teoría de los sistemas de -

ecuaci0nes algebraicas lineales que Drm' Afm, Df'm son o para 

toda m y que A =· 2A .m+l ~ si m >l y Aro = A i ..&. y rm 1 v vl 
, 

1 
snstituyendo en la expresi6n para vr se ve que Ar= ti y al -

ser Afm = Dfm = O para toda m entonces Ar= O. 

Pode.nos hacer n-:1tar una observación de interés, si suponemos 

les constantes elásticas del primer medio fijas, y en la región -

d.e11t.ro del cilindro vamos substituyendo medios de diferentes con.!_ 

t~nt0s elásticas )...2 , µ2 en donde la densidad n2 
\ 

conserva el -

mis2no orden de raagni tud, si tomamos materiales en los que )...2h.'> 
/ 2µ. +X µ . 

µ2 son C3da vez más pequeños entonces v2 =ii 2 y v2= D2 
2 2 

tam.bién se hacen cada vez más pequeñas, conocemos la propiedad 
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de Jm ( x) consistente en que si X ~ co' J"m ( x) ~ o. Aho 

ra si X = wr o wr si wr permanece constante wr y wr se vi'°' - v' v2 2 v2 2 
hacen cado vez más grandes a medida de que v2 y v2 ' se hacen 

máa pequeños y por le tan.,o :ti,jÁ.r.donos en la forma de 

dada en la página 4) e: 2:1 ::.a ·i:-ormula ( 24) vemos que, a medida de 

que v2 y v2 ' -""7-" O entonces Ar se hace más pequeña en cada 

punto para una frecuencia fija, y fijándonos en la forma de la -

energía cinética Tr de la pág. 41 vemos que esta también se ha

ce más pe~ueña en cada punto a medida de que v2 y v2• se hace 

más pequeña, es decir, a medida de que A2 y µ2 son m~s peque

ños, lo que puede ayudar a explicar de un modo cualitativo el he

cho de que en regirme s donde el subsuelo es arcilloso ·rodeadas -

por regioneJ de subsuelo rocoso se sienten con menos intensidad -

lvs ·.)ndas sísmicas. 

Otro caso de interés es aquel en c:;ue el cil~.r.dro está vacío, 

0-n ese caso podemos a_plicar un :razonanüento E..imilar al usado en -

el cBso g13ncral para obtene:'.' la ,~í que se refleja en la super-

fic:Lc cilíndrica, teniendo en cuenta qu~. Ar debe satisfacer la 

ecuQcjÓn (1) y que las condiciones a la frontera son exclusivame~ 

te, que en lo que respecta al vector de los esfuerzos a, se ve-

rifique la ecuaci6n (a) +(a) = o ya que los despl_a f r=a · i r=a ' 

.. 

zamientos no deben sumar necesariamente O; tenemos entonces que 

la9 ecuaciones que.nos determinan a Arm, Drm son las siguientes: 

+ 2µ1J.ó,1J 1 ) =-1A[~1 ~ J0 (ii') + 2µ1(0,1 )1 ; 1 ~I 
• 
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(1-· 1 ifl 1- l l ¡- -1 ) -Afm111 ,rn,l ' - -~ _-m,l_ - a ¡..m,3: - D µ (¡-m, 1 ,-¡ ' -
fm l .... -

,r B ., :í:'m SO.i1 (• .3.l r-,atisfacer un sistema de dos ecuaciones 

homogéneas, sienéio 3J_ óa C.f·..:·~l r,_ante del sistema diferente de O. 

Tenemos pues etl el ~ase de que el cilindro esté vacío una s2, 

lución determinada s~.n arnbiguedad para la onda reflejada, y se 

puede demostrar que le soluci6n es única por el mismo proceso que 

par.a el caso general. 

El Último ca30 part~cula!· que vamos a tratar es cuando el e!, 

lindro ti ene una rigió.e?i ir.finita, es decir, µ 2 = ro en cuyo C.!, 

so la onda L1cidente no hace mella sobre el cilir:.d.::i:-o, y la prese~ 

ciH de éste, sólo provoca una onda refl8jada 0 dispersada; para -

oanocer esta onda Af, se ve desde luego que debe de satisfacer 

la ecuacté:n ( l} y la Únj_ca conc.ic~ .. ór_ a la frontera es que para -

r = a,¡(Kf}r=a + (Ai)r=a = O dado que la rigidez del cilindro no 

r,crmite que sufra def'ormaci6n en la frontera, a la vez que permi

te que la suma de los esfuerzos no tenga que ser necesariamente -

O. Las ·ecuaciones que determinan Afm y Dfm son las siguien-

tes: 

- iA : (O, l) 
l 

= 2Aim+l (-m,l): 
l 

a 2Aim+l (m,l) l2... 
vl 

"· 

y Brm y Cfm son O por satisfacer ecuaciones homogéneas cuyo 

determinante del sistema es diferente de o. 
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Como coso particular de este último caso tenemos el que ocu

rre cuando µ1 = O o sea cuando el primer medio es un líquido e, -

gas sin rigideo/desde luego Drm = O porque el vecto~ Ar que -

es soluci6n debe se:r:- irrotecionel y por lo tanto Df'm que es e O!, 

í'ici0nte de la parte soleaoidal, debe ser tal que esta.parte sea 

o. 

Y en cuanto a las condiciones a la frontera, vemos que al no 

tener rigidez el primer medio, la componente tangencial de 

(A) +(A) no debe ser necesariamente O ya que siendo -1' r=a i r=a 
un medio sin rigidez puede su:f'rir una deformaci6n tangencial al -

cilindro sin provocar una deformación tangencial del cilindro. 

Pero sigue sienCo válido el hecho de que la componente normal de 

la suma anterior debe ser O porque en caso contrario deformaría 

al cilindro, lo que no es posible por ser éste de rigidez infini

ta. Así pues: 11 -~Af)r=a + (Ai)r=a] = O y se tienen las ecua-

cienes stguientes para el coeficiente Af'm: 

Ar0 [o ,i] w (0,1) = - iA - y 
vl 

-Afm[.:m' iJ :: 2Aim+l (-m,l) EL 
vl 

y la Af'm obtenida de aquí nos da para Ar el mismo valor que -

por otros cunductos obtiene el Morse "Theory of Sou!,ld", pág. 263 

para la f'o::-m.a de la onda de sonido dispersada ( scatter.ed) por un 

cilindro da ri .'1idez co cuando sobre éJ. incide una onda plana • . . . .. 
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