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INTRODUCCION

Ante:z de¢ empezar el estudio de la propagacidédn de una onda --
plana a través de una superficie de frontera cilindrica, vamos a
considerar si es posible establecer un método mads sencillo que el
generaluiente empleado, para la resolucién de problemas del tipo -
siguiente:

Considzsremos al espacio dividido en dos regiones separadas -
por una superficie de frontera "S" que puede ser cerrada, 0 ~--
abierta, y ei este Gltimo caso se extiende hasta el infinito. --
Una de las recicnes que designdremos por I estd ocupada por un
material de corstantes eldsticas kl,pl y de densidad Dl’ 'y la
otra regidén que designaremos por II estéd ocupada por un material

de constantes elésticas kz,pa y de densidad D,.

_— i Supongamos en el medio I wuna onda in
I TI cidente que tiene la forma Ki (x,¥,2,t) ¥
RE, g que debe satisfacer la ecuacidn:
\\ U el b2x
2. i R

Ecuacldi: gue satisfacen los desplazamientos en los medios eldsti-
cos (véase Page "Theoretical Physics" pdg. 174-175). Se trata --
ahora de euncontrar un desplazamiento reflejado Kf y uno refrac-

tado Kr tairs que:



D
Dl%\% = (2ny + M) TV VR, -y VaVx Bovenn..nnnn(1)
22 N N
bfmg£§. = (2112 + Xz) v V-Ar - ho VxVx Ar"' e (2)
En ucnde adends se satisfacen les condiciones a la frontera:
(Ki * Kf)s - (Kf)s
(Ei * —f)s - (Ef)s'

En donde ¢l subindice S significa que los valores de los vecto-

¢ie de fioutera S, y O en el vector de los esfuerzos corres--
pondiente al vector de los desplazamientos A el cual se obtiene
del producto contraido del vector unitario normal a la superficie

y del teusor Ge los esfuerzos V. el cual estéd ligado al ten--

ij’
sor ¢e los dosplazanientos por la ecuacidn tensorial Wij= kV-Kgi

J

+ 2p¢ij en d-rnde = 3(VR) (la parte simétrica del tensor -

VA) .

(Pij

81 método usual de atacar el problema de la resolucidén de --
las ecunciones (1) y (2) es descomponerla en sus tres componentes,
en coordengdas tales que la superficie de frontera sea superficie
de coorderadas, 2s decir, que a lo largo de ella una coordenada -
permanezce conztante; y tratar  entonces de resolver esos siste---

mas de ecus3icnes con las simplificaciones que se puedan hacer to

manco c¢n c¢ucnta el cardcter de la onda incidente.

Vumos 2 ver si e3 posible simplificar el cardcter de las ---
acraciones gque tenemds que resolver, ya que (1) y (2) presentan -
en geaeiral grandes dificultades.

3n primcr lugar si queremos estudiar el fendmeno en un inter

valc 4@ tiswo Tinito (-L,L) si K& (x,y,z,t) satisface cier--



..3-

tas condiciones de continuidad tales como el de ser seccionalmen-
te coutiavs con resnecto al tiempo en el intervalo (-L,L) etc.,
cond’ciones jue siempre satisfacen los problemas de la fisica, se
tiene entorces Ki (x,y,2,t) puede expresarse como una suma de -

téraios ¢e la forma:

v iqmt
mi (X»¥,z)e .

-

En donde w_ = 2. considerando las ecuaciones (1) y (2) podemos

m T
po.T K} y K} bajo la forma Kf = T(t)?f(x,y,z) y K} = T'(t)

V}(x,y,z). T:riendo la substitucidn se tiene dividiendo entre T
y T' qu.:
Ly v = (2p) + kl) VVVve -y VXV X Ve ounae (1)
o - -
Ly 77 vp = (Epz + Xz) v V-vr - By VxVx Vi eeenen (21)

Comou 1los zegndos nilembros no dependen del tiempo se tiene que:

% = - w2 = const %} = - w'2 = const y entonces
f.= R e A A U AL ‘+ pre~10't y
-0 DV, = (20 M) TV, - VXV X T, ..., e (1m)
ST s (2, t ) VUL s, VXV XV, e, (2"

Ahore bicn, la solucidén general, A N uede expresarse
’ f r

en el intervuio (-L,L) como una suma de términos de la forma:

- Aw b o i@mt
v (Xa¥,2) e y vy (x,y,2)e
en donie Vﬁf y ;ﬁr satisfacen las ecuaciones (1") y (2") cuan
= 1 =
do w w Wy -

Las condiciones a la frontera que tenemos deben ser vAlidas
para todo tirmpo y como los desarrollos en serie de Fourier son -

Unicos ce L ene que las condiciones a la frontera nos establecen
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igunidades e¢ntre los coeficientes de la serie de Fourier para ca-

da w3 ¥ las condilclones a la frontera toman la forma:

Sl

- . T _
(me vmi)s (er)s
pars toda i _ _ (3)
+ . =
. (Smf 8-ml)s (Smr)s
en donde 123 O estédn desarrolladas en serie de Fourier cuyos --
_ i@mt
elementos tosaan la forma Sm e .
De =:repa que 31 consideramos el problema en un intervalo fi
_ i)t
nite de tilexnnc podemos considerar cada armdnico Vi © de la
onda iazi aunte Ki de una manera independiente y entonces el pro

blema tomeir{a ila forma de encontrar Vﬁf (x,y,2) ¥y Vﬁr (x,¥,2),
talcs que satisficieran (1"), (2") y las condiciones a la fronte-

ra (3).

Si el intervalo del tiempo no es finito (-L,L) sino infini
to (-ow,00), entonces en lugar de desarrollar la onda incidente
en vua socric de Fourier, la desarrollamos en una integral de‘Fou-
rier sieuwpre <ve cumpla las condiciones de ser seccionalmente con
tinua con resnecto al tiempo, que la integral ligg Ki(x,y,z,t) dt
converze etc., condiciones gque estdn satisfechas por lo general -

en probleras Tisicos. Entonces:

- 1 ,o0 - iw(tr-t
Ai (x,y,2,t) = pol | dm,L;é Ai (x,y,z2,t') e ( ) ats?
. - - ' - iwt?
si damos ¢ 1 nombre viLF,y,z,@] = Lgé Ai (x,y,z,t') e dt!

se tiene entornces que: .

. -— -iwt
Ay (x,7,2,t) = ;‘goo vy (x,¥,2,0) e "¥%w

%

Coumc 1las condiciones a la frontera deben ser vélidas para to
do tieipo %, se ve que como el caso anterior se puede conside--
rar soivciosa»s del tipo:

va (£,y,2,0)e" y ;.'I‘ (X:Y’Z’w)e-lwt
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para una onga incidente del tipo

V.
1

(x,y,z,o.))e’iwt donde V} y

v.. satistucen les ecuaciones (1") y (2") y las condiciones a la

r
frontera:

para todo valor de w, y en donde

00 —
J a (x,y,z,t'
-00
y Kf y L, toman la forma: K
= 1 -0¢ = . -iwt:
y 4L,o0= 20T v, (x,y,z,w)e 4

=<
<N
N

g
+
<
™
«
N

Lg.l
(a

]

»
<
N
€
-
/)]
i

w.

L7 vzl

[Er (x,y,z,Qﬂ s

-.5- (X;Y’Z)w) es

3 1
)elwt at?

1 - -iwt
= ;ggoo ve (x,y,2,0)e 1%,

De agri vemos entonces .que el problema general para una onda

incidente del tipo Ki (x,y,2,w,t)

geaernlidad al problema de una onda

v, (x,y,z)e”

1

se puede reducir sin perder -~
incidente del tipo:

iwt

en ucnde la onda reflejada y la refractada toman la forma

Vo (g,y,2) ey

satiasfacierndo las ecuacilones:

- -iwt
vy (x,y,2) e

2 — f—
- w° DV, (2py + M) VUV -y VXV xve, . (4)
2 v = ._-
- " Dyv, = (2]3.2 + le) vy V.- B VxVx Vs (5)
Y lus coudiciones a la frontera
(Vi * Vf)s = (Vr)s
(5, + 5,0 = (8 ©
g *8)g = rls
en donde el vector de los esfuerzos correspondientes a cada onda
toms la Torua o = de WY,

Parece ~ue la simolificacidn obtenida en las ecuaciones que



hay que resolver no es de importancia, pero sin embargo despe jan-

do wvn en (4) teneros

_ 2pq +N _
v = - v ]2'...1'. v.v

1
e\t T x ~3§;-v X Ve N A
) Dl w Dl

Hh

ya que ali 3¢

3

lrpl,Dl,we constantes se pueden introducir dentro

de los signos V y Vx.

Ahora bien, vemos que la ecuacidn que tratamos de resolver -
por 31 misrs nos define el potencial vector y el potencial esca--

lar drl vecior Voo

manera Unica como V} = - Vo + Vx A si los potenciales son con-

ya que todo vector puede expresarse de una -

tinvos y scccionalnente diferenciables en la regidn, si adquieren
vaicres dados en la frontera y si el vector A es solenoidal, es
jecir, V*A = 0. Desde luego en el caso presente suponemos que -
los potencizies son continuos y con derivadas continuas y se ve -
también que V*V x V} = q de manera que el potencial vector es -
solenyidal.

Obtenido zhora el potencial escalar y el potencial vector de

Vf el problema 3e reduce ahora a encontrar las ecuaciones que sa

isfacen esas potenciales ya que indudablemente no son arbitra---

C’-

rias, y sustituir los valores solucidn de esas ecuaciones en (7).

Para obtener las ecuaciones que satisfacen los potenciales -
acudians a la ecnuacidn (4) en donde sacando la divergencia de am-
bos mi.mbro.s y teniendo en cuenta que VeV x A = 0 se tiene:

- WP DTV, = (2pg 4 M) TETT.l(8)

&n doade se ve de inmediato que ‘V-V} es una escalar que satisfa

ce uis ecuacidn de onda en donde la parte dependiente del tiempo
+iwt . 2pl+ 1
es ae la forma e y la velocidad es v, = vV —5—. Conside
1l
rando otra vez a (4) si sacamos el rotacional de ambos miembros -
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recordando nue V x Vo = 0 se tiene:

2 - -
~0 DV x v =opTx T x {Vxve) ooononilii(9)

en donde utilizando la férmula:

- T Wy - R e
AY) = . - = -
VxVx (VXVf) vV Vv vaf VVxv, VoUxv,
se tiene:
- 0DV x V. = vV x ¥ (9)
1 £ By Provec e ..(9
y vV.Vx Vf T ¢ (10)
En donde =se ve de inmediato que V x 7} es un vector que sa
tisface la ecuacidn de onda en la cual la parte que depende del -
t+iwt /pl
tiempo es <o l2 fhrma e y la velocidad vl' = Nk Pero -
1

no cvalqui.rc vector solucidén de (9) puede ser un valor de V x Vf

3ino que 38lo aquellos cuya divergencia sea nula ya que V-Vx7f=0.

De msnera que a toda solucidn de (9) hay que imponerle la --
condicidn ue su divergencia sea nula en todo punto para que pue-
da considevarse como valor posible de VTV x 7

Tenemon3 entonces que si Kf = Vf 6”10 satisface (1), enton

ces v, satisface (4) y VWV} satisface (8), y V x V} que es so

lencidal satisface (9).

Ahora suﬁongamos un vector de la forma K =¥ e-iwt donde -
v (x,y,z) Jdepende s8lo del punto, desde luego v admite una se-
paracidén ea céos nartes, una solenoidal que admite un pétencial -
vector A tzl que V*A = 0, y otra irrotacional que admite un -

noteaclial escalar ¢, es decir, .puede expresarse

v = -Vo+VxA donde VA = 0

(Philiips, "Vector Analysis," pig. 187).

Si exiimos que @ e'lwt satisfaga la ecuacidn:
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2 -iwt .
0" 9e 7 2 ~iwt
D, 2 = (2p) + 7)) Vg e
es decir,
- Dy w? = (2p, + 7)) T2 (87)
l ¢ }ll l ¢ .................
s e - ~iwt . .
Y si exigimos que A e satisfaga la ecuacidn
2-= -iwt .
0 A e 2= -iwt
DIT = p.lVA e (9')
es declr,
D. w2k = 2—~ T =
- Dy WA = g TeA y donde V-A = 0.
Entonces se tiene que: R = v e V% = (-Vop+VxA) gmiwt satig
face (1), s decir:
0 QEE' = (2n, + X)) VV.H - VxVx K (1)
Jl atg u.l l * J\ p.l X L o 6000

——% = - w? - Vo + T x A] e Wt
dt - -
VVh = V- Ve@] g~ lwt ya que VVxA = 0
V<Vrk = T (VzvxK)e'¥9tV x (VV-A - V2K) e~iwt
B - gl —iwt - _
= - ViV~Ae ya que VA =0 y VxVop = 0.
Asi nues:

2 -\ —iwt 2 . -iwt 21| -iwt
0Dy (Vg + VxE)e = [(2p,92)) V(-T%9)e * oy TV Ale .

Eliminando e-lwt en ambos miembrog y ordenando:

2 2 : 2. — 2=

V!?-Dl@ + (2pl+ll) \'A w] = Vx{lm DA + 1,V A]

y entonces por nuestras hipdtesis VO = V x 0 = 0.
iwt

De mancra que para que K=7v (x,y,2) e satisfaga la --

ecuacidn (1) es condicidn necesaria y suficiente que el potencial

vector A 7 el escalar ¢ de ¥ (x,y,2) tal que: ¥ = -Vo+VxAi,
satisfagan las ecuaciones (8') y (9'), con la condicién adicional

de que A .sea solenoidal, es decir, V+A = 0.
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En algunos nroblemas el imponer a un vector solucidn de la -
ecuacidn ... onde la condicidén de que su divergencia sea nula po--
drd ofrecer dificultades, pero en otros como pér ejemplo en el --
que £e va a tratar aqui se puede satisfacer esa condicién de mane

ra senrcilla.

Una vez obtenidos valores de o vy A que satisfagan (8') y
(9'), que son iguales a (8) y (9), y la condicién V+A = 0 que -

es la (1l0), sustituyendo en (7) se tienen valores de Vf.

v

Para cada valor particular de ¢ y A tenemos un valor par
ticular de v, y como las ecuaciones (8) y (9, 10) nos proporcio
nan una infinidad de soluciones particulares al resolverlas por -
separacién de variables, se tiene que podemos construir una infi-
nided de soluciones de 'Vf, dotando a cada solucién con coeficien
tes arbitrarios, y formando una suma de estas soluciones lo que -
nos da una scerie infinita, podemos encontrar valores para 1los cog
ficientes que satisfagan las condiciones a la frontera y que sean
tales qgue la serie sea absoluta y uniformemente convergente. En
ese ¢230 tsndremos un valor de V} que es solucidén de nuestro --

probhlena.

Los argumentos anteriores pueden repetirse paso por paso pa-
ra la ecuacidn (5) y el vector V} y tendremos como en el caso -

anterior, un valor de V} que es solucidén de nuestro problema.

Con estos preliminares expuestos pasaremos al problema parti

cular que se¢ trata de resolver.
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PROPAGACION DE UNA ONDA PLANA A TRAVES DE UNA
SUPERFICIE DE- FRONTERA CILINDRICA

En nuestro problema particular el medio- I y el medio IT es
tédn separados por una superficie cilindrica de longitud infinita
y de radio "a", el medio I tiene constantes eldsticas kllpl y -
densidad Dl’ y el medio II constantes eldsticas kz, Bo y den-
sidaé D2.
Escogemos el origen de coordenadas en un punto sobre el eje

del cilindro. En el primer medio hay una onda plana de dilata---

t cidén, en la que la direccién del
/{/ﬂ“-! ‘::j\\ desplazamiento es perpendicular
[’ IT /é \ ' al eje del cilindro, con esta d4i
o t.—' ; _M.> B e reccidén hacemos coincidir el eje
ﬂ\\Az,p2, 2/// de las x, de manera que por --
1 i;;;;,g; ser piana y coincidir la direc--

cién ~1l dcoosvlazamiento con el eje de las x, debe tener la for-
ma siguiente:
- . i€34£x + my + nz - v;t)
A, = T Ae 1

i :

(en donée 1I,J,K son los vectores unitarios cartegianos), pero -

como es de dilatacidn, se tiene que V x Ki = 0 o sea:

f I J K
| 2 -2 2
; 0% oy 0z
§ 1ég{bx+my*nz v t) .
je "1 0 0
i Q ]
c W
i—(¥x+my+nz-v.t)
- (-g dem o, g lum TV 7= o,
1 1
De manera que m =0, n= 0 y como Q? + m2 + n2 = 1 entonces -
iw/vl(x-vlt)

"
%=1 y lr onde toma la forma K, =TI Ae en donde
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Y N
1 Dl
De quc esta expresidn satisface la ecuacidn:
2_._
A, _ _
bl S;E" = (2pl + kl) v V'Ai - pl TVxVx Ai

se ve de inmediato por el hecho de que V x Ki =0 vy VxVxKi =
v V-Ki - w2 Ki = @ ‘j que la ecuacién toma la forma:
o
) Ai

Dy =3

2_
= (2n, + N\;) VT A,
1 3t 1 1 i

y como Ki no depende de y y 2z entonces:

24T, 24K,
Dl bt2 ) (2pl ' ll) ax2 w
iv—(x-vlt)
y de esta ecnacidn es evidentemente solucidn Ki = The 1 oo (11)

En general la onda plana de dilatacidbén deberia ser de la for

ma T {f (x-vlt) + f2(x+vlt)J pero se puede siempre descomponer

1
L

por medio de integrales o series de Fourier en la forma que tiene

Ai.
. T = T ve ~iwt
Pare obtenecr Af y Ar ponemos Af = Vs (x,y,2) e y -
K; = V& e—lwt y prccedenios como estéd indicado en la introduccién,

pero antes hacemos notar gue por el carédcter de la onda incidente
y de las condiciones a la frontera se ve que Vf y V} no deben
depender de 2z y ademds que deben encontrarse en el plano xoy -

lo cue implica tanto »ara V% como' para V; la forma:

v = I £, (x,y) + T £, (x,y)
en CAvVOo C¢caso:
T J X
df dF
- _ | 2 2 2| . 2 91
VXv =\ 5% 3y 3z K[BE‘ By_]
‘ £, f, O

De manera nue V x v debe tener la direccidn del eje del cilin--

dro y es iadépsndiente de z.
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ConsidGeremos ahora como se vidé en la intrdducciédn que:

2p.q +A 1
o "1l s 1 -
Vf - - 2 VVVf"'T—vx(VXVf) o--o-"c(le)
wD WD
1 1l
2 - . -
En donde: - Dl V-vf = (Qpl + Ll) V2V-vf
2 = 2¢ . = =
y - wDy Vx Ve T OB vV x Ve Y V-V xve =0,

Y en donde, por el cardcter del problema V-V} es independiente

de 2z al serlo Ve Y Vx £ Ka%, en donde ckp €8 una esca-

lar indepeundiente de 2z, y tenemos desde luego que sic><f es so
¢ & . 2 2 . .

lucidn de: - w Die = in Lo y'c>(f es 1ndepeqd1ente de =z

entonces V X V} = KX p satisface la relacidn V-VXV%=O=V~chf

ya que:

dF dF
- _ 1 2
v .[Ifl + I, + Kf3_|— 55 * 55

oz

+

y si fl = f2 =0 vy f3 independiente de 2z la divergencia es
nula; de :naunera que el problema se reduce a encontrar soluciones
indepondieates d = Vv : -
indepondieantes de 2z de las escalares ﬁ?f v Ve ¥ OKgp que

satizi'ncen las ecuaciones:
2 -
-0® D gy = (2 + M) vzpf ............. (13)

- wz DlO(f = ]J.l Vzo(f .................. : ...(14)

De aqui en adelante utilizaremds exclusivamente coerdenadas
cilindricas que son las que convienen al problema y en las cuales
los vectorces unitarios serén designados por il, 12 e 13, €8 -=-

tendo relacionados con los cartesianos por las relaciones:
= i - e
I i, cos e 12 sen ©

J

il sen 0 + i, cos e

K = i3
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y las coorcenades son (r, 0, z) dadas por r = ¢x2+y§, 9=angtan¥

y 2 = z. En coordecnadas cilindricas el Laplaciano toma la forma

2 2
Vecp = ..b_SQ. + l‘.. bﬂ + _];. 62 + 9—2
br2 ror r2 00 bza

sustituve. do en (13) y (14) y teniendo en cuenta que F3 ¢ ¥ C>(f

son indepcndicntes de z lo que implica que:
2L 2
0T ¢ O ol
—— = 0 y 5 0
0%z 0z
nos quedaa
o 0 o
2 T 1 T 1 f
- 0w D = (2p,+N,) —22— + = + == ——
lﬁf 171 b2 T or rabgg
- o :p[@ﬂﬁ%‘\_l_i_z
lw;i__. 1 'br2 r or r2 602
S ey o ——.l l = --J:-: i .
Desiznando V/ Dl vy y Dl vl' ¥y poniendo:

Sustituvendo y dividiendo entre #9 r Y C>(f se tiene:

. 2 2
S R s R e (13')
v12 dr2 r dr r2 dge
2 2
2 dR dR a-e
- - s, 2,1 2 et (14")
v 12 ar® T AL 22 49
1 R —_—
R 2 e
2 2
a0,
De agui vc.oo que == tiene que ser constante a la cual designa
de ‘
2 °1
remos nor - m de mainera que:
2 2
a6 a-e
1 2 2 2

——s= + - o = 0 vy —5 + m- 0 = 0

ag” L de 2
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Como s3e ro miiere que ©, (O + 2x) = 0, (8) y 0, (6+2x) = 6,(0)
1 1 2 2

entonces m es entero, y tenemos las ecuaciones de Bessel

2
A R IEL N
dr T r vl T
a°R dR 2 2
e Bl e e I PR
dr~ T dr vl' T

Teucuos entonces, que las ecuaciones Ultimas tienen por soluciébn:

X 0, 2.
an Jm (vlr) y m m (V T) / y m (V v) Nm (vl'r)

que son funciones de Bessel y de Neuman.
Je tiene cntonces que:

Py = (8p, cosme + By sen ©) (AL T, (“’r) + BN ( v £5)) (15)

e = (Cfm cos moe + Dfm sen mo) (C%me($§) + fm m v')) (16)

Las expresiones anteriores son solucidn para todo valor entero de

m. Sustituvendo en (12) con:

vaf = iBD(f y Vv,

£
P i, ipi
1 +F*3
2P 2B;
VVeve = lbr+r 50 Vx (Vxve) =3 dr 00 0z
) 0 00
|
TxVxv, = 2|1 e r-ib—tf-]=ilb%-ibuf
& f r |-l 00 2 or T 00 2 or
De ranera qu e 5 o 5
qg v v d v, boé
Y= - 1 1 1 1 o2
o= 1y 2 ox * 2 300 *tix ! 5T 30 2z 57 ) (17)

Antes Zde proceder adelante en la obtencién del valor de V}
convieue hacer notar que la aparicién de los dos tivos de funcio-
nes de Bessel Jm vy Nm obedece a que 7} es el vector que se

refleja en <1 pnrimer medio y que por lo tanto r » a siempre pa-
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ra va. En la onda refractada que penetra al II medio, r 1lle
ga a alcurzar el valor r = 0 y como Nm (0) = @@ para toda m,

resulta que para ?; la Gnica funcién de Bessel que se puede em-

plear es Jm' Si para Vf de-jamos que A& y Bﬁ tengen valo--

res aroitrarios entonces las condiciones a la frontera no nos de-

terminan de uns munera Gnica los coeficientes, necesitamos deter-
B' ]

m y D m

] [
Alp © m

ninar por alegln i1étodo las razones

Pare o»tenei las razones B' /A' y Dt /C'  de los coefi-
m " m m'” m ‘
cientss cn el primer medio, podemos acudir a un razonamiento mate
matico y a un razonamiento fisico.

oL matendtico consiste en lo siguiente:

Las constantes elésticas Ny n  estén definidas como constan--
tes do pronourcionalidad entre las componentes del tensor de las -
deforiaciones y las componentes del tensor de los esfuerzos y pue
den nor lo tanto ser iguales a cualquier numero real, considera--
cion:s fisicas posteriores que parten del hecho de que los coefi-
cient:s de Poisson observados no exceden a 1/2, en la préctica,
limitan N y mn a valores positivos, pero en el caso del proble
ma visto desde un punto matemético N y p pueden ser positivos

0 negativos.
A distesncias r grandes, r —> o0 se tiene que:

/2

-
wr . 1 wr 2m+1
In T 4 lexr cos (3= - 4 %)
1 1
o
wr 1 wr 2m+1
1 1
-~ ﬁ?f 1 . >
Donde v, = ~—BI——. Si ny v ll 0, v, es real; si By ¥

xl<:o o bien, pl<f0 y kl L =2 WAL imaginario puro, es ds

cir vy =t iu, donde wu; es real y positiva.

1
oL
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Consi eremos una combinacidén lineal de Jm y N :

/2v
T (%)-i-, + B'N (wr —_— ’;\m cos ( _ emtl x)

mmv

+ B! sen (& - utl %) si Tr —> o
m vy 4
ie -ie ie ~-io
s o - & + e - € - e
COil0: cos © 5 y sen 0O 51
sustituimcs v agrrupamos:
— wr 2m+1
2v ! i(= - %)
, WLy, g wry _ 5 L/___l_ .} v 4
%ﬁh(vﬁ +3ﬁ%(vﬁ 2 wse (Aﬁ'i)e 1
T
R! - .(’E_anl ﬁ)‘[
sy _ . m v .
(8 —|e 1 2osi r —> .
Ahora bhien, suponganos el caso en que Vl = + iul en donde Uy
o S S S : .
es real, T T tn se tiene entonces que:
1 =71 1
= 1 wr . 2m+1l
/2vq | B' + — -i %
' wr t wry 5 1 L o u 4
baTy (30 + B (vl) > 5V == ) e L e
- e e 4] s r— o,

Ahora bien, vy Tt iul, si ponemos vy = iul entonces el

e(nr/u -wr/ul

primer sumandoe €s 1l y el segundo es e en todo pro
blema fisico se exige a las soluciones que no se hagan infinitas
en ninetn pu..to, y mucho menos en el infinito,pero como se tiene

i—» o ‘81 r —> 00, 3se deduce de inmediato que --
]

£
>

m . - .
A' + — =0 < ses _TE = - %, mientras que e mr/ul —=0 si -

B

T —> 00. 31 v; = - iu,, entonces debe de ser 0 el ceeficien

te del sezunao sumando, ya que éste serd ewr/ul y se tiene en--

Para ver cu’l de estas relaciones debemos preferir acudimos

al hechc d: gue nuestro problema requiere soluciones del tipo --
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Kf = Vf LR y V°Kf = V-Vf e'iwt, y los valores particulares -

de V'Kf estdn dados por:

wr) (wr)) e-lwt

(Am cos me + Bm sen mQ)(AiJm m m v,

At
Saber.os que %? = + % de manera que un valor particular de V-Kf
m
es:
wr . wr -iwt
( + AN (—)] e
1

. ! a3

en donde Am se introduce dentro de Am y Bm

(Am cos mo + Bm se ‘

Ahors 31 T —> 00 entonces V-Kf tiende a:

o, Si@z‘—la iw+—-t:,
(Am cos me + Bm sen me) T © e e
iw[-\-r- - t]

Ahora bien, 33 se toma el signo + se tiene ~ que nos
dice gque cuanddo r —>» 00, en el potencial escalar los frentes
de onda son zircunferencias y el potencial sufre un retraso en su
fase a medida que se aleja del cilindro, es decir, las ondas via-
jan hacia aluera, lo que tiene 'sentido fisico y se verifica en la
reelidad en »Hroblemas electromagnéticos, mientras que si escoge--
o -iw r/vl+t) _
mos el sigao -, tenemos e y el potencial sufre un
adelanto é&n su fase al alejarse del cilindro, lo que no sucede en

ningln probiema ri

3ico conocido. Asi pues vemos que tenemos que
A
escoger la razén =2 = i.
= Bm i

satisface

e

Desde el nunto de vista fisico‘el escoger '§~ =
nvestrce co cepto intuitivo de que dado un cilindr% no necesaria--
mente circuler de seccidn normal finita, a una distancia conside-
rable del cilindro los frentes de onda toman una forma cada vez -
méds coroximsda a la circular a medida que se alejan del cilindro,
es decir, que la onda tiende a la forma:

iw(E - t)
£ (r,0) e ‘1

Ay
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cuando r -—> o00. (Este argumento intuitivo esté utilizado im--
plicitanente nor Morse "Theory of Sound" pédg. 234, 235, 263; y --
Margenau snd Murphy "Mathematics of Physics and Chemistry," pég.-
2307} .
El rezonariento seguido anteriormente para V°Vf =ﬁ3f se --
puede repetir para V x Vf = iBCXf y se ve entonces que tanto -

Og. corno Bf deben tomar la forma‘

- ' wr
ﬁzf' = (Ap, cos m@ + B, sen me) Hy (VI ,,,,,,, (157)
X, = (C, cos me + D. sen mé) (25 (16')
f fm fm I.Im V]'- -------

En do._le se utiliza la notacidbén siguiente:

Ty (30 + 0y, (‘%) - Hy (5]
. To () + 10 (57) = By 57

La reszlia de derivacidédn que es vAlida para las funciones de
Bessel y Neurmann sigue vdlida para una combinacién lineal como -

T%u 12 manera que:

dH_ (z) =
“‘H%E'" ) %‘ Hm+1(Z] By(z) = [,y (2) * By, (2]

Sustituiyendo en (17) tenemos que para m 3 1,

' v 2 .
- .\ 1
ve = 111\ - ZFT (Afm cos mé + B, sen mo) 2v (Hm l(wr -
, 2

T (L) +Xl-( c me + D 0) mor
im+l V_i] 5 (= Cp, SER M pm COS W 7

1 w 1l

2

}%3“1(51) + Hm+l(VI)] 24" 7 (- A sen m@ +

2
, wryl V1
Bpp €05 n6) 2v {Hh l( m+l(vl{l- IFT (Cpp cOS mO +



. Ay W |r wr
* Dgy, sen md) vy [m-l(v v) - Hy (53 ] :

Ordenando y haciendo algunas simplificaciones se tiene:

s % v - -
7. = 1. [oss o wr) _ wr
Ve ll‘i°°5 me LAfm ( 2w) LHm-l(v ) Hm+1(v )J
< v' '
i1 ar, il [
* Dm0 le«l(vi) Hpe1 (53 J + sen md LBfm( 2-) [Hm l(
. v! v
wryi l wr _1
Hm+1(ﬁ)l m' 2% LHm-l( * Ha T )]J“ 1 {‘303 mg[‘ %0 Bfm
(2Z) + g o (Loj] - Zi (85 - (& ) + sen mo
[Hm vy tatllvy 20 Cfm Hm 1'vy My
[ v o wr wr wr
A 2 [l (5 Rl % Dem [ B- 1( " e (5 7
L w - 1 1
Aqui coaviene introducir algunes simplificaciones en la es--
critara
v
~+ weyl o T o
- |1 w1 () - By <vl)] [ -1 ]
v
4 el
20 [m+l * l( ] B mv,l
e (18)
v‘ N . —_—
1 wr wr -
() - (4 ] - —m,l"\
1 V1 ,
2w 1~m+1 Vi Hp-a vi J ! .

In do-cc Los paréntesis cuadrados se van a referir siempre ~_

a las fun-icies gm y los redondos se referirén a Jm' Se tiene
entonces gQue:

ve = 1 «LCuS mé (Ap;[-m,I| + D (m,17)) + sen mé (Bp |-m,l]

< o)) ) vt {es w0 (- 3R oy ma)

+ sen R (Afm ﬁp,j + Dpp [fm,lj )% ............ c..0.(19)
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Este ¢+ el valor de V} para toda m>1l, pero para
tenemos auve:
s wr _ wr
o T Apofho () ¥ O = OpoHly (ST

Justituvendo en (17) y teniendo en cuenta que’

dH_(z)
—az - = " hiz)
se tiene:
v V!
IR R § wr { X wr
Voo T 11w AfoHl (vl) M-I CfoHl (vl)'
Usando 103 simbolos:
v v
l . Qg. = B .—L % t]
ey [o,0 v g H G [0,1]]
se tiene
Vf = iy Aqg [0,1] + i, Cfo[o,l'j e

- -iwt

3i escribimos ahora Kf = Ve e

mos la exoresidn (19) para una m» 1

Kf 23 solucidn de:
4 527\} ~
Dlg:é-' = (2]11+}\l)VV°Af-}l1VXVXKf .o
Conprobaremos esto fécilmente recordando que:
2 2
v vd
- 1 v 1
VvV, = = =1 + =5V x i, X
f m2 / f w? 3 °°f
2+ ~- 2 2
0 A, Cv . v! >
— L - P i-—l—vﬁ v 1 v:clo(]e'wt
>7C | m2 f m2 3L
2
v
vV VXL o= 'v"(-—l?veﬁf)e'l“’t
L
w !
v'2 -
TxTx K} = ;;? V x [V x (Vx 13(>(f).] o-luwt
2
= lVX(VV°iO\ - 7% g 0 ) emlwt
2 37 MF 3 °f

y en lugar de V}

m=20

pone-

o la (20), tendremos que -

ceo (1Y)



)

1 o ciwt . %
= :;?'VXV 1j°\fe porque V-130Af * 3z -
susfituvc“do' 2 ; P
-wzul (= lgr—vﬁg + —7? V£13Jg)e = (2pl+kl)(- ;%;ov V%Qfe'iwt
2
o :]'.2 T x V .BO(f e-iwt
simplificendo g~ 100E y agrupando:
v12 r 2
(-—(;2—)V|_-w Dl@f-(zlef}\l)vﬁf] -
v'2 , o
(Zﬁy) ¥V x 13 (w D¢ *+ By V'c(f)

Pero los paréntesis son precisamente las .ecuaciones que nos

efine A oy anera que:
defirien a ﬁ* 17 :%f de mane q

v, vy
~‘-—2—V0=—-§'VX10= 0.
© 3

-iwt

Y entonces 3i Ve tiene la forma (19 o 20) entonces Vf e
satisface (1l'), y en el caso de que V} sea de la forma (19) lo

satisface pavs cualquier valor entero y positivo de m. Ahora co
mo la ecuzcidn (1') es lineal, una suma de soluciones es solucidn,
y vanos & considerar una suma infinita de soluciones a reserva de
que una vez encontrada la solucidn a nuestro problema se pruebe -
que esa serie tiene las condiciones necesarias de convergencia pa
ra que, la suma de un infinito de términos cada uno de los cuales

A solucidén de (1'), sea también solucidn.
Vamos entonces a dar a V% el siguiente wvalor:

o m -
[0,1! + £ cos me (Afm[-m,];] + Dfm[m,lj )
- m=1 .

T 11 iAIo
+ E sen mé (B {:m l‘ Crm [m,11 )} + izl\cfo [@,1?]....(21{

+ % cos mal (m l‘+Cf [-m, l:])+ Z sen mG(A En ¥1+Df l}m,l].{}



- 22 -

Y ponemos Kf = Vf e'iwt, con V} de la forma (21).

Paseucs ahora a considerar a V}, se pueden repetir paso a

paso los rezonamientos empleados para Vf con la diferencia de/;_
Shgthy Po
que las v:olocidades de propagacién son v, = —_— y V! = V/——,
2 D2 D2

y ademds ccomo es la solucidn en el interior del cilindro, y la --

funcidén Ge Neumann para r = 0 es N, (0) = oo resulta que sélo

wr
existe la func:.dn Jm(v2 y m(
Hm($%). Si repetimos el simbollsmo de las férmulas (18) reempla-
1
zando %n por Hm’ y el nlmero 2 en lugar del 1 para el segundo

v,) en lugar de Hm(gz y --
1

indice del paréntesis, utilizando paréntesis redondos en lugar de
cuadrados para inlicar que se trata de Jm en lugar de Hm’ por

ejemplo:
Vo 1o (wr) o

TR Jm+l g - m-l(2 ' = (- m,2) etc........(22)

2

y Ge nanera andloga para las demds férmulas de (18); tenemos en--

tonces que:

v, = il %\cos me [Arm (- m,2) + D (m,2')]

sen me [’Brm (-m,2) - Crm (m,2')]} + 1, {cos me

|~ By (m,2) + Cfm (- m,2')j + sen me [Arm (m,2) +

-

D"m { - 11,2')-:‘)/ si m > 1 2P veee(23)
V} = iy A (0,2) + iz.cro (0,2') para m=0,
Y coastruimos V} general bajo la forma:
“-"{A (02+oo o [, 2 |
v o= iy 5 Ao ,2) mEl cos m Lérm (- m,2) + D (m,2 )J
i
*sen w0 By (- m2) - Oy (m,2')1} + 1, il C, (0,2) +

¥ cos md iijf(m,Q) + Crm(-m,z'[l+ mE‘.lsen mO[A (m,2) + ...(245
)
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Y ponemos K} = V} "Wt on V} de la forma (24).

Pasemos ahora a la onda incidente Ki = IAel m/vl(x-vlt) y
entonces Vi = T Aet wx/vl, como T x Vi = 0, v, admite poten-

cial esca.ur v, = Vg el cual es:

. WX wx
s eIV Sy
p = S v «dr = j Ae Viax = - i "y Ae 1.
- ivy dlwx
De mansra que se tiene v, T o TVen
iwx
Considereros ahora e 'l = cos 2X + i sen 95.
v v
1 1
Tenemos x = r cos @ de manera que:
iwx/v
. )
e 1 - cos (ig-r cos ©) + i sen (=— r cos ©).
V1 V1

En el Wocds' ("Advanced Calculus" pég. 281) tenemos deduci--

das muy sencillamente de la funcidén generadora de las funciones -

ex/2(t-l/t)

de Bessel de orden entero las fdrmulas:

i

. ©
cos (y sen o) Js (y) + 22 Jam(y) cos 2me ,

m=1
sen (y sen p) = 2 Z J l(y) sen (2m-1) ¢.
m—l
[a 2 1 -— (DI‘ — x : 3y
Si se pone y == ¥y @ = e + 5 se tiene sustituyendo:
1 .

) m
cos (= r cos 0) ( &y 4 2 2 (-1) (L O cos 2me
V1 V1 m=1 Tem 15

Q0
23 (-1)™*L 5

sen (=— ¢ cos 0) = ( ) cos (2m-1) ©.
V1 m=1 Ten-1
Por lo tanto e:.L wx/vl’ combinando los dos anteriores toma la --
forma:
i wx/v wr o .m wr
e 1 = JO (;—)'+ Z 2i" cos me Jm (;—) .. (25)
1 nm=1 1

Ahora como necesitamos tener a Vi en coordenadas cilindri-

Glwx/vy

cas tomamos el gradiente de en coordenadas cilindricas,

de manera nue
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. eimx/vl - égj.wx/vl . i ég.j.cox/vl'
129r r 06
Reenplazando c¢n lugar de eiwx/vl su valor en (25) se tiene:

beiwx/vl ) wr © n w T wy wr
Q8 = - 27 (%) v+ 3 i"cosme 2|7 (B -7 (—)]
or vy vyt ey v L,m-l vy m+l'vy
1 ciwx/vl © .m w [ wr wr
= &= = -3 i“senmf =—|JT (=) +7 (-—ﬂ-
T ¢0 m=1 vy L m-1'v, m+1l'v,
Si usamos las abreviaciones: .
V1 e Wr \ -
%o Lm T ¢ a @] 5 (m)
' 1 1 - Para toda
v m>1
1l i onr wr -
'é“{BL m—llvﬂ.) J'm_'_l(r)j = (m,l) cieee...(26)
1
v
1 or
v .
Je tiene que V& = - i Z% v A o1%%/V]  toma la foma
. o= i [A 1(0,1) 2—+%0 2 i1 4 cos me (-m,1) 9—]
i 1 ’ vl m=1 ’ vl
00
+ i, 2 22 4™ Asenme (m,1) .......... ... (27)
m=1 1 :

Ahora ya estamos en condiciones de aplicar la primera de las con-

diciones a la frontera que nos dice que:

(Ai M Af)r=a - (Ar)r=a
- . - ~iwt, § -iwt - - -iwt
Ccmo Af = v, e H Af e y Ar = v, e

esa condicién e reduce a:

—0 + v = v e ® s o 0 0 0 o o ® o v 0 00

(Vl vf)r=a‘ (vr)r=a (28)
Estas igunldades deben ser védlidas para toda © y como en la su-
perficie r = a, r = const, entonces Vi, F} vy V} son funcio--

nes de © desarrolladas en serie de Fourier con respecto a 0,
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y como los coneficientes de esas series son uUnicos, la relacién --
(28), impiica que debemos igualar los coeficientes de sen m@ y
cos m8 tanto er ia componente il como en la 12, y tenemos --

las ecuaci.ies siguientes de (21), (24) y (27).

. W -
i A (0,1) vy + Afo[o,l] = A, (0,2) ......, .(29-a)
.Ml Ty r
24 i (—m,L);I+Amerm,l]+Dfm[m,lfl = A (-m,2)+D  (m,2') (29-b)
Bme n,l] - Cfm[h,l') = Brm(-m,a) - Crm(m,2') et .(29-c)

=i
[}
ct
O
T

ara 1la componente il’ donde los paréntesis estén va-

luados para r = a vy las dos Ultimas ecuaciones son para toda --

Ahora pz2ra las cormponentes de i2 en donde los paréntesis -

tambi én estédn valuados para r = a se tiene:

Cpp (0,17) = €. (0,2') tivvvniiinnn, (30-a)
—Bfm[m,li + cfmj}m,lﬂ = - B p(m,2)+C_ (-m,2+)..(30-b)
24 gL (m,1) i% + Afmwh’ﬂ + Dfm,Em’lﬂ =
Arm(m,e) + Drm(-m,E') cecesesteseerarsreentans .(30-c)

las dos Ultimas ecuaciones validas para toda m >1.

Para la segunda c¢ondicidn a la frontera partimos de la ecua-
cidn tensorial de Hooke que nos liga el tensor de los esfuerzos -

con ¢l de¢ los desplazamientos en un medio isdtropo:

¥y = b VTK'Eij.+ 2 9y R 2

(Parc, "Theoretical Phvsics," pdg. 161). En donde wij es el

tenscr de lo: <sfuerzos y el de los desplazamientos, si -

‘Pij

multipliecsaos p por el vector normal a la superficie -—-

YlJ
{TQJ = (1,0,0) en coordenadas cilindricas tanto unitarias como co

variantcs y contravariantes, tenemos que el vector de los esfuer-

208
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xd = Ko J
en donde j es indice mudo y como 8y ©s el tensor métrico fun
daicertal «wJ = r& Ahora bien, utilizaremos como base los -~

i
i o = 3 = _._2 = -
vectores cuxailantes e = 1, &5 T e3 i3 en donde il,

is, i3 son los vectores unitarios, ciﬁ = C)(j = (1,0,0) ysi R
es un vector de desplazamiento dado por A = ejg;j con J fndi-
ce mudo, entonces se tiene que ¢ij es la parte simétrica del --
tensor VA = 8

> i,d
tenzor métrico fundamental del vector A.

%1,;1:6% 135%11

ox Y

que es la derivada covariante con respecto al

xl = r x2 =0 y x7 =gz

en donde Zng% es el simbolo de Christophel de segunde especie.-

Entonces:
_o1le _1[255 255 «n i 1
iy T '2'\51,3 +&-J,D T2 3.l et S\iJISgh °%ji Sn_
y el veetor Cxﬁ¢ij toma la forma:

1ad 281,285 o (mpe ]
Q(Jlax axil-z){”zt)h_}

donde j es indice mudo.

Ahora bien, cocmo CXJ = (1,0,0) es decir :*l = 1, cx2=cx3=0

entonces el vector:

ijq)ij' = Al
lbg ag
1 H 1
Hogy = 3 Bl - 2 W€ J

Como las coordenadas son cilindricas ortogonales, se tiene -

2 .
811 =1 gypp=T 833 =1 vy g4=0 i 1 7 J

son las componentes del tensor métrico fundamen--
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tal y deducidas de éstas se tiene que:

el=1 2% gPBo1 oy g0 s o144,

Por otra parte en nuestro problema % 3 =0 vy %l’§2 no -

i
depcnden de x”. Recordando que:

Ry - be s [%84s , %8is _ bgij]
llJ 2 & >x? dxY dx°

en donde s es indice mudo, se tiene que las tres componentes --

del vector()«3¢ij son:

cuando i=1
e o lb‘?l bgl_a n €
N1y 215 x 11 >hJ -
c i /2g g 08y |
y o3 ]%11\" =%gh 15 + ljs: - 135‘) con s Indice mudo
e *b T 2x d X
pero como ghs = 0 si h# s se tiene:
. ' [ 0g 0844~
h' _1 hh 1h 11 _
%115 =5a |2bx bth. Como gy =1
L
08 =
——%% = 0 y gp=0 =si 1 # h, se tiene {{i% =

(e B e
HJ\J“‘IO
'—I

de :anera que la componente de cxﬁwij cuando i =1 es:

Ahora si 1 = 2 se tiene la componente:

_1_%3’*31+3’g‘92_2}1nu:] (n) _ lghhrbgBh bglh_bgle]

2{3%2 okt Tilzpdnl V12T 28 PRI RR TN
hs

ya que g - =0 si h# s.

8o = 0y &7 =1, 8y =‘x32, entonces solo:

1
=

X

e ol
}_
DJ !\)

N ’ og _ 2
L 20y oes }lezk=1g22 523%(]{1)2:6:11

Dc manera que para i = 2 1la componente J es:
P13



La cocmponente para i = 3 es cero. Ahora el vector¢yiﬁ¢ij
tiene por vectores de base a los vectores covariantes €1s €o e3

y si lo sustituvimns por los unitarios tendremos:

v . b%.»]_+ L i.bg.?zﬁtb%l_z%z'
¥id Taxt axtlaxt ax? Xt AT

i, -
7 ahora, A estaba dado por A = ejggj = il%l + "‘%%52 si
X

e3td dada como A = iM 4 + i,7 entonces = -—

: RSV P A5 M v

a}z = X }32 sustituyendo y regresando a la notacidn antigua para
- i

las coordenadas:

. 29 [a X
o _ 1, . 1 2,121 Nz _\
PANREE hor T2z |3t Y r o6 T
¥ VeRo(; = i V.R.

De manera que:

- — b')l. on bft -
:}\V'A*’g}l arlJ+12p[: l2+l bgl_q‘_%] =g

W, = 1 _
X WlJ 1. or r
dondez o es oues el vector de los esfuerzos en la superficie --
r = a.
Ahora la segunda condicidn a la frontera nos dice lo siguien

te:

(0.

; = (5,

.=
df)r=a r'r=a’
En donde el subindice indica a qué desplazamiento corresponde el
esfuerzo. Como conocemos A., K}, K; procederemos al cédlculo de
los vectores o.

Como las K se expresan A =7v e Y 1as G tomarfan la

forma G = 5 e 10t g~ 100 figuran en ambos miembros -

, como las

la condicidn a la frontera se vuelve .

(5, + Bl = (B




—_ - cy -

en donde: ,
= Mll ; 2" nz]

27,
2 1
8 11!_k Vv o+ P 5t i2p L 3 T TrT 56 T 7T

. = _ i . n
si v iy { S TN AP SRR TP PR PR et (32)

Empezamos a calcular las ©; para 5} tenemos V'Vf obte-

nida directamente de (15) y es:

fe's) :
- wr wr
Veve = AfoHo( v, +m£‘.l(Afm cos mé + Bn sen %?) Hm(;I

Pero:

8D - &2 [ 8 en, @],

1 1. A
Usando el simbelismo (18) tenemos que:
wry, _ g_w
oy ( T om o 2 r 1]

vl v,

<
n

@
o-_ = 92 -1: (-'l—)—- ’!-4 -1
v Ve AfoHo (v )+ § Afm m _2 Lm’lj cos m@
1 m=1 vy
00 2
T W o a1
+ § Bem ﬁ"? [m,1} sen me.

De la férmula (21) se tiene:

SN 00 -
N ¥ d{0,1] d[-m,Ii d[m,11
5t " Beo Tar ot mEl cos mo Afm ar * Dep ___3?__)

o0 i [ ‘11
m=1

e dlm,1! _r1 T :
usando el simbolismo —*a;—— =| m,l)] etc., se tiene que la com-
ponente il de Ef toma la forma:

N, T 2

1
"
Aoo (ll ( ) + zpllo ) + Z cos mO‘LAfm( zﬁnZU
m=1 A
. ‘ MT 2
+ Zuli-m,lj') *+ Doy 2p1|m 1v]vg +m§lsen mo &Bfm( 5 2 [m,1

+opyi-m, 1) - O 2py [_m,l'];} ..... e ceeied(33)



Para la componente 12 se tiene de (21) y usando el simbo--

T
lismo ? 1,11 fm,11' etc.
5??2 . - 0o -
mEE = Cpg 10,1T T 4 mElcos me (- Bppim,11' + Cpo [~m,17] ')
00 . )
+ 2 senmd (A, Im,Ij' + D, [-m,17!
1 fm i fm T
Ot 00 - -
% -—-—{é}- = - Zl sen meo 1_11% [~m, + Dem (m,17 )
m:
00 m _
+ Zl cos mé 2 [Fm,I) - Com m,1% )
m:
00
L2 - iy 9 111 1 _ - -
-5 = -2 Ca 10,1 -3 mElcos mé (- By m,1l] + Co [-m,17)
00 L . -
- = 7 sen me (Afmgm,lg + Dfm [;m,lj ).
m=1 T

Sumando se tiene que la componente i2 toma la forma:

- ~l oo m .
Ufo(ullo 1) - __”0 ,17) +m§lcos mG% Bem pl(- m,I ' + T I-m, 1

.1 ; .
+ <)+ Copg (Pm, 10t -

r

m,17m _ [m,17 )}
r

CO { _ - m - l R - R ~
mgl sen me ﬁAfm By ({m,1]" - T | -ml] - Fim’H ) + Dfm 12} (me,ltﬂ

r T - o
S AR B T ) (34)

Teneinos entonces las dos componentes de 'Sf, por analogia -

que tieren Vf con v, podemos obtener 5} reemplazando los pa

réntesis cuadrados por redondos y el segundo indice 1 por el ig
dice 2, 1y las constantes elésticas Ni'ul por kz,pg; de mane

ra gne la componente il de Er toma la forma:

: 0o
‘[\roi-}\zJo(%) + 2}12(0,2)'] +m§lcos meg rm[)\i we(m 2)+ 2p,(-m, 2)_]

oyl (5 [ o '
+ D 215 (m,2')'i + 2 sen mOy B l == (m,2) + 2p, (-m,2)1
m=1 1 . A\

s

-



- €,y 20y (m,2')'§ .................. e e, e (35)

Y la cownonente ,12 de E& la forma:

r

[ / ' }f_é © 14 0
o [ g 10,2707 -2 (0,21)] +m§100s me) B__ ﬁ[- (m,2) '+ Z(-n,2)

m,2 - 2! -m, 2!
] o[ (e - g L],
00 g
m:l sen mQ?.Arm Ry [ (m,2)' - —-(-m 2) - L (m 2{] + Doy pzl (-m,2t )
3
'
- Am2ls 1 (-m,e')_gj ................................... (36)
Nos toca ahora encontrar 5&, aplieando (32), como:
iw iwx/v
- _ —_l- 1
i T T AVe
_ iv iwx/v v 2 iwx/v
Vv, = - —237%¢ Lo L2 1
i w w bxz
_ . iwx/v
Ty, o= 10y l=%r-‘-"-A0v)+>:21mlAcosm9;,‘*—’-Jm(%’£
1 1 1 m=1 1 1
. wr
Too(&E = L iy (&E) + ﬂ-
m vy 2m v, L_m—l v, Toe1 (7

Y usando el simbolismo (26) se tiene:

2
wry - I W
Im (VI =z (m1)
1
de manera que:
- i 3
Vev, = %9 A Jo(v ) + Z 211 A cos mo % 9 (m, 1) .
1 1 m=1 v{
Partiendo de (27) se tiene:
X . , m+l L
v = Ai (0,1) V + Z 2A1 cos mo (-m,l) .

1 m=1 1

iz manera que la componente 1, de Ei es:

«  iw - wr

()\.l -‘;I do ( ) + 2}1]} 0 l)' —) A +

00 - 3

2 cos mé °1m+l A [ %’w (m,1) + 2p, éL (=m,1)'| .o...... -(37)
m=1 .. v 1

1
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Para la componente 12 de 8& se tiene:

Oy 00
~S%§. = 3% 2i™% 4 sen mo éL (m,1)°
m=1 1
o 0o
% 'Sﬁl = 3 - 2i®*1 A sen me % #L (-m,1)
m=1 1
M
00
- L2 - 3. 21™b 4 senme 22— ( m,1)

Y. sumaldo'
Z 3en me A\21m+l 53%m,l)'-2im+l %-él(-m,l)-2im+l —QI(m,l)k'pl

m=1 V1 1 v
........... (38)
se tiene la componente 12 de 5&. Ahora aplicando la condicién
a la frontera
(51 * 8-’f)r=a B (gf)r-

tenemos que para T = a gi’ Ef, 5} son funciones de 6 exclusi-
var:ente, y como los desarrollos en serie de Fourier son udnicos y
las igualdades deben ser vdlidas para toda © se tiene que los -
coeficientecs de senm@ y cos m@ tanto para il como para 12

Geben igualarse, v tenemos entonces las siguientes ecuaciones:

g (nqH) ) +oplo,1]n) + 1N 2 7 (‘*’d) + 2pq1(0,1 )';,‘Ei-]A

= A [T (22 w2, (0,2)1] e e ..(39-a)
Na 2
. 1
Ap (-ﬁ-—-‘;’"—z m,1] + 2, [-m, 1| ) * Dgp 2py [m,17]
1

rhoa 2
bpy |72 %5 (m,2) + 2p, (~m,2) 7] + D 2, (m,20)7 .......(39-b)
2



Bfm (-ﬁ~ ;g-tm. l + Zpl me,;J') - Cfm 2pl [@,l'] r =
1
r}\23 (1)2 -
Bm;--ﬁ- 2 (rm,2) + 2p, (—m,2)'J Cop 2o (m,2%)' ........(39-c)
2
oooom B
Cpo (g [0,171 -3 10,190 = Cpo[wp (0,21) - 2(0,2']-(40-a)

- - — - - p 1
Bfm ‘P«l ("'_m,l_i' + 2 I__-m,ll + -@-;.lj_) + Cfm pl ({__m’l'] L. El_l.l__ﬂﬂ

a

Jdmmadty o B pe{'_ (m,2)" + %»(-m,Z) + i@gﬁl:]

+C }12; (-m,2')' - Qﬁ*—i—l“l - L:m.;ﬁ)_;l ................. .(40-b)

) ) - /
RS SR TR 3 RSy Y,

1, 17| 1 1l - . .m+ -
o, llilm = [-m,17) + a2i® . = (m1)* - 3 (-m,1) - % (m.l)Jpl

D (-m,2') - - (em,2n) ] (40-c)

|
rm nE[m

Donde los paréntesis estdn valuados para r = a y las ecuaciones
(39-b), (39-c), (40-b), (40-c) son vadlidas para todo valor de m.

Viendo a (30-a) y (40-a) tenemos 2 ecuaciones homogéneas en Cro

y Cro y a menos que el determinante del sistema sea 0 se tie-

ne que Cfo = Cro = 0.

Tomando en cuenta ahora a (29-c), (30-b), (39-0) y (40-b) te

nemos cuatro ecuaciones homogéneas en B B C y a me

fm’ “rm? Cfm’ rm

nos que ¢l determinante del sistema sea 0 se tiene que:

B =B =0 = C = 0 para toda m>1
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Nos conviene ahora fijarnos en la expresidén (27) para ver --
que los determirantes de esos sistemas de ecuaciones homogéneas -

no pueden ser O.

Examinando (27) que nos da la expresién Vi del desplaza---
miento incidente, vemos de inmediato que la componente normal al
cilindro ae Vi, o sea en la direccidn il es simétrica respec-
to al eje de las x ya que cos @ = cos (-0) y la componente en
la direccidn perpendicular a la normal del cilindro es antisimé--
trica rcspecto al eje de las x ya que sen 6 = - sen (-0), aho
ra bien, por simetria se ve que tanto el desplazamiento reflejado
corno el refractado deben tener las mismas caracteristicas, de que
su componente normal sea simétrica y la perpendicular a la normal
antisimétrica, el exémen de (21) y (24) muestra que eso sélo pue-

dc ser posible en caso de que:

Cfo = Cro =0 Yy Bpy = Brm = Cfmécrm =0 para m>1,

De aqui deducimos de inmediato que los determinantes de los

(6}

istemas honogéneos (30-a), (40-a) y de (29-c), (39-c), (30-b) ¥y
(AC-b} son diferentes de 0, 1lo que es de importancia por el he-
cho de que el determinante del sistema (29-c), (39-c), (30-b)y --
(40-b) es el mismo que el determinante del sistema (29-b}, (39-b),

(30-c) y (40-c) el cual nos determina Apns Doy A como

m’ prm?
lo muestra un sinple examen de esas ecuaciones, y por lo tanto el

determinante 1el sistema (29-b), etc., es diferente de 0. Por -
otro lado si examinamos las ecuaciones que nos definen a los coe-
ficientes, v si sabemos que Nm(c) donde ¢ = const crece inde-

‘inidam 51 m — —> i -
finidamente si m o y Jyle) 0 si m @ vemos

err ¢l sistema de ecuaciones que definen a Afm’ Dfm’ Arm’ Drm'

que si despejamos Arm y Drm‘,estén definidos por una razén en
|




la que ¢l numerador y denominador tienen el mismo orden de magni-
tud cuando m —3> 0, Yy en que segin lo visto anteriormente, el
determinante del sistema de ecuaciones que es el denominador no -
pucde hacerse 0; de esto podemos inferir la posibilidad de que

i = -
A y Drm sean acotados, es decir, 'Arml y lDrmI‘:M para to

rm
da m y eso nos bastaria para demostrar la convergencia absoluta

v

y uniforme de¢ la serie que representa a v ya que recordando -

r’
que Brm’ Coy = 0 ¥y aprovechando (12) vemos que V} toma la for
ma
v = - ~§ v ArOJ'O(v ) + m§lA cos me J ( )1
iVQ%Z ® wr
+ 5~V x 13 Z D,, sen m@ Jﬁ(;T
w m=1

wr oy 21
Conaideremos a AroTo(va) + mEl A, cosme Jm(VE)/ como |cos mOl

tenemos que:

éA T () 43

A~ cos me J (wr) M Z ‘J (wr
roo'v, T 2y Tm <

Recordemos las férmulas usadas antes:

00
Jo(y) + 2 I cos 2my J2m(Y)

cos (y sen o)
m=1

sen (y sen o) 2 2 Tom- l(y) sen (2m - 1) ¢.

m=1

Ahora bien cos (y sen @) ¥y éen(ysen ) son funciones con
tinuas de ¢ en el intervalo -sZ9Zsx Yy sus derivadas respecto
a ¢ son continuas en ese intervalo, entonces la serie de Fou---
rier del desarrollo correspondiente a cos (y sen 9) ¥y ———
sen (y sen ¢) es absoluta y uniformemente convergente en el in--
tervalo (-x,r). (Churchill, "Fourier Series and Boundary Prob--
leus," pig¢. 83). De manera que: '

o0 1
!JO(Y)i+ 2 2 |cos 2mg Jam(y)fﬁfL para toda 9 y ¥y
' m=1
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?sen (2m-1) o J
1’

™8

2 (yﬂéﬁiz para toda o9 y V.

2m-1

1]

m

Si tomamos ¢ = 0 en la primera expresién tenemos:

1 . X ~ L
5 1’ Jo(y)] + m;‘ll’sz(y)]é\.._ 5
Y si touamos ¢ = % en la segunda se tiene:
00 l R
T (y)|<
nop | Y2m-1 J -z
y centonces:
L~ L R 1! ’
T LRy L (g,
ool m 2727 2%\
vo Liz (=L ;
Coro EgJO(J)' 5 se tiene
- L+R+1
7 |ogly)| 2 LB
m=0! e

De manera que:

éA T8y 4 Z A cos me J (wr L<:(L+R+l) M.

ro O V2 m_l

En donde L, R, M son cantidades finitas y por lo tanto la
serie c¢s convergente, pero también es absolutamente convergente
poraues

i W | ©
oo BE) + 2 1A, cos me 7, (& )kiiM 2 |J (Lz |
i m=1
Y uniformemente convergente porque:
@

%
in=p:

A, cos e J ( )l M Z I 2”

00 :

y como % ;J (y)| es absolutamente y uniformemente convergente -
n=0 '

para toda y, se tiene que dada una £ >0 para toda r y ©

se puede encontrar una p tal que:

fo's}
) Arm cos mé Jm((“;—r)‘ <t
m=p: 2
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Ya que escogiendo p suficientemente grande )'<3t -
m‘P
A3l puss ‘se tiene que la serie es absoluta y unlformente conver--

gente., Se puede entonces derivar término a término, para probar
wr P
que: VIA (=) + 2 A_ cos me I ( ﬂ es absoluta y unifor-
» iro” u v - rm
2 m=1 A
memente convergente, se hacen las derivaciones término a término
y tenemns gue:

2 | S ory] -
or ;AroJo(va) Z Arm cos mo Jm(va) .

m=1
(35) z = (
- A J + Z A cos me z— J -_—
ro 2 m=1 I 2v, m-1'v,
00
- 2 A__ cos mo (5,
m=1 T § Tm+1 ¥ Vs

Y considerando cada serie nor separado el proceso de razonamiento
s wr . .
aoiicado a A_ T (25 + Z A, cosmé J (=) nos da de inmedia-

: TO o v = m'v
2 m=1 2
to su convergencia. para toda €6 y 1r; en cuanto a la -

derivada:

1 0 | wr wry |
=s=IlA J (=) + X A cos m8 J_(=— =
r 90 | “ro o(vz) =] T m(vz)J
o)

- I A_ senme = J (25 pero
mel T r ‘m'v,

m wry, _ w T wr

r ;m(va) - 2v2 LFm+l(v2) m l( {J

Y entonces por el proceso anterior se prueba por el mismo camino

que:
o0 00
W wr
2 A, sen mé s— ( y Z A__ sen meo (=)
=1 2v2 m+l m=1 0 § Vs m -1'v Vs

son convergentes.,

Los mismos razonamientos rigen para:



0o
Z D sen mé Jm(9¥) y

m=1 T& V5
00
a Vxi, 2 D_ senmd J (9$).
3 p=p Tm m'v}
Y se tiene entonces demostrado que en:
2
v 00
- 2 wr wr
v.= - <v[a T (%) +3 A cosmOJ’(—)] ,
r w2 [ TO 0'Vy o T m'v,
Véz %? (wr)
+ — Vxi D sen mé J_(=).
w° S pe=1 ™ mvs

se puede hacer las diferenciaciones término a término y que la se

rie resuliltante es absoluta y uniformemente convergente.

En cuanto a Vf se encuentran dificultades para probar su -
convergencia, por el hecho de haber encontrado poca informacién -
resrecto a la serie de funciones Nm(x), y esta falta de informa

cidn tamuién nos dificulta la demostracidén de que son acotadas --

Arm J Drm'

Sin embargo la demostracidn de convergencia de 7} y F o
no es fundamental al problema fisico, porque si tomamos la serie

que represente a V& "y la analizamos como se hizo con V} se ve

ria desde luego su convergencia absoluta y uniforme y esto nos di

ce que en lugar de tomar a vy como una serie infinita, podemos
tomar un minero finito de términos dependiendo este nimero de la
aproximecidn con gue deseamos que esa suma finita represente a -

v;3 ¢l exaien de leas ecuaclones que nos dan A D Apy Ppm .-

provinientes de las condiciones a la frontera, nos muestra que si

™’ “rm?

estd represcntada por una suma finita, también serén finitas

<1

i
L] oy
las sumas que representan a v, ¥ Ve ¥y Do hay entonces proble-

ma de convergencia. Y ademds el hecho de que el determinante del

3istera de las ecuaciones (29-b), (39-b), (30-c), (40-c) no se -
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hace O nos indica que los coeficientes Afm’ Dfm’ A son

D
r™m’ “rm

finitos y la suma finita que representa a V} y V}, si V} es

td dado por una suma finita, es acotada y continua al serlo cada
]
sumando.

Demostracibén de que la solucidn es unica

= T o-iwt - T -iwt
Kf Ve © y K} v_ e

Hermos encontrado soluciones r
de nuestro problema determinadas sin arbitrariedad por las series
anteriores y las que nos dan por lo tanto K} y Kf como funcio
nes de r, 8 y t. Se trata de encontrar ahora una menera de de

mostrar que esas soluciones son dnicas. Tenemos que tener en cuen

ta que las condiciones a la frontera:

(—i + Kf)r=a - (K})r-a
(Ei * Ef)r=a - (a})r=a

son dobles en el sentido de que cualquier par de soluciones K}
y 4K% de las ecuaciones (1) y (2) para satisfacer las condicio--

nes & l1la frcntere no deben ser:

(K})r=a = (Kf)r=a y
(_})r=a N (K} r=a

sinc que sdlo deben cumplir con el hecho de que:

(Rr - K1) .. (A, = Re) oy

y de manera andloga si y E} son los vectores de esfuerzos

correspondientes a K} y K} basta que cumplan:

a (3} - @ )r=a

Q
t
Hh-
H
L1}
"

2 df
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para que las condiciones a la frontera queden satisfechas. Tene-
mos ento.ices qre la diferencia de dos soluciones del problema en
el segundo medio que satisfacen la ecuacidn (2) ya que ésta es 1i
neal y que designamos por K. = A! - A, no se hace 0 para ~---

r = a, ya que no es necesario que (A') = (A.) para satis-

r’r=a r’r=a
facer la condicidn a la frontera, y lo mismo se puede decir de -

= _= _ =
X Gr o]

r r de manera que no se puede utilizar aqui el método -

clasico de las matemdticas para demostrar que la solucidén es dni-
ca; con3istente en ver si es posible demostrar que sélo 0 pueda
ser solucidn de la ecuacidn que se discuta, que se hace 0 en la
frontera y que en caso de que satisfaga condiciones inciales se -

haga O para t = 0 etc.

Debicdo a la dificulted de probar matemdticamente que la solu
cidn es Unica, trataremos de dar una demostracion fisica basada -
en la ley de la conservacidn de la energia que nos pruebe que de

haber una solucidén a nuestro problema no puede coexistir otra.

ink/vl-ﬁJ
Cor una onda incidente Ki =T Ae - hemos obtenido
las ondeas K} = V% g~ lwt y K} = V} e'lwt, con V} y V} da-

das por (21) y (24) y los coeficientes dados por (29), (30), (39),
y (40), esos coeficientes son en general complejos como lo mues--

tra un simple examen de las ecuaciones. Si tomamos la parte re-

al de A; a eila corresponden las partes reales de A v A, ¥

que designaremos con un cirgulito arriba, e indicaremos'con Vif’

Vir las purtes reales de V& y V}. y con Véf, ;ér las partes

imaginarias, y se tiene entonces:.

- X _
K& = I A cos Lyl ﬁl

Q. - - -
Af = ¥yp COS WL - v, Sen wt; %} = vy, COS wt - Vo, Sen wt
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Son en realidad estas partes reales las soluciones que nos -

interusan y que tratamos de probar Unicas.

Ahor. bien, sabemos que la energia potencial es una funcidn
cuadrdtica de las componentes del tensor de las deformaciones que
es siempre positiva (Page, "Theoretical Physics,"™ pdg. 162). Co-

mo la energia es E =T + V donde T es la energia cinética y -

V la potencial, si V 3> 0 y como T es %-mv2 también es

T >0, se tiene que si E —> 0 -entonces tanto V —= 0 como

T -«—= 0. Vamos a aprovechar esta propiedad.

La energia cinética de cada una de las ondas por unidad de -

volumen eg:

ok,
Sy (Biel 1, 22 2 x
Ti = 2Dl(7§ ) 2Dlw ASsen“w (v t)

1

2, .2

2 - - -
wt+2vlf VopSen wt cos wt+v2f cos“wt)

1 £12_ 1 2= 2
Te = 3D; (550 "= %Dlw (vipsen

S

1. 2,= 2
T, = 5D (5g™) "= 5D 0" (v,

2

]

2 = .= = 2
sen wt+2vlr vonSen wt cos wt+v2r cos“wt).

Calculemos la energia potenciel de la onda incidente; como la --

fuerza por unidad de volumen es:

o beﬁ;
F = D —————
i 1 bt2

por la ley de Newton y entonces:

0 0
= _ - 2 X = 2
F, = -IDjA «° cos w (;I - t) - D, Ki
y la energia notencial es:
2
s o D,w [s) :
_ - w . jK = “1 + 2 = l._ 2 2 2 X -

1l

de marnera ¢ue la energia total de la onda incidente toma la forma:



Supongemos ahora una onda incidente K} de amplitud A+A A
es decir ﬁ; = IT(A + A A) cos w +€i - t) y obtengamos por cual--
quier medio dos expresiones K} y K} que satisfacen las ecua--
ciones (1) y (2), las condiciones (3) a la frontera y las condi--
ciones de la pdg. 17 en el infinito y que son tales que cuando --
L —> 0, K} y K} no tienden a Kf y K}; Desde luego por -
las condiciones a la frontera K} y K} tienen la forma ————
K} = 71 emiwt y A =¥ e'imty usando la convencidén anterior --

f r T
sus partes reales toman la forma:

9
—-' = —' - —'
i\ v{p cOS wt vip sen wt y
kY - -

1 - 1 - (]
Ar vip cos wt V5, Sen wt.

Ahora considerando las diferencias ﬁ% - ﬁi, ﬁ} - ff, y --
f; - ﬁ;, como tanto el minuendo como el sustraendo satisfacen --
les ecuaciones (1) y (2), y éstas son lineales, la diferencia sa-
tisface (1) y (2), como las condiciones a la frontera son linea--
les si el winuendo y el sustraendo las satisfacen, la satisface -
la resta, y evidentemente la diferencia satisface las condicion--

D

res al infinito.

De manera que una onda incidente del tipo:

>la
1
>l

— ' X _
! ;i = I A0Acosw (vl t)

ticne por ondas reflejadas y refractadas:

o
i

e I
I

<

(Vif - Fif) cos wt - (Véf - Véf) sen wt

I'l
.:2’ L2 B -, - -, U —
Ar - Ar = (Vlr - Vlr) cos wt - (V2r - var) sen ot ,
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La erergia de la onda incidente es % Dy (AA)QwE; la energia ci-

nética ée la onda reflejada es:

L 21 (=r 7 2 .2 v -y e (V! -v, '
5 Dyw lw(vif-vlf) sen® wt + 2(vlf-vlf) (véf-vzf) cos wt sen wt
+ (V§f~7éf)2 cos® Wt

y la de la onda refractada es:

21 (v ¥

_ 2 -~ 2 v Yy dv! v
L (v]n Vlr) sen” wt + 2(v1r Vlr)(vzr V2r) cos wt sen wt

o=
d
n
e

= = 2 .2 ]
+ (v2r V2r) cos”™ wt.

Ahora bien, en el supuesto de la posibilidad de que 1§ solucidn -
obtenida no fuera dnica, hicimos la suposicién de que K}, E; no
tienden a Kf y K} cuando AA —> 0 o sea que las diferen---
cias (Vif-Vif) y (Véf-Véf) se mantienen finitas cuando AA—>0
v lo mismo para (Vir-Vir) y (Vér-Vér).

Por la ley de la conservacién de la energia, la energia de -
la onda incidente se reparte entre las reflejédas y las refracta-
das, como esa energia tiene la forma % Dlw2 (AA)2 cuando AA—>0
entonces la energia de la onda incidente tiende a 0 y como la -
energia potencial es mayor que 0, se tiene que la energfa ciné-
tica tanto de la onda refractada como de la reflejada deben ten--

der a 0O para todo instante de tiempo, en el instante t =0 --

esas energias toman la forma:

1. .2 ,— — .2
5 Dyw” (vhe - vop) y

2

- = .2

o] [

r

]

y en €l instante t toman la forma:

£l
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Y teuemos que para cumplir la ley de la conservacién de la -

energia si AA -— 0, entonces:

—

Vie ™ Vipr Vip 7P Vipe Vi T Vor Y Vip > Vor

0 sea que:

Ay — R, y T\i,—a Kr.

Y entonces la suposicidén de la posibilidad de la existencia de --
dos o méds soluciones nos llevaria a un ahsurdo si la ley de ia --
conservacidén de la energia es védlida, y por lo tanto a menos que
neguemos la ley de la conservacibén de la energia podemos conside-
rar que el proceso anterior muestra que la solucibén obtenida es -

dnica.
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RESUMEN DE RESULTADOS OBTENIDOS

En un medio eléstico una onda incidente dada por:

iw(%; - t)

Ki = JA e

provoca un desplazamiento reflejado Kf y uno refractado K} da

dos por las series

. 2 -
- _ 7. (or
Rp = 4- =5 Loovl +m'§1Afm cos me H_ (L5 ]
2
v 00
+ —%? v x 13 z D sen me Hm ) g~lwt donde
w m=l
By = T, LN y
; 2
Iy =-}--v—2-VAJ(-“-)£)+Z‘.A cosmOJ()
‘r L w2 Lhrotelvy’ T 2. %rm
v) 00
2 -iwt
+ =Vxi 2D seanJ’() .
w® 5 m=1 '™ vé‘}

Y las sumas de un ndmero infinito de términos, pueden redu--

cirse a sumas finitas de p términos, si en lugar de:

'w
i (x-v,t) — o
Tea b =15, )+221 cosmOJ’(wr)] 1wt
- m=1
ponemos una onda incidente de la forma:
I lJ (wr) + Z 21 cos me J (wr)l g~ lut

1 m=l
en donde p puede escogerse de manera que esta nueva onda difie-

ra de la plana tan poco como se desee, y por lo tanto no hay en -
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este caso problema de convergencia.

Los coeficientes Ag , Dems Aoms Doy ¥ Apgs Apg estén da-
dos por las ecuaciones
Bool0,1] = A (0,2) = - 1a(0,1) &
wa N wa
Ao MEolF) + 2ny[0,1] ¢ - AroldaT (52 + 21,(0,2) 1]
= -4A [\, 2 (“’a) + 2p,(0,1 )1 2=
l 1 vl 1 1
Ay (-m,2) + D__(m,2') - Ay [*m,I]-Dy [@,1] = 24 1™3}(-m,1) &
m+l w
Arm(m,2) + Drm('m 2') fm {m ll—D [lm lj = 2A 1 (m,1) ;I
i}\-za (02 -
Al w7 (m:2) + 2wy (m,2) |+ Doy 2y (m,27)
V2
lfa 2 B —
- el (;05 [m,1] * 2py=m, I} 1) - Doy 2y {m,200
1
T'k a 2 -
- o+l ow Tl w
2 7 9] g ) ey (]
1

A ¥p | (m,2 - B (m,2) - 2 (m,2)] + o [ (em,20)!
SAmls L onfy- Ay (]t - 20,y - w3 wy
D (1=m, 1] "~ —JA;L--} ~m lj )= A21m+l(°[}m.l)'--(-m l)—-(m I)Jpx
Donde los paréntesis cuyo significado estéd dado en el texto
estén valuados para r = a y las dltimas cuatro ecuaciones son -

vélidas psra toda m. También se mostrd que si la ley de la con-

servacidén de la energia es vdlida, entonces la solucién anterior

es Unica.
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APLICACION A ALGUNOS CASOS PARTICULARES

Il primer caso de interés, que puede servirnos de comproba--
cién a la solucidn del problema es aquél en que las constantes --
eldsticas de los medios I y II son iguales y asimismo las densida
des, lo quc significa que el cilindro es del mismo material que -
el wedio en que estd sumergido y la intuicién nos dice de inmedia
to que la onda refractada K} debe ser igual a la incidente Ki'
y que K} = 0. Fsto se deduce de inmediato fijéndonos en las ---
ecnaciones de las pdgs. 45 y 46, si g = pi5 N =N, Dy =Dy, en
tonces V1= Vs ¥ vl' = v2' y en ese caso en 1los péréntesis -

que multiplican a los coeficientes A se puede reemplazar

rm’ Drm
el indice 2 por el indice l.,y en ese caso la gimple inspec---

cidn muestra que Arm estd multiplicada en todas las ecuaciones

por un cceflciente que es proporcional (con un factor de propor--

al término independiente, y se -

cionalidad igual a 2A jotl %—)

1
decduce de inmediato en ese caso de la teoria de los sistemas de -

ecuaciones algebraicas lineales que Drm’ Afm’ Dfm son O para
=- .m+1 _(L)_ > = -g- L

toda m y que Arm 2A 1 v si m>1 vy Aro Al vl’ y

sustituyendo en la expresidn para V} se ve que K} = Ka y al -

ser Agy = Dpy = 0 para tods m entonces K} = 0.

m
Podemns hacer notar una observacibédn de interés, si suponemos
las constantes clésticas del primer medio fijas, y en la regién -
aentro dei cilindro vamos substituyendo medios de diferentes cons
tentes eldsticas Xe, o, en donde la densidad D, conserva el n
mismo orden de nagnitud, si tomamos materiales en los que Xa O
ko SoOn cada vez més pequeillos entonces Vo = J -E%g—g y vé=¢/§§

también 3¢ hacen cada vez méds pequeflas, conocemos la propiedad
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de J_ (x) consistente en que si x —> w, T (x) =—> 0. Aho

m

rasi x=2 o 9%, si wr permanece constante wr y 9? se
V2 V2 V2 V2

hacen cada vez més grandes a medida de que Vo ¥ v2' se hacen

-iwt

mi3 pequeflos y por lc tan%o 7ijArdonos en la forma de K} vre
dada en la pégina 43 ¢ 21 13 7Tormula (24) vemos que, a medida de '
que v, y v2' -——> 0 entonces K} se hace més pequefia en cada
punto para una frecuencia fija, y fijéndonos en la forma de la --
energia cinética ‘I‘r de la pég. 41 vemos que esta también se ha-
ce més pequefla en cada punto a medida de que Vo ¥ v2' se hace
néds pequefla, es decir, a medida de que Xa Yy n, son més peque-
fios, lo que puede ayudar a explicar de un modo cualitativo el he-
cho de que en regiones donde el subsuelo es arcilloso rodeadas --

por regiones de subsuelo rocoso se sienten con menos intensidad -

laes ondas sismicas.

Otro caso de interés es aquel en que el cilindro estéd vacio,
en ese caso podemos anlicar un razonamniento cimilar al usado en -
el caso gencral para obtener la Rf que se refleja en la super--
ficic cilindrica, teniendo en cuenta que If debe satisfacer la
ecuacidédn (1) y que las condiciones a la frontera son exclusivamen
te, que en lo que respecta al vector de los esfuerzos g, se ve-
rifique la ecuacidn ('E'f)r= (dl)r_ = 0, ya que los despla
zamientos r.o deben sumar necesariamente 0 tenemos entonces que
las ecuaciones que nos determinan a Afm’ Dfm son las siguientes:

Al,o(leo(%) + 2py[0,1]") =—1A[_x1 ‘(’01 (“’a) + 2p,(0,1 )'—It

kla 2 ;
om0 53 10 1] + 2p) [-m,13") - Dy 2wy [m, 1
1
“A.a 2 , .t
- ol %t_‘}‘_% (2,1) + 20y (-m,1)°]
1



y B_,_.m vy Cfm son (O ai satisfacer un sistema de dos ecuaciones
Fy

homogéneas, siendo 2. ¢scerminante del sistema diferente de O.
Tenemcs pues en el casc de que el cilindro esté vacio una so

lucién determinada sin ambiguedad para la onda reflejada, y se --

puede demostrar que la solucibdn es dnica por el mismo proceso que

para el caso gcneral.

El d4ltimo caso particular que vamos a tratar es cuando el ci

lindro tiene una rigioez infinita, es decir, Bo = ™ o cuyo ca

so la onda incidente no hace mella sobre el cilirdro, y la presen
cia de éste, sblo provoca uvna onda reflejada ¢ dispersada; para -
conocer ¢sta onda Kf, se ve desde lusgo que debe de satisfacer

la ecuacién (1) y la Gnica condicior. a la frontera es que para --
r=a,l + . = a i cilindro no

y Kf)r=a (Ki)r=a 0 dado que la rigidez del

neruite que sufra deformacidn en la frontera, a la vez que permi-
te que la suma de los esfuerzos no tenga que ser necesariamente -
0. Las ecuaciones que determinan App Y Dfm son las siguien--
tes: N

Apo [0,17] = - iaA % (0,1) N

e
5
=
=
S
]
&U
5
B
T
L=t

|

oat™l (Lp,1) &
"1

. - — +1
-Afmyp,%] - Dop 5m,lll 2a1™ (m,l) éi

N Bfm y Cfm son 0 por satisfacer ecuaciones homogéneas cuyo

determinante del sistema es diferente de 0.
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Como caso particular de este dltimo caso tenemos el que ocu-
rre cuando p, = 0 osea cuando el primer medio es un liquido o --
gas sin rigide%,desde luego Dfm = 0 porque el vector Kf que -
es snlucidn debe ser irrotecionsl y por lo tanto Dfm que es coe
ficiente de la puarte csolenocidal, debe ser tal que esta parte sea

0.

Y en cuanto a las condiciones a la frontera, vemos que al no
tener rigidez el primer medio, la componente tangencial de -~
(Kf)r=a + (Ki)r=a no debe ser necesariamente 0 ya que siendo -
un medio sin rigidez puede sufrir una deformacidén tangencial al -
cilindro sin provocar una deformacidn tangencial del cilindro. -
Pero sigue sienco vdlido el hecho de que la componente normal de
1a suma anterior debe ser 0 porque en caso contrario deformaria
al cilindro, lo que no es posible por ser éste de rigidez infini-

ta. Asi pues: ilJJKf)r=a + (Ki)r=a] = 0 y se tienen las ecua--

ciones siguientes para el coeficiente Afm:

asl0,1] = - iA;,‘-"I (0,1) ¥
R m+1 w
-Ame-m,lj_ = 2A1 (-m,1) s
y la Afm obtenida de agqui nos da para Ké el mismo valor que -

por otros conductos obtiene el Morse "Theory of Sound", pég. 263
para la forma de la onda de sonido dispersada (scattered) por un

cilindro de risidez oo cuando sobre &€ incide una onda plapa.
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