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INTRODUCCTION.

El desarrollo actual de la Geometria Algebraica ha requerido 1la
introduccién de numerosos conceptos algebraicos, entre los‘ cuales fi-
guran los de anillos locales y semilocales .(W. Krull, C. Chevalley,
0. Zariski, S. Cohen).

El objeto de esta tesis es presentar una exposicién de la teoria
de los anillos semilocales.

CONTENIDO.

l.1. Anillos de series de potencias.

1.2. Anillos de cocilentes.

1.3,
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CONVENCIOPNES.

Debido a que todos los anillos considerados serdn conmtativos y
con elemento unitario, nos referiremos a estos sin mencionar dichas
propiedades. Ademds, alkhablar de subanillos de un anillo convendre-

mos en que sus elementos unitarios coinciden.



11.ANILLOS DE SERIES DE POTENCTIAS.

l.1.1. DEFINICION DE ANILLO DE SERIES DE POTENCIAS, Sea R un a-
nilloy X,,...,X, m indeterminadas. Formamos el conjJunto de simbolos,
llamados series de potencias,

F =2 a,

n, .
. X, ceeX,,

RN, P

donde las a son elementos de R. Dos elementos, Fy F'= 2>  a, .

n n
Ny pso” d

X;...X"; son iguales si y sélo si 8y n = 8hiin, o
Definimos las operaciones de suma y producto de la sigulente ma-
nera:

P+F=2 ay. . ..X;...X03 siendo

yrereNg®0

” ’
a 4+ a

— .
Mooy, = Moo Ny, Neee Ny 9

FP=2 ay . . . X'...Xn; con
™

Mr3Nm= O Mmoo m

res e o @ E ’
an_..-n'.: Z a”| a Voo Vm ®

Previe g Pnt Ui 1M

a

De esta manera se obtiene un anillo que designaremos con RiX,,...,
X} ¥ que se llama el anillo de series de potencias en m indetermi-
nadas, sobre R.

Claramente se ve que Ri{X,,...,X,]} contiene (isomérficamente) al
anillc R como subanillo. Ademds, una serie de potencias F es igual
a cero siy sélo si a,.., =0.

Otra notacién frecuentemente usada sera: F = i F, con F, =
k=0

=ZT-+---M-3‘ ..,...,,“x:'...x:; es decir, con F, - polinomio homogéneo de
grado k.

l.1.2. Designaremos con .% el ldeal genmerado por X,,...,X, en

RIX,,...,X.}-
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De aqui resulta que
#=tF=LR|FR=0stk<dl={F=2F,].

Si definimos ademds x°= R{X,,...,X,}, resulta la siguiente pro-
piedad importante: si F es una serie de potencias distinta de cero,
existe un nGmero d tal que F ¢ x'y F ¢ x*.

De esta propledad resulta que Q x" = (0) y ademis que dado es-
ta F distinta de cero, existe un polinomin homogéneo de grado d tal
que F - F, ¢ x?*, El polinomio homogéneo F, se llama forma inicial
de F y queda determinado univocamente. Su grado, d, se llama grado

inicial ‘untergraden) de F.

1.1.3. TEOREMA. Si el anillo R es Noetheriano, RiX,,...,X_ } es
también Noetheriano.

Sea a # (0) un ideal arbitrario de RiX,,...,X,} y a* el con-
Junto formado por las formas iniclales de elementos de a ¥y el poli-
nomio cero. Demostraremos primero que a* es un ideal en el anillo de
polinomios R[X,,...,X ]. Sea a* el ideal gemerado por a* en dicho
anillo. Entonces, por ser R{X,,...,X, Noetheriamo, a*’ tiene base
finita que podemos suponer consta de elementos de a*. Sea entonces
Al,...,A} dicha base, con A; - forma inicilal de A ;¢ a y supongamos
que gr.A} = d;. S1 A® es un polinomio de a* distinto de cero, enton-
ces A* =2 BjA],y si A" es de grado 4, podemos suponer que gr.B;
=d-d (Bj=0 sid<d;). Entonces A" es forma inicial de A=ZAB,
y por ser a ideal, A ¢ a , de donde A" ¢ a* es decir, a*= a* .

Se demostraré ahora que A ,...,A, @3 una basede a . Sea C un
elemento arbitrario de a . Definimos r sucesiones (C,},...,{C,} por

induccién. Hacemos C;,= O. Suponemos definidos C;, k < n - 1. Si la



1.1 3

expresién

() c - kf_o 2 Coh,

es igual a cero, definimos C;,=0, i=1,...,r. S1 es distinta de ce-
ro, debido a que la expresién (1) estd en a s tiene su forma inicial
en a' y la podemos expresar como é CinA,' con gr.C; = e - d; (Ci“=0
si e, <d; ),donde e, es el grado de dicha forma inicial. Asi quedan
definidos Cj,. Ahora bien, si para alguna n (1) es igual a cero, C=
(iclk).ltl . Si para toda n (1) no se anula, tenemos que la expre-

| kaO na v

sién C -2 2 “Cudi € xy ¢ x™*. Ademds, como C -2.2 CA; = (C -

k=0 =0 3=t
-ziq.‘a ) - (ic,...m) y las dos dltimas expresionmes encerradas en
paréntesis tienen la misma forma inicial resulta que C - c,.A,

=0 [}
de donde x"C x“"”(estrictamente) , 1lo que im-

x

estd contenido en x°*",

pl:l.ca e,,>e, y e,— <, Entonces, debido a que (\ " =(0) y que C-
-ZZ Chh; & x? ', resulta C —?_:_(ic”,)A,, con lo que queda demostrado

hkeo 121 KeO
el teorema.



l12.,ANILLOS DE COCIENTES.

1.2.1. Sea R un anilloy S un subconjunto de R no vacio, ce
rraco multiplicativamente y sin divisores de cero. Consideremos el --
conjJunto de'cocientes” a/b con ae€ R, be S, Dos elementos a/by
a’/b’ son "iguales- si y sélo s1 ab’=Dba’. Esta relacién de equiva-
lencia nos determina una particién del conjunto de cocientes en cla-
ses. Sea Rg el conjunto cuyos elementos son estas clases (general-
mente escribiremos a/b refiriéndonos a la clase de la cual a/b es
un representante), Definiendo en Rg las operaciones

a/b +a’/b’=(ab’+ba”)/bb’

a/bea’ /b’ = aa”/bb” ,
Rg resulta un anillo y ademfs Rg contiene a R (isomorficamente).
El anillo Rg se llama anlllo de cocientes del conjunto S respec-
to a R, o simplemente anillo de cocientes cuando,no haya lugar a con

fusién alguna.

1.2.2, LEMA. Si a es un ideal del anlllo R, entonces (a NR)Rg
es 1gual con a .

Sea a/bea,aeR, be 5; a= b(a/b) estd en aNR; de aqui ,
b-(a/b) (1/b) = a'/b e (anRB) Rg. Es decir, a =(aNR) Ry, y como 1la
inclusién inversa es inmediata, resulta el lema.

1.2.3. COROLARIO, Si el anillo R es Noetheriano, Rg es también

Noetheriano.
Sea a un ideal arbitrario de Rg.La base finita del ideal de R,

aNnR,es al mismo tiempo base para el ideal extendido (aNR) Ry.

1.2.4. LEMA, Sea p un idea] primo del anillo R _y g un pri-

AN



mario asociado ap . a). S

i § b).

PN S#@, entonces pRy= qR; = Rs.
pNS=¢, entonces pR, es primoy ¢R, un primario asociado.

B[

tiene ademis qRNR=14.

a), Sean a/be€Rg (a€ R, b €S)y x un elemento de pNS. a/b
lo podemos escribir como x-(a/bx) conxe p y a/bxe Rs, de don-
de se sigue que a/b € pRy, y de agui que Ry = pR;.

Este mismo razonamiento demmestra que gR, = Ryy sl vemos prime-
ro que PNS *+ ¢ implica aNS¥ @, Esto dltimo resulta de que si
xepPNS, xeq y en 8.

b). Demostraremos primero que en este caso p Ry ¥ 4R, son dis-
tintos de Ry. En efecto, si 1 estuviera en pRy, 1 serfa igual a
a-(b/fc), con aep,beR, ceS;deaqui,ab=cecpP ¥y cedNS
contra la hipétesis. Ademds, como q< p»p , 9R, = PpR;, de donde tam-
bien qRg# R,.

9R, es primario: Sean a/b y a’/b” elementos de Ry. Suronga-
mos que (a/b)(a’/b’) estd em qRg, pero a’/b” mo (a’¢ g). Enton-
ces hay un elemento c¢/c”° (ceq, ¢"c S) tal que aa’c’=bb’ce g.
Como c”¢ p (por estar en S), aa’e g , de donde afe g para algu-
na ¢,y (a/b)f egR,.

El mismo argumento prueba que PpRg es primo.

Ademds, qRs es primario de PRy ya que 4qRy< PRy y dado a/b
de pRg , existe ¢ tal que a'e q , es decir, tal que (a/0)} estd en
9 R,.

Sea finalmente ae qR;NR; a = b/c (beg, ce S) y de agui,
ac=be g, de donde ae g ya que c¢ P . Esto demmestra que q =2

a9 RN R y como la inclusién en el otro sentido es obvia, se sigue
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que g =gR¢NR.

1.2.5. LEMA, Sea R un anillo Noetheriano y a= q‘n...f\qh una re-
presentacién irredundante de un ideal a de R en primarios. Si p,,...r
p, son los_ideales primos asociados y

pNS =@ para 1i=1,...,h,

pPS+ @ para i=h#l,...h,
entonces &Rq= 11‘115,(\---(“]"‘3s es una representacién irredundante de
aRy en primarios.

Como aggN-..--Ne,, aRs<9 RN .- Na,Rs.

Inversamente, si1 a es un elemento de ¢ LRJ\--- f\q,‘.Rs , entonces
para 1=1,...,h, a=b;/c‘; (b;jeq9;, c; € 8). S1 1i=h+1,...,h,
WNsS*P (ver demostracién de 1.2.4.); sea c; un elemento de qN S,
81 e¢=w¢, - ¢,ChrC,, resulta que a =b/c con b=D, --"bye ¢,
¢4, de donde ae€ aRg.

Ademés la representacién es irredundante ya que 31 para alguna k,
%Ry estuviera contenido en la interseccifén de los restantes, debi-
do a que g, = quSI\R , gy resultaria contenido en la interseccién
de los restantes 4;, contra la hipétesis.



1.3.

Los lemas de este pdrrafo son de cardcter algebraico y de ellos

se hard uso mids adelante.

1.3.1. LEMA. Un dominio entero (conmutativo) R con condiciones
minimas es un campo.

Demostraremos lasolubilidad de la ecuacién xa = b. Formando 1la
cadena descendente de ideales, Ra =2 Ra*=2 ..., se tiene, para alguna

mael

m, que Ra"= Ra""'de donde, ba™ = ca™" y de agui, b = ca.

COROLARIO. En un anillo R con condiciones minimas, todo ideal
primo p es miximo.
Aplicando el lema anterior, resulta inmediato.

1.3.2. LEMA. La suma (no necesariamente directa) R = Rg4 --- +R,
de o- médulos con condiciones minimags es un o - médulo con condicio

nes minimas.
Para la demostracién ver (1), pidg. 13.

COROLARIO. 81 © es un 4lgebra (finita) sobre un campo y (0)=
9N ---Nq, es una descomposieién irredundante del ideal (0), enton-
ces C=6G,e@ @06,con G;=G/q;. (Ademds, G; =G ¢ con &5 = 8y ).

Por lo antes demostrado, © satisface la condicién descendente de
cadena y por lo tanto, todo primo es mdximo, de donde, los primos a-
sociados a (0) son sin divisores comunes. Esto implica que también
los primarios lo sean, de donde (0)= 4,--- 9, y de aqui que (ver (7),
pdg. 39) G/(0)=C@-- 96, eon G; = G /4;.

COROLARIO. 81 G es un 4lgebra (finita) sobre un campo, el nfme-
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mero de ideales primos de & es finito.

En efecto, todo ideal primo en G es divisor de algtn primo aso-
ciado a (0), por lo tanto, ya que todo primo es miximo, coincide con
él.

1.3.4. LEMA, Para gue un anillo Noetheriamo satisfaga las condi-

Su vez méiximo.

La condicién es necesaria por el corclario 1.3.1. Es también su-
ficiente ya que entonces (0) se descompone en producto de ideales
primarios sin divisores comunes. De aqui, el anillo resulta suma di-
recta de anillos primarios cada uno de los cuales satisface las con-

diciones minimas.

1.3.5. 81 R es up subanillode R y R° un R - médulo finj-
to, se tiene:
a) 81 & es un ideal arbitrario de R’ y a = ahR, entonces

R°/a", y R°/a” es un R/a - médulo finito.

ideal arbitrario de R, R’/a R’ es un 4lgebra

R/a es subanillo

E 15

b) Si a es
sobre R/a .

ideal primo maAximo en R°, p = pNR, es primo mf

c) 81 »p’ es

16

ximo en R, ¥

d) el nimero de ideales primos em R” gque contienena p es
finito.

a) Evidentemente, R°/a’2 a’+ R /a’% R/a y si R’=7 Rx;, re-
sulta R’/a’=2_ R/a (xi+ p°).

b) Definiendo la ley de operacién externa (a+ &) (x; + aR’) =
= ax; + aR’, R"/aR’ resulta un R/a - médulo finito con X3+ &R’
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como base. Directamente se comprueba que es 4lgebra sobre R/a .

Antes de dar las demostraciones de ¢) y d) veremos 1los siguientes
lemas:

1.3.6. LEMA. Sea R un anillo Noetheriano sin divisores de gcero
Y R’ un anillo gue contiene a R gcomo subanillo y gque es un R - mé-
dulo finito. Entonces, si a es un ideal de R distinto de R, aR’
es distinto de R’.

Sea y. =1,¥, y.--,¥n una base de R’ respecto a R; del conjun-
to de subsistemas de ésta, linealmente independientes y que contengan
all, elegimos uno mdximo, digamos X, = 1,X;,e.e,Xy. Existe en R una
c# 0 tal que cye 2 Rx;, es decir, tal que cR’ & Z_Rx;. Entonces
ca"R’c 2 a™x;. Sea ¢=7 ¢,X; con ©G;,en 2" . Si aR’ fuera igual
a R’, por ser las x; linealmente independientes y x,= 1, se tendria
¢ = c,,, de donde, ¢ estaria en &7 para toda n. De aqui que Qa“;& (o)
¥ por lo tanto (ver 4.2), existiria am1l (a) tal que a = 0, por
lo que a coincidiria con R contra la hipétesis.

1.3.7. En el lema anterior puede omitirse la condicién _de ser R
sin divisores de cero. =

Serd suficiente demostrarlo para el caso en que a= p sea primo,
debido a que todo ideal estd contenido en algdén primo.

Sea (0)= q,N:--Ng, una descomposicién irredundante de (0) en
ideales primarios y p,,...,p, los primos asociados. Entomces p con-
algin p; , digamos p, . Demostraremos ahora que pR°NR = p.'\ coin-
cide con p; . Sabemos que 4:p,%49, , de donde, (q,:®)N QN ---NG#
(0); sea ¢ un #lemento, distinto de cero, de esta mtefseccidn; c ¢
g, ;cp, = (0); cp/ = (0). Si existiera un elemento a de P, tal que
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ag¢gp entonces ca=0 € p de donde c¢ estaria en »,, lo que mno
ocurre. Como p;= », queda demostrado que »,= PR°N R. Por 1.3.5.a)
podemos aplicar 1.3.6. al ideal p /p, del subanillo R/p, de R’/pR’
de donde resulta p R‘#Rj; q.e.d.

Pasamos ahora a la demostracién de 1.3.5,c) y d).

c) Como R’/p’ es campo, por a) y 1.3.7, los Gnicos ideales de
B/p son (0) y (1); en efecto, si &/p es un ideal de R/p dis-
tinto del total, su extemsiém a/p-R°/p”3 R°/p’, de donde es igual
a cero; por lo tanto! a/p =(0). De aquf que p sea méximo.

d) Se sigue inmediatamente de b) y el corolario de 1.3.3.



SUCESIONES NULAS DE IDEALES.
ANILLOS-m.

2.1. DEFINICION, Una sucesién { a,}] de ideales de un anillo R se
llama sucesién pula si a,=282..y dlﬁ(o)-

Dos sucesiones nulas f{a,] y }a;} se llaman equivalentes si to-
do a, contlene algtn a; , e inversamente, todo aj, contiene algln ag.

2.2. Como es bien conocido (ver (2), L III, parr.l y 5), dado un
conjunto cualquiera (no vacio) de ideales de un anillo R, existe una
y solamente una topologia en R compatible con la estructura de ani-
llo, para la cual dicho conjunto sea un sistema fundamental de vecin-
dades de cero. (En efecto, las condiciones loc. cit. (GV/), (GVn'),
(GVy) v (av,), (AV,) se satisfacen automdticamente por ser el conjun-
to de ideales.)

En este anillo topolégico el conjunto {u + a,} es un sistema fun
damental de vecindades del punto u,

El anillo topolégico es separado‘ o de Hausdorff si y sdlo si el
conjunto (0) es cerrado, lo que equivale,evidentemente, a que énﬁ
(0), lo que sucede cuando el conjJunto de ideales elegido es una suce-
sién nula.

Ademds, como esta topologia satisface el primer axioma de numera-
bilidad (es decir, que todo punto tenga un sistema fundamental de ve-
cindades numerable), es suficiente trabajar con sucesiones.

2.3. Una sucesién de R, {u,} se 1lama de Cauchy si u,,-u,€ amm
con m(n)— o,

u=1limu, si u,-u < a,meon m(n) —eo,

2.4. Dos sucesiones nulas de ideales definen en R 1la misma to:



Y

pologia si y sélo si son equivalentes. Esto se sigue de la definicién

le sucesiones equivalentes y del criterio de Hausdorff.

2.5. DEFINICION. Un anillo Noetheriano con la topologia definida
a partir de una sucesién nula de ideales { a,] se llama anillo - m
si dicha sucesién estd formada por las potencias del ideal m de R,
es decir, si a,=m" (suponemos generalmente que m°= R).

2.6. 51 R es un anillo - m, de aqui en adelante consideraremos,
sin pérdida de generalidad, que m es interseccién de ideales primos.
En efecto, si m’es el radical de m, (*) m" o2m ym o> m’', es de-
cir, las sucesiones {m" y {m’"} son equivalentes, y al considerar
R como m’- anillo no alteramos la topologia.

2.7. Sabemos que una topologia definida como en 2.2 es distinta
de la discreta si ninguna interseccién finita de ideales del conjun-
to se reduce a cero. En el caso de los anillos -m la topologia no se

rd discreta si m = (0).

(*) F1 radical de un ideal m es el conjunte de todos los x de
R tales que elevados a alguna potencia estdén en m ., Otra definiciém
equivalente es: el radical de m es la interseccién de dlos ideales
primos aislados de m. S1 R es Noetheriano y m” el radical de m ,
existe o tal quem’‘ecm .



3.COMPLETACION DE UXN ANILLO-m.

Sea R un anillo -m y m = Ra+--+Ra,. Construfmos el anillo

de series de potencias en m indeterminadas RX,,...,X,] ¥y el ide-

m

al x generado por X,,...,Xym en R{X,,...,X,l-

Para toda serie de potencias F = iFk (F\ - forma homogénea de
grado k) definimos we

u,(F) =§°Fk(a,,...,am) € R.

Las sucesiones (u,(F)] son de Cauchy, cualquiera que sea F, ya
que Up,- uy,=F,(a,,...,8,) € m"'Sea n el ideal de R{X,,...,Xm}
formado por las series de potencias F tales que 1lim u,(F) = 0. De-~
finimos ahora

R'= R{X,,eee,Xmi/ n &

R* contiene a R como subanillo:

En efecto, RN n=(0) ya que si O0# F,e¢ R, u,(¥,) = F,# 0, de
donde F, no estaria en n. De aqui, R*2R+n/n & R/RNn= R,

S1 definimos m*=x +un/n, R* resulta un anillg - m?

Por 1.1.3 R{X,,e..,Xm} ©s Noetheriano por lo que también R* lo
es. Ademds {m*®"} es una sucesién nula por serlo {x"} (ver 1.1.2).

También resulta que m*=mR*; X;=a; (m) ya que u,(X;- a;) =
aj-a=0 si n >0, y esto demuestra la férmula, puesto que m* es-
td generado por las clases X,+ Ny..., X,+% ¥y mR* por a, + n,...,
an+n,

R* es completo:

Sea {u,} una sucesién de Cauchy en R®, U,.—ue m%"), m(n)— .
me Entonces lim u,=u, + (z_'_v,-;- n) :
u, i(v +n)—ZV ZV,+n_ZV+usx+n/u

(ya que podemos suponer m(n) creciente).

Sea Uz-u,=V 4+t con V,ex



R es subespacio de R":

Esto resulta inmediatamente de la férmula m*'NR = m" cuya demos-
tracién es:

Sea x em*'Nn R; entonces x es una clase residual de un elemento
F de x"; x-Fen ypor estar ademds x en R, u,(x -F) es
igual a x - u,(F); de aqui, dado n, existe N (suponemos N > n)
tal que x - u,(F) € m"; entonces, debido a que F estf{ en «x",
u,(F) = ka e m) de donde x e m"., Demostramos que mM*NRsm" y
como el inverso es obvio resulta la férmmla.

R es denso en R':

Dado un elemento u="PF +n de R", existe en R 1la sucesién
{Zka(a.,...,am)} que tiene a u como limite; en efecto, F + n-
-Z;Fk (a) +n = irk(x) +n - iFk(X)+n = ;Fk(x) +8 € X" 4n/n.

De esta manera queda demostrada la primera parte del teorema si-

gulente:

3.1. TEOREMA. S4 R es un anillo - m, existe un anillo - m*, R’,
con m*=mR) completo, que contiene a R como subanillo y subespacio
Y en el cual R es denso. Si R es otro anillo con las mismas pro-
pledades de R*, entonces \R‘ ¥ R, son isomorfos.

A1 m'- anillo R* 1lo llamaremos la completacién de R, conside-
rado como anillo - m, o simplemente la completacién de R, cuando no
haya lugar a confusién alguna.

la segunda parte de este teorema resularid inmediatamente del teo-

rema mis general 3.3, pero antes demostraremos el lema

3.2. LEMA. Sean R y R, anillos - m y m, respectivamente y



supongamos que R es subanillo de R,. Entonces R es subespacio de

\}

R, siysélosi mgm g m/NRecm™ con m(n) — eo.

R es subespacio de R, siy sélo sl las sucesiones nulas m oy
{mfN R} son equivalentes. Evidentemente, las dos Gltimas condiciones
del teorema garantizan la equivalencia de-éstas., Inversamente, si las

§

)
sucesiones son equivalentes, m;‘nR-gm""' y mcm* para alguna k, pe-

ro por ser m interseccién de primos, m < m,.

3.3. TEOREMA. Sean R y R, anillos -m y m, respectivamente,
Y R', R] sus correspondientes completaciones. Si1 R es subanillo
Y subespacio de R,, R* es subanillo y subespacio de Rj.

Por 3.2, m =m, y del hecho de que los anillos sean Noetheria-
nos se sigue que s1 m=Ra,+... +Ra,, podemos hacer m;= R,a,+.-+R, 8t
+--+R,aym, (m,» m). Entonces tenemos R(X,,...,X,! S RiX,,...,X,}
como subanillo. Pero si Fe&n , u,(F) e m™” resulta que  u,,(F) e« m ")
F € m . Y de aquf, debido a que R*=R{X,,...,Xy /0 ¥ R{=R(X,,...,X}/n,
resulta que R* estéd contenido en R} como subanillo.

R* es subespacio de R} debido a que R* es homeomorfo con 1le

eerradura de R en el espacio topolégico BR;.

3.4. TEOBEMA. Sea R un anfllo -m y S el conjunto de los

ele-
mentos s de R que son congruentes con 1 médulo m . Entonces el
las

anillo de coclentes Rg es un anillo -M con #M = mRg. Ademds,

completaciones de¢ R y Rg coinciden.
Como se vié en 1.2.3, el anillo Rg.es Noetheriano.
Sea ahora a/s un elemento de M" (ae€ R, s € S). De la defini-

4

clén de 1 , a/s =a“/s’ con a° en m"y 8’ en S. De aqui, as=



=sa’ y s’=1-Db con be m,. Por lo tanto a=ab (m"), abs=
ab* (m",..., ab™'=abi(m') y a =abi(m), 1 =1,2,... Para i=n
tenemos a =0 (m") ya que b"em", Es decir, si1 a/s ¢ Qu", ae
Qm": (0), de donde a/s=0 y {M"} es una sucesién mila.

S1 en el razonamiento anterior suponemos ademds que a/s estd en
R, resulta que a/s estd en m , es decir, M"NR = m" 1o que demues
tra que R es subespaclo de Rg.

Por el teorema 3.3 serd suficiente demostrar que R es denso en
R g para que quede demostrado 3.4, lo que es evidente ya que si a/s

es un elemento de Ry, a/s =a 4 am + an*+.-- con m=1-3 ¢ m,



4. IDEALES EN LOS ANILLOS-mM

4.. LEMA. 81 M es un subconjunto arbitrario del m - anillo R
Y M denota la adherencia de M en R, se tieme:
00
= (MM+ m").

En efecto, x es adherente a M siy sélosi (x+mw)NM+#¢& pa-

ra toda n, lo que equivale a que x esté en M + m" para toda n, es

decir, a que x esté en Q M +m").

4.2, LEMA. Si a es un ideal arbitrario de un anillo R, las dos

gondiciones gque siguen son equivalentes:
a) 8i x=1 (a) entonces x no es divisor de cero en R.

b) ﬁa“: (o).

LET)

a) implica b): Sea =C\‘a" y na=gN..Ng,una descomposicién
irredundante del ideal na en primarios. Designaremos con P,,...,P,
los ideales primos correspondientes. Si para alguna 1 fijJa ag p,, co
mo wacgq; resulta ne=q; ; si asyp; , existe k tal que a*g g,
y como n g a* » Wsg;; es decir, en ambos casos n ;. De aqui re-
sulta ngq;, i=1,...,r, de donde n=na.

81 n,,...,n; es una base del ideal n , por el resultado anterior
tenemos ni=Za;sn3 con a ¢ & . De aqui resulta Z(éﬁ-a;j)ng = 0,
1=1,...,s.81 §=1-lay,&&=1(a) ycomo én;=0, a) implica
n;=0 para toda i, de donde, n = (0).

b) implica a): Suponiendo que existen elementos a de a y b
de R tales que (a + 1)b =0, tenemos b = -ab, -ab =(-1)%a?b,...,
(-1)"'a™d =(-1)"a"b, de donde b =(-1)"a"b ¢ a" para toda n. De
aqui resulta ma" #(0).



4.3. TEOREMA. S1 a es8 un ideal arbitrario de un wm- anillo R,

las cuatro siguientes condiciones son equivalentes:
a) a esun conjunto cerrado.

b) a =A(a +u").

c) S1 s =1 (m), entonces a:(s) =a (es decir, s es primo re
lativo de 2 ).

d) p+ m = (1) para todo ideal primo p de a.

3.1 demuestra la equivale;xcia de a) y b).

b) y ¢) son equivalentes: Formamos R =R/a y ®m=m+a/a.
Entonces b) equivale a que en R, ﬁﬁ“=(5). Ya que la condicién de
ser ¥ m1 () se cumple debido a que s =1 (m), f\ﬁ" es igual a
cero si y sélo si1 (0):(s) = (0), es decir, si y sélo si (a):(s) es
igual con a,. ’

c) es equivalente a d): Suponiendo d), si s es un elemento de
R congruente con 1 médulo m entonces s no estd{ en ningdn ideal
primo de a , de donde se sigue que a:(s) =a . Inversamente, si algtn
ideal primo p de a es tal que p + m =(1), existe s de p tal

que s=1(m) y s. no es primo relativo de a .

4oh. COROLARIO. S1 R

"es un anillo -m completo, todo ideal de R
es cerrado. '

En efecto, en un anillo - m completo todo elemento s congruen-
te con 1 mbédulo m es primo relativo de cualquier ideal: sim =1l-s
m estien m, s=1-m y x=1+m +m*+---(contenido en R por
ser éste completo) es inverso de s, es decir, s es unidad en R de
donde a:(s) =a.
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4.5. TEOREMA. Sea R un anillo - m y R" su completacién., Si &
Yy a* designan la adherencia de un ideal a arbitrariode R en R

¥ R" respectivamente, se tiene:

i+ = aR"
¥ = aR'NR.

Por ser R* un m*- anillo completo aR’ es cerradc y como a
esti contenido en aR) su adherencia 7T también lo estd{. Inversamen-
te, sea x* un elemento de aR". Si a,,...,2, €s una base de a en
R podemos eseribir x* =a,x}+--+a.x: con x; en R". Ademds, x% =
lim x;, con Xx;,en R, y dado k existe n tal que xj- x;,,em“,‘ i=
=1,...,r. 51 hacemos x,=a,x,.t---+a,x,, se tiene x"=1lim x, con

X,en a , de donde x* es adherente a a en R".

La segunda férmula es una consecuencla inmediata de la primera.

4.6. TEOREMA. Sea R un anillo - m, a =q,ﬂ-~ﬂqh una descompo-

sicién irredundante del ideal a en primarios y v,,...,p, 2L1os pri-
mo

s asoclados. Si

p+m + (1) para 1=1,...,h,
r pi+ m = (1) para i =h+1,...,h ,
entonces T = g,N :-- Ny, .

81 1= h+1,...,h, existen elementos s; de p; tales que s;=1
(m). Entonces %= 0 (4q;). S1 hacemos s =[ls, resulta s =0
(qh,f\“-f\qh) y s=1(m).,

Sea b =q.f\---f\qh.y X unelementode b.S1 3 -1=me m en
tonces xs=x -xmea, dedonde x=xm (a), m=mxm?® (a),... ¥
x=xn" (a).Y como xm"=0 (m), resulta que x esté en a +m"

para toda n, es decir, x €F. Quedé demostrado que b g 7. Inversa-



mente, como b satisface 4.3 d), b es cerrado y por estar a= b re

sulta a = b.

4.7. TEOREMA. Si en un m - anillo, R, a = p,N-+Npes una inter-

seccifén de ideales primos divisores de m, entonces el ideal extendi-

do aR® es igual a PN---N p, donde p; = pR* son ideales primos en el
anillo R’.

Primero demostraremos que si x*=1im x; es un elemento de R"* en
tonces x" € aR” siy sélo si x,€a. Como a=m, F\(a+m")=a, de
donde a = aR"NR. S1 x,estd en a, com m"ca y x,.- x,em™) re
sulta que x,ea, de donde x'estd en la adherencia de a en R, es
decir, x* estd en aR”’. Inversamente, si x*e¢ aR®, x*=limy, con
¥ contenido en a; entonces x,=my,(m) si n>-n, y también x,=
yn(a) de donde x,ea y debido a que x,- X,e m"c a, resulta que
X, estd en a.

Ahora podemos ya demostrar que la extensién p*=pR" de un ideal
primo en R, divisor de m, es un ideal primo en R®*. En efecto, si
x*y*=0 (p") y ¥y'#0 (»") entonces x,5%=0 (p) ¥ ¥o#tO0 (p) de
donde x,=0 (p), es decir, x*=0 (p*).

Finalmente, x*¢aR® si y sélo s1 x,ep;, 1 =1,...,h, lo que equi
vale a que x*epR' = p!, de donde aR'=piN.--N pl

4.8. COROLARIO. S1 en el m- anillo R m=p,NwNp,, con p; ide
ales primos. entonces en la completacién R’, m*=mR°® eg igual con
piN .- Npy, donde p;=pR* son ideales primos de R". Ademds, piNAR
es igual a ;.



5.ANILLOS SEMILOCALES GENERALIZADOS.

Designaremos con & 1la interseccién de todos los ideales primos

méximos del anillo R. k se llama en nGcleo de R.

5.1. DEFINICION. Diremos que un m - anillo R es semilocal ge-
neralizado si m es distinto del ideal nulo y estd contenido en el

——— e e e

micleo & de R.
De aqui en adelante supondremos siempre, sin enunciarlo, que m
es distinto del ideal cero puesto que si m es igual a cero la topo-

logia es discreta y la completacién es trivial.

5.2. TEOREMA. S1 R es un anlllo - m las siguientes condiciones
son equivalentes:

a) R es semilocal generalizado.

b) Siun elemento s de R es =1 (m), entonces s es unidad.

¢) R =Rg (como antes, S denota el conjlunto de los elementos s

de R gue son =1 (m)).

d) Todo ideal de R es cerrado.

a) implica b): Sea s € 8; entonces s no estd en ningin ideal
primo midximo ya que mek P;r consiguiente s es unidad (si no lo
fuera, SR # R, de donde SR estaria contenido en algtén ideal primo
médximo, lo que contradice la hipétesis).

b) implica a): Sea p un ideal primo méximo., Si p + m fuera
igual a (1), entonces p contendria un elemento s congruente con
1 (m) lo que es imposible ya que por b) s es una unidad.

b) y ¢) son equivalentes: S1i R = Rg evidentemente vale b). In-

versamente, s1 R tiene la propled3d b), todo elemento de S5 es uni



dad, de donde R resulta igual a Ra.

¢) equivale a d): La férmula T = Rga NR nos dice que si Ry
Ry son iguales, a y su adherencia también lo son. Supongamos ahora
que S es un elemento de S; entonces s es también =1 (M), de
donde s es unidad en Ry ¥y sRy = Rgz. Por d) y la férmula antes men

cionada se tiene sR =sR‘R,N R =R, es decir, s es unidad en R.

5.3. COROLARIO. La completacién de un anillo - m es un anillo se

milocal generalizado.
Se sigue inmediatamente de 4.4 y la condicién d).

5.4. TEOREMA. Sea R un anilio - m semilocal generalizado Yy
R* su completacién. La correspondencia a —esa* =aR® es biunivoca
entre los ideales de R gue dividen a m y los de R’ gue dividen

a m*, S1 a* es el correspondiente de a=2m, R/a es isomorfo a
R*/ a*.

Por 4.2.d) a =aR* N R, de donde la correspondencia mencionada
es blunivoca entre los ideales de R y sus imigenes, Si a =2 m, en-
tonces a&*22m*_, Inversamente, si a® divide a m* demostraremos quesi
@*NR es igual con a (que desde luego divide a m ), a se proyecta
en 1", es decir que a*=aR*. Dado un elemento x* de R" existe x,
en R tal que x*=x,(m*) =0 (a*). 51 ademds x* estd en a*, x,
estd en a*NR =a. De aqui que a*<ca+mR",

La segunda parte del teorema resulta de que R + a‘*= R* (debido a
que dado un elemento x* de R, existe x en R tal que son congru-
entes mbdulo a¥). Entonces R*/a®* 2XR/RNa* = R/a.

Tenemos ahora el siguiente corolario:



5.5. COROLARIO. La correspondencia a— aR* induce una corres-

pondencia biunivoca entre los ideales primos mdximos del m - anillo

|semilocal generalizado

R y los de su completacién.

5.6. COROLARIO. S84 & es el micleo del m - anillo semilocal ge-~
neralizado R, &R' es el ndcleo de su completacién.

Ambos corolarios son consecuencias inmediatas.

5.7. TEOREMA. S1 R es un anillo -m y xR =R una imagen ho-
homomorfa de R, entonces:

a) 84 v'(0) =n, n es cerradoen R siy sélosi R es

(3

anillo - W con M = wm .
b) 81 n no divide 8 m y todo ideal primo mdximo gue divida

a

n, divide 8 m entonces R es un M - anillo semilocal generali-
zado, e inversamente.

¢) S1I R es completo, R también lo es.

a) Como TYF") = n+m", ﬁﬁ":((')') si y sélo si ﬁ(n +m")=
=n, es decir, si y s6lo s1 n es cerrado.

b) 81 m no es nni;ti.plo de n entonces M #(0). S1 todo ide-
al primo mdximo, divisor de n 1o es de m, ya que los ldeales pri-
mos mAximos de R son imdgenes de los primos méximos de R divisores
de n, resulta que W & & . Inversamente, si tememos (0) # W<k ,n
no es divisor de m. Ademés la imagen de un ideal primo miximo, divi-
sor de n , de R, contiene a W, por lo tanto divide a m.

¢) Sea {X,] una sucesién de elementos de R tal que X,- X,_ ¢

—min

W' . Entonces aiste v, en m""

tal que tv,=X,.- X, . Sea X, la 1-
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magen de x,; hacemos x“=x,+gv;; {x,} es convergente en R ya
que v,em™") de donde tiene un limite x en R. Entonces 1lim X,=
=7Tx ya que 'ix,,='cx._,+t.v.‘ =X X Xy FX T - X, T =X TX -

h
- !'°=f“.: ¢



6. ANILLOS SEMILOCALES.

6.1. DEFINICION. Un anillo - & ,R, se llama semjlocal si el ntmero
de ideales primos miximos es finito.

Entonces, s8i p,,...,P, son los ideales primos maximos de R se
tiene & =pN--- Np=1p - p,

6.2, TEOREMA. S§ R es un anillo semilocal y & es un ideal de

R distinto de R, entonces R/a es semilocal. 81 R es completo,
R/a es completo.

Sean p,,..., b, los 1deales primos mdximos de R que dividen a a
(h,> 0 ya que todo ideal estd contenido en algtin ideal primo méximo).
Entonces los ideales primos méximos de R/a son precisamente py/a ,
i=1,...,h,, es decir R/a es un &- anillo semilocal con T:p,/a...
Po/ 8 .

La segunda parte es consecuencia inmediata de 5.7 ¢).

semilocal.
Se sigue de 5.5.

6.4. LEMA, 84 R es un anillo semllocal ¥ P,,...,», los ideales
primos méximos, dados h elementos &,,...,a, d¢e R y el nfmero n,
el sistema de congruencias x = a;(p}) tiene solucién en R y Gnica
médulo &".

si aa=|5]v5 entonces & + p; =(1), de donde existe e;=1 (p;),
con e;e¢ a; . Formamos e;,=1 -(1 - e{). Se tiene ¢;=0 Su}') y en=1
(»]) (lo primero se sigue del desarrollo ejp=1 - 1+ e/'--.-, y lo
segundo de que ej- 1= 0 (p)). De aqu{ x=/ a;en=a; (p"), es decir,



Zaie;,, es solucién,

S1i suponemos ahora que x’° es otra solucidén tenemos que (x - x°)-
Z_ein=0 (&") de donde ein-1=0 (p}), es decir, 7 e;, no esté en
ningén ideal primo mdximo. Esto implica que Zei,. es unidad, de don-
de x=x" (&"), q.e.d.

6.5. TEOREMA. Sea R un subanillode Ry R’ un R - médulo fi-

nito. S1 R es semilocal, R° es semilocal. Ademds si R es comple-
to, R” tambiém lo es.

Sea {p‘, {aq €1 conjunto de ideales primos maximos en R’. Por 1.3.
5 ¢) la relacién p(n R = p, define una particién finita del conjun-
to de {ndices I =I,U---VUI,, con pi=2p, 81 ie I,. Por 1.3.5 d) I,
es finito para toda k, de donde R’ es semilocal.

Sabemos que R/& es isomorfo con la suma directa de los campos
R/p; (ver (7), pag. 39). Por lo tanto R/%k tiene condiciones minimas
y por 1.3.5 b) R’/k R’ también satisface la condicién descendente de
cadena. Aplicando 1.3.3 queda demostrado que todo ideal primo p” de
R” que divida a ¥R’ es mdximo. Ahora bilem, si &R'=q N«--Ngr ¥y pj.--,
p; son los primos asociados, por ser méximos, segln lo anterior, se
tiene que kR'= g7 --- gy como S0, i'g;hR’.

Sea {uj} unma sucesién de Cauchy en R’, y ul; une t'"(c:k"'"" or
lo demostrado anter%ormente. 8i R'= i Rx;, v, = i VX ¥y U, =iu..-x;;
haciendo u‘,,=u,‘+2;vki_ se tiene u;=Zu,‘x;. Las sucesiones {u,} son
de Cauchy en el anillo completo R, por lo tanto 1lim u,=u:. Entonces

= iu;x; es el limite de la sucesién {u}}, es decir, R* es también
completo.

6.6. LEMA. 81 R eg up anillo semiloca] completo y {a,] uma su-
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m(n)

cesién nula de ideales, entonces a,.= k con m(n) — oo,

R/&" es isomorfo con la suma directa R/p]+ ---+R/p:. En efecto,
x+8"— (x+p/)+ --+(x+ p)) es una correspondencia biunivoca puesto
que si x,-x,€ k", X, - X,€ pi" « Ademds es sobre, ya que dados xi+p?,

=1,...,h, existe segln 6.4 una x tal que x =x;(p}). Ademds, la
unicidad de la solucién médulo k", demuestra que la correspondencia es
biunivoca. De aqui que sea isomorfismo. En R/ pr el dnico ideal primo
es p; , que es méximo, por lo tanto seghn 1.3.4 el anillo satisface la
condicién descendente de cadena. Asi resulta que R/ %" tiene condicio-
nes minimas, o

Para una h fija construfmos b, = Q( ih+an). Se tiene entonces:
(1) b= & +a, si n > N(n),
debido a que R/ k" tiene condiciones minimas. De la definicién de b,
tenemos:

() b, = B+ LT

Construiremos ahora sucesiones {b,,} con b, &b _ por induccion.
Sea by, un elemento arbitrario de b, . Suponiendo comstrufdos by,,,la
relacién (2) nos determina b,,, € b,,, con las propiedades
G) b= B €, B, =D, (%),

Como las sucesiones son de Cauchy y R es completo, sea b(h) =1lim b, .,
De (3) se sigue

4) b(@) = by, (),

y por la definicién de b,,,, b, . € f\( """+ a). Esto nos dice que pa-

ra todas m,n, b(h) € &""+am . De aqui, b(h)e f\ ("%a,) = am

Ya que el anillo es semilocal. Por lo tanto las sucesiomes {b,,J} tien-

den a cero. Entonces por (4), b, € ¥"™"y como b, era un elemento ar-
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bitrario de b, , resulta b.\:ih. Por (2) se tiene que b,=%"y de (1)
a, =" 81 n > N(h), q.e.d.

6.7. TEOREMA. Sea R un anillo semilocal completo y subanillo de
R°. 81 {&"R°} es uba mcesifén nula y R’/ kR” es un R/k médulo fi-
pito, entonces R’ es semilocal y completo.

Serd suficiente demostrar que R’ es un R - médulo finito y apli
car 6.,5. E1 lema 6.6 nos dice que ¥"R°N R & £ "con m(n) —e o,

Sea ahora vVv!,...,v? una base de R"/kR” respectoa R/k y v;
€ R’ un representante de V. Entonces todo elemento de R’ es congru-
ente médulo k& R” con una combinacién lineal de V,,...,Vy con coefi-
clentes en R, Sea & =Ra,+-:- +Ram ¥ &,,..., ¢}, los monomios de
grado n en a;; k"R = R%,+--+RE, . Sea x un elemento arbitra-
rio de 'R’. Construimos por induccién las sucesiones {xi!‘} i=1,...,r
y con x;.€R, con la propiedad x sti,,vi (¥'R’). Hacemos x;,=0. Por
la hipftesis de induccién x -~ Zz;,,vi ¢ k"R’ y por lo anterior, x -
-th‘V{=ZYk€k con yu € R°; sea yy= Zyuvi (k R”). Definiendo
entonces x;,.=Xi,+ Zyk;‘»k vemos con un sencillo cdlculo que las su-
cesiones satisfacen la propiedad exigida. Ademds, ecomo Xx; + X, =
Zy’kigi € k", las sucesiones son convergentes. Si 1lim x;,=x; se tie-
ne que x -in_viz L (xir x;)-v; (§"R") y segln lo demostrado al
principio también médulo &™"'; de aqui resulta x =2 x;v;.
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