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1. INTRODUCCION

El tema general de este trabajo es el problema
de proyectar birracional y birregularmente una varie
dad algebraica de un espacio proyectivo en otro de
dimensién menor. El que la correspondencia sea birra
cional quiere decir que lcs campos de funciones al
gebraicas de la variedad original y de su proyeccién
son iguales, y la birregularidad significa que el a-
nillo local de un punto cualquiera de la variedad o-
riginal es igual al anillo local de la imagen de es-
te punto en la variedad proyectada.

El resultado principal que se demestra (ver el
teorema 2) es la posibilidad de proyectar, en la ma-
nera indicada arriba, una variedad del espacio pro-
yectivo de cierta dimensién en otro de dimensién mf-
nima; la dimensién de este @ltimo est{ en funcién de
las singularidades de la variedad (m4s precisaments,
de las dimenslones ‘de los espacios tangentes de Za-



riski a la variedad). Como consecuenciz de esta pro-
piedad, se demmestra (ver el teorema 3) que toda va-
riedad (proyeetiva) sin singularidades, de dimensién
r tiene un modelo birracional en el sentido estric-
to (es decir, birregular) contemido en el espacio
proyectivo de dimensiém 2r + 1.

Al mismo tiempo se estudian otros puntos que no
est{n directamente relacionados con el problema cen-
tral mencionado, entre los cuales pueden indicarse
los conjuntos: algebraicos de secantes lfmites “en el
sentido estricto y en el sentido amplio™.

NOTACIONES. En este trabajo se han adoptado, de
preferencia, las notaciones de A. Welil (Foundations
of Algebraic Geometry), as{ como la convencidn de
"dominio universal". Se usan constantemente los con-
‘ceptos de especializacién (ver también [6] para el
caso homogéneo), derivaciones, extensiones regulares
de campos, etc., tal como se definen en la obra men-
cionada. También en cuanto a la nomenclatura se si-
gue generalmente al mismo autor. Asf, se habla de vg
riedad (variedad absolutamente irreducible), punto
genérico, conjunto algebraico (bunch of varieties
o variedad no necesariamente irreducible), componen-

tes de un conJunto\algebraico, etc. El espacio affn
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de dimensién n se designa con AP, y el proyectivo
con PP. Los puntos de A? se han denotado con ti-
pos latinos, (x), (¥)y..., ¥ 1los de P?, con grie -
gosy, (£), (), etc. Si V es una variedad de un
espacio proyectivo, el modelo affn que se considere,

1o designaremos con la misma letra V.

El tema general de esta tesis me fué sugerido
por el Prof. S. Lefschetz, a quien deseo expresar mi
m4s profundo agradecimiento. Quiero también dar las
gracias al Prof. Pierre Samuel, quien tan amablemente
me brindé su incalculable ayuda, asi como a mi amigo
el Dr. Félix Recillas por su valiosa ayuda y cons -
tante estfmulo.

Emilio Lluis Riera.
México, D. F., junio de 195k.



2. VARIEDAD SECANTE.

Sea V' uma variedad de dimensién r en el es-
pacio proyectivo P%. Supondremos que VF no estf
contenida en el hiperplano x°= O. Sea k un campo de
definicién de V.

Tomamos dos puntos genéricos (go,...,gn) y
O‘o"”’?n) de V sobre k tales que (%), ()
sean independientes (algebraicamente libres) sobre
k. Si xi—i, v, = T(1< ign) (§°,7 son distin-
tos de cero debido a nuestras hipétesis), entonces
(x), (y) son independientes sobre k y di.mk(x,y)a
=2r. Tomamos ( T ?1) algebraicamente independien-
tes sobre k(g,q). Sea t= ‘zlt]o/ YoFoe Bvidente-

mente t es trascendente sobre k(x,y). Asf pues,
(xy y9 t) es de dimensién 2r+1 sobre k.
Sea (%) el punto de P! definido por

T Yht Yy 0<ign



;o;!: 0 porque hemos supuesto (t,,,‘q) algebralicamente
independientes sobre k(§,7). 81 zy= —;ﬁ (L€1ign),
o

tenemos que zF%i, es decir, k(z) C k(x,y,t)

Esto implica que k(z) es una extensién regular de
k y de dimensién s <2r+1, es decir, (;) tiene
un lugar sobre k que designaremos con WS, Por de-
finicién diremos que W® es la variedad de secantes
o yariedad secgnte a VT,

81 1lamamos recta secante a V' a una variedad
lineal de dimensidén -1 que tenga al menos dos puntos
distintos comunes con V, vemos inmediatamente que
un punto ( ;') est{ en la secante que intersecta a
V en los puntos (('), (4’), distintos, si y s6lo
si existe ( %,,¥{) tal que &;=TJE; +T,N;-

PROPOSICION 1. La variedad secantea V con-

8i (5') estd en la secante determinada por los
puntos (§') y (7') de V, distintos, existen ,,
T, tales que ;,,— v, ;,_ + tiv Tenemos tres espe-

clalizaciones sobre ks

(8)— (30, N () — (1N, (T)— (XN

(porque ¥,,Y, son variables independientes). Como

5



(¢)y, (1) y (YY) son independientes y k(%) ¥y
k(y) regulares sobre k, entonces (§’,n/Y) es
una especializacién de (g,y,t) sobre k, de don-
de (%) estf{en WS,

Ahora vamos a demostrar que WS contiene a to-
das las variedades lineales tangentes a VT en todos
los puntos simples de V, es decir, que si (;') es
un punto simple de V, la variedad lineal tangente a
V en (%’) estf contenida en W. Podemos suponer
que (%) estf "a distancia finita" y podemos traba
jar con coordenadas afines. M£s adn, voy a suponer,
para facilitar las notaciones, que este punto es el

origen.

DEFINICION. Sea (x) un punto genérico de V
sobre k, t una variable sobre k(x), (y) el pun~-

to definido por yi=txi y u =—%—. Diremos que un

punto (y') Mest£ en una secante lfmite a V a tra
vés del origen® si y sélo si (0, y'y O) es una espe
cializacién de (x, y, u) sobre k. *)

*) Este concepto queda definido, por traslacién,
para cualquier punto de V. Asf, diremos que un pun-
to (y') estd en una_secante limite a V a través
del punto (x') de 'V si (x,y,u) —(x',y',0)/k en
donde u=t"* y y;=tx;+(1—-t)x'y.
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Evidentemente el con junto de todos los puntos
que estfn en secantes lfmites a través del origen,
es un subconjunto del conjunto de puntos de la varie
dad secante WS,

Vamos a demostrar que sl el origen es un punto
simple de V, entonces el conjunto de puntos que es=-
tdn en secantes 1fmites a través del origen es igual
a la variedad lineal tangente a V en el origen. Pa
ra 6l1lo nos valdremos de la siguiente construccién.

Sean como antes, (x) un punto genérico de V so
bre k, t una variable sobre k(x), (y) el pun-
to de coordenadas y; =tx; y u —t~!. Evidentemente
dim (x, y, t) = dim (x,t) = r+1. Como k(x, y, u)
es regular sobre k, (x, y, u) tiene un lugar W}t
sobre k. W1 est4 en el espacio producto ABxaRxal.
Consideramos el conjunto algebraico (bunch of varie-

ties) 5= W, [ ) (ARX APX (0)).

LEMA 1. El conjunto aglgebraico 3 es puramente
r-dimensional.

Efectivamentey, si U es una componente de B8,
dim U4+ 1+ 2n—(2n+1)=r, de donde la dimensién de
Ues r o bien r+1l. Si dim U fuera igual a r + 1,
U=W, y W, estarfa contenido en ARXARX(0),10 cual
es falso. Es decir, todas las componentes de gy son
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de dimensién r, que es lo que se querfa demostrar.

81 8 es un conjunto algebraico en ARXAR y
B =U1U ...UUh, donde las U:l son las componentes de
8 o por definicién diremos que la proyeccién 8' de 8
en AP es el conjunto algebraico UJU...U T, donde
U] esla proyeccién de U; en el mismo factor AR,

LEMA 2. La proyeccién & de B en el segun-
do factor de AR X ABX Al es igual al _conjunto de
puntos de secantes lfmites a V a través del origen.

81 (y') estf{ en una secante 1fmite a través
del origen, con las notaciones anteri ores tenemos
(xyyyu) — (0, y', 0) sobre k. Esto implica que
(0 y*y O) pertenece a W, y por lo tanto a 8. De
aquf se sigue que (y') estf{ en la proyeccién % de
8 . Inversamente, si (y') estf en 5, (y') estf en
la proyeccién de una componente U de g, es decir,
existe (x',y',0) tal que (x, y, u) —(x', y', 0)
sobre k. Como (x,y,u) satisface la relacién uy=x
tenemos Oy' = x' = 0, de donde, (x, y, u) se espe-
cializa en (0, y', O) sobre k, lo que, segin 1la
definicién, equivale a decir que (y') estf{ en una
secante 1imite a traivés del origen.

LEMA 3. § es un conjunto algebraico puramente
r-dimensional.
8



Sea U' una componente de § y U una compo-
nente d@¢ B que se proyecta en U'. 81 (y') es un
punto genérico de U' sobre k, existe un punto ge-
nérico de U de la forma (x', y', 0). S8abemos que
dim (x', y', 0) = r. Como (x', y', 0) estd también
en W,, 4ste es una especializacién sobre k de (x,y,u)
y la relacién x=uy implica x'= 0. De aquf re-
sulta que dink(y') = d:l.lk(:x', y'y 0) = r. Bs decir,
la dimensién de U' es igual a r.

LEMA Y. 8i el origen es un punto simple de 7V,
el conjunto de puntos de secantes limites a V a tra-
vés del origen es igual a la yariedad lineal tangen-
tea V enel origen.

Debido a los lemas 2 y 3 bastard demostrar que
$ eost{ contenido en la variedad lineal tangente a
V en el origen. S8ea F(X) un polinomio del ideal de
la variedad V. Con las notaciones anteriores te-
nemos F(x)=0=Fluy)=uA, F(y)+u2Q(y,u), donde, co-
mo de costumbre, A_F(X):ZP/ox, (X -3 ). Asf pues,
& F(y) +uQ(yyu) =0. 81 (y*) estd en £, (x, y, u)
— (0, y'y O) sobre k, de donde A, F(y')=0. Como
esto vale para cualquier polinomio del ideal de la
variedad, queda demostrado que (y*') estd en la va-
riedad lineal tangente a V en el origen.
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Por lo tanto, del lema 4 y de la observacién que

precede al lema 1, se sigue ques

PROPOSICION 2. La variedad secante a V contie-

ne a todas las variedades lineales tangentes a V en
los puntos simples de V. *) "

\ ‘

;5. MZs adelante se demostrarf{ una propiedad més
general que la de esta proposiciédn. Ver el corolario
de la proposicién k4.
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3. CONO DE TANGENTES Y
ESPACIO TANGENTE DE ZARISKI

En esta seccién usaremos dnisamente ceordemadas
afines debido a que los objetes tratados serdn-de ca
récter local.

Sea VT una variedad de dimensién r definida
sobre un campo k y supongamos que el origen es un
punto de V. 81 (x) es un punto genérico de V so-
bre k, el anillo local de V en el origen es s-kfxj x
donde x es el ideal (X1y...,X;) de k[x]. El ideal
méximo de o es m = O0xy+ ... +0X;, Y O/m es
isomorfo a k. Sea G(8) = o/m +m/m°+.. el ani-
1lo graduado asociado al anillo o, filtrado por las
potencias del ideal m [7]. Como m” est{ generado
en k{x] por los monomios de grade n en las Xyy o1
anillo graduado G(o© ) est{ generado sobre k por los
elementos Xj=clase de x; médulo mz, es decir,

G(o) = Lt JRPK 31
De aquf se signe que G(o )=k[xl,...xn] /a ydonde g
1



es evidentemente un ideal homogéneo del dominio poli
nomial k[xl,--.,xn]-

DEFINICION. El conjunto algebraico definido so-
bre k por el ideal a se llama cono de tangentes

a V en el origen.

PROPOSICION 3. EL 1deal a estd generado por

el conjunto de todas las formas de grado minimo de
los polinomios del 1deal p de la variedad V en el

anillo k[X,... > AP

Primeramente demostraremos que m S N k[x]=x°.
En efecto, sea F(x) €« m3Nk([x]; F(x) = G(x)/H(x),
con G(x) ¢ XS y H(O) #0. De aquf, F(x)H(x) € x’, y
como X es homogéneo, si Fq(x) es la forma inicial
(la forma de grado minimo) de F(x), F,(x)E(0)e xS,
es decir, q > s, de donde F(x) ¢ ¥3. La inclusién
en el otro sentido es trivial. Vamos ahora a la pro-

forma homogénea de grado s +1) si y s6lo si Fg(x)+

+Fs+1(x) +...=0y lo cual equivale a Fs(x) € l""l,y
como Fg(x) € k(x], esta dltima relacién equivale a

s.+1’ o blen a Fg(x) =0 ¥, finalmente, a

Fs(x) €m
FS(I) € & 9 q.e.d.

12



LEMA 5. Sea (X;,...,x;) un conjunto de canti-

dades y p su ideal sobre un campo k. S1 u es tras-

condente sobre k(x) y (y) es tal que x;=uy,,en-

tonces el ideal de (y, u) sobre k est{ generado par

los polinomios gg(Y) +Ugs+1(Y)+---+U""hgs+h(Y) donde
Bg(X) +8gyy (X4 +g (X) estden p y ggyy oS

una forma homogénea de grado s +i.

Desde luego, si  gg(x) + gs+1(x)+... = 0,

entonces usgs(y) +ustl gs+1(y)+ see = 0,

de donde g (y) + u g5 1(y)+... = 0.

Inversamente, sea ahora F(Y, U) un polinomio tal que
F(y, u)=0. Escribamos F(Y,U)= iZ:] 81
?

814 es una forma homogénea de grado j. Si hacemos

Y = x/v, F(Y,U)=Z gy (0T 1—§( Z gid(x)md

(d puede tomar va101"es negativos). Pero como u es

(Y)Ui, donde

trascendente sobre k(x) y F(y,u)=0,7 g y(Xe»
-1=d
para toda d. Sea g; %(X) la forma de grado mfnimo
del polinomio gij(X) Considero 2 gij(Y)UJ -s(d)
j-1=d J~1i=4

el cual es de la forma estipulada en el lema. Eviden
temente, F(y,u) =0 si y sélo si Z 313(1) = 0 para
toda d, lo cual equivale a g:LJ (y)uj—o,o bien,

finalmente, a z gij(y)u -Opara toda d, puesto que

u = 0. Con esto queda demostrado el lema.
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PROPOSICION L. El cono de tangentes a V en el

origen es igual i]; conjunto g._g puntos d_e secantes E

mites a V a través del origen.

Si (y') estd en una secante limite a V a tra-
vés del origen, (0, y'y U) es una =specializacién
de (xy y, u) sobre k, donde (x) es un .punto gen®
rico de V sobre k, Xy =uygy U trascendente sobre
k(x). 81 gg(X) + gg, (XW-48g, 1, (X) estd en el ideal de
Vy g8g(YHTUgy 4 (T + Uhgsmgx) est{ en el ideal de
(yyu) sobre k, y como (y,u)— (y',0), Bg(y*)=0.
Como esto es cierto para cualquier polinomio del
ideal de V, la proposicién 3 implica que (y') est&
en el cono de tangentes a V en el origen.

Inversamente, sea (y') un punto del cono de
tangentes; debido al lema anterior, los polinomios
8g(Y)+ Ug,,  (T)+-y donde g (X)+gg. (X)+... esth
en el ideal de V, generan el ideal de (y,u) sobre
k. Debido a nmestra hipétesis, gg(y') == 0, de donde
gs(y')+o-gs+l(y') +..=0, y por consiguiente, (y}0)
es una especializacién de (y,u) sobre k. Sea (x!,y%0)
una especializacién de (x,y,u), extensién de lgz an-
terior. Como x =uy, x*= 0 , es decir, (0,y',0) es
una especializaciénde (x,y,u) sobre k, y (y') es-

t4 en una secants lfmite & V a través del origen.
14



En particular, el lema 3 de la seccién anterior
demmestra que el cono de tangentes a VT en um punto
de V es un conjunto algebralco puramente r-dimen-
sional.

El corolario sigulente es una generalizacién de
la proposicién 2.

COROLARIO. La variedad secante av contiene a

todos los conos de tangentes a V en todos los pun-
tos de V.

Este es una consecuencia inmediata de la propo-
sicién anterior, ya que un punto que est4 en una se-
cante 1imite a V en un punto de V, estf{ en la va-
riedad secante a V.

Sea VT una variedad de dimensién r en el es-
pacio AR, definida sobre un campo k. Si o es el
anillo local de V en un punto P y m el ideal de
las no unidades de © ,m/m'es un espacio vectorial
sobre o/m = k(P), [10]. La dimensién de este espa-
cio es mayor o igunal que r ¥y menor o igual que n.
El punto P es simple si y sélo si la dimensién de
m/m*® es r. Para facilitar las notaciones supondre=-
mos que P es el ori\gen. Entonces si (x) es un pun-
to genérico de V sobre k, el anillo local & de V
en el origen es igual al anillo de cocientes del

15



ideal (xl,. -+yX,) con respecto a k[xl,...,xn], es
decir, 0 -—‘k[xl,ono,xnl(xl’..’xn)’ y 91 ideal m-
mo de o0 est{ generado por Xx;,..,X,, es decir, m=
=0X) + -+-+ 0 X,. Resulta inmediato que m/mn“es iso-

morfo (como espacio vectorial sobre k) al espacio de

las formas lineales Zaixl (a; ¢ k) reducido médn
lo las formas lineales Eai}t1 tales que Za-ixie m*

DEFINICION. Llamaremos espacio tangente de Za-
riski a V en P, al dual del espacio vectorial m/m2

Lo designaremos con Z(P).

Asf pues, Z(0) puede identificarse con la varie
dad lineal definida sobre k por las formas Z:aixi
tales que Eaixi ¢ m* Debido a que mN k[x]=x
(ver la proposiecién 3), resulta que 2(0) es el con
Jjunto de puntos que satisfacen lass formas lineales
de todos los polinomios del ideal de la variedad V.
En otras palabras, Z(0) es la "variedad lineal aso-
ciada al origen" ([8], pdg 98). En general, si F,(X)
=0 es un sistema de ecuaciones de V y (x') el
punto considerado, Z(x') es la variedad 1lineal de
ecuaciones A_,F, (X-x') = 2_ 2F,/ox)-(X; -x})=0
definida sobre k(x').

En particular, de lo dicho arriba resulta que el
espac:l.ofta.ngente de Zariski en un punto contiene al

16
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cono de tangentes a la variedad en el mismo punto.
En un punto simple, el espacio tangente de Zariski,
por ser de dimensién r, coincide con la variedad 1i-
neal tangente a V' y, por lo tanto, con el cono de
tangentes.

DEFINICION. Sean (x) y (y) dos puntos gené-
ricos de V sobre k algebraicamente independientes
sobre k, u trascendente sobre k(x,y), ¢t -u'l, y
(z) el punto definido por z; = tx; + (l—t)yi. Su-
pongamos que el origen es un punto de V. Por defi-
nicién diremos que un punto (z') "estd{ en una secan-
te 1ifmite en el sentido amplio a V a través del ori-
gen" si (0, O, z', O) es una especializacién de
(xy ¥y 2, u) sobre k.(Por traslacién este concepto

queda definido para un punto cualquiera de V.)

Se sigue de la definicién que el conjunto de pun
tos que ostédn en secantes limites en el sentido am-
plio a V a través del origen, es un conjunto alge-
braico (usando un método anflogo a la construccién
que precede al lema 1) contenido en la variedad se-
cante a V y que contiene al cono de tangentes a V

en el origen.

\ .
PROPOSICION 5. El conjunto de puntos que estén

en secantes limites a V en el sentido amplio a tra-

17



vés del origen estd contenido en el espacio tangente

de Zariski a V en el origen.

Sea F(X)=2_ a,X,+F,(X)+ - +F,(X) un poli-
nomio del ideal de la variedad. Entonces Z: ayx, +
+ Fa(x)+ oot Fs(x) =0,y ):aiy1+ F2(y)+ .. -+Fs(y)=
=0. Como uzy = x4 + (u=-1)yy, de las dos 1igualda-
des ahteriores obtenemos

u):aizi + [Fz(X) + (u -1)F2(y)] Foeee
+ [Fg(x) + (u=-1)F(y) = o.

Sea 2 < d € s. Tenemos

Fg(x)+ (u-1)F3(y) = Fg(uz +(1-u)y) + (u- L)F,(y)=
=(1- u)d'Fd(y) + (- Zde/b Yyzgt u2Q(u,y,z)+
Hu-1)F;(y) =

=u] Wy/>y; 8; - (d=1)uFy(y) + uQ'(u,7,2).

Asi puesy obtenemos

uzaizi +u(Z2_ bl"z/ayizi +oeet E)Fs/byfzi) -

= u(Fy(y) +2F (y) +-° + (s -1)F (y) ) + u?Q' '{u,y,2) = 0.
Simplificando por u ¥y suponiendo que (0,0,2%,0)
es una especlalizacié- de (x,y,z,u), resulta que
zaizj'_ = 0. En otras palabras,si suponemos que (z')
estd{ en una secante limite a V en el sentido am-

\ ‘
plio, entonces A F(z') = 0, q.e.d.

El inverso de la proposicién anterior no es
19



cierto, pues puede tomarse una varieda& de dimensién
r en un espacio de dimensién mayor o igual a 2r+1
de tal manera que la dimensién del espacio tangente
de Zariski sea en cierto punto de V igual a la dimen
sién del espacio entero, mientras que el conjunto de
puntos de secantes limites ost{ siempre contenido en
la variedad secante , cuya dimensién es no mayor que
2r+1.

PROPOSICION 6. Sea V' una variedad y o el

conjunto algebraico de puntos singulares de V. Entonces

U 2(x) est{ contenido en un conjunto algebraico de
Ve [

dimensién menor o igual a r+d-1, donde

d = max(dim Z(x)).
(MeV

Sea k un campo de definicién de V y F (X)= 0
un sistema de ecuaciones de V sobre k. Considere-
mos el sistema de ecuaciones en k[X,A]

F.(X)= 0
L 2R/3%y (Aj=X;) = O

y el conjunto algebraico g xAP. Entonces existe un

(1)

conjunto algebraico % en A”"xA" tal que un punto
de APx A" estd en g si y s6lo si estf{ en T xAD
y satisface al sistema\ de ecuaciones (1). k es un

campo de definicién de 8. Sea 8' la proyeccién de

20



8 en el segundo factor de A" X A®. Resulia inmedia-
to de esta construccién que # D\ JZ(x). Esto demueg
tra la primera parte de la propg,;;c?ién. Sea ahora U
una componente de 8 y (X,da) un punto genérico de
U sobre k. Como (X,8) estd en © X A", (X) esth
en 8, de donde mE(i) = dim, (X)) r -1. Como
L_2F, /5%, (8~ X,;) =0, (a) ¢ 2(X) de donde dim, (@)
=d.1.mE(i)(I)gd. Esto implica que dJ.nE(i’,s)g r+d-1,
es decir, la dimensién de Btes menor o igual a r+d-l.

Bsta proposicién es cierta también, desde luego,
en el caso proyectivo. En el teorema que sigue no
mencionaremos el espacio ambiente por ser cierto tam

bién en ambos casos.

TEOREMA 1. Sea V' una variedad de dimensién r
definida sobre un campo k. Entonces existe un conjun-

to algebraico, definido gobre k, de dimensién menor
o igual al max(r+d-1,2r+1), donde d=(m)a.xv(dimz(x))
x)e

a todos los espacios tangentes de Zariski Z(x) g V.

En efecto, si W es la variedad secante y %'
el conjunto algebraico definido en la proposicién
anterior, consideramos W | 8. Evidentemente, su di-
mensién es menor o igual al max(r+d-1, 2r+1). Tam-

bién es immediato que contiene a todas las rectas se
21



cantes a V, segin la proposicién 1. Sea (x) un
punto de V y Z(x) su espacio tangente de Zariski.
Si (x) es simple, Z(x) es la variedad lineal tan-
gente a V en (x) que, segin la proposicién 2,
est4 contenida en W. Finalmente, si (x) es un pun-
to singular, 2(x) est4{ en %' segin la proposicién 6,

con 1o que queda completamente demostrado el teorema.

Adem4ds, el nmimero max(r+d-1, 2r+1) es el mf-
nimo que puede tomarse para qug el teorema sea ciler-
to. En lo que respecta a la diﬁensién de W es claro
que puede ser igual a 2r +1. El ejemplo que se da a
continuacién demuestra que la dimensién de 8' puede
ser igual a r+d-1.

Sean i'l,...,ir_l,'t' variables independientes
sobre k. Consideremos la variedad de Veronese U de

punto genérico (Xp,...,X, -1 Eifj) sobre k y la
curva C de punto gemdrico (%5, t°+1,...,%25-1)
sobre k. La variedad producto CXU es de dimensién
r. U es una variedad sin singularidades por ser un
modelo birracional birregular del espacio AT. Como
el dnico punto singular de C es el origen, es cla-
ro que el conjunto algebralico singular % de CXT
es el conjunto de guntos de CXU cuya proyeccién

en C es el origen. S1 P es un punto de %, te-
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nemos dim Z(P) = s+r-1 (debido a que 1la dimen-
sién del espacio tangente de Zariski em el punto (0)
de C es el espacio AS entero). Asf pues, la d
del teorema es, en este ejemplo,s+r -1l. Vamos ahora
a demostrar que la dimensién de &' es igual a la
dim \UJ 2(P) = r+d-1=r + (s+r=-1)-1= s+2r-2.
COmoP;:j - xixj= 0 es un sistema de ecuaciones de T
el sistema de ecuaciones del espacio tangente de Za-
riski en un punto (0,...,0, XygeeesX, 19 xixj) de
3 seri

) TRETIARR AR RS
Entonces se trata de calcular la dimensién del con-
junto de puntos (T;_[,...,Ts, b ERTRTS SREpP xij) tales
que exista (xl,...,xr) tal que se satisfaga la re-

= 0.

lacién (1). Sean (x), (y) dos conjuntos de r -1 va
riables algebraicamente independientes sobre k .

k(x,y) Dk(y,yij), donde Yig= VyXytTEy- XX El

JI
campo k(x,y) es una extensién algebraica de k(y,yij)
. 2 =
porque x, v_gatisface la relacién xy -axiyi-l- Vi (o]
r lo to. ) =dim (x = 2r- 2,
y po tanto, dim, (y,7, ;) (%) Asi
pues, si 'tl,.. .,ts son variables algebralcamente in-
dependientes: sobre k(y), la componente de %' de pun-

to genérico (t, y, ) es de dimensién s+2r-2 =

yij
=1‘+ d- 1, qoe.db

23



4, PROYECCION Y BIRRACJONALIDAD.

TEOREMA 2. Sea V° una variedad de dimensién

r en un espacio proyectivo definida sobre un campo
k. Sea m=max (r+d-1, 2r+1), donde d es el

de Zariski a V. Entonces existe una correspondencisa
birracional birregular definida sobre k *) entre V

Y una variedad V' contenida en el espacio proyec-
iivo de dimensién m.

Supongamos .que V' est4 en el espaclo proyec-
tivo P® y que n >m. El teorema se demostrari por
induccién, demostrando la existencia de una variedad
V!, imagen birracional birregular de V y contenida
en PA-1,

Debido al teorema 1, existe un conjunto algebrai

D) 0,en caso de que k tenga solamente un némero
finito de elementos, la correspondencia estard defi-
nida sobre una extensién finita k' de k.

N\
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co de dimensién menor o igual a m< n que contlene
a todas las rectas secantes a V y a todos los es-
pacios tangentes de Zariski a V. Entonces existe un
punto en el espaclo proyectivo P? el cual no perte-
nece a este conjunto algebraico (ver la nota de pie
de p4gina) y que, mediante una transformacién pro-
yectiva podemos suponer que es (Oy...,041). Proyec-
tamos V' desde este punto al hiperplano X =o0.
Sea V' 1la proyeccién de V¥ en este P2~1, Esta
correspondencia tiene las propiedades siguientes:

a) es biunfvoca, y

b) ninguna recta proyvectante estd en los eg-

pacios tangentes de Zariski a V.

Pasando ahora a coordenadas afines y a los modelos

afines de V. y V', si (x;,..-,X,) es un punto ge-
nérico de V sobre k, (xl,...,xn_l) es un punto
genérico de V' sobre k. En esta seccién demostra-
remos que la proyeccidén establecida, debido a que
cumple las propiedades a) y b), es una corresponden
cia birtracional definida sobre k entre V y V'.
Para ello bastard demostrar que

PROPOSICION 7. Las condiciones: a) y b) impli-
can gue k(xj,...,x ) es igual & k(xyye..yX, ;).

En primer lugar, k(x,.. .,xn) es ung extensién
N\ .
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algebraica de k(xl, . e "xn-l)' Efectivamente, si X,

fuera trascendente sobre k(xl, eeegX siendo

n -1) ’
t # X, una variable sobre este wWltimo campo, ten-
driamos k(X;,... ,xn) = k(xl, coe9X l,t) . Entonces
(xl, ceesX 1o t) serfa una especializacién genérica
de (x) sobre k y por lo tanto un punto de V dis-
tinto de (x) y con la misma proyeccién que (x) en

V', lo cual contradice la condicién a).

k(xl,...,xn) es una extensién puramente ilnse-
parable de k(xl,...,xn_l). En efecto, si no fuera
puramente inseparable entonces el grado de separa-
bilidad [k(z_L,...,xn) s k(xl,....,xn_l)]s seria
distinto de uno y, por consiguiente, existiria al me
nos un conjugado x' de Xps distinto de xn, sobre
k(r_l,...,xn_l). Entonces k(xl,...,xn) es isomorfo
a k(xl,...,xn_l,x'), y el mismo razonamiento que
se usé arriba conduce a la contradiccién de la con-
dicién a).

Finalmente, k(x;,... »X,) es upg extension se-

parable de k(xl,...,xn_l). Suponge.mos que no es asi,
o sea, que xn no es separable sobre k(xl, ...,xn_l).

Entonces existe una derivacién D en k(xl,...,,xn) sobre
\ .
k(xl,...,xn_l) (es decir,tal que D(k(xl,...,xn_l))=0)
y podemos elegir Dx =1 ([, Cap I, §5).
26



Sea F,(X)= 0 (1<«g<h) un sistema de ecuaciones
de V sobre k. Como F,(x)=10, DF (x)=0 yya
que DFd(xl,...,xn)=za§/a xi-Dxi= dEF, /2 X, Te-
sulta que bF;‘/bxn= 0, (1 x<h). Entonces, 1la
matriz

aF1/3xl 3F1/3x2 cesene aFl/axn_l BF']_/axnl

P-] Fh/bﬁ P Fh/a x2 coeee ? Fh/b xn—l th/an

1 0 e e 0 00 0 o o
0 1 ceccon 0 0
o) 0 1l o

es de rango n - 1, lo cual implica que la variedad
lineal tangente a v en (x) contiene a la recta
de ecuaciones X =% =040y X

-x = 0, que

es una recta proyectante. Esto ::onzil:radicella condi-
cién b), con lo que queda demostrada la af:lrmac:lé;x.

Las tres Ultimas afirmaciones demostradas prue-
ban la proposicién 7 ya que una extensién algebrai-
ca de un campo K que sea separable y puramente in

\ :
separable sobre K es igual a K.
27



5. BIRREGULARIDAD.

En esta seccién demostraremos que la correspon
dencia birracional establecida mediante la proyeccién
es birregular, es decir, que si P es un punto de V
y P! su proyeccién en V', entonces los anillos lo-
cales o y o de V y V' en P y P! respecti-
va.mente sobre un campo de definicién k, son iguales.
Evidentemente, puede suponerse que P y P' son los

An -1

origenes de A" y respectivamente. Entonces

si (xl,...,xn) es un punto genérico de V sobre k,

0 = K[X,y.0.09X
v n] (Xqye009xp) ’

o' = k[xl,...,xn _1] (Xypeeery 1).

Es claro que o es un subanillode o ysi m y m

son los ideales miximos de o y o' respectivamente,
— p o 0 o ! - ! o e U

se tiene m—oxl+ +uxn y m oxl+ +nxh_1,

N\

y también m'C m.
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LEMA 6. Si la recta de ecuaciones X; = O,...,

X, _1= 0 mo estd en el espacio tangente de Zariski

a V en el origen, entonces m = m'ao.

Como el punto (O, ...,o,xn) esti en dicha recta,
este punto no pertenece al espacio tangente de Zaris
ki a V en el origen y, por consiguiente, existen d1,

-+e3d ~en k tales que d,-0+...+d _,0+d X, # 0

v i'_d,ixi em?, Do aqui resulta que d, # 0, y como
i=1

Ne.
iitdixi e m’, se sigue que d;x e om’+m?, de donde,

x, € om’ + m* . Esto implica evidentemente que m C
c om’+m® y por induceibn m C sm’ 4+ m" para to-
da n, de donde, mCQ(om' + m") Es decir, m=

= um"

LEMA 7. Si el punto al infinito en el eje OX

1llo k[x.l,...,xn_l] (y, por consiguj.ente, sobre o').

Debido a nuestra suposicién de que el punto de
coordenadas homogéneas (0y...,0,1) no estd en V,
existe una forma F(Xj,...,X ) del ideal homogéneo
de V tal que F(0,...,0,1) # O, y por consiguiente,
si §i= xi/xo, (£) es un punto de V, de 1o cual se
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d"l+ P
n
decir, xg +Fl(1,x1,...,xn_l) xg’l-!--- =0, q.e.d.

sigue que £ + P (Bgseeesfn 1) E +=0, es

Asi pues, como en muestro caso, debido a la for
ma en que se ha establecido la proyeccién, se cumplen
las condiciones de los lemas anteribfes, tenemos m =
=om' ¥ x es entero sobre o'.

Debido a esta dltima propiedad, el anillo o'[ x|
es un o'-médulo finito. Como o' es looal, el anillo
°'[x|r-] es semilocal, [2] y si Myyeceym, sOB los
ideales mAximos de este anillo semilocal, m 1 N o =
=m'. Sea p1=mi_n k[ﬁ,...,xn]. Entonces

piﬂ k[rl,...,xn_l =m, N k[l.l.""’xn _1]=

=m'N k[zl,...,xn_l] =(xl,...,xn_1)
(ideal generado em K[X)yee09X, _1]1), que es un ideal
miximo (el del origen). Asf pues, p, es evidentemente
primo, p, ﬂk[xl,...,xn_ lles néximo y k[xl,...,xn]
es entero sobre k[xl,...,xh_l] . Bsto implica, [6]
que p; es un ideal méximo de k[x]',,...,xtl]y, por con
siguiente, es el idezl de un punto Pi. de V que, co
m0 pyO0k[xyy.- 09X, 4l =(Xyyee.9X, ;) = ideal del
origen de L"'I,q se prqyecta em el origen.

Por otro lado, tenemos que

o' [X] "'\1\ =-k(x,,... ,xn}&.
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En efecto, n'[xn] Dklxl,...,zn], y debido a que
mi nk[x].,ono’xn] = Pi, kll]pic o'[%]mio mver-

samente, eomo k[x]"iD o' [x] ¥ Pi“f"l,iﬂ o' [xn]"'""i
tenemos que k[x]’:lD g'[xn]mi, qg.e.d.
As{ pues, of [xp), = k(x], es el anlllo local de un

punto P, tal gue se proyecta en el origen de A" 1.

Como en nuestro caso la proyeccién es biunfvoca,
h =1, es decir, o'[xn] es local y, por consiguiente
0 '[xn] = n)'[xn‘]ml el cual es igual al anillo loecal
del punto que se proyecta en el origen de er-l, es
decir, al anillo local o. Como o'[x,] es un o'-mg
dulo finito, hemos demostrado que o es un o'-mddu-
lo finito y, por consiguiente (ver [6]), o' es un sub-
espacio topolégico de o.

Como o/m =o0'/m', tenemos o =o'+ m = o' +om'=
='+(o'+om)m? = o +om2=vee = gr4omB =
=ot+mB para'toda n. De aquf, o=m(n' +mD), y
por el teorema de Krull extendido a médulos, como of
es subespacio de ®, MN(p'+md) = o', de donde, o=
=o', con lo que queda demostrada la birregularidad.
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6. UN CASO PARTICULAR.

Aplicando el teorema 2 a una variedad sin singu

laridades, obtenemos el siguiente resultados

TEOREMA 3. Sea V' una variedad sim singulari-
dades en un espacio proyectivo y k un campo de de-
finicién de V. tntonces exlste una correspondencia
birracional birregular definida sobre k (o sobre
una extension finita de k, si éste tiene sélo un md-
mero finito de elementos) entre V y una variedad V'
sumergida en el espacio proyectivo de * dimensién
2r + 1.
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7. NOTA COMPLEMENTARIA.

Al estudiar el cono de tangentes (o comjunto al
gebraico de puntos de secantes 1lfimites) surgié la
idea de comparar el mimero de componentes del cono
de tangentes en un punto de una variedad, con ¢l nd-
mero de ramas analfticas *) de la variedad en el
mismo punto. Los ejemplos que danos a continuacién,
nos indican que el primero puede ser igual, mayor o
menor que el segundo.

a). En un punto simple de una curva irreducible
del plano complejo hay una sola rama y el cono de
tangentes es igual a la recta tangente que es irredu
cible, es decir, en este caso los dos nimeros son 1.

b). En el plano complejo, la curva de ecuaciéns

oxt =3y + ¥ - 2¥3 + Y= 0,
(ver la figura en la pag. siguiente) tiene dos ramas

en el origen. Por otro lado, el cono de tangentes al
\

"y D. G. Northcott. The number of analytic branches
of a variety. J. London Math. Soc., Vol 25 (1950).
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ser irreducible tiene una sola componente; es irredun
cible porque estd{ definido por el ideal (!2) que es
primario.

¢). Consideremos la superficie de ecuacién
X+ Y2+ 3= o,
en el espaclo tridimensional sobre los complejos.
Demostraremos primero que es analfticamente irreduci
ble en el origen, es decir, que tiene una sola rama
analftica; en efecto, si X2+ Y2+Z3 fuera igual al
producto (aX.+ bY + ¢Z + F,(X,Y,2) + F3(X,Y,2) +...)
(a'X + b'Y+ ¢'Z + FA(X,Y,2) + FY(X,Y,2) +...), don-
de las Fi son formas homogéneas de grado i, enton-
ces aa'=1l, bb*' =1, cec'= O, ab'+ a'b= 0, acy-
+a'c= 0, be'+ b'c = 0. De estas igualdades se ve f&-
cilmente que ¢ = ¢'= 0. Por lo tanto, como la for-

ma de tercer grado del producto de estas dos series

es (aX + bY)-Fi(X,Y,2) + (a'X+ b'Y)*Fa(x,Y,Z), ve-

mos que el coeficier\xte de 23 en el producto de las
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dos series es igual a cero. Esto contradice 1la des-
composicién supuesta.

Por otro lado, el cono de tangentes tiene por
ecuacién a x?+ = 0, ¥y por lo tanto es reducible,
siendo sus componentes las dos rectas X+ iY =0, y
X - iY=0. BEs decir, en este tercer ejemplo el nime-
ro de componentes del cono de tangentes es mayor gue

el nimero de ramas analiticas.
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