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l. INTROWCCION 

El tema general de este trabajo es el problema 

de proyectar birracional y birregularmente una vari.!_ 

dad algebraica de un espacio proyectivo en otro de 

dimensi6n menor. El que la correspondencia sea birr!. 

cional quiere decir que les campos de funciones al 
gebraicas de la variedad original y de su proyección 

son iguales, y la birregularidad significa que el a­

nillo local de un punto cualquiera de la variedad o­

riginal es igual al anillo local de la imagen de es­

te punto en la variedad proyectada. 

m. resultado principal que se demuestra (ver el 

teorema 2) es la posibilidad de proyectar, enlama­

nera indicada arriba, una variedad del espacio pro­

yectivo de cierta dimensión en otro de dimensión mi­

nima; la dimensión de este dl.timo est! en f'llnci6n de 

las singularidades de la variedad (más precisamente, 

de las dimensiones 'de los espacios tangentes de Za-
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riski a la variedad). Como consecuencia de esta pro­

piedad, se demuestra (ver el teorena 3) que toda va­

riedad (proye c:tiva) sin singularidades, de dimens16n 

r tiene un modelo birracional en el sentido estric­

to (ea decir, birregular) conten:ldo en el espacio 

proyectivo de dimens1cSn 2r+ 1 • 

.Al mismo tiempo se estudian otros puntos que no 

están directamente relacionado~ con el problema cen­

tral mencionado, entre los C'llales pueden indicarse 

los conjuntos: algebraicos de secantes lfm:1. tes •en al 

sentido estricto y en el sentido amplio". 

NOTACIONES. Bn eete trabajo se han adoptado, de 

preferencia, las notacionea de A. Veil (Foundations 

or Algebraic Geometry), as! como la convenci6n de 

"dominio universal". Se usan constantemente los con-

· ceptos de especiaiizacicSn (ver tambifn [ 6) para el 

caso homo·gáneo), deri.vaciones, exten.siones regulares 

de campos, etc., tal como se definen en la obra IBD­

cionada. Tambiln en cuanto a la nomenc1atura se si­

gue generalmente al 111.smo, awtor. As!, se habla de TA 

riedad (variedad absolutamente irreducible), punto 

genárico, conjunto algebraico (bmlch or varieties 

o irariedad no- necesariamente irreducible), componen­

tes de un conjunto algebraico, etc. El espacio ar!n 
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de d1mens16n n se designa con An, y el. proyectivo 

con pll. Los puntos de An se han denotado con ti­

pos la tinos, (x) , (y), ••• , y los de pll, con grie -

gos, ( 5 ) , ( }f ) , etc. Si V es una variedad de un 

espacio proyectivo, el modelo af'!·n que se considere·, 

lo designa.remos con la misma letra v. 

* * • 

El tema general de esta tesis me ru~ sugerido 

por el Prof. s. Lefschetz, a quien deseo expresar mi 

más profundo agradecimiento. Quiero también dar las 

g~acias al Prof. Pierre Samuel,quien tan amablemente 

me brind6 su incalculable ayuda, así como a mi amigo 

el Dr. Félix Recillas por su valio-sa ayuda y cons -

tanta estímulo. 

Emilio Lluis Riera. 

M~xico, D. F., junio de 1954. 
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2. VA'RIEDAD SPX:AN'l'E. 

Sea T una variedad de dimensi<Sn r en el es­

pacio proyectivo pll. SUpondremos que vr no est4 

contenida en el hiperplano X = o. Sea k un campo de 
o 

def'1nici6n de v. 
Tomamos dos. puntos gen6ri.cos (50 , ••• ,~n) Y 

c,o,···,1n> de v sobre k tales que (~ ), Cv¡ > 
sean independientes (algebraicamente libres.) sobre 

k. Si x1 = ::, y 1 = ~~ (1~ 1~ n) (~, '?o son distin­

tos· de cero debido· a nuestras hip6tes1s), entonces 

(x), (y) son independientes Sl)bre k y dil\:(:x,y),.. 

= 2r. Tomamos, (t0 , , 1 ) algebraicamente independien­

tes sobre k( ~, rp. Sea t = 't1 r¡0 / 'tolo• Evidente-

mente t es trascendente sobre k(x,y). As! pues, 

(x, y, t) es de dimens16n 2r+l sobre k. 

Sea ( S ) el punto de pil definido por 

h = 'to ~1 + "1 ~1' º'~ 1 ~ n. 
~ 
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?º* o porque hemos supuesto era, 'fJ algebraicamente 

independientes sobre k(~,7>. Si z1 = f; c1, 1$. n), 

tenemos que z ='q,+t~¡ es decir, k(z) e k(-r-y,t). 
1 i+t. ' ~ 

Esto implica que k(z:) es una extensidn regular de 

k y de dimensión a -' 2r+ 1, es decir, (~) tiene 

un lugar sobre k que designaremos con w8. Por de­

fin1ci6n diremos que: WS es la variedad de secantes 

o variedad secante a vr. 

Si llamamos recta secante a vr a una variedad 

lineal de dimensidn · 1 que tenga al menos· dos puntos 

distintos comunes con V, vemos inmediatamente que 

t e .,., ) un puno 7 

V en los puntos 

es~ en la secante que intersecta a 
~, ' e '? ) ' ( '1 ) ' distintos, si y s6lo 

si existe ' '> ( -ro, 't'1 tal que 

PROPOSICION 1, ~ variedad secante '!. V !!S?.D,­

tiene a, todas las rectas secantes ª- !• 

es-M en la secante determinada por los Si C$'J 

e~'> .,. puntos ' ~' de V, distintos, existen "º' 
, ,., , ., , ., 

'et tales que 7 ¿ = r0 J ... + ?:1 1.,. • Tenemos tres espe-

cializaciones sobre ks 

e">~ '"''> 
(porque ~o, ~t son variables independientes). Como 
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( ~ ), e~) y e "t:) son independientes y k( ~) y 

k( "/) regulares sobre k, entonces C ~: 1: 't') es 

una especialización de C ~, 7, -c ) sobre k, de don­

de ( r> está en ws. 
Ahora vamos a demostrar que WS contiene a to­

das las variedades lineales tangentes a vr en todos 

los puntos simples de v, es decir, que si (~') es 

un punto simple de v, la variedad lineal tangente a 

V en ( f) esti contenida en W. Podemos suponer 

que ( \ ') est4 "a distancia finita" y podemos trabi, 

jar con coordenadas afines. M(s adn, voy a suponer, 

para facilitar las notaciones, que este punto es el 

origen. 

DEFINICION. Sea (x) un punto genlrico de V 

sobre k, t una variable sobre k(x), (y) el pun-

to definido por yi = txi y u=+ Diremos que un 

punto (y') 11estl en una secante l:!mi te a V a tr§. 

v,s del origen" si y sdlo si (O, y', O) es una esl)! 

cializaci6n de (x, y, _u) sobre k. •) 

*) Este concepto queda definido, por traslaci6f\ 
para cualquier punto de v. As:!1, ~iremos que un~­
to (y•) esti en u~ secante 11ml.te a V a travls 
del punto ex•) de V si (x,y1u) -ex• ,Y' ,O)/k, en 
donde u =t·l y Yi :ad tJci + {l-tJx'1• 
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E v identemente el c o n junto de todos los puntos 

que es~ en secantes límites a trav,s del origen, 

es un subconjunto del conjunto de puntos de la varie 

dad secante WS. 
Vamos a demostrar que si el origen es un punto 

simple de v, entonces el conjunto de puntos que es­

t4n en secantes límites a trav,s del origen es igual 

a la variedad lineal tangente a V en el origen. P!, 

ra ello nos valdremos de la siguiente construcción. 

Sean como antes, (x) un punto genárico de V S.Q. 

bre k, t una variable sobre k(x), (y) el pun­

to de coordenadas yi =txi y u =t-t. Evidentemente 

dimk(x, y, t) = di.n;c(x,t) = r+l. Como k(x, y, u) 

es regular sobre k, (x, y, u) tiene un lugar w¡+t 
sobre k. w~+i está en el espacio producto .A.llxAnXA.1• 

Consideramos el conjunto algebraico (bunch 2! varie­

ties) ~ = w0 (') (AnxA.nX (O)). 

L™ 1. m:, conJunto algebraico ~ !J. puramente 

r-dimensional. 

Efectivamente, si U es una componente de B, 

dim u~+ l+ 2n-(2n+ 1) = r, de donde la dimensidn de 

U es r o bien r+l. Si d1m U f"uera igual a r + 1, 

U =W0 y W0 estaría "contenido en .A.nxA.nx (O), lo cual 

es falso. Es decir, todas las componentes de B son 

'l 
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de d1mensi6n r, que es lo que se quer!a demostrar. 

Si í/3 es un conjunto algebraico en Anx .1• y 

í/3 = u1 U ••• U Ui:i, donde las Ui son las componentes de 

18 , por def1n1c16n diremos que la proyecci6n 13' de 13 

en An es el conjunto algebraico Uf U ••• U Ufi., donde 

Ul es la proyecci6n de Ui en el mismo f'actor .1n. 

LEMA 2. !,!. proyecc16n ií a 13 !m !l segun­

do f'actor ,!!2. .1n X An X .11 ~ igual !l. conJunto ,!!2. 

puntos ~ secantes límites !. V !. traws ~ origen. 

Si (y') est4 en una secante l!mi te a tra vis 

del origen, con las notaciones anteriores tenemos­

Cx,y,u) - (O, y', O) sobre k. Esto implica que 

(o, y•, O) pertenece a Wa y por lo tanto a 13. De 

aquí se sigue que (y•~ est4 en la proyecci6n ij de 

18. Inversamente, si (y') est4 en~, (y') está en 

la proyecci6n de una componente U de 18 , es decir, 

existe (x• ,y1 ,o) tal que (x, y, u) -+ (:x•, y', O) 

sobre k. Como (x,y,u) satisf'ace la relaci6n uy=x 

tenemos Oy• = x• = o, de donde, (x, y, u) se espe -

cializa en (O, y', O) sobre k, lo que, segdn la 

definici6n, equivale a decir que (y•) está en una 

secante límite a trav~s del origen. 
" 

LEMA. 3. ij ll. !m. conJunto algebraico mramente 

r-dimensional. 
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Sea U' una componente de ~ y U una compo­

nente de !l que se proyecta en u• . 91 (y•) es· o.n 

pmito gen,rico de u• sobre k, existe un punto ge­

n4r1co de U de la f'orma (x', y•, O). Sabemos que 

dinilJC', y•, O) = r. Como (x•, .,., , O) ,está tam.b14n 

en w0 , lste es una especializacidn sobre k de (x,y,u) 

y la relac16n x = u-y implica x• = O. Da aqu! re­

sulta que d.1l\;Cy•) =~(x•, y', O) -r. Bs decir, 

la dim.ensidn de u• es !goal a r. 

L1DIA lt-. §!. el origen y; !!!! punto simple ~ V, 

!l, con.1unto de puntos ~ secantes l!m.1 tes- !. V !. tra­

v4s ~ origen g igual !. la variedad lineal tangen­

l!. !. V !J! !l origen. 

Debido a los lem.s 2 y 3 bastar, demostrar que 

ij está contenido en la variedad lineal tangente a 

V en el origen. Sea FCX) un polinomio del ideal de 

la variedad v. Con las notaciones anteriores te­

nemos F(xl = o = Fít11" l = u A., F(y) + u2Q (y, u), don4et oo­

m.o de costumbre, A_¿(x>=I:aP/a~ {~ - ~ >. u! pues, 

6 0 P(y) +uQ(7,u) =O. 81 (71 ) estA en ij , <x, y, u} 

- (o, y•, O} sobre 1c, de donde 6 0 F(y•) = o. Como 

esto vale para cualquier polinomio del ideal de la 

variedad, q1;1eda dem>~trado que (y•) e.U en la va­

riedad lineal tangente a V en el origen. 

' 



Por lo tanto, del lema ~y de la observaci6n que 

precede al lema 1, se sigue ques 

PROPOSICION 2. La variedad secante .! V contie­

.!!! .!: todas las variedades lineales tangentes .!: V en 

~ puntos simples~ v. •) 

'\_ . 

*) M4s adelante se demostrar, una propiedad m4s 
general que la de esta proposición. Ver el corolario 
de la proposición~. 
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3. C O N O D B T A N G E N T E S Y 

ESPACIO TANGENTE DB ZARISICI 

En esta seccicSn usaremos dni._.te ... Z'deaclaa 

afines debido a que los obje"l:es tratados ae~~d9 CA, 

r,cter local. 

Sea vr una variedad de dimensión r definida 

sobre un campo k y supongamos qJie el origen es un 

punto de v. Si (x) es un punto geMrico de V so­

bre k, el anillo local de V en el origen es o =«JX] * 
donde X es el ideal (x1 , ••• ,Xn) de k[x}. El ideal 

m&imo de o es m = o :q_ + • .. + o Xn y o/m es 

isomorfo a k. Sea G( o ) = o /m + m lm2+··· el &IÜ­

llo graduado asociado al anillo o, filtrado por las 

potencias del ideal m [ 71 • Como m n est.4 generado 

en k [ x] por los monomios de grado n en las Xi, el 

anillo graduado G( o ) es~ generado sobre k por los 

elementos Xi,= clase de Xi mddulo m2, ea decir, 

G('o ) = k[~, ••• ,Xnl • 
De aquí se sigue que G( o ) ==k:[Xi_, •• ·x.J /a, donde a 
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es evidentemente un ideal homogtSneo del dominio pol! 

nomial k[X1, ••• ,Xzi]. 

DEFINICION. El conjunto algebraico definido so­

bre k por el ideal • se llama cono de tangentes 

a V en el origen. 

PROPOSICION 3. El ideal a está generado por 

el conjunto de todas las formas ~ grado mínimo !!. 
los polinomios ~ ideal p ~ la variedad T ~ !! 
anillo k[X:i_,···t~l • 

Primeramente demostraremos que 

En erecto, sea F(x) >E ms(')k[xJ; 

con G(x:) E xs y H(O) f!O. De aqu!, 

m s () k [xJ==Xs. 

F(x:) .. G(x)/B(x), 

F(x)H(x) E xs' ,. 

como X es homogáneo, si Fq(x) es la forma inicial 

(la forma de grado mínimo) de F(x), Fq(x)H(O) E: x 8 , 

es decir, q > s, de donde F(x) E xs. La inclusidn 

en el otro sentido es trivial. Vamos ahora a la pro­

posición. F s (X) + F s+l (X)+ ••• + F s-+h (X) ~ P (P s+i-

forma homo~nea de grado s +1) si 7 s6lo si F9 (:z:)+ 

+ F s+l (x) + ••• ==o, lo cual equivale a Fs (x) ~ Je8fl., 1' 

como F s (x) E k: [x:], esta 111 tima relación e qui Tale a 

o bien a Fs(x) - O Y, finalllente, a 

F (X) f 11 , q.e.d. 
s 
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LEMA 5. Sea CJei, ••. ,Xzi) ~ conjunto ~ canti­

dades r .e. ~ ideal sobre~ campo k. ~ u !! ~­

candente sobre k(x) r_ (y) !! tal ~ ~= UY'1,!!:_­

tonces el ideal de (y, u) sobre k está generado pc:r - - - -
~ polinomios Ks (Y) + Ugs+i (Y)+ · · · + us+h's+h (Y) donde 

gs (X) + gs+l (X)+ ... + gS+h (X) está ~ p l gs+i !! 
una forma homogtfoea de grado s +1. 

Desde luego, si 1s(x) + Ss +l (x) + ••• = o, 
entonces usg (y) + us+ 1 g +lly) + ••• = o, s: s 

de donde gs (y) + u gs + 1 (y) + • • • = O• 

Inversamente, sea ahora F(Y, UJ un polinomio tal que 

Fly, u)=O. Escribamos F(Y,U)=- fj , 13 (YJU1 , donde 

gij es una forma homogánea de grado j. Si hacemos 

y= X/U, F(Y,U) =L_ gij(x)u1 -j=Y-( L. gij(X))ud 
1,j d j-i;d 

(d puede tomar valores negativos). Pero como u es 

trascendente sobre k(x) y F(y,u)-=O, L.. g13.Cx) f: P 
j-i=d 

para toda d. Sea g iSfil)(X) la forma de grado mínimo 

del polinomio L. gij (X). Considero L. gij (Y)uj-s (d) 
j-i:=d j-i=d 

el cual es de la forma estipulada en el lema. Evides 

temente, F(y,u) =o si y s6lo si L. , 1 ,. (x) = O para 
j-i~d " 

toda d, lo cual e qui vale a /. g1 .1 (y )uj = o, o bien, 
j-s,-i1Fl=d · 

finalmente, a L. gij (y)u :Opara toda d, puesto que 
j-i=d ' 

u +o. Con esto queda demostrado el lema. 
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PROPOSICION 4. El ~~tangentes !, V ~ el 

origen~ igual!!_ conjunto~ puntos de secantes !1, 

mi tes a V !. trav~s ~ origen. 

Si (y') está en una secante límite a V a tra­

vls del origen, (O, y•, o) es una especializaci6n 

de (x, y, u) sobre k, donde (x) es un.punto genft 

rico de V sobre k, ~ = uy 1' u trascendente sobre 

k(x). Si gs:(X) + gs-+l (X)f-·"fgs.h (X) está en el ideal de 

v, g9 (Y)+Ugs+l_(Y)+ ... -t u11gs-.-.b.~Y) está en el ideal de 

(y,u) sobre k, y como (y,u)- (y•,o), g5 (y1 )=0'. 

Como esto es cierto pa-ra cualquier polinomio del 

ideal de v, la proposicidn 3 implica que (y') estl 

en el cono de tangentes a V en el origen. 

Inversamente, sea (y•) un punto del cono de 

tangentes; debido al lema anterior, los polinomios: 

gs(Y)+ Ugs+l (Y)+···, donde g9 (X) + g8 ..\-1 (X)+ ••• 

en el ideal de v, generan el ideal de· (y,u) 

estl 

sobre 

k. Debido a nuestra hipótesis, gs(Y') ,.. o, de donde 

gs (y')+ O· gs + l. (y') + •• .-o, y por consiguiente, (y\O) 

es una especialización de (y,u) sobre k. Sea (x•,y•,o) 

una espec1alizaci6n de (x,y,u), extensión de la an­

terior. Como x =- uy, x• = O , es decir, (o,y• ,o) es 

una especial1zaci6n'\de Cx,y,u) sobre k, y (y•) es­

tá en una secante l!mi te a V a travf·s del origen. 

lit-



En particular, el lema 3 de la sección anterior 

demuestra que el cono de tangent&s a vr en un punto 

de· V es un conjunto algebraico puramente r-dimen­

sional. 

El corolario simiiente es una generalizaci6n de 

la proposici6n 2. 

COROLARIO. La variedad secante a V contiene a 

todos los conos ~ tangentes !. V en todos ~ ~­

tos de v. 

Este es una consecuencia inmediata de la propo­

sici6n anterior, ya que un punto que est4 en una se­

cante l:!mite a V en un punto de v, est4 en la: va­

riedad secante a v. 

Sea vr una variedad de dimensión r en el es­

pacio J!!, definida sobre un campo k. Si o es· el 

anillo local de V en un punto P y m el ideal de· 

las no unidades de o , m / mt es un espacio vectorial 

sobre o/m = k(P), [10]. Lai dimenst6n de este· espa­

cio es mayor o igual que· r y menor o igual que n. 

El punto P es simple si y sdlo si la dimensi6n de 

m /m" e-s r. Para facilitar las notaciones supondre­

mos que Pes el origen. Entonces· si (x) es un pun-
'\ 

to genhico de V sobre k, el anillo local • de V 

en el origen es igual al anillo de cocientes del 1., 



ideal e,_,. .. ,~) con respecto a k[,_, ••• ,Xnl, es 

decir, o =k[r¡, ••• ,~1(x1 , .• ,xn)' y el ideal m4x1-

mo de o es U generado por x¡, •• ,~, es- decir, m == 

= ox1 + · · · + o Xn· Resulta inmediato que mima.es- iso­

morfo (como espacio vectorial sobre k) al espacio de 

- . 

las formas lineales L a1Xi_ (a1 E- k) reducido módg, 

lo las formas lineales L. a1x1 tales que L.aixi ~ m~ 

DEFINICION. Llamaremos espacio tangente ~ ~­

~ !. V ~ P, & ~ del espacio vectorial m/m~ 

Lo designaremos 22!!. Z(P). 

As! pues, Z(O) puede identificarse con la Var1!, 

dad linea:l definida sobre k por las: formas L. aiXi 

tales que L. a1xi E: m2 , Debido a que m n k[x] = x 

(ver la proposici6n 3), resulta que Z(O) es el con 

junto de puntos que satisfacen la$. formas lineales 

de todos los polinomiog del ideal de la variedad v. 
En otras palabras, Z(O) es la "variedad lineal aso­

ciada al origen" ( [ij] , pág 98). En general, si Por. (X) 

= O es un sistema de ecuaciones de V y (x') el 

punto considerado, Z(x') es la variedad lineal de 

ecuacionel!t 6x,Fol (X-x') =- L. 3Fa:hx1·CX1 -xp·-0 

definida sobre k(x•). 
'\ 

En particular, de-lo· dicho arriba resulta que el 

espaoió!tangente de Zariski en un punto contiene al 
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cono de tangentes a la variedad en el mismo punto. 

En un punto simple, el espacio tangente de ZUiski, 

por ser de d1mensi6n r, coincide con la variedad li­

neal tangente a vr y, por lo tanto, con el cono de 

tangentes:. 

DEFINICION. Sean (x) y (y) dos puntos gená­

ricos de V sobre k algebraicamente independientes 

sobre k, u trascendente sobre k(x,y), t •u-1 , y 

(z) el punto definido por z1 = tx1 + (1-t)yi. Su­

pongamos que el origen es un punto de V. Por def'1-

n1ci~n diremos que un punto (z') 11es:tá en una secan­

te límite en el sentido amplio a V a travás del ori­

gen" si (O, o, z', O) es una especializaci6n de 

(x, y, z, u) sobre k.(Por traslacidn este concepto 

queda definido para un punto cualquiera de V.) 

Se sigue de la clefinici6n que el conjunto de PUS. 

tos que están en secantes limites en el sentido.am­

plio a V a trav~s del origen, es un conjunto alge­

braico (usando un Jlldtodo análogo a la construccidn 

que precede al lema 1) contenido en la variedad se­

cante, a V y que· contiene al cono de tangentes a V 

en el origen. 

\ . 

PROPOSICION 5' •. !!:_ conjunto de puntos ~ están 

en secantes l!mi tes a V ~ ~ sentido amplio !. tra-

1. 7 
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v~s del origen está contenido ~ el espacio tangente 

~ Zariski !l V !.!! ~ origen. 

Sea F(X) = L. aiXi + F2 (X) + · · • + F9 (X) un poli­

nomio del ideal de la variedad. Entonces L. aixi + 
+ F2 (x)+ • · · +F/x> = o, y I:a1y1+ F2{y)+ · · ·+F9 (y)= 

= o. Como uz1 = x1 + Cu- l)y1, de las dos igualda­

des anteriores obtenemos 

UL&j_ zi + [F2 (x) + (u -l)F2 (y)] + · • · + 
+ [Fs (x) + Cu -l)Fs (y~ == O. 

Sea 2, d ~ s. Tenemos 

Fd(x)+(u-l)Fd{y)"'" Fd(uz+ll-u)y)+Cu- l)Fd(y)­

-Cl- u)~ d(y) + (1- u)d-1u L ~Fd/~ Yf Zi + u2Q(u,y,z)+ 

+(u - l)Fd(y) = 

=UL,~Fd/~yi z1 - (d- l)uFd(y) + u2Q•(u,y,z). 

As! pues~ obtenemos 

uLaizi + u(,L t>F2/c,y 1 z1 +···+L. 'c)F8 /'t)Yfz1 ) -

- u(F2 (y) +2F3'y) + • · • + (s -l)F9'y) ) + u2Q1 ' (u,y,z)- o. 
Simpliticando por u y suponiendo que co,o,z• ,o) 
es: una especializaci~ de {x,y,z,u), resulta que 

L. ª1 zr = O. En otras palabras:, si suponemos que (z 1 ) 

eatá en una secante l!mi te a V en el sentido am-

" plio, entonces; 6 0 F(z 1 ) - o, q.e.d. 

El inverso de la proposición anterior no es 
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cierto, pues puede tomarse una variedad de dimensión 

r en un espacio de dimensión mayor o igual a 2r+ 1 

de tal manera que la dimensión del espacio tangente 

de Zariski sea en cierto punto de V igual a la dimen 

si6n del espacio entero, mientras que el conjunto de 

puntos de secantes 11mi tes está siempre contenido en 

la variedad secante, cuya dimensión es no mayor que 

2r+l. 

PROPOSIC ION 6. ~ T !!E!_ variedad z il el 

conjunto algebraico ~ puntos singulares de V. Bntonces 

U Z(x) est:4 ~ontenido !B !m. con.1unto algebraico de 
(><) ~ il 

dimensicSn ~ Q. igµal f! -! + d - 1, donde 

d = max(dim Z(x)). 
(11)f V 

Sea k un campo de definición de V y Fo(. (X) :::r O 

un sistema de ecuaciones de V sobre k. Considere­

mos el sistema de ecuaciones en k[X,A] 

(1) 
F.(X) = O 

L. ~F.Jc)xt ~Ai - Jei) = O 

y el conjunto algebraico ¡i x An. Entonces· existe un 

An x An tal que un punto conjunto algebraico 

de J?x An está en 

5B en 

sa si y sólo si está en il x An 

y satisface al sistema'de ecúaciones (1). k es un 

campo de definici6ri de B • Sea 58 1 la proyección de 
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fl en el segundo factor de Anx J.n. Resul~ inmedia­

to de esta construccicSn que 'f'I ::,LJz(x). Esto demue!! 
,,.,. n . 

tra la primera parte de la proposición. Sea ahora U 

una componente de fl y .(x, a) un punto gen~rico de 

u sobre k. Como Cx,a) está en n x 1.n, (x) estl 

en n , de donde dimk (x) = dimk (x) ~ r - l. Como 

L..~ Fct.hx1 Ca1 - x1 > -o, Ci) t Z(x\ de donde ~ lx) (lC) 

:z: di.Jnlt"(x) (I), d. Bato 1apllca que ~(Y,a)~ r+d-1, 

es decir, la diJllensicSn de 8' es menor o igual a r+d-1. 

&Ita proposici6n es cierta tambidn, desde luego, 

en el caso proyectivo. Bn el teorema que sigue no 

menciona.remos el espacio ambiente por ser cierto "t8.!!! 

bidn en ambos casos. 

TBORBM.l 1. Sea r B!!A variedad de dimensión r 

definida sobre un campo k. Entonces existe!!!! conjun­

to algebraico, definido sobre k, -9:2. dimensión ~ 

.Q. igual !i max(r+d-l,2r+l>, donde d==ma.x (dimZ(x)) 
<•lE-V 

I:. ~ que contiene A. todas ~ rectas secantes !. V I: 

!. todos ~ espacios tangentes g, Zariski Z(x) A. V. 

En ef'ecto, si W es la variedad secante y fl' 

el conjunto algebraico definido en la propos1.ci6n 

anterior, consideramos W U 'f'I. Evidentemente, su di-
' 

mensión es menor o igual al ma.x(r+ d-1, 2r+ 1). T~ 

bim es inlllediato que contiene a todas las rectas s2_ 
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cantes a v, segdn la proposici6n l. Sea (x) un 

punto de V y Z(x) su espacio tangente de Zariski. 

Si (x) es simple, Z(x) es la variedad lineal tan­

gente a V en (x) que, segá.n la proposici6n 2, 

está contenida en w. Fina.1.mnte, si (x) es un pun­

to singular, Z(x) está en 181 segdn la proposición ó, 

con lo que queda completamente demostrado el teorema-

Además, el nwnero max(r+d-1, 2r+l) es el mi-

nimo que puede tomarse para que el teorema sea ciar-

to. En lo que respecta a la dimensión de w es claro 

que puede ser igual a 2r +l. El ejemplo que se da a 

continuac16n demuestra que la dimensión de 18' puede 

ser igual a r +d- l. 

Sean ~, ••• ,xr _ l't variables independientes 

sobre k. Consideremos la variedad de Veronesa U de 

punto genérico (xl' ••. ,:x:r _ 1, xixj) sobre k y la 

curva C da punto genlirico (ts, t8 + 1 , ••• , t 2s - 1 ) 

sobre k. La variedad proqucto C x U es de dimensi6n 

r. U es una variedad sin singularidades por ser un 

modelo birracional birregular del espacio Ar. Como 

el ánico punto singular de C as. el origen, es cla­

ro que el conjunto algebraico singular 5 de c x U 

es el conjunto de ~untos de c x U cuya proyección 

en C es- el origen. Si P es un punto de ~ , te-
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nemos d.1m Z(P) = s + r-1 (debido a que la dimen­

s16n del espacio tangente de Zariski en el punto (O) 

de e es: el espacio As entero). As:! pues, la d 

del teorema es, en este ejemplo., s +r - l. Vamos ahora 

a demostrar que la dimens16n de ~· e$ igual a la 

d1m U Z(P) = r+d-1 = r + (s+r-1) -1 = s+2r-2. 
P6 5 

Como x13 - x1x3= O es un sistema de ecuaciones de U, 

el sistema de ecuaciones del espacio tangente de Za­

riski en un punto (O, ••• ,o, :zi, ... ,xr-l' x1x3) de 

B será 

(1) Xij - Xixj - Xjxi - xixj = o. 
Entonces se trata de calcular la d.1mensi6n del con-

junto de puntos cr1 , •.• , Ts, Xi_, •.• ,~ _ 1, x1 j) tales 

que exista (x1 , .•. ,xr) tal que se satisfaga la re-

1aci6n (1). Sean (x), (y) dos conjuntos de r -1 V!, 

riables alg~braicamente independiente$ sobre k . 

. k(x,y) ::> k(y,yij), donde yij = yixj+yjxi- xixj. El 

campo k(x,y) es una extensi6n algebraica de k(y,yij) 

porque x1 1atisface la re1ac16n xf- 2xiy i + y ii == O 

y por lo tanto, ~(y,y13 > == dimk(x,y) = 2r- 2. As1 

pues, si t¡, ... ,t8 son variables algebraicamente in­

dependientes: sobre k(y), la componente de t' de pun­

to gen4rico C t, y, y ij) es de dimensidn s + 2r - 2 = 

==r+ d- 1, q.e.d. 
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4. PROYBCCION Y BIRRAC¡ONALIDAD, 

TEOREMA 2. Sea T B!!§. variedad !!!, dimensión 

r m Y:!!. espacio proyectivo de:f'inida sobre !:fil campo 

k. Sea m = max (r + 4 - 1, 2r + 1 >., donde d !.! ~ 

máJCimo S!!; las dimensiones: S!!. !2!. espacios tangentes 

~ Zariski A v. Entonces existe BPA correspondencia 

birracional birregular definida sobre k ·) ~ V 

z Y!!!, variedad V' contenida m el espacio proyec­

tivo de d1pns16n m. 

Supongamos que r está. en el espacio proyec­

tivo pD. y que n > m. El teorema se demostrará por 

inducción, demostrando la existencia de una variedad 

v•, imagen birracional birregular de V y contenida 

en pll- 1 • 

Debido al teorema 1, existe un conjunto algebr&4:. 

1 O,en caso de que k tenga solamente un nd.mero 
finito de elementos, la correspondencia estará defi­
nida sobre una extensión :finita k' de k. 

"' 
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co de dimensión menor o igual a m< n que contiene 

a todas las rectas secantes- a V y a todos los es­

pacios tangente~ de Za.riski a v. Entonces, existe un 

punto en el espacio proyectivo pll el cual no pertB­

nece a este conjunto algebraico ( ver la nota de pie 

de página) y que, mediante una transformación pro­

yectiva podemos suponer que es (0, .•. ,0,1). Proyec­

tamos vr desde este punto al hiperplano X0 = o. 
Sea V' la proyecci6n de vr en este pn- 1 • Esta 

correspondencia tiene las propiedades. siguientes: 

a) !!. biunívoca, y 

b) ninguna. recta proyectante está !J1 !2!!, u-
pacios tangente·s S!, Zariski §. V. 

Pasando ahora a coordenadas afines y a los modelos 

atines de V y V', si (xl' ••. ,Xzi) es. un punto ge­

nárico de V sobre k, (x1, ••• ,xn _ 1) es un punto 

genárico de V' sobre k. En esta sección demostra­

remos que la proyección establecida, debido a que 

cumple las propiedades a) y b), es una corresponden 

cia biri-acional definida sobre· k entre V 7 V'. 

Para: ello bastará demostrar que 

PROPOSICION 7. Las condiciones, a) I. b) impli­

~ que k(X:i., ••• ,xn) !!. ignal §. k(x1, ••• ,xn _ 1). 

Eh primer lugar, k(X:i., ••• ,xn) y 1ml. ep;ep.sidn 
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algebraica de k(x1 , ... ,xn _ 1 ). Efectivamente, si xn 

fuera trascendente sobre k(xl' ••. ,xn _ 1 ), siendo 

t I xn una variable sobre este llltimo campo, ten­

dríamos klx1 , ... ,xn) = k(;_, ••. ,xn _ 1 , t). Entonces 

(x1 , ..• ,xn _ 1 , t) sería una espec:i.alizacidn genérica 

de (x) sobre k y por lo tanto un punto de V dis­

tinto de (x) y con la misma proyecci6n que (x) en 

v•, lo cual contradice la condición a). 

k(x1 , .•. ,xn) ~ ~ extensión puramente inse­

parable de k(x1 , ••. ,~ _ 1 ). En efecto, si no fuera 

puramente inseparable entonces el grado de separa­

bilidad [k(x_, ••• ,x ) s k(x., .... ,x 1 )] sería 
L n L n- s 

distinto de uno y, por consiguiente, existiria al~ 

nos un conjugado x' de ~, distinto de xn' sobre 

k(;_, .•• ,xn _ 1 ). Entonces: k(x1 , ... ,xn) es: isomorfo 

a k(;_, ••• ,xn _ 1 ,x 1 ) , y el mismo razonamiento que 

se usó arriba conduce a la contradicción de la con­

dic16n a). 

;Finalmente, k(Xi, ••• ,xn) !§. !m§ extension ~­

parable de k(Xi,·••,xn-i'· Supon~os que no es: asi, 

o sea, que~ no es; separable sobre k(;_, .•• ,~_ 1). 

Entonces existe una derivación D en k(;_ , .. .,.x ) sobre 
' , n 

k(Xi,··· ,xn_1 ) (es decir, tal que D(k(x1 , ... ,Xu_1 )) =O) 

y podemos elegir lllcn = 1 ( [8] , Cap I, § 5). 
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Saa F°' (X)= O (1~ °"~ h) un sistema. de ecuaciones 

de V sobre k. Como Fe(. (x) = o, DF°' (x) = O y ya 

que DFoL{X¡, ••• ,xn) = I: afia xi ·Dxi = aFal./'c) xn' re­

sulta que aFat/-axn= o, (l~ol~h), Entonces, la 

matriz 

;u9itox1 '3F1hx2 ...... c1Fl/c,xn-l dF1hxl!l 

. . . . . . • 

c,FhhX¡ i1Fh/ax2 ...... ~Fh/~xn-1 oFhhxn 

1 o ...... o o 
o 1 ...... o o 

. . • . • 

o o 1 o 

es de rango n - 1, lo cual implica qúe la variedad 

lineal tangente a T en (x) contiene a la recta 

de ecuaciones x1 -x1 = o, ... , Xn _ 1 - xn _1 = o, que 

es una recta proyectante. Esto contradice la condi­

ci6n b), con lo que queda demostrada la af1rmac16n. 

Las tres tlltimas afirmaciones demostradas prue­

ban la proposición? ya que una extensiOn algebrai­

ca de un campo K que sea separable y puramente 1ª 
'\ ·. 

separable sobre K es igual a K. 
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5. BIRREGULAHIDA.D • 

• 
En esta· sección demostraremos que la correspos. 

dencia birracional establecida mediante la proyección 

es birreglll.ar, es decir, que si P es un punto de V 

y P' su proyeccidn en V', entonces- los anillos lo­

cales- o y o' de V y V' en P y P' respecti­

vamente sobre un campo de definición k, son iguales. 

Evidentemente, puede suponerse que P y P' son los 

orígenes de J.° y 1.n -l respectivamente. Entonces 

si (~, •.. ,xn) e~ un punto gen,rico de V sobre k, 

o = k [x1 , .•• ,xnJ , 
(xl, • •• ,xn) 

o'= k[X¡, ••. ,xn _¡] . 
(xl' • • • 'xn - 1) 

Es claro que o' es un subanillo de o y si m y m' 

son los ideales mb:imos de o y o' respectivamente, 

se tiene m=oX¡ +··· +o~ y m'=o'~ +···+o'~-l' 

y tambi4n m'c m. ', 
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LEMA 6. Si la recta ~ ecuaciones x1 = o, ... , 
~- 1 = O BQ. está m el. espacio tangente ~ Zariski 

ª V fil! el origen, entonces m = m' o. 

Como el punto (o, ... ,u,x ) está en dicha recta, 
n 

este punto no pertenece al espacio tangente de Zari~ 

ki a V en el origen y, por consiguiente, existen e,_, 
••• , d en k tales que tL -O+ •.• + d 1• o + d x =#: O n -i n- nn 

y L d1x1 E ma.. De aqui resulta que dn =;, o, y como 
i:1 

t dixi E m', se sigue que dn~ e o m' +m2., de donde, 
1•1 

x e o m' + m2. • Esto implica evidentemente que m e n 
e o m' + mi y por 1nd.ucci6n m e ..i m' + m"' para to-

da n, de donde, mC(\(om' + m".). Es decir, m= 
'11 

= o m'. 

LDfA 7. Si el punto al infinito !a, el eje ~ 

BQ. está !!l V, entonces Xn, ~ entero sobre ~ !S!.­

!J& k[Xi_,•••,xn-ll lY, por consiguiente, sobre o'). 

Debido a nuestra supos1.c16n de que el. punto de 

coordenadas homogéneas ( o·, ••• , O, 1) no está en V, 

existe una f'orma F(X0 , ••• ,X0 ) del. ideal.. homogéneo 

de V tal que F(O, ••• ,o·,l.) ::/, o, y por cons1.gu1ente, 

si. ~1 = Xi/x0 , ( ~) es Ur! punto de V, de lo cual S9 
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sigue que ~: + F1 (~0 , ••• ,fn-l) ~:- 1+ ···=o, es 

decir, x! +F1(1,1_,•··,xn-l) x~- 1+-•• =- o, q.e.d. 

As1 pues, COJJI) en nuestro caso, debido a la fo;t 

ma en que se ha establecido la proyección, se cumplen 

las condiciones de los le-.s anteriores, tenemos m = 

= o m' y :x es entero- sobre o' • 
n 

Debido a esta dl. tina propiedad, el anillo o' [ ~ 

es un o 1 -addul.o ftldto. Coilo- o' es looal, eJ._ anillo ,. 

o'[ xn-] es: ..U.ocal, (2] y si m1 , ••• , •b son loa 

:ideales -.ximos de este anillo semilocal, mi n º' = 
=m'. Sea p 1-=mi() k[::,_, ••. ,xn]. Bntonces 

P1_fl k[~, ••• ,xn_1l =m1 íl k[~, ••• ,xn-il= 

=m' () kl:,_,•••,~-ll =(X;¡_,···,~ -1> 
(:ideal generado en, k[lr:i., ••• 'Xn- 1 ] ), que es un ideal 

mb:lao (e1 del origen) • .&.s1 pues, , 1 es evidentemerij;e 

prillD, , 1 ()k[,_, ... ,~_ 1Jes wb1no y kfX¡,•••,~] 

es entero sobre k[:;_, .•. '~- 1) • Esto iQilca, (6) 

que '1 es un ideal w4:11-, de k[~, ••• ,xJ 7, por coa 

siga:iente, es: el 1dea1 de 1Bl punto Pi de V que, c2 

DIO '1 ()k[::¡¡;_¡_, • • • tXn _ ¡l = (,_, • •. ,~ _ l) = ideal de1 

origen de AD - i ~ se prq;recta en el oi"i.gen. 

Por otro lado, teD811Ds que 

•' [~1;; 1 -k[21_, ••• ,sJ'.t · 
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Bn e-recto, o•[xn] ::::> k(~,···,xnl, y debido, a que 

mi () k[~, ••• ,x.iJ = Pi, k:[xJpi C o• [~J mi• Inver-

samente, eomo k(xJ,i ::::> o' [XnJ Y p1kfxJ,i ('\ o' [Xnl==m1 

tenemos que k[xJ, ::::> o'[~J , q.e.d. 
i mi 

A.sí pues, o' fxnJmi == k{xJ,i u !l. anille,, local ~ sa 

punto Pi !!!, m!!, a pro,:ecta !D. ~ origen ~ An - 1 • 

Como en nuestro caso la proyecci6n es biunívoca, 

h =-1, es 

O 1 [X } = 
D 

del punto 

decir, o• [x l es local y, por consiguiente n 
o• [X ] el cual es igual al anlll.o local 

nm1 
que se proyecta en el origen de Arr-l, es 

decir, al anillo local o. Como o' (Xn:1 es un o•-m2 
dulo tini to·, hemos: demostrado que o ll 1m º' -módu-

12 f'1n1to y, por consiguiente (ver [61), o' !,!; lm ~­

espacio topoldgico S!. o. 

Come,, o/m = o•/m•, tenemos o - o•+m.,. o•+om'-

=o•+( o•+o m•)m' = o• +om• 2 =••• = o•+ o m,n = 

= º' + m l1 para, toda n. Da aqu!, O= neº' + m n), y 

por el. teorema de Krul.1 extendido a 11.dd.ulos, como o• 

es subespacio de O t n ( 0 I + mn) == o• t de donde, o­

=o', oon lo que queda demostrada la birregular1dad. 
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6. UN CASO PARTICULAR. 

Aplicando el teorema 2 a una variedad sin sings, 

lari.dades, obtenemos e:l. siguiente resultado r 

TEOREMA 3. Sea T !:Y!!. variedad !!E! singulari­

dades !fil!!!! espacio proyectivo ¡, k !!!! campo g2, ~­

finici6n g2, V. .tmtonces existe ~ correspondencia 

.birracional birregular defi.nida sobre k (o sobre 

una extensión finita de k, si ~ste tiene sólo un rm-
-· 

mero fi.nito de elementos)- entre V ¡,!mi.variedad V' 

sumer·gida fill & espacio proyectivo g!_ · dimensicSn 

2r + l. 
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7. NOTA COMPLEMENTARIA. 

il estudiar el cono de tangentes (o co~junto a! 

gebraico de puntos de secantes límites) surgió la 

idea de comparar el ndmero de componentes del cono 

de tangentes en un punto de una variedad, con ul nd-

mero de ramas analíticas •) de la variedad en el 

mismo punto. Los ejemplos que da.nos a continuación, 

nos indican que el primero puede ser igual, mayor o 

menor que el segundo. 

a). En un punto simple de una curva irreducible 

del plano complejo hay una sola rama y el cono de 

tangentes- es igual a la recta tangente que es irredq 

cible, es decir, en este caso los dos ndmeros son 1. 

b). En el plano complejo, la curva de ecuaci6ns 

2X4 - 3x?Y_ + y2- ~ 2Y3 + Y4 == O, 

(ver la fieura en la ~ag. siguiente) tiene dos ramas 

en. el origen. Por otro lado, el con~ de tangentes al 
'\ 

•) D. G. Northcott. 'rh.e· number of anal,:tic branehes 
of a variety. J. London Ma th. Soc . , Vol 2 5 (I.9 ~) • 
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ser irreducible tiene una sola componente; es irredy, 

cible porque está definido por el ideal {t') que es 

primario. 

e). Consideremos la superficie de ecuación 

x2 + y2 + z3 = o, 

en el espacio tridimensional sobre los complejos. 

Demostraremos primero que es anal:f.ticamente irreduc!, 

ble en el origen, es decir, que tiene una sola rama 

anal!tica; en efecto, si x2+ Y2 + z3 fuera igual al 

producto CaX+ bY + cZ + F2 (X,Y,Z) + F3(X,Y,Z) + .•• ) 

(a'X + b'Y + c•z + F2CX,Y,Z) + Fj(X,Y,Z) + .•• ), don­

de las F1 son formas homogáneas de grado 1, enton­

ces aa' = 1, bb' = 1, ce'= o, ab'+ a'b= o, act+­

+a'c= o, be'+ b'c = O. De estas igualdades se ve fl­

cilmente que e - e•= O. Por lo tanto, como la for­

ma de tercer grado del producto de· estas dos series 

es (aX + bY) •F2CX,Y,Z) + (a 1X+ b'Y) •F2 CX,Y,Z), ve-

mosque el coeficie~te de z3 en el producto de las 



dos series es igual a cero. Esto contradice la des­

composición supuesta. 

Por otro lado, el cono de tangentes. tiene por 

ecuacidn a x2+ i2- = o, y por lo tanto es reducible, 

siendo sus componentes las dos rectas X + iY • o, y 

X - iY= o. Es decir, en es·te tercer ejemplo el m1me­

!:.Q. ~ componenteS'. del ~ de tangentes. fil!. mayor gue 

el nwnero de ~ anal:! ticas. 

\ 
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