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l. PROBLEMA GENERAL

La tooria de la radiacidn césmica primaria, basada en la su-
posicidn de le existencia al infinito de particulas eléctricamen-
te cargadas con una distribucidn homogénea e i3otrdpica, fue dess

.
rrollads por G, Lemaftre y M. S. Vallaria.™

Como primera aproximacidn consideraron el c¢aripo magnético tg
rresvre como @l de un dipole magnético. El problema dinédmico del
movimiento ds una particula eléctricemente cargadz en el campo de
un dipolo magnftico fue estudiado anteriorments poxr C,. St&xmeroz
Zn un puntc dadce lag direcciornes de lac trayectorias dinéﬁicamen~

te posibles pare una energifa dada llenan un ccno de forma bastan-

AN

te irregular.
lG. Lemaltre y M. S. Vallarta, *On Compton‘s latitudes REf-
fect of Cosmic Rac iation,” Phys. Rev., 4%, 87-91 {1933);
este es el articulo original con que Lemaitre y Vallarta
inicilaron sus traba;os acerca d¢ la radiacién cbdsmica. -
Para una biblicgrafia completa de los trabajos de Lemefi-
tre y Valliarta véase Alfredo Baflos Jr., Journal of the -
Tranklin Institute, Vol. 227, No. 5 {1939), pdg. 644. -
Un excelente compendic fue publicado por M. S. Vallarta,
University of Toronto Studies, Applied Mathematics Series
No. 3, (1938).
Jarl Stdrmer, "Sur le mouvement d'un point matériel pox-
tant une charge d'électricité sous ltaction d'un eimant
elérertaire,"” Vid. Selsk. Sxr., '0slo (1904); Carl St&rm-
er, Zeits. £, Astrophys. 1, 237274 (1930).

5¢. Temadtre y M. S. Vallarta, ®ays. Rev. 43, 87 (1233).
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Baséndose en el teorema de Liouville referente a la conserva
cibén del elemento de volumen en el espacio-fase Lemattre y Vallar
ta encontraron que la intensidad de la radiacién para particulas
de una energia dada es, en una direccién permitida, igual a la in
tensidad al infinito, o sea que es constante para todas las diregc
ciones permitidas.4 Zste resultado permite reducir el problema -
del cédlculo de las intensidadecs al cdlculo de la forma del cono -

para diferentes energias.

Tomando coordenadas esféricas (p,¢,9) con origen en el cen
tro del dipolo y la direccién ‘Torte terrestre (Sur del dipolc) se
gin 0Z se pueden obtener fédcilmente las ecuaciones del movimien
to.

Una transformacién de variables propuesta por StBrmer5 con--

siste en introducir una nuveva uvnidad de longitud £ definida por

> me onvime

€= A o
donde M es el momen*” l.agnético del dipolo en u.e.m., e es la
carga eléectrica en u.e.s. de la particula en estudio, m su masa
rclativista y v su velocidad. Siendo la fuerza ejercida sobre
la particula cargeda ortogonal a 1§ trayectoria, la velocidad de
ésta se conserva constante en magnitud siéndolo, por lo tanto, la
masa relativista. Por ello, para una particula dada, la unidad -

€ Jdefinida antes es una constante.

Definiendo dos nuevas variables r,s por:

4G. Lemattre, Ann. Soc. Sci. de Bruxelles, A4, 162-174,
11934).
-Jarl St¥rmer, Pub. Univ. Obs. Oslo, No. 10 (1934).
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p= £r; vat = £ ads,

las ecuaciones del movimiento son:6
2 2 2 2
- (B - ol eotv- - o
S T
T QEX + 24z dh, o QQ)E sen\ cos) = - 280 cosh dg (2)
a 2 ds ds ds ‘ 2 ds’®
s T
1 4,.2 2, do, _ 2sen\ d\ cos) dr
T COSA ds(r cos™\ as) - rE s r3 ds’ (3)

y ademés la ecuacién de la conservacién de la velocidad:

#

La transformacién entes indicada permite eliminar de las ecuxn

2

H

2 n 2
¢ 1o (%% + 12 cos™)\ {QQ) = 1, (4)

s
R ¢

ciones del movimiento todos los factores ficsicos, quedando exclu-

sivamente el cardcter métrico del movimientc.

La ecuacién (3) .es directaemente integrable, dando lugar a la

relacién

2
2 2y d9 . €0S°Ah _ ny o
T .cos AgstoE = fJE = constante, (5)

-
-

donde a3 coastante de integracién '231 es igual a2l momentc de la
cantidad de movimiento al infinito de la particula con respects -

al eje del dipolo.

Substituyendo de la ecuacidén {5) la cantidad %3 en las ecua
ciones (1), (2) y (4) se obtienen ecuaciones diferenciales en las

que no aparece la variable ¢, lo que significa que estas ecuz-

R T e e e e ——— % VTSV e e

sAlfredo Baflos Jr., Journal of the Franklin Institute, 227,
631 (1939;.
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ciones representan el movimiento de la particula en su propio pla
no meridiano. Conocido el movimiento en el plano meridiano, el -
valor de ¢ se obtiene de la ecuacién (5) mediante una cuadratu-

ra.

Para estudiar el movimiento en el plano meridiano es conve--

[

niente efectuar la transformacién conforme propuesta por St8rmer:

e = 23ir,

2x
ds = S do,

(2y)3

mediante la cual las coordenadas polares (r,\) se convierten en

coordenadas cartesianas (x,\), transforméndose el semiplano me-

ridiano en una faja infinita limitada por las lineas X\ = # %.

Aplicando esta transformacién, las ecuaciones de movimiento

8

toman la forma:

) ’%%) = ae°% - {e"%cos\ - sec)s)2 = P, (6)
d2x 2x x 2x 2 1 0P
=5 = ae - e * e cos“\ X= 23 X’ (7)
do”
a>\ -2x © gen \ 1 9P
- = e sen\ coOS\ =« "'“'-'3*" = A= T 3}:.; (8)
do ‘ © CcOS‘N
donde a = l 4 La ecuacién (6) no es independiente de las --
otras dos. 8r su forma, requiere que la funcién P (x,k;yi)

sea positiva para la posibllidad del movimlento condicldn que dl

o e A A ey Y1 T MM Ty - - wpea b e

Tcarl Stérmer, Zeits. f. Astrophys. 1, 237-274 (1930).
841fredo Bafios Jr. Loc. cit., pag. 643.
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vide, para un valor de ¥1 dado, el plano meridiano en dos par--
tes: una en la que el movimiento es posible y otra en la que el -
movimiento estd prohibido: La frontera entre estas regiones es -

la curva definida por la ecuacién P = 0.

Para Xléﬂl la regién permitida es conexa, pudiendo llegar
a cualquier punto de esta regién una particula del infinito. Pa-
ra 31:>1 la regién permitida se compone de dos partes separadas
por una regién prohibida, por lo cual las particulas de una parte
no pueden pasar a la otra, en particular, de la regién que se ex-

tiende al infinito a la regién interna.

Dentro del intervalo 0.78856<Y;<1, para cada valor de -
y1 existen dos érbitas peribédicas, simétricas con respecto a «~-
A = 0, que fueron descubiertas por StSrmer,9 llaméndoselas, 6rbi

10 Una de ellas, la externa, es inestable en el

tas principales.
sentido dindmico y las trayectorias que le son asintéticas consti
tuyen, segin 1o demostraron Lemaftre y Vallarta, la frontera en--
tre las direcciones permitidas y prohibidas, es decir, son tangen
tes, para el punto por el Que pasan, a las generatrices del cono

de direcciones permitidas. Las 6rbitas internas, para valores de
yl<l, son estables no teniendo la misma importancia para la teo
ria de rayos césmicos como las exter#as, pero su estabilidad las

presenta como un factor importante en la teoria de la variacién -

del campo magnético terrestre.

Al estudiar las 6rbitas peridédicas simétricas, para valores

de y;>1, ouc por continuidad pueden ser consideradas como con-

e WL N A TOT DY e et e 4wt e e o Tt

Jcarl St8rmer, Loc. cit., pdg. 237.

10M S. Vallarta, University of Toronto Studies. Applied
Mathematics Series No. 3; pdg. 21 (1938).
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tinuacién de las 6rbitas internas, se encontré que, para el valor
de yi° 1.31359, <«~tas Orbitas tienden a confundirse con las 6r

11

bitas ecuatoriales, las que en el plano meridiano son todas pe-

riédicas para 31:>l.

Para poder estudiar més a fondo el comportamiento de las ér-
bitas internas en la vecindad del plano ecuatorial es factor im--
portante conocer la estabilidad de ertas 6rbitas y de las ecuato-
riales, la que cuantitativamente estd dada por el exponente carac

teristico.12

Las ecuaciones del movimiento (6), (7) y (8) no son, en gene
ral, integrables. El caso de las trayectorias ecuatoriales es --
una excepcién, pues en este caso se puede llevar a cabo la solu--
cién mediante funciones elipticas. la parte geométrica del pro--
blemn ha sido resuelta ya por C. Graef y S. K:usakal3 y posterior-

mente por el autor.l4

Para poder calcular el exponente caracteristico es convenicn
tc tener expresadas las coordenadas, que para una 6rbita periédi-

ca son funciones pcridédicas de tiempo, en forma de series de Fou-

llTrabajo inédito del autor realizado bajo la supervisién
del Director del Instituto de Wisica.

12H Poincaré, “Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique C¢&
leste" (Gauthier—Villnrs Paris, 1892), Vol. I, Cep. --
IvV.

130 Graef y S. Kuscka, Journal of Mathematics and Physics,
Vol. XVII, 1, 43-54 (1938).

14J Lifshitz, "Trayectorias ecuatoriales de una L rticula
cargada eléctrlcamente en el campo de un dipolo.® Traba
jo premiado por el Instituto de Fisica en el Cuarto Con-
curso Cientifico-Técnico-Histédrico convocado por la Fa--
cultad de Lngenieria y Ciencias Fisicas y Matemdticas --
con el deseo de fomentar la investigacién cientifica en
México y con motivo del CXLVI aniversario de la fundacién
del Real Seminario de Minerfa (1939). Préxima publica--
cién en el Vol. No. 1 de los Anales del Instituto de Fi-
sica
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rier. En tal caso las ecuaciones en variaciones, que sirven para
obtener el exponente caracteristico se reducen a la forma de la -

ecuacién de Hill.l?

El presente trabajo tiene por objeto encontrar las series de:
Fourier equivalentes a las funciones elipticas que aparecen en la

solucién del problema.

2. SOLUCION DEL CASO 31:>1 EN FUNCIONES ELIPTICAS

Las ecuaciones de movimiento para una trayectoria ecuatorial

son:

(0]
[}

9—% = ae?X . gX 4 23X X(x,0; %), (9)

Alx,035,), (10)

&
Q
L]
o
n

P(x,0;5); (11)

donde ahora la ecuacién (11l) es la primera integral de la ecuacién
(9). Introduciendo una nueva variable §= e”* esta dltima ecua

cién se reduce a:
)2

‘a g-a -{g-1

a-g2(g-1°2

1l dg,2
(-3 &)
RGOk

-1 (11
16{1 ; (; ) a)

15Whittaker y Watson, "A course of Modern Analysis," (Cam-
bridge: University Press; 4th ed., 1927), §19 41.
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Las cuatro rafices del polinomio el segundo miembro son:

x = %(1+,/1+1/Xlz),
F=3a+A-1x5D,

¥ . 30-A-y gD,
5 o= (1-7/1+1 y0).

La ecuacién (1lla) se puede escribir en la forma:

d
£ - g A pTE D),
donde % , Dpor su definicién, tiene significado fisico sélo para

valores positivos, existiendo por ello, para valores de Xl>l’

dos regiones permitidas para valores de
AN
«2g gy y=%>o0.

Para valores de b’1<l las raices /3y a' son imaginarias, -~

existiendo una sola regién permitida para valores de $

x 2E€>0.
Bl caso que nos interesa es el de 3’]_)1 en la regién interna, -
O sea, para ’

«ég -?-:p X

Contando la variable o a partir del punto § =<, la solucién

de la ecuacién anterior es:

o ag

B o —— —_—
F Ux-EE AT g

0 =



_9-
R == a2 a)

El valor k = Jﬂ_ ‘—5 il I/Jl il 1/31
N ey v N Sy

dulo de la funcién eliptica que aparece en la ecuacién anterior.

Designando el valor AC I” 5) df por -
/3 V(tx-g) (g -B) (g -y (; -0)
K, éste coincide con la definicién del cuarto de periodo de la -

funcién eliptica sn u (correspondiente a ’:V para sen u trigo

es el mé-

nométrica).

%
Si se escribe w = ) % ——{K de la ecuacién

anterior se deduce Qque

o + Bk sn2 (?K

° =§=l-‘«k,sne(

o)
(12)

£oo)

El valor de ® ha sido escogido de modo que el periodo de -
;;g (n5) sea =x, pudiendo ser la funcién desarrollada en armé-
nicos pares. ZEl haber escogido este periodo se debe a que en las
érbitas peribédicas internas los arménicos impares tienden hacia -
cero al tender Y1 hacia 1.31359, quedando finitos sélo los --
arménicos pares. Ademis, presenta 'la ventaja de dar las ecuacio-
nes de Hill en la forma normal, yaf‘que la serie de Fourier que en

éstas aparece tiene un periodo =x.

Entre los valores de las constantes .que aparecen en las ecua
ciones anteriores existen relaciones algebraicas muy variadas. A
continuacién aparecen las que Serdn utilizadas en los célculos --

posteriores:



-oxd Sﬁ), =——1—2-‘$/E,

X +85 = /6 + )/ =1,

T ~x-y-So

o =~ 5,2 32
E5D7 - Py A upD
= _ 23 _ 1 - XY+RBS
K1+ x° k°
o+ 3k = (1 + k)f;,
Xk +5 = (1 + k)b',

o<2-82 = of -0 = 20~ 1.

Poniendo x = \)/4'\1!1 y }.=7 + #,, donde V(o) ¥y Q(o)

constituyen una solucién periédica, las ecuaciones en variaciones

16

serén:

a®y, X X
-——oz-d - = (B‘i) ‘l’l * (gx) 'll’
2

Sl 51
"&?"’ )4’1"'( )'ll’

donde los paréntesis significan que una vez verificada la diferen
ciacién se substituird V en lugar de x. y 'l en lugar de X\.

En el caso de las 6rbitas ecuatoriales se tiene (%) = (g—%)

= 0 obteniéndose:

16Odon Godart Ann. de la Soc. Soi. de Bruxelles, I 5__, 30

(1938)
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2

asy i _
2
a
'Egél ol R PR 7% (14)

las dos ecuaciones tienen la foma de ecuaciones de Hill si se --
sﬁbstituyen las funciornes xx = %% y Ak = %% por sus respecti-

vas series de Fourier.

Las funciones que interesa desarrollar en serie de Fourier -
son X, X, Ak' Las tres funciones son expresiones lineales de -
ezx, e”X y e"®X, A continuacién se deducen 1os desarrollos en
serie de Fourier de estas tres funciones y de¢ 1la funcién -
%)

x = log (e a fin de comprobar los resultados mediante la ecua-

cién (9).

3. DESARROLLO EN SERIES DE FOURIER

Las expresiones de e ¥, o~2X y 62X en funcién de ¢ se
obtienen fdcilmente de la ecuacién-{lZ). Para valores reales de
o las tres funciones satisfac¢en 1ab condiciones de Dirichlet.l7
La variable x = log {ex) también satisface estas condiciones --
para valores reales de ¢. Por ello.los coeficientes de la serie

de Fourier se pueden encontrar mediante integracién.

La doble periodicidad de las cuatro funciones anteriores per

mite encontrar las integrales necesarias tasdndose en el teorema

o

1Twnittaker y Watson, op. cit., §9.1.
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de los residuos, lo que reduce el trabajo de la integracién al es
tudio de las funciones en la vecindad de sus puntos singulares en
el plano complejo de la variable o. Las '~*ro funeinnss y todas
sus derivadas son continuas para valores reales de o. ZEste méto
do ha sido ya utilizado en el libro de Whittaker y Watson "A --

Course of Modern Analvsis," §22.6, para el desarrollo de las fun

ciones de Jacobl en series de Fourier.

3a. Deduccidén de los coeficientes de Fourier a,, (n # 0)

para la funcién e X.- De la ecuacién (12) se tiene la relacién:

o + 8k sn® (g-TZ-

= 5 oKz
Kz °
(-374

e = f(wo) = f(z) =

l+ k sn

Utilizando el mismo simboligmo que Whittaker y Watson en el
Capftulo XXI: i%f='s, q = 9-3%  = e“i‘, se ve que la funcién
f(z) tiene periodos % y x8; es decir: f(z + %) = f£(z),
f(z + xg) = £(z), por lo que serd suficiente estudiar la funcién

dentro de la celda indicada en la figura 1.

-g+n3 - L "g*ﬂl
T’Zé
3 F
12,
-g - - T — %

Fig. 1.- Celda de periodicidad en el plano-z.
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18

Siendo sn una funcién meromorfa 3 los Unicos pun--

2 (Kz
tos singulares de f(2) pueden provenir de los ceros del denomina
dor o de los polos del numerador. Como para los puntos en que el
numerador tiene un polo el denominador también tiene uno del mis-
mo orden, la segunda posibilidad se descarta. Los dnicos polos -
de fiz) serdn las raices de la ecuacién

2 (%K=,

p 0.

i1+ k sn

Dentro de la celda la funcidén tendrd dos polos s:l.mples::"9

- & . 3a2

Siendo z, un polo simple se tendrd, para su resi.duo:20

l.oﬁ- 3k sn2 (?‘%-z-)

R = 1lim (z - 2,) f(z) = 1lim e
1 5 1 2 —> 3z 1+ksn2(§-{-§)
1 1l #
2 - 2q
2Kz 5> 2Kz
oK+ dk ssn2 (-—;—!'-) X + 8k sn” ( p 1)

! 2, 2Kz 2Kz 2Kz 2Kz
= (1+k sn“(=3%)) 2K 1 1 1
dz n 2=z, ek == sn — = cn —=* dn —

= (X=08) = = X -8  xo_ _ os

- s Kk i j - TE . 4K - 10,

. 12k
2k - 2K1 =

El valor del residuo para el otro polo se deduce fdcilmente
del teorema de que la suma de los rgsiduos de una funcién elipti-

ca dentro de una celd: es nula', sierido, por lo tanto:

- — T I RS e N it

18E. Goursat, "Cours d'dnalyse Mathématique," (Pcris: Gau-
thier-Villars; Seme. ed., 1929), Vol. II, §292.

19%mittaker y Watson, op. cit., §22.4l, ex. 2.

20, Goursat, op. cit., §294.
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Como x es el periodo de la funcién f£(2) en el desarrollo
en serie de Fourier los arménicos impares serédn nulos y los pares

estarédn dados por las férmulas:

8o, = 2 J’g f(2) cos 2nz dz.

‘2
En virtud de las férmulas de Euler la expresién anterior es igual
a la parte real de la integral:
x
J‘f £(z) 0282 45,
"2

Integrando & lo largo de la trayectoria C: (- %, &, & + #3,

YY)

- % + 5, - -’é) se tendré:

. n :r+$& _3;_,.“‘
" £(z) o2z 4, -1:2- *d 2 + *’ 2 + J' 2 £(z) e2niz 5,
¢ -} -l AL
Como f(z+x)= £(z) y e2ni(z+:¢) - eZniz, la segunda y cuarta in-

tegrales son iguales y de signos contrarios, cancelédndose en la -

suma anterior:

7
J f(2) o2z 45 o ff £(z) e2n1z az +.4r
¢ "2 e

X
= (1 - ¢ J’f £(z) 2% 47 = 241 IR.
-2
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En el punto 2, el residuo del integrando es:

ni %% ~ %

- iw e = -1iq w,

2:1121

- iw e

y en 2, el residuo es:

Znizp = iw eanii%§ =1 d%?'w.

fiwe
n
z . . i ]
) £lz) eBiZ g5 = _2mL (3025 ¢ 19% @) = 2aw —3—;
[y ¢! P oo
n
_
A — n# 0. (15)

X

3b. Deduccién del término secular a_ para la funcién e .-

e
S

Para n = 0 el método anterior no es aplicable, ya que la inte--
gral de f(z) a lo largo de la trayectoria antes indicada es nu-
la. Encontraremos el valor de la integral de una expresién més -

general:

donde A y B son constantes arbitrarias. El residuo de ¢(z)

= £§ L3
en el punto 2, 4 es:
2Kz
: o(2) A + Bk sn® (—2%)
R= 1lim z - z2,)9(z) =
1 : 2Kz
z2 —> 2 d 2 1
1 a—zI,(lﬂs sn” (—=))
(A - B)x - A-B
T8 = - iwd_ .

21{'2Ki—k—
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Tomando la integral de la expresién ¢(z) a lo largo de la

trayectoria Cl: (- %, %, % + %g, - % + %f, - %) de la figura I,

8,0, 5F
J olz) dz = 7+ +.‘?,, x5 T Iy gz 9(2) az;
C; 5 % 72 TBY%

la segunda y la cuarta integrales se cancelan por la misma razén
que en el caso anterior. El Unico polo dentro de la trayectoria

e3 el punto Z-

Teniendo en cuenia la relacién:21
sn (u + ix') = % ns u
se puede escribir
: 2
o o(z)az =,f§ p(z2) dz - Jﬁ p{z + %g) dz
1 -3 -3
Fasmee® (7R J‘% A + Bk sn® (2K2 + ixv)
= ¥ (g = dZ - N dZ
-—g 1+ k sn° {?%_z_) -% 1+ k sn° (gK;‘-‘Z‘- + 1K')
Farm sn® (2z) % ax en® (Z2) +
= = dZ - Jn dZ
-g 1+ k sn° (555) :-g 1+ k sn® (255)
= I, -I,=2x IR = 2::(»3-(——-?-.
Por otra parte: 2 o
J‘% A + Bk sn® (ZKZ)d J’% Ak sn (-%z—) +B{1
I. + I, = z + Z
1 2 -3 1+ k sné ﬁKZ) _g 1+ Sn2 (2]::2)

. ——

2l‘fw’hittaker y Watson, op. cit., ‘§22.34.

——r e . — . — -
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5
= §° (A + Blaz = x{a + B).
'2
ST, = (a(A*B) + 220 --]g) = % (A+B + 2 35%?' (16)

Por consiguiente, para deducir el término secular a, de la
funcién e'x, basta poner, en el resultado anterior, A =of y -

B =98, obteniéndose:

» % o+ bk en® (5B
a = =
o x _g 1+ k sn (2Kz)
F “- > i}
>I, = 1720, (17}

3¢. Deduccién de los coeficientes de Fourier 8o, {n # 0)

para la funcién e'2f.- TLa expresién explicita de e 2%

—— " -

en fun--

cién de 2z = wo es:
2

RETH)

#11}:\?

{
(

R
- o+ 8k an
o™ = £,(z) = .
) 1+ k sn

8.

Por razonemientos similares a los utilizados para la funcién antg
rior se llega a la conclusidén de que los dnicos polos que tiene -
la funcién f,(z) dentro de la celda dibujeda en la figura 1 son
los puntos z2, = %% y 2o = iﬁé. §on polos dobles, por lo cual
el método antes utilizado para encontrar la parte principal22 de

la funcién no es aplicable.

En el punto 23> el coeficiente de ( A ) en la serie de
Z-Z
1l
Laurent22 serd el cuad:ado del residuo en el caso anterior, por--

que fl(z) = [f(z)] , O Sea (-ico)“‘ = -o.zz.

— i v W T WL L T AT T e p tn o - -

22ymitteker y Watson, op. cit., §5 6, §5W1
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Z-Zl

0 sea el residuo, se recurrird al siguiente artificio. La inte--

Para encontrar el coeficiente de en la misma serie, -

gral de fl(z) a lo largo de la trayectoria C;z (- %, %‘ % + %!,

- % r - E) es igual a 2:riRl, porque 2z; es el Unico pun-
%N
to singular dentro de la trayectoria. Las integrales « y
4
- 2
jf:: x Se cancelan como en los casos anteriores. Utilizando la -
=P
misma transformaeidn cie con la funeién -¢fz) se tendré:
2iRy = f 1(2) a2 =,r + S2 7; “2*75 f £.(z) dz
1 1 Jyx nd %,58 1
C1 3 3 M- A3
2 2
% FOH 5k sn2 ?’?Z‘-) ﬁ-*’g x + bk sn2 (-2—5-?‘-)
= ” dz + dz
5|1+ x a® (2F 28 |1+ k en® (K2
x 2 2Kz 1° 2 2Kz, , .]°
5 o+ 8k sn (—'-;;v-) Xk sn (—;—) + 5 N
= J - - - Z
S\ + x sn® (22 1+ k sn® (£2) 1
f-’é'- (o + Sk sn2 (g—f-*z-) Xk sn° (2KZ) + 3
= 7 e - dz
5|1+ x oen® (55B) l+ksn2—§Kz)J
L X

= S f(z) az = 2x1i (-iw);

. 'o RJ. = " iw .

La transformacién que lleva, en el integrando, la diferencia de -
los cuadrados a la diferencia de: las exprésiones respectivas se -

debe a que:

o + dk sn2 (2KZ) =k sn2 (-2—%-“-) + B o+ 5= 1
& m—— < ~5 = +- =
1+ k sn° (2KZ\ 1+ k sn° (55%)
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La parte principal de fl(z) en el punto 2z, es:

T T

El residuo en el punto 2, es R2 = - Rl = iw en virtud de que
la suma de los residuos de todos los polos comprendidos dentro de
una celda de periodicidad es nula.23 Por lo tanto la parte prin-

cipal de f£,(z) en el punto z, €83

et e
o V2 Z - 2"
Va4 - 22[ [~S
Il residuo de la funcién fl(z) eanz en el punio z, es:
o +.2ni7 5 3
[Z-iw) e2niz (~w°) g97;~— - = ~ lwg~ - 2inw® 2;
w.s Z Zl

y en el punto z, es:

3
£
RS)
H
ra
[y
£
\,-‘_
Q

Integrando f£,71z) Mz 4 1, largo de la trayectoria C:

&

X X &
(-3, 3, 2 * «& -g * #&, -

g) v aplicando el mismo razonamiento -

que antes se obtiene:

. 2N 23. A , i .
J £yi2) 0282 gz = (1 - g% 2 £.(z) °M% az = 24i3R
C

(=}
=]

¢ a8 2
= 251 {-iwg” - 2inw

on yhi|
Q¢ + 1wg° -21nw2q22-!.

¢ o a2n=“‘_,-

——————— . e . - s e e

MNinittaker y Watson, op. cit., §20.12.

£.(z) ccs 2nz daz

fme . immme L malm = e eneeree e e v



I n
3 3

= dea 4?29 (0 o). (18)
1+q 1-q

3d. Deduccién del término secular a_ _ para la funcién o~ 2%,

Para encontrar el término a, seguiréd el siguiente método:
2x 4K
2 ggg Y 2 N S = 2K
£, dn az = 4 dn“u du = g - 4E = SR,
De los teoremas de adicidén para las funciones elipticas de Jaco--

b124 se tiene:
2

an(£2) an (1§ 5)- Ken (SR an ')cn(al,fz)cnd%—')
1 - k° sn (=%&) sn® (E%i)

m2(252 " iKi)
substituyendo las funciones de (1§L) y efectuando las operacio-
nes algebraicas la expresién anterior toma la fonma:l9

1-2k%sn 2(2Kz)+k23 4 (2Kz-) sn(eKZ) cn(eKz)dn(aKz)

1+k - 2ik(1+k
W T ()R T (—5—-))"’

La integral de la parte imaginaria de la expresién anterior es --
una funcién racional <o sn2 (255 y por ello esta integral en--

tre limites 0 y 2x es nula. Ahora bien,

2 ZKz 2
(1+k).f2“ - 2 i sn4'¥E—)dz_ o an? (§K§'+ iK') dz
(o) (l + Kk sn 2 (&))2 O n T
2n+ie 4 2x+2
g b oa® () ae a0 e vy, b e (R e
4 4
2% 2 ogy 24E
=g, dn (“‘;{") dz = == (19)

24Whittaker y Watson, op. cit., - § 22.21.
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Le primera y la tercera integrales se suprimieron porque, en vir-
tud de la periodicidad del integrendo, tienen valores iguales y -
de signos contrarios. Recordando la expresién explicita de la --
funcibén e-2x, por operaciones algebraicas sencillas se encuen--

tra la relacién:

F;+ 8k sn® (§§§) (x-5)2 1 - 2k%s 2(2Kz) + k2sn’ (2Kz)
L+ x ot (BH) 1k T (£2))°

2 - 8%+ 2ocloncrt)e o2 o(2+28(8k+o()]k on? (2K2)

+ L ]
l'}'ks 2.KZ)

2(1+K)

las férmulas (16) y (19) dan las integrales de los dos suman
dos. Aplicédndolas se tiene:

o

2 2Kz 2
&

ﬂzn x+ dk sn
5 g&g 8z = 2w -

Yo

‘i’% + 2E + & '——E + 2w,

l+ k sn 1+k

Jooay = 2w 15k =7 * I—:—Eg + 2. (20)

3e. Deduccidén de los coeficientes de Fourier a, (n # 0)

para la funcidn eex.- Ia expresién que se va a estudiar es:

o1+ x sn2 )
X = £o(z) = aKz
ol + Bk SIl (T)

b .

La funcién fa(z) tiene, dentro de la celda, (Fig. 2) dos polos

dobles, localizados en los puntos 2, ¥ Zo. Los valores z, ¥

z, son las rafces de la ecuacién:

e« + Bk snz-?%?z- = 03
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-£+:rz 7 é . g-m;
Zy 24
_x 0 n
2 2

Fig. 2. Celda de periodicidad de fz(z) en el plano-z.

2Kz 2Kz
. 1 . . 2 . [ 1
e o sSn Y - - Sn n - k>k>ll

Ahora bien, escribiendo z, = -’%3 +r, se tiene:21
2Kz
1l _ 2Kr . - 1 .
sn = 8n (--;‘7 + iK*) %%, ’
k sn (T

S Sn (g%b) = ¢é§:§~<:¢/§ <.

Por ser este valor real e inferior en valor absoluto a la unidad
existe un valor de r entre - {;f- y % que satisface la relacién
anterior. Para encontrar este valor se recurrird a la férmula --
que suministra Wilson.25 Féci-]:menté se puede demostrar que ---
2, = % - 1.

Para encontrar la parte principal de fz(z) en el punto 2z,
se ve que:

2 -2
fe‘(z_) = [1-'-1: sn2 (%f-"'l):' . [,&' + v=8k sn g—:

L iy
Ny

-2
'E;-“/:SEsn—a%—z- :

e e - g ot —y—— -

25E. B. Wilson, "Advanced Calculus." (Ginn and Company: --
Boston, 1912, §189, férmula 10.



los primeros dos factores son funciones regulares en el punto 2,
y el tercero tiene un polo doble. Desarrollando en series de po-
tencias estos factores y multiplicédndolas, se obtendrd el resulte
do buscado. Para obtener la parte principal es suficiente obte--

ner el desarrollo de sn g§§ hasta la segunda potencia inclusive.

]

A fin de simplifi-ar la escritura y las operaciones se escri

bird el desarrollo en funcién de u = g%»:

2Kz
1 _
snu; = sn—r= = E‘E,
cn uy = -Vl-sné—u:=-«/{l-*g%=-i¢1;.g';-_-ga )

]

dn uy - Vi_; kzsn2u1= - V€f+ %? = - i f{i + k) - Jg,

donde los signos ¥“-* Qque preceden a las redicales se deben a --
que para 0<:r<G§, los valores de las funciones c¢cn y dn de--
26

ben ser imaginarios negativos. El desarrcllo en series de po--

tencias se obtiene por la serie de Taylor:27

-(l+k2)sn ul+2k2sn3u1 2

ke

Sn u=sn uj+en uydn ul~(u—ul)+ oF (u—ul)

- /:%(EE - (1) ey ) - ALTRLLEEA KD ()2 +:, :

Substituyendo esta expresién en cada uno de los tres factores de

+

la funcién que se estudia se obtiene:

TR AW L e e e g Y tee et e Y e+ e, we

§6Whittaker y Watson, op. cit., §22.34.
TWnittaker y Watsan, op. cit., §20.12,
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LAY

(1 + k en® u)° = (@)2-4“(“;2)”*) (u-u,) + .

(v&+/=BK sn u)~2 = 4—1'<- + 14';k (w=-uy) + ...,

(&--/Tsfsnu)'aa 1 1 5 - A’+[23k u-lu + ..
(1+k)"x (u-u,) (1+k)“x & 1

La parte principal de f,(z), que es igual al producto de estas

tres funciones es:

( - 8)2 :_Lr l + 0
* 4(x8)° (u—ul]_)E bl |

ol 2)2 TTY-Ay-iov-a )
-+
sw8)? EZ (-2
2 2
" L S
(0(8)° (z - 2))° % (z - 2))°

El residuo de la funcién fz(z) eEniz en el punto z = 2z,
es:
R. = _(9_2. de2n:lz - 21ne° eZ_nizl
1 a dz 2=2, ’ a
&
2inw® 27 onir _ 21ne® n _2nir
= S ¢ g T = === q e .
a : a
Operaciones similares llevan al resultado:
n = 2im® n _-2nir
2 a. ¢ *
x
La parte real de la integral ;2‘-,,?3 fz(z) e2niz dz da el --
"2

coeficiente a5, del desarrollo de f2(z} en serie de Fourier.

Con un razonamiento igual al seguidec con las funciones anteriores



se obtiene, integrando a lo largo de la trayectoria C: (- %, %,

14 E n X
'2"'“3’"2"’"“;)"2')’

xX

. 2niz ‘% +“3 '2 +xd '“ 2niz
S tplz) €202 4z = 24 g2 s £.2 1,0z) 2RI g
¥ -

-2-"'“3 —-2-'.'3[;

x Frnd
Jf.+,fﬂ‘ fg(z) 62niz dz
-2 -+ré

2niz

2n ) az

L]
(.
1
o]

fe(z) e

N} ':tr.R)i&t

= 24if%R = - 8« Qgg q® cos {2nr);

{

oAy = -~ ==z~ =-= cos (2nr), {n # 0).(21)

3f, Deduccién del término seculesr a__ para_ la funcidn eax,-

Para obtener el término secular la serie de Fourler para e2x se

puede seguir este método:

Baséndose en las férmules para la diferenciacién de ias fun-

ciones elipticas de J'acobi,27 ge obtiene la siguiente relacién

a (EKZ\ ,OKZ) an (21{2)

a Ty Cn
az ® + bk sn° (252
2KZ\ 2
= 2K ’-]T * k sn ( ‘“", o(.b ]{. :--'!2 (gl{_z_.\
A 1 [
[+ o o2 v-?K._,) 5 z

La integral del primer miembro de la ecuacién enterior-entre O
¥y 2n es nula, por ser la integral indefinida una funcién perid-

dica con periodo de =x. Por lc tanto:



2x | 1 + k sn2 (?—Kﬂ) 2x
£ i | dz = - Lo en? (32 a2
° oK + 3k sn (—;é) *xo %o "
= X35, 250 - an? (B2
(o} E 4

3g. Extensidn del teorema de los residuos para un caso par-

ticular de funcionss multiformes.- Xl teorema de los residuos no

es aplicable a las funciones multiformes. Para obtener una expre
sién similar para esta clase de funciones se trazarén del punto -

de partida de ia integracidn cortes hacia los puntcs de ramifica-

28

cién™™ de la funcidn - .mprendidos dentro de la trayectoria rodean

do estos puntos con pequeﬁas circunferencias conectadas a los cor
tes (Fig. 3). Conectando estos cortes y circunferencias que ro--

dean a los puntos de ramificacién a la trayectoria C, se obtie-

28Appel y Goursat, "Théorie des Fonctions Algébriques," -

(Paris, Gauthier-Villars, 2eme. ed., 1929), Vol..I. --
Chap. IV. En este libro estén explicadas las propieda-
des de las funciones multiformes algebreicas, sus singu
laridades y los métodos de estudiarias. La explicacidn
se extiende fdcilmente a todas las funciones multifor--

. mes, en particular el concepto de puntos de ramificacig
nes y los métodos de transformacién de las funciones --
multiformes en uniformes, tanto el método de cortes co-
mo el de las superficies de varias hoias de Riemann. -
El método de cortes se utiliza mucho en este libro para
estudiar las integrales do las funciones algebraicas, -
lo que es un problema muy parecido al tratado aqui.
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ne una regidn simplemente conexa en la cual cada una de las ramas
de la funcién es una funcién unifome, siendo ahorc aplicable el
teorema de los residuos. Si la funcién multiforme es del tipo -

F'(z) log f(z), donde tanto F'(z) como f(z) son funciones me

(C)

Fig. 3.

romorfas18 dentro de 2.1 trayectoria de integracidén, los puntos de
ramificacién de la expresién anterior serdn los ceros y los polos
de la funcién f{z). Suponiesndo que los polos de la funcién --

'{z) no coinciden con los puntos de remificacién se podrd encon
trar una expresidn analftica para le integral de la expresién pro
puesta a lo largo dec una trayectoria cerrada. Designando el cor-
te y la circunferenciz, correspondientes a un punto de ramifica--

cién, por Cn’ el teorema de los residuos puede escribirse en la

férmula:
J T'(z) log f(z) dz + J +4 + ... = 251iIR, (23}
c(A) Cl 02 ,
donde ‘?( ) indica que la integral se lleva a cabo a partir del
C(A

punto A, ¥y las R's son los residuos del integrando dentro de
la trayectoria y pueden provenir sélo de los polos de F'(z). -

Si z; es un cero de orden n, de la funcién f(z) se tentré:
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.6’1 F'(2) log f(z) dz = J"ab +J":: +‘gj_ F'(z) log f(z) 4z ,
donde Ci, es la circunferencia que rodea el primer punto de ra-
mificacidn z,. En la vecindad del pugto z,, la funcién f£(z)
puede escribirse como f(z) = (z - zl) 1 ¢(z), donde ¢(z) es -
regular para 2z = Z, ¥ diferente de cero, Tomando la circunfe--
rencia Ci de radio r y designando por M y m respectivamen
te las cotas superiores de F'(z) y log ¢(z) dentro y so--
bre la circunferencia, el integrando tiene por cota superior la -
cxpresién M(m + n, logr ). Siendo la longitud de la trayecto-
ria de integracién 2sxr, el valor absoluto de la integral sobre
¢] es inferior a 2x1M(m + ny llog r'), expresién que tiende ha
cia cero con r. Por otra parte se tiene:

Fr(v) = F'(v') ;7  log f(v) = log f(v') + 2n,#1,

donde v y v' son puntos correspondientes sobre los lados del
corte.

' 1la segunda relacién se obtiene de la integracién de gl :
a lo largo de la trayectoria B, \Fig. 3) que comprende un solo
punto de ramificacién 2,. Como 2z, es el dnico punto singular

de esta funcién con un residuo n, la ecuacién anterior es el re

sultado de la aplicacién del teorema de los residuos.ag'

:..fb F'(2) log f£(z) dz +.fa: F'(z) log £(z) dz

a b
b _ b oo, b \

= i =4 F'(z) log £(z) az = S 2n1a1 T'(z) az
a a' a

= 2nx1 [F(b) - F(a)].

—— " S— | & 127 ~——

29E. Goursat, op. cit., § 299.
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Eaciendo tender el radio r de la circunferencia que rodea el -

punto 2z, hacia cero se llega a la relacidn:

J F'(2) log f(z) dz = 2n,xi [F(zl) - F(a{].
C1

En el caso de un polo la expresién que se obilene es semejante pe

ro con signo contrario.

Substituyendo esta expresién y otras similares en la ecua--

cién (23) se tiene:

g F'!z) log f(z) az
C(A)

= 2xi [E @ncF(zc) + Bon(zp) + (gn,- Bnp)F(a) + Zﬁ], (24)

donde n, es el orden del cero 2, ¥ np el del polo zp. Se
ve que la integral es independiente del punto inicial sélo en el
caso de que el nﬁmero'de polos y el de ceros dentro de la trayec-
toria de integracién, tomando cada uno con su orden de multipli--

cidad, sean iguales.

3h. Deduccidén de los coeficientes de Fourier a,, (n # 0)

para_la funcifn x.- Para encontrar los coeficientes 80 del -

desarrollo en serie de Fourier de la funcién

1+ k sn° (-2—?)

o + 5k sn- (-2—31-{5)’

x = log

substituiremos en la férmula (24) f£{z) por

1+ k sn® (3{?)

X ‘
o+ ok sa° (2K2)

e =
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vy F'(z) por e2niz, tomando como trayectoria de integracién la

misma que se utilizé para otras funciones, C: (-<§,<§, % + %3,

- % + %8, - %0, como se muestra en la figura 4.

-gﬁ; Z il ‘ gmz
3% 7.
4
2% r 88ur
128
)
-x/2 0 x/2

Fig. 4.~ Celda de periodicidad de 1log e* en el plano-z.

La funcién ex tiene dos ceros sencillos dentro de la tra--

yectoria C, z = 7r. iié. y dos polos sencillos, 2z = %f +r,

Siendo F'(z) una funcién entera, el sumando IR es nulo.
Igualmente desaparece el sumando que depende del punto de parti--
da, porque el numero de ceros y el de polos de la funcién L
son iguales dentro de la celda de periodicidad lo cual es prople-
dad general de las funciones eleticas.3° Por otra parte,

i e2n1z.

F{z) = - %5

Substituyendo los valores indicados en la férmula (24) se ob

tiene:

——— e dz
& 5 "% wv ok m? (BT

o eI e ARt S - - —— ot

3%ymittaker y Watson, op. cit., § 20.13.
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X8 pny3%6 x 18 _
-ril) [_ e2:114 . ni T, e2ni(72§¢r) R e2ni(wf r)]

- qQ- 2qn cos 2nr).

Por otra parte, a lo largo de la trayectoria €, sn® (-%z-)

Se observa positiva y menor que 1/k2, por lo que la funcién

1+ x sa® (32
X+ 8k en” (Z5Z)

se conserva real y positiva. la parte imaginaria de la funcién -

multiforme

l+ k sn

X + 8k ssn2 (g{f—z—)

:

log

es constante {cero si se toma el valor principal). Por ello, to-

mando en consideracidén las relaciones sn2 (u + 2K) = sn2u y --

sn {n + 21K') = sn u, se puede esoribir:

1+ k sn° (2-—(2“—”'-)-) 1+ k sn° (%z-

log = log Kz .\
o+ 8k sn® (K[Z* 4], «+ 5k m® (ZKZ)

N 1+ k sn° (glg_z_“gr_s)) L 1+ X sn° (-2—51)
og . = log .
o+ 5k sn° (PKIZ* %8 Z“+ 28)) o+ 8k sn® (—-ﬁ;ﬁ;

1+ k sn? (22) .
! log e @02 4z
Ygyon 2 2Kz
C(-z) % + 3k sn (T)
« Tons Xeit X 1+ k sn® (252
SsdE vdy vl s T o d.
-3 5 Btag -5*n3 X + 3k sn (T)

En virtud de las relaciones antes indicadas y de la periodi-

2niz

cidad de la funcién e se deduce, siguiendo el mismo método
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cue en los casos anteriores, que la suma de la segunda y la cuar-

ta integrales es nula y la tercera integral es igual a - q2n ve

ces la primera:

2 2Kz
1+ k sn® (==)
A 4 5. 108 5 ‘Eéz g2niz dz
C('é) X + 3k sn (T)
s 2 2Kz
2n, 2 1+ k sn” (555) 54,
= (1 - q7) lo e az.
15 70 % bk on? (2F)
o B 1+ ke (BB
a = =y og 73 cos 2nz 4z
én *:_:21  + 5ks2(_¢_§g)
n 3n
- 2 1 (- Z_ 42 . 2q® cos 2nr)
Ao gmalm - q
g.
= .4 qn cOS 2nr - g_ﬂ_ (n # 0) (25)
n o, q2n 0y _ gt

34. Deduccidn del término secular a_. npara la funcién x.-

Para encontrar el término secular de ecta serie se utilizaréd la -
misma férmula tomando para Ff{z) 1la funcidnBl Z{u) = Z(Z—I:-g-)

= 4 log 8(u) = F 35 log 9(2K7

1+ Xk sn 2KZ)

estd estudiada ya.
X + 8k sn® (% KZ)

La funcién 1log

La funcién Z(u) tiene las propiedades:

Z(u + 2k) = Z(u), 2Z{u=*2ix') = 7{u) - %;- (26)

o P em - F Sy

5lwnittaxer y Watson, op. cit., § 22.731.
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Yiene un polo sencillo dentro de la celda, u = iK', con un resi

duo igual a la unidad. En el plano 2z el polo es 2z, = -"21 con
residuo igual a 'Q,'IK

Integrando a lo largo de la trayectoria C: (- -’2'-, -g-, % + %%,

- 5+ xg, - 5), se obtiens, substituyendo en la férmula (24) las

funciones f£(z) y F*(z) por e y Z(?-I-:—z-):

; 1+ k sn® (X2 s,

log 4(—=) dz
c(-§) * o+ 8k sn® (ZZ) T ¥

2 ol + Ery ok - Hr) . L
= == log 7

K 4] g(%K_?)

21 1o (281
= —2' log

(—5) 0 (X )

Por otra parte, teniendo en cuenta las relaciones (26), y si

guiendo el mismo procedimiento que antes, se puede escribir:

. L 1+ k sn® (_@%&) Z(EKZ) o
J og Z
G(—E) o+ 8k sn® (?%z-)
x+ L - 1 + k snz (ZKZ
_ °+J‘2“z 2::3+ 5 L - )A(aKz)dz
i & o 4 ZKZ
-3 5 ?xs ’2""“3 + 8k sn” (===)
2 2Kz
= 4'2' f-g'.‘“; log vk en (T) z(aKZ) dz
-2 5+a g & + 5k sn° (ﬁ—:—z-) x
”n 2Kz
- L 1+ k sn° (== ) Z(?KZ) 2 &z , 21x) ) az
x “O8 2 Kz n
2 & + 3k sn ( )



ni p%lo 1+ k sn2 (2_I§£)d
= J v
X -g X+ 8k sn° {%f—z-)-
2 7R (%KL
= % log ——7 g
- 8)-0 (T)
> 1%- 1+ k sn® (g%g)
» 8y T FUg 10 5 PRz, 9%
=5 &+ 3k sn ('—5:—')
2 2Kz,
= 2 log LA (2
( - 8)-0°(5) &

3). Comparacidén de diferentes métodos de integracién utili-

zados.- Basdndose en las propiedades de la funcién Z se podrian
deducir todos los términos seculares por el mismo procedimiento,
sin recurrir a artificios especiales, pero los resultados Qque se

obtienen estardn dados mediante las funciones 2 y 2Z', siendo

mis dificil su cdlculo numérico. Por ejemplo, para e X se ot--
tiene por este método:
\ - 8Ki 1K! ¢

ao qo + 28 -~ 5 w Z\,T), \28)

alor que debe compararse con el obtenido anteriormente en la fdr
mula {17).

Para comprobar la igualdad de los resultados (17) y (28) se
substituird el valor u = é%l ‘en 1a'ecuac16n32 que define e8(u),
obteniéndose:

32z, B. Wilson, op. cit., §175.

N e e e ————c st WL LS h
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1 3 1?

o) =1 - (€ +¢®) + (S + D) -(q )+....

Igualmente se obtiense:
1 1 21
o () - [(q - ég) -2(dd - @) + B(Q:? a?) -.;-;]

Para una 6rbita calculada se tienen los siguientes datos nu-

méricos:
= 0.026668
w = 0.38820
8 = - 0.18465

Substituyendo estos valores en la férmula (28) se tiene:
iK*
U 9'(—_) o
z(%) - (1K - - 0.381827 - .

= 4-0.38820 - 2:0,18465 + 4 - 0.381827 - 0.38820 = 1,766401.
La expresién obtenide por medio de (17) da el valor:

a, = 1+ 20=1+2-0.38820 = 1.,76640,

lo quu comprueba la équivalencia de los dos resultados.

3k. Series de Fourier obtenidas.- Con los resultados de --

los cdlculos anteriores, se pueden encontrar las series de TFou--
rier buscadas. Utilizando las mismas letras para los coeficien--
tes de las series de Fourier que emplea el Dr, A. Baflos Jr. en su

traba,jo33 se tiene, para

33Alfredo Baflos Jr.. Journal of Mathematics and Physics. -
Vol. XVIII, No. 3, 211 (i939).
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x = 32, %32, cos 2wo + z4 co8 4wo *+...,

z. = log T 1
o (- 8) 02(XKT)
n > (29)
pR 49" cos 2nr 2 qa
Z2n © n ( 2n - n)'
1-g 1-q J
Para X = ae°X - 7% + e'2x, se tiene:

X = Zo + 7o CO8 2wo + 24 co8 4wo *+...,

2 = 0,

n (30)
qu cos 2nr 2d§ ) = - 2w2z

n 4n 2n’

1 - 28 1.

2
Zon = 4o (-

La verificacién Ge la ecuacién (9) es inmediata tomando los

valores de los coeficientes Z2n Yy 2o,

Para dar a las ecuaciones (13) y (14) la forma de la eucacién
de Hill pasaremos todos los términos al primer miembro y dividire
mos entre wa. Los coeficientes de las dos series de las ecuacip
nes en Wl y 1 los designaremos por A y B, por estar liga
dos a los coeficientes a y b del trabajo del Dr. A. Bafios --
J’r.33 con un coeficlente constante. Los coeficientes de Hill co-
rrespondientes a las ecuaciones (13) y (14), tienen los desarro--

llos sigulentes:

. | 2x -2x, -x = .
- ;? X == ;z(aa 8" - 2e “T¥e ")=A * 24,c08 2wo + 2A4cos Ao *+...,

- :% Akf"'fﬁ(e-zx - 1) = B, * 2Bacos 2wg + 2B4cos 4uo +....
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Los valores de estos coeficientes estén dados por las expre-

siones:

1,3 -k 5 2E, |
a = - ( - 2(0 - 80.) )
(o} 20 2 1+ K E ’
n n
&~ (31)
_ 16 nq® cos 2nr 8ndz 2q?
Aoy = 2n * n n,’
l1-g l1-g w(l+q")
J
° 20° 1 + K° IT+k= ’
2 n ~ (31a)
2
B2 = - _A'M_. - __2-2._.
n 1-q° w(1l + q7) J

El hecho de formar los coeficientes de las series de £, -

iﬁ Xx y :% AL aplicando layes conmutativa y asociativa de la
suma y el de diferenciar la serie que representa x término a -
término para compararla con la de X se justifica por el hecho -
de que las series de x, e'x, e-2x y e2x son series uniforme--
mente y absolutamente convergentes lo mismo que la serie formada
por segundas derivadas de la serie x = x(0). 1a demostracién es
fdcil notando que:

z 3
1im M=q<l,

n —» Zon
siendo los términos dé la serie trigonométrica que representa a -
X menores Qque los correspondientes de una serie geométrica con--

vergente de términos constantes.

Para las series formadas de la’ que representa x = x(og) por

diferenciacién término a término, la relacién de los coeficientes
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al inmediatamente anterior también tiene el lfmite gq' &1, --
~iendo por lo tanto tcdas estas series uniformemente y absoluta--

mente convergentes para valores de ¢ reales.

S1 la parte imaginaria de wo es menor en valor absoluto a

p<L~-1 3‘1—6, la expresién

1 1 né
& 13584 2p
1lim Z5, €08 2nwo | B<L qd 32p = e e <:l.
Dentro de la faja - pLI(wo) < p, la serie obtenida es uniforme

meatve convergente por ser sus términos menores que los de una se-
rie geométrica convergente de términos constantes. Dentro de la
reglén especificada la serie trigonoméirica de x serd una fun--

cion analitica de 0.34

v

Un razonamiento idéntico demueantra que las funciones e * ¥y

e"?% gefinidas por las series trigonométricas son funciones ana-

liticas dentro de la misma regidn.

Para la funcién 82x la regién de convergencia es méds amplia
poraque

1

Tiﬁ'laan' 1 = gq,

Anlicanio las mismas razones que en las otras series se obtiene -

vna regién donde la funcién es anallitica:

i

' ) ' YA
-p; LTwo) Lpy < -1 %5
Los resultados anteriores estdn en concordancia cor la distribu--

cién de los puntos singulares de las funciones estudiadas. . ___
54g. Goursat, op. eit., §290.
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4. COMPARACION DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS POR DOS PROCEDIMIEN
TOS DIFERENTES PARA q = 0.01

A fin de verificar las férmulas obtenidas se compararédn los
valores numéricos que dan estas férmulas, para un valor de q da
do, con resultados obtenidos al aplicar el método pridctico de an§
lisis de Fourier.35

2

Tomando q = 10°° y aplicando las férmulas que dan los dife

rentes pardmetros en funcién de q se obtienen los wvalores:

= 0.334,5444,
= 1,221,06842,
0.028,0572,
1.146,1446,
~ 0.146,1446,
= 1.040,4000,
= 0.9061,9376,
= 0.448,5620,
34°5125.82%,

@ i) gy ! o o)
€ == X o F
n

H
]

El periodo se dividird en 24 partes iguales. Como entre -
los arménicos s6lo aparezen los cosenos pares, es suficiente te--

ner los valores entre wo = 0° y wz = 90°, cada 15°.

Los valores necesarios para hacer el andlisis arménico estén
calculados segun se indica, en unidades de la séptima decimal, en
la Tabla_ I. Aplicando el método de andlisis arménico se obtienei.

los valores de los coeficientes, los que aparecen comparados co:i

35Whittaker y Robinson, "The Calculus of Observations."” --
(London: Blackie and Son, 2nd. ed., ~932), Chap. X.



TABLA I
wo = 0° 15° 30° 45° €0° 75° 90°
q (% o) 0 163,6468 316,1645| 447,1689] 547,7226| 610,9498 | 632,4555
o (gTTE o) 980,0000 982,6795 990,0000 1 1.010,0000 {1.017,3205 {1.020,000C
sn -2—1;— @ = \71-(—1- % 0 268,5483|  514,9970| 721,1047| 874,5125| 968,4439 1
sn? 2K o5 0 72,1182}  265,2219| 519,9920| 764,7721| 937,8836 1
x + d k sn? 1.146,1446) 1.142,0916 1.131,23941.116,9215[1.103,1651 |1.093,4364 [1.089,9455
X = 1 + k sn? 872,4903 899,8688 97451436 1.074,3459 [1.173,0690 |1.244,3869 |1.270,2877
X+ J k sn®
x -136,4036] =-105,5063 -26,1970 71,7120 | 159,6233 | 218,6429| 239,2434
eoX 761,2393|  809,7639|  948,9557 {1.154,2191 {1.376,8909 |1.548,4988 [1.613,6308
a e 21,3582 22,7197 26,6250 |  32,3842| 38,6093 | 43,4465| 45,2740
U= &l 2-x1 -167,5028| -123,6548| -27,2472| 64,4123 | 125,7686| 157,8218 | 167,5028
e
Ut = 2;2;" y 1.481,1501] 1.358,5827| 1.081,0371| 801,9743| 600,9276 | 487,9649 | 452,2176
X=aeX -y 188,8610]  146,3745 5348722 | -32,0281| -87,1593 | -114,3753 | -122,2288
X, = 2 a e -1U'1-1.438,4336{-1.313,1433|-1.027,7870 | =737,2060 | -523,7089 | -401 ,0718 | -361,6697
“A 3= - e™2* | -313,6474] -234,9279 -53,7899 27353038 | 354,2133 | 380,2796

133,6134

4

L
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los valores obtenidos por aplicacién de las férmulas en las Ta--

blas II y III.

Aparentemente existe una discrepancia notable en el décimo -
arménico entre los valores calculados por lot dos métodos. Para
explicar est. diferencia notemos que si a una funcién periédica -
f(x) se le aplica el método numérico de andlisis de Fourier los
coeficientes obtenidos al.

r
mero de intervalos en que se divide el perfodo, la expresién:

y by son tales que si 2n es el nd

1
5 al + aj cos x + a} cos 2x +,..+ a' -1 ¢os (n-1) x + 2‘3' cos nx

* bj sen x + b} sen 2x +...+ b' _, sen (n-1) x (32)

K% (x=0,1, 2,...,20-1).
36

es igual a f(z) para todo punto x

Los coeficientes estdn dados por las férmulas:

2n-1

k
ar = % kEO ( ) cos ;“ ; r=0,1, 2,.,., n;
2n-1
b. = % kZO f(-}%’) sen-l%’f-; r=1, 2,..., ‘n-1).

Si la funcién f(x), desarrollada en serie de Fourier da una se-
rie absolutamente convergente, se podrd obtener la relacién entre
los coeficientes del polinomio trigonométrico (32) y los coefi--

cientes de la serie de Fourier, substituyendo f( - ) por la se--
rie correspondiente en las férmulas arriba indicadas. Teniendc -

en cuenta las férmulas:

—ar

36Whi1zisexker y Robinson, op. cit., §134.
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TABLA II
Z, '
n (1) (2) () (1) (2)
0 61,6158 61,6160 0 0 0
2| -187,1517 | -187,1517 | 150,6255 | 150,6256 | 150,6256
4 ) 11457 -10, 1457 32, 6624 32 ’ 6623 32 ’ 6623
8 -499 -500 6440 6426 6439
10 -41 -40 816 825 805
12 -4 -3 96 116 95
14 10
16 1
|
TABLA III
a, bn An B
n (1) (1) (1) (2) (1) (2)
0 -817,1619 84,2881 | 4.061,2802 | 4.061,2802 | 418,9108 | 418,9108
2 | -526,7660 | -340,2405 | 1.309,0096 | 1.309,0095 | -845,4952 | -845,4951
4| -81,4017 { -50,1372 202,2827 202,2825 | -124,5906 | -124,5905
6| -11,4346| -6,6233 8,449 28,4149 | -16,4587 | -16,4587
8 -1,4674 -8234 3,6465 3,6459 -2,0462 -2,0459
10 -1813 -997 4505 4446 -2477 -2446
12 -211 -114 524 525 -284 -285
| 14 60 -32
16 7 -4

(1)

aproximado.

(2)

Valores obtenidjos mediante férmulas.

Valores obtenidos de los de la Tabla I por endlisis arménico
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(2n para T +p = 2r;n y r-p *’2pln,

2 cos ¥EX cos KR - para r +p = 2r,n o r-p = 2pyn,

0 para los deméds casos;

I sen Eﬁﬁ cas ¥2% = o;
k=0
(n para T +p = 2ryn,
2n-1
ks o b . ,
‘EO Sen =;= sen =p -n para T - D 2p,n,
g 0 para los demés casos;

donde 1r, p, rl y p; son ndimeros enteros.

Si representamos f(x) por la serie:

).
7‘!. .} + ® 2 0 + 3 +. L
7 8, % &, cos x 8, coa mx

>
b1 Sen x + ... ¥+ a, Ssen mx Fooe,

se obtiens:

g? 3
al = a + 2 a , r=921,...,n;
) o'} ( )
b' = z b - Z b Py r = 1,2’ oo e n"l .
r k=0 okn*r -, “2kn-r !

Tomando en cuenta estas expresiones, el valor del coeficiente deli
décimo arménico del cdlculo numérico debe ser igual, despreciandc
ermdénicos de orden superior, a la suma del 102 y 14- arménicos -
exactos. Por ejemplo, 4, * Ay = 4446 + 60 = 4506, ° valor que

difiere del obtenido por célculo numérice (Aio = 4505) en una -

unidad de séptimo orden. Tcmando en consideracidén este faetor de
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correccién en la comparacién de los dos métodos, la discrepancia

mixima no pasa de dos unidades de séptimo orden en la Tabla III.

Para x calculado segin el método numérico existe otra cau
sa de discrepancia para los arménicos de orden elevado. Se debe
a que estos coeficientes se obtienen de los coeficientes de la se
rie de x multiplicédndolos por 4n2w2, valor que es muy grande
para n elevado y hace que una diferenclia despreciable en x a-
parezca como una diferencia notable en X. Por ejemplo, en el 4o
ceavo arménico de x wuna diferencia de una unidad trae una dife-
rencia de 29 unidades en X. Por ello los valores de los coe--
ficientes de la serie de X calculados mediante férmulas y qQue -
s0n exactos a s%ete decimales e compararén con los de la serie -
de . X calculados por el otro procedimiento y no con los de X. -
“n tal caso la discrepancia md4xima entre los valores de la Tabla
IT obtenidos por los dos métodos tampoco pasa de 2 unidades de

séptimo orden.

Estos resultados sirven de comprcbaciédn de la exactitud de -

las férmulas obtenidas.

5. RESULTADOS DE LOS CALCULOS NUMERICOS PARA DIFEREN
TES VALORES DEL PATAMETRO q.

Para tener una idea general del comportamiento de las érbi--
tas, conforme q varia decde cero hasta la unidad, he calculado
ocho 6rbitas para valores de q(0<q<1l) escogidos arbitrariamen

te. lLas Tablas IV-VIIT muestran lcs resultados de estos cllculos,

indicando en la primera linea, los nimeros 2,3,...,9 1las 6rbi--

tas calculcdas y reservdndose los ndmeros 1 y 10 para los ca-
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sos limites q9q =0 y q =1 respectivamente. Los valores co--
rresp.ndientes de q y de Y1 @aparecen en todas las tablas en -
la segunda y tercera "Ineas. La Tabla IV contiene los parédmetros
principales Que sirven de base para el cédlculo; la Tabla V, los -
coeficientes de Fourier de la coordenada de posicién x; la Ta--
bla VI, los coeficientes de Fourier de la aceleracién x =X, ¥y

las Tablas Vil y VIII, los coeficientes de Fourier de los coefi--

cientes de Hill en las ecuaciones {13) y (14), cuyas expresiones

explicitas estédn dadas por las férmulas (31) v (3la).

%1 método de cdlculo utilizedo ha sido el mismo que para el
valor q = 0.01 ya expuesto y posteriormente los resultados nu--
méricos han sido comprobados por las férmulas (29), (30), (31) y
{31la) que dan 108 coeficientes de las series de Fourier. UPara la
érbita No. 8 hubo que hacer la divisidén del periodo en 36 par--
~es en vez de 24, porque los armbénicos de orden elevado iban --
creciendo en valor, y para la Srbita No. 9 se dividié en 48 par
tes. Las fdrmulas indicaron, segin se puede ver de las tablas --
que las primeras 7 Orbitas resultaron correctas en 4 decima--
les por el método de ¢ .:4lisis arménico aproximado, pero para obte
ner con la misma exactitud la octava 6rbia habria que hacer la -
divisién del perfodo en 72 partes (de 5° en 5°), ya que existen
arménicos de orden 36 de valor numérico mayor que una unidad de

cuarto orden.

5a. La 6rbita limite para q = 0.- Para completar el cua--

dro anterior hubo que calcular los valores correspondientes a --
=0 y q= 1. Para la 6rbita 1 {q = 0} todos los valores se
pueden obtener de las férmulas haciendo tender q hacia cero ex-

cepto los valores 2, ¥y r. Para Zs se puede notar que Xx Va



TABLA 1V
| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 z
q | 0 ]0.00101,7|0.C0241,3| 0.00465,6! 0.00821,7|0.01423,8| 0.02566,8|0.06887,30.23383,8] 1
51 00 |2,00000 [1.63299 |1.41421 [1.26491 {1.15470 |1.06905 |1.01000 |1.C0002 1
2 ;1 0]0.12702 |0.19460 }0.26795 [0.35100 |0.45142 10.58957 |0.81860 |0.$9106 1
<! 1711.059C2 |[1.08630 {[1.11237 11.13738 11.141:4 I1.18465 1.20362 {1.2C¢710 }1.,20711
#31110.93301 [0.89528 0.85355 0.80619 10.75000 10.67678 [0.57019 |0.50316 |0.50000
Jio 0,06599 0.10472 19D-14645 (0.19381 {0.25000 !0.32322 0.42681 10.49684 |0.50000
d’ 0 | ~.05902 |-.08630 |-.11237 {-.13738 |[~.:101%4 :-.18465 1-.20362 |-.20710 |-.20711
§3¥ 1 [1.00407 {1.00968 |1.01871 |1.03314 {1.05776 11.10952 l1.29457 |2.17167 ©
3
gﬁg 110.99595 }0.99046 |0.98181 |0.96845 [0.94692 |0.90642 |0.801é4 |0.65316 |0.63662
¢ 0.5 0.49400 |0.48609 |0.47409 |0.45665 |0.43083 |0.38820 [0.29887 |0.16553 0
r 459 41%22'30"|39%26'50" 37%22100"| 35%01'40"{32°13 120" 28°21'10"| 21°25'05"| 11°35140" 0

"N
3




TABLA V

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
q |0 101,7 24143 465,6 821,7 | 1423,8 | 2666,8 | 6887,3 |23383,8 1
¥, | ® |2.00000 1.63299 |1.41421 |1.26491 {i.17470 |1.06905 {1.01000 |1.00002 1
z, | O 702 1634 3063 5171 8361 13810 25923 45433 | 69315
Zo ~-6332 -9662 | -13221 | -17158 | -21753 | -27695 | -36071 | -35394 0
z4 -102 -242 -469 -832 -1450 -2725 -6849 | -17216 0
zg -2 -8 -21 | -50 -114 -293 ~-1233 -7055 | ©
2g -1 -3 -10 -35 -239 .| =~2760 0
219 -1 -5 -50 -1083 0
Zio -1 -11 -435 0
244 -3 -179 0
216 -1 -751 o
18 =331 0
Zo -14 0
Zos -7 o
%24 -3| ©
%26 1| o




TABLA VI
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |
q |o 101,7 241,43 46546 821,7 | 1423,8 | 2666,8 | 6887,3 | 23383,8{ 1
5, | | 2-00000 11.63299 |1.41421 | 1.26491 |1.15470 [1.06905 |1.01000 |1.00002] 1
Zo | O 6181 913 11886 14312 16151 16695 12888 7861 0
Z4 398 9i 1688 2776 4305 6571 9787 7366 0
Z¢ 19 67 172 373 859 1589 3963 6792] 0
Zg 1 4 16 45 121 Q44 1369 47241 0
210 1 5 18 73 44.6 28991 0O
25 1 3 14 140 1675 0
214 3 43 938} 0
216 14 515| o
218 4 278 | o
2 1501 o
Zoo 801 0
Zog 22| 0
Z30 6|0
.232. 310
Z34 110




TABLA VII

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
q 0 101,7 241,3 465,6 821,7 | 1423,8 | 2666,8 | 6887,3 |23383,8 | 1
© 2.00000 | 1.63299 | 1.41421 | 1.26491 | 1.15470 | 1.06905 |1.01000 | 1.00002 | 1

Ay | 4.0000 4.0079 | 4.0182 | 4.0331 | 4.0529 | 4.0769 | 4.0911 | 3.8388 | -1.5702 |- o
Ay 0 3863 6030 8546 | 1.1698 | 1.6128 | 2.3961 | 4.7098 | 13.4762 | o
Ay 0 203 484 935 1658 2899 5552 | 1.5774 | 7.8731 |
Ag 9 - 33 90 211 485 1261 5451 | 4.3238 | o
Ag 2 8 25 74 264 1821 | 2.4104 |
Aq0 1 3 11 54 580 | 1.3563 | o
Ao 2 10 179 7582 |
Ayq 2 54 4178 |
A1 6 16 2268 |
A18 5 1215 (00)
Ao 1 644 | ®
Ago 339 |
A24 177 (0 0]
Agg 92 | ©
A28 47 | o
A3zo 24 | ©
A3z 12 | ©
A36 fo's}

3

- pgy -



TABLA VIII

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10

q |O 101,7 | 241,43 465,6 | 821,7 | 1423,8 | 2666,8| 6887,3| 23383,8| 1

&; |© |2.00000 |1.63299 [1.41421 [1.26491 | 1.15470 |1.06905 | 1.01000 | 1.00002| 1

‘B, |0 409 977 1905 3415 6071 | 1.1926| 305281 | 19.1775| o
B, ~2566 -3986 -5608 =7593 | =1.0303 |-1.4906 | =2.7705 | =7.3180| - oo
By ~122 ~292 ~569 -1017 |  -~1800 | -3508| -1.0123 | ~4.6907| ~ oo
Bg -5 -19 ~52 -122 -283 -747 -3379 | -2.7400( -
Bg -1 -4 -14 -42 ~151 -1076 | =1.5444| - o
By ~1 -6 -30 -332 | -8524| -
Byg -1 -6 -100 | -4635| -
314 -1 -30 -2488| - o0
B4 -10| =-1323| =
B8 -3 =698 -
By -365| = o0
B22 -190| - @
Bag -99| - o
Bag -51| - o
Bog -26| - ®
B3o -13] - ©
B32 -7| = ©
B3 “3| =@
B36 1| - @

_egh_
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ria entre valores logo¢ ¥y log/S y al tender q hacia cero --
las dos expresiones anteriores tienden hacia cero. La curva que
representa x en funcién de o -tiende hacia el eje-o (x = 0).
Pcrmaneciendo finito el perliodo, de ello se deduce Que 2 tien-

(o}
de hacia 0 ya que

Iny

e WO A
Z2, = wydy x{o) do.

€

Para el valor de r sSe notard que:

L /1+1/J’12 -1 Y1/ %5 + Ay °
a—0 "% g—0 W + 1 /1+1/x12 - 1/1-1/(12

- 2
—3 2 2
B T T WL e
120 JAayyBe 1 ] BYRTA-YRY
i 2, ik
R Y121/§,° + /1-1/),
=7
10 L{lﬂ/{f + 1
- 12
1 A/ g+ A1 g 1
h— © _1/"1-»1/512 *1

El parémetro r estd definido por la ecuacidn:

0 su cquivalente:

XKr . dz
AL - 2°)(1 - k°2°)

n ‘o
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Toniendo en cuenta las desigualdades:

- 1 = dz
Y1 =27 /12291 - ¥°28) AL - z9)(1 - %°)

e integrando entre 1limites 0 y v=-5/xK Se obtiene

-1 £8§ ~ 2Kr 1 -1 .
Sen /XK~ Ta "4"/-—-5 sen \/%'
1

- k
. 2Kx -1 xn o
41 tender q hacia O, = tiende hacia sen 7= ) a 457,
por estar comprendido entre dos valores que tienden a este limite
comin. Por otra parte, lim 2K . l, siendo por lo tanto -~
n
o] Q—0
lim 1 = 45".
q~—>»0

5b. la 6rbita No. 10, (g = 1l).- Para la érbita 10 (g = 1)

los valores b’l’ k, 0(,/3, J, 8 s8e encontrarédn inmediatamente de
lis férmulas re8pecti'r:as: pasando al limite. Para estudiar otros
pardmetros se designard *Za 1l -q como infinitesimal bédsica. -

De la serie de Taylor se tlens:
2
log @ = -‘2*0(‘2).

f)
De la relacién 1log q log qQ' = x~, donde q' es el pardmetro --

conjugado de q, resulta:
2

7.

una cantidad negativa infinitemente grande de primer ofden, sien-

log @' = - + 0(1),

do por ello q' infinitesimal con respecto a zn cualquiera que

Sea n.

El comnortamiento del pardmetro K en la vecindad de q = 1

se deduce de la expresidn s.imi..e.gia@aéz__
5Twiison, op. cit., §189, ecuacién (9).




2K -4 log q' 4 2 _x
= = : 1+ 2q' eee) ==+ 0(1),
p -—zﬁ—:—si?g (1 + 2% + ...) ] + 0(1)

x
la cual muestra que K es una cantidad infinita de primer orden.

El valor de w 8Se cbtiene de la fédrmula (Seccién 2):

o = Sgfe BHEL, o),

X

o sea una infinitesimal de primer orden.

El valor de E tiende hacia la unidad segin se puede ver de

la férmula:

x
.ﬂ? J{ - kzisean de.

Teniendo en condlderacién los valores ohtenidoa para K, o
y E, fédcilmente se deduce que los coeficientes Ao y Bo son
cantidades infinitas de 2° orden y los deméds coeficlentes de es-

tas dos series son infinitamente grandes de primer orden.

Para el valor de r se utilizard la relacién

1N 1 N
——
l-2 {(i - 22)(1 - k222) l -k"2

El valor de (VIFZFET‘Q = 1 = v2 - 1 .se obtiene por substitucién
directa. Intecgrando las desigualdades anteriores entre 0 y -
v-3/xk y utilizando la definicién integral de r ya indicada --
para la érbita 1 se tiene: .

tanh~t /% > Zr> & tannt ‘,%.

Por ¢l razonamicnto ya utilizado se obtiene:
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\hﬁ

ey
A,

1m L o pann ™l (vF - 1) = g1, EN 7
e YT = J’%l'l + 0‘22), -

una infinitesimal de primer orden.

Para los coeficlentes de la serie de x se utilizaréd el si-

guiente método.

Dado un valor &€ >0 arbitrario se puede ehncontrar un valor
'l>° (Q aqui no es la infinitesimal bé&sica discutida antes) tal -
que:

1+ k sn (2Kz)
X+ 8k sn (éﬁz—'

log - -log 2| €, 81 1>an 2—I§z->l-z

y 1>kzk>1 -Z

lo que no es sino la expresién de la continulded de la funcién --

2
log 21K Y oon respecto a las variables u y k.
X+ 3k u '
Por otra parte, haciendo tender k hacia la unidad, %K_ --

crece indefinidamente y por lo tanto existe, para un valor € y
un valor & definidos anteriormente un valor de k = kc;) k, tal
que para todos los valores de k tales que 1>k>k, 6 se verifi-

que la desigualdad:

tanh'l‘él -4) Ce.

x

-1
Definiendo g como 3 - tenh él "’“(e , donde K, es el -
0

valor correspondiente a ko, se %endra para toda k tal que --

1>k> k,:
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2K ¥ _ 2K
1. pl-g dx Ctamn (1-9) = “ofé ‘3:

2Kz
" ° /(l - xa)(l - kzxz)

Para todo valor de z en el intervalo (9, ) y todo valor de -

k tal que 1>k2k se tiene:
2Kz
2Kz 2% 1
sn (52) 2 sn £ sn— = 1-4.

Las desigualdades anteriores se verifican, porque todos los valo~-
res de z que allf aparecen estédn en el intervalo (O, -’2’-) en el

cual la funcién sn gK“_z_ es una funcién creciente de z.

Utilizando las relaciones obtenidas se puede escribir:

x
x, - 1052| - %Jf (log &* - 1032)dz|
&
= %J;?(log e¥ - log2) az *% < (log e* - log2) dz’
5

£ %J;‘;hog ex - 1032| az + gJ‘E llog eX - log2 ' dz.

ws

El valor médximo del primer integrando es log 28 porque é* va-

ria entre o ylg y 2> %)}4. El valor méximo del segundo inte--
grando no pasa de & Segin la forma en que se han definido los -
valores '3 y ko, siendo cierta la afirmacién anterior para to-

dos los valores de k2>k,. De lo anterior se deduce:
|z-102|<~2- log "%+ 2 (& -¥¢)€
o € x 5108 " xz-%
<2 1082006+ 2. %€ =2 (1ogoms fle < 26,

una cantidad infinitamente pequefia.
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Siendo cierta esta relacién para todo valor de k tal que -

1>k> k,» Se puede escribir
lim z, = log 2.
k—1

Para los demds términos de la serie se tiene:

x 5
%‘ﬂf log e* cos 2nz dz'=‘-f“.ff( rog e* - log2) cos 2nz dz

|20 | =
n
< %.@f‘log e* - log 2| az {4¢.

la dltima expresién tiende hacia cero al tender k hacia 1, c¢o

mo ha sido mostrado arriba, por lo cual
. }Eg L Zoy, = O (n=1, 2, 3,...).

Los coeficientes de X se obtienen de 108 de x multipli--
cédndolos por =4 n2w2 (= 0 para este caso porque w = 0) siendo

por lo tanto nulos.

5¢. Imagen grifica de los resultados numéricos anteriores.-

En las figuras 5-8 estédn las representaciones grédficas de los re-
sultados numéricos mds importantes indicados en las tablas IV, V,
VII y VIIT. In todas las figuras fue tomado el parémetro q co-
mo variable independiente. Para que no se agl.meren demasiado,--
los puntos correspondientes a las érbitas de valor 4 bequeﬁo --
(yi grande), lo que produciria en las figuras lineas con una pen-
diente muy fuerte, siendo ésto poco conveniente para ver con cla-
ridad la variacién de los pardmetros, se utilizé el papel semilo-
garitmico, mediante lo cual se ha extendido la regién vecina del

punto q = 0 hasta ~co.
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En la figura 5 aparecen el pardmetro fundamental de St8rmer
1y los valores de %; y %;, mdltiplos de los parédmetros K
y E 1llamados integrales elipticas completas de primera y segun-
da clase respectivamente. Para calcular, dado el valor de q, -
el valor de Y1 €S necesario encontrar antes el valor del médulo
k de la funcién eliptica. La férmula que nos suministra este va

lor es:

1 9 25
i o= Al0) 2ghsogtegl s,
8,10 1 +2q +2at +....

2
71 valor de Y1 estd dado por la relacién: ]12 = l—EEE— (=1,

porque k es positivo).

Como k es una funcién creciente del pardmetro q variando
desde 0 hasta 1 para 04£q<1l, el valor de Y1, sesin se ve
de la férmula arriba utilizada, disminuye pera el mismo intervalo

de Qq desde 00 hasta la unidad.

Para calcular el valor de %; se utilizé la férmula:

X o gi(o) = (1+2q = 24 +....

2
= )

De la misma se ve claramente Que %; es una funcidén crecien

te de Qq, siendo igual a la unidad para q = 0 y tendiendo ha--

cia el infinito en la vecindad de q = 1, .1lo que ya fue encontra

do con mayores detalles anteriormente. El valor de %; 8se en--

cuentra de la férmula:38

——— s T

38W'ilson, op. cit., §]91, férmula (20).

@D BE CISHCIAS
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la que, con una ligera variacién algebraica, puede escribirse co-

mo:
2E 2K 8 ( 4 9
= - Ty T = {(q - 497 + 997 - ...)
" " K 09 (0) ’
4 2 .2
donde k' = A -k a|l-2g+2gt- ...} _0%0)
1+ 2q + 297 + ... 91(0)
Para ver el comportamiento general de %; es més cémoda su defi-

nicién mecdiente la integral:

X
E = 4?-¢6 - k2 sen2¢ do,

la que muestra que ¥ es una funcién decreciente de k (y por -
lo tanto de q) y disminuye dssde % para k = 0 hasta la uni-

dad para I = 1.

Pn la figura 5 estén las gréficas de kX y r, siendo k -~
el m6édulo de las funciones elipticas y +r las pertes reales de
las dos raices del denominador de la funcién e2x {Seccibn 3e).
El valor de Kk se pusie deducir de la férmula ya indicada. Para
valores de q vecinos a q = 1 es méds conveniente, tanto para -
el cdlculo numéricu como para el estudio del comportamiento la --

f6érmula:

-

- . 4 _
k = (.;:*-...29.'.,:}'. 29.'..,____:.'..:. =1-8 q' + 0(q|2)’
1+ 2q' + 2q'4 * e

donde 9q' es el pardmetro conjugado de q y estd definido por -

la relacid: 1lecg q log gt = aa ya utilizada anteriormente. Si -
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se toma la cantidad infinitesimal n = l - q como infinitesimal
bdsice en la vecindad del punto 4q@ = 1 repitiendo el razonamien-
to ya usado se llega a la conclusién de que tanto q' como (1-k)
son infinitesimales con respecto a QP, cualquiera que sea el va
lor de n. De ello se puede d€ducir que para q = 1 todas las -
derivadas de k con respectoa Qq son nulas, lo cual explica el
achatamiento que se nota en la ocurva en la veoindad de este punto.
En el lenguaje geométrico se dice que el contacto de la curva ==
k = k(q) con la recta horizontal que pasa por este punto es de -
orden infinito. De ambas férmulas se puede ver que k s una =~-
funcidén constantemenie creciente de q y vale cero para q = 0

y la unidad para q = 1. Para el cédlculo de r se puede utili--

zar la férmula:39

i . 1+ 2q cos 2r + 2q4 cosar + ...
vk' 1l - 2q cos 2r + 2q4 cos4r + ...

de donde se obtienen las relaciones aproximadas:

2Kr =

dn =2= - vk' ~ a~ 2q cos 2r
KT — = 2q cos2r o = )

dn == * vk'! 1 + 29" cos4r

despreciando en el primer caso las potencias de q superiores al
tercer grado y en el segundo caso lds superiores al octavo. Las

cantidades que aparecen en el primer miembro estén ya definldas -

en este trabajo: k' es el médulo conjugado (k2 + x2= 1), y-

el valor dn g§£ estd dado por la expresién:

2Xr _ 2 _ 2 XKr _ 2 (=0) . J/X*+¥ DBk
dn =p= = A - x° sn p A -k (xk) < .

3%i1son, op. cit., §189, ecuacién (10).
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El comportamiento general de r se ve claramente de su definicién

mediante la integral:

2Kr JY* & dz

* ° AL - 22)(1 - K229)

en la cual el factor rdpidamente creciente %? en el primer miem
bro sugiere que r es una func¢idén decreciente de ¢q variando --
desde 45° para q = 0 hasta 0° para qQ = 1, Todos 108 paré-

metros discutidos hasta ahora estdn tomados de la Tabla IV.

Los valores méds importantes de los coeficientes de Fourier -
en las ecuaciones en variaciones son los términos seculares. Los
términos seculares A, Y B° de las Tablas VII y VIII respecti-
vamente aparecen en la figura 7. Las férmulas que dan Sus valo--
res estdn comprendidas entre las férmulas (31) y (3la) respecti--
vamente. El coeficiente Bo crece constantemente desde 0O para
Q = 0 hasta infinito para q = 1. El coeficiente Ab crece des
de el valor 4 para q = 0 hasta un mdximo que difiere poco de
4, para el valor de q = 0.025, valor que corresponde J& = 1.1,
disminuyendo después rdpidamente, pasando a valores negativos y -

tendiendo hacia - o0 para q = 1.

En la figura 8 aparecen w y 'z tomados de las Tablas IV

o
y V respectivamente. El valor de w estd dado por la férmula

ac-g:

w =

i

El numerador de esta expresién puesto explicitamente en funcién -

de Xl es:
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-y = /1 + 1/;12 +v1 - 1/112 = (2+241 - _1/3'11. )l/2

funcién creciente de Y1 Y por lo mismo decreciente de Qq. El -
denominador de la férriula que da el valor de w es una funcién =
creciente de q como ya fue demostrado anteriormente, pudiendo -
deducirse que w disminuye constantemente al aumentar q. El va
lor de w, Qque es8 2x veces la frecuencia del movimiento decre-
ce desde '% para q = 0 haste cero para q = 1. El dltimo re--
sultado equivale a decir que para q = 1 1la érbita deja de ser -
periédicé ya que el periodo, que es el valor reciproco de la fre-
cuenclia tiende hacia infinifo, perdiendo significado la periodici
dad para el limite. Este caso éorreSponde a la 6rbita doblemente
asintética a la 6rbita circular de radio 1.

El término secular de la coordenada de posicién z, crece -
desde cero para qQ = 0 hasta log 2 para q = 1, como ya ha si
do demostrado en la Seccién 5b. Su expresién explicita aparece -
entre las férmulas (29).

Otros coeficientes que aparecen en las Tablas IV-VIII no tig

nen la misma importancia para tener la idea del movimionto y por

ello no se hicieron sus grédficas respectivas.
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6. RISUMEN

1} El estudio del movimiento de una particula cargada eléc-
tricemente en el campo de un dipolo magnético se reduce a la sclu

¢idén de tres ecuaciones diferenciales simultdneas de segundo or--

den. ‘fomando como coordenadas de la particula cargada las coorde
nades esféricas, que presentan la ventaja de ofrecer la misma Si~
m2tria que el dipolo, se puede reducir el sistema de ecuaciones -
diferenciales a un sistema de dcs ecuaciones de segundo crden, rg
duciéndcse el estudio del movimientc en tres dimenciones al eshu-
dio del mcvimiento de la particula ea su propic plano meridiaac y
ce la rotacién del plano meridianc alrededor del eje polar. ZEL -
sistema obtenido no e integ:able directamente, pero mediante in-
tegracion numérica fueron encontradas prcpiecdades muy interesan--
tes de las Orbitas, en particular de las Orbitas periddicas orhHo-
gonales a la interseccidn de los planoc meridianc y ecuatorial. --
descubiertas por Stdrmer y estudiadas detalladamente por Lemaitre
y Vallarta. Las trayectorias en el plano ecuatorial son solubles
mediante funciones elipticas y, en el caso particular de que el ~
pardmetro 51, introducido por St%rmer para disminuir el nimerc

de grados de libertad, sea méyor que la unidad, se recducen a una

trayectoria rectilinea periddica a lo largo de la interseccidn de

los planos meridiano y ecuatorial.

2) Para estudiar las 6rbitas simétricas, que para el valor

de 31 = 1.31359 +tienden hacia las 6rbitas ecuatoriales, y para
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sstudiar en general el comportamiento de las é6rbitas en el plano

meridiano en la vecindad de las 6rbitas ecuatoriales es necesario
resolver las ecuaciones en variaciones, que para las érbitas ecua
toriales se reducen a la forma de dos ecuaciones de Hill. La fun
cién periddica que aparece en la ecuacién de Hill en forma canéni
ca cs8td presentada como serie de¢ Tourier. ©Para nuestro caso par-
ticular se necesitan enccoatrar las geries de Fourier conociendos -
las funciones elipticas correspondientes. Ademds, para la verifi
cacidn del resultado es convenicnte encontrar las scries de Fou--
rier que nos den la coordenada y.la aceleracidn de la pariicula,

a fin de poder verificar el reculta’o mediante la ecuacidn del mc

vimiento.

3) Todas estas funciones son dchlemente periddicas, lo cual
permitc encontrar las integrales qQue dan 1los cosficientes de Fou-
rier con sblo estudiar log puitos singulares de estas funciones.
Los dos coeficientes de H11l y la aceleracidén son funciones elip-
ticas, sicendo aplicable para =u estudic el teorema de los resi--
duos. Para la coorde:.:da de posicion, que es logaritmec de una --
tfuncién eliptica se necesita apiicar un %ecorema més gcneral que -
el anterior aplicable a funciones nultiformes no algebraicas. Ll
caso particular que aqui se prescnta fue resuelto recurriendo ai

artificlo de cortes.

4) Las férmulas que se obtuvieron presentan la venteja s0--
bre el método numérico para obtener las series antes mencionadas
de ser cémodas para el cdlculo y ser mds seguras en los reculia--
dos, ya que el método numérico mediente la férmula trapezoidal no

da valores exactos, principaimente para armdnicos elevados en las
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érbitas de valores de Xl préximo a la unidad, como se vié al --

comparar los resultados obtenidos por los dos métodos.

5) Para tener una idea general del comportamiento de las 6r

bitas se han calculado varias de éstas, tomando como parémetro --

principal la q@ de Jacobi. Para los casos extremos q=0 y --
Q= 1, que no representan en realidad érbitas periédicas en el -
sentido estricto de la palabra, ya que para qQ = 0 la érbita se

reduce a un punto y para q = 1 el perlodo crece indefinidamente,
perdiendo sentido la periodicidad, hubo que aplicar métodos espe-
clales para calcular los valores limites de algunos de los coefi-

cientes buscados,

7. BIBLIOGRAFIA

1) H. Poincaré, "Les Méthnodes Nouvelles de la Mécanique Céles--
te," (Gauthier-vVillars; Paris, 1892), Vol. I.

2) Whittaker and Watson, "A Course of Modern Analysis," (Cam---
bridge: University Press; 4th. ed., 1927).

3) E. Goursat, "Cours d‘'Analyse Mathématique," (Paris: Gauthier-
Villars; 5eme. ed., 1929), Vol. II.

4) . E. B. Wilson, %"4dvanced ‘Calculuc,® (Ginn and Company; Boston,
1912).
5) P. Appell et E. Goursat, "Théorie des Fonctions Algébriques -

et de leurs Intégrales," (Paris: Gauthier-Villars; 2eme. ed.,
1929), Vol. I.

6) Whitteker and Robinson, "The Calculus of Observations," ---
(Blackie and Son limited; London, 2nd. ed., 1932).



7)
8)

9)

10)
1}
12)
13)

- 58 -

G. LemaTtre and M. S. Vallarta, Phys. Rev. 43, (1933).
G. Lema?tre. Ann. de la Soc. Sci. de Bruxelles 4 54, (1934).

M. 9, Vallarta, University of Toronto Studies, Applied Mathe-
matics Series, No. 3, 11938).

Carl StBrmer, Vid. Selsk. Skr., 0slo (1904).
Carl Stérmer, Zeits. f. Astrophys. 1, (1930).
Carl Stdrmer, 2ub. Univ. Obs. Oslo, No. "0, (1934).

4. Bafios Jr., Journal of the Franklin Institute, Vol. 227, --
No. 5, (1939).
Odon Godart, Ann. de la Soc. Sci. de Bruxelles I 58, (1938).

C. Graef and S. Kusalka, Journai of Mathematics and Physics, ~
Vol. XVII, 1 (1938).



	Portada
	Índice
	1. Problema General
	2. Solución del Caso 1>1 en Funciones Elípticas
	3. Desarrollo en Series de Fourier
	4. Comparación de los Resultados Obtenidos por dos Procedimientos Diferentes para q = 0.01
	5. Resultados de los Cálculos Numéricos para Diferentes Valores del Parámetro q
	6. Resumen
	7. Bibliografía



