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l. Prat'ao1o. 

EL prop6aito principal del pruente trabajo ea el estudio de sistemas d.1teren­

cialea linmlea de la tol'IIII 

(1.1) w' = Av + E <l>(t)v 
d 

(• = dt> 

donde wacol(w1 , ••• ,wn)' E es un parametro pequelio, A ea una mar,riz constante nl( n, 

y <l>(t) ea una mtriz n X n de tunoionea periodicaa en t,de periodo 'l',integrablea en 

el sentido de Lebeague en [o,T) • F.cusciones 001110 (l.l) han aido el objeto de utudio 

... _ . 1 (1) de un gran nwnero de mat=tiooa y empezamos menoiooando a G.Floquet [4 , A. 

Lyapunov [12) ,.t:t.Poincare [131 • A iate respecto el más importante de loa tres menoio• 

nadoa ea .l"loquet,quien en cierto sentido resolvió loa probl-a te6ricoa conectados 

con la ecuaci6n (1.1). Para poder decir algo sobre al oomportamiento aa1nt6tico de 

las aolucionee de la eouaci6n (l.l) todo lo que se necesita es conocer los multipli­

cadores caracteristicos ( 2 ) ,Y éstos nos loa prov~ las soluciones de la ecuaoi6n oa­

racterlstica 

(1.2) detlw(T) - >..EJ = O 

donde W(t),W(O): E,es une matriz fundamental de (l.l) • .&1 cierto sentido &ato resuelve 

todos los problemes¡en otro aentido,aqul es precisamente donde el problma comienza. 

Quienquiera puede tratar de forzar las soluciones de (1,2) ,pero la esperanza de tener 

hito en esta direoci6n ea verdaderamente pobre, 

Por lo tanto,se han inventado diversos mltodos para obtener las soluciones de 

(1) Números en [ ] ea refieren a la bibliobrafía puesta al final. 

(2) Vease la secci6n 2. 
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(l.l ). La idea bdsica en la mayor!a de estos m6todoe ea construir una función w: 

w(t,~ ,a) que depande de ciertos pametros arbitrarios a de tal manera que la 

función w(t, E ,a) satisface una ecuación diferencial "relacio11ada" 

(1.3) v'(t, €,e)= f(v(t, € 1 e), t, €). 

La construcción de la ecuación relacio11ada (1.3) se hace de tal ll181lera que para UD8 

aleooi6n conveniente de los pametros a como funciones de €, ,se obtiene que 

f(v(t, €, e(€)), t, €)=Av+€ <!>(t)v,,es decir, v(t, €, e(€))) se convierte en una 

solución de (1.1). Las relaciones que determinan a se conocen con los nombre de e­

ouaoiones de "bifurcación" o "determinantes". PiJoced:Lmientos dal tipo anterior baD 

sido seguidos por L. Cesari (2] 11!..0. Friederichs [5] ,14. Golomb [61 , J'.K. Hale 

(7] , o.o. Lewis (lo] ,Y. Sibuya [14} .El mis:no tipo de procedi.lniento p•ede usarse 

para determinar soluciones peri6dioas de ecuaciones no lineales. 

Un ,n6todo que ba probado ser dtil fue introducido por L. Cesari y desarrollado 

posteiormente por J.K. l:\Ble,R.~. Oambill y otros (veesa ~ll para una lista completa de 

referencias sobre este método). Ellos consideraban en lugar de la ecuación (1.1) la 

ec11aci6n 

(1.1) v' (B - € D)v + € e(t)v. 

en cuyo caso las ecuaciones de bifurcación son 

B - ( D = A. 

La tarea de la lll8"riz D en (1.1) es eliminar l~s términos "seculares" que aparecen 

en el proceso de integración al resolver (1.1). La idea es que si se da algdn método 

de aproXi'1l8ciones 9üces1vee pera reao~ver (1.1),se desearte que las aproxL'UBciones su-

cesh'as ten;en ciertas propiedades Cll311tat1vas especirtcadas. 1.os t6rminos secula­

res son aquellos que destru:,en esta propiedades cualitativas. 

Se r,a der,ostrado que el procedi,üento (1.4) tiene ciertos inconvenientes. Ueea-



rrolloa m4s recientes por L. Cesari y .T .K. Hale [2J y [7) han llBWldo a raempla­

,;ar (l.l) por 

donde P0 (t") representa cierto vector • .l!!l. papel de P0 (<1>") es otra vez la elimit' 

nación de loe tAr~inoa seculares,y las ecuaciones de bifurcación son 

(l.5) 

De un principio este método parece ser IIMls simple que (l.4) ,Y para el desarro­

llo de este trabajo resultó ser el mils adecuado. ( De hecho pude obtener varios de loa 

resultados de este trabajo utiU,ando el método (1.4) ,pero llegado oierto momento las 

dificultades técnicas parecían ser d8lllllsiado grandes como para ser 1actiule el seguir 

adelante con este método.) ~o que ea m4s, puede demostrarse que en cierto sentido la 

posibilidad de resolver (1.5) ea una condición necesaria y suficiente para resolver 

(l.l) para E pequalla (veaae la sección 5). El procedimiento seguido en este traba­

jo sigue en parte el de [7) • 

Hay dos tipos distintos de problemas de estabilidad asociados con la eouao16n 

(l.l);oonoret.amente,estabilided en la semi recta o~ t < + oo y estabilidad en to-

de la recta - oo < t < + 00 • Si se utiliza un mAtodo de aproximaciones sucesivas 

para discutir la ecuación (l.l),el primer problema puede en general resolverse inves­

tigando solo un ndmero finito de aproxi:nacionea aucesivas,mientras que el segundo pro­

blema requiere información extra concerniente a todas las aproximaciones sucesivas. 

como han hecho notar V.A. YakuboVic [15] y .T.K. Hale [ 7] ,esta información extra pua­

d-e obtenerse para sistenaa recíprocos (vease la sección 3) y 111 este caso los dos pro­

bleaes de estabilidad ae convierten esencialmente en uno solo. 

La mayoría ae loa trabajos que tratan con (l.l) auponm que las raicea caraote­

riaticaa de la matriz A tienm timen divieores elementales simples • .Ueade luego,la 

teoría de l"loquet no depende de tal bi~tesis,pero ea diffcil obtmer un método prt!o-



tico eficiente para dete=inar el comportamiento de (1.1) si no 118 aflade esta hip6t~ 

sis. El objetivo principal del presente trabajo es estudiar el caso en que hay diYi­

sores alementales no simplea entre las raices caracterbticas de la matriz A. Un tra­

bajo que t&!llbien trata sobre este problema es [9]. 

La seccic5n 2 est4 dedicada a una breve discusic5n de la teorfa de noquet para 

sistemas como (l.l) ,reciendo 6ntasia especial 111 el papel que juegan loa expon111tea 

caracterlaticoa y loa multiplicadores oaracterlstioos. i.a aeccic5n 3 introduca el con­

cepto de sist- reciproco y demuestra la forma que este concepto se conecta con 

el aniliaia de las soluciones. El tipo general de aistsaas a estudiarse se introdu­

c111 an la seccic5n 4,Junto con ciertas transformaciones que llevan estos aiatsnas a 

una forma tipo. D1 la seccic5n 5 se construye un m6todo de aproximaciones sucesivas, 

., se obtienen condiciones para la m:istencia da las soluciones. J!b las secciones 6 

y 7 demostramos la existencia de las soluciones a las ecuaciones de 'b1furcacic5n y 

se calculan algunas aproxinBciones de loa aponentes caracterlsticos¡es 1nter91111llte 

notar que estos exponentes caracterbt190s dependen de muy diversas potencias del pa-

ralletro e, ., utilizando el poUgono de .Newton en oonexic5n con el teorema de prepa-

raci6n de Weierstrass se diacutm algunas condiciones de analiticidad de los exponen­

tes caracterbticoa. Resultados parciales de este tipo han sido obtenidos por Jl.Ya. 

Kuahul [9) .Las secciones 8 y 9 dan algunos resultados sobre el comport11J11iento asin­

t6tico de las soluoiones,y en particular s• demuestra que cuando el grado da los di­

nsorea elementales de la matriz A es Jl8l'Or que 2,mtonces,el sistSIB (1.1) ea "casi 

si1111pre" inestable. La Hccic5n 10 prove6 un ejemplo m cual bajo condiciones de no 

resonancia hay soluciones acotadas y no acotadaa an funcic5n de ciertos ooefioientea 

de la ecuacic5n difermcial. 1!D la aeccic5n 11 aplicamos nuestro m6todo al oilculo de 

valores caracterlsticoa da 11111trioee constantes perturbadas por matrices "pequefias" ,es-

tos resultados de la secci6n 11 son de particular 1nter6s en el terrmo del análisis 

num6rico. La secci6n 12 es una exposici6n breve del poUgono de l'lewton,asunto 'bim 

conocido, en especial para los ge6matl'III algebraicos. 



Cierta notaci6n tija ea usada a lo largo del trabajo y las definiciones nsce­

earias las damos aqu!, Si x = col(~, ... ,xn) se un vector den dimensiones y .A:(ai} 

es una matriz den colllllllllle y renglones,mtonces, llxll = maxl~11 (1=-1, ••• ,n) y 

(i,J =l,. •• ,n). El simbolo ; denota eie.'lpre el complejo con¡J~-

do de a .Loe etmboloe 

lim F(a)/aª = o, 
a .... o 

y lim F*(a)/aª = const., 
a ..... o 

•/ 

F*(6) = o (6ª), (s~enpre denotar4n 

l'espectivamer.te. 

Para finalizar,quiero expreear mi gratitud al Prof. Solomon Letschetz quien me 

ba ayudado de diversas maneras,en especial al darme la posibilidad de trabajaran 

RIAS (Resaaroh Inetitute tor Advanoed Studies,de Baltimore) ;y mi gratitua al Vr • .T.K. 

Bale quien me eugir16 el tema de trabajo y quien oon su aimpatia y ayuda constantes 

ha sido un factor primordial para la oompletacidn de m1 trabajo. 



-6-

2. Teor!a de J'loquet. 

coneideremos el sist.ena de eouaoiones di:ferenoiales 

(2.l) w' = A(t.)w 

donde w: ool(w1 , ... ,wn)' A(t.) es una nat.riz n .... 11 de f'unoiones peric5d1oas y OOlll­

plejas de t.,oon periodo'!= 2-rr/w ,integrables en al sentido de Lebesgue e [O,T]. 

Resultados ol.4sicos de la teor!a de noquet implican que si W(t), W(O)= ll,es una ma­

triz fundamental de aoluoi~ee absolut.ament.e oontilluaa (A.C.) de (2.1); lato es,s1 las 

n columnas de W(t) son n soluciones A.c. lineelmmte independientes de (2.l) ,oon 

detW(t)# o,entonoes 

W(t) = P(t)eBt 

donde P(t) ea una matriz n,c:n no singular, P(t + T) = P(t), 1 Bes una natriz n"' 11 

oonatante. Las raioea oaracterbtioaa ½_, ••• , in de Ff se l..l.aman loa multi-

plicedorea de (2.1),y las ra1cea oaraoter!atioas da B,digamoa °i_, ••• , ªn ,sella­

man uponentes caracteriatiooa de (2.1). Nc5teae que loa exponentes caracter!aticoa 

aat«n determinados por la relacic5n 

y por lo tanto las partas iDBginariaa de aÓlo eat.4n det81'111inadas m6dulo :lw. 

Por las observaciones anteriores sabemos que las soluciones de (2.l) puedan es­

cribirse como el producto de ciert.aa uponenoialea oon funciones pe:ric5d1oas 7 poten­

cias de t .si todos los multiplicadores son distintos entonces las soluciones son 

el producto de exponenciales 1 funciones paric5d1cas,Bi algunos de los multiplicadores 

son iguales entonces pueden aparecer potencias de t. 

J16tese tambimi que loa multiplicedorea pueden definirse 001110 raicea de la eoua-
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ci6n 

detlW(T.) - >.El ., O 

Las consideraciones anteriores tambiaÍI son ñlidas si A(t): A0 ea constante,ya que 

an este caao puede tomarse IDl periodo arbitrario T /. o. Jn particular loa multipli­

cadorea serán las re ices carectar1at1cas de la 1111triz J-ot ,7 por lo tanto lila raicea 

carecterhticas de A0 puedan conaidererae como IDl conjunto de exponentes caractar!a­

ticos. 

consideremos ahora un sistena más general 

(2.2) v' = A(t, e)v 

con las l'lismas condicionas que tenia.'°ª en (2.1), 6 ea un pardmetro pequello comple­

jo o real, A(t,E ) es continua en E an una vecindad de li.:: o, A(t,O) = A0 es 

constante, y i[A(t, e)II < f(t) 

an (O,TJ ,pare O :. le 1 ,. e0 • 

donde f'(t) es integrable en el saitido' de ioebesgue 

Si W(t,E) es UDS matriz fundamental de (2.2), W(O,E }= E,entoncea los multi-

plicadores carecter!sticos A1 (e), ••• , An(e) de (2.2) pueden definirse COIIII) rai• 

ces de la ecuaci6n 

detlw(T, e) - A El= O 

y los exponentes caracter!eticos , a1 (e), ••• , an(e), con sus partes i.DBginarias de­

terninsdas oodul.o :!ill, por las relacionas 

a (e)T 
Aj(e) = e j , j = l, •• ,, n. 

Ee sabido (vease (l] que en estas circunstancias AJ(e), J = 1, ••• , n, son con• 

tinuas en E pa re E= o, y por tanto IIDI!. detlll'lninacic5n de las a/e) puede oon-

siderarse contime.llás aun,si A(t,G) es 8I18Htica an e para €• o,entoncea lo 

son A/ e) Y a/ e) con a lo ~s puntos ramificados de orden f'ini to. un punto ra-
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mitioado 11011 lo proporciona el ejemplo siguiente: 

xi= xl + x2 

x2 = x2 + x3 + Ex1 

x,; = x 3 + Ex2 

donde los apon1111tes caracterbtioos se determinan de manere que 

:l,2,3. Entoncee 

a1 (E) = l 

a2(E) = l + .f2 €1/2 

') (E) = l _ .f2 El/2 

lo cual de hecho hace notar que las potmcias de E 110 esta4 relacionadas 811 tor-

1118 obvia ni con la dimensidn del sistll!B nioon el grado de los divisores al.SU1111tales 

no simples de la 111Btriz A(t,O)=A0 .(l) 

volviendo al sist- (2,2) ,sabemos por las observaciones hecbas para sistsaa 

con ooeticientes constantes que para E = O los multiplicadores de (2,2) son las rai­

ces caracter!sticas de la !11ltr1z eAot. En oonseouencia conocemos los valores de 

an 6 • o, jal, ••• ,n, 7 sus multipil1oidades, Sean 

(O) (O) 
A,l ' ••• ' A,q q :i n 

las raioee cerecter!sticas distintas de eAot con multiplividades 

respecthamente, como lae runoionss A./E), 

€ :a o,ex11tan q vecindades v1 , ... ,v4 , de 

j cl, ••• ,n,son oontinuas en E para 

~O), ••• , A.~O), respeotiV11111ente, 

(l) Parece que e:rtste une talsa ooncepoidn respecto a este heoho,vease,por ejmplo, 
[ 61 pag. 298, 
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tales que para o l, '" 1 l," o 
11010 fat multiplicadores oaracter1atiooa de (2.2) 

estaJI. 811 vk: para k:=l, ••• ,q, 

cuando E= o. 

ª-to ell _, i_(O) "" ee,aqu 011 J4.t que 11e r-ucc a ·1t 

Basta aqu! puede llegarae 11in la a7U4a da elanmto11 aU%1.l.1aree. 1JDa bu- ayu­

da nos la prove6 el m6todo de apro:dmacionea 11ucaai'91la invmtado por ON8l'i1 7 me­

jorado poateriormante por el 1111111110 Oeaari, Hale 7 otros (2,7]. Bita 1116todo nos per-

lllita aislar aquelloa multiplicadoree qua 11e originan a .r;mrtir de A(O) para E= O 
.1 

Por lo tanto es posilltle calcular loa multiplicadorea da (2.2) an grupoa da ~ k de 

elloa,y adda,de calcularlos indapendimt•ente de loa otros grupoa. 1IIO parece fac­

tible que utilizando solo la teor1a de Floquet pudieran lograrse eetoa raaultadoa, 7 

de aqu1 la necesidad de introducir algtln tipo da aproximac10llea auoaai'ftla. Tambié 

ae han inventado otroa m6todoa para obtener eeenc1almmta el miamo tt.D. 

llll mi trabajo utilizo un prooedimlento c0111pletammte a1m1lar al deeorito utea. 

llll la seoci6n 4 se introducen cler~as truatormaoionea qua m oiG'Clo aantldo aialan 

loa multiplioadoraa, y en las aec*1ones 6 y 7 deaarrollamoa un m&todo para oaloular 

loa exponentes caracter1aticoa asociado11 con ellos. 

La importancia de los exponentea y mult1pl1oadoraa oaracter1atiooa 1111 qua deter­

:.dnan por coa1pleto el comportami&11to aaint6tioo da las aoluoionaa de alat-11 como 

(2.2). De hecho, sean A.1("), .1 = l, ••• , n, 1011 multipliwador• da (2.2) • Si 

/A/€) 1 < l, J = l, ,. ,, n, O< I" 1 < "o' antoncaa todas las solucionas da (2.2) 

tiendan a cero cuando t --+ +oo, y lo hacen exponmc1almanta. lD1 tuno16n de 1011 expo­

nentes oaracteris\icoa la condic16n 

laa partea r•lea de los exponentes caracter111t1oos sean negativaa. 

j 'F k:1 antoncea todas laa soluciones da (2.2) son acotadas e - oo < t < + oo, 

O < /1a 1 < 1a , Para los exponentes caraoterbt10oa 
o 

en las condicionea 
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a/E) ; Oit(E) 'm.od iai) 1 J f k 1 

Real [a/E)) a o, J. l, ••• , n, o< IEI < Eº. 

Pillal.mente,ai para alguna J , liJ(E) 1 > 1 para toda ~; O, mtonoea u.na infi-

nidad de aoluoionea de (2.2) tiendm a + oo ouando t ... + oo ,1 lo baoen uponan-

oialmente. O equivalentamente,para alguna J, para toda ~. o. 

N6teaa da la d1aouai6n anterior qua aaencialmmta hay 4oa probl-a diferentes. 

Uno ea determinar la aootao16n da aoluoionea en laa semi rectas , O<t<+oo 

o o > t > - oo, al otro determinar la aootao16n e toda la recta, - oo < t < + oo • 

.l!!I. primer problema ea en general 111'8 aanoillo de reaolver por argwuentoa da oont1nui-

4ad si llliramoa solo u.nas cuantas de lea aproximaciones de loa exponentes caractada­

tiooa. EL segundo proul- necesita nayor 1ntormaci6n,y en la aeooi6n siguimta dis­

cutimos loa tipos de sistenaa para loa cal.ea loa dos probl-11 aon aamo1almmte al 

11111110 

3. Sistemas reoiproooa. 

Gran parte de las ideas genaralea de eat.a seoci6n aatú conteoidaa en [ 7 ,aJ , 

1118 repitan para dar r.iayor oontinuidad al trabajo. 

oonsidare!llo& ahora un sistema real 

(3.1) v' • A(t, E)v 

qua salvo por la oondio16n da ser real aatiataoe las mi811Ba condiciones que (2.?.). 

Diremos que al a1at81111l (3.1) ea reoiprooo si el hecho de que i(E) aea un multipli-

oador de 61 implica qua tamwien lo • i-1(E) • 111411 aun, como (3.1) ea real, 118 
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tiene que ;:ce) ta111bi&n ea un multiplicador de (3.l). 

La propiedad de reciprocidad noa provel con un a:cal.ente criterio para deter­

llliDllr acotaci6n de lea soluciones. EII eteoto, supongamos que .,(o)• .. 0, 1 .. 0 1 • l, 

( ) E -l ' es un multiplicador aimple da 3.1 para = O. Bntonces A0 "' "'o tembi&n es 

un multiplicador simple de da (3.1) para E = o. Corno qua loa multiplicadoru depen-

dm continuamente de E existen veoindadea V ,u da .,o 7 ., -1 respectivamente 
o 

teles que pare O , le 1 , e0 ningb otro multiplicador de (3.1) est4 D1 m V ni 

en u. Pero ;:(o) ., ., -l(o) 7 por lo tanto ;:(e) debe coincidtr con ., -1 (11 ), 

lo cual ea posible 8610 ai l._(e) 1 • 1, O .lí le 1 ;¡ e • hmK>a d1111oatrado entonces 
o 

TB:>Rll!A 3.1 Si A0 es un multiplicador simple de (3.l) para E: O, l}..0 1 = 1, 

y {3.l) as rec!proco,entoncea para O< le 1 < e0, al aiat .. (3,1) tiene un multi-

plicador .. en tal qua .,(o) ... o 

COROLARIO 3.1 Si P8l'9. E = O todos loa multiplicadores de (3.1) aon distintos, tie­

nm .edulo unitario, 7 (3.1) ea reciproco, entonces todas las solucionas dal. aiatana 

(3.1) aon acotadas en - oo < t < + oo, O :!i le 1 < e. 

un argumento de tipo aimile.r ea v6lido cuando algunos de los multiplicadores son 

mdltipln,pero ea necesita int'ol'!!llci6n extra en este caao,como varamos m4a adelanta. 

SUpoDg81!108 que A.(0) = A.01 1 .. 0 1 = 1, ea un multiplicador de (3,1) para E.: u 

con multiplicidad q (O< q4 n), Si (3,1) ea rec!prico entonces -1 -.. = .. o o tembifm 

ea un multiplicador con multiplicidad q, Debido a la continuidad sabanoa que uiaten 

vectildadea V 7 U de .,0 7 >,..~1 respectiva1~ente talee que para O < le 1 ' e0 

s6lo ba7 q multiplicadores en V y q en U,aquellos que se reducen a .. 0 7 

.,~l para E : O, 

sean 

loa que cam dmtro de v. Sua radproooa .,j1 (E) aon loa que caen dentro de U, 
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y deben eer sus conjugados. 51 sabemos que para o < le 1 $ e0 

J :1, ••• ,q, son distintos,se ligue 

y por lo tanto • l para o < IE 1 $ E0 • 

Supongamos que ir r rml) est4 determinado por 

1011 argummtos de 

donde l 0 tiene multiplicidad q. Y aup6ngaae que utilizando alsdn mltodo de apro-

x1lrac1ones sucesivas hemos detsrminado que para e 'I O los exponctes caraotaHs-

ticos asociados con est4n dados por 

13•2¡ aj(e) .. ia + ~j + 0(6), J. 1, ••• , q, 

donde ~ es cierta raizclt f y todas las f3J son diatintaa e ilnagillarias puras, 

J:1,.,.,q. Ehtoncea por un argWll8Dto de continuidad ,para todoa los 

multiplicadores lJ(e), j 1111, ••• ,q, tiene argwnantos distintos y,por lo tanto,por 

la propiedad de reciprocidad, 

dawstredo as! 

Hemos 

'J.'l!DRl!MA 3.2 51 el sist- (3.1) ea reciproco, con q exponentes caracterbtico11 da­

dos comen (3.2), y l(O) .. l 0 , ¡i0 ¡ ., 1 ea un multiplicador de multiplicidad q, 

entoncaa q exponentes caracterf.aticos de (3.1) son distintos e imaBinarios puros pa-

ra O$ lel < E0 • Si,ademh, l 0 / ± 1, entoncaa hay 2q exponmtea oaracterh-

ticoa distinto• e 1-ginarioa puroa. Ea claro,desde luago,que el mismo argummto ee 

vil.ido si util1Z81110B aproximaciones auperiorea en (3.2). 

N6tase que el contenido del •r.ll)R.l!LIA 3.2 ea al tipo de informaci6n que puede ayu-

darnos a resolver el proble1,a de la acotaci6n de soluciones 811 - oo < t < + oo, 

como se hizo notar al 1'inal de la aecc16n l!. l)a hecho el '!'B)Rl!MA 3.2 asegura bajo cier­

tas condiciones la eaistanoia de exponentes caracterf.atiooa inqimrios puroa,condi-



ci6n que es necesaria para obtanar este tipo de acotaci6n. Lo que ea ~s,la 1nforma­

ci6n se cbtiaie con s6lo mirar II ciertas aproxilllacionea de los exponentes caracterb­

ticos,y no 1.mpcrta que tipo de aproximacione:.. sucesivas se utilice. Eatos resultados 

apuntan la importancia que tiene inventar mltodoa de aproximaciones sucesivas. 

condiciones que aseguren la conclici6n recfproca eat4n dadas en el siguiente 

Lll4A 3.3 Si existe una n x n matriz P(,) ,continua para E : o,ldet P(c) 1 iill 'I > O 

para o , I• 1 < c0 tal qua se cumpla cualquilml da las condicion1111 

(3.3) P(E)A(t, E) • - A(- t, E)P(c) 

(3.4) P(E)A(t, e) • - A*(t, c)P(c) 

( A• ea el transpuesto de Al para o < le 1 < e y - oo < t < + oo, entonces el 
o 

sist- (3.1) es reciproco. Para wia d8lll0atrac1fn de este L&IA vease ta1. 

¡g¡ este trabajo estaremos intereaados en la aituaci6n descrita por (3.3). La 

relac16n (3.4.) corresponde a aiat-s bamilt.onianos. Las pro,>iedadea de los sist-• 

que satisfacen el Ll!MA 3.3 i-an sido objeto de intenso estudio. 

Para referencia posterior d11110atrar11110a que la ecuaci6n diferencial 

(3.5) 

donde u ea escalar son funciones per16dioas peres,ea recfproca si se le 

considera como sister.a cte ecuacionllB diferenciales lineales de primer orden. ilal;llmOB 

el cambio de variables 

Estos transforma el sietema (3.5) en un sietena OOlll0 (3.1) con 

/ o o l o ] ( o o o l 

A(t, E) • o l o o 
4 

-202 +, \-a +t:q,l '2 o o 
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7 (3.3) se satisface si toma1110s 

P(E) • diag(l, 11 -1, •l). 

conviene hacer notar que la condici6n (3.3) del LlillA 3.3 ea m4s genaral que la con­

dici6n uaual de funciones paree e impares an la matriz que aparece 1111 diversos ar­

tfculos conectados con este tena. Iluatl'8Jll0a &sto con un ejei,.plo, Tomemos al sist-

(3.6) x'. Ax+ e e(t)x 
donde 

(~ 
l o o 

1 o(t). (;(,) 

o o o 
o o o cp2(t) cp,(t) 11'4(t) A• 
o o l o o o 

\o o 2 ) ,,et>' -a o \. •1 (t) , 2Ct) t4(t) 

Sist-s ao:no (3.E) se orig:1.Dan a partir de dos eciacionee lineales de segundo orden 

debllmente acopladas. 

la ftail ver que la matriz 

donde KJ constante, j:1, ••• ,8, satisface 

PA: -AP 

Asf que1para que el sistema (3.6) satisfaga (3.3) con respecto a eeta P ,ea suticim­

te que 

P e(t) • - e(- t )P. 
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Si loa valorea de kj en P H eligen de tal manma que 

P : diag ( 1, -1, 1, -1 

ae obtiene la condici6n usual de funciones parea e impares en la matriz t ( t), Pero 

ai loa valores de kj se escogen de lllllllera que 

p. 

o 

o 

o 

-1 

1 

o 

o 

o 

1111toncea la cond1ai6n en t (t) es que 

que no inlplica nada eobre la condiai6D de par o iJD:pU' en las funciones de i<t). 

Por lo tanto la aond1ci6n (3,i) es mb ruerte que la cond1oi6n usual de par e 

impar,:, por esta raz6n la utilizar111110a m nuestros teor-a de aootaci6n, 

11. tipo general de Bist-s que van ha aonsidararae ea de la :f'orma 

(4,1) v' = Av + E ~(t)v 

donde w: ool(w1 ,. •• ••nl , 6 > O 08 ID1 par6metro peque&,, A es una nX n matriz 

constante :, f (ti 08 una n~n matriz oom.pleJa de funciones per16dicas de t,perio­

do T:. 'f!ff/w ,integrables en al sentido de Lebugue en ['o,TJ, Suponem·as que A eatA 

en su forma candnioa de lordan 1 P1, .. •, Pq, 4 ~ n, son eus raices caracter!s­

ticas diatintu,oon multiplioidades 111• ... , 1'4, I:µJ • n, Ademlls,11upollg8JIIOs que 



-16-

tiene ªJ (J:l, ••• ,q) divisores al.emantalea con gredoa 

(J) a J 
v1 , ••• , viJ)iJ • l, ••• , q), ~ v~J) 

J ki,,l 

.riJlalmente auponge,nos que 

k • 2,3, ••• , p 1 p lii 'l 
( 4,.1 •) 

J • l,2, ••• , p,• k • p+l , ' ... , ' 
donde ~ ea un 1111tero cualquiera. 

De una vaz ¡:are todas damoetreramoa que aist-11 001110 (4.1) con todea las con­

diciones anteriores pueden trenatorJ1Br11e a un tipo cano5nico (4.6), 7 en las cliacu­

Bionea que siguen bableremo11 11iempre de este t.ijlO de 11111t-11. 

llll (4.1) bacemo11 le trenatormaoi6n de variables 

(4.2) •= P7 

donde ... , 111 + "2 + • • • + "P -l 
5 , l, ••• 1 l) 7 O .. 

'1111 nuevo paralletro tal que 

"1 + ••• + "P 
6 • 6 

ea positivo. La trenafol'llllci6n (4.2) Una el 11i11t- (4.1) en al 11i11t-

(4.~) y'~ A*Y + 5~(t, 6)y 

donde A* ea como A excepto que todoa 1011 uno11 aobre Pj , J = l,••• ,P, H han 

transfo1'1118do en 8 

A aontinuaci6n tranatormamos (4.:!) con el cuibio de variable 

(4.4) 

donde f3 ea cierto ndmero complejo indetC'lli.Dedo por ahora • .11'1.llalmmte el 11i11t- re-

aultante 1011 trenafol'llalDOs con el ~io de "81'1ablN 
' 



( 4.E') 

ZJ • XJ 

-~1',i¡t 
ZJ • XJ 

~:la>t 
ZJ • e XJ 

EL resultado final es 1.111 sist-
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J - 1, ••• , ~ 

J • µ1 + ••• + '), + 1, ···• n. 

(4.E) x' • Kx + f>t(t,lit))x 

donde H = diag(O, 1), con 

,. 

( 
ª1 º1 -~-) ( 4. 7) E• 0n-µl - • •• 

ªn"'l,I¡ - •. • - µP 

O es la matriz cero de dir.ensi6n µ1 + ••• + µP, ºJ ea o cero o llllO '1 oada G' J 

tiene la forma 

para al«una k ~ p + 1 dependiente de j y todo lo d11D'8 que viene de A se tia 

coltcedo an t(t, t>, ll). 

como en nueatro trabajo se eatud1ar4n sist-11 dal tipo (4.1),y como loa multi­

plioadorea y uponentes caracteríatioos de satos sist-s son invariantes bajo trans­

fo:rmacionu 00110 (4.2),(4.4) y (4.E'),eatudiaremoa direct&Mmte sisteaaa como (4.6). 
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5. Jl6todo y coodiciooee .Ae~_u.!!M!!,, 

»i esta secci6o discutiremos UD mAtodo de aproxin8ciooea sucesi'VllB para la ao­

luci6n de {4.6). Esta diacuai6n eat, relacionada con el trabajo C7l que a su vez 

eati relacionado con [ 2]. 

NOS interesa ahora obtener soluoioc,ea peri6dicae del sist811B (4.e) • Tomemos 

µ1 + µ2 + , •, + µP = µ y detinaloos el operador e, ,que actuar< sobre vectores pe­

ri6dicos de n di.menaionu p,de la torma eiguiante 

donde E ea la matriz identidad n ~n y PO est4 definido por 

p0 [co1(p1, p2, ... , pn)] • co1(m[p1 ], m[p2 J, ... , m[pµ], O, .... , O) 

\ '.'!' ..... 
dond6 m(I,31 es el Talor medio de pj. 

S• rr ·e1 espacio topo16gioo de todas lee tuociooee vectoriales de n di.mansio­

nes continuas en la veriable t,peri6dicas en t,con periodo T,y con la topolog1a u­

niforme usual, SEB v(p) la norma de UD eleuanto p € TI , Dadas dos constantes 

K y L,K< L, y UD }'<-vector arbitrario,pero tijo, a tal que llall , X datioimos 

UD sultcoojUDto II o e II por medio da 

II o~ (p € rr IPO(p) = col(a, o); v(p) 'L} 

ésto ea, todos 1011 vectores p € rr que tienm norma acotada Y cuyas }'C pri.mera11 ooor­

danada11 t111111111 un Talor medio dado de antemano. 

Datinimo11 la transformac16o por medio de 

{5.1) Tp(t) •a*+ & eHt Je-Ht8[Y(u, &, ~)p(u)]du 

donde a///r ea el vector n-dimeosi~ (a,O), y B : diag(O, 1: l, t(t, a, ~) son 

como m el 11111t- (4.6), Debido a la dat1n1ci6n de 8 sabemoe que se EBtieface 
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p (e -~[t(u, r,, p)p(u)]) • o, y por la aae;IIDCla condici6n en (4.1 1 ) existe llllll 
o 

prilll1tiva 6D.ice J'(t) de e·H~[.(u, r,, p)p(u)J tal que eKt._r(t) E IT y 

El signo de integreci6n en (5.1) ae interpreta de JDaDera qua ae 

obtenca esta Onice primitiva. ObViamante P0 ['t"(p)]:a•= col(a,o). 

Si podemos der:ioatrar que T ea una tranato:rmaci6n IJ0 ... rt0 y 1111A contrac-

ci6n, antoncea mate una tunoi6D dnioa x(t, •• ca. 8 ) E IIo tal que 

-rl,c(t, a, P, &) ] • x(t, a, P, &). 

Adris la derivada de esta tunc16n per16d1oa eet6 dada por 

(5.2) x'(t,a,p,&) • 111:(t,a,p,r,) + eeC•Ct,r,,p)x(t,a,p,&)J 

La eouac16r:. (5.2) no ea la eouao16n que quer1111N>S reeol1'er,Ñto ee (4.6) ,pero a1 afia­

dimos la cond1o16n 

P0 [t(t, &, p)x(t, a, p, &)] • o 

antoncea la runc16n x(t, a, p, ¡ ) ad una eoluo16n per16d1ca de (4.6). A las oon­

dioionea (5.:!!) lea llam4moe ecuaciones de b1turcac16n de (-i.6). Las eouacionea (5.3) 

representan J'A ecuaoionea para P Y las /4 componctea del 1'eotor a. A partir 

de (4.4) la determ1nac16n de p noa p:raporcinar& algunos de loe exponctea oarac­

terfst1cos de (4.l) ;úto es,aquellos f exponantee oaraoter!aticoa que ae reducm a 

J • l, ••• , " 

J • "1. + ••• ~ "it-1 + 1, ••• , "1 + "it - " 

donde rJJ • c. 

T8Demos antonou que demostrar el aigu1mte 

'!'B:>JUMA 11.1 81 (e-%T - E) DO • a1.Dgul.uo ctonoea mate - r,0 tal que para el 



-20-

intervalo O lli 6 < a0 , la tra.netormeo16n 't' definida por (5.1) 811 una OOD.tmoci6n 

de II -,rr • • o q 

La demostraci6n del Tl!X>RliMA 5.1 ae sigue sin myor ditioultad del siguiente 

Ll!MA 5.1 Si H : diag(O, l'.. ) 
• - ~T 

ea la •trill constante ( 4. 7) , ( e - B) no u eingu-

lar, h(t) 88 un Teotor peri6dioo den dimenaionea,de periodo T,illtegrable 1111 el as­

tido de Lebeague an [O,T] -, P0 (h(t)):O, mtonoea 

T 
UeHt J e -H'1i(u)duU lli Q J llh(u) lldu 

o 

donde Q ea una constante que depende de T 7 de loa valorea caraoterbticoa de B, 

-, "!" ae interprete 001110 en {5.1). 

Para dS11011trar el Ll!MA 5.1 neo88itamoa loa siguientes 1 .. a. 

Ll!MA. 5.2 S• :E UDa matriz oonstante de d1mensi6n (n • ¡.¡)~f(t) un vector pe-

ri6di80 de dimena16n (n- JJ.) ,con psriodo T 1 1ntegrable en el sentido de J..ebesgue en 

[o,T] -, •• (e-~ T_ B) no a1.ngular,mtonou 
T 

lleI:t Je -l:ut(u)dull lli S J llt(u) lldu 
o 

donde S 88 una constante que depende de T 7 de loe valores carecterbticoe de l: 1 

"J,, ( ) -, se intarpreta C01110 en 5.1 • 

D11J10etrac16n: La tunoi6n 

como puede prooarse por der1veo16n. Ademite,ei 

I:t -I:T -1 t-+'.r -
G(t) • e (e - E) J e I:ut(u)du 

t 

entonces 
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( ) t+T -I:(v+T) ( ) 
= (e-I:T _ E)-leI: t+T J e f v dv = 

t 
t+T 

a (e-I:T - E)-leI:t J e-I:vf(v)dv _ G(t) 
t 

por lo tanto G(t) es peri6dica oon pariodo T. Paro oomo 8010 mata una pr11111t1• 

- I: u 
ft da e t(u) oon esta propiadad,mtonou 

donde "/" se interpreta como en (5.1). 

Ahora de (5.10) tan81los 

T 
SS J llt(u)lldu, 

o 
y al L.BllA (5.2 esté! d«rDstrado. 

L!MA 5.J 81 g(t) es un vector par16dioo da dimans16n /( ,periodo T,integrable 

en el sentido de Labesgue en [o,T),oon valor medio oaro,entonoes mste una pr11111t1• 

va dnioa da g(t) ,diga.'1108 z(t) ,par16dica oon periodo T,valor medio caro, y asta pri-

~1t1va est4 dada por 
t t 

z(t) = J g(u)du =· [ f g/u)du]; 
s s j 

J = 1, 2, ••• , µ 

donde f = Ül' ••• , sµ) 7 O < s j < T, j = 1, ••• , µ. 

Danoatraci6n como al valor medio da g(t) as cero sus primiti,ras son par16d1oas. 

La dni<lll prL'11it1va de valor medio ~o puede .escribirse (notao16n 001110 en (5.!Jl) 
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t t 

z(t) • J g(u)du - m[ f g(u)du] 
'I 'I 

daade 'I u oualquier veotor 00D11tu.te de dimaaldll }'- .como s(t) time ftlor medio 

olll'O mate un veotor f.• (t1, ••• , t.11), O< f.J < T, J • l, ••• , ll, 1 uulepllld1111-

te de 'I ,tal que s 3( 1 3):0, j:l, ••• ,,... Tomelo1 mtonoN 

t t 
z(t). J g(u)du - m[ J g(u)du] 

f. f. 

7 OCDO z3( ' 3): O la 00111ta11te debe Hr oaro 7 obt&9IOI (5.5) d111101t1'11.11do al L• 

11A 5.3. 

OOROLARIO 5.3 81 s(t) 7 f. IOll OOIIO • el lema anterior mtono• 

t T 

(5.6) llz(t)ll • 11 I,.s(u)dull , J0 lls(u)lldu 

XII auf'1cimte ooneiderar 101 illtarvalo1 f. J < t < f. J + T, J .. 1, ••• , 11, 

t t T 
lzJ('t)I • 1 ff. gJ(u)dul, l lsJ(u)ldu, J lsJ(u)ldu, J • l, ••• , ll, 

J f.J o 
7 ae •isue (5.s). 

Ahora el LJIMA. 5ol N OOllHCU&Oie inmediata del L:a&A. 5.2 7 del COliOLARIO 5.3. 

vamos a demoetrar ahora el '1'JDRJ!IIA 5.l,para al.lo 11eoeeit1111101 probar que a:iate 

una 80 tal que para o i 8 < 80 , •e aat1111'1!1cen la8 do1 oondio1011• 11guient1111: 

a) Y[T(p(t))] ;1í L 

b) 11 p(t), p*(t) e JI O mto11.o• Y[T(p) - T(p*)] , l y(p-p*), 

donde O<t<l. 

D8110atrao141l de a). 
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IJT(p)II ' lla*II + tilleHt f e-H'\l[t(u,a,~)p(u)]dull :lí 

T 
' K + l>Q f0 11 e[,¡,(u,a,~)p(u) Jlldu , 

T 
, K + aQ f O 11,i,(u, a, ~>11 IIP(u) lid.u , 

donde Q est4 ciada por el LllilA 5.1, y 

llb.tonoea para o , a < a , tmamos 
o 

t 88 IIIMl oota de 
o 

K + l>Q t 0 L < L 

y queda demostrado a). 

Damostrao16n de b). 

T 
f llt(u, a,~) lldu. 
e 

ilT(p) - T(p*)II = aUeHt f e-Hue[v(u,a,~Xt,(u) - P*(ujlldu' 

v[T(p) - T(p*)] 'lil v(p - P*) 

donde O<. l < 1 y queda dmiostrado b). Tomando a0 ,. min[a1, 82 ] oompletaaoa 

la damostrac16n del 'fliDRDIA 5.1, 

COROLARIO 5. 4. 81 ( e- :! T-E) no 88 singular mtonoea la traufol'!IIRoi&l (5.1) 

time para O , e, , a0 un punto f'ijo dntoo :1:(t, a, p , S ) 111 fl,. Adan4a, 

cualquier otra :runo16n 1111 TI O que aattaf'aga (5.2) debe ootnoidir oon :1:(t, a,(I, 8 ). 

!'illaL'llente, :1:( t, a, t' 1 f;' ea el limite unif'orme de la sucea16n de :runo1one11 dada 

por 

(5.7) 

J ,. 1,2, • • • • 

De (5.7) ea Uoil ver,por 1Dduoo1~n,que la soluo16n y las eouaoionea de 'b1f'llroao16a. 



aon lineal.ea m a 1t. De heobo debido a la detin1o16A de P0 7 de a*= ool(a,O) 

las aouaoionea de b1turcao16n io.n la torma 

t..(6, 1:1)• • O 

donde .e..,11, 1:1) ea IIDIS m.triz de cl1mens16A f4Y./" J' a: ool("J_,••••• ). 114a 

eapao1tioame11te 

dollde .e..0 (0, 13) ea 1D.depe11diente de (1, 

Si ('• ea 1m valor caraoter1at1oo de .e..º(o, 13), entonou mate 11D1S t1m-

016A oontiD.ua de 8 , 8, 13 • 13(8), 13(0) • 13º tal que 13(8) ea 1m valor oarao-

tsrlatioo de .e..0 (8, ~); lato ea,aetiataoe la aouao16A 

(5.9) detlt..0 (6, 13) - 13EI • o. 

:DI. realidad babrll /l de eataa tunoionu 13(5) que satiatacen (5.8) ,7 oomo vsemoa 

en lo que sigue la exiatenoia de utas tunoionea da,a oisrto aentido,una oondio16A 

neouaria 7 autioimte para el mitodo. 

TJDRJl[A 5.'5. Sea JC(t, a, p , S ) la tuno16n dada por el CIORClLARIO 5.1. o :lí 6 < 6~ 

7 11•11 < Y.. Si e:rtate una tuno!6n oontinua 13(6) tal que para O ;¡ 5 < 5* ;¡ 50 

se oumple 

(5.9) 

J' 81 

(5.10) 

det lt..0 (5, 13(8)) - 13(8)E 1 =. O 

a( 8 ) ea el vector careotc!atioo correapondiente a f1(5) ,que aatiataoe 

P0 [x(t, a(5), 13(~), ~). a(6) 

11•(5)11 :li K 

entonces x(t, a(á), 13(8), 8) ea una soluoi6n pci6d1ca de (4.6) oon valor ••l1o 

a( 8 l, para o :lí 8 :li 5*, y reoiprooar.ente 81 JC"'(t, r ) ea una soluoi6n pSL"16d1ca 

de (4.5) con valor medio K* < K 7 periodo T,PIU'll O < 6 < 5*, entono• 



x[t, 6) ~ x(t, a(6), 11(6), 6) 

donde :z:(t, ª• ~ , J ) esti dada por el COBOLARIO 5.1., 11(6) y a( G ) aon oont1-

nuaa, 11(6) aatiatace (5.9} y a( 8 ) es al veotor caraoter!atico oorrespond181l­

te y aatiatace (5. lO). :DI. otras palabras, ai 8 ea su1'1c1ent81lente pequalia mtonces 

la mstencia de 11(6) ea una oond1c16n necesaria y auf'1c1mte para la matmcia 

de una aolucicSn per16d1ca de la ecuac16n (4.6). 

Demoatrac16n. La parte directa del 'l'JiDRJ!UA 5.5 ea obvia. Probar11110a aolo la parte 

reciproca (necesidad). Sea x*(t, 6) una aoluc16A de (4.5) cumpliendo la oond1-

ci4n p0 [x*(t, 6)] = K*< K. · 

como x*(t, 6) es una soluc16n de (4.5) entonces 

(5.11} 9[x*' - Bx* - 6,;,(t, 6, ll)x*] = O; P0 [x*' - Bx* - 5t(t, 6, ll)x*] = O 

Debido a la det1n1ci4n de e y la to:ma de H obtenemos 

e[x*' - Hx*] = x*' - Hx* 

p 0 [x*' - Hx*] = O 

como al valor medio de la derivada de :1:* es cero y H: diag(O,::E ). Por lotanto 

(5.11) se reduce a 

x*' - Hx* - 6 e[t(t, 6, 11)lx* = o 

(5.12) 

pero (5.12) implica 

x*(t, 6) = x(t, a(6), 11(6), 6) 

11(6), a(6) aatiatacc (5.9) y (5.10),y ~ = a(6) •• 

COROLARIO 5.8. 1111a oondic16n necesaria y auf'1c1ente pera la mstenc:l.a de una mlu-

01611 del aiatSDa (4.1) de la to:rmil- (4.4) d011de z es per16d1oa,ea que (il aea una -

luo16n de (5.8) ;esto es, eataa aoluéionea fJ de (5.8) detamiDan los uponmtea oa-
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:racter1atiooa de (4.1) asociados oon p1 en (4,1'). 

.A.dem4a,en general ba:, /4 de estas :tuncionea,y ai son distintas obtenemos ji. 

aolucionae lineal.!nente independientes de (4.1). 

Procedanos a 4al' ahora las aproxi.llaoionea auoesivas, De aouardo oon (5.7) po­

demos resolver el sist .. ( •• 2) por medio del siguicte esqu-

x( o) = (~, .... , ªµ' O, ... , O) = a* 

!5,l3 l x(J) • x~o) + e.eHt J e-Hue[,t(u, 6, 13)x(J-l) (u) ]du (mod 6J) 

J • l, 2, ,, ••• 

donde mod 8 j indica que se tOlllllD tlrminoa hasta de orden 8 J eD la j-6sima 

aproximaci611, lato 110 oambia la COl11'8l'gmoia :,a qua 8'1811tualmenta todos loa tlrminoa 

aparecen 1111 laa apro::d.lllaciones. 

Eacribamoa otra vez el aiatema (4.IJ) 

(5,14) x' = Hx + 6t(t, 6, 13)x 

donde H: diag(O, r) y t(t, 6, 13) 

gular, 

son como m (4.5) y (e·%T_¡) no es sill-

Para obtener de (5,13) una soluci6n de (5,14) debanos satisfacer las ecuaciones 

de ~iturcac16n en cada paso,o sea que debe clll!lplirse 

(5.15) 

Como ya se hab1a hecho notar antes la soluoi6n es lineal en a"' ,es decir, 

donde x<Jl es una !llatriz, 

Si de1'1nimos 

entonces las eo11111oiones de b1turcaci6n (5.15) puedm eaoribirse 
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J = l,2, ••• 

Sm t.*(J-l) la 111&triz de dim811816n ~ x}t obttllllida de t.(J-l) al quitarle las 

dl.timas n- /'- coluamus 7 renglones 7 susbstitutr los el1J11entos restantes por sua 

Talores medios. lD:ltonces las ecuaciones de bituroaoi6n toman la forma 

(5.16) 

las ouales se satisfacen si 

det(ó*(J-l)) = O 

7 a es UD vector caract6l'ist1oo de ó*(J-l) 

Es claro,adam4s,que toda la 1ntormao16n oonttllllida de esta 1118:Jlll'B en la j-681.ma 

apro:ril:iao16n ae preservard para las aproxime.oiones de orden supsior. La raz6n es que 

siempre que un t6rm1no entra en las eouaciones de biturcaoi6n sigue apareoiendo en 

las aprolli.'1l8o1ones pesteiores,y además los tirmi.nos aparecen de aculll"do con su orden 

en el parámetro 8 • 

6. c:4lculo de e;ponentes caracteristioos (I). 

Sin perd6l' demasiada generalidad,::,ero para hacar la exposición m!ls clara consi­

derase el sistSIB 

( 6.l) w' = Aw + € ~(t)w 

con las mismas condiciones que el sistSIB (4.1), Paro supongamos que A tiene solo . 
una raiz caraoteriatica p ,de multiplicidad n,7 grado n m. el divisor el.ei,1ental, 

estos es 
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(6.2) A• 

l. 
o \ 

p l l 

~) 
• • • • p 

Supongamos ade.'11'9 que~(t) = jcp1/t)I, 1,J = l, ••• , n, time 'Vlllor med1o oaro,eato 

ea, m[cp1J(t)] = O, 1,J = l, ••• , n. 

Cambiando el lliatSIB (6.1) a la ,lol'llll oan6n1oa indicada en la aeoo14n 4 obtm.e-

moa 

donde '6n .. e, 7 

'f{t,61 13) a 

\ 

x• = 6,t(t, 6, 13) 

6~(n-l)Cll:i.n 

a2n-, 
cp2n 

(5.4) 

calcul.aa laa ecuaciones de b1turoao16n auceaivas (5.16) ;en este caao la -.triz 

Ll.*(J-l) time para j :1, ••• ,11 la tol'llll 

t~ l 

\ l 

A*(J-1) = J = l, ••• , n, 
1 1 

\ 
, 
~) 
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ya qua m[C>(t)] = O. COIIID la dnica aoluo16n de las eoUBcionae detjt..•(j-l) 1 = O 

ea f3: O , j: 1, ... ,n, no se obtiene ninguna 1Dtormac16n en estas aproxl.maclonaa. 

Sin embargo, en la siguiente aprox1:lllci6n obtenemos 

1~ 1 
! ~ 1 

donde II est.t detinido por 

1 
~ 

M·= 111(9nl[ f 911 + ff 9~.l + fff 9,i + ••• + f •·· f tnl] + 

(6.1) 

Si por e>n (t) denotamos la dltiJJB rangl&l de la matriz e(t) entonoaa la upraai&l 

anterior puede escri .. irae en la torna m.ts compacta 

y por lo tanto ll aat, dado por 

(6.5) 

Demostraremos ahora el siguiente 

(6.6) w' = Aw + E e(t)w 

donde w : ool(w1,.,.,wn)' A es Ull8 matriz constante de dimmai6n n" n de la tor-

na (6.2), E ea un pardmetro real pequel!o, e(t) = (9i/t)), i,J :1, ••• ,a,u 

una 1111triz compleja de tunoionaa pari6diaas m t,periodo T = 2Jr/m, integrablaa 4111 

el sentido de Labeague en to,T], y m[e>(t)] • D. lntoncaa si el nGinaro ll 4at1D1• 
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do por (6.4) o (6.5) es diferente de cero msten,para O :í f> < 60, n e:xponmtes 

oaracter1a1tcos di11tintos de (6.6) de la f'ol'IIB 

(6.7) 
00 (k) k 

aj(€) a p + L Cj 6, 
K=l 

j = 1, ••• , n 

donde an = € 1 c?l= o> 7 c~2 l son las distintas raices n-6111.ms de JI. 

Demostrec16n. Si JI'{ S , p ) : O ea la rel.aci6n f'llncional (5.9) entre 8 7 (3 

entonces busca1D0s ciertas soluciones (1: pC&) de esta ecuaci6n. uonsideranos ahora 

ls ecuaci6n 

( 6.6) d.et IA* (n) 1 = O 

donde A*(n) eat4 dado por (6.3). 

Jilltoncea a partir de (6.8) se obtiene 

F(a, ~) = ~n + an M + o(an+l) = o (6.9) 

donde o(an+l) contiene todos los Urminos de apro:iciDBciones superiores que Sil-

piezan con al menos 8 n+l. Es claro por la :roma en que se ha construido (6.!l) 

que es holom6rf'ica en (1 y 8 en una vecindad de (O,O),y por lo tanto (6.9) pue-

de escribirse 

2 F(o, p) = A0 + "i p + A2 p + ••• = O 

donde cada Aj ea una aariede potencias en G • Adsaits sabemos que cada una de lss 

seriea A1 , ... ,An-l empieza con al menos t&rminos de orden 

A0 empieza con 0n:.: y ~ comienza con l. 

! n+1 ,m1entras que 

Los valorea de ~ que nos interesan son 1011 dados por aquellas soluciones 

~:{\Cr) de (6.9) que se aproJCi:llan a cero cuando f..,. o. Tomando 1 :O en (6.9) 

se obtiene 

F(O, p) = Pn = O, 

por lo tanto (\ : o es una raiz de multiplicidad n de J'(O, (' J. 
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Por al teorana de preparac16n de Weicstraas [11] sabemos que en este caso 

F(6, 1:1) " [ao + ª11:l + • • • + ªn+il:ln-1 + j:ln)[l + Bo + Blj:l + B,J>2 + • •. ] 

donde cada ªJ. y B j as una sarie de potencias m 8 . Adas la parte polinomial 

en el lado derecho de la ecuac16n (6.10) tiene exactamente n raices que tienden a 

cero cuando G-o. Por lo tanto, aj(O) = O, j = 0,1, ••• ,n-1. Y por (6.9) debe­

mos tenar que Bj(O) = o, j = 0,1, .... 

.Analicemos con Jll4s detmimiento los ooet'icientes a0 , ... ,an-l de (6.10). Pa-

ra obtenc de (6.10) los t6rminos de grado cero en ¡9 t111suos qua r.iultipl1car 

donde a0 comienza con a1 menos 8 . Si a0 comienza con e,ª, a < n, babr!a un 

t6rmino de_ grado cero en ~ y grado a < n m 8 llll (6.9) ,:;,aro &!te no ea 

el caao. Si 8c co.'IÚ.anza con e,ª, a: > n, no habría t6rmino de grado n 111 8 y 

gmdo caro en ~ en (6.9).pero hay uno, - &n 11, Por lo. tanto debemos tllllar que 

1 mi v n. 01.: n. Aa.1. que a0 co anza con 0 

Para obtenar de (6.10) loa t6rminos de grado uno 111 (3 ten11110s qua calcular 

ªoBl + al[l + Bo]. 
' 

Sabe;ioa que 9o comianza con 8 n,por lo tanto a0B1 oolllienza con al ;neDOs 8 n+l. 

Si 8¡ comienza con ·,P, a < r. + 1, habría un t6riiiino de grado uno llll i, y 

grado a:< n + 1 en B en (6.9),paro no hay un t&rmino tal • .Por lo tanto a 
1 

debe com.enzar con al menos 8 n+l.:;iguiendo este argu.'llento podemos demostrar de la 

misna manera que a2 , ... •ªn-l tambHm. oom1811ZaD con al menos 8 n+ 1. 

Esto signi:f'ica que le parte polinomial de (6.10) puede escribirse en la 1'or1118 

( 6.11) 
[6na~n) + ••• ] + [6n+lafn+l) + ••• ]j:1 + [6n+la~n+l) + ••• ]j:12 + ••• + 

+ [._n+l (n+l) ] n-1 n 
" ªn-1 + • • • 1:1 + 1:1 



oon a~n)~ O ,donde todos los t6rminos no eacr1tos dentro de los corchetes son de 

grado superior en 8 que el término escrito. Los coeficientes at+ll, j:l, ••• ,n-l, 

pueden ser o no cero ,pero ésto no tiene importancia para lo que sigue. 

Para determiner el caracter analltico de las raices de (6.11) utilizamos el po­

llgáno de .llswton (vease la sección 12). »i un plano coordenado colocamos los puntos 

p
0 

= (O, n), Pj = {j, 11j), j = 11 2, ••• , n-1, Pn= (n,O) 

donde '-r j, j = l, ••• ,n-1, es el verdadero grado en f de cada 11110 de loa corchetes, 

excepto el pri:nero,de ( 6. U). Tenemos eotonoes 

(6.12) T]j ;¡¡ n + l, j = l, ••• , n - l, 

El pol!gono de Newton consistirá solo del segmmto ?n (Fig. l.) ya que la 

condición (6.12) implica que todos los danas puntos est4n bim por eno1ma de este seg­

mento, 

p 
Pl • •••• s n-1 

·Y'= 'n 

FIG - l 

La pendiente de P 0Pn es -1,y por lo tanto las soluciones de ( 6.ll) son anaHti­

caa en S. 
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Esto demuestra que loa exponentes caracterhticos de (6."5) ti611en la fol'!'lll dacia 

en (6.7). Tm1.11r.10a que probar todavla que c11 l: o¡ c~ 2 l = º..fv.; J = 1, ••• ,n. 

Para &ato nota'IIOa que la ecuaci6n (6.8) implica que ~ n debe sar de la for­

ma 

( 6.13) r," = r,'\¡ + o(f>º) 

y a su vaz ( 6.13) implica 

( 6.:!.-l) 

donde n..f M represanta cualquiera de las raices n-lsimlls :ie 11. Como los exponentes 

caractar!rticos de (6.6) son de la for1111 

aJ(E) = p + f>fj(f>), J = 1121 •••1 n, 

obteneros cj1~ O¡ c~2l. º..fM j = l, ••• ,n,terminando la dan·-•straci6n del Tlllñ.liJM 6.l. 

ve.amos con un poco más detalle la primera scuac!6n de b1furoe.ci6n no trivial 

del siatana (6.).),la cual tomo la forma 

(6.15) 

donde 

( 6.:!.6) 

Si cada 

( 6.17) 

A* n 
eat4 dado por (6.3). La ecuac16n (6.15) ae separa en el aiatellll 

fle.1 • 8 2 

ll!&n•l • 8 n 

f>ºa1M • flan 

(6.14) y (6.16) dan 

a 8 º..f M + 0(8) 
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Para que las eouacionea (6.17) san concordantes se necesita 

( 6.18) J = 1, ••• , n 

Las relaciones (6.18) nos dan una idea de la estructura dal vector a,en etecto,bay 

n vectores a distintos,y cada uno de eUos tiene la terma 

Ademils puede verse de (6.17) que para f: O, 

( 6.19) 

donde ".fM representa cualquiera de las raices n-Asimas de ll,y que 

(6.20) b /o • [b h. ¡J-l 
J 1 ~ -1 1 J z 2, :5, ••• , n 

Obsarvaci6n. EL resultado dal 'J:JiDRJil,IA 6.1 no es vilido,en - torma,para un sistema 

tan general COl!IO (4.1) ,ya que los cilculos de fa dependen de la estructura de A 

y de ~(t).sin anbargo es claro de lo hecho hasta ahora oomo uno prooederfa en di­

terentes casos. :a:L TEDRl!IIA 6.1 es vilido para un sistema como 

w'. Av+€ ~(t)w 

donde se satisfacen todas las condiciones de (4.1) y, A :r diag(A1 oA2 ) ,donde A¡ ea 
-A3T 

OOlllO er. (6.2), (e -E) no es singular y m[o(t)J. O. 

7. e.U.culo de exponentes característicos (II). 

Seguirsnos analizando sistemas como (6,1),con la salvedad que ahora supondremos 

que al valor medio de f (t) no es cero, l!h particular supongamos que el elemento 

<:>n,l (t) de la matriz f (t) tiene un valor medio distinto de cero, 0 l<:>n,l (t) l = ra 

La primera ecuao16n de bifurcac16n con soluciones no triviales es 



7 (t astil dado por 

(7.1) 

y danostraranos: 

m 

l 

-i3 

TEDREl.!A 7.1. Supongllllloa que el aist-

(7.2) v' •Av+€ O(t)v 

l 

es co::io (6.l),excepto que m[c¡,n, 1(t)J. m/o. 

l 

11 

-o 

n exponentes caracter!aticos distilltos de (7.8) de la tol'llll 

( 7.:3) 
00 (k) k 

aj(€)= p + ~ CJ B, 
k=l 

j a 1,2, ... , n, 

donde Bn = 1a y c311 , J: l, ••• ,n, son las n-6simas raioes de m. 

1Jer.ostraci6n. La relacidn i"uncional J'( 8 , p ) : O eat4 dada por ( 7 .1) como 

(7.4) F(B, 11) • lln - m + O(B) DO. 

Por lo tanto 

F(O, n.fm) • O 

donde n.¡m reprssenta cualquiera de las raices n-6simas de m. l.a condic16n ( 7.5) 

nos per!!li te aplicar el teorSIIB de funciones implici tas a ( 7.4) ,Y por lo tanto pode­

mos resolver ( 7.4) para II m t6rminos de G m una vec:llldad de S: o. Ademats 

la soluc16n es anaHtica en f , 

J!'inaL-nente un argumento siJnilar al utilizado en la dsnostrac16n del '1'.ED,UJ.IA. 6.1 

demustra que c?l, J :al, ••• ,n, son las raioes n-6simas de m. 
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.1:'odemos demostrar también 

T!DRE,!A. 7.2, Suponenmos que el sistena 

{7.6) v' =Av+€ e(t)v 

es cor.o ( 6.1), excepto que, 

'" ~ + m2 = m' / O, l!htonces pera O s 8 < a0 hay n exponentes caracter!aticos 

distintos de (7,€) de la forma 

\, 00 ( ) 
'½_(€) = P + o(a ) • P +,:; e k ak \, ;i; 2 

k=\, 1 

(7.7) 00 ( ) k/ 
ªJ(€) = P + 6,:; e k 8 n-1 J k=l J , z 2, ;S, • •., n, 

donde 8n = € y e?? J = 2, ••• ,n,son 1Astn-J>-6ai.11Bs raices de m•, 

DE1110straoi6n. La primara eouaci6n de b1:f'urooo16n no trivial es 

donde ~ está determinado por 

r~ l 

~ 1 

(7.eJ detjA(l) i = l :~ .. o 
l 

8 ~ 
~ 

La relac16n funcional (5,8) a partir de (7.e) ea ahora 

F(8, ~) • ~n - ~8m' + o(a2). o 

y F(O, ~) = ~n = o. Otra vez podEIDOS aplicar el 'l'liDRDIA de praperaci6n de Weiers­

trass y escribir (7.~) en le forllll (6.10), Un arcwnento 00111pletaJ!lente 81milar al u­

tilizado alH dernustra que la ,,arte polin0111ial puede escribirse en la for.aa 



[f>2a~2) + , , , ) + )f>af1) + .. , ]~ + [f>2a?) + .. , )~2 + .. , + 

(7.10) 2 (2) J n+l n 
+ [f> ªn+l + ''' ~ + ~' 

donde al11 :# O, y aJ 2 l I a~ 2 ) , ••• • -~~{ pued91, ser o no oco97 loa tli'l!:UlOa reataD­

t Gs en coda corchete son de orden supei•ior en 8 que el tlrmino escrito explicita-

mente. 

Pare obtener el polígono de 11ewton de (7,10) consideramos loa puntos 

p = o 
(O, 'llo) 

pl = (1, 1) 

pj .. (j, 1Jj), j = 2, ••• , n - l 

p = (n, O) n 

donüe "'I j'j:. 0 1 r,31 ... 1n-1 1 es grado real 1111 8 de cada corcl,ete e (7.10) u-

ce¡:,to el prir.:aro cuyo grado es l. Entonces 1Jj ~ 2, El poU.gono de Newton c:ons1ate 

solo de los seercentoa q 1 y P¡Pn (li'ii;. 2),m:cepto a1 --t 0 : 2, n = 2,en cuyo 

caso consiste de flolo el segei"ento q;. 

yt 

Po(0,11g)I 

~. x a 1 • • . x =- n-1 x • n 
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Lo. pendiente ce p0p1 

La pendiente de P1P n 

es -( "l O -l) ,Y por lo tell te una raiz es anaHtica en 8 "t.- 1 

es - .,,l.. ,Y por lo tallto las restantes raices de (7.J.O) n-... 
1 

son nnaHticns en 6 n-l, ,demostrando (7.7) ,el resto se sir,ue como en al TE:>R».A 6.J. 

Para obten&r inf'ol'11111.cidn sobre "1. 0 babria que ir a aproxillaciones superiores. 

No es dificil ver que en este caso la estructura del vector a es muy siJ:lilar 

a la de (6.lE), De l:ecbo J,ay n-1 vectores de la f'ol'IIII 

(,l/n-L 
a= o o 1, .. 2/n-L .,.n/n-l. ) 

V o 2, • • •, V 0 n 

donde b es arbitrario ¡ el resto estitn dados por relacic,cee &1.l?lilaree a (6.19) 
1 

y (6,20), EL otro vector ea de la f'orl!ll 

Para demostrar como se cor.rplican lae cosai, seguiranoe un paso m4e en nuestro 

an4l.1sie. Tomemos otra vez el eietaaa (6.1) pero oon las condiciones 

m[cpnl (t)] •. O 

La primsr ecuacidn de bifurcacidn no trivial es ahora 

p 0(6(2)ª) • o. 
Para ::in:plificn1· la discusidn y escritura,con&idert1110s el caso n = 3, .DJ.toncse 



y de det lti.(2) 1 = O obtenemos 

(7.11) 

donde 

D,. "1 m2 m3 
Si A'# o, e/, o, ~tonoes al pol!gono de llewton para (7.ll) consiste solo del 

segmento P<f'3 (P'ig. Z) Otcya pendiente • -1, y por lo tanto las raicee de (7.ll) 

que nos interesan comienzan con 8 • 

S1 A 'i:, o, pero e= O la situaci6n no cambia excepto que P0 tendrlt aoord-­

das (O, 110*), 11*0 >, y por lo tanto las raices comenzarían • 'W' 
u , % > ,; 

y 
* 

P (,, O) 

X=' 
Fi1- 3 

a menos de que la pendiente de PoP1 ae baga 111!.yor que la de P1P3 en cuyo caso una 

de las raices comienza con 
11*-11* 

5 o l y dos raicea oomillllZ8Jl con 
11:-/2 

5 .1. • »i al ca-

so particular % = 6, 'li = 4 las tres ra1ces comienzan con 8 2• Y as! podria­

moe seeuir discutiendo el caso A= o, etc. ,pero no llevaremos 1114a adelante el asun-
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to. XL case ante1·ior ilustra con ~laridad las fol'!ll9S ci "erentes si que pueden apa1·e­

cer las reices de (7.11). Adda ilustra el efecto de tArQinos precedentea do la ratriz 

en los c6r:.;utos, 

Un ejqlo. TonE111os la ~cuaci6n eacala1· 

(7.12) u" + E a2u = (<a .f2a cos (l)t)u. 

Si tr #, O entonces los Expor.ent~e caractcr1st1ct•a de (7.12) est&n dados por (7.~) 

y son 

donde 
(l) 

' y º1:: 

J • l, 2. 

(1) 
10" , º2 : -10" • 

Si tr: O entonces los exponentes caract.6r1sticos de (7.12) estitn dados por 

(6.7) y son 

J • l, 2. 

donde '02 • e, cf l) = c!1 1i!: o , cl2l y ci2 > son las raices cuadradas del va-

lor medio de 

.f2a coa aJt JJ.f2a coa wt¡ 

(2) estos son , c1 = ia , C(2)_ -·-2 - .&.a• 

Ad que en 81".llos casos el siste1111 (7.12) tie.:e todas sus soluciones acotadas en 

- oo < t < oo ya que os rec!proco y las primaras aproximaciones son puras illlBgina­

rias y distint,ns !TliDHPJ.lA 3,2). 

Resultados de inestabilidad se sicuen con eran facilidad para sistamas del ti­

po estudiado hasta ahora. Por si.Dlplicidaü daremos los teoremas para siatanaa cOJDO 
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(6.l),excepto que el valor nedio de 

considerell'~s el sistema 

f (t) puede ser cero o distinto de cero. 

(8.1) v' " Av + E ~(t)v 

donde w, ~ , f(t) son corno en los casos an':eriores, A es como (6.:?), con p 

irncinaric, puro. Nos referirefllOs e este sistema si:::ple.r.ente corno (8.1). Con M de­

notamos el nd!'lero definido en (6.t'), por m1 j el valor nedio del ellll!lento 4P¡j('4:) 

de la :::atriz i ( t), y por n la dimensi6n de A. 

~:A._hl. El. sistema (8.1) tiene para IE 1 :lí e0 una infinidad de solucic.nas que 

tienéieo a + oo cuando t -+ + oo siempre que se cumpla una de las condicioaes 

siguientes: 

a) m _ o (1,.1 :1, ••• ,n), n ') 2 y M 'f. o. 
ij 

b) ir,1j: o (1,j: l, ••• ,n), n: 2 y 14 ea reel positivo. 

e) m1j: O (1,j 1, ••• ,n), n = 2 y la parte imaginaría de JI no es cero. 

d) 11\iiJf O, n ') 2. 

e) mnlf! o, n : 2 y mnl es real positivo, 

f) ~, O, n = 2 y la parte ima(linaría de ~ es distinta de cero. 

el Mnl: o, m: ~-l,l + 'm.r.2 ~ o, y n) 3, 

b) ~ = o, r.1 ~ O, n:: 3 y la parte 1.me.ginada de m es distillta de cero. 

1) ~ = O, rn :/ o, n = 3 y m es real r•ositivo. 

j) ~: o, m-:/, o, n = 2 y la parte real de m es positiva. 

~-~· a) De e.cuerdo cor. d '!'J:X)R:EUA 6,1 los exponentes cru.'ecterísticos de 

(8.1) están dados por 

aj(E) = p + 62~j + 0(62 ) j = l, ••. , n 

donde 6° ,. E, :; p j' j: 1, ••• ,n,son la n-681:r.as raic~s de w. COl!lO M f O y 

n) l'. al r.:enos una de les raices tiene parte real positiva. Entonces una de las fun­

tieice parte real positiva para O < 5 < 60 , que es lo .¡ue necesi-
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tabamos demostrar. Los casos b) y o) se siguen de la misma manera a partir del 

Tl!DRPJIA 6.1, y d), e) ,Y t) se siguen del 'l'l!XlRl!MA 7.1, y 1011 d•a casos se siguen 

del Tll>R»IA 7.2. 

Observaoi6n. Resultados parciales de este tipo ban sido obtenidos por otros autores. 

vease,por ejanplo, [9] para una caso especial de a) del Tl!DR»IA a.1. 

9. Acotac16n de soluciones 

De las discusiones precedentes ee 1'4c11 deducir teoremas sobre acotaci6n de 

soluciones. 

'l'l!DREMA 9.1 Consid6rese el sistema real 

x" 
2J-l = x2j 

(9.1) " 2 X 2j = -20' JX2J 

J = l, ... , n 

donde 20', fo, ., J / k, y q>k/t) son reales, 

peri6dicaa en t,de periodo T: 21"/w ,'18.lor medie cero,integrables en el SE11tido 

deLebesgue en [o,Tl..See Mj definida como en (6.4) correspondiente a cada una 

de ill"j' j ::.l, ••• ,n. ED.tonces,si (9.1) esrec!proco,y llj(O, j:l, ••• ,n, todas 

las soluciones de (9.1) son acotadas en - oo < t < + oo para O< lel < e0 • 

Dt1110straci6n. 
F:.agamos an (9.1) el caml,10 de variables 
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j = l, 2, ••• , n 

que tl'llllsforma (9.1) en unsist- lineal de la forma 

(9.2) w'. Aw + € o(t) w 

donde A:. d1ag(A1 , ... .A11) 

r: 
l o o \ o l o 

AJ - o o l / J • l, ••• , n 
4 o 2 o -aJ -20'J I 

\ 

cada uno de los bloquu Aj ae puede poner e la to~ ~llica 

/iªJ 
l o o \ 

' o iaJ o o 
A* 

J - o o -iaJ l J • l, ••• , n 

o o o -iO'J ) \ 

por n:edio de una tran81'o1'118c16n de sim11'ridad utilizando los bloques 

/ 1:J 
o iO'J o 

\ iO'J 
2 

iO'J ; -aJ O' J 

CJ -a~ 
2 

-1'1 2'1 2) '. ,,,, . 
1 

-20'J ••• , n • 

\ 4 -31a3 4 
ªJ J -aj -310'J 



Por lo :llanto el cambio de variables 

w: O:, 

donde e :diag(o1 , ••• ,0nl Uava (9.2) a la forma 

(9.3) y' = A*Y + E O·*(t)y 

donde A* • dic.s(A1_, ••• , ~). 

Por el Tl!D~!A 6.1 :, porque el sistema original es real,sab11110a que los ex­

ponentes caraoterbticoa de (9.3) son 

a (E) "' iaJ + a..[;.¡J + 0(1}), a (E) 
~~ ~ 

donde J a 1,2, ••• , n, 

COIIO 113 (. 0 1 j : 1, ••• ,n,y cOIIIO el sistema original es reciproco entonces todos 

loa aponentea carcater!stiooa de (9.3) son imaginarios puros pe.re o :; JE J < E0, 

(vai.ae el 'fl!DRlMA 3.2)y queda demostrado al teor1111B. 

l!h particular (9.l) ea reciproco 111 todas la8 funciones 'P jk(t) 110n pe.res. 

Podría hacerse una enorne U11ta de teorE1111111 como el anterior para diversos sistemas. 

l!h lugar de hacer 6ato prefer1mos enunciar una especie de teorllll8 general ,pe.re. acota­

ci6n e ineatabilidad,cuya demostrao16n se sigue inmediatalllente de. J.os Tl!DRJiUAS 6.1, 

B.l y 3.2. 

T~ 9.2 Dado un siataae. real 

(9.4) W1 a Aw + E ~(t)w 

donde w = col(w1 , ... ,wn 1, Ea ea un ~etro pequeflo, A es une. DB triz constante 

de d:1Jnen816n n ,C. n , ¡ ( t) ea una n ,c. n matriz de funciones peri6dicas en t ,pe­

riodo T: 2 '1f "-a ,integrables en el sentido de Lebe.sgue en [O,T],con valor .m.edio ce-

ro. Supongamos que P1, ••• , Pq 

de A,oada Pj ea imaginaria pura 

to de continuidad):, 

(q .in) son lea re.ices oaracter!aticas distintas 

(otras nodr!an diaoutirae por un simple e.rglllllen-
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PJ / Pit(mod im), J / k, 

las mul tiplicidadee de P¡, ••• , p q' y supongamos que 

estas multiplicidades coincides con los grados de los diviso1·es Ellemmteles no simples 

para ceda tj ,j :. l, ••• ,q. Si Jlj, j :. l, ••• ,q,son los n6meilos def'i.r.idos cOJDO 1111 

( 6.4) correspondientes a cada fj an toncas: 

a) Si µJ > 2 para alguna J,dig81110s j = k, ~ "f o,antonces UDa 1n1'1nidad de -

luciones de (9.4) no son acotadas en - oc < t < + oc, para E / O. 

b) Si µJ = 2, J = 1, ••• , q, Mj <. o,J: l, ••• ,q,y (9.4) ea reoiprooo,antonces 

todas las soluciones de de (9.4) son acotadas 1111 - oo < t < + oo O ;¡ IE 1 < E0 • 

c) Si µJ " 2, J .. l, ••• , q, y algUDa 143 ea real positivo o tiene parte ima­

ginar! distinta de oaro,entonces una 1Df'1Didad de soluciones de (9.4) JI.O est4n acota­

das en - oc < t < •· oo para toda E / O. 

10, tbJ. ejsnpl.o. 

Resultados como el Tl!DRDIA 9.1 o la parte b) del TlllRJIIA. 9.2 no pueden mejorar­

se esencialmmte como veremos con el siguiente ejejmplo. 

Gonsiderer.,oe la ecuación escalar 

(10.1) 

con les :r.ismas condiciones que le ecuación (3,5), E > O es un par4metro pequefl.o, 

cp1 (t), c;i2 (t) so¡i integrables en el sentido de Lebesgue en [O, T], m[q¡J(t) 1 = O, 

J = 1,2, 2a I O (mod w), T • 2lr/o,. 

Si en (10.1) hacemos sucesivamente loe cambios de variables 



b) '11': Cy 

e) 7 = pz 

d) x = e(ia + B¡3)tz 
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, 
donde e es como la matriz ºJ an la demostraci6n del TB>Rl!Ml 9.1. la matriz l' es-

t4 definida por P • diag(l, 8, 1, l), 82 • ~, oa.tenemos al final al sistema 

x' • Rx + 8 ~et, 8, ~)x 

en el cual 

!~\ /-,s+&pll l+o2(j)12 &;>,, -Cr¡:~ 

o o o o 
(j)2l -,9+&¡¡22 92:c ~::2 

H = \ o . o . -a, 1 J ; C>(t, 6,~)= cc1ln 
2-

-,9+0~11 -6 .:;>12 tyl2 

\ O O I O -2ia licj,21 
2-

c.Q21 \ - 8 (j)22 
-;,+[922 I 

donde 

(j)2l = - iatpll 

(j)Jk J,k • 1,2. 

calculando en las aproximaciones sucesivas encontramos que el ndmaro M dado por (6.,,) 

est4 determinado por 



Si en particulú bacanos ~l macos wt, ~2 = b cos wt, entonces: 

M = (Brlw2 + liw4 + 32a4 - 16:,hab + (4a4w2 + ;Ja2ühb2 + (8a4co2-a2w4-16a6)b-(4o2+,6~2 )a.2 

32a2w2(4a2 - w2)2 

m. sig[IP de ll determina la estabilidad,m:cepto sobre c)lrVBs aisladas dal espacio de 

coa1'1c1entes,aquellas curvas para las cuales ll = o. 

Si adEll!ás hacemos a = l; w = 3/2, 7 a = b, antonces 

(l0.2) M 49 a(a - 1) 
m 3528 

A partir de (l0.2) tanamos: 

1) si a > 1 o a<. O entonces ll '> o. 

11) si O <. a < l entonces ll < o. 

Ad que an el caso 1) una infinidad de soluciones de (10.l) no son acotadas en 

- oo < t < + oo para € / o, 7 an al oaeo U)todas las soluciones son acotadas 

an - oo < t < + oo, o ;:; 1€ 1€0 , 

ll. Perturbación de lllltricea constantes. 

Vamos l:'.a considarar el siguiente probllllIIB de valores caractar!sticos. Su~nea-

se que A(~ 

parámetro 

(ll.l) 

es una matriz de dimensión n ,c. n que depende continll8Jllente de un 

€ ~ O, y que tiene la forma 

donde A0 .A¡ son independientes de 6 .Si P/€), j • l,.,.,n, son las ratees oa-

1'8<:'terbticas de A( E), entonces P,(O) = pj, j :1, ••• ,n,son las ratees carac-
u o 

terfsticas de A0 • SUpoI1€amoe qua A0 está en forma canOnica de J'ordan, stamos inte-

resados en calcular Pj(€), j = 1, .•. , n. 
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Consideremos el sistema de ecuaciones diferenaieles lineal.es con ooeficientee 

conetan1;ee 

(11.2) 

que es del tipo de sistemas eatll41ados antes. Por lo tanto pod41110s aplicar la t6a.oJ.aa 

desarrollada antes '1 obtener las raiaes característica de A( & ) por medio de las 

ecuaciones de bifuraaoi6n de (ll.2). 

Para ilustrar el procedimiento oonaideramoa un eJeJm:plo particular,aun ouando el 

método es bien general en au aplicabilidad. 

(ll.3) 

donde 

consideremoa 

conaidereae el aiatema de ecueaionea diterencialea 

(11.4) x' = A(E)x 

'1 hagamoa en '1. loa cambioa de varaiblee suceeivos 

b) 

oon Astas transformacionea llevamos (ll.4) a 

(U.5) 

donde 

J,k = 1,2,,. 



(-';, + 520.(1) l+¡)a~) 4 (1) \ 11 5 ª13 

B(l:I, 6) 1 5e.(l) -/3+62_(:) , ... 53ª (l) 1 

\ 2· 
.,22 ~· 23 j 

(~) -. (:) -p+52a (1) 1 

\ ª31 oa.32 33 / 

Apliquemoe a (ll.t'-) el i:c6todo de aproximaeionF-s sucesivas para determi.c.ar las ecua­

ciones sucesivas de biturcaci"n· 'i'ene1?10s loa co.sos sicuientes: 

1) 81 

:,,J;'Or lo tanto 

a (l) .1 O 
31 r , 

1 
( -: l 

-p 

o 
1 

l 
(l) 

\ ª31 

'· 

~3 - a(:)+ O'º) .., - 31 \V 

o \ 

l \ 
1 

-p / 

) 

/ H, \ 1 

~ :: ) J 

y las raicea caractel'!sticaa de (ll.~) son (veaae el ''J.'!DRB,!A 7.1) 

p,(E) = p +e~,+ C(54/ 3), J = 1,2,3 
J o V 

dor.de y 1:1, 
" 

J ·= l,:! y 3, son las raicea cdbioas de aii)• 
U) si 

~ 

o \ \ -¡ 1 "'? l 
/ ª1 1 

1 I ce. (1) -/3, l 
' ª2 1 1 p 1 21 = o o \ 5a (:) 

-/3 ) 
1 

l 
o 

32 ª; / J 
\ 

por lo t.ar.to 

= o 
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y se tiene 

( ) · O' .,_c:t.) " 2 P¡ € = Po T \U ' ::x ~ ' 

p (€) = p + 53/2pj + 0(53/2), j 1,2, 
j o 

donde f. 3 = E, f3j , j: 1 y 2 J son las raices cuadradas de 

111) si (1) 
8 31 = o, a(l) + a(1) = o, entonces 

21 32 

r ( ... ,2.g_1 1 o \ f :1 \ 1 6a. (1) -fl+E,2s. (1) l 
Po 21 22 \ 1 2 1 

l \ o oa.(1) -fl+º2a (:) 
ª3; _I 32 V 33 

o 

y Asta ecuac16n es como (7.11) y ya ha sido discutida allí • 

.N6tese que toda la inforl!l8ci6n así obtenidañ ad 001110 la tAcnica utilizada se 

pueden utilizar con racilidad en c&nputos reales. Esto es importante ya que el pro­

bltllll de esta secc16n puede considerarse basicamente como un problema de análi:ia 

numérico. Adends,es posible manejar matrices completamente arbitrarias A( t ) dal ti-

po (ll.l). 

12. Ap6ndice ( el polígono de Newton) 

Como el polígono de Nnton no ,es de las herramientas típicas del aru111sis lo eles 

criltiremos bravamente en esta secci6n. Para una d1scusi6n mils completa veese [15]. 
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supongamos QUe F(x, 7) es un polinomio 

(12.1) 

donde loe coeficientes a3 son series de potencias traccionales de x,esto es, 

donde 

(j) 
oo (k) vk 

aj = I: aj x , j • .l.1 2, , • , , n, 
k .. .l. 

a3k) ,f O, son elementos de un Clll!lpo, y )J) 
k 

son racionales v(j) • k 

lihtoncee existen n raices dnioae 11 , •• •,7n 

una serie de potencias fraccionales de x. 

de (12.1), -:, cada raiz 

La existencia de las soluciones y su depmdmcia en x se dE111uestran oonstruo­

tiva:nente usando el polígono de lfewton en la forma siguimte. 

1:1uscamos una raiz -,* de (12.l) que tenga la forma 

(12.2) 

la cual puede escrillirse: 

oo vk 
Y*= I: bkx 

k=.l. 

donde µ1 = v1; µ1 + .. , + ~ = vk, ~ > O, k "' 2,~, 

La exprési6n (12.2) puede escribirse oomo 

(12.3) 

Substitu:,endo (12.3) en (12.1) y cancelando los tlrminos de orden menor obtenanos 

que al menos para dos 1ndices 1 k 1 s,ae debe tener 

(12.4) v(G) + sµ - v(k) + kµ O< k ~ ~, O< s ~ n. 
l l - l l' 

y adern4s los coeficientes oorreapondientes deben cancal.arse,por lo tanto: 

(12.5) 
~ (1\k = o, 
,. ~ l 
k 

donde la sw.ia we toma eohre todos los indices k que satisfacen (12.4) con s fi-

ja. El problema ahora es det81"1!1inar los valores de 

" 
r, Y bl para satiafaclll" (12.1) 
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y (12.5). 

Jih un plano coordenado (u, T) col6quense los puntos 

OOnaidermos el pol!gono formado por HeJIIIEllltos que unen los pan tos P j tal!!a 

que n1ngdn punto estl nunca debe.jo de alg&i segmmto. Batso secmentos tie.~ar. ooua­

ciones de la tol'lllll 

(12.6) k = 1,2, ... , p li n 

Por (12.6) vemos que loa valores de )41 est6n det81'1111nados por las pancUen­

tas ""\: de (12.6) ,esto es 

(12.7) 

Por lo tanto (12.7) prove6 loa valores posibles de }4, ,Y lss raices del polino-

mio (12.5) aquello de b1 • Se demuestra que el mltodo puede continuarse para deter­

Y que despuea de un ciertc ndmero 1'1Jlito de po.­

soa todos los }'-j tienen un denominador oom&i. De hecho al :pe.so en al cual se de­

tamina al dmomi.nador comdn es aquel en al cuál 1s eouacit1n (12.5) no tiene otras 

raices m4l.tiples que cero. As! al pol1gono determina le analiticidad de le soluci6n, 

y ademas nos illdioa al ndmaro de raioea oon esa analiticidad ya q_ue el ndmero de es­

tas raioes está determinado por el n4r.iero de puntos que quedan entre dos puntos P j 

Y Pk unidos por el pol1gono. 

Carlos Iroaz Jahnke 

Ciudad Universitaria, Klxico, y 

HIA3, Baltimore,Kd. (1961). 
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