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l. Prefacio.

El prop8sito principal del presente trabajo es el estudio de sistemas diferen-
ciales lineales de la forma
(1.1) w o= Aw + € o(t)w (= %{
donde w;col(wl,...,wn), € o8 un parametro pequefio, A es una matriz constante nX n,
y o(t) es una matriz n X n de funciones periodicas en t,de periodo T,integrables en
el sentido de Lebesgue en [0,T) . Fcuaciones como (1.l) bhan sido el objeto de estudio
de un gran nfimero de maismiticos y empezamos mencionando a G.Floquet 4] (1), Ao
Lyapunov [12] ,H.Poincare [13] . A date respecto el mas importante de los tres mencio-
nados es rloquet,quien en cierto sentido resolvi$ los problemas teSricos conectados
con la ecuacién (1l.1l). Para poder decir algo sobre el comportamiento asfntético de
las soluciones de la ecuacién (l.1l) todo lo que se necesita es conocer 1os multipli-

cadores caracterfsticos (2),y éatos nos los provoe’n las soluciones de la ecuacién ca=-

racteristica
(1.2) det|w(T) - AE| = 0

donde W(t),W(0)= E,es una matriz fundamental de {1l.1).En cierto sentido ésto resuelve
todos los problemes;en otro sentido,aqui es precisamente donde el problema comienza.
Quienquiera puede tratar de forzar las soluciones de {1l.2),pero la esperanza de tener
8xito en esta direccidn es verdaderamente pobre.

Por lo tanto,se han inventado diversos métodos para obtener las soluciones de

(1) Nimeros en [ J se refieren a la bibliobraffa puesta al final.

(2) Vease la seccidén 2.
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(lel). La idea bfsica en la mayoria de estos métodos es construir una funcién w=
w(t, € ,a) que depende de ciertos pardmetros arbitrarios a de tal manera que la

funcién w(t,€ ,a) satisface une ecuacién diferencial "relacionada®
(1.3) w'(t, €, 8) = r(w(t, €, 8), t, €).

La construccién de la ecuacién relacionada (1.3) se hace de tal manera que para una
eleccidn conveniente de los parfmetros a como funciones de ¢, ,s6 obtieme que
£(w(t, €, a(e)), t, €) = Aw + ¢ o(t)w,e8 deeir, w(t, €, a(€))) se convierte en una
golucién de (1l.1l). Las relaciones que determinan a se conocen con 1os nombre de e-
ocuaciones de "bifurcacién™ o "determinantes”. Pvocedimientos del tipo anterior ban
gido seguidos por L. Cesari [2] ,£.0. Friederichs [5] ,M. Golomb [6] , J.X. Hale
£7] , D.C. Lewis [10] ,Y. Sibuya [14] .El miamo tipo de procedimiento puede usarse
para determinar soluciones periddicas de ecuaciones no lineales.

Un :n8todo que ha probado ser Gtil fue introducido por L. Cesari y desarrollado
posteiormente por J.K. Hale,R.i. Gambill y otros (vease 1] para una lista completa de
referencias sobre este método)., Ellos consideraban en lugar de la ecuaeién (1l.1) la

ecuacién

(1.4) w' = (B - € D)w + € o(t)w.

en cuyo caso las ecuaciones de bifurcacién son
B-¢D=A

La tarea de la matriz D en (l.4) es elinminar 1os t&rminos "seculares" que aparecen
an el proceso de integracién al resolver (l.l). La idea es que ai se da algfn método
de aproximaciones sucesivas para reaoiver (l.1),se desearfa que las aproximaciones su-
cesivas tencan ciertas propiedades cuslitativas especificadas. Los té&rminos secula-
res son ajuellos que destruyen esta propiedades cualitativas.

Se ha demostrado que el procediniento (l.4) tiene ciertos inconvenientes. Uesa-



rrollos rds recientes por L. Cesari y J.K. Hale [2) y (7] han llevado a reempla=-

7zar (l.1) por

w' = Aw + € O(t)w + ¢ Po(cv)

donde Po(w) representa cierto vector. Kkl papel de Po(w) e3 otra vez la elimig

nacién de los términos seculares,y las ecuaciones de bifurcacién son
(1.5) P (o) = 0

De un principio este método parece ser mds simple que (l.4),y para el desarro-
1lo de este trabajo resulté ser el mds adecuado. ( De hecho pude obtener varios de los
resultados de este trabajo utili:ando el método (l.4),pero llegado oierto momanto las
dificultades t&cnicas parecfan ser demasiado grandes como para ser ractivle el seguir
adelante con este método.) Lo que es mis, puede demostrarse que en clerto sentido la
posibilidad de resolver (l.5) es una condicién necesaria y suficiente para resolver
(l.1) para € ©pequefia (vease la seccidan 5). Kl procedimiento seguido en este traba=~
jo sigue en parte el de [7]) .

Hay dos tipos distintos de problamas de estabilidad asociados con la ecuacién
(l.1);concretamente,estabilidad en la semi recta 0 s t <+ oo y estabilidad en to-
da la recta -00<t <+ oo. Si se utiliza un método de aproximaciones sucesivas
para discutir la ecuacién (l.l),el primer problema puede en general resolverse inves-
tigando solo un nfimero finito de aproximaciones sucesivas,mientras que el segundo pro-
blema requiere informacién extra concerniente a todas las aproximaciones sucesivas.
Como han hecho notar V.A. Yakubovic [15) y J.K. Hale [ 7] ,esta informacién extra pue=-
de obtenerse para sistemas reciprocos (vease la seccién 3) y en este caso los dos pro-
blemas de estabilidad se convierten esencialmente en uno solo.

La mayorfa ce los trabajos que tratan con (1l.l) suponen que las raices caracte-
risticas de la matriz A tienen tienen Jivisores elementales simples. Uesde luego,la

teorfa de Kloquet no depende de tal hifbtesis,pero es diffcil obtener un método préc-



tico eficiente para determinar el comportamiento de (l.l) si no se afiade esta hipSte-
sis. El objetivo priuncipal del presente trabajo es estudiar el caso en que hay divi-
gores elementales no simples entre las raices caracterfsticas de la matriz A. Un tra-
bajo que tambieh trata sobre este problema es [9] .

La secoilén 2 estd dedicada a una breve discusién de la teoria de Floquet para
aistemas como (1l.1l),haciendo &nfasis especial em el papel que juegan los exponentes
caracterfsticos y los multiplicadores caracterfasticos. La seccién 3 introduce al con=
cepto de sistema reciproco y demuestra la forma que este concepto se conecta con
al anflisis de las soluciones. Kl tipo general de sistemas a estudiarse se introdu=-
cen en la seocidn 4,junto con clertas transformaciones que llevan estos sistemas a
una forma tipo. En la seccidn 5 se construye un método de aproximaciones sucesivas,
y 86 obtienen condiciones para la existencia de las soluciones. tn las secciones 6
y 7 demostramos la existencia de las soluciones a las ecuaciones de bifurcacién y
86 calculan algunas aproximaciones de los exponentes caracterfsticos;es interesante
notar que estos exponentes caracteristisos dependen de muy diversas potencias del pa-~
rafletro ¢, y utilizando el polfgono de Newton en conexién con el teorema de prepa-
racién de Weilerstrass se discuten algunas oondiociones de analiticidad de los exponen~
tes caracteristicos. Resultados parciales de este tipo han sido obtenidos por M.Ya.
Kushul [9) .Las secciones 8 y 9 dan algunos resultados gobre el comportamiento asin-
tético de 1las soluciones,y an particular sé demuestra que cuando el grado de los di-
visores elementales de la matriz A es mayor que 2,entonces,el sistema (1l.l) es "casi
eiempre® inestable. La seccidén 10 proveé un ejemplo en cual bajo condiciones de no
resonancia hay soluciones acotadas y no acotadas en funocién de ciertos coeficientes
de la souacién diferencial. En la seccién 1l aplicamos nuestro método al odlculo de
valores caracterfsticos de matrices constantes perturbades por matrices "pequefias",es-

tos resultados de la secoién 1l son de partioular interés en el terreno del andlisis

numérico. La secoién 12 es una exposicién breve del polfgono de Newton,asunto biemn
conocido,en especial para los gedmetrasalgebraicos.



Ciertea notacién fija es usada a lo largo del trabajo y las definiciones nece-
sarias las damos aquf. Si x = col(xl,...,xn) e8 un vector de n dimensiones y A:(a“\
es una matriz de n columnas y renglones,entonces, ||x” = MXI“il (1=1,e0e,n) ¥

llall = max |a (1,J=1g¢ee,yn)s El simbolo a denota siempre el complejo conguga-
o

14!
do de a .Los afmbolos F(8) = o(aa)’y F*(8) = o(a“), ,/sienpre denotardn

1n F(s)/e%* =0, vy lam F*(3)/6% = const., Tespectivamerte.
50 8 -0
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2, Teoria de Floguet.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

(2.1) w' = A(t)v

donde w = °°1('1’"'"n)’ A(t) es una matriz nwn de funciones periédicas y oom-
plejas de t,oon periodo T= 2TW/w ,integrables en el sentido de Lebesgue en [0,T] .
Resultados cl4sicos de la teorfa de Floquet implican que si W(t), W(0)= R,6s una ma-
triz fundamental de soluciopes absolutamente continuas (A.C.) de (2.1);éato es,si las
n columnas de W(t) son n soluciones A.C. linealmente independientes de (2.1),00n

detW(t)£ 0,entonces

W(t) = P(t)em"

donde P(t) es una matriz nxn no singular, P(t + T) = P(t), y B es una matriz nxn
constante. Las raices caracteristicas xl, ooy )-n de em. se 1llamen los multi-
plicadores de (2.1),y las raices caracterfsticas de B,digamos al, ooy an 806 lla-
man exponentes caracterfsticos de (2.1). Nétese que los exponentes caracteristicos

eatén determinados por la relacién

¥y por lo tanto las partes imaginarias de ay 8010 estdn determinadas mbdulo iw.

Por las observaciones anteriores sabemos que las soluciones de (2.1) pueden es-
eribirse como el producto de ciertas exponenciales con funciones periédicas y poten-
cias de t .Si todos los multiplicadores son distintos entonces las soluciones son
el producto de exponencialea y funciones periédicas,si algunos de los multiplicadores
son iguales entonces pueden aparecer potencias de t.

N6tese también que los multiplicadores pueden definirse como raices de la ecua-~
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cién

det|W(r) - 2E] = 0

Las consideraciones anteriores tambieh son vélidas si A(t)= Ao es constante,ya que
en este caso puede tomarse un periodo arbitrario T# O. Bn particular los multipli-
cadores serdn las raices caracteristiocas de la matriz eA°t,y por lo tanto las raices
caracterfsticas de A, pueden considerarse como un conjunto de exponentes caractaeris-
ticos.

Consideremos ahora un sistema més general

(2.2) w'o= A(t, €)w

con las mismas condiciones que temia.0s en (2.1), € es un pardmetro pequefio comple-
jo o real, A(t,€ ) es continua en € en una vecindad de € = 0, A(t,0) = Ao es
constante, y {lA(t, e)|| < £(t) donde f(t) es integrable en el sentido de Lebesgue
en [0,T] ,para O s |e| s € e

Si W(t,€) es una matriz fundamental de (2.2), W(0,€ )= E,entonces los multi-
plicadores caracterfsticos ll(e), ceey xn(e) de (2.2) pueden definirse como rai=

ces de la ecuacifn

det|w(T, €) - 2E| =0

v los exponentes caracteristicos , al(e), ceny an(e), con sus partes imaginarias de-
terninadas médulo iy, por las relaciones

aJ(e)T
() =e , d=1, «c., n.

J

Es sabido (vease (1] ) que en estas circunstancias )'J(e)’ J=1, ..., n, 800 con-
tinuas en € para €= O, y por tanto upra determinacién de las ad(e) puede con-
siderarse continua.MAs aun,si A(t,6 ) es analftica en & para €= O,entonces lo

\
son }‘3 (e) Y aJ(EI con a lo n{e puntos ramificados de orden finito. un punto ra-



mificado nos lo proporciona el ejemplo siguiente:

xi=x1+x

2
1 =
x2-x2+x3+ex:L
x3=x3+ex2

donde los exponentes caracterfstiocos se determinan de manera que a,j (O) =1, Jm

21,2,3. Entonces

al(e) =1
ay(e) =1+ V2 /2
aj(e) =1- 42 51/2

1o cual de hecho hace notar que las potencias de ¢ no estaf relacionadas em for-
ma obvia ni con la dimensién del sistema nicon el grado de los divisores elesentales
no gimples de la matriz A(t,o):Ao.(l)
Volviendo al sistema (2.2) ,sabemos por las observaciones hechas para sistemas
con coeficientes constantes que para € = O los multiplicadores de (2.2) son laa rai-

t
ces caracterfsticas de la matriz eA° « BEn oconsecuencia conocemos los valores de

en €= 0, jm=1,s0s,n, ¥y sus multipilicidades. Sean

>.£°), ees xgo) asn

las raices caracteristicas distintas de 0A°t con multiplividades Hys Hos eoey uq,

respectivamente. Como las funciones ),J(e), J=l,...,n,80n continuas en € para

(

€ 3 O,existen q vecindedes vl....,vq, de xlo), ceey xgo), respectivamente,

(1) Parece que existe una falsa concepeién respeoto a este hecho,vease,por ejemplo,
(6] pag. 298.



tales que para 0 s |e| = €, solo A, multiplicsdores caracterfsticos de (2.2)
estafi en V, para k=1l,.00,q, B8sto es,aquellos A, que ge reducen a xl(‘o)
cuando € = 0.

Hasta aquf puede llegarse sin la ayuda de elementos auxiliares. Una buena ayu-
da nos la prove8 el método de aproximaciones sucesivas inventado por Oeur_i. y me~
jorado posteriormente por el mismo Cesari, Hale y otros (2,7] . Este método nos per-
mite alslar aquellos multiplicadores que se originan a partir de ).go) para €= 0
Por lo tanto es posible calcular los multiplicadores de (2.,2) em grupos de M x de
ellos,y ademfs,de calcularlos indepandientemente de los otros grupos. No parece fac-
tible que utilizando solo la teorfa de Floquet pudieran lograrse estos resultados, y
de aquf la necesidad de introducir algfin tipo de aproximaciones sucesivas. También
ge han inventado otros métodos para obtener esencialmente el mismo fin.

En mi trabajo utilizo un procedimiento completamente similar al desorito antes.
En la seccidn 4 se introducen cierias tranaformaciones que en ciertoc sentido aislan
los mult.iplioud.oreﬂ, y en las secéiones 6 y 7 desarrollamos un método para caloular
los exponentes caracterfsticos asociados con ellos.

La importancia de 108 exponentes y multiplicadores caracteristicos es que deter-
.ipan por completo el comportamiento asintético de las soluciones de sistemas como
(2.2). De hecho, sean xJ(e), J=1, ..., n, los mltiplisadores de (2,2) . 84
IxJ(e)I <1, §=1, ..., m, 0<|e] <€, entonces todas las soluciones de (2.2)
tienden a cero cuando t — 400, y lo hacen exponencialmente. En funcién de los expo~
nentes caracterf{sticos la condicién |xJ(e)| <1 se traduce en la condicidén de que
las partes reasles de 1os exponentes caracteristicos sean negativas.

st ag(e)l =1, J=13,..,n, 0<e|<e, yor 2 (e) £ (c)

J £k, entonces todas las soluciones de (2,2) son acotadas en =~ 00 <t <+ 00,
0< Ie] < € Para 1os exponentes caracterfiasticos aJ(e) ésto puede traducirase

en las oondiciones



ad<€) # Gk(e) (mod m): J % k,

Real [a,(€)]1 =0, 3 =1, ..oy my 0< e <e.

PFinalmente,si para alguna § , I)'J(e)] >1 parea toda € # O, entonces una infi-
nidad de soluciones de (2,2) tienden @ + oo ouando <t -+ 0o ¥ 10 hacen exponen=
cialmente. O equivalentenente,para alguna §, neal[aj(ﬁ)] >0, para toda € # 0,
Nétese de la discusién anterior que esencialmente hay dos problemas diferentes.
Uno es determinar la acotaoidn de soluciones en las semi rectas , 0<t<+o00
© 0>t >-o00, el otro determinar la acotacién en toda la recta, - oo <t < + 00.
Kl primer problema es en general mds sencillo de resolver por argumentos de continuie
dad si miramos solo unas cuantas de las aproximaciones de los exponentes caracterf{s-
ticos. El segundo provlema necesita mayor informacién,y en la secoién siguiente dis-
cutimos 1los tipos de sistemas para los cudles los dos problemas son esencialmente el

miamo

3. Sistemas reoiprocos.

Gran parte de las ideas generales de esta seccidn estdn contenidas en [ 7,87,
y se repiten para dar nayor continuidad al trabajo.

Considerenos ahora un sistema real
(3.1) w' = A(t, €)v

que salvo por la ocondicién de ser real satisface las mismas condiciones que (2.2).
Diremos que el sistema (3.1) es8 rec{proco si el hecho de que A(e) sea un multipli=

ocador de 81 implica que tam.iem lo es )."1(;) « M4s aun, como (3.1) es real, se



-]lle

tiene que (c¢) también es un multiplicador de (3.l1).

La propiedad de reciprocidad nos proved con un excelente criterio para deter-
minar ecotacién de las soluciones. En efecto, supongamos que A(0) = Ao I).OI a1,
es un multiplicador simple de (3.1) para € =0. Entonces x;l =X, también es
un multiplicador simple de de (3.1) para € =0. Como que los multiplicadorss depen-
den continuamente de € existen vecindades V,U de )'o y xsl respectivamente
tales quo para 5 |¢| = <, ningn otro multiplicador de (3.1) est§ ni e V ni
en U. Pero 3(0) = ).'1(0) ¥y por lo tanto A(e) debe coincidér con 1"1(5),

lo cual es posible s8lo st |a(e)| =1, 03 |e| = ¢, hewos demostrado entonces

TEORBAA 3.1 S1 M, es un multiplicador simple de (3.1) para € =0, IA[ =1,
¥y (3.1) es recfproco,entonces para 0 < |e| < € el sistema (3,1) tiene un multi-

plicador A(€) tal que A(0) = %, y IMe)] = 1.

COROLARIO 3.1 Si para € = 0 todos los multiplicadores de (3.1) son distintos,tie-
nen médulo unitario, y (3.1) es reciproco, entonces todas las soluciones dal sistema

(3.1) son acotades en - o0 <t <+o00, 05 |e] <e.

Un argumento de tipo similar es v8lido cuando algunos de los multiplicadores son
mfiltiples,pero Be necesita informacién extra en este caso,como vereamos mds adelante.

Supongamos que  A(0) = A |X°| =1, es un multiplicador de (3.1) para €= U
con multiplicidad q (0<q€n). Si (3.1) es reciprico entonces x;l = io también

ol

es un multiplicador con multiplicidad gq. Debido a la continuidad sabemos que existen

vecihdades V y U de A ¥ ).;l respectivaente tales que para 0 < |e| & €

86lo hay q multiplicadores en V y q en U,aquellos que se reducen a Xo y

A5 para €=z,

Sean

Ale), 20 =n, 3=1, .y g

los que caen dentro de V. Sus recf{procos x;l(e) son los que caen dentro de U,
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y deben ser sus conjugados. Si sabemos que para ( < ]el H eo los argumentos de

).J(e), J=1,...,9 , son distintos,se sigue
A le) = n(€) I=1, ooy q
J . J '] t '

y por lo tanto |1J(e)|-l pare 0 < |e| s €.
Supongamos que 16 ( 6 real) esté determinado por

A, = A(0) = T

donde ).D tiene multiplicidad qe. Y supéngase que utilizando algn método de apro-
ximaciones sucesivas hemos determinado que para € # 0 1los exponantes caracteff{s-

ticos asociados con )'o estdn dados por

(3.2) ay(e) = 10 + %y +0(8), =1, ..., q

donde f es cierta raizde § y todas las BJ son distintas e imaginarias puras,
J=1,¢s0,9. Pntonces por un argumento de continuidad ,rera 0 <5 < 50, todos los
multiplicadores ),J(e), 3=21,40.,9, tiene argunentos distintos y,por lo tanto,por
la propiedad de reciprocidad, h,d(e)l =1, Jmlyeee,q, 0 < ]e] < €, Hems

demostrado asf

LEORIMMA 3.2 Si €l sistema (3.1) es rec{proco, con g exponentes caracterfsticos da-
dos com en (3.2), ¥y A(0) = xo’ 'xol = ] ©8 un multiplicador de multiplicidad q,
entonces q exponentes caracterfsticos de (3.,1) son distintos e imaginarios puros pa-
re 05 fe] <e. sSi,adends, A  #+1, entonces hay 2q exponentes caracterfs-
ticos distintos e imaginarios puros. Es claro,desde luego,que el miamo argumento es
vélido s8i utilizemos aproximaciones superiores em (3.2).

Nétese que el contenido del TEORRMA 3.2 es el tipo de informacifén que puede ayu-
darnos a resolver el problena de la acotacidén de soluciones em - 00 <t <+ 0o,
como se hizo notar sl final de la séccidn 2, Ve hecho el THOREMA 3.2 asegura bajo cier-

tas condiciones la egistencia de exponentes caracterfsticos imagimarios puros,condi-~
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c¢ién que es necesaria para obtener este tipo de acotacién. Lo que es mfs,la informa=
cién se obtiene con s6lo mirar a ciertas aproximaciones de los exponentes caracterfs-
ticos,y no impcrta que tipo de aproximaciones sucesivas se utilice., Estos resultados
epuntan la importancia que tiene inventar m8todos de aproximaciones sucesivas.

Condiciones que aseguren la condicién rec{proca estén dadas en el siguiente

LBMA 3,3 Si existe una nX n matriz P(@ ),continus para € z0,ldet P(e)| 39 >0

pare O s |¢| <€ tal que se cumpla cualquiera de las condiciones
o

(3.2) P(€)A(t, €) = - A(- t, €)P(e)

(344) P(e)A(t, €) = - A%(t, ¢)P(e)
( A* es el transpuesto de A) pare @ < l€] <e, ¥ -00<t<+o00, entonces el
sistem (3.1) es reciproco. Para una demostracién de este LB vease U81.

Bn este trabajo estaremos interesados en la situacién descrita por (3.3). lLa
relacifn (3.4) corresponde a sistemas hamiltonianos., Las propiedades de los sistams
que satisfacen el LEMA 3.3 i-an sido objeto de intenso estudio.

Pare referencia posterior damostraremos que la ecuacién diferemcial

(3.5) oV 4+ 262 + ot - elp (thu + Qz(t)unl
donde u es escalar (Pl' q;2 son funciones perifdicas pares,es rec{proca si se le

considera como sistema ce ecuaciones diferenciales linealeés de primer orden. hLagamos
el cambio de variadbles
II I I
(“1 uw,u, v ) = (vlJ '2) "}l "u)

Estos transforma el aistema (3.5) en un sistema como (3.1) con
/ 0 0 1
o]

/i1
A(t: E) - 0 1 0
0

.

o ©o + o

. 2
-g + € -
\ P 20 tew
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y (3.3) se satisface si tomamos
P(e) = dlag(l, 1, -1, -1).
Conviene hacer notar que la condiocidén (3.3) del LBMA 3.2 o8 mis general que la con-

dicién usual de funciones pares e impares en la matriz que aparece en diversos ar-

t{culos conectados con este tema. Ilustramos ésto con un ejeplo. Tomemos el sistema

(3.6) x' = Ax + € o(t)x
donde
0 1 o0 o 0 0 0 0
2
0
i [ 0 o . et) 0(t)  p(t)  ox(t) gy (t)
0 o o 1 0 0 0 0
2 45/ ;
0 0 < o \vl(t) a(t)  ¥s(t) W ()

Sisteamas como (3.€) se originan a partir de dos ecumciones lineales de segundo orden

debilmente acopladas.

Bs fdcil ver que la matriz

K K, k, k,

. ok, ko, Xy
) ook kX
02k6 -k5 czke -k.,

donde KJ constante , j=1,...,8, satislace

PAS = AP
Asi que,para que el sistema (3.6) satiafaga (3.2) oon respecto a esta P ,es suficien~
te que

P o(t) = - ¢(-t)P.
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81 los vaelores de kJ en P 8¢ eligen de tal manera gue

P = diag (1, =1, 1, =1 )
se obtiene la condicifn usual de funciones pares e impares en la matriz ¢ (t). Pero

81 los valores de l:j se escogen de manera que

o o

entonces la condicién en § (t) es que
P (t) = ¥5(-t), 9,(t) = (2], 95(t) = vy(-t), o () = “¥,(-t)
que no implica nada sobre la condicién de par o impar en las funciones de @(t).

Por lo tanto la condicién (3.2) es mds tuerte que la condicién usual de par e

impar,y pcr esta razén la utilizaremos en nuestros teoremas de acotacién.

4., Tipo general de sistemas.

El tipo general de sistemas que van ha considerarse es de la forma

(4.1) W o= Aw + € O(t)w

donde w =ool(w1....,wn) s € > 0 es un parémetro pequefio, A es una nXn matriz
constante y § (t) es una axn matriz compleja de funciones periédicas de t,perio-
do T = 2ZWw ,integrables en el sentido de Lebesgue en [0,T], Suponem.s que A estf
en su forma candnica de Jordan y Py» cce» Pq: 9%, gon sus raices caracterfs-

ticas distintas,con multipliocidades Hys e, uq; EMJ = n, Ademds,supongamos que
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tiene 8_1 (§J=l,e00,9) divisorea elementales con grados

8
J
v](_"), ceey Vsj)’(J =1, cee, q), h.‘.:':Lllﬁ‘,) - uJ.

Finalmente supongainos que

Py = Ay = miw k=23 ...0p psg
(4.10)
Py F oy (mod 1)  J 1,2 ou., p; k=pH, e @

donde m  esun entero cualquiera.

De una vez para todas demostraremos que sistemas como (4.l) con todas las con-
diciones anteriores pueden transformarse a un tipo canSnico (4.6), y en las discu-
siones que siguen hableremos siempre de este tipo de sistemas.

B (4.1) bacemos la transformacién de variables

(4.2) w= Py

Mq T+ eoe + -1
donde P = diag(l, 8, 82, ..., 81 2 ¥p b1, eee, 1) y & es

un nuevo parafietro tal que

P
1 e

o8 positivo. La transformacidn (4.2) lleva el sistema (4.1) en el sistema
(4.2) y' = Avy + Bo*(t, B)y

donde A" es como A excepto que todos los unos sobre pj s J=1,000,p, 80 han
transformado en § .

A continuacién transformamos (4.2) con el cambio de variable

(44) v e(pl + ﬁﬁ)tz

donde p es cierto nfmero complejo indeterminado por ahora. Finalmente el sistema re-

sultante los transformamos con el cambio de variables
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zJ-xJ J=1, cees Wy
-maimt
ZJ- xJ J-nl'fl, ..-,'.L1+p2
-u)imt
zy=e xy J-ul+u2+l,---:u1+u2+u3
{4.5) . .
-mp!mt
z, =e X = + + ces .
3 5 =y Boo1 1, .u1+--+up
ZJ-XJ J-ul+...+up+l,...,n.

El resultado final es un sistema

(406) x' = Hx + 5y(t,88)x

donde H = dieg(0, £), con

(4.7) Za= . Sn-“l :;‘. My - 1

P

0 e3 la matriz cero de dinensién By L AP “p’ oJ 88 0 cero o uno y oada G‘j
tiene la forma
9=k " P
para alguna k 3 p4 1 dependiente de J y todo lo demfs que viene de A sSe ha
coldcado en  ¥(t, &, ).
Como en nueatro trabajo se estudiardn sistemas del tipo (4.1),y como los multi=
rlicadores y exponentes caracterfisticos de estos sistemas son invariantes bajo trans-

formaciones como (4¢2),(4.4) ¥ (4.5),estudiaremos directanente sistemas como (4.€)e
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5. Método y condiciones de asolucién.

En esta geccién discutiremos un método de aproximaciones sucesivas para la so-
lucién de (4.6). Esta discusién estd relacionada con el trabajo £7) que a su vez

estd relacionado con [2].
Nos interese ahora obtener soluciones periSdicas del sistema (4.€) . Tomemos

Bt By + e + My =n ¥ definamos el operador @8, ,que actuard sobre vectores pe-

riédicos de n dimensiones p,de la forma siguiente

9P'(E-P°)p

donde B es la matriz identidad n®n y P° estd definido por

P [col(py, By -e) p,)] = col(mlp, ), L10Y0 AP m[pu]’ 0y «ee, 0)
. ®

>
dondé m[pj] @8 el valor medio de pJ.

Sea H el espacio topolégico de todas las funciones vectoriales de n dimemnsio-
nes continuas en la variable t,periddicas en t,con periodo T,y con la topologia u=
niforme usual. Sea v(p) la norma de un elenento p € r[ . Dadas dos constantes
K y LECL, yun M-vector arbitrario,pero fijo, a tal que laf # K definimos

un subconjunto H OC H por medio de
Ho ~(p € H IPo(p) = col(a, 0); v(p) s L}

asto eg,todos los vectores p € H que tienen norma acotada y cuyas M primeras coore
denadas tienen un valor medio dado de antemano.

Definimos la transformacién T3 Ho - H por medio de
Ht -
(5.1) (t) = a* + 8 & e M[y(y, 3, p)p(u)lau

donde &% es el vector n-dimensiopal (a,0), ¥ = d1ag(0, £ ), ¥(t, &, B) son

como en el sistema (4.6). Debido a la definicién de © sabemos que se satisface
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PO(e—H"B[!(u, 5, 8)p(u)]} = 0, y por la segunda condicién en (4.1') existe una
primitiva fnica PF(t) de e Mg(y(u, 8, B)p(u)] tal que em‘r(t) € H v
P;[entl?(t)l = 0. El signo de integracién en (5.1) se interpreta de manera que ae
obtenga ecta nica primitiva. Obviamente P [7(p)]=a®= col(a,0).
Si podemos demostrar que T es una transformacidn Ho - Ho Y una contrace

clén,entonces existe una funcifn fnica x(t, a,3,§ ) eHo tal que
t(x(t, s, B, 8)] = x(t, &, B, 8).

Adens la derivada de esta funcién periédica estd dada por

(5.2) x'(t,a,p,8) = Bx(t,s,8,8) + 80[¥(t,8,8)x(t,a,p,8)]

La eouaciér (5.2) no es la ecuacifn que queriamos rnolvu-,e'ato es (4.6),pero si afia=

dimos la condieién

(503) Fol¥(t, 8, p)x(t, o, B, 8)] = 0

entonces la funcifn x(t, a,@, & ) serd una solucién peribdica de (4.6). A las con-
diociones (5.2) les llamfmos ecuaciones de bifurcacién de (4.6). Las ecuaciones (5.3)

represeantan ,A ecuaciones para (3 ¥ las /‘ componentes del vestor a. A partir
de (4.4) la determinmcién de (3  nos proporcingr algunos de 108 exponantes carac-
tarfsticos de (4.1);ésto es,aquelloa Mt exponentes caracterfatioos que se reducen a

aJ(c) =p + Bpj d=1, ceop

"J“)"’k"”a R R TT TEE

donde ¥ =e.

Tcnemoa entonces que demostrar el siguiente

THOREMA S.1 Si (.-!1' - E) 0o es singular entonces existe wa & tal que pers el

N -
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intervalo 0 5 5 <8, la transformscién T definida por (5.1) es wna contraocién
ae I, -]] 0 *

La demostracién del TEOREMA 5.1 se sigue sin mayor difioultad dal siguiente

LBA 5.1 Si H = diag(0, S ) es la matriz constante (4.7), (o- tT- E) no es singu-

lar, h(t) es un vector periédico de n dimensiones,de periodo T,integrable en al sen~

tido de Lebesgue en C0,T] y Po(h(t))=0. entonoes
T
le™® s e™n(u)au]l 5 q J [In(u)lau
0

donde Q es una constante que depende de T ¥y de los valores caracterfsticos de H,

y "/" ae interpreta como en (5.1).
Para demostrar el LBMA 5.1 necesitamos los siguientes lemas.

LBA 5.2 Sea 3 una matriz constante de dimensién (a - u)gf(t) un vector pe-
riédivo de dimensién (n- ,a. ),con periodo T,integrable en el sentido de Lebesgue en
{0,T] y sea (e'i I E) no singular,eantonces
T
o=t fe T (u)anl & 8 Iollf(“) L
donde S es una constante que depende de T y de los valores caracterfsticos de 2. ,
v 'f" se interpreta como en (5.1).

Demostracifn: La funcién

(e-ET - E)'l ftﬂe- £(u)du
t

es una primitiva de e-Euf(u) como puede provarse por derivacidn. Ademds,si
t+T
t, - - -
a(t) = 2% L B) 1 e To(u)au
t

entonces
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G(t + T) = (e-ZT - E)-lez(tﬂ’) ft+2Te-Zuf(u)d“ =
t+T

t4T e-}:(v+'r)

- (e-m‘ - E)-1‘3}:(1:+ﬂ1*) ! £(v)dv =

t+T
- (e-ZT - E)-ler‘t i e-zvf(v)dv _ G(t)
t
por 1o tanto G(t) eg periddica con periodo T. Pero como solo existe una primiti-
u
va de o-z f(u) oon esta propiedad,sntonces

G(t) = &t J e'm:t(u)du

donde "[" se interpreta como en (5.1).

Ahora de (5.10) tenemos

lo(e)] = eZt(e =t gyt {me'”“ﬂu)auu -

t
I 5L ft”e*z‘t'“’ﬂu)auu -

T
l(e™ZT - E)~t foe' (v + t)av| =

T
8 [ |l£(u)llaw,
0

Yy el LBiA (5.2 estd denostrado.

LBA 5.3 Si g(t) es un vector periddico de dimensién M periodo T,integrable
an ol sentido de Lebesgue en [0,T],con valor medio oero,antonces existe una primiti-
va fnica de g(t),digamos z(t),periddica con psriodo T,valor medio cero, y esta pri-
pitiva estd dada por

t t
z(t) = IEE(U)d\A = [/ gluaul; 3=1,2 ..., u

(Se59 53

donde §=(§l‘ ceey gu) yo<§J<T, J=1

> cesy He

Demoatracién Como el valor medio de g(t) es cero sus primitivas son periédicaa.

la fGnica primitiva de valor medio cqro puede escridirse (notacién como em (5.5))



t t
z(t) = J‘ns(u)du - af [ g(u)du])
n

donde v es cualquier Vvector constante de dimensién A .Como 3(t) tiene valor medio
cero existe un vector & = (51: ceey !u): 0< EJ <T, J=1, oo, i, ,independien-
te de n ,tal que zJ( s j)=o. Jzlyeeey M o Tomenos entonces
t t
2(t) = f!‘(“)d“ - af f{s(u)du]

¥ como zJ( ‘ 1): 0 1la constante debe ser cero y obtenenos (5.5) demostrendo el LE-

MA 5.3.

COROLARIO 5.3 Si g(t) y ¢ son como en el lema anterior entonces
t T
(5.6) () = || Jye(wanl = fy ls(u)liaa

Es suficiente considerar los intervalos !_1 <t < 53 +T, =1, ooy p,

t t T
lzye)} = | Iy 8yaul 3 I, lag(u)fau s f lgy(wlay, 3=1, ..., 4,
¥y se sigue (5.5).

Ahora el LEMA 5,1 es consecuencia inmediata del LBMA 5.2 y dal COROLARIO 5.3.

Vamos a demostrar ahora el ''EOREMA 5.)l,para ello necesitamos probar que existe

una & tal que para o 5 8 < 8, e satisfacen las dos condiciones siguientes:

&) ylr(p(t))] s L

b) s Dp(t), p*(t) e ]'[o entonces v[7(p) - T(p*)] 5 1 v(p-p*),

donde 0<yg<1.

Demostracién de a).
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()l s lla*l + olle™* f e Fry(u,8,8)p(u) Jau|| =
T
2 K +8Q Jyll elv(y,8,8)p(v)]fldu =
T
s K+38Q [ l¥(u,8,p) llp(u)llau s

sx+5Qw°v(})sx+aqv°L P
donde Q estd dada por el LRBAA 5.1, Y y_ s una oota de I liv(v,8,8) llau.
(o]

Entonces para () 5 5 < g s tenemos
o

K+5QWOL<L

¥ queda demostrado a).

Demostracifn de b).

(o) - =(e*)ll = 8lle™ J e™™oly(u,8,6)p(u) - pr(u)lau s

s 8Q v v(p - p¥)
Entonces para 0 5 5 < 52,
vlt(p) - t(p*)] st v(p - p¥)

donde 0<1<1 yqueda demostrado b). Tomando 8, = min[bl, 52] compl etamos

1la demostracién del TEOREMA S.1.

CORLARIO 5.4 81 (e~ ZT-E) no es singular entonces la trenaformacién (5.1)
tlmepara 05855, unpumto fijo fnico x(t, 8,0 ,8 ) e [L. Adents,
cualquier otra funcién en H o Que satisfaga (5.2) debe coinoidir oon x(t, 8,0, 8.
Finalmente, x(t, a, e, $ ) es al 1imite uniforme de la sucesién de funciones dada

por

x(0) _ ax

(5¢7)
x(J) - T[X(J-l)], J = 1'2, ces .

De (5.7) es féoil ver,por induocién,que la solucién y las ecuaciones de bifurcacién
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son lineales en a™. De hecho debido a 1a definioidn de B, 7 de a% = ocol(a,0)

las scuaciones de bifurcacifén toman la forma
A, Bla = 0
donde A(S, p) s una matriz de dimensién MRM 7 a = col{ey,ees,a ). Mds
especificamente
(8, B) = 4a°(s, B) - BE
donde A°(0, B) es independiente de 6.
st @° es un valor carecteristico de 4°(0, B), entonces existe wa fun-

oién continua de § , 8, B =p(6), £(0) = p° tal que p(8) es un valor carac-

tertstico de A°(B, P); ésto es,satisface la eouaoién
(5.8) aet|a%(s, p) - BE| = O.

En realidad habrd /l. de estas funoiones p(5) que satisfacen (5.8),y oomo veremos
en 1o que sigue la existenoia de estas funciones 4a,en cierto sentido,una condieién

necesaria y suficiente para el método.

THORBIA 5.5, Sea x(t, a, p » &) 1la funoién dada por el GORQLARIO 5.4 0 s & < 56

¥ llal < ¥. s1 existe una funcfén continua p(d) tal que para 0 s & < &* s 5,
se cumple
(5.9) det|a®(s, p(s)) - B(B)E| = 0

yei a(§ ) es el vector caracterfstico correspondiente a @(5) »que satisface
P [x(t, a(3), B(2), 8) = a(s)

{5.10)
lla(a)ll s x

entonces x(t, a(b), P(8), 8) es una soluoién periédica de (4.6) ocon valor medio
a(8 ), para 0 s & s 6% Y recirrocacente si x¥(t, § ) es una s0lucién peribdioa

de (4.5) con valor medio K* <K y periodo T,para 0 <58 < g+, eantonoes

N



x[t, 8) = x(t, a(s), B(s), 5)
donde x(t, a,3 ,§ ) estd dada por el COROLARIC 5.4, g(p) ¥ a( § ) son conti-
nuas, p(s) satisface (5.9) y a( & ) es el veotor caracterfstico correspondien=-
te y satisface (5.10). En otras palabras, si 8 s suficientenente pequefia entonces
la existencia de g(5) es una oondicibn necesaria y sufiociente para la existencia
de una solucién periédica de la ecuacién (4.6).
Demogtracidn. la parte directa del ''EOREMA 5.5 es obvia. Probaremos solo la parte
recfproca (necesidad). Sea x*(t, 5) una solucién de (4.5) oumpliendo la condi-
oién Po[x*(t, 5)] = K¥*<K. -

Como x*{(t, 5) es una solucifén de (4.5) eantonces
(5.11) @[c*' - Hx* - dy(t, 8, B)x*) = 0; P_[x*' -Hx* - &y(t, 5, B)x*] =0

Debido a la definicién de € y la forma dé H obtenemos

Ox*' - Hx*] = x*' - Hx*

P Dx*' - Hx*] = 0

como el walor medio de la derivada de x¥ es ocero y H= diag(0,2 ). Por lotanto
(S5.11) se reduce a
x*' - Ex* - 5 0[y(t, 8, g)lx* =0

(5.12)
8P [¥(t, &, B)x*] = 0

pero (5.12) implica
x*(t: 6) = x(tx 3(5)) ﬁ(s)l 5)
B(8), a(s) satisfacen (5.9) y (5.10),y K* = a(s).,

COROLARIO 5.6. Una ocondicién necesaria y suficiente para la existenocia de una solue

oién del sistema (4.1) de la forma (4.4) donde z es periddica,es que @ sea una so-
lucién de (5.8);esto es, estas golusciones f 4o (5.8) detarminan 1oas exponentes ca-
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racterfsticos de (4.1) asooiados con P' en (4.1').

Ademés,en general hay ,4 de estas funciones,y 8i son distintas obhenanos/(
solucionse linealunente independientes de (4.1).

Procedemos a dar ahora las aproximaciones sucesivas. De acuerdo con (5.7) po-
demos resolver el sistema ($.2) por medio del siguiente eaquema

x(o) = (81, voey a“y 0, seny 0) = a¥

(5:13)  €3) | 4(0) , get J e Moary(u, 5, p)x D (w)lau (moa 89)

d=1,2,3 ... ,
donde mod 8-1 indica que se toman términos hasta de orden 8 3 en la J-8sima
apmzhmcibn,e'sto no cambia la convergencia ya que eventualmente todos los términos

aparecen en las aproximaciones,

Escribamos otra vez el sistema (4.8)

(5.14) x' = Hx + &y(t, 8, B)x

donde H= diag(0, %) y w(t, 5, B) son como en (4.5) y (e"!T

-E) no es sin-
gular.
Para obtener de (5.13) una solucién de (5.14) debemos satisfacer las ecuaciones

de bifurcacién en cada paso,0 sea que debe cumplirse
(5.25) P [y(t, 5, p)xI V)0 (moa &d) 3-1,2, ... .

Como ya se habfa hecho notar antes la solucién es lineal en a* ,es deoir,

<8 2 x(Dae

donde x“) 68 una matriz.
Si definimos

Aga) = ¥t 8, B (aq 53-1,

entonces las ecuaciones de bifurcacién (5.15) pueden eacribirse
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PolByq)a*l =0 3=12 ... .

Sea A%(4.1) la matriz de dimensién M x p obtenida de A(J-l) al quiterle las
fltimas n- /4 columnas y renglones y susbatituir los elementos restantes por sus

valores medios. Entonces las ecuaciones de bifurcacifn toman la forma

e
5,16 o =0
(s16) By
las cuales se satisfacen si
det(A*(J_l)) =0

y a es un vector caracteri{stioco de A*(.j-l)

Es claro,ademds,que toda la informacién contenida de esta manera en la j-8sima
aproximacién se preservard para las aproximaciones de orden superior. La razén es que
siempre que un té&rmino entra em las ecuaciones de bifurcacién sigue aﬁareoimdo en
las aproxinaciones pesteiores,y ademis los términos aparecen de acuerdo oon su orden

en el pardmetro 8 -

6. CAloulo de exponentes caracterfsticos (I).

Sin perder demasiada generalidad,pero para hacer la exposicién mfs clara consi-

derese el sistema
(6.1) W' At e o(t)w
oon las mismas condiciones que el sistem (4.l). Pero supongamos que A tiene solo

una raiz caracteristica P ,de multiplicidad n,y grado n en el divisor elemental,

estos es
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°
[

0
(602) A= : . :
: 1

\ - .
\ O....... p
Supongamos ademfs que &(t) = |<P1J(t)|; 1, =1, ..., n, tiene valor medio cero,esto

m[q>“(t)] =0, 1,J=1, ..., n.

es,
Cambiando el sistema (6.1) a la forma canénica indicada en la Seccién 4 obtene=

x' = By(t, 8, B)
donde 5" = ¢, ¥

s+ g | wee, &g ... 62(n_l)q’1n

an-2 n-1 n 2n-
P B o, Wo'g, . . .. B Bq,a_l

¥(t,8,8) = . . . (6.14)
. . i
Wn_l,l ) ¢n_l’ - +1+5 Qn_l’n

\ 1 5q>n2. et e e e e e e :.-ﬁ+5n'l,(pm

Calculemos las ecuaciones de bifurcacién sucesivas (5.16);en este caso 1la matriz

A*(J-l) tiene para j =1l,...,0 la forma

A*(J-l) = ] ... '.. = 1, eeey N,
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ya que m[®(t)] = 0. Como la dnica solucién de las ecusciones det{A*(J_l)l =0
e8 (3= 0, j=1,..0,n, Do 8¢ Obtiene ninguna informacién en estas aproximaciones.

Sin embargo, en la siguiente aproximacién obtenamos

(45 %,

|

(6.5) A*(n) = : -... ..'.
| - . 1
\ ¢ »
\

donde M estd definido por

Mealo ([ oy + [/ 0p * [If 0y +cee # [ e Jol

(6.4)
Yool fop + IS gy *ee S oo [oql+ e voplfon])

Si por on(t) denotamos la fltima renglén de la matriz ¢(t) entonces la expresiém

anterior puede escriuvirse en la forma mfs compacta
On(t)x(“)(t) (mca &%)
y por lo tanto M estd dado por

(6.5) &M = m[on(t)x(")(t)] (mod 8™)

Demostraremos abora el siguiente

IEDREMA 6.1, Dadp un sistema

(6.6) w' = AW + € o(t)w

donde w = col(wl,...,wn), A 63 una matriz oonstante de dimensién n M n de la for-
ma (6.2), € es un pardmetro real pequefio, &(t) = (q:u(t)), 1, =1,e00,n,68
una matriz compleja de funciones periddicas en t,periodo 7T = ar/m, integrables en

el sentido de Lebesgue en £0,T), vy a[0(t)] = O. Entonces si el nfmero M defini-



a0 por (6.4) o (6.5) es diferente de cero existen,para 0 = 8 < 80, n exponentes

caracterisgitcos distintos de (6.6) de 1la forma

00

= C
(647) ay(e) =p+ B

‘(’k)ﬁk, J=1, ceey n

donde 8" = €, cgl)= 0, y cgz) son las distintas raices n-8simas de M.
Demogtracién. S1 F( § ,8 )= 0 es la relacifn funoional (5.3) entre gvyp .,
entonces buscamos oiertas soluciones (3= p(s ) de esta ecuacién. Consideramos ahora

la ecuacién
(6.8) detlA*(n)l =0

donde A*(n) eatd dado por (6.3).

Entonces a partir de (6.8) se obtiene

(649) F(s, ) = 8% + 8% u+ 0(6™) = 0
donde o(anﬂ) contiene todos los términos de aproximaciones superiores que em-
pilezan con al menos 8'“'1. Es claro por la forma en que se ha construido (6.9)

que es holomérfica en (@ ¥y & en una vecindad de (0,0),y por lo tanto {6.9) pue=
de escribirse

2
F(, ) =A *+ A B+A, B +...=0

donde cada AJ es una seriede potencias en & o Ademfs sabemos que cada una de las
saries Al""'“n-l enpieza con al menos té&rminos de orden 8 n"'l,mientras que

A, anpieza con N oy A, comienza con 1.

&%

(]
Los valoresa de (» que nos interesan son los dados por aquallas soluciones

(;.;p(t‘) de (6.9) que se aproximan a cero cuando &-» O. Tomando 8 =0 en (6.9)
ge obtiene

F(o, p) =8" =0,

por lo tanto @ =0 es una raiz de multiplicidad n de IO, (> ).



Por el teorema de preparacién de Weierstraas L11] sabemos que en este caso

(6.0) F(8, p) = [a +ap+ .cc * anﬂﬂn-l +p )1+ B +Bp+ 13252 LT
donde cada aJ‘. y BJ e8 una serie de potencias en 8§ . Ademds la parte polinomial
en el lado derecho de la acuacién (6.10) tiene exactamente n raices que tienien a
cero cuando &—» 0. Por lo tanto, aJ(o) =0, J=0,1,eee,yn-1. Y por (6+,9) debe-
mos tener que BJ(0)= 0, 3= 0,100

Analicemos con m&s detenimiento los coeficientes ao,....an_l
ra obtener de (6.10) los té&rminos de grado cero en @ tenemos qus rultiplicar

de (6410). Pa-

ao[l + Bo]

donde Bo comienza con al menos & . Si ‘0 comienza con 50‘, a < n, habrfa un

t&rmino de prado caro en 3 ygrado o <n e 8 e (6.9),pero éste no es

el caso. Si °0 camienza con aa, @ >n, no habrfa término de grado n ean 8 y

grado cero en p en (6.9),per0 hay uno, - 8” Mq Por lo tanto debemos tener gue
Q= n. Asf que a, comienza con 3.

Para obtener de (6.10) los t&rminos de grado uno en B tanamos que calcular

aPBl + al[l + Bol.

Sabeios que a',comienza con § n,por lo tanto ‘031 comienza con al menos 8”"’1.
si a, comienza con 8%, a<r+l, habrfa un término de grado uno en [
grado G<n+1 en & en (6.9),per0 no bay un té&rmino tal. For lo tanto a
debe comenzar con al menos § n+l.sigu1mdo este argunento podemos demostrar de la

misma manera que 8ppeee,8, ) también comienzan con al menos § n+1.

Esto significa que la parte polinomial de (6.10) puede escoribirse en la forma

2

[5“a£“) +o )+ [5"+la£n+l) +.. 0B+ [anﬂa;“ﬂ) aed BT+ .l +

(6.11)

+ [Snualg‘:;:l) + .. BPL 4 g0



oon aén)# 0 ,donde todos los términos no escritos dentro de los corchetes son de

grado superior en 8 que el término escrito. Los coeficientes a;N+l)

» J21lyeee,n-1,
pueden ser o no cero,pero é3to no tiene importancia para lo que sigue.
Para determinar el caracter analftico de las raices de (6.11) utilizamos el po=

14géno de Newton (vease la seccidén 12). En un plano coordenado colocamos los puntos

P, = (0, n), By=(4 )y §=12 ..oy n-ls By=(0,0)

donde y J=1,¢00,n=1,03 ol verdadero grado en § de cada uno de los corchetes,
k¥

excepto el primero,de (6.,11). Tenemos entonces

(6.12) nyEn+l, 3=1, ..., n-1,

El polfgono de Newton consistird solo del segmemto I'(;Pn (Fige l.) ya que la
condicién (6.12) implica que todos los demas puntos estén bien por encima de este seg-

mento.

La pendiente de 'P:fn ea -1,y por lo tanto las soluciones de (6.11) son analfti-

eaams.
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Esto demuestra que los exponantes caracterfsticos de (6.5) tienen la forma dada
1
en (6.7). Tenemos que probar todavie que c§ l.: 0; c;('z) =W §=1,ee0,n0

Para dsto notemos que la ecuacién (6.8) implica que @ B debe ser de la for-

(6413) p" = 5™ + o(s")

y a su vez (6.13) implica

{6.24) B =28 Vu+ o)
donde N[y representa cualquiera de las raices n-8simas de M. Camo los exponentes

caractarirticos de (6,6) son de la forma
aJ(E) =p+w(5)' J=l,2, seey N

obtenemos csl_)_- 0; c§2) w %M J=1,00s,0,terminando la demstracién del TEOREMA 6.1.
Veamos con un poco més dstalle la primera ecuacién de bifurcacién no trivial

del sistema (6.)),1la cual toma la forma
{6415) Po[A'(n)a'] =0

donde A; eatd dado por (6.3). La ecuacién (6.15) se separa en el sistema
pa, =8,
o, =%
(6.16) .
5'an-]. ® %
‘ a“alM = pa
S1 oada a, # 0,entonces (6.14) y (6.16) dan
az/a.l = 8 WM + o(5)

53/32 =8 VM + o(8)
(6.17)

nn/an-l =5 nJ-l&‘* 0(5) .
aMe =5V M/e" L + o(8) /6"



Para que las ecuaciones (6.17) sean concordantes ss necesita

(6.18) ay = 5-"‘le 3=1, ..., n
Las relaciones (6.18) nos dan una idea de la estructura del vector a,en efecto,bay

n vectores a distintos,y cada uno de ellos tiens la forma
a* = (b, By, 8B, ..., ).
Ademds puede verse de (6.,17) que para $=o,
(6.19) b/, = Vi
donde Ty representa cualquiera de las raices n-8simas de M,y que
/o, = [b b 971
(6.20) 3Py = [/ 1070, g a3 .0
Observacién. El resultado del YEORBIA 6.1 no es vlido,en esa forma,para un sistema
tan general como (4.1),ya que los cflculos de -] dependen de la estructura de A

y de ¢(t).sin embargo es claro de 1o hecho hasta ahora como uno procederfa en di-

ferentes casos. El TEHORRMA 6,1 es vlido para un sistema como
v' = Aw + € O(t)w

donde gse satisfacen todas las condiciones de (4.1l) y, A= diag(Al,Az) sdonde A, es

-AzT
como en (6.2), (e ~E) no es singular y m[o(t)] = O.

7. Cdlculo de exponentes caracterfsticos (II).

Seguiremos enalizando sistemas como (6.1),con la salvedad que ahora supondremos
que el valor medio de i (t) no es cero. ¥n particular supongamos que el elemento
o l(t) de la matriz @ (t) tiene un valor medio distinto de cero,“l‘;’n‘l(t)] =R
)

La primera ecuacién de bifurcacién con soluciones no triviales es
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Yy B estd dado por

Be o o
.
.
.
.
w

y demostraremog:
TEORB{A 7.1l. Supongamos que el sistema

(7.2) w'= AW + € o(t)w
es coo (6.1),excepto que m[q> l(1-.)] =m /0, Intoncespara O &5<5&, bhay
n exponentes caracterfsticos distintos de (7.3) de la forma

(k)gk
(7.3) ay(e) =p + f_lc

donde 3" =¢ ¥ cgl) s 3= l,0ee,n, son 1a8 n-8sinas raices de m.

J=212, ..., n,

Demostracién. La relacién funecional F( & , r_. )= 0 estd dada por (7.l) como

(7.4) F(s, ) = 8" - m + 0(8) = 0.

Por lo tanto
F(0, Ya) = 0

(7.5)
FB(O, nJ—m) % O
donde T/, representa cualquiera de las raices n-8simas de m. La condicién (7.5)
nos pernite aplicar el teorema de funciones implicitas a (7.4),y por lo tanto pode-
mos resolver (7.4) para p = términos de & en una vecindad de & = 0. Ademds
la solucién es analftica en & .

Finalmente un argunento similar al utilizaedo en la demostracifn del THORENMA 6.1

demustra que c.(il)’ j=1,.0s,n, s0n las raices n-8simas de n.

N
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Podemos demostrar también

TEOREMA 7.2. Supongamos que el sistema

(7.6) w' = AW + € o(t)w

es coro (6.1),axcepto que, m[tpn’l(t)] =0, m[q;n_l’l(t)] + m[tpn,a(t)] =

=o + m2 =m' ;l O. Pntorces para O 5 8 < 50 hay n exponentes caracter{sticos
distintos de (7.€) de la forma

[e]e]
a(e) = p+0(6°) = p o+ z o¥gk o 22
T
(7.7) 00 k/
GJ(E) =p+d §=lcgk)5 n-l' J=23 ..., n,

donde 8" = ¢ ¥ cglz j= 2,...,0,50n 1as(n-1)-8simas raices de n'.

Demostracién. La primara ecuacién de bifurcacién no trivial es
*
P [8%1yal = 0
donde f estd determinmdo por
- 1 ¢ o o o

(?7.8) aetlA‘(’l)l = . . . =0

La relacién funcional (5.8) a partir de (7.2) es ahora

(7.2) F(5, p) = p" - pda’ + 0(52) = O

Y F(o, B) = a“ = 0. Otre vez podemos aplicar el 'EORBXA de praparacién de Weiers=-
trass y escribir (7.9) em la forma (6.10). Un argumento completamente similar al u=

tilizado allf demustra que la rarte polinomial puede escribirse en la forma



[Bzagz) + .. ) * laagl) + ... B+ [623§2) 4+ oeae 152 + ... +

(7.10)
2 (2) n+l n
+ (& 8 ]t e I8 +p,
donde ai“# 0, ¥ a(gz), aéz),.... a!(:]). pueder ser 0 NO cero,y loa téaminos restan-

tzs en cada corchete son de orden superior en & que el té&rmino escrito explicita-
mente,

Para obtener el polfgono de mewton de (7.,10) consideramos los puntos

P, = (0, n,)
P, = (1, 1)
PJ=(J: TIJ). J=2, eeiyn-1
P = (n, 0)

donde M .1"1 = 0,7,3,400,0-1, €8 grado real en § de cada corcLete en (7,10) ex-

cepto €l prircero cuyo grado es 1. Entonces nJ 2 2. El polfgono de Newtor congiste

solo de los segrentos I’(')Fl vy PP, (Fig. 2),excepto 8i M o= 2 M= 2, owo

cago congiste de colo el segerento ?af';.

7 8
P
2
*
P,(0,7,) - 1
Pl(l; 1)
x=1l. . . Xan-l X =n > x

Fl's. 2
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La pendiente ce POPl es -(ﬂl o-l).y por lo tentc una raiz es analfitice en 8"'

1
La pendiente de Pl n es =T ,¥ por lo tarto las restantes raices de (7.10)

gon apalfiticas en & n—l, ,demogtrando (7.7),al resto se sigue como en el THORENA 6.}
Para obtener informacién sobre V‘ 0 habrfia que ir a aproximaciones superiores.
No es diffcil ver que en este caso la estructura del vector a es muy similar

a la de (6.1€). De Lecho lay n-1 vectores de la forma
a= (61/n'lb , 2/nL, s eees g/, )
1 2 n
donde bl es arbitrario y el resto est4n dados por relacicres similares a (6.19)
y (6.20). El otro vector es de la forma

a = (al, 0, coey 0,-alaml).

Para demostrar como se complican las cosa: Seguiremos un paso ms en nuestro

andlisis. Tomemos otra vez el sistema (6.1) pero con las condiciones

m[vnl(t)] - 0
m[q)n—l,l(t)] + m[q’n,2(t)] =m +o,= 0

“[q’n-e,l(t)] + ”[q’n-l,a(t)] + m[q’n,b(t)] = o} + oy + o} = o # 0.

La primer ecuacién de bifurcacién no trivial es ahora

PO [Aza)ﬂ] = 0.

Para simplificar le discusidn y escritura,consideremos el caso n = 3. Entonces

5 + toax 1 1 \
» .
¥ = + 5 m¥* 0
A(Z) 5011 - 3
0 sa, £ + 8°m¥
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y de det IA‘EZ)l =0 obtenemos

6
(7.11) (s, B) = ﬁB + Ab2ﬁ2 + 35“5 £8°C+ 8D+ 0(53) =0
donde

- *
A (m"i+m§+m5\

= * m¥ + m* m%
B mim5+m1m5 mzlx;}

C = mfmy+m mt
D= m{ m‘a* m*)*
si A # 0, C# 0, =ntonces el poligono de Newton para (7.11) consiste solo del
segmengo P—OFS (Figs ) ouya pendiente e <1, y por lo tanto las raices de (7.l11)
que nos interesan comienzan con e .
si A# 0, pero C= 0 1a situacién no cambia excepto que Po tendrd coordena~

aas (0, Tlg)p n%>3 y por lo tanto las raices comenzarfan 6'1:,/5

, w>3

P (1, )

x=3

Fig- 3

a menoa de que la pendiente de PoPl se haga mayor que la de P1P3 en cuyo caso una

r— n#/2
de 1las raices comienza con § © nl y dos reices comienzan con 5% . Ik al ca-
so particular ’l'o' =6, 'l_'{ = 4 1as tres raices comienzan con 8 2. Y as{ podria-

mos seguir discutiendo el caso A = 0, etc.,pero no llevaramos més adalante el asun-
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to. El casc anterior ilustra con claridad las formas ‘iTerentes en que pueden apare-

cer las rsices de {7.11). Aderdo ilusira el efecto de té&rninos precedentes ¢e¢ la ratrdz

en los cémputos.
Un_ejerplo. Toremos la ccuacién escalar

(7.12) u" + € ou = (eV2a cos wt)u.

si 0“# 0 entonces los exporentcs caracterfsticoa de (7.)2) estén dados por (7.3)

y son
[o]e]
ay(e) =z cgk)a“ 1=1, 2.
Kat
donde 5 = € ,v c}_l-_) i , Cél)g -0 .

Si 0 =0 entonces los exponentes caracterfsticos de (7.12) estén dados por

(6.7) y son
5, J=1, 2

dondc 52 = e, c{“: Cél)": 0, c{z’ y Céz) son las raices cuadradas del va-
lor medio de

J2a cos wt [f2a cos ut;

ewtos son , c£2)= la , Céz)z.-ia.
A8f que en arbos casos el gsistem (7.,12) tiece todas sus soluciones acotadas en
~ 00 <t <oo yan que o8 recfproco y las primeras aproximaciones son puras imagina-

rias y distintas (THORBVA 3.2).

8, Inestabilidad de sistemas.

N

Resultados de inestabilidad se siguen con gran facilidad para sistemas del ti-

ro estudiado hasta ehora. Por simplicidad daremos los teoremas pare sistamas como
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(6e1),excepto que el valor redio de i (t) puede ser cero o distintc de cero.

Consideramos el sistema

(841) w' = AW + € o(t)w

dorde w, € , §(t) son como en los casos anteriores, A es como (6.2), con @
imacinaric puro. Nos referiremcs a este sistema simplerente como (8,1). Con M de-

notamos €l némero definido em (6.5), por m €l valor riedio del elemento Pij (<)

i
de la matriz §(t), y por n la dimensién de A.

TIOREA S.1. El sistera (8.1) tieme rara |e| s € una infinidad de solucicnes que

tienéen a + 00 cuando t —» 4 0O siempre que se cumpla una de las condiciomes

siguientes:
a) mn: 0 (i, =1,e.0,n), 0 %2 y MF¥ 0.
b) ryy s 0 (i, = l,eeeyn), 0 =2 y M es real positivo.

e) my= 0 (1,3 1l,eee,0), n =2 y la parte imaginarfa de M no es cero.
a) my#o0, nd2

e) mn].¢ 0, n=2 vy m, es real positivo.

f) m'nl# 0, n=2 yla parte imaginarfa de m, es distinta de cero.

€) my=0, mEm_y  +m #0, ¥y 2d3

L) oy =0, m# 0, n= 3 ¥y la parte imaginarfa de m es disticta de cero.
1) my =0, m#o, n=3 y m es real positivo.

1) my=0, n#0,n=2 ylapertereal d¢ m o3 positiva,

LDewatracién. a) De ecuerdo cor €l YHORBIA .1 loa exponentes caracterfsticos de
(8e1) estén dados por

aJ(e)=p+52ﬂJ+O(52) J=1, ..., n

donde 8" = €, 7 pj, J=1l,0ee,0,80n la n-83ivas raicca de M. Comc M #0 y
n > Z al renvs une de las raices tiene parte real positiva. Entonces una de las fun-

ciones ad(e) tiere parte real positiva para 0 < 8 < 5, que es lo gue necesi-
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tabamos demostrar. Los casos b) y o) se siguen de la misma manera @ partir del

THOREMA 6.1, y d), e),y ) se siguen del TEORBMA 7.1, y los demds casos se siguen

del THOREMA 7.2.
Observacién. Resultados parciales de este tipo han sido obtenidos por otros autores.

vease,por ejamplo, [9] para una caso especial de a) del TEORBMA 8.1,

9, Acotacidn de soluciones

De las discusiones precedentes ez fcil deducir teoremas sobre acotacién de

soluciones.

TEDRE.!A 9,1 Considérese el sistema real

X 2gm1 = Xay
(9.1) X" = 2o . o 2n
23 o,x +e 3
J°23 T %%z31 hlokJ(t)xk

J=1, ..., n

donde 9y >0, 20; £o, o, # o, (mod ), J £k, y tpkj(t) son reales,
periddices en t,de periodo T = 2W/w ,valor medic cero,integrables en el sentido
de Lebesgue en [O,Tl. Sea M definida como en (6.4) correspondiente a cada una

3

de 1 o'j, j =1,.0.,0. Entonces,si (9.1) esreciprc;co,y ll:(O, J =1,e.0,ny todas
las soluciones de (9.1) son acotadas en - 00 <t <+ 0o para 0 < |e| < eo.

Damostracién.
Fegamos en (9.1) el cambio de variables
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/" Xpgy ™ th -3

X,
A =2y,

xl

23-1 " Yuy -2 1=12 yn

x! = W,
A hJ

que transforma (9.1) en unsistema lineal de la forma

(9.2) w' s Aw + € O(t) w

donde A= diag(Al,... ..An)

) 1 0 0 \\
) 0 1 o !
Ay = | 0 0 0 1 / J=1, ..., n
, 2
\ %5 0 2¢xJ o /

Cada uno de los bloques A 3 se puede poner en la forma candnica

N

/ 1oy 0 1oy 0
; 2 io

-2a§ -1c§ 2a§ i=1,2, ..., o

3

J

4 3 Lo, 2
\ oy -51cJ ! BicJ

J



Por lo panto el cambio de variables
w=Cy

donde € =diag(cl,...,cn) 1leva (9.2) a la forma

(9.3) y' o= A%y + e ox(t)y
donde A* = diﬂS(A{: cees AX).
Por el THORWA 6.1 ¥y porque el sistema original es real,sabemos que los ex-
ponentes caracterfsticos de (9.2) son
aa(e) = doy + sJ':vxd +0(82), a () = 1o - 5J':4J + 0(5%)
J+1 2J

@ () =-1qy + 81, +0(6%); a (¢) =-io

+ 5, + 0(5°
2)-1+2n 23+2n J J G

donde 4 .35 ... n, &% aec.

Como M, 4 0,5 =1,c00,n,y como el sistema original es reciprocc entonces todos

J
los exponentes carcaterfsticos de (9.3) son imaginarios puros para ( g le} < €
(veage el 'EFORBMA 3.2)y queda demostrado el teorema.

Fn particular (9,1) es recfproco si todas las funciones ‘pjk(t) 8son pares.
Podrfe hacerse una enoriie lista de teoremas como el anterior para diversos sistemas.
BEn lugar de hacer 8sto preferimos enunciar una especie de teorema general,para acota-
cién e inestabilidad,cuya demostracién se sigue inmediatamente de los TEORBIAS 6.1,

8¢l ¥y 3e2.

THORMA 9.2 Daedo un sistema real

(9.4) w' = Aw + € O(t)w

donde w = eol(wl,...,wn). € 68 un parfmetro pequefio, A es una matriz constante
de dimensién n¥n , § (t) es una nX n matriz de funciones periédicas en t,pe-
riodo T = 2 W Ay ,integrables an el sentido de Lebesgue en [0,T],con valor medioc ce-

TO. Supongamos que Py ceey pq (q = n) son las raices caracteristicas distintas

de A,cada Pj es imcaginaria pura {otras podrfan discutirse por un simple argumen-
to de continuided) y
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Py # pylmod i), J # k.

Sean By rees pq lag multiplicidades de pl, ouy pq, ¥ supongamos que
estas multiplicidades coincides con los grados de los divisores elementales no simples
para cada ej 2d = 1,000,590 St llj, J =1,¢00,9,80n los nfmevos defiridos como en
(644) correspondientes a cada €j en tonces:

a) Si  uy >2 pera alguna J,digamos j = k, M # O,entonces ua infinidad de so~
luciones de (9.4) no son acotadas en - oo <t <+ 00, para € # O.

b) si My = 2, J=1, ..., q, HJ €0, = 1,000,q,y (9.4) @8 reciproco,entonces
todas las soluciones de de (9.4) mon acotedas e ~ 0o <t < + oo 0s |e| < eo.

c) st by = 2, J=1, ..., q, Yy alguna Mj e3 real positivo o tiene parte iuma-
ginar{ distinta de cero,entonces una infinidad de soluciones de (9.4) no estén acota-

das en - 00 <t <+ oo para toda e # 0.

10, Un e Oe

Resultados como el TEOREMA 9.1 o la parte b) del TEHORRMA 9.2 no pueden mejorar—
86 esancialmente como veremos con ¢l siguiente ejejmplo.

Considereros la ecuacién escalar

(10.1) WV o+ 26T - uhu =€ [Ql(t)u + q)a(t)uII]

con las mismas condiciones que la ecuacibn (3.5), € >0 es un parémetro pequefio,
(Pl(t); @,(t) son integrables en el sentido de Lebesgue en [0, T], m[cpd(t)] =0,
3=1,2 2040 (zodw), T= 27k

Si en (10.1) hacemos sucesivamente los cambios de variables

a) (u, o, T, W) = (w, w, W, W)



b) w=0Cy
c) y=Pz
Q) x=ello* E"B)tz,

donde C 68 como la matriz cJ en la demostracifén del TEOREMA 9.1, la matriz B es-

14 definida por P = diag(l, &, 1, 1), 8° = €, obtenemos al final el sistema

x' = Hx + 5 o(t, 8, B)x

en el cual
o o]lo o Broo), W80, b,  -on.,
[ 2 Ol 0 0 , Po1 PRy, Gy e
E= \ 0 0! -2ic 1 5 o(t,5,B)= ), -52512 B85, @,
) l 0 -2i0 3 % 5 :
\ \ Fa TR W ¥
donde
U R S Y
u 1&03 v ' 12 202
P21 = = 109

P 9pp = = 1oy,

631‘ = conjugado de Pux Jk = 1,2,

Calculando en las aproximaciones sucesivas emcontramos que el nfimero M dado por (6.7i)

estd determinado por

M= nloy [ [ oy + [f0p]+ 0 [ 0y + 0py e 2200 [ G 24

- 2iot = 2iot =21 = 21
-fwalte +tf¢21e ]'0223 o-tf¢2].e Ot]-



47~

81 en particulatp hacemos cpl = a cos wt, q>2 = b cos wt, entonces:

L 2 L2 214 2

M = (80’2m2 + 1I(nu + }2uh - 16:.»2)a.b + (bg'w” + 302@]*)'02 + (8¢ 0 -g“w -léosib-(hcseﬁ é~2)a

5262‘»2(1“,2 R m2)2
El signo de M determina la estabilidad,excepto sobre curvas aisladas del espacio de

coeficientes,aquellas curvas para las cuales M = 0.

Si adenfs hacemos ¢ =1; ®=3/2, y a = b, entonces

(20.2) R
A partir de (10.2) tenemos:
i) si a1l o @a< 0O entonces M >O0.
11) 8i 0< a1l entonces M<£O0.
Asf que en el caso 1) una infinidad de soluciones de (10.1l) no son acotadas en

~00<t<+oo para ¢ £, ¥ en &l caso ii)todas las soluciones son acotadas

en -00<t<+oo, 0% [efe,

11, Perturbacién de matrices constantes.

Vamos a considerer el siguiente problema de vaelores caracterfsticos. Supénga-
ge que A( @ ) s una matriz de dimensién n X n que depende continuamente de un

pardmetro € 20, y que tiene le forma

(11.1) Ale) = A0 + € Al + ofe)

donde Ao’ﬁ son independientes de €& LSi pj(e), J=1l,s.0,n, sS0n las miges oca-
racter{sticas de A{( € ), entonces OJ(O) = pJO, j=1,...,0,30n las raices carac-
teristicas de A,. Supongamos que 'Ao estd en forma canénica de Jordan, rstamos inte-

resados en calcular DJ(G), J=1, ..., n,
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Consideremos al sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes

constantes

(11.2) x' = Ale)x = Ax + e<A1 + ofe)/e)x,
que es del tipo de sistemas estudiados antes. Por lo tanto podemos aplicar la técnica
desarrollada antes y obtener las raices caracterfstica de A( € ) por medio de las
ecuaciones de bifurcacién de (1l.2).

Para ilustrar el procedimiento consideramos un ejejmplo particular,aun cuando el
método es bien general en su aplicabilidad.

Consideranocs

(11.3) Ale) =A +en + 0(e?)
donde
1” po 1 0
A = ." 0 \.
e w ) 4= @),

0 0 oy

JJk = 1,2,3.

Considerese el asistema de ecuaciones diferenciales

(11.4) x' = Ae)x
y hagamos en &1 los cambios de varaibles sucesivos
- s 2, .3
a) X =Py, P =adiag(l, 5, 5°), 87 =¢ 520,
+ t
by F’(oo 8)t,

con $stas transformaciones llevamos (1l.4) a

{11.5) z' = 8B(B, B)z + 0(56)z

donde
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2,(1) .53, (1) gka (D)
-8 + % ull 1+5 a:.2 l)
B(8,8) = | ol el wehl) ]

/

agi) ’c‘x—.gé) -f+b a.(l) //

\

Apliquemos & (11.5) el rnétodo de aproximaciones sucesivas para determirar las ecua-

ciones sucesivas de bifurcacién. ‘lenemos los casos siguientes:

1) st agi‘),{o)

AR
L
Lo / \ /

/\
',
———

70T lo tanto

.
O )

¥ las raices caracterfaticas de (11.2) son (vease el‘“rEORBMA 7.1)

Dj(e; =P, +E, 4+ 0(51‘/5), J =123

dorde e = €, ¥y BJ =1,2 y 3, son las raices cfibicas de aii)
1 s o oo,y o) +alasyo
i- 1 0\ i -!
L/ :(1) L /“1\|
p, | 21 "3'/_) j Lo, ll -0
-]
\

por lo tarto N
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8% = por + 0(s?)
y se tiene
pl(e) =0, * o(s%), aze2,
pyle) = by + 53/253 v o(s¥?), 3=1,2
donde 53 =€, gj ,j =1ly 2, son las raices cuadradas de

111) si agi) =0, ag) + agé) = 0, entonces

r -5+82 (1) 1 / \
, 1) 2 ( \

(
Po BaEl -f+b &z -0
(l) s2a \ )
0 % PEES %) l

y 8sta ecuacidn es como (7.l1) y ya ha sido discutida al:lio

N6tese que toda la inforuacién asf obtenidad asf como la t8cnica utilizada se
pueden utilizar con facilidad en cémputos reales. Esto es importante ya que el pro-
blema de esta seccidn puede considerarse basicamente como un problema de anflicis
numnérico. Ademés,es posible manejar matrices completamente arbitrarias A( € ) dal ti-
po (11.1).

12, Apéndice (el polfgono de Newton)

Como el polfgono de Newton no es de las herramientas tfpicas del andlisis lo des

cribiremos brevemente en esta seccifn. Para una discusién mds complsta vease [15].
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Supongamos que F(x, y) es un polinomio

= 2
(12.1) F(x, Y) = aO + &ly + 32}’ + .0 F anyn

donde los coeficlentes aj gon series de potencias fraccionales de x,esto es,

(3)
RO

e
J k=1

) J-l,2, cee, NNy

k+1
Entonces existen n raices finicas TyseeesTy de (12.1), 7y cada raiz y‘1 es

donde e.gk) ;l 0, son elementos de un campo, y VIEJ) son racionales, v]EJ) < v(‘j).

una gserie de potencias fracecionales de x.
La existencia de las soluciones y su depandencia en x 8e demuestran construc-
tivamente usando el polfgono de Newton en la forma aiguiente.

Buscamos una raiz y % de (12.1) que tenga la forma

0o Vi
(12.2) y*= I bkx
k=1
la cual puede escriBirse:
K [T [T T THE
}"*='blxl+b2xl 2+b§x:L 275

donde Hy = Vq$ p.l+...+p.k=vk, |.|.k>0, k=2,‘3, res o

La exprésién (12.2) puede escribirse como

K1 .
(12.3) y* = x (b + )
Substituyendo (12.3) en (12.1) y cancelando loa t&rminos de orden memor obteneamos

que al menos para dos fndices,k y 8,8e debe taener

[} k .
(12.4) VZ(L)+S”1=V§.)+1‘“11 0<kx=rn, O0<s=n.
y ademds los coeficientes correspondientes deben cancelarse,por lo tanto:

(12.5) ial(f)bi =0

donde la suma we toma sobre todos los fndices k gque satisfacen (12.4) con a8 fi-

ja. El problema ahora es determinar los valores de MY bl para satisfacer (12.8)
AN



v (12.5).

En un plano coordenado (u, v) colfquense los puntos

PJ = (uJ) vd) = (34, V](_J)) J=2%2, ..., n.

Consideremos el polfgono formado por segeentos que unen los puntos PJ talsas
que ningdn punto eat8 nunca debajo de algfén segmento. Estso segmentos tienan ecua-

ciones de la forma

(12.6) v+m.ku=bk, k=12 ..., PEn

Por (12.6) vemos que los valores de M eatén determinados por las pendien-

tes -m, de (12.6),eato a8

(12.7) Hp = tmy

Por lo tanto (12.7) prove$ los valores posibles de )(l ,¥ las raices del polino=
mio (12.5) aquello de bl' Se demuestra que el método puede continuarse para deter-
minar (,12,. b2), (p3, b3), ven, ¥ que despues de un ciertc nfmero fiaito de pa-
sos todos los /43 tienen un denominador comfin. be hecho el paso en el cual ae de-
termina el denominador comfin e3 aquel en al cual la ecuacién (12.5) no tieme otras
raices miltiplea que cero. Aasf el polfgono determina la analiticidad de la solucién,
y ademas nos indioa el nfinero de raices con esa angliticidad ya que &l ndmero de es-
tas raices est{ determinado por el nfmero de puntos que quedan emtre dos puntos 1’J
y Pk unidos por el polfgono.

Carlos Imaz Jahnke
Ciudad Universitaria, México, y

RIAS, Baltimore,Md. (1961).
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