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INTRODUCCTIUN.

En el presente trabajo abordamos las Integrales Euleria-
nas que son cierto tipo de integrales general;zadas que fueron
estudiadas por primera vez por Euler, el célebre matemdtico -
suizo que enriqueciera a las Matemdticas con sus valiosos des
cubrimientos en Andlisis Matemdtico Furo, Andlisis aplicadao a
la Geometrla, Mecanica, Astronomia, etc.

Entre sus principrales obras podemos citar:

INTRODUCTIO 1IN ANALYSIN INFINITORUM (1748), una obra
notable de andlisis matemdtico.

INSTITUTIONES CALCULI DIFFERENTIALIS (1755) e INSTI
TUTIONES CALCULI INTEGRALIS (1768-70), que es el sumario -
mds completo sobre el cdlculo de su tiempo y al que'agregé in
vestigaciones originales entre las que se encuentran las fun-
ciones Beta y Gamma.

METHODUS INVINIENDI LINEAS CURVAS MAXIMI MINIMIVE -~
PROPIETATE GAUDENTES (1744) en la gque se encuentran sus inveg
tigaciones sobre el célcul@ de varlaciones.

THEORIA MOTUUM PLANETARUM ET COMETARUM (1744), THEQ
RIA MOTUS LUNAE (1753) y THEORIA MOTUUM LUNAE (1772)
son sus principales»trabajos sobre astronomfa, A Euler se le
debe el método de variacidn de constantes arbitrarias, estu--
dios éobre la variacion secular de las excentricidades, los -
movimientos de precesidn y nutacién.y fue uno de los primeros
que dando soluciones aproximadas al problema de los tres cuer-
pos, obtuvo, con éxito, la teoria del movimiento de la luna.

En su primera obra mencionada, expresa la dependencia de
la variable y las series de potencias, los logaritmos y funclpg

nes trigonométricas, etc., introduciendo ¢l término "funcidn -



de x" y desde 1734 utilizd la notacion f(x).

Simplificd considerablemente las formulas trigonométricas
llamando a los #dngulos del triangulo A, B, C y a los lados ==
opuestos a, b y ¢ respectivamente. Introdujo (en 1728) el sim
bolo g para designar ls base de los logaritmos naturales, (en
1755) el simbolo 3, para indicar suma y usé (1777) la i para ~
J;T—, notaciéh que mds. tarde empled Gauss.

Estudid también las reglas de transformacidn de coordena-
das en el espacio, did un né€todo analftico para las curvas pla
nas. y superficies de 2° orden; y fue el primero en discutir las
ecuaciones de 2° grado con tres variables, clasificando las su
perficies que ellas representan., Definid los logaritmos como
exponentes y enuncidé su famoso teorema de funciones homogéneas.

En el campo de los nimeros imaginarios, Euler alcanzd gran
des progresos y encontrd relaciones importantes, tales ecomo; =
2cosx = eX4+e™* 3 21genx = . e"1X,

Dié también un impulsgo considerable a las series infinitas
creando la teoria de las integrales definidas y de las integra-
les que llevan su nombre, motivo de este trabajo.

En sus obras mencionadas en segundo término, desarrolla el

cdlculo de las diferencias finitas y de é1 deduce el calculo di

FRUSPER

ferencial. contribuy3 también a la teorfa de las ecuaciones, di
ferenociales, siendo el primero en estudiar sistemdticamente las
soluciones singulares de las ecuacicnes diferenciales de primer
orden,

En fin, podenos decir que no hubo rama de las Matemdticas
que no recibiera la valiosa aportacidn de este genio que leg6
a. las generaciones posteriores, horizontes mnas amplios de in-

vestigacidn y progreso.
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CAPITULO I.

CONCEPTO DE CONVERGENCIA UNIFORME Y
SU IMPORTANCIA.

1. Consideremos una funcidn fn(x){ que dependa de x y de
un mimero enterc positivo n, y que en el intervalo (a, b), -~
tienda hacia un 1fmite F(x) cuando n —» o . Llamaremos én‘x)
a la diferencia F(x) - fn(x).

Decimos que una funcidn fn(x) converge uniformemente ha-
cia F(x) en el intervalo (a, b), cuando dada arbitrariamente
una £>CL por pequena que se le suponga, se puede encontrar un
nimero N, independiente de x, tal que el valor absoluto de la
diferencia cfn(x) se conserve menor que & para toda nyN y pa
ra todos los valiores de x en el intervalo (a, b).

Es deocir, que dada £30 y n 3N debe. tenerse tc’n(x)kﬁ pa-
ra-toda x en (a, b).

Como ilustracidn de la convergencia uniforme consideremos:

a) La funcidn f(x) = x™; en el intervalo (0, p), con p -
constante positiva < l. Entonces F(x) = 0 cuando n —=»o00 y -
d;(x) = xn, de manera que siempre sera posible encontrar una N
a: partir de la cual se conserve lxnk:g, siendo & un ndmero tan
pequefle como se qu;;;a y dado arbitrariamente; luego f(x) es -
uniformemente convergente en el intervalo (0, p).

Si consideramos la misma funcidn, pero en el intervalo -
(0, 1), deja de ser uniformemente convergente, ﬁﬁes para el va
lor X = 1 no serd posible encontrar ninguna N que haga que --
| (x)|< €.

b) La funcidn f(x) = ang tan (nx); cuando x> a, siendo -

a una constante positiva, y n —9 @, F(x) = g ; entonces ~-—



d;(x) = % -~ ang tan (nx), siempre existird una N tal que para
toda n3¥ N sea ‘C“n(x) I(ﬁ. Asi que la funcidn converge ﬁnifo_r_;
memente en todo intervalo (a, b) con 0<a<db,

Pero si x = 0, F(0)'= 0, é;(x) = ang tan (nx) y no exis-
tird ninguna N que hugs a ‘Cgﬁx)hiﬁ. La funcidn deja de ser
uniformemente convergente en todo intervalo (0, &).

con x 20 tiene por limite,

¢) La funcidn f(x) = =T

cuando n ——+ o, F(x) =0 .%. J;(x) =

X + 5 ¢ oJliempre exisg
tird una N a partir de la cual \dg(x)\<:t, es decir, la fun-
cidn sera uniforme?ente convergente en (0, a).

d)' La funcidn f(x) = xn"l(l - x) considerada en el in-
tervalo (o, 1), tiene por 1limite F(x) = O cuando n —» o, por
tanto d;(x) = xn“l(l -~ x) siempre seréd posible hacerla menor
que ¢ eligiendo convenientemente una cierta N. La funcidn es
pues uniformemente convergente en el intervalo (0, 1).

Osgood ha empleado un método grafico que permite ver mas
claramente el concepto de convergencia uniforme y con tal ob-
Jeto presentamos las gréficas 1y 2, que corresponden a las -
funciones: f(x) = xn—l(l -x) y f(x)=x"

En lg gréifica 1, como f(x) tiende uniformemente haciz ce
ro, en el intervalpg (O, 1), el conjunto de curvas para lag -=-
cuales nzN, cae deniro de una faja limitada por f£(x) =&. *

En cambio, en la gréfica 2, como f£(x) = x7, no tiende --
uniformemente en ¢l intervalo (0, 1), siempre f(x) sobrepasa

al valor & por grande que se tome n, para valores de x préxi- -

mos de 1,

2. La importancia de la convergencis uniforme radica en

las tres propiedades siguientes?
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la. #i una funcidn eontinua f (x) tiende uniformemente

nacia un 1fnite F(x) en un intervalo de x (a, b), esta funcidén
F(x) es tambi€n continua en ese intervalo,

DEMOSTHACI -')N.t

Hipdtesis: fn(x) es continua y

lim fﬁ(x) = F(x) en (a, ) conv., uniform.

Conclusidn: F(x) también es ccntinua en (a, b).

como la funcidn fn(x) tiende uniformemente nacia F(x) se
tienet
F(x) - £(x) = d,(x) (1)
F(x + 1) - £ (x+ h) :én(x+h) (2)
Restando (1) de (2)
.
F(x + h) - F(x) = f (x4 h) - £ (x) + &(x+h) -0 (x)
n n n 03y
Como fn(x) es continua, es positle encontrar un numero N
¥y un valor positivo q , tales que para toda {hl<:7, y toda -~

ng N se tenga:
fo(x + b) - £ ()|« &

4
Ademas por ser fn(x) uniformemente convergcnte siewpre se-
réa pcsible encontrar una N' a partir de la cual Jﬁ(x) sea menor
que §, para todo valor de x en (a, b).

Entcnces por (3) se deduce gue:
|F(x + n) - F(x)|L 3¢ (4)

bajo las condiciones siguientes: |11l<?, n mayor que N y N' y
siendo §>»0 un nlmero arbitrario.
La desigualdad (4) nos expresa que F(x) es continud en el

intervalo (a, b).
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2as S1 en un intervalg (a, b), la funcidn £ (x) es con-
tinua y tiende uniformemente hacia F(x), entonces la integral
definida de fn(x) en (a, b), tiene por 1limite a la intcgral de
F(x) en el mismo intervalo.

DEMOSTRACION:

Hipdtesis: fn(x) es continua en (a, b)

fn(x) converge uniformemente a F(x) en (a,bh)

Conclusidns:

(b b
lim ‘hfn(x) dx = SaF(x) dx

Per la primera propiedad F(x) es continua y por consi--
guiente integrable en (a, b).

Comc por hipltesis fn(x} converge uniformemente hacia -
F(x), dada una ¢ tan pequefia como se quiers, existird una N,-

tal que cuando nZ N se ten.a:

lqrn(x}' < £ pura toda x de (&, b)

b - a
| Crix) 't () 103 0 axle {2
o e \VF(x) dx - \ f o (x dx\ = 3.5 x) dx!I < _
§)a Jg n k I 2 >ab o7 Ax
b ~b
e’ lim f (x) dx = \ F(x) dx
—_—- a @ . la

3a., 31 en un intervalo (a, t) ia funcidn fn(x) es conti-
nua y tiene por limite F(x), y si sa derivada £/ (x) tiende uni
formemente hacia una funcién f(x), esta funcidn {?(x) es la -

P

derivada de F(x).

DEMOST:ACICL S

Hipltesis: lim fn(x) = F(x) en (a, b), cuando n —» <

lim fé(x) = (f(x) en (2, b) conv. uniforme.
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4

fonclusidn: (;g’(x) = F'(x)

Aplicando la 2a. prcpiedad se tlene:

x
S P(x) dx = linm Sxf’(x) dx =
a, n—>ow Jg B

= lim [fn(x) - fn(a)]: F(x) - ¥(a)

n— oo
X

Como ‘S F'(x) dx = F(x) - F(a)
a

resultas F'(x) = \?(x)

FACULTAD DE CikReiaS
Biblioteca
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€AFITULO IIs

e

INTEGRALES  GENGRALIZADAS.

Cuando se tiene una integral con uno o ambos extremos infi
nitos, o bien con el integrando infinito para alguno o algunos
de los valores del intervalo, se la liama integral infinita o

0 también integral generalizada, Vamcs a analizar estos dos -

cas0s8 por separado.

1,1 EITREMO SUPERIOR INFINITC. 5i se tiene una funcidn -
f(x) acctada e integrarle e¢n el intervaloc (a, b), para toda b>a
per definicidn se dice que:

co b
S F(x) dx = 1im S £(x) dx
a - @ a

31 este 1imlite existe, es decir es finitc y bien determina
. . s . .
dc, la integral es convergente; si el 1fuitve es infinito, la -

N . . s - - . :
integral es divergente y si nc hay iimite 1la integral no tiene

sentidc,

Para saber si1 la 1ntegral es ccnvergunie y calcular su va-
ler basta efectuar la integracién indefinida de f(x), as{ se -
chtiene una funcidn primitiva F(x) La cual se examina cuando -
X — 00 y si F(x) tiene 1fmite firito, el valcer 4e la integral
serd ¥F(cw ) - Fla).

Ooro ejemplos citaremcs

cc
-X

1o, S e dx  es cconvergente porques

o}

qe) o) b
S e~* dx = lim S ¥ ax = 1im (-e"F + 1) = 1
o] b— ® Jo

2C. 3 f < dx ¢s divergente pcrques
o
@ b
lx,di = lim ix_dig = 1im ¥+ Leg(l + b?) =
N b~ 00 N > 00



® b
30 S:'gos x dx = lim S cos x dx = 1lim (sen b)
o b-»00 JO B> 00

que no es cgonvergente puesto que sen bt oscila de +1 a ~1,
La condicidn necesaria Yy suficiente para gue una integral

con extremec iunfinito converja, es gue:

[50) .
( f(x) dx —> U cuendo b —» oo
Jb

. o 0 .
a) Es condicion necesarias

b @
.Hipdtesis: S f(x) dx —> S f(x) dx = A (const)
a a cuando b —~» ®

©
Conclusidns ( f(x) dx — 0, cuandc b —» 00

1

rO) o} (e 0]
3e tiene: ) f(x) dx S f(x) dx + S f(x) dx
a

a b
o 00 b
o biens S f(x) dx = g f(x) dx - S f(x) dx
t a a,
Tomando 1f{mites:
o0 [ 0 b
lim S f(x) dx = 1lim S f(x) dx - S f(x) dx
- b 00 t o, a 1

(00
e ) (%, dx —» 0 cuando b — oo
b

. s ° . .
k) Es condicion suficientes

b+q
Hipdtesis: S f(x) d4x =—>» 0 cuzndo b —> @
b

-

b
GConclusidn: S f(x) dx — & (constante)
Ja cuande b —» oo

for la hipdtesis .odemos elegir una N suficientemente gran



~8-
rbeq
de para que el valor de la integral S f(x) dx quede compren
' Rel

dido, cualgquiera gque sea q>0, y para b>N, eatre -£ y +&
0 seas -

b+q b+q b -
-¢ < S f(x) dx = S f(x) dx - S f(x) dx €&
b a

a

b b+q b .
o Sf(x) ix - & <« S f(x) dx < Sf(x} dx + 4
a a a

b+q
‘Ahora bien, 81 q crece indefinidamente, la S f(x) dx
' a

quedaré siempre ccmprendida entre las cantidades
t b

S f(x) dx -§ e S f(x) dx + &
a a

de manera gue su diferencia es tan pequeilla como gueramos, y por
tanto es evidente que:

t+q ‘
S f(x) dx tiende a un 1{mite deter
a

ninado A cuando b y b+q aumentan indeflinidunente.

. - ’ . - .
Hemos cconsiderado solo el extreme su.esricr de la integral
ceme infinite, pues losg otros casos que se .resentan p.ueden ha-

» N .
cerse caer facilmente en el anterior.

1.2 EXTREMC INFERIOR INFINITO,.

b b

y flx) dx = 1im S f(x) dx
-CC a=-» -~ Ja

Las consideraciones del 1,1 son validas para este caso.

1.3 AMBOS EXTREMUS 30 INFINITOS. Entonces la integral -
3e separa en dos integrales:

J—Oof(X) dx = j_c f(x) dx + Smf(x) dx =

o0} (o0} ]

o] b
= 1lim S f(x) dx + lim S f(x) dx
a—8 ~mJa b= © c
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las cuales gaen en los casos anteriores,

Ejemplos
0 o} b
ax _ . dx . Q ax _
T e = lim T+ x2 © ;lm v 1+ x°
o aws - a b— 00 Yo

= - ang tan (- o©) + ang tan co = 7
~00

le4 LA INTEGRAL S %% . Vamos a ectudicr esta inte-
a

gral que va a servirncs para fundamentar un criterio de conver-
gencia; si en ella cousiderzmos p = constante y a> 0, para que
el integrando no se haga infinito y ademds que la funcidn con-

serve un mismo signo cuando x —= ocoj la integral auxiliar se-
r d
ras

rb -y -0

| oax _ bl p ) ?1 p ip £ 1
X P 1T-p T-p

“a

~b

\ g% = Log P - Log a sip=1
\‘x

u'a

Entonces si p>1 y b -3 o 1a integral vale:

(Ocdx gt b

N o= es declir, converge.
\\ xp .".3 - 1 :

) 8, U

B1 p<l.y b —> 00 la integral diverge; y si »p = 1

= y -
bt — o la integral tambien diverge.

Por consiguiente pcdenos afirmar que la integral propues-

(0]

% f dx

—

ta 0 converge si p>1 y diverge cuando p<1l.
X

a

1.5 CRITERIC DE CONVERGENCIA. 31 f(x) es una funcidn --
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cualauiera que al mulfiplicarle por ;?, con p = eonst.>1, de-
fine una funcidn ((x), acotada en el intcrvalo (&, b), cuando

00
b — o, entonces la integral S f(x) dx es absolutamsnte --
a

convergente, .
Esto se justifica fdcilmente puestc que < £(x) :(?(x)<IL

siendo L el extremo superior de(f(x).

lCD | \ OO'. . 00. (\Of)d
IR £(x) dx‘:ig%{;—ldx\(glﬁldx: L \ ;ipf
-4, ‘ ~a e “a

y como L es constante y la inte.ral es del tipo ye visto y p >1
la integral propuesta cocnverge.
| (P
o samin] e cos_ax
Por ejemplo: l g T dx’
c !

HA

r o
S f-%gldx c¢c>0
C

' g ax S
converge puecto que (@7(x) = T%%F—I—T es acotada en el inter-

valo (¢, @) y b =»1.
Por otra parte, si existen un nUuero =1 y una coustante

positive i, taies guv el producto ({x) = xf f(x)>A para toda

x >2a>0, entonces la integral

NG

) f(x) dx es diversente.

a

forque: -
b b b b .
R f(x) dx = Q(x) dx > A 4x = a LY ax
xp xp ) xp

Ya a a a

y como A4 es una constante gositiva, y la Ultiua intesral tien-
- . : S ! -
de a infinito, por 1.4, la intezral de f(x) tambien tenderd a

infinito.
Ejemplo: o o
r x3 dx = ( X " dx = \ A dx
B Vo \AZE T R T
a0 a a



=11 .

A

X .
. : : — 5 c -
como mx "")f ® cuando X @, A puede hacerse tan

grande como se quiera y ademds p<l, la intezral es divergen-
te.

2, INTEGRANDU INFINITO. BJon bawbisn consideradas como in
tegrales infinites aquellas con extremos finjtos pero cuyo inte
. . ’ .
grandc se hace infinito para &lgun valok del intervalo (a, b),

Considerarenos los casos sigulentes:

2.1 EL INTEGRANDO SE HACE INFINITO PARA EL EXTREMO SUPE-
RIOR. B8i f(x) es acotada e integrable en todo intervalo (a,b-8)
con € >0, pero f(x) — o, cuando x—> b, se dice que

b b-
( g

S f(x) dx = _lim !} f(x) dx
a & o )a

Esta integral guede taibidn presentar cualguiera de los --
tres asiectos siguientes: ser convergernte, divergente u oscilan
te.

Ejemgzlos:

-1 1-E . 1-8
\ = dx' = 1linm dx_... = linm i -2/l - X i = 2
QO ~ 0
es convergente.
0 —8 -;-8 -
\ %% = lim (~ %% = 6lim - %; = lim [% - 1]
J1 E— C“1*~l e o o1 .5—% o) -

es divergente.
2.2 EL INTEGRANDO SE RRCE INFINITCG PARA EL LATREHO INFE-
RIOR. En este caso la integral quede definice por:
b ) . b
f(x) dx = 1lim J‘ f(x) dax
Sa B> o0 Ja+E

en el supuesto de que la f(x) sea acotacda e integrable en todo
intervalo (a+§, t), con g> 0.
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Ejemplot
Supondremos 0<h<l

] |
whe <L
C dx - 1im C__ax___ _
\ X/%xF - of gE— o L x/x% - DP
v “t4E
= 1lim ; ,ang 32c % - ang see b ; g =
g—o Dl -

1 1
= :B' ang sec -.t-;
2.5 51 ei Integrand@ se hace infinito en lcs dos extremos
se gepara en dos integrales de los tipcs ya vistocs. Es decir:

b (o] - fb"E'
) A - .
g f(x) dx = 1lim ( f(x) dx + 1im \ f(x) dx
-8, E—eo  Jat+g €9 ¢ :

con gy §' tendiendo a cero, pero indepsndientes.

Elemplos
1
(" ax T N :
‘ A = 1lim |[ang sen (1-g)i + lim | -ang sen (-1+8') |=

=

2.4 INTEGRANDO ILFINITU EN UNO @ VARIOS FYUNTuUS DENTRO DEL
INTERVALO. Vamos a ccnsiderar el caso mds sencille, es decir,
cuando el integrande se hace infinitc péra un sclo punto del -
intervalo. -

Jupongamos que se trata de integrar la funcidn f(x) en el
intervale (a, b), pero gue f(x) — o cuande x —> ¢, siendo -
a<c<t. Entonces dicha funcicdn sclo podra integrarse en inter
valos que nc contengan al punto c.

3 . » 4 .
rfor definicicn se tiene:

b c-8 b
S f(x) dx = 1im S f(x) dx + lim Jf £(x) dx
a g§—0 a E*>o0 Jo+8'

con E>0 y. E'>0 infinitamente pequeilos e independientes.



Ejemplo:
1 ;’*"'81. 3
;g-fgs = lim ;g%s + 1lim 137)53 =
-1 El-—>o ‘) 1 Ezv‘-»O ¢
r o 3-€a i’ Gl
= lim l3x1/3] + 1im ,3x1/3; = 6
) 4-1 Ba—0" “€g
(b
2,5 INTEGRAL —4% | Yames a ver bajo gque con
J (b - x)P
a

dicicnes esta integral (cuyo integrando se hace infinito para -
el extremc supericr) es convergente, en el suguesto de que D es

constante; para ello integremcs la integral auxiliar:

f\"b-s - %y
\ —dax = = } _5 (o - a) 1-p _ 81“9
), (b-xP * i _
a : sip#1
r-€
-—g§——5 = Log (b -~ a} - Log 8
(b - x)
a si p=1

Si p<«<l y & —> 0, la integral converge al valor:

(b_- a)'™P
l1-p
3i p>1 y & —> entonces la integral diverge ya que
el—p’—'—é (0 0] ’ '3

Y si p =1 tamhién diverge la intesral Juesto que Log €
tiende a - ® cuando & —> O.
De lo anteriormente expuesto se concluye que la integral

Io)
_4ax
(b-x)P

a,

converge s0lo cuando p< 1 y diverye cuande p=1,

ooy

Vamos a utilizar este resulfado para obtener un criterio -
andlogo al de las integrales con extremo infinito.
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2,6 CRITERIQ DE 6UNVERGENCIA. Si en una integral - -

Cpp— apem— -

b
S f(x) dx, el integrando se hace infinito cuando x = b, pero
a .

rd

este puede ser multiplicado .or una potencia p = const. <l, del
binomio (b - x), obteniéndose asi una nueva funcibén €P(x) gque -
resulta acotada en ¢l intervalo (a, b), cuando x —> b, enton-

ces la integral propuesta converge.

Porque si (b - x)pf(x) = Cy(x)<<1“ siendo L el extremo su
perior de L?(x) y p<1l se tiene:

_b-§ rb-€ | b-8
f(x) dax | = _H(x) dx { '———L———f dx =
(b - x)P ‘ (b — x)P
a a a
o-€
ax
=L —_———

(b - x)P

a

¥y como L es un nilmero finito y la ultima integral converge, fLues
to que p <1, nuestra integral tamvién converge.
Ejenplo:
1
( ax
\

) ,/_“1_::3 , en la cual el in-
- X
(o]

Consideremos la integral:

teyrando se hece infinito ara el extremo superior. BSe pusde -

escribir como: -1
1
s dx de mancra que Lg(x) = i
X /I-x /T+x+x® ’ /1 + X + x°
o

y como (f(0) =1 y \Q(l) = 1/¥/3 y ademds p = +<1, la inte-
gral converge.
b

81 en la integral S f(x) dx , el integrando se hace in-
a -

finito para x = b, y existen un ndi.ero p21 y una constante -
positiva A, tales que el producto G (x) = (b - x)Pf(x) > 4,
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cuando X -§ b, entonces dicha integral es divergente.

Puesto que: (.--h - x)Pe(x) = (_Y(x) >A>0

(b - x) (p - x)P —(-b - x)P
a, a a

b b b b
Sf(x)dx= g-——g:-(-y—ﬁdx > S.A.c_lz__z Ag—————dx
a

y como A es const.>» 0 y la dltima integral tiende a o, pues -
p21l, la integral de f(x) también tenderd a .

Ejemplo:s

1
g if%lig El integrando tiende a infinito cuando x—> 1
o

Podemos definir a Cf(x) comos

@lx) = (L - x) £(x) = S i & Cuyo menor -

valor es % , ademds p = 1, por lo tanto la integral diverge.

En el caso que el integrando se haga infinito para el extre
mo inferior entonces Q?(x) se definira como f£{x)/(x - a)P,

Por ultimo si el punto singular de f£(x) es c,siendo a<c<b,
entonces se separaré en las dos integrales siguientes:

e b

r° e )

( G(x ax + ,_Qiizl_ dx
B(O-X)p (x - ¢)P

a C

b

con G;(X) finita cuando x —> c.

<

3e INTEGRALES DOBLLMENTE GENERALIZADAS. Algunas veces -
una misma integral puede presentar los dos aspectos estudiados,’
es decir, tener algin extremo infinito y llegar a ser el inte-
grando infinito para algun punto ‘del intervalo considerado.

Supongamos que en el intervalo (a, b) la funcion f{x) tie-
ne un punto singular para X = c. Entoncés se tlene:

0o c © .
S f(x) dx = S f{x) dx + S f(x) dx
3 a c
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La primera integral del segundo miembro e¢s del tipo estu-~
diado en el numero 2, mientras que la segunda es del tipo estu

diado en 1,

Ejemplo:
(cr 1 00
\ 2L e ¥ax = 1 x® 1 e ¥ax+ | x® 1 o7% 4x
Jo o) 1

con O <a. .
8i f(x) presenta n puntos de discontinuidad y uno o aibos
extremos de integracidn son oo, entonces la integral se descom

pone en n + 1 integrales.’

4,1 PROFIEDALE3 DE LAS ISTEGRALES GRNERALIZADAS. Las in-
tegraies generalizadas ccnvergentes tlenen muchas de las pro--
piedades de las integfales ordinarias, ya gué las primera pue-
den ser consideradas como 1lfmite de estas Ultimas.

Vamos a considerar algunas de diclhias progpiedades,

la. La integral de una funcidn multiplicada por una cons-
tante, es igual al producto de la constante por ia integral de
la funcidn.

Esto deriva de la propia definicidn puestc que:

, CO ¢ b
S k f(x} dx = 1lim g k f(x) dx = 1lim k S f(x) dx =
a I— ® Ja t— 00 a
b 00
—~-£ k lim S f(x) d&x = Xk S f(x) dx
’ bo—> 0 a a .

2a, La integral de una funcidn f(x) en (a, k), cuando el
lntervalo ha sido dividido en varias partes, (pcro en nunero -

finito), es igual a la suma de las integrales en cada parte.

Esto es:
(b c o b
. f(x) dax = g f(x) dx + f(x) X + oves + .S f(x) dx
Ja a, c k

siendo ¢, d, ... k, nimercs comprendidos en el intervaloc (a,b).
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Si suponemos que el extremo superior tiende al infinito, -
entonces las primera integrales del segundo miembro no presen-

tan dificultad alguna y sdlo la-ultima se transforma en: - -
T

. 00 b
g f(x) dx 1la cual es igual a 1lim S f(x) dx , cuando b—m®
-tk X

¥y por tanto la integral gropuesta seguifé existienco.
En forma andlcga resu.rta que si f(x) se hace infinita para

el valor b (pcr ejemplc), la integral vale:

b ¢} (d b—e
( f(x) dx = S f(x) dx + 3 f(x) dx + .o.e + lim .S f(x) dx
Ja a c g—0o Jk

3a., La suma de las integrales de dos o mas funciones, to-
madas entre los mismo extremos, es igual a la inteagral de la su
ma de las funcilones,

Se tienen ias funciones fi(x) y fa(x) tales que fi(b)

igual a © y también fa2(b) = o; entonces

b b ~b-§& b-8&
Q fi(x) dx + g fo(x) dx = ljnls fi(x) dx + lim (' fe(x) dx=
Ja Ja &0 ), &—o )a
-8 p-& -
= 1lim ff{x) dx + B(x) d&x | =
o a a
fb—er
= lim £a(x) + fg(x)] dx =
é-->0 a

-

- S:Fl(x) + fa(X)J dx .

Lo gue no se puede afirmar es que ia integral de una suma

sea igual a la suma de las integrales, es deccir que:

D - . rb b
S [fl(x) + fg(x{j dx = S fi(x) dx + S fa(x) ax
a a a

cuando alguno-de los extremos es inlinito o el ‘integrando se -
race infinito para algﬁn valer del intervalo, ya aue puede la -
integral de la izquic¢rda convergir sin que cada una de las de -
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la derecha lo hagan; pero si se sabe que una de las intearales
de la derecha converge, asi como la integral de la izguierda, -
entonces la otra convergerd.

4.2 CALCULO DE LaS INTEGRALES GENERALIZADAS. Veamos aho-
ra como se calculan las integreles generalizadas.

a) rara calcular una intexral deiinida ordinaria se tiene

ila fdérmula:

- b
g'f(x) dx = F(b) - F(a)
Ja -

siendo f(x) continua e¢a (a, b) y F(x) una antiderivada de f(x).
Esta fdrmula duede generalizarse para las ilntegrales inf'initas.

3ugondreuios que ¢l integirzndo f(X) se heéce ® Lara X = by
entonces por la derinicidn de integral ageacralizads se tienes

b b-€ ]
g £(x) dx = lim S £(x) dx = 1im |#(p - &) - F(a)J
<2 g—c a g— o

Este limite es igual a F(b) - F(a) en el supuesto
de que F(x) sca continua para x = b.
51 se trata de una integral con extremno su.crior infinito
y en la que tanto la fuacidn f(x) como su antiderivada F(x) --
sean continuwas para todos log valores de X, pOr granae gue sea
x y ademds que F(oo) tenga un valor bien definido, la integral

valdrd:

foo) r +
g £(x) ax~¢ Lin [R(b) - F(a)J = o) - F(a)
Ja —
b) La integracidn por descomposicidn también se utiliza
en las integrales generalizadas, porque si f(x) = fa(x) + fa(x)

se tendrd:

(P © ~b
\ f(x) dx = S fa(x) dx + \ fa(x) dx
Ja a Ja

y 81 se trata de una integral infinits, sea con extremos infi-
nitos o con integrando infinito, pare cierto valor del interva-
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lo de integracion, si al tomar los 1imites dos de las integra-
. les anteriores resultan convergentes, la tercera necesariamente
lo sera.

¢) La integracidn por partes es tambien aplicable a las -
integrales generalizadas bajo las siguientes condiciones. Si -
fi(x) y fa2(x) son des funciones continuas en (a, b) y sus de
rivadas fi(x) y fa(x) sdlo contienen puntos singulares ais-

lados, entonces:

b - b b
L fa(x) £A(xX) dx = Ln(x) fe(x)] - 5 folx) £1(x) dx
.)a a a

siempre que al tomar los 1fmites, segin lo indica la definicidn
de la integral infinita, dos de los t€rminos de la ¢cuacidn an-
terilor se aproximen a un lfmite, fues entonces la tercera tam-
bién se aproximara y wor tanto la integral proguesta tendra sen
tido.

d) El cdlculc de las integrales ordinarias puede efectuar

se mediante un cambio de variable, esto es:

x= §(usg) ~ Ug )
f(x) dx = 3 f‘E&(u)J(&'(u) du
x= (u) uy

siemyre que f(x) = f Eg(u)] sea continua en (a, b) y su deriva-
da (('(u) también sea continua y diferente de cero dentro del =~
intervalo (ui, usz).

51 considerames:zhora gue la funcidn f(x) va a integrarse
en el intervalo (a, 5) de x o en el (up, uz) de u, y que alguno
de estos cuatrec extreumcs es infinito o el integrando se hace in

finito para alguno de ellos, se tiene:

b= (uz) rUe
f(x) dx = 3 f{_q’(u)]kg'(u) du
a=f(uy) Ha

y si al tomar los 1limites la primera integral converge, la segun
.’ ’ . .
da también tendra que converger al mismo limite.
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5. INTEGRALES UNIFORMEMENTE CONVBRGENTES. €uando se tie-
ne una funcidn de x y de un yarébetro w, que designaremos por =
f(x, w), su integral definida de a a b puede ser integrada y di
ferenciada bajo el signo de integral, con resgecto al parametro
w, siempre que f(x, w) sea una funcidn continua de x y de w en
los intervalos respectivos (a, b) y (we, wy) ¥y ademas que la -
derivada parcial de f(x, w) con res.ecto a © exista y sea conti
nua.

De manera que las reglas de la integrzcién y derivacidn de
las integrales se aplican cuando la funcidn satisface los requi
sitos ya indicados y ademds que est€ acotada en el intervalo de
integracién y con extremos finitos.

Estas reglas pueden aglicarse a las integrales generaliza-
das siempre que ellas sean uniformement. convergentes.

En seguida diremnos que se entiende por integral generali-

zada uniformenente convergente.

5.1 a) Con extremo sug.erior infinito.

Una integral converge uniformemente cuando w varia en el -

intervalo (we, ®;), S8i a todo numero positive €, por pequefio -

que sea, se le puede hacer ccrres.onder un numerc M, indepen--

diente de w, tal que cuando m>M y para tcdos los valores de o,

se tengas

L A 00
lg f(x, w) dx| <€
tJm

b, Con integrando infinito, por ejemplc para el extremo -
superior,

La integral CoAverge uniformemente cuando w varia dentro e
del intervalo (we, ©1) si & todo numero positjvo &, por peduefio

que sea, se le puede hacer corresponder otro numero positivo q;

independiente de v, tal que cuando 0<np<n' se tenga:
—— ) K —— o

ljbE‘((x, w) dx- <g

5.2 Para saber cuando una integral es uniformemente con--

vergente se aplica un criterio aebido a Welerstrass, y que es -
de gran utilidad. A saber:
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La integral con extremo superior infinito de f(x, w) con-
verge uniformemente si es posible encontiar una funcidn (3(x),

gue no contenga al pardictro o y cuyo valor absoluto sea mayor

~,

que |f(x, o)! para valores d¢ x>u y tai que:

00
S ]Lg(x}ldx sea convergente.
a

Para demostrarlo consideremos las Gos integrales:

rm Cp.- i
) |f(x, w)l dx y S uﬁ(x);dx
a a

Fuesto que para cualquier valor de o en el intervalo (wewy)
y para x> a, |f(x, w)i'4§(g(x)', si le secgunda integral conver-

ge, la orimera indudablemente cue convergeré, v&8 que:?

HA,

lg©
iS f(x, o) dx‘
i Jda

. CDt |
ga ‘(?(K)i X

I d
De manera analoga,

8i la funcidn f(x, ®) ec infinita cuando x = b, su inte--

eral convergers unifornemente siempie gue exista una funcidn -

Q(x) que no contens. al parduetro ® y sobre.ase, en valor ab-

soluto a If(x, w)l Lara todos ios va.ores de @ en ei intervalo

{we, wg) y para los valores de X de (a$x<b), y tal que:

b
S‘(Q(X)! dx converja cuando x —> b
a' !

-
-

5«3 FROIIEDADES. Vamos a citar algunas propiedades de las
intcgrales generali:adas uniformemente convergentes.

I'ara elio consideremos

o0
P(w) S £(x, ) dx

a

y supongamns que f(x, ) es funecicd:. continua de x y de w para -
todos los valores de w en el intervaio (we, wi) y de x en (a,m®)

~

la. Una intepgral generalizada gue contienc a un pardmetro
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W, €8 fungién continua del parametro en todo intervalo donde -
la convergencia es uniforme.

Demostracion:
m b o o]
Hlow) = S f(x, w) dx = S f(x, o) dx + S f(x, o) dx
43, a b
b (CD
Blo + Av) = S f(x, othow) dx + \ f(x, o+Ao) dx
a Jb

+ +

A £ \Sb[f(x, o+ho) - £(x, u))]dx

a

®
S f(x, wo+dw) dx
4 4D

®
+ S f(x, o) dx

b

51 b ¢s suficientemente grande entonces

feo)
g f(x,w) dx‘(ﬁ
| /b

pbara todos los valores de w dentro del intervalo (we, wi), por -
ser uniformeumente convergente. Como la integreal finita - -

b
S f{x, o) dx es funcidn continua dv ©, tomando Aw suficiente-

Ja
mente pequela, se puede hacer

< g

’St)%(x, w+ae) - f(x, w)] ax
a

y por tanto ’Aﬂ‘
Como e jemplo consideremos:

A

38, luezo ¢ e€s una fuacion continua.
’ ]

~C0
cO0S WX .

\ - dx con p>1., Esta intexgral s uniformemente

J1 x¥

convergente en cualquier intervalo (wo, wiy) de w ya que aplican
do el criterio de Weierstrass tenemoss

(e 8] (0 0]

cos.mx ax| € ax ;
xP xF
1 1



- 23 .

siende la segunda integral convergente cuando p >1l, Lueyo la -
integral propuesta es funcidn continua de o en cualquicr inter-
vala,

€omo un segundo ejemplo godemos dar la integral:

@
sen wx ax.

T+ <2 Esta integral tambien es uniformemente --

1
convergente en cualquicr intervalo de variacidn de o ya que:d

o ~ 0
\  sen wx < &
+ ax | = 1+ xs
J

1

Ceme la segunda integral es convergente, la grimera resulta uni
formemente convergente, y por tanto define una funcidén continua
de ®» en cualquier intervalo de variacidn.

2a. S1 una integral infinita converxe uniformementie en -

un intervalo finitc (w-, wy), puede ser integrads en dicho in-

tervalo, con respecto a w, baj> el signo de inteeracidn.

S6lc lo demostrarencs para ei caso en que el integrando se
haga infinito rara el extremo sujpericr b.

b
Sea la integral S-f(x, o) dx .
a

Integrandc con respecto a w entre los extremos wo ¥y
. L4 Y s
01 Yy siendc ¢ un numerc cualquiera compgrendido entre a y b, -
se tiene:

P
— - T

~W0y b ; 01 ~c 01 b
S da f(x,c) dx = dw 5 f(x,0) dx + \ do f(x,0)dx
e a Wo a jcm c
c w3, (wl b
= dx \ f(x,0) do + ‘) dw g f(x,w) dx
<3, ~ we Wo ~C

La ultima integral cuando ¢ -—> b, tiende a cero, pues por
3 ’ . s
hipotesis converge uniformemente, luego

b .
Scf(x, w) dx‘ < 1




P b
.. - do f(x, w) dx <l‘!((D;_,—(Do)
QLo 7 C -

asi que cuando ¢ —> b, resulta

Dy b - b (-
do f(x, w) dx = ) dx \ f(x, ©) dw
Wo a Ja 4

Wy
.ﬂ)o

3a. Una integral gencralizada, funcidn de un pardmetro w

puede ser diferenciada, pajo el s3i,no de inte .racidn, respecto

a dicho parametro, si tanto el integrando como la derivada de -

’ . ) . 2
este respecto a «, son funciones contiauas de X y @, para todos

1cs velores considerados en 1lcs intervalos respectivos, y adé-
» . . s 4
mas gue ls integral obtenids por la difercncilacidn sea uniforme

mente ccnvergente.

Antes de demostrarlo direiios gue una integral generalizada
uniformemente convergente, sienyre puede exyresarse como una se
rie uniformemente converguvnte de integrales ,ro.iamente dichas.
ror ejumplo, si se trata de una inte_ral con estremos finitos,
pero cuyo integrando se haga infinito para el extremo superior
b, entonces se toman los puntos bi, bz, ..... bn, gue forman -
una serie creciente de nimeros que tienden a b y se tendras

b bl bz
(x(w) = 3 f(x, ) dx = f(x,0) dx + f(x,0) X + o..
' a a by
—— 5: b
: n
cee + f(x,0) X + ovenu.e .
an—l

31 la integral del pyimer miembro converge .nifcrmemente,
- . e - s N .
lc mismo acontecera non ia serie del segundo miembro y recipro-

camente,
. s af X, O ’ .
51 suponemos en seguida que m es funcion continua

*

de X y de ®» para tcdos los valores de x y de w, en los =~
intervalos respectivos (a, b) y (we, w1) y que la integral de -
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esta derivada parcial cenverge uniformemente, entonces la serie
anterior puede derivarse términoc a término dentrc de cada inte-
gral, ya que son integrales ordinarias y resulta:

b b;_ be

1 d ) ) ‘ )
d(?.(@) — _'-1__ \ f()‘: w) a: V_f_(i:_“ll dx + m dx +...
do dw } g 2w do
a

a Yy

a ultima integral es uniformemente convergente como la se-

51 la integral generalizada tiene su extremo superior infi
nito, las dermostraciones de las dos orot iedades anteriores son

’. . . . . s
analcgas a las que se hicieron para €l céso del integrando infi

rito,
Ejemplos:
0
-
1 cos OX . .
/ 1+ <8 dx. Esta integral converge uniformemente
5 .
_-.-:
pues aplicdndole el criterio de Welerstrass vemos que: *
e} i o0
C0S WX - < dx
—5 X - Ca—
1 + x*® 2 - + X2
Y0 “0

para cualquier valor de w; come la segunda integral converge, -
la primera que es funcidn de w convergera uniformemente en cual
jquier intervalo de variacidn de w, gor tanio es funcidn conti-

nua de dicho parémetro. tor otra larte,
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cos WX . A (go8 wx) _ _ X sen_ox
1 + X% y 3% (T4 x3) < ¥ X%

gon funciones continuas de x en el intervalo (0, o) y de w pa-
ra cualquier intervalo.
Por todc lo anterior la ecuacidn:

ra) @
4 i cOS WX X sen mwx ’.
= = = - - dx es valida,
dw ! 1 + x° ax T+ x8 & valida
')O 0
AN "'ax . s . ) .
2 _ ax suponiendo a> 1l, Para cerciorarse de
Q C(D
-X
8i egta in eg al converge la compararemos con \ e dx,

Jo
: -ax _ =X R .
Asl que cono e < e siempre que a>1l1l y como la segunda
integral es convergente, la primera que depende de a, converge
uniformemente para cualquier valor de a>1, lueso es funcidn -
centinua y puede ser diferenciada con respectn a a.

E jecutandc esta operacidn n-1 veces se chtie

o)

es

co
-— ---| .f).-..".l' -
e~X -l g 1-2.3 (n-1)
anh

¥y haciendec a =1 y n entero, se obtiene:

r~ QO
\ e-.x Xn—l ’J.X = 102.‘3’00000.(1'1"'1) - (11 - l):
~ 0 =¥

*
la cual tlene una gran inportancia como lo veremos en &l siguien
te capitulo. ’
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"CAPITULO III.

INTEGRALES  EULERTANAS.  FACULTAD D (ipjag
Bib”“li‘.(‘n

Euler estudid por primera vez cierto tipo de integrales ge
neralizadas, con motivo del probiema de la interpolacidn de la
funcidn factorial, Por tal motivo Lewendre las denomind FUNGIU
NS EULERIARAS de primera y segunde especie, designédndolas res
pectivamente con las letres B y T,

1. LA FUNCION BETA. La funeidn Beta o integral de prime-
ra especie, es una integrel definida que depende de dos -parame-
tros, a saber:

1
B(a, b) = g (1 - x)P1 ax (1)
Q

Esta funcidn cuyo integrando se hace iniinito tanto para -
x = 1, cuando bx1l, como para x = o, cuando a< 1, va a ser ana-
lizada a fin de ver bajo que condiciones es convergente.

c pl
B(a, b) = x&~1 (ZL--x)b"l dx + g x&~1 (l--x)b"l dx
o c

siendo o< c< 1,
A la primera intezral del scgzundo miembro le aplicamos el
. ’ ’
criterio 2.6 (vag. 14)
——-z

rc a-1

J X (1 -
o

¥y vemos que converge siempre que 1i-a<l ,°, a» o0 ¥y ya que -

“C
b-1 .
x)b 1 dx = g (1 ~1x2 dx
R

~“0

(x) = (1 - x)P1 es acotada en (o, c).
Aplicandole el mismo criterio a la scgundia intesral se tie

ne:
1

1 .
-] - La-1

37 (1 - )Pl gt - £ T dx
oL = x)

C
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Esta también converge si -b+l<1l .,°, b>o, pues la - -

'(x) = x&~1 es acotada en el intervalo (c, 1).
En resumen, la funcidn (1) tiene sentido con tal que a>o
y b>o. En el caso que a%o o bEo, la integral es diver-

gente.

1.2 CONVBRGENCIA UNIFORME DE LA FUNCIUN BiuTA., Supongamos
ahora que a y b van a variar en un intervalo positivo (E,a)
y (q, b) respectivamente.

Entonces

1

c
B(a, b) = S %31 (1 - x)b~l dx + g x&~1 (r - x)b_l dx

o c

Estas dos integrales convergen uniformemente pues en vir-
tud del criterio 5.2 (pdg. 21) se tiene:

c (6]
. S el (l--x)b“l dx < xs-l (1 - X)b—l ax con o£ €<a

o o
e
1 1
x21 (1 - x)b"ldx £ S 7t (1 - x)n("l dx con o< n<b
c c

Couo los segundos miembros de las desigualdades anteriores,
son integrales convergeantes, los primeros corresponden & integra

les uniformemente convergentes.,
Por tanto la funcidn Beta es una integral uniformemente con

e
s-=

vergente y posee las oropiedades que de elilo derivan.,
la., Es funcion continuz de a y b cuando a>o y':o>o.
2a., Fuede scr intexrada, bajo el signo de integracion con
respecto a a o Db, en cualquier intervelo positivo de dichos
parametros.
34, También e¢s diferenciable, bajo el signo de integracidn
con respecto a los parfmetros a o0 Db en cualguier punto -de in-
tervalos positivos, pues la intexral que s¢ obtiene al hacer esa

diferenciacidn es uniformemente convergente,
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1.3 PROPIEDADES DE LA FUNCION BETA.
la. Si en la expresion (1) hacemos x = 1 - y, dx = -dy

B(a, D)

1
g (1 - y)a“l yb"l dy = B(a, Db)
~'0

o sea B(a, b) = B(b, a) (2)

lo que nos demuestra que la funcidn B(a, b) es sim€trica respec
to a los pardmetios.

2a., Supongamos que uno de los pargmetros, por e€j., €l b -
sea entero y mayor que 1. Entonces integrando por partes la --

expresion (1) das

b3 1

a o~

B(a, b) = | (1 - x) % s 2= g x2 (1 - x)b"2 dx
-lo

a a

B(a, b) R =1 g(as1, b-1) (3)

.

i

3a, Pero si a tambi€n es entero y seguimos la integra--

- » »
cion en la misma forma sc¢ obtiene:

b - 1Y(D = 2)cevececele]
B(a, b) = %Ta + %g(a+ 2%---»--(a+b~l) (4)

o bien: B(a, b) = (afiié-g??l):

1.4 ALGUNAS-OTFRAS FORMAS DE LA FUNCION BETA.
a) Si en la expresidn (1) nacemos x = g, dx = % iy, vy

para X = 0, y = 0; pvara X = 1, y = ¢, substituyendo:

c
-1 b~-1
B(a, b) = -——aib_.l S,ya (c - y) dy (5)
¢ 0
b) Haciendo en (1) x = T—%—— 1-x=x i , - - -

y
a
dx = Ti—zxiyg, cuando x = 0 y = 0, ycuando x=1, y = ©., -

!
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Por tanto queds;

@®
ya--l
B(a, b) = (l‘+ y)a+b dy (6)
' o)
8) De (6)
1 o0
a~1 f a-1
B(a, b) = I ay + '\ L dy
(1 + y)d.+b ¥ j (l + y)a+b
o}

Si en la Ultima integral del segundo miembro, substituimos
a y por 1/y, los nuevos extremos seran 1l y o y se obtiens:

1 . o
) Va—-l yb~l
B(a, b = - dy
(l + y)a+b (l + y)r.d'-b
° 1
1
a—-1 b-1
B(a, b) = | I—*L— qy (7)
(1 +y)
o}

lo que viene a ratificar lz simetria de Beta.
d) Si en la expresidn (1) suponemos & = b, queda:

1
B(z, a) = S [% - (% - x)B}adl ax

—--Z o)

L
y como el integrando es simétrico a partir de ¥, y haciendo - -

- x= 4/y se obtiene:

3
B(a, a) = 2 S[&-({;-X)“a"ldx =
O
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R B(&, Eu) = Eﬁ%:i B(%, 8«) (8)

e) Un nuevo cambio de variable en (1), haciendo x = sen®@
nos conduce a

B(a, b) = 2 \ sen®® g cos 2019 gg (9)
0

Si2a-1=m y 2b - 1=n 1la (9) de:

[

T ML n m+l n+l
gen © cos 6 de = %- B(—'Q—y —2——) (109
o}
férmula dc¢ una gran aplicacidn, especizlmente cuando se expresa
. 2 - -~ N * » .
en funcidn de la funcidn Gamma, como veremos mas ndelante.

2, LA FUNCION GAMMA. La funcidn Gomma o funcion euleriana
de segunda especie esta definida en le= formz siguiente:

e8] ) —
T'(a) = S x2 1 e % ax (11)
o)

Es una integral doblemente generalizade, es décir presenta
los dos aspectos: el extremo superior es infinito y ademas el -
integrando se hace infinito rars el extremo inferior, cuando a<l

Para analizar su convergoehcia la descomponemos en la sl--
guiente forma: =%

@ 1 e
a-1 -x -1 =X
X e ax = xa e ax +

0 o) 1

a-1 -
b'e P

Vamos a estudiar la primerc integral del sezundo miembro,
considerando los tres casos posibles:

lo, S1i a=o0



1 rl 1
a-1l -x 1l d4ax 1 dax
X = = = > = ==

o o) o]

diverge por 2.6 (pdg. 1l4),

20. Si &a<o entonces a - l<-1 .. 1 -a>l

1 1 1
a=1l _-x _ 1 _dx > 1 dx
S X"-T e dx oxX e o 5
0 0 0
diverge por 2.6

30, Si1 a»o0 entonces a - la-1 ele 1 - 2ac<l

1

1 1
a~1l «x dx = 1l dx dx
x e ——— ———
‘g eX xi-a g <l~a

@) o)

converge por el 2,6 (pas., 14)
S1 la segunda integrzli del sezundo miembro converge tam--

3 ’ ° . - 3 s
bien cuando awwo, lz integral del primer miembro convergera -

también.
o0 © 7 0
a-1l -x - x7TT dax X
S c dx = S °X X _S w8 4x
1 i 1
xa+1 ,
Como (?(x) = S— e acotada cuando x —> ®© ¥ ademas
[

-

p=2>1, lz integraf converge por el 1.5 (peg. 9)
*
En resumen: 1la funcidn Gamma, definide en (11) converge -

para cualquier valor positivo de a.

2,2 CONVERGENCIA UNIFORME DE LA FUNCION GAMMA,., Considere-~
mos:



Pero

1 1
xa—l PRab

g-1

dx < X dx siendo o <€ <sa

0 o

Como esta Ultima integral gue no depende del parédmetro converge,
la primera convergeré uniformementes (por 5.2 pég. 20).
Por otra parte:

(o9} (¢o]

xa--l e~ X dx =< -X xA~l ax

e slendc A> a

1 1

Como la integral del sepsundo mizmbro converge, la del primero -
convergera uniformemente. (por 5.2 pég. 20).

Siendo la funcidn Gammo una integral uniformemente conver-
gente gozaré de Las vropriledades inherentes, =z scber:

la., Es funcidn continua de a para todn & »o.

2a, Se puede integror, bejo el signo de integral, respec-
to al parametro a en cucdiquier intervalo de extremo inferior -
positivo.

3a. Puede sc¢r diferenciada bajo €l signo de integral, res
pecto a &a para cualquier volor positivo de ella, ya que tanto -
el integrando como su derivada son funciones continuas de a y
ademas la intesrsl que se obtiene por lec difsrenciccidn conver-

ge uniformemente,

2.3 PROPIEDALESG ELoHCXTALES DE LA FUNCION GAMMA, Vamos a

J kY . kY 4
integrar por portes la sisulente expresion: .
@® - .00 00
a ~X .. : -X e -
X e dx = |+ x> e + a x% 1 X dx =
o L o) o)
@
g-1 _~-Xx
= & x~ e dx
o]

o I'(a + 1) = &aTI(a) (12)



T

Si suponemos que & €8 un numero mayor que la unidad, apli-
cando sucesivamente la integracién por partes se tiene:

I' (a+l) = a(a-1)(a=2)ee+ece+(a-n)I (2-n) (13)

Si g es un numero fraccionario y n es-el mayor entero con-
tenido en &, entonces el cdlculo de I'(a+l) se reduce a una -
multiplicacidn y al calculo de¢ TI(a-n), estando a-n compren-
dido entre o y 1l. Por tanto bastara calcular una tabls de -
funciones Gamma, para O<a<l, y con €lla podremos obtener el
valor de TI'(a), para cualquier valor del parsmetro. _

51 & es entero positivo y n = a-1l, entonces (13) se trans

forma en:
T'(a+l) = a(a~l)(a=2)esccsoccaee ]
o sea I (a+l) = al (14)

De manera que es muy sencillo deducir ei valor de la fun-
cidn cuando a es un numero entero pues se¢ reduce a calcular un

factorial.

Asi que:
(1) = ol |, '(2) = 1. = 1 , "' (3) = 2! =2
C et e e e e e e e e e e e e e e i e e e T (n) = (n-1)!

Si a es un numero nezativo o fraccionzrio, entonces la fun
. ! . = v . ’
cion Gamma puede considerarse como una gencralizacion del facto
rial, —~—-i
Si tomamos (12) como definicion, da significado a la fun-
cion I'(a) para valores negzativos, (pero fraccionarios) del pa-

4
rametro,.

pe (12) r(a) = Flel) (12')

81 =l<a~<o0 entonces o<a+l<l, por tanto I'(a+l) tie
ne un cierto valor y podemos asi calcultr los valores de I'(a)
para valores de a en el intervalo abierto (-1, o). Volviendo a
aplicar (12'), si suponemos -2<a<-1l, ,', -lca+l<o, en el
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segundo miembro tendremos que utilizar los wvalores de Gamma del
intervalo (-1, o) que se consideran yz conocidos, obtcniéndose
asi los valores de I'(a) cuando & varfa en el intervalo abier-
to (-2, -1). Y as{ sucesivamente.

Pero si a es entero negativo y y2 que I (o) = o (pég. 31,
caso lo.), por la aplicacidn sucesivea de le fdrmulc (13) siempre
se llegera al volor cero, y por consiguiente pera cualquier va-
lor entero negativo de &, la funcidn Geanma se hace infinita.

2.4 REPRESENTACION GRAFICA DE LA FUNCION GAMMA. A conti-
nuzcion se da la tabla que nos sirvio para hicer la representa-
cidn grafica de la funcidn Gamma.

En la primera parte se consideran los valores de a, desde

-

o hzsta 3, con intervsios de un décimo.

a T (&) a I (a) & T (a)
0.0 oG 1.0 1.0C00 2.0 1,0000
0.1 9.514 1.1 0.9514 2.1 1.0465
0.2 4,591 1.2 0.9182 2.2 1.1018
0.3 2,992 1.3 0.8¢75 2.3 1.1667
0.4 2,218 1.4 0.8873 2.4 1.2422
0.5 1.772 1.5 0.3862 2.5 1,3293
0.6 1,486 1.6 0.8535 2.6 1.4296
0.7 1,298 1.7 0.9086 2.7 1.5447
0.8 1,184 1.8 0.9314 2.8 1.6765
0.9 1,065 1.9 0.5618 2.9 1,8274

3.0 2,0000

—— . )
La segunda Parte do fa tabla comprende los valores de a -~
S i
de -0.1 a =4, cambién com intervclos de un décimo,

2 I (a) a T (a) a I (a) a I'(a)
~0.1 -10.656 -1.1 9,714 -2.1 -4.626 ~3,1 1.492
~0‘2 —.5.821 "1.2 4u85l "202 "20205 “3.2 0.689
-0.3 =4,327 -1,3 3,328 -2.35 =1.,447 ~3.3 0,438
0,4 =3,723 -1l.,4 2,659 -2.,4 =-1.108 -3,.4 0,326

=0.5 =3.545 ~-1.5 2,363 ~2.5 =0.945 =3.5 0.270
~0.6 =3,697 -1.6 2.311 -2.6 -0.889 -3.,6 0.247
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a I(a) a TI(a) a I (a) a I'(a)
-0.7 ~4.274 -1.7 2,514 ~2.7 -0,931 -3, 7 0,252
~-0,8 -5,738 -1.8 3,188 -2,8 -1.139 -3,8 0,299
"'009 —'100570 "‘1-9 50563 "'209 "10918 "309 00492
-1,0 f o -2,0 ¥ o -3,0 ¥ o 4,0 *

Por la simple inspeccidn de la curva, se puede ver que si
a veria de 0 a + o0, I'(a) varfa de + @ a + o, pero sin lle--
gar a anularse, quedondo as{ 1éoa;izada 1z curve en el yprimer -
cuadrante. E1 minimo de I"(a) esté entre los valores 1 y 2 de
a, siendo exactemente a = 1,4616.... al cual corresponde un va
lor de la funcidn igual & 0.8556, Este punto que llamamos M,
divide a la curva en dos ramas infinitas: la PM cuya asintota -
es el eje de las ordenadas y le otrs, MQ, que también crece in-
definidamente.,

Cuando a .veria de 0 a - o, considerando los intervalos -
abiertos: o a -1, =1 a =2, =2 a -3, .... ¢tc., la funcidn -
I"(a) es alternsdamente negative y positiva, siendo infinita en
los extremos de dichos intervalos,

Notese que a medida que a —> - @, los puntos de la cur-
va que corresponden & los méximos y miniimcs, se acercan mds y -
mas al eje de las abscisas,

Con una tabla que tengse los velores de I"(8), en un inter:
valo de a que.abargue una unidad, ¢s suficlente para valuar di-
cha funcidn, cualquiera que sea el valor del srgumento, con ayu
da de las fdrmulas (12}, (13' y algunas otras.

Por ejemplo,‘gggtrata de calcular I"(2.5) y I" (3.7) supo-
niendo que sdlc se conocen los valores de la funcidn en el An-
tervalo (o, 1).

Entonces aplicando la farmula (13) queda:

I" (2.5) (1.5)(.5)T (.5) =

(1.5)(.5)(1.772) = 1.329

Por la aplicacidn sucesiva de la fdérmula (12') se tiene:

_ " (0,3) =
I (3.7) = (_3,7)(—2.7)(31.7)(~.7) = 2
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2.5 ALGUNAS OTRAS FORMAS DE LA FUNCION GAMMA,
a) Si'en la expresion (1ll) se hace x = yx, dx = y dx, -
los extremos seran los mismos, quedando entonces:

@
IT'(a) = y2 S x2"1 o=¥¥ 4x (15)
o

b) Haciendo en (11) e * = y, entonces x = Log

< |-

dx = ~ %¥ ¥y los nuevos extremos son 1 y o,

1 l’a~l
I'(a) = ‘S F@g §J dy (16)
0

¢) Si en (11) substituimos a x por y®, quedard:

@ )
I'(a) =2 g yea~i &7V gy (17)
0

y si en esta fdérmula hacemos a = + se tiene:

4

o 8
() = @ g e ay

o
e’ '(%) = /m
. d) Finalmente si hecemos x = ¥y entonces
—t
o - )
T (a) = % g e’V ay (18)
0

3« FORMULAS IMPORTANTES.

3.1 RELACION ENTRE LAS INTEGRALES DE PRIMERA Y SEGUNDA ES-
PECIE., De la fdérmula (15) introduciendo y® bajo el signo de -
integracidn queda:
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\ (e o)
T (a) = S e~YX B 8=l gy (15')
o]
S1 multiplicamos esta expresidn por e ¥ yb"1 dy e inte-
gramos entre los extremos o e oo, se tiene:

0o ) ®F p D 7
T (a) g oY yb-—l dy = S S e‘,‘lf(l+x)ya,+b--ldy &1 gx

(0] o) 0

y haciendo en la integral del parentesis y(l+x) = z queda:

@© a-1 @ .
I"(a) T (b) = S - gfb E e”2 2Pl 4, =
o (X 4 x) o
C® a~1
- T b X dx -
(a+ ) SO (l . x)a’+b
= I (a+b) B(a, b) (por 6)
o seat B(a, b) = I1§?%af;§b) (19)

Gracias a esta formula no es necesario calcular la funcidn
Beta mediante una tabla de doble entrada, ya dque contiene dos -
parametros, sino que basta tener una tabla de la funcidn Gamma
que sera de entrada gsimple, por contener un solo parémetro, sien
do la valuacion muy-sencilla puesto que es calculable por loga-
ritmos y existen tablas de log I"(a). .

Una infinidad de integrales definidas, que antes no podfan
ser resueltas, han encontrado su solucion gracias a esta impor-
tante relacién, pues medlante cambios sencillos de variable se -
hacen caer en las integzrales eulerianas. Citaremos algunos ejem

plos:

1
a) S xa~1 (1 - )Pt ax =1
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\

53 hacemos xE = y se llega a:
~1 N qenee
-1 b-1 - a :
I=%gya/k (L~-y) dy = % B(g’ b) i
0
s
y por (19)
1 )
kyb-1 _ I (a/k) I (b)
Sxa"'l (l"X) dx = kI‘(a/E+b)

(o)

Ejemplos numéricos,

Por otra psarte

/1 - x*
o

1 1 . N
0 (7tme fooerte - SR
O

».-_z

Si multiplicamos ecstas dos expresiones se obtlene una pela-
cidn encontrada por Euler.

1 1
xPax \ __é&x _ L(%) I%E) _ =
/T-x J/T-x  1BITE =~ 2
0 0

b) De la fdrmula (1l0), sabemos que:
1
e m n m+l n+l
sen © cos 6 d6 = % B(5=» =5=)
o)

1



y por (19) dara: .

¢
2 n Iq(g%;) Ia(g%;)
sen' © cos 8 46 = 4 ~ : (20)
T (B2 4 1)
o] 2
¢) Si en (20) hacemos m = n
o a
2 2
S (sen € cod 6)® de = Lﬂ; S sen™ 20 46 =
o e )
T
= —%:T g sen® x dx =
2 Q
I.S(mgl)

= 2T (m+l)

4
pero como sen(m - x) = sen x, despues de cambiar extfemos y des

pejar a la integral queda:

i1

5 . 2m~l:re(mgl)
Osen x dx = R (21)
d) Partiendo otra vez de (20), si n = o
I m+1 1
2 1 T (== T' (3)
sen'® d6 = 3 - (22)
o I‘(§+1)

_-—_"'

Igualando (21) v 22) y substituyendo el valor de I”(%).que~
da:

/7 T (m o+ 1) = 2% (B (S (23)

e) Podemos obtener una fdrmula anéloga a la (22) para el
coseno, haciendo m = O en la expresidn (20).

roi

LT (BtL)

cos™e de = = .ol
o - 2 T (n/2 +1) T 2 I'in/2 +1)

(24)




3.2 RELACION DE LOS COMPLEMENTOS.,
Consideremos la integral:

oo
g o~ (1+u)x ax = 7 1

0

S1 multiplicamos amnbos miembros por ua"l du e integramos -

entre los extremos o0 e ®, se tiene:

o) o) ( ) ® .1
a-1 -(1l+u)x _ u*”
S u dug e dx -S,l_'_udu

o) (o) o

Vamos a valuar cada miembro independientemente.

51 en el primer miembro cambiamos el orden de integracidn
queda:

© 00 00
S‘ e X ax S wdl U gy = T (a) S x"8 ™ agx
o) o o
s I'(a) T"(1 - a) (a)

El segundo miembro corresionde a una integral muy conocida
en Andlisis cuyo valor es:

D a-1
u - T
.g 1 +u du = sen am (b)
__ Yo
Igualando (&) y (b) ’
I'(a) T (1l-3) =—s-e_?ﬂ_aﬁ -(25)

Esta fdérmula que es fundamental en la teorfa de la integra
les eulerianas, tiene gran importancia pues permite reducir el
intervalo, en el cual hay que calcular a I'(a),a (o, 4).

Si en ella hacemos a = % queda:

T"2%(4) = e I'(3) = e
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3.3 FORMULA DE LEGENDRE. Si en la fdérmula (8), substitul
mos a las funciones B(a, a) y B(a, 4) por sus eduivalentes en -
Gamma, segun la fdérmula (19), se obtiene:

I'(a) T(a +§) = zfLy T (2a) (26)
Si en csta expresidn hacemos a = 2—%——, quedaré:

la cual viene a ser la formula (23).

3.4 PRODUCTU DE EULER. Consideremos la férmula (25) y =~
calculemos su valor para los distintos valores de & segun se -

indica:
.__;1-_ l_]_-' n-1 - L
& =7 I.(n) = ( n ) = v
sen -«
n
_2 2y @2y . _m
& =7 1-1(n) T n - 21
sen —=
n
n-1 ...y n-1 1 Ll
a = Dot = r () m(d) = .
n n n sen (n i}ﬂ

Multiplicando entre si ¢stos resultados se tiene:

-1
1 2 n-1,%g o
D(S) T(S) eeeves r'(.__.)., = ; (a)
) n n n ' sen % sen iﬁoo.‘gn—%in .

Para calcular el valor del denominador recordemosy de la -
teorfa de ecuaciones, la sigulente identidad:
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an_
X 1l - 2n e - 4y 2
%] = (1 - 2x cos n * X J(1 - 2x cos 5y t X ) teceas

eeees (1 - 2x cos 2n5i T+ x®) (b)

8i en (b) hacemos que x —> 1, el primer miembro tiende a
n y el segundo al valor que se obtiene substituyendo a x por 1.

e n = 208(n-1) senz§% sen® %% seees sen® LB%%lE (e)

Andlogamente se encuentra cuando x —» -1 en (b)

~ p2(n-a2 B .M g8 200 . .., s (n-1)mw
n = 2 ) cos 55 €08 Bn cos o (a)

Si multiplicamos (c) por (d), empleamos la fdrmula del &n-
gulo doble y extraemos raiz cuadrada, queda:

" an-1 i 2n n-1)m
- 2 -— — 0 B G B e e
n = sen sgen sen
O Bea:
T 2n (n-1)m n
— ——— 0 e & =
sen n gen * gen 5 -1

Substituyendo este valor en (a) y extrayendo rafiz cuadra-
da se obtiene:

réd)y @ ooor@®@ = (2m 2 gt (27)

expresion que fue encontrada por Euler y por tal motivo lleva
su nombre,

-

4, LA FUNCION yf(a).

Se tiene: Jos!
T'(a) = S S E L (11)
o
51 derivamos respecto a &
o)
I"'(a) = S %81 X Log x dx (a)
0
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Pero vamos a valuar Log x, para lo cual consideraremos la
siguiente integral:

(0.0)
5 e ™ ay = 1
o

Si multiplicamos por dx e integramos entre los extretog 1l y
X puesto que la ihtegral converge uniformemente, queda:

X (*CD ‘f\X
S dx \ e ay = |\ %%
1 /0 k

vl

dy Log x

m— -—
oV - XY
y

o

Substituyendo este valor en (a).se tiene:

© [os)
. - - =Y _ a~XY
1"'(3.)=gxa‘lexdx(e © ay
] y
0 0

e invirtiendo el orden de integracidn:

(oo @ ® -
" '(a) = ) 4y [e"y S ¥ &1 ax - S o~ (1+y)x ya-1 df]
y
o) 0 o
que por las férmui;g?(ll) vy (15) da: .
®. 7
I '(a) = T (a) e v __.__l._é.'.l_d_l
(Ley)®) ¥
o
o sea:
iy 0.
- a) _ -y 1 d
D Log T (a) = F1a = S le mg‘]—yx (28)
0

férmula debida a Cauchy.
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Esta funcidn es llamada por algunos autores la funciéng;@ﬁ
51 derivamos (28) respecto a & se obtiene:

D®Log I"(a) = S{D(l +y)™® Log (1 + y) %;Y
o}
- x X
Silog (L+y) = x, e =1+y, dy = e~ dx , los

nuevos extremos son también o e o y queda:

00
r -ax ex ax

D®Log I"(a) = x 2
g I"(a) )e X 1 (29)
o)
oX
El factor X lo substituimos por su valor, obteniendo
e’ -1
asi:
@ lo'0)
DPLog I(a) = S e % x ax + S e (B*L)X o x4 eeenn
o) o]

@
o+ Q e-(a‘+2)xxdx 4+ 000

]

4o

Integrando el segundo miembro segun la formula (15),

e DQLOE 1"(a) = a%-'- (a-}l)?-’- (ai273+ se e (30)

expresion que nos @4 ‘la segunda derivada de Log I'(a) en forma
e serie convergente, para cualquier valor de 2.
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CAPITULO IV,
LA FUNCION GAMMA EXFRESADA COMO PRODUCTO INFINITO

1. FORMA DE EULER. Si multiplicamos (30) del capitulo an
terior, por da e integramos t€rmino a t€rmino entre los extremos
i ¥y &, queda:

- { ; J__._i_ es e e
D Log T'(a) = 5+ (1 a) + (3 a+l) + (a)
¥ es la constante de 1ntegraci$n y se ve claramente que su va-
lor es el que corresponde a D Log I' (a) cuando a = 1
~-¥ se conoce con el nombre de constante de Euler y para -
calcular su valor integremos (a) entre los extremos 1 y a

Log T'(a) = -Y(a-1) + (251 - 1og2) + (251~ Log2tl)

+0.oonnoc-n.0‘+

(a;l - Lo8 a+n l) + oo (b)

Para despejar a ¥ hacemos a = 2 en (b)

2
0 = -§ + (% - Log 7) + (% - Log-%) + cee 4 (% - Log n;l) 4ose
(c)
o0 bien
1 2 1.
Y = llm {(i - Log-i) + (§ -~ Log-%) + seve ¢ 0% - Log-gﬁi)]
ot Y= 1im~(i + % + % 4 ceccene +-% ~ Log n) (31)
n— o .

Para eliminar a X“multipliquemos (c) por a-1 y restémosla
de (b) queda:

1) Log'g - LOS églJ o

Log T (a) = [(a-—l) Log 2 - Log;;} .

®evee 4 [(a—l) Logg:.t; - Log a+g~l] + o a0
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Siendo esta serie convergente podemos afirmar que:

Log I"(a) = lim‘](a-l) Log T 2 - Log 1‘ '(a- Los% - Logazl +og

n-o
e e 4 ‘(9."'1) Log-r-l-;l—l- - Los.ét_g_:_l.i}

Y tomando los numeros en vez de los logaritmos quedat

- 10203 4 ¢ o o o on  a-l la-1
I'(a) = llm é(a+l)(a+2)----(a+nrl) (1 + n)
I'(a) = 1lim greorys 2 =1y =
n—>o + * +
o bien,
T (a) =. lim n. & (31)

n—> o8 a(a+l)-----Ta+n) n

Esta nueva definicidn dada por (31) para I (a), considerédn
dola como el 1lfmite de un producto infinito, se debe a Euler; -
sin embargo, en sus trabajos la maneja sdlo como integral defi-
nida. Legendre, Cauchy y la mayorfa de los analistas, la tra-
tan en igual forma.

Fueron Gauss, Liouville, Weierstrass y algunos otros, (pe-
ro en menor numero), quienes la estudiaron como productos infi-
nitos, siendo esto mucho mas ventajoso, tanto desde el punto de
vista de mayor generalidad, (ya que la variable no tiene mas --
restriccion que la de no ser nula o un entero negativo), como -
por la facilidad de estdblecer las propledades de ella,

Segun la notacion de Gauss la formula (31) se expresarfa -
de la manera siguiente:

JUESY = 1T ST T) Triie Erryia
asi que II(a-l) = I"(a)

Podemos darle a (31) otra forma y para ello consideremos -
la sigulente identidad: '
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_ 2-3.on-oaooan
N = T (n-1)

y elevdndola a la potencia a

n® = (1 + 321+ 2L+ P (1 202

Substituyendo este valor en (31) da:

1
I(a) = 2 1ip (1 +

3L+ B (1 22p)8
?n-*oo(l +2NL+B)eereiina(l+ B

o blen:
a

)

o [

(32)

o [

© 5,
I (a) jI[ -

nsl

sl

Este producto no tiene sentido cuando a s nula o bien --
igual a algun entero negativo, pues en ese caso el denominador
de uno de los factores se anula, giendo el producto infinito,

2. FORMA DE WEIERSTRASS. S5i en la expresidn (b) del pa-
rrafo anterior substituimos a por a+l a fin de expresarla -
con mas sencillez se obtiene:

®
Log I'(a + 1) = -¥a + .;.(% - Log & ; Iy
y despejando a I'(a + 1) queda:
E 1 .
I'(a+ 1) = LL (14 8)7Y
0 bien: ‘
Yo TT (.3 1
Tie) = g [{" s
n=

Pero Welerstrass en realidad definid I'(a) por medio de la
funcidn reciproca o sea:

@
T’%ET = a 975 il;{(l + %) é-%} (33)
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3« OBTENCION DE ALGUNAS PROFPIEDADES DE LA FUNCION GAMMA -
MEDIANTE PRODUCTOS INFINITOS.

3,1 RELACION FUNCIUNAL. A continuacidn obtendremos la pro
pledad dada por la formula (12), del 2,3, que algunos autores -
llaman relacidén funcional.

Partiendo de la definicidn dada por (31) se tiene:

!
I'(a + 1) = 1lim e

n2+tl
n— o (atl)(a+2) v+ (a+n+l)

- _an n, 8-
_n-iig a+n+l = ale+l)(a+2)ee+(a+n) °

0 sea:
I'(a+1) = aTI(a)

3.2 RELACION DE LOS COMPLEJENTCS. Esta relacion ya ha si
do encontrada en 3.2, ’Bego ahora vamos a partir del producto -
infinito (32),

Se tiene:

I (a)

]
o |-
of [N i) ™

X (1 +
;g[ Ao+
(1 + —)—a

P(-a) = - % : 1 a
nzg -2
n

Multiplicando-mk¥embro & miembro estas dos ecuaciones:

o8]
T'(a) '(-a) = -3g [[—%
n=11 -~

¢

Ahora bien, teniendo en cuenta que: - a I'(-a) = I"(l-a)

¥ que
. .
& _ sen am
ilfl =) = at

la expresion anterior nos da
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I"'(a) T(1 - a) = EE%LEE

3.3 FORMULA DE LEGENDRE. Como una ultima aplicacidn de -
los productos infinitos, deduciremos la formula de Legendre, =--
empleando la definicion dada por (31), para I (a), es decir:

— s 1'2'3'0400o0..-n a
I‘(a) -n_iig a(a+l)--.......(a+n) h (a)

Si en ella substituimos a a por a+% queda:

r(a+%) - 1im— 1'2'30..-.--..--.-....1’1 na+é.
ne o (8+8)(a+g)ecerere--e(a + .@Bét.l-)
o bien
204.6000--.0.00‘00211 2n a._.ll
I'(a+¥) = lin (2a+1)(2a+3)***(2a+2n~1) 2a+2n+1 n” < (b)

n— co

Multiplicando (a) por (b) se tiene:

_ (2.4-6-000.0-02n)2 2 2n 2&‘% -

I"'(a) I"'(a+d) = 1lim Sa(2a+1)(2a+2) .- -(Pa+2on) Parentl B -
n—

(2e4+6++2n)% 2 2g 2772 op

= 11 = 2 “Barontl

n-ecxg 102.3."02n fﬁ 1 ( n) 2a+ n+l

(c)

Vamos a obtener el 1{mite de los tres factores incdicados

en (¢), cuando n — o0,
Pero antes comsideraremos la fbrmula de Wallis:

Gebseeeces(@n - 2)(2n) _ =m
¢SeTeeesvee(2n-1)(2n~-1) ~ 2

Multiplicando por 2n ambos miembros y extrayendo rafz -

cuadrada se obtiene:

Defleheseccssnnes?2n
lim = J/mn
n-—)m 305.7--.-.-...(21’171)
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El primer factor de (c) puede ponerse en la'sisuiente for-
mas

2.4a66600.2n.2.4-6.0o-oen 2 4 6.....-2n

1e2¢3:4+5ccescsss(2n-1)2n /M - 3e5e7eee(2n-1) /ﬁ

Tomando el limite, en virtud de la fdérmula de Wallis queda:

4-600.0-021’_1): R _2__
2.3......02n /;—T—

lim (i:
n—>»00

En cuanto a los factores segundo y tercero, en el limite,
cuando n —> o, valen respectivamente I”(2a) y 27%&.
Substituyendo estos valores en (c) queda:

I"(a) '(a + %) = 2/ « T"(2a) » 2788

O sea:

I'(a) T(a+3) = otz I'(2a)

férmula que ya se habfa obtenido mediante integrales en el 3,3
(pag. 42).

IEF Y]

E/G/B.



P. Appell.

Bertrand.

De la Vallée
Poussin.

M. Godefroy.

E. Goursat.

Jahnke~Emde,

C. Jordan.

Je A, Serret.

E.T, Whittaker

and Watson.

E. B, Wilson.

BI'BLIOGRAFIA.

Eleménts d'Analyse Mathématique.

Sauthier-Villars.

Traité de Calcul Differentiel et Calcul Int.

Gauthier-Villars.

Cours 4d'Analyse Infinitesimale.
Gauthier-Villars.

La Fonction Gamma.
Gauthier-Villars.

Cours d'Analyse Mathematique.
Gauthier-Villars,

+ Funktionentafeln.

B. G, Teubner.

Cours d'Analyse.
Gauthier-vVillars.

Cours de Calcul Différentiel et
Gauthier-Villars,

A Course of Mcdern Analysis,
Cambridge University Fress.
Advanced Calculus. '

Ginn And Company.

Sy

Intégral,



	Portada
	Introducción
	Índice
	Capítulo I. Concepto de Convergencia Uniforme y su Importancia
	Capítulo II.Integrales Generalizadas
	Capítulo III. Integrales Eulerianas
	Capítulo IV. La Función Gamma Expresada como Producto Infinito
	Bibliografía



