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I N T R O D U C C I 0 N • 

En el presente trabajo abordamos las Inte¿rales Luleria­

nas que son cierto tipo de 1nte6rales generalizadas que fueron 

estudiadas por primera vez por Euler, el célebre matemático -

suizo que enriqueciera a las M~temlticas con sus valiosos des 

cubrimientos en Análisis Matemático ?uro, Análisis aplicado a 

la Geometría, Mecinica, Astronomía, etc. 

Entre sus principales obras podemos citar: 

INTRODUCTIO I!\ ANALYSIN INFINITORUM (1748), uria obra 

notable de análisis catemático. 

INSTITUTI·J!·~ES CALCULI DIFFEHENTIALIS ( 1755) e INSTl 

TUTIOHES CALCULI INT:S;}RALIS (1768-70), que es el sumario -

más completo sobre el cálculo de su tiempo y al que agregó i,!! 

vestig~ciones originales entre las que se encuentran las fun­

ciones Beta y Gamma. 

METHODUS INVINIENDI LINEAS CURVAS MAXII~I MINIMIVE -

PROPIETATE GAUDENTES (1744) en la que se encuentran sus inve~ 

tigaciones sobre el cálculo de variaciones. 

RIA 

THEORIA MOTUUM PLANETARlliI ET 

MOTUS LUNAE ( 1753) y THEORIA 

COMETARUM ( 1744) , THE.Q 

MOTUUM LUNAE ( 1772) 

son sus principales--~rabajos sobre astronomía. A Euler se le 

debe el método de variación de constantes arbitrarias, estu:- · 

dios sobre la variación secular de las excentricidades, los -

movimientos de precesi6n y nutación.y fue uno de los primeros 

que dando soluciones aproximadas al problema de los tres cuer­

pos, obtuvo, con éxito, la teoría del moviilliento de la luna. 

En su primera obra mencionada, expresa la dependencia de 
-

la variable y las series de potencias, los logaritmos y funci2 

nes trigonométricas, etc., introduciendo t:il término "función -



de x" y desde 1734 utilizó la notación f(x). 

S1mplificd considerablemente las fórmulas trigonométricas 

llamando a los ángulos del triángulo A, B, C y a los lados 

opuestos a, by e respectivamente. Introdujo (en 1728) el s!m 

bolo~ para desig~ar la base de los logaritmos na~urales, (en 

1755) el símbolo¿ para indicar suma y usó (1777) la .f para -

l~l, notación que más. tarde emple6 Gauss. 

Estudió también las reglas de transformación de coordena­

das en el espacio, dió un método analítico para las curvas pla 

nas.y superficies de 2° orden; y fue el primero en discutir las 

ecuaciones de 2• grado con tres variables, clasificando las S.!!_ 

perficies que ellas representan. Definió los logaritmos como 

exponentes y enunció su famoso teorema de funciones homogéneas. 

En el campo de los números imaginarios, Euler alcanzó g~an 

des progresos y encontr6 relaciones im:t)ortantes, tales como: -

2 coa x = y 2 i sen x ix -ix e e • 

DiÓ también un impulso considerable a las series infinitas 

oreando la teori'a de las integrales definidas y de las. integra­

les que llevan su nombre, motivo de este trabajo. 

En sus obras mencionadas en segundo término, desarrolla el 

cálculo de las diferencias finitas y de él deduce el cálculo dl 

ferencial. Contribuyó ta1i1bién a la teoría de las ecuaciones. dl 

ferenoiales, siendo el primero en estudiar sistemáticamente las 

soluciones singulares de las ecuaciones diferenciales de primer 

orden. 

En fin, podei~ios d0cir que no hubo rama de las Matemáticas 

que no recibiera la valiosa aportación de aste genio que legó 

~·· las generaciones posteriores, horizontes más amplios de in­

vestigación y progreso. 
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C A P I T U L O I • 

CONCEPTO DE CONVERGENCIA UNIFORME Y 
SU IMPORTANCIA. 

l. Consideremos una función f n(x) ,
1 

que dependa de .! y de 

un número entero positivo .n, y que en el intervalo (a, b), -­

tienda hacia un límite F(x) cuando n--,. oo. Llamaremos Jn(x) 

a la diferencia F(x) - fn(x). 

Décimos que una función fn(x) converge uniformemente ha­

cia F(x) en el intervalo (a, b), cuando dada arbitrariament.e 

una t > o, por pequeña que se le suponga, se puede encontrar un 

número N, independiente de x, tal que el valor absoluto de la 

diferencia ón(x) se conserve menor que f, para toda nJN y P-ª: 

ra todos los valores de x en el intervalo (a, b). 

E.s deoir, que dada !,}O y n1N debe tenerse lo'n(x) l<t pa.-:­

ra,toda x en (a, b). 

Como ilustración de la convergencia uniforme consideremos: 

a} La función f(x) = xn; en el intervalo (o, p), con p -

constante positiva< l. Entonces F(x) = O cuando n ~oo y -

d (x) = xn, de manera que siempre será posible encontrar una N n 
a:.partir de la cual se conserve \xnl<f, siendo t un número tan 

--- . 

pequer1o como se quiera y dado arbitrariamente; luego f( x) es. -

uniformemente convergente. en el intervalo ( O, p). 

Si consideramos la misma función, pero en el intervalo -

(O, 1), deja de ser uniformemente convergente, pues para el V-ª: 

lor X= 1 no será posible encontrar ninguna N que haga que --

l~Cx) 1 <Í. 

b) La función f(x) = ang tan (nx); cuando x> a, siendo -

a una constante positiva, y n ......... ro, F(x) =;; entonces 



dn(x) = ~ - ang tan (nx), siempre existirá una N tal que para 

toda· rrlN sea \c::fn(x) \<t;. Asi quE:1 la función converge unifoi:_ 

memente en todo intervalo { a, b) con O< a<. b. 

Pero si x = O, F(O) '= O, d~(x) = ang tan {nx) y no exis­

tirá ninguna N qu(;; ho.gu a \{{x)l<t• La función deja de ser 

uniformemente convergente en todo intervalo (O, aJ. 

e) La función f(x) = -=1- con x ~O tiene por límite, X+ n 
cuando n --+ ro, F( x) = O • • • cfn (x) = x : n • Siempre exi§_ 

t.irá una Na partir de la cual \cfn(x) \ <. t,, es decir, la fun-

oiÓn s~rá uniformemente convergenie en (O, a) • 
• 

d) '· La función f( x) = xn-l{l - x) considerada en el in-

tervalo ( o, 1), tiene por límite F( x) = O cuando n --, ro, por 

tanto J. (x) = xn-l(l - x) siempre será posible hacerla menor n 

que t eligiendo convenientemente una cierta N. 
, 

La funciones 

pues uniformemente convergente en el intervalo (O, 1). 

Osg__ood ha empleado un método gráfico que pbrmite ver más 

claramente el concepto de convergencia uniforrne y con tal ob­

jeto presentamos las gráficas 1 y 2, que corresponden a las -

funciones: f(x) = xn-1ci - x) y f(x) = xn. 

En la gráfica 1, como f(x) tiende uniformemente hacia 02._ 

ro, en el interva¡Q_Jo, 1), el conjunto de curvas para las 

cuales n~N, cae dentro de una faja limitada por f(x) =t.~ 
En cambio, en la grlfica 2, como f(x) = xn, no tiende 

uniformemente en 01 interv&lo {o, 1), siempre f(x) sobrepasa 

al valor l por grande que se tomen, para valores de x pr6xi- · 

mos de l. 

2. La importancia de la convergencia uniforme radica en 

las tres propiedades si0uientee! 
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la. ~i una función eontinua fn(x) 1!~e uniformement8 

hacia un lÍriüte F(x) en un intE:rvalo de x (a, b), esta función 

F(x) es tambiin continua en ese int8rvalo., 

DEMOSTr<ACIJN: 

Hipótesis: 

Conclusión: 

f ( x) es C')'ntinua y n 
lim f {x) = F(x) E:n (a, b) conv. uniform. n 
F(x) también es continua en (a, b). 

Como la funci6n f (x) ti~nde uniformemente üacia F(x) se n 

tiE:me: 

F(x) - f (x) = d_(x) n n 
F(x + h) - f (x + h) = d (x + h) n n 

Restando (1) de (2) 

( 1) 

( 2) 

r 
F( x + h) - F( x) = f ( x + h) - f ( x) + ó. ( x + h) - On( x) 

n n n (3) 

Como fn(x) es c0ntinua, es ~ositle encontrar un número N 

y un valor positivo 't , tales que para toda f h I< 1' y toda 

n~ N se ten&a: 

, 
fn(x) Ademas por ser uniforrnemElnte 

, 
posible encontrar --- -; N' pc:.rtir de ra una a 

que E,_ para todo valor de X en e a, b). 

Entonces por ( 3) se deduce que: 

IF(x + h) - F(x)f ( 3f 

conver&cnte sielllpr·e se­

la cual~· (x) sea menor 
n • 

(4) 

bajo las condiciones siguientes: fh\<1l, n mayor que N y N' y 

siendo E,) O un número arbitrario. 

La desi~ualdad (4) nos exvres~ que F(x) es continua en el 

intervalo (a, b). 
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2a, 61 en un intervalo (a, b), la función fn(x) es con­

tinua y tiende uniformemente hacia F(x), entonces la integral 

definida de fn(x) en (a, b), tiene por límite a la 'intvbral de 

F(x) en el mismo intervalo. 

DENOSTriACiüN: 

Hipótesis: fn(x) es continua en (a, b) 

fn(x) converge uniformemente a F(x) en (a,b) 

Conclusión: 
lim \b f ( x) dx = \baF( x) dx 

Ja n ) 

Por la primera ~ropiedad F(x) es continua y ~or consi-­

guiente integrable en (a, b). 

Come por hipótesis f (x) conver6e uniformemente hacia n 
F( x), dada una ~ tan pequeíia co¡¡10 se quier2., existirá una N, -

tal que cuando n~ N se ten._'.)a: 

1 { (x'f < E. -vn ' b - a p~ra toda x de (a, b) 

,b . 
• • \ _f.__ dx =E 

-'ab - a 

rb . 
• • lim 

---~ 
' F( x) dx 
, a 

.. 
3a. P.i en un i:atervalo ( a, b) la. funci6n f n( x) es conti­

nua y tiene por límite F(x), y sis~ derivada f'(x) tiende uní 
n -

formerr;ente hacia una funci6n ,1(x), esta función <_y(x) es la -

derivada de F(x). 

DEil<lOST::·.ACiúl:: 
, 

Hipotesis: lim f n( x) = F( x) en ( a, b), cuando n --, O) 

lim f~(x) = tf(x) en (a, b) conv. uniforme. 
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'i (x) = 1'' (x) 

Aplicando la 2a. prcpiedad 3e tiene: 

Como 

resulta: 

= 1 im f f n ( x) - f n ( a )J = F ( x) - F( a ) 
n-+ oo L 

(xF'(x) dx = F(x) ~ F(a) 
Ja 

F'(x) = ~ (x) 

FICOLTAD DE CiEl,tilAS 
Biblioteca& 
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INTEGRALES GEN.i:RALIZADAS. 

~uando se tiene una intebral c.on uno o ambos extremos infi 
nitos, o bien con el inte6rando infinito para alf:Suno o algunos 

de los valores del intervalo, se la liama integral infinita o 

o también integral gern.;ralizada. Vamos a analizar estos dos -

canos por separado. 

1.1 E:~TF.Er·íü SUPERIOR INFINITO. 
. , 

Si se tiene una funcion -

f(x) acotada e integrable en el intervalo (a, b), para to4a b>a 
pcr d8finici6n se dice que: 

)
co 
f( x) dx = lim 

a t- oo 

31 este ::..1'.rr.i te existe, es decir es firü te y bien detE:rmin§: 

de, la integral es convergé;nte; si el lir<<it-8 es infinito, la -
integral es divergente y .si r ... c hay J..ímite la inte5ral no tiene 

sentiétc. 

Para ::iaber si la integral es cenv,~r-&i:mtt.J y calcular su va­

ler basta efectuar la integración indef.:.nj_da de f(x), así se -
cttiene una f'unciÓn primitiva F( x) J.a cua2. SE, examina cuando -
x ~ w y si F(x) t.:l.ene lÍ,nite finito, el valer d.e la integral 

será },( ce ) - F( a) • 

Oorr.o ejernplo2- citaremos: 

{ úC'C e - X ~~- -: "._, .;:,, lo. ) :: -., ccnvergente porque: 

2c. 

)
ro 

O 
e-x dx = lim 

b-:.,oo 

ro~ X Je, _ .+ X~ dx 

~

co 
X dx 

o 1 ;. xa: 
= lim 

b--,oo 

( t,e-x dx = 
)o 

( -"r' ~im -e + 1) = 1 
I 

b~oc. 

es divergente porque: 

= lim ½ Log( l + b 2 ) = ce 
b"-"? 00 

• 



- 7 • 

30. {~QOS x dx ~ lim (bcos·x dx = llm (sen b) 
Jo · b~oo )o b...,.oo 

que no es convergente 1Juesto que sen b oscila de +l a -1. 
La condición neces8.ria y_ suficiente J¿~ c.¡ue una integral 

.Q.2.!! extremo infinito conver,Ja, .QQ _gg_Q: 

~ 00 f{ x) dx ~ iJ 
jb 

a) Es condición necesaria: 

. Hipótesis: 

e ur:.~1do b -> oo 

A (const) ): f( x) dx = 
e u&ndo 'b -+ oo 

Conclusión: ( 
00 f ( x ) dx ~ O , c uanc."i.o b __,.. oo 

Jb 

3.e tiene: 
( 00 

)a f{x) dx 

o bien: \a:, f( x) dx 
Jt 

Tomando l:Ír.:.1i tes: 

00 

lim ( f{A) dx = lim 
b-oo )b ~oo 

= )>( x) dx + ~= f( x) dx 

·oo 
\:r(x} dx = )a f(x) dx -

í ( OO f ( X) dX -
l }a 

• 
• • dx -·~ O cuando b --4- oo 

b) Es condición suficieute: 

(b+q 
)b f ( X) dX ~ Ó 

Conclusión: 

cua.ndo b ~ oo 

( oons t2.n,to) 
cuando b ~ oo 

• 

.i.-;or la hir,Ótes is ;.·Odemos elegir una N suf iciente:nentb gran 
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de para que el valor de la integral 
tb+q 
)b f(x) dx quede compren 

dido, cualquiera que sea q;;:,,O, y 9ara b>N, e:i.1tre -E y +E 
o sea: 

)b+q )b+q r r 

-E,< b f( x) dx -- f(x) dx - af(x) dx < e 
a 

• • • 

,Ahora bien, si q croco indefinidamente, la 

quedará siempre comJJrendida entre las ca...-itid&d.es 

(b+q 
Ja f(x) dx 

(b 
) a f ( x ) dx - E. e 

de manera ~ue su diferencia es tan }Jequeria como queramos, y .i.Jor 

tanto es evidente que: 

rt+q 
Ja f( xj dx tiend.e a un l!uü te dete.r. 

mina.io A cuando b y b+q aumt:-ntan j_nd.ef' irlida;:¡ente. 

Hemos considerado sólo E;l extremo su,.E:::ricr de la inte 6 ral 

come infinito, ~ues los otros casoa que se ~res8ntan ~ueden ha­

cerse caer f~cilmentb en el anterior. 

1.2 EXTREMO Ii~FEFi.IOR INFINITO. 

S b~f'(x) dx = lim sb f( x) dx 
-ce a~ - ro a • 

Las consideraciones del 1.1 son vJlidas para este caso. 

1.3 AMBOS EXTR.EMúS 30~,¡ !},FINITOS. Entonces la ir1te3ral -

se seyara en doa intee::,ralé:S: 

s_: f ( X) dx :.: s_: f ( X) dx + s : f { X) dx = 

= lim 5º f( x) dx + lim (' b
0
f( x) dx 

u--t -ro a b-+ ro .) 
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las cuales caen en los casos anteriores. 

Ejemplo: 

Íoo 
dx 

- 1 + x2 

CD 

= limjº 1 
a-, - a 

dx + 
+ xª lim 

- ang tan ( - oo) + ang tan oo = TT 

1.4 LA LJTEGRAL r~. Vamos a estudi~r esta inte-

gral que va a servirnos para fundamentar un critLrio de conver-

gencia; si en ella co11sider&mos p constante y a.,.. O, para que 

el integrando no se haga infinito y además 4ue la función con­

serve un mismo sibno cuando x --4 oo; la integral auxiliar se-
, 

ra: 

..... b 
l dx 
\ -
\ xp 

-'a 

1-p b 
l - p 

l-p 
a 
1 - p 

Log b - Log a 

SÍ p f 1 

si p = 1 

Entonces si p > 1 y b ~ oo la :integral vale: 

1-p 
a --,:-
}.-; - 1 

es decir, converge. 

• 

Si p <:i .y b _.,. oo la integral diverge; y si p = 1 y 

b ~ co la intef;ral también di ver ge. 

Por consiguiente 1-)cdeuos afirmar~~ inte6 ral pro_¡Jues-

ta 

00 
( dx 

J xp 
a 

converge~ p >l l diverge cuando pfl. 

1.5 GRITERIG DE CONVERGhl~CIA. 2..1 f(x) es~ función --
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~ual,!llliera que ª1_ multiplicarla por ~, m p = eonst. > 1, ~ 
fine una función ff(x), ªzºt~da ~ el intvrvalo (a,__El, cu~ 

b .._:, ro , entonces la inte¿,ral es absoluta1.18nte 

convergente. 

,Esto se justifica fácilnH:aite pueGto c1_ue xp f( x) = 4'( x) < L 

siendo L el extremo superior de <f( x). 

y como Les consta11te y la inte~ral ea d~l tipo y& vi5to y p >l 

la integral propuesta conver6e. 

Por ejem:i,:ilo: 

converge :puesto que <f ( x) 

val o ( e, ro ) y p :., 1. 

cos ax = 1/xé + 1 

e >O 

es acotada en el inter-

Por otra pa,rte, si existen un núr:iero 1_. :.§'l ;¡_ una constante 

12osi ti va A, tales g uc.: E;;l proclucto (f ( x) = xJ::J f ( x) > S: ,para toda . 
x :>a > O, entonces la inte,:i,ral 

~CD 

Ja f(x) dx 

:...Jorque: --- ; 

( b b ~b 
f(x) dx ~ q(x) dx ~ ___1,, dx 

t dx = > = A ¡ 

xP xP ) xP 
"a a a a 

y como A es una. constét.nte J.Jositiva, y la. Últi;Ha inte6ral tien­

de a infinito, vor 1.4, la inte¿ral de f(x) también tenderá a 
infinito. 

Ejemplo: 
r00 a \ 11: x 2 

)ª>º 

dx = 
... oo 
' X 

\ ll/x2 

Ja 
1 

1 · 7T dx dx 
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como /f J/xlf '""7- oo cuando x -4 co , A puede hacerse tan 

grande como se quiera y aé:i.emás P< 1, la inte,;ral es divergEm­

te. 

2. INTEGRANDU H'Fli.~ITO. Sen tó.:,,bi.Jn considt1rá.da.s como in 

tegrales infini t2.s aquell-=1s con extre;:¡10E finitos 1Jero cuyo inte 

' grande se hace inf1:i.1ito para él6un valoi" del intervalo (a, b), 
Consideraremos los casos sie;uieütE::s: 

2,1 Ei.. IN T.2.GRAt:iDO SE 
RIOR. Si f(x) es acotada e 

con e >o, .i:)tro f(x) -4 
CD ' 

HACE INFINITO PAAA tL Ex.TFJ;.ivíO 

intE-grable en todo :i.1itervalo 

cuando 

= 

X-4 b, se dice 

,b-8 
lim J.a f( x) dx 
~ o 

q_ue 

su?.E-
( a, b-8) 

Esta intec;ral .r,uede téú:bl.én f)r8!lc:YJtar ccalquLer&. de los -­

tres as1,ectos siguientes: ser convE::r~et::.te::, d1.--1er5éntE; u oscilan 

te. 

Ejemplos: 

1-9 .1-@ .. 1 

\ 
) /1 

dx 
- X 

l . \ dx = lii.l ~--e--4 O y ..1. - X 

r ,----- 1 
= 8~1~ ! -2/1 - x Jo 

...-o .. o 

es convE::rgente. 

ro \-8 dx . dx -- - lim --, x2 - . x2 
J_l e~ e -~--1 

es di.vergente. 

lirn. [ 1! 
~ o [ 

2 

• 

2. 2 EL INTE·JRAi:JD~ SE ItACE INF INI Tv t J..RJ.. EL E.ATR.SI-10 H-IFE­

RIOR. En este ca.so la ir_1te,:5ral quedé.. definic-a :por: 

l.b 
= lim f(x) dx 
6--4 o a+E 

en el supuesto de que la f{ x) sea acotac".a. e int60,rable bll todo 

intervalo < a+8, b j, con e> o. 
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EjempJ.ot 

Supondremos O< b< l 

, 
. r.J.. dx 

== l¡l'!J. ~ e~ O x/xB -
... +e 

b~ = 

= lim # rang 
8-:o O I_ 

1 b ~ ~1--sec b - a.ng see 

1 1 
b a.ng sec r 

~.3 31 el integrando se hace infinito en les dos extremos 

se SPpara en dos integrales de los tivcs ya vistos. Es decir: 

h 

\~f(x) dx = lim 
.., a E·-t 0 

[ 
r. - r b-S' 
J f ( x) dx + lim \ f( x) dx 

- a+e t'-+o -· e 

con @ y 8' tendiendo a cero, pero inde}/sr..dientes. 

Ejemplo: 

rl 
dx 

\·. --­n-=--x2 = lim j: ang sen (1-S)··¡ + lim f-ang sen (-1+8')]= 
s~ o. J e~ In· 

Tí 

2 .4 INTEGRANDO n;? INIICJ EN UNO ~ VARIOS :C'U}~Tv3 DENTRO DEL 

INT.h:RVALO. Vamos a ccnsiclerar el caso más sencillo, es decir, 

cuando el inte¿;rande se hace inf'initc para un solo i-:,unto del -

intervalo. --- :. 
Supongamos que s·e trata de inteé:S!'ar la funciÓ.n f( x) en el 

intervalo ( a, b), pero que f( x) -4 ro cuando x ~ e, siendo -

a< e< t. Entonces dicha funcién sélo podrá integrarse en inter 

valos que ne contengan al punto c • 

.r'or definieién se tiene: 

= lim 
s--o 

c-e 
( a f(x) dx + lim 
J 840 

b l f( x) dx ~+a, 

Con c. >O y. e ' > O 1 f . . t t .. . d d. t e e n ini amen e ]:.iequenos e :1.n epen 1en es. 
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Ejemplo: 

f 
,. -81. si dx dx lim 
i dx lim 

~ = j~ ..¡. 
~ = 

-1 Ei---.c -1 82~0 e2 

, r·· r -¡l 

= lim l 3x1/s -1 + .Llm ! 3x113 1 = 6 
ero 82~0·- Jee 

2.5 LA INTE.GRAL -------- Vamcs a v8r bajo que con 

diciones esta integral (cuyo inte¿rando se ha.ce infinito para -

el ex~reJLc SU{Jericr) es conver¿8nte, en el su._Juesto de que p es 

0onstante; para ello int~~remos la inte¡ral auxiliar: 

dx 

(b - x)P 

}

b-@ 

(b 
a 

dx 

1 
1-p )1-p 

- a 

Log ( b - a) - L0g 8 

s1-p j 
si p-/ 1 

si p = 1 

Si p < 1 y E --~ O, la intE::gral convE::rgb al valor: 

Si p >l y 8 --¿o O entonces la intE::gral divE::rge ya que 
--- :. 

• 
Y si p = 1 tam"bién diver¿t:; la inte6ral ... juesto que Log S 

tiende a - ro cuando e -~ o. 
De lo anteriormente eXJ>UE::sto se concluye que 1:§: integral 

rb 

\ 
dx 

; ( b-x)P 
.J a --··--

Vamos a utilizar este re sul \ado i,Jara obtbn&r un criterio -
, 

analogo al de las intt:grales con extre;;Jo infinito. 
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2.6 CRITERIO DE ~úNVERG~NCIA. §l ~ ~ intetSral 

):r(x) dx, tl integrando ~hace infinito cuando x = b, ~ero 

, 
~ pueda ~ multiplicado ~™potencia p = const. < 1, del 

binomio ( b - x), obteniéndose así ~ nutva func~6n (f( x) ~ -

.resulta acotada ~ 61 int0rvalo (a, b), cuanclo x ~ b, enton­

ces la intebral kro~uesta converge. 

Porque si ( b - x)Pr{ x) = q; ( x) < L, siendo L el extremo su 

pt:rior de (V { x) y p < 1 se tiene: 

.... b-8 

~ f(x) 

a 

dx 

= L 

rb-@ 

)
. ~( x) 

( b - x)P 
a 

(p-e __ dx_ 

Ja ( b - x)P 

dx < L dx = 
- x)P 

~ , 
y como Les un numero finito y la ultima inte 6 ral conv1:;rge, i,UE:~ 

to que ~ < 1, nuestra inte 6ral tarnuién convt.rgt::. 

Ejemplo: 

Considereraos la inte~ral: 

1 r dx 
j /1° - X3 

o 

, en l& cual el in-

tet5rando se llc,ce infinito ~~ará. el extremo sup1:;rior. Se f.JUbde -

escribir como: --:. 

dx 
, de w.dnE.:ra quE: 

/i+x+x2 

y como ½1 ( O) = 1 

gral converge. 

y i...O( 1) 
' 

= 1/;=j 

'-5 ( x) = 
1 --- ~=== /1+ X+ x2 

• 

y ad&más p = ¡ / 1 2" , la inte-

Si en la inte6ral 
b 

~af(x) dx, el inte¿:,;rando ~~ hace in-

finito para ~ = b, J.. existen un nÚi-.6ro p ~ 1 -;¡_ una constante -

positiva~' ~ales .9.~ el producto C\ (x) = (l2__::2~f~.LL~, 
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cuando x ~ b, entonces dicha integral es divergente. 
', 

Puesto que: 

b 

~ f(x) dx 

a 

= dx > 
b 

\ A dx 
j (b - x)P 

a 

= 

y como A es const. > O y la úitima integral tiende a oo, pues -
pi i, la integral de f( x) también 'tenderá a ro • 

Ejemplo: 

\ 1 dx 
_) 0 1 - x3 El integrando tiende a infinito cuando x-4 1 

Podemos definir a Cf(x) como: 

1 
'-\' ( x) = ( 1 - x) f( x) = 1 + x + xé cuyo menor -

valor es -! , además p = 1, por lo tanto la inte 6ral diverge. 

En el caso que el inte¿;rando se l.1.aga infinito ,bJara. el extr~ 
mo inferior entonces ~(x) se definirá como f(x)/(x - a)P. 

Por Último si el punto singular de f(x) es c,siendo a~c~b, 
r entonces se separara en las dos integrales siguient&s: 

e 

(J ~(x) dx + 
( n - x)P 

a 

b 
( W<x) dx J {x - c)P 

e 
--,..f . . ,, ... 

con (R(x) finita cuahdo x ~ c. • 

3. INTEGRALES DOBLbMENTE GENERALIZADAS. Algunas veces -
una misma integral puede presentar los dos as~ectos estudiados,· 
es decir, tener algún extremo infinito y llegar a ser el ·inte-· 
granda infinito para algún punto 'del intervalo considerado. 

Supongamos que en el intervalo (a, b) la función f(x) tie-, 

ne un punto singular para x = c. Entonces se tiene: 

~f( x) dx + )~ f( ~) dx 
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La primera integral del sebundo miembro ~s del ti~o estu­

diado en el número 2, mientras que la segunda es del tipo estu 

diado en l. 

Ejemplo: 

r a:, 
\\ a-1 -x x e dx 
JO 

~
oo a-1 -x 

x e dx 
l 

con o <a. 

Si f(x) presentan ~untos de discontinuidad y uno o ambos 

extremos de integración son oo, entonces la intb5ral se ~esco~ 

pone en n + 1 integrales.· 

4.1 P:rt0.PIEDADE3 DE LAS I~7T.EGRALE5 GhNI.RALIZADAS. Las in­

tegrales generaliza.das ccnv6rgentes tibnEm muchas de las fro-­

piedades de las intet;Y'ales ordinarias, ya ei.ue lé:.s vrimera }'Ue­

den ser consideradas como limite de e:stas Últimas. 

Vamos a considerar alisuna.s de dichas propiedades. 

la. La integral de una función multipJ.icada J:)Or una cons­

tante, es igual al ~roducto de la constb.ntE: i,or la integral de 
1 ,f' • , a .uncio~. 

Esto deriva de la propia definición pu6stc que: 

~~ k f'( x) dx -

-- -;f: 

(bk lim \ f( x) dx 
r:,---4- CD Ja 

k lim 
b-+co 

= lim k 
~00 

k 

2a. La integral de una función f'{x) en (a, b), cuando el 

1nterválo ha sido diviaido en varias ~artes, (pvro en nwnero -

finito), es igual a la suma de las inte:gl'ales en cada f,Jarte. 
Esto es: 

b 
( f(x) dx 
Ja 

siendo e, d, ••• k, números comi.JPendidos en el intervalo ( a, b). 
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Si suponemos que el extremo su~erior tiende al infinito, -

entonces las primera inte 0rales del se:gundo miembro no .f.,resen­
tan dificultad alguna y sólo la·Jltima se transforma en: 

\ 
00 f( x) dx la cual es igual a 

... k 
)

b 
lim f{ x) dx , cuando b---4-co 

k . 
y por tanto la inte¿ral pro~uesta seguii~ existiendo. 

En forma análcga resu_;_ta que si f(x) SE:> hace infinita para 

el valor b (por ejehl~lc), la integral vale: 

( cf(x) dx + 
)a 

+ •••• jb-8 
+ lim f(x) dx 
8~ l{ 

• 3a. La suma de las int~grales de dos o mas funciones, to-

madas entre los rilismo extremos, es ig,ual a la inte6ral de la su 

ma de las funcionBs. 

Se tienen las funciones f1(x) y f2(x) tales que fi(b) 

igual a ro y también f2( b) = oo; entonces 

( b \b -b-8 rb-8 
\ f 1 (x) dx + fe.(x) dx = limJ f 1 (x) dx + lim \ · fe(x) dx= 

1 ~o e~o) Ja ..,,. a a . a 

--- f. 

Lo que no se 1Juede 
sea igual a la suma de 

): [rie x) + fe( x)J 

= lim f.J.. x) dx + [ )
e-e 

)
b-8 

Í2( x) 

= 

= 

8--+o a a 

r b-8 1• 

lim J\ a lf2.( x) + fe( x)] dx = 
8-~o 

afirrnar es c:¡_ue la inte6ral de una 
las integrales, 6S d(; cir que: 

dx = r af1(x) dx + )>•(x) dx 

• 

suma 

~uando alguno-de los extremos es in~ inito o el ·integrando se -
1.ace infinito ¡Jara algún valor del intervalo, ya que puede la -

integral de la izq_uh,rda conv~rgir sin que cá.da una de las de -
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la derecha lo ha5an; pbro si se saoe que una de las inte¿rales 

de la derecha convbrge, así e.orno la inte¿ral de 1~ iz~uierda, -

entonces la otra convergerá. 

4.2 CALCULO DE LAS n;Tf.GRAUS GEN.i.RA1IZADAS. Veamos a.ho­

ra como se calculan las i11 te~r&,le s 6Gnerali 7adas. 

la 

a) .tara calcular una int8tSral dbf inifü-~ ordinaria se tiene 
, 

formula: 

b 
( f.( x) dx 
Ja . = F(b) - F(a) 

siendo f ( x) -~o;:itinuE.. ~.1 ( a, b) y F( x) una antideri vada de f ( x). 
Esta f Órmula puede generali zarst: _para las integral~ s infinitas. 

Su~ondre1i1os que 01 integnii.1do f( x) se: ht;ce: m ¡.;ara x = b; 
entonces IJOr la definición de intee,ral 2,t-n0rEúizadéi SE; tiene: 

) b b-S r J 
. ~f(x) dx = lim ( f(x) dx = lim 11•,(b - E) - F(a) 

o e-H' Ja e~ o L 

Este límite es i~ual a F(b) - F(a) en el su~uesto 

de que F(x) s0a continua para x = b. 

Si se trata de una integral con extremo su-"'-:.rior infinito 

y en la qt~ t~nto la funci6n f(x) como su antiderivada F(x) -­

sean continuas para todos los vc:1.lores de x, .1:-•or grá.ncle que sea 

x y además que F( oo) tenga. un valor bien füdinido, la intesral 

valdrá: 

(
00 r(x) dx---~ ,lim [F(b) - F(a)j = F(oo) - F(a) 

J a e--:,,, m 

1?) La'integración por de&composición también SE:: utiliza 

en lt:,s integ,rales ¿en-er~lizaclas, porc1ue si f(x) = f 1 (x) + fs(x) 

se tendrá: 

= + 
rb 
\ f ~ { x) dx 
Ja 

y si se trata de una inü:gra.l infinita., sea con extn-.;.nos infi­

nitos o con intebrando ~nfinito, par~ cierto v~lor del intbrva-
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lo de integración, si al tomar los l.Ímites dos de las intt.¿;ra­

les anteriores resultan convergentes, la tercera necesariamente 
, 

lo sera. 

e) La integración por ~artes es también aplicable a las -
integrales generalizad&s bajo las si¿,uient&s condiciones. Si -

f 1 (x) y fa(x) son dos funciones ~ontinu~s en (a, b) y sus d~ 
rivadas f{(x) y f~(x) sólo contienen puntos singulares ais­

lados, entonces: 

siempre que al to~ar los límites, según lo indica la definición 

de la inü::gral infinita, dos de los tlrminos de la ¿cuaciÓn an­

tbr1.or se aproximen a un lÍmi te, pues entonces la tvrce,ra tam­

bién se aproximará y 1.Jor tanto la int0 6ral .t1l'O,¡JUE:: sta tendrá sen 
tido. 

d) El cálculo de las integrales ordin&rias 9uede efectua~ 
r,e mediante un cambio de variable, esto es: 

dx = 
.~ Uta 

, r ~~\ ( u) 1 t.f , u ) 

J Ui 

du 

siempre que f ( x) = f ~-\' ( u)] sea continu&. en ( a, b) y su deriva­

da L\'{u) también sea continua y diferE::nte de cero dentro del -

intervalo {ui, u2). 
Si consideram-GSiahora que, la función f( x) va a intesrarse 

en el intervalo (a, b) de x o en el (u1 , u2 ) de u, y que al~uno 

de estos cuatro extre:.¡1cs es infinito o el inte¿,rand.o se ha.ce in 

finito ~ara alguno de ellos, se tiene: 

\ b=lf7( u2) 

j f( x) dx 

a= Cf( U1) 

= 

rus 

\ f [ ½ e u ) ) ls , , u) 

Ju1 
du 

y si al tomar los l:í'mites la yrimera integral conve,rge, la segun 

da también tendrá que converger al mismo límite. 
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5. INTEQ-RALES UNIFO?J-.IEMfNTE CO:W.EiR.G.5NT.ES. ~uando se tie­

ne una funcid'n de x y de un .c1arifmetro w, que designaremos por -

f( x, ro), su integral def·inida de a a b :i::,úede sE:r integrada y dJ; 

ferenciada bajo el signo de integral, con res~ecto al ~~rámetro 

w, siera:µre que f(x, w) sea una función continua de x y de w en 

los intervalos respectivos ( a., b) y ( ID o, w1 ) y además que la -

derivada parcial de f( x, m) con res.t:-'e cto a e~) exista y sea contJ; 

nua. 

De manera que las re6 las de la intebraciÓn y derivación de 

las integrales se aJ:,lican cuando la función satisface los requi 

sitos ya indicados y además ~ue esté acotada en el intervalo de 

integraci6n y con extremos finitos. 

Estas re 6las pueden a~licarse a las int~gral&s generaliza­

d.as siempr·e que ellas sean uniformement... convergEmtes. 

En seguida dire¡nos que se enti&nde .f!Cr inte6ral generali­

zada uniformerueni..e ~onvergente. 

5.1 a) Con extrE::rno su~8rior infinito. 

Una integral conver6b urüfcrmümt:::ntE:r cuando ~ varia en el -

intE::rvalo (roo, ill1 ), s~ ~ todo número ~ositivc ~' por ~ueño -
, 

gue sea, ~ le ¡:.,uede hacer corres+-ond(:;r~ un numere M, indepen--

di8nte de !.'2, tal g_ue cuando m > M y_ para todoe.: ]-os ~res de .Q?, 

P.8 tenga: 

b) Con integrando infinito, ~or ejemplo para el extremo -

superior. 

Lª-: integral cc5rivvr,;,.,e uniformernentE:; cuando ~ varÍ§: dentro e­

del intervalo ( Wc,, w1 ) ~i ~ !,odo número 1-·0E:,i tkvo ~ por pegueño 

que~' ~~ le puede há.cer corres;eonder otro número ,eositivo !{_! 
independiente de ~' tal ~ cuando O <9c <!\' ~ tenga: 

1 ( °b f' ( X, ro ) dX 1 < 8 
Jb-1( 

5.?. .Para saber cuando una intc;gral es uniformemente ccn-­

vergente ae a~lica un criterio debido a Weierstrass, y que es -

de gran utilidad. A saber: 
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.!&:. integral .2.2.!! extremo superior l!!finito de f~i-.f.tl con­

verge uniformementE:: si es po1:>itle encont1 ar ~ función q ( x), 

que no contt-n5a al i1ará~10tro ~ y_ _Quyo valor absoluto sea mayor 

~~ I f( x, w) ! para valores dt.: x > c::1. ';f_ ta:¡_ guE::: 

Para demostrarlo considtJrE::mos las c'.ios inte¿,rales: 

roo 
)a I f( x, m) 1 dx y 

l'ue1:>to que i,~ra cu&lquier valor de m en él intervalo (woID;i.) 

y j_Jara x> a, lr(x, w) 1 .l.. !~(x) I, si la St;gt!nd& intt:¿ral convE::r­

ge, la .'.JI'ih1c;:ra. indt.idabl8rnEmte; c;Ut; co:::-.v6r;"::,erá, ya que: 

, 
De manera analo¿a, 

Si la función f( x, ~ es inf ini te~ _Qtw.nclo x = b, st: inte---- --
El:ªl conv6rgerá unifor,nE::mt:ntE: sh:rn.J:.: 8 que exist~ una funci6ri -

i:[12cJ. 9,ue no crmtengc.. al J.:aráwe tro ~ 1l. sobn: .. ase, E::n v&lor· ab­

soluto ~ lf{:;~. w)I -<,ar~ j:,oC:os l.os v~ ..... orE:!s de ~ &n ei intvrvalo 

(w", ~ y_ para los valorE:Js de 25 d& (a~ x ¿ b), JI. tal 9,ue: 

(b\C\'( x) 1 dx Ja . , 
--- : . 

5.3 fRul-I.E.DADES. Vamos a citar algr,nas ;.,ro.i:-iedades de las 

into ¿rales generali :,..adas unif orrnementE: convl:r¿Lnte s. 

l'ara ello consid.E-remos 

0( ru) 5~ f(x, w) dx 

y suµonga1w)s que f( x, w) es funciÓ,,. continua de x y de m .1:..lára -

todos los valor~s de w en E::l int~rv~lo (wo, ~i) y de x en (a,roJ 



- 22 -

~~:(unción continua fil!1 E§:rámetro ~ todo intervalo donde -

~convergencia~ uniforme. 
Demostración: 

~(w) = )a:, f(x, w) dx = 
.a 

= 
((J) \ re x, w+/l(J)) dx 
Jb 

l1Í) ~ \ ~)< x, 0>+Ílw) - f( x, rol} dx 1 + 1 ): f{ x, w+&>) d+ 

+ 1 SJ< x. ") dx 1 

Si 'b <::s suficientl,;nente ¿rande entonces 

pa1·a todos los valores de w dentro del intt..rvalo (wo, w1 ), por -
ser uniforruernente conv0r 6 1;:;.1te:. Como la 1.nt~bra.l finita 

~:f(x, "') dx "ª función continuad~ w, tomando /S,c:, suficiente­

mente peque.ía., se puede hacer 

y por tanto Ja~f ~ _ _3_~, lueso 0 es una fw:ciÓn conti'nua. 

Como ejemplo consideremos: 

r,·a:, 

\ cos __ wx dx 
i xl1 ~1 

con p> l. Esta intee;ral E::s uniformemente 

convé:rg~nte en cualq uü:r inté:rvalo ( Wo, w1) de w ya que a1Jlica_n 

do el criterio de Weierstrass tenemos: 



sie~~ la segunda integral converg~nte cuando p >l. Lue¿o la -

integral propuesta es función continua de w en cualqui~r intur­

val@. 

~omo un segundo eje,mplo 1...iodemos dar la integr'al: 

~
co sen wx d 

1 + xé . x. 
l 

Esta integral también es uniformement6 

converg&nte en cualqui..,r int~rvalo dt: va.ric,.ción de w ya que: 

.... co 
l sen rnx 5. 
\ l + xª dx 
..11 

C' 00 
_"""d __ x--= jl 1 + x8 

Come la segunci.a inte 6rd.l es convergente, la ¡:,rimt:r& resulta. uni 
formemente convorgt:nte, y ~-:ior tanto de,f ine una función cont1nue. 

de w en cualquier intervalo de variación. 

2a. Si ~ intE,gral i:if ini ta convert'ie t.nifor:o.emente en -
un intervalo finito (w-,, w1 ), J¿uede ~ intE-;z.rad.s. en d.icho in­

tervalo, .2.Q!l. respecto -ª ~, baj; el signo de _ir..tc 6 ración. 

SÓlo lo demostrare.nos :¡;ara ei cé.Lso en que el intt:grando se 

haga infinito ~ara el extremo su~erior b. 

b )~f ( x, (;)) dx • Sea la inteE:;ral 

IntegrRndc con resyt:cto a ru entre los extremos Wo y 

91 y siendc e un nÚl!lero cualquiera com¡.il'endido entre; a y b, -

se tiene: 

~\(x,w) 

---: 

~ \e x;ro)dx 

rW:i. r· re "'Wi 

j /( x,m) 
1 

) 00 dx - drn dx + \ dw 

C.)" a Wo j Qo c 

\\x rCD1 r(l)l. 
\\( x,m) = , f(x,w) dw + J dw dx 

\ 
. a ,J Wo mo .,J e 

La Última integral cuando e -~ b, tiende a cero, })ues por 

hipótesis converge uniformemente, luego 

\):r(x, m) dxl < 'l 
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asi que cuando e --4 b, resulta 

w) dx = 
(' b 
\ dx 
.Ja 

\(l)1 
\ f(x, w) dw 

Jwo 

3a. Una 1:n~t;gral ~_nLralizada, función de un 12arámet~o ~ 

¡;ued~ ser dife:k'8ncia.d.a, ba.Jo el ..§.iono de inte. 2rac1.Ó!!.i_ res.f.,ecto 

.§: dicho parámetr·o, _si tant.2, el intE:¿,rando com.Q_ la deriv&.da g~ -
éste resµer.to §: ~, son funciones continuas g~ ~ ;,¡_ ~, ~ara. todos 

lo.§_ va.lores consitleraclos en les intE::rvalos rE::S.i:J&ctivos, y_ adé­

más e¡_ue }a integral obtenida I!.2.!'.. la diferc~_iae,:..Ón sea uniforme 

ment~ converge~. 

Antes de demostrarlo dire •. :os que una inte 6ral g1::neralizada 

uniformemente conv(:,rgt-nt1;.,, siemfn::: µuede ex;_.1resarse como una s~ 

rie uniformemente conver61::nte de inte6rale s ""ro~.,iarnE.:nt6 dichas. 

}or ejl-mplo, si se trata de una intt: 0 ral con E::.r..tremos finitos, 

pero cuyo intel9'ando se há.¿a infinito pc1.ra el extr6mo superior 

b, entonces se toman los puntos b 1 , b2, ....• bn' que forman -

una serie crecient~ de números que tienden a by se tendrá: 

rb )b1 r· (..\ {ru) ) f(x, ' dx a f(x,w) dx + f{x,w) dx· + w' ••• I 

! 
a b1 

---: . r bn .. 
• . . . + \ f( x,o) dx + . . . . . . 

,.; b 1 n-

Si la integral del primt;r miembro converge :...nifcrmern&nte, 

le rr,ismo acontecerá r,on .ia serie de 1 se6 1.mdo rui0mbro y recípro­

camente. 

Si suponemos en se6uida que ~f( x, w) 
~(;.) 

es función continua 

de x y de m para todos los valorts de x y de w, en los -

intervalos respectivos ( a, b) y { mo, ill1 ) y que la intE::gral de -
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esta derivada parcial converge uniformemente, entonces la serie 

anterior puede derivarse término a término dentro de cada inte­

gral, ya que son integrales· ordinarias y resulta: 

d (~( CL J d 
= dw J.rn 

• . • + 

~b 

\ f{-r 0:\ .\ J,, \ ¡ d" .!\. 

a 

Sbn 

of(x,u:) aw 
b n-1 

bi b2 

~ Or(_x,ro) dx + \ Or(x,w) dx + •• , ::: Jru dLl 

a .... bi 

,.."b 

dx + ••• - \ .)f(x,w) 
• ~ ill dx 
1 

. -'a 

y 8sta Última integral es uniformemente convergente como la se­

rie. 

, 
Asi que: -d __ 

( (! ( (.:.)) = 
dw 1 

...h 

\ cf(~.w) 
J oc.o 

a 

:ix 

Si la integral gtmeralizada tiene su extre!Ilo superior infi 

nito, las derr:ostraciones de las dos :pr-01:iedades anttriores son 
'·1 , 1 1 ana~cgas a .1..as qu8 se hicieron para e caso de~ integrando infi 

r..i to. 

Ejemplos: 

., 1 

.J..} Jco 

COS C)X ------.,., 
1 + :X'° 

o 

dx. Enta intt:l:';;ral converge uniforrn~mente 

~-:. 

pues aplicándole el crj_ ttc,r io de Weierstrass vernos que: • 

\ o:, COS CüX 

i 

dx 1 
~ 

1 + x 2 

'"'O t 

dx 
+ xs 

para cualquier va:i.or de (;,); corno la s1:;;gunda inte.gral converge, -

la 1Jl"imera que es función de w ccn:vergerá uniformemente en cual 
quier intervalo de variación de w, por tanto es función conti­
nua de dicho parám{:,tro. .i. or otra :;;,art8, 



coa mx 
1 + :,c:"I y 
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~ (ººª wx) x sen mx tú; 1 + x 2 = - "'! + x2 

aon funciones continuas de :-~ en el intervalo ( O, co) y de m pa­

ra cualquier int0rvalo. 

Por todo lo anterior la ecuación: 

d 
dm = 

00 J x sen mx dx 
1 + x 2 -

o 

es válida. 

. e-ax )

,00 

dx suponiendo a> l. Fara cerciorarse de 

o 
si esta integral converge ltt. comparan;mos con dx. 

Asi que como -ax -x e < e siem1.;re que a> l y como la segunda. 

integral es convergente, la primera que depende de.§, converge 

uniformemente _para cualquier valor de a> 1, luE.:f,O es función -

ccntinua y pued8 eer dife.i.E:nciada. con r&s1_,ect') a _§. 

Ejecutando P.sta opbraciÓn n-1 veets sE:J cbtiene: 

n·-1 
X dX = 

l • 2 • 3 • , , , • , , ( n-1) 
an 

y haciendo a -- l y n ~mtero, se obtiene: 

\
00 

e-x xn-l áx - 1.2.3 ....... (n-l) 

,1 o --- ~-' 
= (n - l)! 

• 
la cual tiE:ne una ¿ran 1;:n..Jor·tancia como lo veremos en tl siguien 

te capítulo. 
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CAPITULO III. 

INTEGRALLS E ULERIANAS. 

Euler estudió por }Jrimeru vez cierto tipo de integrales ~ 

neralizadas, con motivo del problelilü de le. intbrpolacidn de la 

función factorial. Por tal 1:1otivo Le6uiCi1·e las denominó FUNCI,S¿ 
N.t..S EULE.RIAHAS de primera y eE:lgunda especie, designándolas res 

pectivamente con las lE.:tre.s B y r . 

l. LA FUNCION BETA. La función Beta q integral de prime­

ra especie, es una intt:::gra.l definida. que depende de dos .paráme~ 

tros, a saber: 

B(a, b) b-1 
- x) dx ( 1) 

Esta función cuyo 1nt1;:;5rando se bEt.ce infinito tanto para -

x = 1, cuando b <l, como para x = o, cuando a< 1, va a ser ana­

lizada a fin de ver bajo que condiciones eE conver3~nte. 

B(a, b) + ~
l 

a-1 ( )b-1 x 1-x dx 
e 

siendo o < e < l • 

A la primera int.e~sral del St.:; 6 undo mie.rabro le a1;licamos el 

criterio 2.6 (pág. 14) 
--- !. 

) b-1 ::--. dX = 
_ x)b-1 
1-a dx 

X 

y vemos que conver¡;:;.s siem;,re que 1-a < 1 • •. a') o y ya que -

(f(x) = (1 - x)b-l es acotada en (o, e). 

AplicándolE:l e 1 :uüs@o cri tt::rio a léi. s0 gune.& inte\::-;ra.l se ti~ 
ne: 

~ 1 ~l ~ - a-~ 
xª-~ (1 - x)b-l d! = __ x_---=-_,... 

(1 - x)l-b 
e e 

dx 
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Esta también converge si -b+l < 1 • • • b> o, pues la 

(_f(x) = xa-1 es acotada en el intervalo (c, 1). 
En resumen, la función ( 1) tiene sentido con tal que a> o 

y b > o. En el caso que a~ o o b~ o, la integral es diver­

gente. 

1.2 CONVERGENCIA mnFO.RME DE LA FtJNCI;JN &TA. Supongamos 
ahora que a y b van a v&.riar en un intervalo positivo (S,a) 

y(~, b) respectivamente. 
Entonces 

B(a, b) = ~:xa-l (1 - x)b-l dx + ~>e.-l (1 - x)b-l dx 

Estas dos integrales convergen uniformemente pues en vir­
tud del criterio 5.2 (pág. 21) se tiene: 

( 1-x) b-l dx < b-1 - x) d:x: con o(. e< a 

e 

~
l a-1 ( )b-1 < \ 1 a-1 

X 1 - X dX J X 

c c 

n-1 ( 1 - x)-l dx con o< I\.~ b 

Cowo los segundos miembros de las desi¿ualdades anteriores, 

son integrales convergt::-:.ntes, los ~riffieros corres_µonden a integr-ª 
le s uniformemente convergE-ntes. 

?or tanto la funciJn Beta es una inte::2,ral uniformemente .QQ!! --- ; vergent6 y posee laapropiedades que de ello derivan. 
• la. Es función continua de a y b cuando a> o y b > o. 

2a. Fuede ser int0¿r!:Jda., bajo el si6no de integración con 

respecto a a o ~' en cualquier intarv~lo positivo de dichos 
parámetros. 

3a. Tambi8n E;;S .difE:irenciable::, bajo E.:l signo de inte¿;raciÓn 

con respecto a los parámetros a o ~ en cualquibr punto -de in­
tervalos positivos, pues la intesral que s6 obtiene al hacer esa 
diferenciación és uniformembntc convbrg~nt~. 
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1.3 PROPIEDADES DE LA FUNCION BETA. 
la. Si en la exyrbsiÓn (1) hac&mos x = 1 - y, dx = -dy 

B(a, b) = \
1¡1 _ y)a-1 Yb-1 dy = 

-o 
B(a, b) 

o sea B(a, b) = B(b, a) (2) 

lo que nos demuestra que la funci6n B(a, b) e:s simétrica respe_2 
to a los par1:1met:t·os. 

2a. Supongawos que uno de los parimetros, por e:j., el b -

sea bnte1·0 y rnayrJr qu& l. Entonc6s intEJ¿rando por parté:·s la -­
expresión (l) da: 

-1 

B(a., b) ( 1 ~ x) b1 + )b-2 ( 1 - X dx 

-o 

B(a, b) = 
b - 1 -- B(a+l b-1) 

a ' 
(3) 

3a. Pero si a también es entero y se 6uimos la integra--
. , 

cion en la misma formas~ obtiene: 

B(a, b) 

o bien: 

= (b - l)~b - 2~········2·1 
a { a + 1 ( a+ 2 • • • ,. • • ( a+ b-1 ) 

B(a, b) = Íkill_l_Q;]ll \a+E=TJ. 

1.4 ALGUNAS---oi:t~S FO~.~s DE LA FlfüCivN BETA. 

(4) 

¡J.) Si Em la eX_iJl'éSÜ)ll (1) hétCE:IDOS X - ;f. 
- c' dx = 1 ·iy t y 

e 

para x = o, y = o; pa.rc.1. x ::: 1, y = c, substi tuye:ndo: 

B(a, b) = 
1 

a+b-1 
e 

b) Haciendo en (1) X = y 1 + y , 
1 

1-x=l+ , y 

( 5) 

dx - dy cuando x = o y= o, y cuando - ( l + y)li" X = 1, y = (X) • -

J 
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Por tanto queda: 

B(a, b) = 

CD 

J (1 ! 
o 

a-l 

y)a+b dy (6) 

o) Dt: ( 6) 

rl a-1 r 00 a-1 
B(a, b) = Y.. dy + jl (1 

Y.. dy )a.+b + y)a+b + y 
o 

Si en lo. Última inte;3ral del sbgundo mi&mbro, substituimos 
1/y, los &xtremos 

, 
1 se obtiene: a y por nuevos seran y o y 

r,1 
a-1 

r,1 
b-1 

B(u, b) = dv - dy 
+ y)a+b 

., 
+ y)a.+b 

o 1 

B(a, b) 

1 j Ya-1 + Yb-1 
= ----~---,..- dy 

( 1 + y) a+b 
o 

lo que viene a ratificar 1~ simetría de Beta. 

d) Si en la expresión ( 1) supon0mos a = b, queda.: 

1 

B( "-, a) = ~ [ ¾ - ( ½ - x) • J""-l dx 

--- f. o 
• 

y como el int0grando ef..' símÍtrico c. partir de ½, y haciendo 

½ - x = ½0 se obti0ne: 

B(a, a) = 2 ~11 -(½ - x)•Ja-l dx = 

1 
\ _i ( a.-1 Joy V l - y) dy 

{ 7) 
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a!- 1 B(½, a) ( 8) 

e) Un nuE:vo cambio de variable en (1), haciendo x = sen2 9 
nos conduce a: 

B(a, b) = (9) 

Si 2a - 1 = m y 2b - 1 = n la (9) da: 

½ B(m;i, n;l) (lüi 

fórmula do une. 5rF .... n EtplicHciÓn, esp6cL::tlr:icnte cuando se expresa 

en función de la función Ganm1a., · como veremos r.Lde la.nte • 

2. LA FUNCION GAMMA. La función G,.:..mr:-i.::. o funciÓr.. euleriana 

de segunda esl,JbCiE; esti dE::f inida e;n 11:: forrnL~ si¿uientei: 

r (a) ( 11) 

Es una integral doblemente genbralizc.de.., es decir presenta 

los dos aspectos: el extremo superior üS infinito y además el -

integrando se h::--,ce infinito :r;::.arr.:. el extremo inferior, cuando o.<l 

Para amlliz,2.r su cor:.v¿;rg1...ncia. lé.. d8scompon6mos en la si--:-

guiente forma: 
___ ~. 

~
ro a-1 -x 

X e 
o 

dx )
l a-1 -x ) ro a-1 

x. e dx + x 

o 1 

-x e dx 

Vamos a estudiar la prim1:::rr. intEJgral del se2>undo miembro, 

considerando los treB casos posibl~s: 

lo. Si a = o 
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1 dx > .1 
eiX X e 

• 2o. Si a..:::::o entonces a - 1--<-l • • 1 - a">l 

~ 1 a.-1 
X . 

o 

e-x dx = 51-1: 
eX 

o 

qx > 1 
.1-a e 

J'-

diverge por 2.6 

3o. Si a>o entonces a - 1:..-1 

51 
dx 

xl-a 
o 

. 
• • 1 - a <l 

-x dx e 

1 

= \ 1 dx J 0 x xl-a 
o 

~

l 
dx 

oxl-a 

converge por el 2.6 (pc.:G. 14) 

Si 111 se.:5unda iht66rr:;,l del S6f~undo miembro converge tam-­

bién cuando a ;.o, la intq5ral del primer mib:1bro conv&rgerá -

tJ.mbién. 

\co xa-1 -x j - o dx 

1 

= _ ~ 00 'Ri:l dx 

1 

xo.+l 
Como ín(x) = ---.- es acotada cuando 

~ ux 

,, 
x --+ CD y ademas 

p = 2 > 1, la. integré:~Í corrvcrfSE:: por e 1 1. 5 ( pág. 9 ) 
En resumen: 1~ fun~iÓn Gamma, • definida en (11) converge -

para cualquier valor positivo de a. 

2. 2 CONVERGEi.iCIA U1!IFORME' DE LA FUNCION GAMMA. Considere-

mos: 

-x e dx = )
l a-1 

X 

o 

~
co 

D. , 
dX + l X -.L 

-x e dx 
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Pero 

siendo o <9 < u 

Como esta Última integral que no depende de:l pc.r/m&tro conyerge, 

la primE::ra convergE:rá uniformementb (por 5.2 p&g. 20). 
Por otra parte: 

~
oo a-1 -x 

X e -

1 

dx < sit:ndo A> a 

Como l.J. integral del se:::sundo mh:mbro convE:;rg8, la dE:;l primero -

convergerá uniformem6nte. (por 5.2 pág. 20). 
Sh:ndo la función Garmno. una intE!grc..l unif ormeme:nt-e conver­

gente goze..r~1 de L~s propiE;dades inher1::;nü,s, 2. ss.ber: 

la. Es función continua de -ª para tofü\ a ::;i, o. 

2a. Se puedE:: int8¿r::.r, bP.Jo el si0no dE:: int1:;gr&.l, resp&c-
~ 

to al pare.metro .9: 011 cus.lq_ui6r intE:rvalo db extremo inferior 

positivo. 

3a. Puede s0r diftir-enciadu bujo ~l si¿no d6 int6gral, re_§ 

pecto a~ para cualquier v~lor positivo de ella, ya que tanto -

el integr~.ndo como su derivada son funcion0 s continuas dei a y 

además la inte¿rr:l que s<.:: obtiene por le. difE..re;;ncie .. ción conver­

ge uniformamente. 

2.3 PROPIEDADií;& ELEI·;IL::tl'ALES DE LA FUNCION GAMMA. Vamos a 

integrar por pci.rtes la si~;uientti expresión: • 

e-x dx a -x e dx = 

• • • r ( a + 1) = E I' ( 2.) ( 12) 
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Si suponemos que§ es un número mcyor que la unidad, apli­

cando sucesivamente la int0gración por partes se tiene: 

r (a+l) = a(e.-l)(a-2) • • • • • • (a-n)r (2..-n) ( 13) 

Si ~ es un número fraccionario y D es.-el mayor entero con­

tenido en -ª' entonc(:;s el céÜculo d6 r ( a+l) SE:: reduce a una 

multiplicación y al cálculo de r (a-n), este.ndo 1;1.-n compren­

dido entre o y l. Por tanto bastará éalcular una tabla de -

funciones Gamma, para O~ a<:: 1, 

valor de r (a), para cualqui8r 

Si a es entero positivo y 

forma en: 

y con ella podremos obtener el 

valor del parám5tro. 

n = a-1, entonces ( 13) se trans 

o sea 

r(a.+l) = a(a-l)(a-2)···········?.·l 

r (a+l) = a! ( 14) 

De manera que es muy sencillo deducir e:;_ valor de lé.l fun­

ción cuando -ª: es un número entero pue3 s~: reduce a calcular un 

factorial. 

Así que: 

r' ( 1) = o! 
' 

r (2) = l! = 1 r (3) = 2! = 2 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . r' (n) = (n-1) ! 

Si a es un número n6 6ativo o frf:LccionE~rio, entonces la fun 

ciÓn Gamma puede considerurse como un2. gt.n0raliz&ciÓn del fact_g 

rial. --- ~ 

Si tomamos (12).cooo·deí'iniciÓn, da si5nificado a la ftm­

ción r (a) pa.ra valores nó¿:1tivos, (p1::ro fraccionarios) del pa-
, 

rametro. 

De (12) r ( a) = r (a+l) 
a ( 12 1 ) 

Si -1 < a <O entonces o< a+l < 1, por tanto :r-1 ( a+l) tie 

ne un cierto VC1.lor y podemos as! calcul:;...r los Vú.lor·es de r' ( a) 

para valores de~ en el intervalo abibrto (-1, o). Volvi&ndo a 

ai]J..i~ar ( 12 '), si suponemos -2 <: a < -1, • •• -1 < a+l < o, en el 
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segundo miembro tendremos que utilizar los valor&s d& Gamma del 

intervalo (-1, o) que s& consideran ya conocidos, obteniJndose 

así los valores de r ( u) cun.ndo -ª' varía E:m el inté.rvalo abier­

to (-2, -1). Y así suceBiv~mente. 

Pero si E: es ent(;rCJ negativo y y:::.. qu0 r (o) == O"l (pé.g. 31, 
caso lo.), por la aplicaci6n sucesiva d~ la f6rmul~ (13) siempre 

se llegar~ al vslor obro, y por consiguiente p~ra cualquier va­

lor entGro n0~ativo de .f:, la función Gc.mma se hac6 infinita. 

2 .4 REPRES.Ei·;TACION GRA.FICA DE LA Fm: CION GAMMA. A conti­

nusciÓn se da la. tt-.~bl~ QUE: nos sirvió pa.réi hc.ct:ir la representa-
. ' 'f · ~ 1 r · ' cion E>ra ica. a.e a unc10:n Gamma • . 

En la primera pa.rte se: consideran los valores de .§:, dbsde 

o haBta 3, con interv&los de un dJcimo. 

a 

o.o 
0.1 
0.2 

0.3 
o.4 
0.5 
o.ó 
0.7 

o.e 
0.9 

r ( .,::.) 

oc 

9.514 
4.591 
2.992 
2.218 

1.772 
1.489 
1.298 
1.164 
1.065 

--- ~ 

a. 

1.0 

1.1 
1.2 

1.3 
1.4 
1.5 
1.6 
1.7 
1.8 
1 o . _, 

r (a) 

1.0000 

0.9514 
0.9182 

o.8975 
o.8873 
0.8862 

o. 8935 
0.9086 

0.9314 
0.9618 

a 

2.0 

2.1 

2.2 

2,4 
2.5 
2.6 

2.7 
2.8 
2.9 

r (a) 

1.0000 
1.0465 
1.1018 
1.1667 
1.2422 

1.3293 
1.4296 . 
1.5447 
1.6765 
1.8274 

3.0 2.0000 

La segunda p~,.rt& d;;:; ia. t0:.bl:: 1• c0m1n·0n&L los ve.lares de a 
-; 

de -0.1 a -4, 1.1dm1.Jién c,).v.t intervclo~, de un décimo. 

r (a) 

-0.1 -10.6<J6 

-0.2 -5.821 
-0.3 -4.327 
-o.4 -3.723 
-0..5 -3.545 
-o.6 -3.697 

a 

-1.1 

-1.2 
-1.3 
-1.4 
-1.5 
-1.6 

T' ( a) 

9. 714 
4.851 
3.328 
2.659 
2.363 
2.311 

a l"' (a) 

-2.l -<+.6~6 
-2.2 -2.205 
-2.) -1.447 
-2.4 -1.108 

-2.5 -0.945 
-2.6 -o.889 

a 

-3.l 
-3.2 

-3.4 
-3.5 
-3.6 

r (a) 

1.492 
o.689 
o.438 
0.326 
0.270 

0.247 
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a r (a) a r (a) a r ( a) a r ( a) 

... o. 7 -4.274 -1.7 2.514 -2.7 -0.931 -3.7 0.252 
-o.8 -5.738 -1.8 3.188 -2.8 -1.139 -3.8 0.299 
-0.9 -10.570 -1.9 5.563 -2.9 -1.918 -3.9 o.492 
-1.0 ± CX) ... 2.0 + CX) -3.0 : (X) -4.o + CX) - -

Por la simple inspección de la curva, se puede v0r que si 

~ varía de O a + oo, r ( e::.) varía de + CD a. + oo, pero sin lle-­
gar a anularse, quedando así loca).izada lr, curvs. en el primer -

cuadrante • El mínimo de r {a) es té~ e:in trE: los v2~lore s 1 y 2 de 

.§;, siendo exactumente a= 1.4616 •••• al cual corresponde un va 
lor de 12. función igual él. 0.8556. Este punto que llamamos M, 
divide a la curva en dos ramas infinitas: la PM cuya asíntota -

es el eje da las ordenadas y le. otra, MQ, que también crece in­

definidamente. 

Cua.ndo .§:. vuría de O a - oo, considerando los intervalos -

abiertoo: o a -1, -1 a -2, -2 a -3, .••• 0tc., lR función -
r(a) es alternsdamente negativa y positiva, siendo infinita en 
los extremos de dichos intervalos. 

Nótese qm.; a medida que a ----+ - CD, los puntos de la cur­

va que corresponden a. los mE!ximos y mínimos, se acercan más y -
, 

mas al eje de las abscisas, 

Con uns. tc..bla que t~ngE;. los vu.lores de !""(a.), en un inter1 
valo de~ que.abarque una unidad, 8S suficiente para valuar di­

cha función, cuéüquierg, que sea el valor del :-::.re;umento, con ayu 

da de las fórmulas (1;2), (13~ y algunas otras. 

Por ejemplo, se trats 
---f 

niendo que sólo se ó:mocen 
de calcular r (2.5) y r (-3.7) supo­
los valores de la función en el 1n-

~ 

tervalo (o, 1). 

Entonces aplicando la fórmula {13) queda: 

r (2.5) = (1.5) ( .5)r ( .5) = 

= (1.5)(.5)(1.772) = 1.329 

Por la aplicación sucesiva de la fórmula (12 1 ) se tiene: 

r (-3. 7) = r < o. 3) 
(-3.7)(-2.7)(-1.7)(-.7) = .25 
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2.5 ALGUNAS OTRAS FORMAS DE LA FUNCION GAMMA. 

a) Si en la expresión (11) se hace x = yx, dx = y dx, -
loa extremos serán los mismns, quedando entonces: 

b) Haciendo en (11) e-x = y, entonces 

dx = - -9:I y los nuevos extremos son 1 y o. y 

1 x = Log -y ' 

c) Si en (11) substituimos ax por yª, quedará: 

y si en esta fórmula hacemos a=½ se tiene: 

• • • 

. d) Finalmente si hacemos· x = o/y entonces 

--- f. 

r' ( a) - -a 
1 r) e -3/y dy 

o \ 

3 • FORMULAS IMP OR '.L'ANTES • 

( 15) 

( 16) 

( 17) 

( 18) 

3 .1 RELACION ENTRE LAS INTEGRALES DE PRIJ.viERA Y SEGUNDA ES­

PECIE. De la fórmula (15) introduciendo yª bajo el signo de -
integración queda: 
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( 15') 

, -y b-1 Si multiplicamos esta expresion por e y dy e inte-
gramos entre los extremos o e oo, se tiene: 

( ) 500 -y b-1 r a e y dy 

o 

y haciendo en la integral del paréntesis y(l+~} = z qu~da: 

r (a) r (b) 

o sea: 

= 
a-1 

X dX 

4·x)a+b 

= r (a+b) \
00 xa-l dx = 

Jo (1 + x)a+b 

= r (a+b) B(a, b) 

B(a, b) = 

= 

(por 6) 

( 19) 

Gracias a esta fórmula no es necesario calcular la función 
Beta mediante una tabla de doble entrada, ya que contiene dos -

parámetros, sino que basta tener una tabla de la función Gamma 
, , 

que sera de entrada simple, por contener un solo parametro, sien 
do la valuación muj1ó--sencilla puesto que es calculable por loga-
ritmos y existen tablas de log r(a). ~ 

Una infinidad de integrales definidas, que antes no podían 
ser resueltas, han encontrado su solución gracias a esta impor­
tante relación, pues m2diante: cambios semcillos de variable se -

, 
hacen caer en las inte,;rales eulerianas. Citaremos algunos eje_m 

plos: 
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Si hacemos xk = y se llega a: 

I = = ! B(¡, b) 

.. 
y por (19) 

Ejemplos numéricos. 

1) 

1 

= ¾ )/-¼ (1 - y)-½ dy = ¾ B(i, ½) 

Por otra parte 

2) 

--- 4; 

3 l. 
= 1 I1 e~¡ r (!.!)' 

4 . t < + ¡) 

·~ 

Si multiplicamos estas dos expre;sione2 se obtiene una :t:ela-
ci6n encontrada por Euler. 

x 8 dx dx l )1 
~ O .tr:: X~ /1::----,¡,; 

b) De la fÓrr.,_mla (10), sabernos que: 

rr 

~senme cosne de = ½ B(m;l, n~l) 

TT 
= 4 
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y por (19) dará: 

1! r cm;l) r cn;l) 
~ :senme cosne d9 ½ = 

r cm;n + 1) 
(20) 

e) Si en (20) hacemos m = n 

TT TT 

):( sen ecos e)m de 1 = 
2m ) :•enm 20 de = 

TI' 
:: J.__~ senm X d;>t = 2m+l 

o 

rªcm;l> 
= 2 r (m+l) 

, 
pero como sen(TT - x) = sen x, despues de cambiar extfemos y des 
pejar a la integral queda: 

(21) 

d) Partiendo otrz.~ vez de ( 20), si n = o 

1 r (~ r <½> 
- 2 r (~ + 1) 

(22) 

~ 

Igualando ( 21) y (22) y substituyenc.o el valor de r (½) que-
da: 

/rr r (m + 1) = 2m r cm; 1 > r (~+l) (23) 

e) Podemos obtener una fÓr:nula análo6a a la (22) para el 
coseno, haciendo m = O en la expresión ( 20). 

(24) 
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3.2 RELACION DE LOS COMPLEMENTOS, 
Consideremos la intégral: 

:: l 
1 + u 

Si multiplicamos ambos mit;mbros por ua-l du e integramos -
entre los extremos o e oo , se tiene: 

Vamos a valua~ cada miembro independientemente. 
Si en el primer miembro cambiamos el orden de integración 

queda: 

= r (a) 

:; r(a) r(l - a) ( a) 

El segundo miembro corres~onde a uncl integral muy conocida 
en Análisis cuyo valer es: 

Igualando(~) y (b) 

r ( a) r ( 1 .. a) 

1T 
sen arr 

= __ lT_ 
sen arr 

(b) 

.,. 

· (25) 

Esta fórmula que es fundamental en la teoría de la integra 
les eulerianas, tiEine gran importancia pues pe:rmi te reducir el' 

intervalo, en el cual hay que calcular a I' (a),a (o,½). 
Si en ella hacemos a=½ queda: 

• .. . r <t) = /ir 
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3.3 FORMULA DE LEGENDRE. Si en la fórmula (8), subst1tui 
mos a las funciones B(a, a) y B(a, ½) por sus equivalentes en -
Gamma, según la fórmula (19), se obtiene: 

• • • r' ( a) r ( a + t) = r (2a) (26) 

Si en 0sta expresión hac~mos m + 1 , 
a= 2 -, quedara: 

r en; l) r ( ~ + 1) = ./rr r (m + 1) 
2m 

la cual viene a ser la fórmula (23). 

3.4 PRODUCTU DE EULER. Consideremos la fórmula (25) y -

calculemos su valor para los distintos valores de E: segÚn se -
indica: 

. 1 
a=­n 

2 a=­n 

• • • 

a = n-1 ---~ 
n 

rl (1) F (n-1) TT = n n sen .!! n 

r (2) r ( n-2) = TT 
n n sen gu 

n 

. . . . . . . . . . . . . 

= 
TT 

sen ( n-l)TT 
n 

Multiplicando E:..ntr1::: si estos r8sultados SE.; ti&.t;iE:: 

= 
n-1 

TT 

Sen .!! :2rr ( n-I:'JT sen - • • • • --.:.l.!.!.-n n n 

• 

(a) 

Para. calcular el valor del denominador recordemos, de la -
teoría de ecu~ciones, la siguiente ide~tidad: 
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= 2rr s 4rr ª) (l - 2x coa 2n + x )(1 - 2x coa 2ñ + x •••••• 

••••• (l - 2x coa ( 2n2~)rr + x8 ) (b) 

Si en (b) hacemos que x ~ 1, el primer miembro tiende a 

,n y el segundo al valor que se obtiene substituyendo a~ por l• 

• • • n = 2s(n-1) sens..JI sens 2rr ••••• senª (n-l)rr 
2n 2n 2n (o) 

Análogamente se encuentra cuando x---,. -1 en (b) 

(d) 

Si multiplicamos (e) por (d), empleamos la fórmula del án-
~ gulo doble y extraemos raiz cuadrada, queda: 

n = 

o sea: 

2n-l sen rr sen 2rr . . . . . . . . . . sen ( ri-1 )rr 
n n n 

sen !!. sen 2rr 
n n • • • • sen ( n-l)rr = 

n 
n 

2n-l 

Substituyendo este valor en (a) y extrayendo raíz cuadra­
da se obtiene: 

n-l 
r ( 1 ) r ( 2 ) • • • .•• r ( n- l ) = ( 2rr ) 2° n - ½ ( 27 ) 

n n n 

expresión que fue encontrada por Euler y por tal motivo lleva 
su nombre. 

--- ¡ 

4. LA FUNCION 1f'(a). 
Se tiene: 

r {a) 

Sí derivamos respecto a~ 

' ( ) \ 
0

00 xa-1 - x r a = J e Log x dx 

(11) 

(a) 
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Pero vamos a valuar Log x, para lo cual consideraremos la 
siguiente integral: 

= l 
X 

Si multiplicamos por dx e integramos entre loe extremc,a 1 y 
~ puesto que la integral converge uniformemente, queda: 

-xy 
e dy = 

r,X 
1 ,~ 

\., X 
• ..i.: 

Log x 

Substituyendo este valor en (a), se tiene: 

!" 1 (a) ~ co a-1 -x (' 00 
L3 -y - e-xy 

= x e dx \ -º--- dy 
o Jo Y 

e invirtiendo el orden de_integración: 

--- : 
que por las fÓrmulas·(ll) y (15) da: 

o sea: 

D Log r (a) = f (ijl = S}-y -(l ! y)'•]~ (28) 

fórmula debida a Cauchy. 
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Esta función es llamada por algunos autores la función y{a) 

Si derivamos (28) respecto a a se obtiene: 

D8 Log r (a) = r (l + y)-a Log (l + y) ' 

Si Log ( 1 + y) = x, 
nuevos extremos son también 

1 + y , dy = ex dx, 

oo y queda: 

los 

así: 

• • • 

roo X 
= j e-ax x e dx 

eX - 1 
o 

(29) 

ex 
El factor --- lo substituimos por su valor, obteniendo 

ex ... 1 

= \
0

00 e-ax \ 00 
- ( a+l) x J x dx + Jo e x dx + ••••• 

+ \CD e-(a+2)x x dx + ••••• 
1 

..JQ 

Integrando el segundo miembro según la fórmula (15), 

= 1 + 1 + 1 + •••• 
a'1 (a+ 1) 8 (a+ 2) 8 (30) 

expresión que nos mi::1a segunda derivada de Lag r (a) en forma 
~e serie convergente, para cualquier valor de~· • 
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C A P I T U L O I V • 

LA FUNCION GAMMA EXPRESADA COMO PRODUCTO INFINITO 

l. FORMA DE EULER. Si multiplicamos (30) del capítulo an 
terior, por da e integramos término a t6'rmino entre los extreI!lOI 
1 y _g, queda: 

D Log r ( a) = + (.L - ..l..) 
2 a+l 

+ •••• (a) 

'J es la constante de integración y se ve claramente que su va­
lor es el que corresponde a D Log r ( a) cuando a = 1 

-~ se conoce con el nombre de constante de Euler y para -
calcular su valor integremos (a) entre los extremos 1 y _g 

Log r (a) = - o(a - 1) + <ªi1 - Log ~) + <ª21 - Logª~1) 

+ • • • • • • • • • • • • + (a-1 _ Lo a+n-1) + ••• 
n g n {b) 

Para despejar a i hacemos a= 2 en (b) 

O = -f + (~- Log i) + (~ - Logi) + ••• + (;- Log n~l) + .. • 

(e) 
o bien 

• • • Y= lini-( i + 1 + 1 + • • • • • • • + 1 - Log n) 
n-.oo 2 3 n 

(31) .,. 

Para eliminar a i·multipliquemos (e) por a-1 y restémosla 
de (b) queda: 

Log r (a) = [< a-1) 
2 

Log l - Log 'I J + r ( a-1) Log i Log~] + •• 

• • • • • + [ ( a-1} Log n+l - Log a+~-1] + ••• 
n 
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Siendo esta serie convergente podemos afir~ar ~ue: 

Log r (a) =n..!1:úca-1) Log i -, Log (j + [ (a-l)~o~ 

· 1- n+l a+n-1·1} ••• • •• + _(a-1) Log ll - Log n .. 

, 
Y. tomando los numeres en vez de los logaritmos queda: 

( ) _ . 1. 2 • j • ' • • • • ... n a-1 ( 1 + .J:) a-1 
r ª -n._¼~afa+l {a+2) .. ••(a+n-1) n n 

r (a) lim n! a-1 = a(a+l) • •• • • ( a+n-1) n 
n-;.m 

o bien, 

r (a) = . lim 
n~cri 

n! 
a( a+l) •••••E a+ñ} nª (31) 

Esta nueva definición dada por (31) para r (a), considerá.n 
dola como el límite de un producto infinito, se debe a Euler; -
sin embargo, en sus trabajos la maneja sólo como integral defi­
nida. Legendre, Cauchy y la mayoría de los analistas, la tra­
tan en igual forma. 

Fueron Gauss, Liouville, Weierstrass y algunos otros, (pe­
ro en menor número), quienes la estudiaron como productos infi­
nitos, siendo esto mucho más ventajoso, tanto desde el punto de 
vista de mayor generalidad, (ya que la v&riable no tiene más -­
restricción que la de no sbr nula o un entero ne3ativo) 1 como -
por la facilidad de-~stablecer las propiedades de ella. 

• 
Según la notación de Gauss la fórmula (31) se expresaría -

de la manera siguiente: 

I[_c a-1) n! a 
- lim -------~---'7":=-T n - n~ 00 a( a+l) • • • • • • • ( a+n1 

asi que JI ( a-1) = r (a) 

Podemos darle a (31) otra forma y para ello consideremos -
la siguiente identidad: 
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2 • • • • • • • • • • n 
l • 2 • • • • • • • n-1 

y elevándola a la potencia a 

a a a a l )ª n = ( l + ½ ) ( l + i ) ( l + i ) • • • • ,. • ( 1 + n- l 

Substituyendo este valor en (31) da: 

r (a) 

o bien: 

r (a) 

oo 1 a 
= l [ (l + ñ) 

a a 
n=l 1 + ñ 

(32) 

Este producto no tien6 sentido cuando~ es nula o bien -­
igual a algún entero negativo, pues en ese caso el denominador 
de uno de los factores se anula, siendo el producto infinito. 

2. FORMA DE WEIERSTRASS. Si en la expresión {b) del pá­
rrafo anterior substituimos ~ por a+l a fin de expresarla -, 
con mas sencillez se obtiene: 

CD 

Log r (a + 1) = -Ya + ) (~ - Log ª ~ n) 
n=l 

y despejando a rJ~ + 1) queda: 

o bien: 
co a 

= i e-"ª -rI r en <1 + ~) -13 a .. 1t n 
n= 

r (a) 

• 

Pero Weierstrass en rEJalidad definió r (a) por medio de la 
función recíproca o sea: 

1 
f (a) = 

a -113 e. (33) 
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3 1 OBTENCION DE ALGUNAS PROPIEDADES DE LA FUNCION GAMMA -
MEDIANTE PRODUCTOS INFINITOS. 

3.l RELAC!OU FUNCIJNAL. A continuación obtendremos la pr2, 

piedad dada por la fórmula (12), del 2.3, que algunos autores -
llaman relac16n funcional. --------

Partiendo de la definición dada por (31) se tiene: 

r (a + l) = 

= 

o sea: 

li n~. na+l 
m (a+l)(a+2)······(a+n+l) n-+ ro 

an 
lim a+n+l 

11--,,. CX) 

n' • • 
a ( a+ 1 ){ a+ 2 ) • • • ( a+ n) 

r (a+ 1) = a r (a) 

a· n 

3. 2 RELACION DE LOS COHPLEl·1ENT0S. Esta relación ya ha s..! 
( ~ .,, ) 

do encontrada en 3. 2, P pero ahora vamos a partir 'del producto -
infinito (32). 

Se tiene: 

r (a) = 

r (-a) = 

.1 + -ª n 

00 ( 1,-a _11-r l+a: 

ªn½ 1--ª n 

Multiplicando--iili~mbro a miembro estas eles ecuaciones: 

r (a) r (-a) = l -a:_rr 
00 

TI -1av 
n=ll - ñ8' 

.. 

Ahora bien, teniendo en cuenta que: - a r (-a) = r ( 1-a) 
y que 

00 

Jic1 - ~> = 
:n::l 

1a expresión anterior nos da 

sen arr 
arr 
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r (a) r (l - a) = TT 
sen a.rr 

3.3 FORMULA DE LEGENDRE. Como una Última aplicación de -
" los productos infinitos, deduciremos la formula de Legendre, 

empleando la def iniciÓn dada por ( 31), para r (a), es decir: 

( ) l•2•3••••··•···n hª r ª = n.-; 1~ a ( a+ l) • • • • • • • • • ( a+ n) (a) 

Si en ella substituimos a ~ por a+½ queda: 

r (a+½) 1 • 2 • 3 • • • · • · · • · • • · · • · · · n nªi1" = lim - . 2 l 
n-+ CD { á.+j )( a+j) • • · • • · • · · • ( a + ~) 

o bien 

2•4•6•••••••••••••2n 2n nª-¼ 
r(a+½) = ~lim (2a+l)(2a+3)•••(2a+2n-1) 2a+2n+l (b) 

n~oo 

Multiplicando (a) por (b) se t16ne: 

r (a) r (a+½) = 2·4·6········2c~ª 2 2n n2a-¼ = 
lim 2a 2a+l 2a+2). ,. a+2n} 2a+2n+l 

n--+ oo 

= lim (2•4•6•••2n) 2 .?_. 1•2·3·········2n ( 2 )2a 2-•a 2n 
n~co 1•2•3• • • •2n fñ 2a(2a+l} • • • (2a+2n) n °2a+2n+l 

(e) 

Vamos a obtener el lÍmite de los tres factores indicados 
en (e), cuando n ~ oo, 

Pero antes cons.~deraremos la f6rmula de Wallis: 

Multiplicando ~or 2n ambos miembros y extrayendo ra!z -
cuadrada se obtiene: 

2 • 4 • 6 • • • • • • • • • • • 2n ~TTn 11m .,,,,-,~--------~·......,.-r = ~rrn n-, 00 3 • 5 • 7 • • · • • · • • • ( 2n:-1, 
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El primer factor de (e) puede ponerse en la siguiente for-
ma.: 

2•4•6•••••2n•2•4•6•••••2n 
1, 2 • 3 • 4 • 5 • • • • • • • • ( 2n-l) 2n 

2 • - = ¡ñ 
2•4•6••••••2n 2 
3•5•7•••(2n-1}'jfi 

Tomando el límite, en virtud de la r6rmula de Wallis queda: 

En cuanto a los factores segundo y tercero, ~n el 1~1te, 
cuando n --4 ro, valen respectivamente r {2a) y 2-aa. 

Substituyendo estos valores en (e) queda: 

r (a) r ( a + ½) = 2/rr • r ( 2a) , 2-ea 

o sea: 

r(a) r(a +½) = In ¿'fila-1 r' ( 2a) 

fórmula que ya se había obtenido mediante integrales en el 3.3 
(pág. 42). 

jjf JJj 

--- .,,. 

E/G/B. 
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