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CAPITULO 1: SUBVARIEDADES MfNIMAS. 

1) CONVENCIONES Y DEFINICIONES 

Sea M una variedad Riemanniana, por una subvariedad de M noso 

tros entendemos una inmersi6n ~: N ~ M donde N es variedad 

diferenciable y N tiene la métrica inducida por Por el teo 

rema de la funci6n implícita sabemos que localmente ~ es encaje, 

siempre que trabajemos con propiedades locales supondremos esto. 

Sea M una m-variedad Riemanniana y M CM una subvariedad de 

dimensi6n m. Denotemos por <·,·> la métrica en M y la co-

nexión Riemanniana en M por V. Para cualquier punto PE M 

nosotros tenemos que T~(M) = TP(M) e NP(M) donde TPM es el 

espacio tangente a M en P y NP(M) el espacio normal. Sean 

X, Y E ~p donde Xp es el conjunto de campos vectoriales de M 

cada uno de los cuales está definido en una vecindad de P en M. 

La única conexión Riemanniana V en M es 
,... T VXY = <vxY> 

De manera análoga definimos un campo de vectores normales a M 

en P por 

observando que 

- N Cvyx + v Y - - N Cvyx + N - N <vxY> = VyX) = [X,Y]) = <vy>e> X 

obtenemos que BX,Y = BY,X y BX,Y en p depende sólo de 

xP y de y 
·P y no de la elecci6n de los campos locales X y 

:Y, esto 11ltimo se debe a propiedades de la conexi6n. AB le 

llamamos la Se9:unda Forma Fundamental de la subvariedad M. En 



cada punto P, BP es una transformación bilineal y sim~trica 

de TPM x TPM a NPM. En base a esto definimos KP = traza de 

BP. Para cada P, K es un campo suave de vectores normales en 

M lo llamaremos el campo vectorial curvatura media. Localmente, 

si E1 , ••. ,Em E Xp son campos ortonormales entonces 

en una vecindad de P. 

2) LA PRIMERA FORMULA VARIACIONAL; DEFINICION DE VARIEDAD MINIMA 

Trataremos primero de dar una interpretación intuitiva del campo 

vectorial curvatura media. 

El vector curvatura media es, gruesamente hablando, menos el gra

diente de la funci6n área en el espacio de inmersiones, I(M,M) 

de M en M. 

Por ejemplo, supongamos que M es compacto, entonces I (M,M) 

tiene naturalmente una estructura de una C00-variedad (infinita

dimensional) para cada f E I(M,M) es espacio tangente correspon 

de al conjunto de T(M)-campos de vectores valuatlos a lo largo de 

f. Una curva suave ft en I(M,M) con f 0 = f corresponde a 

una variaci6n suave de f, y el vector tangente dfl 
dt t=O 

corres-

pande al campo vectorial de variación 



El producto interior en el espacio tangente a I(M,M) en f es 

tá dado por integrar el producto interior de los campos de varia 

ciones en M sobre f 0 (M) (es decir, en M con la m~trica indu 

cida por f 0 ). Para cada f I(M,M) definimos a A(f) como el 

volumen de M en la m~trica inducida por f. Entonces para ca

da f E I(M,M) nosotros esperamos que - (VA)f sea el campo de 

vectores curvatura media de la inmersi6n. Esto significa que de 

formando f a lo largo del campo K decrece el área de M más 

rápidamente. Pero vamos a demostrar algo todavía más fuerte, si 

deformamos f a lo la!go de otro campo E, la rapidez de cambio 

(infinitesimal) de A en f está dado por el producto interior 

de E con -K (es decir, ( E • A) f = - < E , K > f = <E, rJ A > f) 

ahora, formalicemos lo dicho anteriormente. 

Sea M una variedad Riemanniana y sea f: M + M una inmersi6n 

donde M es una variedad orientada compacta con frontera aM 

. (posiblemente vacía) • 

Definici6n 

Por una variaci6n suave de f nosotros entendemos una C~-mapeo 

F: I x M + M, donde I = (-1, 1), tal que: 

a) cada mapeo ft = F(t,.): M + M es una inmersión 

b) f 
o 

t 

Sea ~lat el vector can6nica a lo largo de I en I x M. Y 

pongamos E= _F* ª;atl E es considerado como una sección 

t=O. 

de TM e NM. Finalmente, sea A(t) el volumen de M en el 



tiempo t, es decir sea dVt el elemento de volumen con la mé

trica inducida por ft y pongamos A(t) = dVt entonces 

M 

TEOREMA 1 (La primera f6rmula variacional) 

Den 

Observemos que = f d 
at dVt 

M 

Demostremos que d dV 1 = - <K ,E > dV 0 + díl 
- t dt t=O 

donde íl es una (m -1)-forma en M tal que njaM = O. 

Sea w la 1-forma en M dada por w(X) = <E,X> para campos 

vectoriales tangentes X en M. Entonces definimos íl como 

íl = *W y como EjaM = O tenemos que njaM = o. 

Sea PE M y escogemos E1 , ••. ,Em E Xp tal que: 

1) E 1 , •.. , Em son ortonormales en la métrica i,nducida por f 0 

2) = (Vf E f E.)T 
• o J 

º* 1 * f(P) 

= o y i, j. 

Sea w1 , .•. ,wm las 1-formas duales a E1 , ..• ,Em entonces la 

métrica inducida por ft puede ser escrita como 

ds 2 = 
m 
l; g .. (t) w. 0 wJ. 

i,j=l l.) J. 
donde 

de esta forma obtenemos dVt = •/g(t) w1 A···Awm = vgftf dV 0 

donde g(t) = det ((gij(t))) ·yen el punto P tenemos 



d 1 - d -~, - 1 dg dt avt t=O - dt y'g(t) t=O avo - 2 dt (o) avo 
utilizando el lema 

1 (al final de la demostraci6n) obtenernos que 

d~ dV t 1 = ~ ~f ( o ) dV o 
t=O 

1 ~ 
= 2 k=l dt (o) avo 

ahora extendemos El, ••. ,Em en I X (vecindad de P) e I X M 

en la manera usual y observemos que a 
1 at ,EK] = o para k=l, •.. ,m. 

- -
Sea E, E1 , ... ,Em las imágenes de esos campos vectoriales por 

F. Entonces gkk (t) = <ft* EK, ft* EK> = <EK, EK> en F(t,P) 

y 
dg. k.k -
dt (t) = E 

de aquí 

<E E > = 2 <V-E , EK> K' ~ E K 
= 2 <v- i: E>= 

E ' K 
K 

falta demostrar que 
m 
:t 

k=l 
E <E,f > = díl. 

K K 
Esto se logra con algu-

nas hojas más de cálculos y observando que w = :t <E,E > w 
k K K 

y 

m . 
*w = íl = :t (-l)k+l<E,EK>w1A···AOL-.A .... A~ sin embargo lo importan 

~1 - ·x· .m 

te que hay que notar para demostrar el teorema es que por el teo

rema de Stokes tenemos que f díl = / íl = O ya que íllaM = O y 

por lo tanto 

LEMA 1 

M aM 

dAI 
dt t=O 

J <K, E> av 0 
M 

Sea A(t) = (a .. (t) una familia suave de m x m matrices tal 
1J 



que A(o) = identidad entonces 

d dt det {P.( t)) = traza (A' (o)) • 
t=O 

Dem 

Cada A(t) puede ser considerada como la matriz de una transfor 

mación lineal A(t): Rm ~ Rm con respecto a la base canónica 

Sea w una m-forma alternante en Rm tal que 

Entonces det (A(t) = w(A(t) e , .•• ,A(t)e) m m 

.-~t det (A(t)) 1 
t=O 

= 
m 
~ w(A(t)e1 , .. . ,A' (t)eK, ... ,A(t)em) 1 

~1 ~o 
= 

m 
~ w(e1 , ... ,A'(o)ek, .•• ,em) = 

k=l 

m 
~ 

k=l 
A' (o) = 

KK 
traza (A' (o)) • 

OBSERVACION 

Si restringimos la variación anterior a ser normal, esto es, si 

pedimos que E sea normal a la inmersión entonces w ~ O y la 

fórmula permanece válida sin condiciones en la frontera. 

El teorema anterior demuestra que K es el gradiente de la fun

ci6n área. La ecuación K = O son simplemente las ecuaciones 

y 

de Euler-Lagrange para la variación del &rea. Una inmersión sa

tisfaciendo la condición K = O será llamada una inmersión míni

ma o subvariedad mínima. 

3) SUBVARIEDADES MINIMAS EN EL ESPACIO EUCLIDEANO 

Sea M una m-variedad Riemanniana y conexa, el operador de 

Laplace-Beltrami en M es la transformación 6: C00 (M) ~ C00 (M) 



definida en la forma siguiente. 

Sea PE M y f E C00 (M); entonces si E1 ..• Em E Xp son ortonor 

males entonces 

~f = ~ [ EKEK f -(VE EK)f]. en una vecindad de P. 
k=l K 

no es dificil ver que en un sistema de coordenadas 

tenemos que 

donde .la métrica es 

g = det ( gij) • 

1 m (X , ••• ,X ) 

y 

Sea Rn el espacio de las n-éadas (X1 , ... ,Xn) con la métrica 

usual ds 2 = dXf+ ... +dX~ identificamos para cada PE Rn 

T Rn = Rn, por traslación, entonces p 

PROPOSICION 

Sea ~: M + Rn una inmersión isométrica y sea K el vector 

curvatura media de ~- Entonces ~~ = K donde 

Dem 

Sean PE M y E1 , •.. ,Em E Xp una base ortonormal en una vecin 

cad de P. Entonces para cada K tenemos que EK~ = EK y 

EK EK~ = VE EK donde V denota la conexión euclideana. Por 
K 

lo tanto, 



COROLARIO 1 

Sea w: M + Rn una inmersi6n isométrica, entonces w es m1nima 

si y s6lo si w es arm6nica. 

Antes de ver el Corolario 2 veamos unas definiciones. Para cada 

par de vectores n V,w E R definimos 

Hv,w = {v +X E Rn 1 <x,w> -"O}. 

Para cualquier subconjunto XC Rn, la cerradura convexa de X 

es el conjunto 

e e X) = n · { a I v, w e Rn y x e Hv L v,w ,w 

Supongamos que ~: M + Rn és una inmersi6n isométrica mínima y 

para cada V,w E Rn consideramos la funci6n fv : M + R dada ,w 

por fv (X) = <~(X) -v,w>, ,w por corolario 1 esta función es ar-

m6nica. Aplicando el principio del mínimo obtenemos 

COROLARIO 2 

Sea ~: M + R una inmersión mínima donde M es compacta. En-

tonces si M0 = M -aM tenemos que ~(M) e C [~(aM)] y si ~(M) 

no est& en un subespacio afín propio, ~(M 0 ) e C[~(aM)] 0
• En 

particular, si M es compacta sin frontera no hay una inmersi6n 

m1nima de M en 

Antes de ver unos ejemplos veamos el siguiente teorema. 

TEOREMA 

Si ~: V e Rn + RK es una inmersi6n conforme de un abierto V 

Rn RK, 
n ~2~K 

en a entonces f.~= o ~ }:; = o 
i=l 

. 2 ax. 
l. 



Den 

1 n a ij é3Y'l. 1 a2 iJ¡.f. 1 3 2 1/ll. 
= - }; ax1. (yg g ax . ) = _ ,-:= axr = >.n ax"-:- l=l, ••• ,K 

•/g i , j = 1 J V y 1 1 

ya que como y¡ es conforme tenemos 

f j y 
. . 1 

g]1 = -
). 2 

donde 

EJEMPLOS 

1) 3 
Superficie m!nima de enneper en :R 

= o K f l. y 

f: R 2 -+ R 3 , f(u,v) = (u -u}'+ uv 2 , v - v7'. + vu 2 , u 2 - v 2 ) 
3 3 

f es inmersi6n y es conforme g 11 = g 22 = (l+u 2 +v 2 ) 2 = (>.(u,v)) 2 

t1f = 11 e a 2 f + a 2 f > = 0 
A 2 au 2 av 2 

2) ca ten6ide 

f(u,v) = a(cos h(v) cos u, con h(v) sen u, v) 

3) Helicoide 

f(u,v) = a(sen h(v) cos u, sen h(v) sen u,u) 

2 y 3 se demuestran igual que l. 

4) SUBVARIEDADES MINIMAS EN LA ESFERA EUCLIDEANA 

-una subvariedad encajada, y para cualquier PE M 

sea la proyecci6n ortonormal de X en 

Supongamos que Y': M-+ M C Rn es una inmersi6n con curvatura 

media K en M y K* en Entonces 



K = (Kw)T ya que 

donde V,V* son las conexiones en M 

y respectivamente si tenemos 

PROPOSICION 

Sea M una ro-variedad Riemanniana y se 1/1: M ~ sn e Rn+l una 

inmersi6n isométrica, entonces· 1/1 es una inmersi6n m!nima en 

sn si y s6lo si 61/1 = - mi/1. 

Dem 

Primero demostraremos un lema 

Sea f E C00 (M) entonces } 6:f 2 = f 6 f + j 6f.j 2 donde localmente 

m 
(Vf) 2 =. ~ (EKf) 2 para campos de vectores ortonormales 

K=l 

Dem. del lema 

Sea PE M y escojamos un campo de vectores ortonormales 

E1 , ... ,Em de tal forma que (VE.Ej)P = O Y i,j. Entonces 
1 

+ EK f) 2 (P)] = f6f (P) + j Vf j 2 (P) . 

DEM. DEL TEOREMA 

1/1 es m!nima si O= K = (61/l)T y esto ~!timo si y s6lo si 

61/1 = >-.1/1, >.. E C00 (M) es decir si 61/1 es paralela a la normal 

en 1/1 (P) • 

Entonces por el lema y la condición 11/11 2 = l. Tenemos que si 



flVI = AY/ entonces O = ½ fll,JJI 2 = <,JJ,fly¡ > + IV,JJI 2 = AIYll 2 + IV,JJl 2 = 

= A + IV,JJI 2 por lo tanto A = - 1w,1 2 = - '1:, <EK,JJ, EK,JJ> = - '1:, 1 Yl*EK 12 = - m. 
K K 

PROPOSICION (T.TAKAHASHI) 

Sea M una ro-variedad Riemanniana y VI: M + Rn+l una inmer-

si6n isométrica tal que fly¡ = - AY/ para alguna constante A i O. 

Entonces 

a) >. > O 

b) VI (M) e Sn(r) donde 2 m r = -
A 

c) La inmersi6n ,JJ: M + sn (r) es mínima 

Dem 

De la última proposici6n tenemos que !).y¡= - >.,JJ, y por lo tanto 

en cualquier punto PE M el vector Yl(P) es normal a la inmer 

sión. De esto, tenemos que para cualquier campo vectorial tan-

gente X en M tenemos X-<y¡,1/i> = 2 <x y¡,,JJ> = 2 <y¡~1 ,JJ> (= 2< X,1/i>) = O 

y por tanto IY11 2 =constante= r 2 • Entonces como antes 

y X.= m¡ 2 > o. La minima . r 
.,, T T lidad se deduce de K = ( !).,y) = ( - ). cp) = O. 

EJEMPLO (Toro de Clifford) 

Sea f: S 1 + R 2 la inmersión dada por f(t) = (cos t, sen t), 

consideremos la inmersión producto f x f: T 2 + R 2 x R 2 

f(t,S) = (cos t, sen t, cos s, sen s). 

Como la métrica inducida es g - g - 1 g - O 11- 22- 12- tenemos que 



ll(f x f) = (-cos t, -sen t, -cos s, -sen s) = -f x f => 

fl(f X f) + f X f = Q 

P9r la 6ltima proposici6n tenemos que f x f (T 2 )c s.j;-- es mini-

ma. 

CAPITULO 11: EL PROBLEMA DE PLATEAU 

1) LA SOLUCION DE DOUGLAS-RADO 

El problema, gruesamente hablando, puede ser formulado de la 

siguiente manera: dada una curva de Jordan r en Rn, hay que 

encontrar una superficie en Rn de menor área teniendo r como 

frontera. El problema se complica al ver que r puede tener va

rios tipos topol6gicos. Más aún, pueden existir .superficies m1-

nimas de diferentes tipos topol6gicos con una misma r como 

frontera (s6lo una de ellas representa un mínimo absoluto en el 

área. ) 

Nosotros nos restringimos a superficies homeomorfas a un disco 

y r una curva de Jordan, es decir, un subconjunto homeomorfo 

a un círculo. Nuestras superficies serán inmersiones de una dos 

variedad en Rn. 

Empezemos, no tenemos de otra, con algunas definiciones. Sea 

r C Rn una curva de Jordan y l1 = { (X, Y) E R 2 I· X 2 + .Y 2 ~ 1} • 

Una transformaci6n ~: l1 ~ Rn es llamado C' por piezas si, 

excepto a lo largo ati y un número finito de C'-arcos y puntos 

en A O ,1, 1 u,,,, es de case e,. 



El problema de Plateau para r es el semidisco que está conteg 

nido en el plano (X 2 , X 3 ) con frontera rg, al reflejar obte

nemos todo el plano (X 2 , X 3 ) y este es una hiperesfera geodési 

3 
ca en S. 

Sea X un subconjunto de S 3 , la cerradura convexa de 

S 3 es C(X) n H. 
H EHX 

Donde HX e:3 el conjunto de hemisferios cerrados de S 3 que 

contienen a X. En la demostraci6n del teorema usaremos algunos 

de los teoremas, generalizados a S 3 , que hemos demostrado en 

Rn. Las demostraciones de ellos en S 3 son completamente análogas 

y citaremos las referencias donde ~stos se encuentran. 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 

AFIRMACION 
I 

Existe un encaje conforme no singular del disco ·unitario cerrado, 

fl., en el cual representa una soluci6n al problema de 

Plateau para la curva cerrada r . g Adem~s el encaje es anal!ti-

co en el interior, continuo en el interior y transforma a ~ en 

la cerradura convexa de r. g 

Por el teorema 1 (generalizado por Morrey) existe una transforma 

ci6n continua 
3 l/1: fl. -+ s el cual es conforme y analítica en el 

interior, es un ·homeomorfismo de é36 a r g 
y minimiza las inte 

grales de área y de Dirichlet. Por otro lado sabemos que: 



a) 1/IC!l) e ccr > g 
y 1/ICllº> e ccr >º g 

b) Si PE '1° y rango (dl/lP) < 2, entonces cualquier hiperes-

fera totalmente geodésica que pasa por 1/l(P) intersecta a 

rg en al menos 4 puntos. 

e) Si PE '1° y rango (dl/lP) = 2 y si SP es una hiperesfera 

totalmente geod~sica y tangente a la superficie en 1/l(P). 

Entonces rg n SP tiene a lo menos cuatro componentes. 

NOTA: 

Estos teoremas fueron generalizados de n 
:R (expuestos antes) a 

s por H.B. Lawson en Complete rninirnal surfaces in 3 
S , Ann. 

of Math. 92. 

Ahora consideremos r en el sistema de coordenadas obtenido g 

por proyecci6n estereográfica desde el punto antípoda! al punto 

original de la p~oyecci6n hecha antes. Con este cambio de coor

denadas el interior y el exterior de S 2 son intercambiados. 

Ahora r g se ve corno en la figura sig,í'iente 

1 • 
1 

1 



La cerradura convexa de r está determinada por g 
2 s , p y 

dos planos que contienen al eje X 3 y se intersectan en un áng~ 

lo rr¡g+l 

_Observemos que las hiperesferas totalmente geodésicas de S 3 

son todos los planos que pasan por O y todas las esferas en 

R 3 que intersectan a S2 en un círculo máximo de S 2 • 

Usando (a) y (b) y la familia de planos que contienen al eje 

X3 vernos que rango (dt/1) = 2. En ~º ya que hay muchos planos 

que no intersectan a 

·'·(P) p E A 0 • por ~ , u 

r en ningan punto y, sin embargo pasan g 

Teorema (c) demuestra que no hay planos tangentes perpendicula

res al plano P de aquí tenernos que si Il: R 3 + P es la pro-

yecci6n entonces Ilot/1 es una transformaci6n de ~ en ~ el 

cual localmente es un horneornorfisrno y lleva a la frontera del 

disco horneornorficarnente sobre sí mismo. Por un argumento de rno

nodrornía, sabernos que Ilot/1 es un home9rnorfisrno (la regi6n es 

simplemente conexa). Y por lo tanto t/1 es uno a uno sobre su 

imagen. 

NOTA 

Cornpárece esta dernostraci6n con la efectuada en el teorema de 

unicidad de la soluci6n en Rn. 

La superficie M (la soluci6n a g la podernos extender ana--

l!ticamente corno una superficie mínima por reflejar a través.de 

los arcos geodésicos de r . g 
(Este teorema es una generalizaci6n 

del principio de reflexi6n expuesto antes, la dernostraci6n para 



S 3 es esencialmente la misma y se puede ver en H.B. Lawson, 

The global behavior of minimal surfaces in 5n, Ann. of Math. 

92) . 

Después de reflejar,a lo más 2 (g+l) vec~slobtenemos una super-

ficie cerrada mínima l: encajada en 53 con posibles singula-g 

ridades en el proceso de reflejar de los 

r . Pero g 

Y de aquí 

al reflejar los ángulos en esos 

l: es regular en todo punto. 
g 
. 

puntos singulares de 

puntos llega a ser 

Para ver esto último 

tenemos que recordar lo que significa reflejar a través de una 

curva geodésica y. Como 5 3 es homogénea y simétrica, sin 

perdida de generalidad podemos suponer que y está dada por 

DEF 

Una reflexión a través de y es una transformación 

II. 

de en donde ry(X 1 , x2 , X3 , x~> = x1 , x2 , - X3 , - x~>
/ 

Ahora, ~ puede ser descompuesta e.orno un complejo celular de 
g 

la siguiente manera: 

Sea B+ y B- los hemisferios cerrados determinados por 
2 

s • 

Hay 2 2-celdas, 

obtenidas por ~ n s 2 
g 

norte y el polo sur. 

y las 2g + 2 !-celdas 

y las dos O-celdas dadas por el polo 

De aquí l: tiene género g. 
g 

Ahora veamos cómo es en general la construcción geométrica. 



Para esto, veamos el toro de Clifford. (véase abajo). Corno 

las figuras hablan por sí solas, escribiré en cada una de ellas 

tan solo las indicaciones mínimas. 

En la Figura I, tenemos la solución M de Plateau a g r . g 

Esta está contenida en la región determinada por r y s 2 
g 

{cerradura convexa de 

aguacate. 

r > • _g 
M se "parece" a una rebanada de g 

/ 

En la Figura II, tenemos la reflexi6n de Mg sobre uno de los 

meridianos geodésicos de r . g 

-



' 

\ 
\ 

\ 
\ 

/ 

En la Figura III, tenemos la parte "superior" de la superficie 

~. Las partes 3 y 4 son id~nticas as! como las partes 1 y 2. g 



La Figura IV se obtiene bajo una transformaci6n continua aplica

ca a parte 1 y 2 de figura III. Parte 1 y 2 de figura III están 

conectadas en 

figura IV. 

00' y este lo hemos quitado del toro para ver 

,_"-________ .,_ __ 
, I 

.. ~ ... .,,. 

--



Entonces no es difícil ver, que· topológicamente, la parte "supe-

rior" de M es como figura V. 
g 

Por 1lltimo1 la parte "inferior" de Mg es totalmente simétrica, 

pero se encuentra rotada IT/2- De aquí tenemos que Mg es 

Topol6gicamente corno Figura VI. Y ~sta no es otra cosa que un 

toro sin un punto. (en nuestro caso es el w). 

/ 



-. -

De la misma manera obtenemos que el doble toro, visto topológi

camente, en nuestra construcci6n es c6mo en Figura VII. 



... 
\ 

En_ general obtenemos, para g = n > 1, / un ~g + 2 pol~gono 

y en cada arista una banda, las bandas con el mismo nwnero son 

aq~llas que están unidas entre st como antes. --·,. 

Claramente es un n-toro. 



Una transformación continua b: a~+ res llamada mon6notona si 

para toda PE r el conjunto b- 1 (P) es conexo. 

Sea Xr = .{VI: ~ +RnlVI es C' por pieza y V1la~ es una parametri 

zaci6n monótona} 

La función área la definimos como: 

por A(VI) = fflVlx 
~ 

Vly I dXdy. 

donde I Vlx Vly l 2 = 1 VIX 12 I Vly l 2 - <Vlx, Vly>2 • 

Nuestro problema es encontrar VI e xr tal que A ( VI) = ªr donde 

ªr = inf A(VI). 
t/lExr 

NOTA 

Aqu! pediremos que ªr < oo. Esto se resuelve si r es rectifica 

ble en el caso de geodésicas el problema fue resuelto por encon

trar curvas que minimizaran la integral de la energía. En este 

caso es totalmente análogo. La integral de energía es llamada 
I 

la integral de Dirichlet. 

Para cualesquiera dos vectores 
. n 

v,w E R tenemos que 

donde la igualdad se da si y sólo si lvl = lwl y <v,w> = O. 

De esto concluimos que si VI E Xr A(t/1) ~} ~(VI) la igualdad se 

una transformación cumplie~ 

do esto altimo se llama casi conforme. Es conforme si preserva 



ángulos. Una transformaci6n conforme induce una métrica en ~ 

de la forma ds 2 -- F(dX 2 + dY 2 ) d d F ,.,. 1 I·'· 1 1 on e = ~x = ~Y y a os 

parámetros (X,Y) se le llama coordenadas isotermales. 

Existe un teorema de existencia de coordenadas isotermales que 

dice. 

TEOREMA 

Sea V1: ~ + P..n VI continuo y es inmersión entonces existe 

un homeomerfismo 

es conforme. 

d: ~ + ~ tal que es y VI' = Vlod 

De este teorema tenemos dos consecuencias importantes. 

COROLARIO 1 1 
dr .a = 2 r 

COROLARIO 2 Sea r e nn una curva de Jordan con a < oo 
r 

. En-

tonces si VI e xr D(.p) = d * A(cp) = a y VI es casi canfor-
r r 

me. 

De_ aquí nuestro problema es encontrar VI E Xr tal que VI minimize 

1a integral de Dirichlet. Esto es resuelto con teoría de funcio 

nes arm6nicas y se expresa con el siguiente teorema. 

TEOREMA 1 (J. DOUGLAS) 

Sea r una curva de Jordan en nn tal que ªr<00 • Entonces 

existe un mapeo continuo V1: ~ + nn .tal que 

1) i¡, 1 d~ es una transformación mon6tona de l)A a r. 

2) VII~º es arrn6nica y casi conforme 

3) D{l/t) = d r 
y A(IJ,) = ªr· 



A 1/J se le llama la soluci6n al problema de Plateau para r 

este teorema es realmente muy fuerte si uno observa, por ejemplo, 

que r !.'puede ser un nudo complicado en R 3 • 

C.B. Morrey dernostr6 que el Teorema 1 es cierto para cualquier 

variedad Riernanniana completa. (Veáse, Multiple integrals in the 

calculus of variation por C.B. Morrey, pag. 309). 

2) LA REGULARIDAD DE LA SOLUCIONEN EL INTERIOR DEL DISCO. 

Corno VI, soluci6n al problema de Plateau, es armónica, nosotros 

tenernos que d d VI = O • 
dz dz 

Entonces la funci6n n a: -valuada 

es holornorfa en ~º. 

Además 4.P 2 = 4 ~ e.o 2 = 1 VI 1 2 - l 1/1 1 2 - 2 i <i/J VI > K X Y X' Y y 

4lc.ol 2 = 4 ~ le.o 1 2 = li/J 1 2 + 11/1 1 2 
K X Y 

corno VI es casi conforme tenernos cp 2 = o y lc.ol 2 = F. 

/ 
Donde la rn~trica inducida por VI es ds 2 = 2F l,dz l 2 

1/J es regular en los puntos donde F 'f o y como 1 cp 1 2 = F 

cp es holornorfa tenernos 

LEMA 

y 

La soluci6n VI dada en teorema 1 es una inrnersi6n en cualquier 

t AO puno u excepto posiblemente en puntos aislados. 

A los puntos de irregularidad les llamaremos puntos singulares. 



3) LA REGULARIDAD DE LA SOLUCIONEN LA FRONTERA 

La primera pregunta es: supongamos que la curva r es "bonita", 

¿la soluci6n VI es "bonita" en la frontera?. 

Supongamos que r es una curva regular de clase para 

1 < K ~ 00 • Esto significa que para cada PE r existe una ve--

cindad u de p en y un difeornorfisrno 

~=u.+ Dn = {X E Rnl lx < 1} de clase CK tal que 

~(r n U)= la linea recta {(x1 ,o, .. ,o)I -1 <x < 1}. 

La pregunta entonces es si la soluci6n al problema de Plateau 

para r es de clase CK en el disco cerrado. 

Si r contiene una recta y entonces usamos el principio de 

reflexi6n para. 

PROPOSICION 

Cada soluci6n al problema de Plateau para r puede ser continu~ 

do analíticamente corno una superficie ,mínima (con puntos singul~ 

res) por reflexi6n a través de y. 

Dern 

Sea una soluci6n y 6+ = {Z E 6jirn (z) ~ O}. 

con una transforrnaci6n conforme podernos pensar que VI va de 

~+ a, Rn y tal que V1[6+ n (X - eje)] = Y. Sin pérdida de gene 

rali-dad podernos suponer que Y es parte de la línea 

Entonces VI (X,O) = ••• = ~ (X,O) = O. 
2 n 

Y por el principio de reflexi6n para funciones armónicas (canplex 



analysis, ahlfors, pag 172, 3ª edición) podemos extender 

V' 2 , ••• ,V/n a todo el disco 

K = 2, •.• ,n. De aqu1 que 

definiendo V'K(X,Y) = 

VI = é)V'K 2 ~ K ~ n 
K az 

- V'K(X, -Y) 

se extiende a 

una función holomorfa en ~ y es puramente imaginaria en el 

X - eje y hab1amos visto que ~ = O entonces 

Donde 

de aqu1 que los valores limites de ~ 1 son reales en el X - eje. 

Usando el principio de reflexión para funciones holomorfas (mis

ma referencia) obtenemos que ~ 1 se extiende a todo el disco 

como ~ 1 ( Z) = ~ 1 ( z) 

Integrando, V' (Z) = Re ¡Z~ 1 (Z) dZ, tenemos que VJ 1 se extien-
1 o . 

de a todo el disco como V' (X,Y) = V' (X, -Y). Y obviamente es 
1 l 

m!nima la funci6n extendida. 

En 1959 se demostr6 una. generalizaci6n a esto 

TEOREMA (H. LEWY) / 

Sea r C Rn un arco real analítica y suponga que n 1/1: ·~ + R 

es una soluci6n al problema de Plateau para r. Entonces V' 

puede extenderse analíticamente, como una superficie mínima, a 

través de la frontera. 

Y no fue sino hasta 1968 que se demostr6 

TEOREMA (S. HILDEBRANDT) 

Sea una curva de Jordan de clase C~'ª para 

4 < K ~ = y O< a <l. Entonces si ~= ~ + Rn es soluci6n 



al problema de Plateau, t/J es de clase CK,a en la frontera. 

Aqu!, Cn,a es clase en con la n-ésima derivada a-Holder 

continua. 

3) Condiciones para que la soluci6n sea uno a uno. 

En esta secci6n se darán condiciones geométricas a r de tal 

forma que la soluci6n del teorema 1 sea 1-1, sin puntos singula 

res y 11nica. 

DEF 

ªv, 5 - { x e Rn 1 <x, v > = s} . v v e :Rn , s e R. 

11__ tiene contacto de orden K con la superficie -v,s 

en p E 6: si 

1) < t/J (P) , V > = S 

2) <ª!~ (P), V> = O ax aYJ 

Empecemos con el siguiente 
I 

TEOREMA 2 

Sea t/J: tJ. ~ Rn una soluci6n al problema de Plateau para la 

curva r, y supongamos que el hiperplano ªv,s tiene contacto 

de orden K con t/J en p E 6 • 
o Entonces, si el 

conjunto r n ªv,s tiene al menos 2K+2 componentes. 

Den 

Consideremos la funci6n arm6nica f en 6 -dada por f = <t/J,v>- S. 



Sin perdida de generalidad tornemos P = (0,0) y (~ 1 71) coordena 

das en una vecindad del cero corno f es real analítica, enton

ces tenernos que 

00 

f(~,71) = :t 
j=rn 

P. (~,f/) 
J 

donde una es un polinomio horno-

geneo de grado j y rn ;;;,i,, K + 1 con Prn 't O. 

tJ.f = <tJ.1/1,V>= O ya que !J.1/1 = O entonces 

00 

llf = :t !J.P. y de aquí !J.P 
j=rn J rn 

funci6n es h'olornorf a en z = 

Pero corno es hornogenea 

mosque 

= o. Sea F = 

~+i71. y F = 

m=l 
F = :t a. zj = 

i=l l. 

3Prn 
-i a~ 

m-1 
a.zj :t 

i=l l. 

rn-1 a 1 z m-

aPrn esta a11 

a. = 
pico> 

l. • 1 
l.. 

y obtene--

a,b constantes. 

por inducción. 

Donde la última igualdad se puede demostrar 

:. P (z) = 
m 

/ 

constantes. 

Sea Z = {q E llj f(q) = O}, para a~guna vecindad suficientemen-

te pequeña de P, la divide en 2m regiones tales que f tie 

ne signos opuestos en dos regiones vecinas 

"lllc. be h,. 111'0 r O f 
i near p 

Ge,.~r .. l Pa~ i-wrc. 
ot- t-h se:1' Z 



veremos que 

El conjunto c = 6 - z intersecta a a6 en al menos 2m 

componentes. Cada componente C0 de C tiene la propiedad que 

aca n a6 contiene un intervalo abierto de a6. Si esto no fue

ra así, por el principio del máximo tendríamos que f = O en 

C0 ya que fjac = o. 
(l 

Y por ser f analítica f = O y enton-

ces re Hv,s contrario a lo que supusimos. Es claro ahora que 

cada una de las regiones de C que dimos en una vecindad de P 

pertenecen a distintas componentes de C. De aquí e tiene al 

menos 2m componentes y por lo tanto también ac n a6 y por 

altimo a6 - e= a6 n Z tiene 2m componentes. La proposici6n 

se demuestra observando que ~ja6 es mon6tona. 

OBSERVACION 

Este teorema fue generalizado por H.B. Lawson para S 3 en su 

tesis doctoral. 

Ahora s!,tenemos el siguiente I 

TEOREMA 

Si la curva de Jordan r tiene una proyecci6n convexa y uno a 

uno sobre el plano R 2 e Rn, entonces la soluci6n al problema 

de Plateau para r es tinica, sin puntos singulares y puede ser 

expresada como la_ gráfica de una funci6n f; R 2 ~ Rn-2 • 

Dem 

Sea IT: Rn ~ R 2 la proyecci6n y ~ una soluci6n al problema de 



Plateau para r. Como IT(f) es convexa tenemos que 

II [ C ( r) 0 
] = C ( IT [ r ] ) 0 = el dominio t:. acotado por TI[ f ] en 

Por corolario 2 del teorema 1 (dice VI (M) e C[ VI ( aM) ] 

IP(M 0 ) C C[V1(aM)] 0 ) tenemos que II 0 : t:.º ~ t:. y además 

Ilo lat:.: at:. ~ at:. es un homeomorfismo. 

Vamos a demostrar que d(IloV,) es no singular en t:. 0
• 

Sea PE t:.º y supongamos que el rango de d(IT 0 Vl)p es menor o 

igual a uno. Entonces existe una linea l C R 2 en el punto 

Ilo¡J,(P) tal que l contiene a los vectores (IIoij,)X(P) = rr(v,X(P)) 

De aqu! que el hiperplano H = rr-1 (!) tiene contacto de primer 

orden con VI en P. Pero H n r = dos puntos, ya que rr(r) es 

convexo y II/r es uno a uno. Esto contradice el último teorema, 

por lo tanto d(Il 0 ~) tiene rango 2 en ~~-

De aqu1 que 

mosque IIolP 

IlolP es un difeomorfismo local, por monodrom!a tene 
/ 

es un homeomorfismo de t:. con 6.., por lo tanto 

~ es no singular y uno a uno, y puede ser expresada como la grá 

fica de una funci6n f: R 2 ~ :Rn-2 • Como f es mínima, sabemos 

(Osserman, a survey of minimal surface, pag. 17) que f cumple 

(Por Courant, Methods of mathematical physics, Vol. II, pag. 321) 

sabemos que la solución a esta última ecuaci6n es única. 



CAPITULO I I I : =S =UP'"""E=--R..,,,.F_,l:..::C:..:1-=E=S ........... M_,,_f Nu..a.r.I M......,A..:.:,Se-...;:C=O""'"'M ..... P....,A=C ..,_,T Ac..,;S~E ..... N.,,__s_3 , 

En este capítulo expondremos un teorema debido a Lawson que apa

reci6 en un artículo titulado Compact minimal surface in S 3 • 

El teorema a grandes rasgos nos dice que existe una superficie 

minima compacta de género arbitrario en S 3 • 

Vamos a empezar por dar una idea de la demostraci6n y algunas 

construcciones que se van a usar. 

Consideremos.a R 3 como un sistema de coordenadas para S 3 

por medio de proyecci6n estereográfica desde un punto fijo. El 

origen, O, en R corresponde al polo sur de la proyecci6n y 

la esfera unitaria S 2 alrededor de O corresponde a la hiper

esfera ecuatorial. Todas las líneas rectas a través de O y 

los círculos máximos de S 2 son_ geodésicas- (no son todas las 

geodésicas). Sea g un entero no negativo. Vamos a construir 

una curva cerrada, geodésica por tramos de la siguiente manera. 

/ 
Sean (X 1 , X2 , X3 ) coordenadas en O, y sea P el plano 

Consideremos dos radios de 
2 

s y que esten 

en P tales que su intersecci6n sea un ángulo JI/(g+l). La 

curva que buscamos es los dos radios y los círculos máximos de 

S 2 más cortos que unen los puntos finales de los radios con el 

punto S 2 n X3 - eje positivo a esta curva la denotamos por 

r g 



Por la forma en que fue construido existe una soluci6n bas-

tante "bonita" al problema de Plateau par r reflejando geod~
g 

sicamente sobre los arcos frontera un nfunero suficiente de veces 

obtendremos una superficie orientable, compacta, no singular 

de_ g~nero g y ~ está encajada en 
g 

5 3. 

Veamos un ejemplo antes de hacer la demostración formal. 

Sea g = O 
/ 

Entonces r es el ecuador que está en 
g 

S 2 n {X X) 1 2 , 3 -p ano. 

~ 
g 
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