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Introduccién

Cuando una onda (electromagnética, acistica, elastica, etc.) interactia con una
perturbacién, la onda puede ser reflejada, absorbida o transmitida, dependiendo de

propiedades de la perturbacién, de la frecuencia de la onda, etc.

El problema de dispersién es analizar el como la interaccién toma lugar y el
qué puede ser observado. Lo observable depende de el interés: Ya sea atémico o

cosmolégico.

Una clase de problemas abiertos en esta teoria es el problema inverso de dis-
persién: Cuando uno conoce la onda de entrada y se tiene cierta data de la onda
de salida, entonces lo que se quiere es saber que tipo de perturbacién pudo causar

tal alteracién.

Algunos casos han sido ampliamente estudiados tales como, el sonar y los rayos-

x. Aplicaciones mas recientes las tenemos en medicina nuclear.

Actualmente es de gran interés el estudio de las ondas actsticas. El anélisis
matemadtico de las ondas de alta frecuencia, son la base de las técnicas usadas, en
medicina para visualizar érganos internos y fetos dentro de el ttero, en la geologia
para buscar y determinar en que regiones existen distintos tipos de yacimientos

(petréleo ).

Es pues de gran utilidad el estudiar la ecuacién de onda y la teoria de dis-
persién para este tipo de ecuaciones en orden de conocer el comportamiento de las
frecuencias altas.

Describamos ahora brevemente el metodo de Lax-Phillips para la teoria de dis-
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persién. El estado de un sistema que depende del tiempo, es un elemento de un

espacio de Hilbert.

Los movimientos de tal tipo de sistemas son funciones u(t) , —o0o <t < +00, con
valores en el espacio estado. Tales movimientos son deterministicos, en el sentido
que si dos trayectorias coinciden en el tiempo %y, entonces coinciden en todos los
tiempos . El movimiento es reversible, i.e. si u(t) es una trayectoria, también lo es
R(u(—t)) = v(t) donde R es el operador que mapea puntos de el espacio estado a
puntos en el mismo espacio. El movimiento es invariante bajo translaciones, si u(t)

es trayectoria también lo es u(t + T) para toda T .

La teoria de dispersién es posible para tal tipo de movimiento si es posible dar
una descripcién asintética de cada trayectoria cuando el tiempo ¢ tiende a +infinito
y cuando tiende a -infinito. Esta descripcién es en cierto sentido mas sencillo que
la trajectoria misma. Denotaremos esta descripcién asintética como u, y u_. Se

puede reconstruir u de el desarrollo asintético de u,. y u_.

Los operadores de onda se denotardn como W, ,W_ y estin definidos como

W.,.u =u4
W_u=u_
y el operador de dispersién es
S(u-) =uy
de don J 3
esto es,
S=w, w1

la teorle de Lax- Ph':l![/)s conside ra log movimwentes gue sen
Les meovimientos que consideraremos seran soluciones de la ecuacién de onda

(37 + A+ V(z))u(t,z) =0
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El grupo Uy (t) serd el operador que manda la data inicial a la solucién de la ecuacién

de onda con perturbacién

Uy (t)(fo, f1) = (u(t, z), we(t, ))

Si V(z) = 0 entonces denotamos al grupo como Uy(t)

Como la ecuacién de onda con data inicial tiene una solucién tnica y la energia
es conservada, entonces Uy (t) (resp.))@es un grupo de operadores unitarios que
actdan en el espacio de la energia Ny (resp.Xo) donde Ny es la completacién de
CP(R™) ® CZ(R™) bajo la norma

1(fos NIV = / (IVfol* + V(@) Ifol* + |f1]*)dz

(resp.|| ||o induce Xo ).

La transformada de Radon puede ser extendida a el mapeo
R:ERY®E(RY) — D' (R® S™Y)

Podemos definir asi la transformada de Radon modificada de Lax-Phillips entre los
mismos espacios
R(fo, /1) = /X (D} *R fy — DI R £o)

Usamos la transformada modificada para simplificar el movimiento libre en D’ (R®

S™~1). Podemos considerar Uo(t) como el grupo de translacién T; donde

Tif (s, w) = f(s — t,w)

ysER, we S*1,
Uno de los problemas de la teoria de dispersién es el de saber si los operadores

de onda
w4 = HYng_.*OOUV(—t)Uo(t)f
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existen y son isomorfismos unitarios. Cuando cumplentales propiedades se dice que
los e

n
el operador ‘de onda es completos.

En caso de que los operadores de onda sea completos, entonces se puede definir

el operador de dispersién.
S:T_w_(t)f — Trwy(t)f.
donde el operador T esta definido de la siguiente forma:
Tiwsf=T.f

y T es la representacién libre que se obtuvo a partir sde la transformada de Radon.

Algunas de las ventajas de desarollar la teoria de dispersién a la manera de Lax-
Phillips, es que para cierto tipo de perturbaciones uno puede describir de manera
simple el comportamiento de la amplitud de dispersién para frecuencias largas,
utilizando metodos de ecuacién de onda .Este es el caso de un potencial C* con

soporte compacto por ejemplo.

Sea u(t, z,w)la solucién de la ecuacién
(32 + A+ V(z))u(t,z,w) =0

u(t, z,w) = 6(t — zw),t << 0

dondet € R,z € R*,w € S™ 1y V(z) € C{. Esto es u(t,z,w) es un frente de onda
con direccién w en el pasado remoto . La solucién puede ser escrita (médulo un

error C*®)

u(t, z,w) = §(t — zw) + D _ ai(z,w)(t — zw)’,.
1=0
donde
r s >0

st <0



y ademas a; € C®°(R" ® S™!)
Y ao(z,w) es solucién de

Vagw=—"-=

Entonces, si uno pudiera conocer a priori a; uno podrfa. determinar la integral de
V (z) sobre cualquier linea en la direccién w y determinar V (z)

Teorema:Sea n > 2, entonces

[+ <]

a(A,0,w) =D A" g (A(0 — (dw)w), w)

=0
a0 = V{(z)(\(6 ~ (0w)w))
donde a; € S(R*! @ S™1).
Entonces para amplitud de dispersién para frecuencias largas se puede deter-
minar V(z). Este resultado se puede obtener de otras maneras. Lo novedoso del

teorema es la expansién asintética completa. Nétese que cuando (§ = w) entonces

ag determina
/ V(z)dz

Utilizando tecnicas de analisis microlocal se puede obtener un resultado de este

tipo para perturbaciones
b(z)

|l

V(z) =
donde b € C°(R™) y n > 3.

Pasemos ahora a describir la aportacién hecha en esta tesis. En su articulo
”Scattering theory for the wave equation with short range perturbation” (P) Ralph
S. Phillips demuestra que se puede desarrollar una teoria de dispersién para el
siguiente tipo de perturbaciones . Sea V(z) una funcién real en LP(R") donde

p=n/2paran >4,p>2paran=4y p=2paran =3y tal que



para 8 > 2.

? r,\]
Nuestra intencién es demostrar que para el caso de que la perturbacién sea: V€ Lisc CR™.
r) = Wy , 7

V(2)=0(rlp) p>2 0=
b= , n»>3

=]

para > 1 entonces también se puede desarrallar una teoria de dispersién

El primer problema que surge cuando se considera # > 1 es que P° 5S¢ hemes 51

[V @\folds

no-tiene porque estaf acotado por

/ IV fol*dz

y por la tanto de principio no tenemos que los espacios de la energia ¥, y ¥y sean

isomorfos .

Obsérvese que en el caso que considera Phillips, se tiene dicha cota y por lo
tanto tenemos que los espacios son isomorfos. Cabe tambien observar que cuando

se considera la ecuacién de Klein-Gordon
@+ A+m+V(z))u(t,z) =0
con m > 0 se obtiene la siguiente cota:

JW@IfeP)dz < [Vl + msol?)da

obteniendo asi que los respectivos espacios de energia también son isomorfos. El

problema surge al considerar que la m sea igual a cero .

Es de esperarse que la teoria que desarrollemos para nuestta perturbacién pre-

sente algunas dificultades, al no tenerse dicha cota.
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En lugar de acotar dicha integral para la data inicial, la consideraremos uti-
lizando la solucién de la ecuacién de onda sin perturbacién y haciendo tender el

tiempo a infinito .Demostramos que

m / V(z)|ult, z)[*dz = 0

li
t—+00
Con ello obtendremos que basta considerar que la perturbacién pertenezca a
L™?(R™) y que decaiga en infinito mas répidamente que |z|~? para obtener existen-

cia de los operadores wy.

Wy )(o — }(V
w:!:f = umn—ooow:l:fn

donde f, € UUo(t)D? N D(Av) y W+ esta definido de la siguiente manera:
Wif =lime_pooly(—t)Uo(t) f

Para la demostracion de la existencia de W en el conjunto denso U Uo(t)D2 N D(Av)
ver lema 2.7 del capitulo 2. Para la demostracién de la existencia de w.(t) ver teo-
rema 2.9 del capitulo 2.
En la segunda parte de esta tesis se demuestra las hipétesis: a) V' (z) pertenezca
a L} (R y L}, .(R") parap>2sin=4y p=n/2sin>4. b) Que decaiga mas
rapido que
|z|~*

en infinito. Son suficientes para que los operadores w. sean completos.

Para facilitar la exposicién y por falta de tiempo la demostracién sea hace solo
para cuando la dimensién es tres, y se asume que la perturbacién es tal que a)
A + V(z) no tiene espectro puntual . b)V(z) > 0. c)El conjunto nulo de Ay y de

A% es el cero . Todas estas restricciones pueden ser quitadas .
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La demostracién de que w. sean completos esta basado en la combinacién de la

descomposicién de Enss y los axiomas de Lax-Phillips. Esto es.

Definimos el espacio de entrada (salida ) para el caso de sistemas perturbados

como:

DI = wiDg.

donde DY son los espacios de entrada(salida sin perturbacién . Entonces demostramos
que los espacios DY satisfacen los axiomas de Lax-Phillips (ver lema 1.13 de el

capitulo 2) . Este lema se prueba utilizando la descomposicién de Enss.

Para demostrar que tal descomposicién implica los axiomas de Lax-Phillips

procedemos de la siguiente manera.

Sea Ay f € Ny tal que Ay f &€ UUy(t)DY , entonces Ay se puede descomponer

en la suma de dos funciones g y h esto es
Ayf=g+h.

donde
g € JW(t)D7 N D(4v)

h o (t)D° () D(Ay).
Utilizando tales propiedades se puede probar que
v 71 = 0

y observando que
D(Av) C D(4Ao)

se ve que f =0 . Y por lo tanto
Hy = J Uy (t)DY.
con lo cual obtenemos que el rango de w, (t) es el espacio Ny .
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1.

Sistemas sin perturbacién

1.1. Los axiomas de Lax-Phillips

El sistema sin perturbacién, estd dado por la ecuacién:
(37 + A)u(t,z) =0 (1.1)

donde z € R*, t € Ry A = — Y7, 0%, con data inicial (u(0,7),u(0,2)) =
(fo(z), fr(=)).

La forma de la energia para la ecuacién (1,1) estd dada por,

Eo(f) = [( Vo [+ fi P)ds (1.2)

Si empezamos con data f € C°(R") ® C§°(R") y completamos con respecto a

la norma de la energia definida como :

I £ llo= (Eo(f))3 (1.3)

obtenemos el espacio de Hilbert X,. Si la dimensién n es mayor o igual que tres,
entonces, el espacio Xp consiste de funciones definidas en casi todas partes, esto es,
la inclusién
i: X — Li.(R") ® L*(R") (1.4)
10



es acotada, ya que :

/|.=|Sf(| fo|*)dz < /(I Vo |*)dz (1.5)

(ver lema (1.1) pag.95 de[L-P] )

Si la dimensién n es menor que tres, entonces, la inclusién (1.4) no es acotada.
(ejemplo : Sea fo = p(c)maz(0,c — log(1+ | z |),entonces fo no pertenece a L7,
pero [(| Vfo |?)dz < 00). De donde, la primera componente de la data X, esta
determinada solamente médulo una constante . Por lo cudl, en dimensién 1 y 2

trabajaremos con Xo/[(c,0)] y definiremos la energia como :

Gollor ) = [( Vo P+ 1 Pz + [ (1 o )de (16)

Asumamos por el momento que la dimensién nes tres .

Recordemos el principio de Huygens para n = 3. Los valores de la solucién de
(1.1) en el punto (¢, z,) dependen de los valores de la data inicial y de sus derivadas

en los puntos de la esfera |z —zo |= ¢ .

Sea Up(t) el operador de onda, esto es, el operador que relaciona la solucién
de la ecuacién de onda(1.1) en el tiempo cero con la solucién de onda (1.1) en el
tiempo t.

Uo(t)(fo, f1) = (u(t, z), us(t, 2)) (1.7)

Es facil comprobar que Uy(t) definido de X, a¥, es un grupo unitario , esto es
Uo(t) Uo(s) = Uo(t + s) » IUo(t)fllo = lIfllo ¥ Uo(t)™* = Uo(—t)

Por lo tanto utilizando el teorema de Stone (Yosida 345) existe un operador

auto-adjunto(negativo) Ao tal que
Uo(t)f = ot (1.8)

si f pertenece al dominio de Ao, estoes, si f € Ho y Aof € Xo-
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Nétese que:

Blo(t) f=(ue(t, 2), ure(t, z))
=(u, Au) (1.9)
=Aolo(t)f

donde Ao es el operador matricial dado por:

0 I
Ao = ( A 0) (1.10)

Sigue de estas ecuaciones, que Ao es el generador infinitesimal del operador Uo(t).

Para proceder de la manera inversa demostremos que Ay es un operador auto-
adjunto (negativo) y por lo tanto existe un grupo unitario tal que su generador

infinitesimal es Ay.Y por (,) el grupo unitario es Uy(t).

Otras propiedades de Uy(t) y de E, son:
Eo(t)(Uo(2) f) = Eo(0)(Uo(2)f), V¢ (1.11)

Sea DY el conjunto de f en C$°(R®) ® C$°(R®), tales que, la solucién de (1.1)
con data inicial f sea cero en el cono con origen en el punto (0,0) y cuyo interior es
el conjunto de puntos (¢, z) tales que | z |< t y ¢ es positivo .Tal cono lo denotaremos

como Ci(o,0),Jz|<t] -
Cl(0,0),)z1<f] = {(t,z) :| £ |< t con t >0}. (1.12)

Sea D% el conjunto que se obtiene considerando tiempos negativos .

El siguiente lema garantiza que D%satisface los 3 axiomas de Lax-Phillips.
Lema 1.13: Si DX = {f € CP(R®) ® CP(R®) : Uo(t)f(z) =0 para |z |<
+t con t > 0}, entonces:

(i) Uo(t)DY c DY parat > 0.
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(i) NUo(t)D = {0}.

(iii) UUo(t)DL = Xo.

Un resultado similar se obtiene para tiempos negativos.

Demostracién : La prueba se llevard a cabo para los tiempos positivos, los mismo

argumentos pueden ser utilizados para demostrar que D% cumple las propiedades

equivalentes .

SeaC(o,-r),|z|<t+r] €] cono {(¢,z):|z|<t+ryt+r >0} . Entonces dependi-

endo de la r el cono se puede graficar de la siguiente manera :

R

Consideremos ahora el punto (o,z,), entonces el cono Cl(0,-r))|z|<t+ donde

r >| zo | —to contiene a (o, Zo)-
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(i) Uo(t) DX C DX para t >0

Sear > 0yf € D entonces Uo(t)Uo(r) f = Uo(t+r) f(z) = 0 enCi(o,—r),|z|<t+]>
este cono contiene al cono Cj(o,0),jsj<¢y entonces Uo(t) (Uo(r) f(z)) = 0 enCi(o,0),1z|<¢]
y por lo tanto Uo(r)f € D.

() N@PP = {0}.
Sea (to,Zo) € R ® R®. Cualquier elemento en Up(t+ | r |)DX° donde r >| z |

—t, se anula en el punto(zo,to) pero NUo(t)DYP C Uo(t+ | r [)DPy por lo
tanto cualquier elemento de()Uo(t) DS satisface la misma propiedad .

(iii) UUo(®)DP =Xy
- Demostraremos queC§®(R®) @ C§°(R3) C UUy(t)DX y como C(R3) @ CP(R3) =
}Ho tendremos queXy = W |

Seaf € C{°(R®) ® C$°(R®) y supongamos que el soporte de f esta contenido en

la esfera de radio r > 0 (B,).Entonces por el principio de Huygens la solucién de la

ecuacién de onda (1,1) con data inicial f es cero en el cono Cj(o,+r),s|<¢]
t

(o, 1)

AN,

svpp f

=

(¥%o,to)
(0, to-iXet)

-re
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y por lo tanto Uy (t) f(z) = 0 en dicho cono . Lo cual implica que Uy (t)Uo(r) f(z) =
0 en el cono con origen en (0,0). y esto quiere decir que Uy(r) f(z) = D% pero en-
tonces Uo(—r)Uo(r) f(z) = f(z) € Ulo(t)DS°. |
Sea DY = {f € 4o : Uo(t)f(z) =0, | z |< £t} entonces por el lema anterior ten-

emos que DJ satisfacen los axiomas de Lax y Phillips. ( D c D2 ).

1.2. Comportamiento de la ecuacion de onda para
tiempos t — oo

La finalidad de esta seccién, es el demostrar que si u(t,z)es solucién de la
ecuacién de onda (1,1) y V(z) es una funcién real tal que V(z) < C | z |7# para

B > 1y z suficientemente grande entonces :

lim [ (V(z)]|u(t,z)|?)dz=0 (2.1)

t—+o00

donde Uo(t)f = (u,ut) ¥ f € Xo.

El siguiente lema nos da cotas del comportamiento de u(t,z)cuando el tiempo

tiende a infinito .

Lema 2.2: Sea u(t,x)solucién de la ecuacién de onda (1,1) con data inicialen S® §

(funciones de rapido decaimiento ).Entonces :

(i) Paracada Ny € > 0 existe Cy, > O tal que

| u(t,z) |< Cwe(1t+ | 2| + [t )7

para (t, z) en el cono Cj(o,0),(1-¢)j¢|>|z|) ¥ tambien para(t, z) en el cono Cj(o,0), || (1+¢)J¢]]
(ii) Existe d tal que
|u(t,z) |[<d(1+]¢])7
para todot yz .
15



Este lema se puede demostrar usando argumentos similares a aquellos, que sur-
gen en el método de fase estacionaria, donde se determinan estimaciones del com-
portamiento en tiempos largos de la ecuacién de Schrodinger.También, utilizando
férmulas explicitas de la solucién de la ecuacién de onda(1,1). Para proceder como

en el primer caso véase pag.46 (Reed-Simon vol III)

=t

Observacién 2.3: Para cada t y cada € > 0 el volumen del conjunto
Cloo)l=l>+ale] — Cloo)lzi2i) = {2 € R*:| ¢ [<|z|< (1+¢) | [}

es cr(3e+3e2+€%) |t ]®

Nétese también que la Cy, tiende a infinito cuando € tiende a cero .

Consideremos ahora f € UUo(t)D?, entonces, existe g € D? y T € R tales que
f =Uo(T)g y por lo tanto ,sit + T > 0, entonces Up(t) f(z) = Uo(t + T)g(z) =0

en el cono Cj(o,-7),jsi<t+7]
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En lo que resta de este capitulo:

(i) V (z) denotara una funcién real, que pertenezca localmente a L%/? y tal que
para las £ mayores que alguna r , V(z) < ¢ | z [P para 8 > 1 (V €
L¥*(B,),V € L%(B))) .

(i)  Q(z) denotard una funcién real tal que Q(z) € L}, y es de orden | z |~® en
infinito para a > 2. Entonces Q(z) es un caso particular de las funciones
del tipo V(z) .

(iii)  f = (fo, f1) denotard una funcién en el conjunto UUo(t)D]. A menos que

otra cosa se diga explicitamente.

Lema 2.4: SeaV (z),f € #o y Uo(t)f = (u,u), entonces existe una constante ¢ > 0
tal que [ (V(z) | u(t,z) |*)dz < ¢||fl|o -
Demostracion: Usando la desigualdad de Holder , la de Sobolev y la propiedad de

que Uy(t) es unitario obtenemos que :

L V@) ut,2) Pz < ([ (V=) [72)dz2(f (| ue, ) 192 <

¢ [ Vult,2) [P)dz < clltio(®) o = ell
X

Corolario 2.5: Sea Q(z),f € #o y Uo(t)f = (u,u:), entonces existe una constante

tal que: [(Q(z) | fo |*)dz < ¢||fllo ¥ por lo tanto
Ifla = [( VAP +Q 1 fo ' + 1 f)dz=Iflo+ [(Q | fo F)dz < &'l o

Demostracion: Q(z) € L? c L3/? i

Corolario 2.6: Sea f en el espacio de la energia de Klein-Gordon (ver comentario

abajo) entonces existe C > 0 tal que:

[ @ foPdz<c [(195 F+] fo )z

17



Del primer corolario podemos concluir que ¥, es isomorfo a ¥g como espacios
de Banach , donde ¥g es la cerradura de C$°(R3) ® C$°(R®) con respecto a la norma

| fllg-(Asumiendo a),b)y c) de la introduccién)

Del segundo corolario podemos concluir que si consideramos la ecuacién de
Klein-Gordon
(8 + A + m)u(t,z) =0 (2.7

donde m es estrictamente positivo . en lugar de la ecuacién de onda (1,1) , obten-
emos que Xpes isomorfo a ¥y como espacios de Banach .(Asumiendo a),b)y c) de la

introduccién) Las normas el el caso de Klein-Gordon son:

1115 = / (I VS l?+1foI* + | f1 P)dz.
11 = A1+ [ (V@) | fo P)ds.

Observacién 2.8: Cabe notar que en el caso de la ecuacién de onda y con una

perturbacién del tipo V' (z) no se sabe si :

Ifllv < [[£llo- (2.9)
ya que , no se sabe si :
[V@ | oz < [(| Vo e (2.10)
Nuestro proposito es demostrar que para este caso se tiene que :
Jim (V(z) | u(t,z) |*)dz =0 (2.11)
donde Uo(t)f = (u,u:). Con esto basta para definir los operadores de onda:

wt : Ho = Xy

tales que :
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a)existan b)||ws fllv = || fllo ¥ c)que su rango sea Xy.
El siguiente corolario nos sera de utilidad mas adelante .

Corolario 3.12: Sea V(z),f € }o y Uo(t) f = (u,u:) , entonces existe una constante
C tal que : fg1(| V(2) [!| u(t,2) [*)dz < C|Ifllo

Demostracion:
| V(2) I’ L¥/*(B,) i
Supongamos que f = Uy(T)g donde g € D) .Y consideremos las siguientes re-
giones :
A(t)
Sea:

At)={ze€R%:|z|>(1+¢€)|t| parae>0yz ¢ B,}.
B(t)={zeR®*:|t|<|z|<(1+¢€)|t]| parae>0yz & B,}.
Cit)={zeR:|t|+T <|z|<|t]| yademasO0 <|t ]| +Tcon}
{lt[2maz(|T*+|T|,2) yz & B}.
Nétese que si T > 0 entonces C(t) =0
D(t)={ze€R®*:|z|<|t|+TyO0<|t|+T}
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Como f € UUo(t)D?,entonces, Uy(t)f(z) = 0si z € D(t). Y por la observacién
(2,3) tenemos que el volumen de B(t) es cw(3e + 3e® + €) | ¢ |3.

Lema 2.13: Sea V(z),f € NUo(t)D] y Uo(t)f = (u,u:). Entonces existe una con-
stante C > 0 tal que :

LoV @ l6(t:2) Pz < 5.

| 2]
Demostracion: Sea z € A(t), entonces, como z ¢ B, tendremos que V(z) < C | z |™#
para alguna 8 > 1. Ademds, tenemos que |t |< (1+¢€) |t |<| z | y por lo tanto :

1 1 1
| z [1+9 < (| n |a/z)(| T |1+5/z)'

V(z) <

para alguna § > 0. Utilizando el lema ( , ) y la siguiente desigualdad:

1 <1
+lz|+]e])? ~ |=|?

podemos concluir que :

Cze
Viz) | u(t,z) |°)dz <
A(t)( (=) [u(t.2) 1) A(t)(lzl"(l+lxl+ltl)

Cze / Cze
1 < ) < L
S TeFmar e < o [ (e <

El siguiente corolario nos da una estimacién de la norma en L, restringida a

A(t) de V(z)u(t, z).
Corolario 2.14: Sea V(z) y u(t, z) como en el lema anterior , entonces si definimos

la norma ||Vu||‘;(t) como [4(| V (2)u(t, z) |*)dz tendremos que, existe una constante

ky tal que:
k

At)
IVl < s
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Demostracion : Si z € A(t) entonces | V(z) |*)<| z |*P) para B mayores estricta-

mente que uno. Ahora,usemos la demostracién del lema anterior . |

wixl=(1+E) ¢l

El siguiente lema nos da cotas en la region B(t).

Lema 2.15: Sean V(z),f y u como en el lema ( , ) , entonces ,existe una constante

kv tal que :
k
2 < _
B(‘)(V(:::) | u(t,z) [*)dz < Tk

Demostacion : Como |t |<|z |y |t|*< (1+ |t |)? entonces :

1 1 1 1 1
P oy < P e S

Ahora utilizemos el lema(, )y el hecho de que el volumen de B(t) es K7e | t |>. para

obtener que :

2 d _d z
Joo¥ @ 1962) Pl < [ (e < [ (e <

-k kvolB(t) k=e|t]? &k
—_— < < = .
(| : |s+s) /;(‘) dz < NS TG
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Corolario 2.16: ||Vu||f(‘) < ];Tf—.px

La regién C(t) se puede graficar como:

4£ c(¢)

N

riTL)

Lema 2.17: SeanV (z),f y u como en el lema anterior .Supongamos que f =

Uo(T)g donde g € D? y T < 0, entonces existe una constante Cy tal que

e’ @) | ult2) })dz < TeT+7¢

donde 6 es estrictamente positiva .

Demostracidn:
Como en C(t) tenemos que 0 <|t | +T <| z |<|t |< 1+ | t | entonces

1 1 1 1 ., 1 1
P @T? < P r?) = e e

Ahora , utilizando el lema ( , ) obtenemos que

, 1 d 1 d .
Joot¥ ) 1 02) = < [ () e < (qrapey) o (e 720
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Pero el volumen de C(t) es kx | T |* (volumen de la esfera de radio | ¢ | menos el
volumen de la esfera de radio| ¢t | +T con T > 0 ). Ahora consideremos dos casos .

a) Si| T |> 1 entonces como |t |>| T |* + | T | tenemos que |t | +T >| T |®,
lo cual implica que (|t | +T)* >| T |°>| T |°. Y entonces :

1 d kx|T 3 1 _ c
(o7 Joo TeT7e < T e ~ oo

b) Si | T |< 1 entonces como |t |> 2 obtendremos que (|t | +7T)* >1>|T |* y por

lo tanto

1 d . 1 kx |T|? c
(T Jowo T30 < (e T 0 < (oo

Corolario 2.18:
c

o) .
Vulz* < ([t [+T)+

La siguiente proposicién nos serd de gran importancia en las demostraciones de

existencia de operadores de onda .

Proposicién 2.19: Siendo V' (z), f y u como en los lemas anteriores tenemos que :
(i)  limeyoo f(V(2) | u(t, ) [*)dz =0
(ii) limrs—oo [; [V (z)u(t, z)|2)dt =

Demostracién: Dado que f € UUo(t)D) entonces si f = Uo(T)g con g € D?
tendremos que Uo(t)f(z) =0 en D(t). Sea Ty = maz(| T |* + | T |,7,2). Entonces,
como u(t,z) = 0 para | z |<| t | +T tenemos que para las ¢ > T; obtendremos
: IV(2)u(t, z)|: = |V (2)u(t, )| F>**T. Ahora , por los corolarios ( ,)(, )y( ,)
podemos concluir que

]

c

L, AV (@)ute, 2)lde = [ (rrrpywes) + (rams e < o0
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y por lo tanto

lim / " /R (I V(@)u(t,=) [*)dzdt =0
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2.

Sistemas con perturbacion

2.1. El espacio de Hilbert}y y el grupo Uy (t)

Consideremos la ecuacién de onda:
(82 + A + V(z))u(t,z)=0
u(z,0)=Ffo (1.1)
u(z,0)=/1
Donde V (z) es una funcién real, que pertenece localmente a L%/?(R®) y de orden
|z|=# en infinito para § > 1 (V € L%%,V € L3(B))).
La forma de la energia para la ecuacién de onda perturbada (1.1)y. esta dada

por :

Ev(t)[(u(t, z), ue(t, z)), (v(t, z), ve(t, z))] = /(Vu(t,:c)Vv(t,1:)+V(z)u(t,:c)v(t,z)+ut(t, z)ve(t, z))d
(1.2)
donde u(t,z) y v(t, z) son soluciones de (1.1)y.

En la demostracién de el lema ( , ) demostraremos que Ey (t) (v, us) = Eo(t)(u, u¢)

por lo tanto

Ey(f) = [(Vfol* +VIfol + | fil)ds (1.3)
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Definicién 1.4: El espacio de Hilbert ¥y serd, el espacio obtenido despues de con-

siderar la cerradura del espacio C$°(R%) ® C$°(R?) con respecto a la norma inducida
por (1,3).
Ifllv = [Bv (]2 (1.5)

Definicién 1.8: Sea Uy (t)el operador que relaciona la data inicial f con la solucién

(u(t, z), ue(t, z)) de la ecuacién de onda perturbada en el tiempo t .
Uy (t) (fo(2), fr(2)) = (u(t, z), we(t, 2))- (1.7)

En el siguiente lema y su corolario veremos que el operador Uy (t) es unitario .
Lema 1.8: Si f € C(R?) ® C°(R®) , entonces, tenemos que :

Uy @) £llv = [l £llv

Demostracién:Sea u(t, z) una solucién de (1,1)y con data inicial f € CP(R®) ®

C(R3)( esto es u(t,z) tiene soporte compacto con respecto a z). Entonces:
Afimacién:Ey (t)(u(2, ), uw(t, z)) = Ev(0)(u(t, z), ue(2, z)).

Demostacion de la afirmacidn:

Ey (¢) (v, ue) — Ev (0) () (u,ue) = /(:(aaEv(S) (u(s, 2), us(s, 2)))ds =

/: /Rs(aa(IVu(s,z)I’ + V(z)|u(s,z)|* + |u.(s, z)|?))dzds

Integrando por partes, se obtiene que este ultimo termino es igual a :

t
/0 -/}‘23 (AmT, + uaAu + Vuu—a + U,Vﬂ + u,, U, + u.u_,.)dzds =

/o‘ fm((Dy) (v,) + w((Ju))dzds = 0
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Ahora, regresemos a la demostracién del lema :
luv (@) fllv = llu(t, 2), uel=z: t)llv = [Bv () (u(t, ), we(t, 2))]/* =

[Ev (0)(u(t, 2), wilt, =)'/ = [Ev (0)(N)]'/* = |I£llv

De este lema podemos concluir que :

Corolario 1.9: Si f € ¥y entonces:
Nuv (@) fllv = | £llv-

Demostracidn: Sea f, una sucesién de funciones en CP(R®) ® CP(R®) que

converge a f en Xy.

Como Uy (t)(f + g) = Uy (t)f + Uy (t)g para toda f y g € Xy entonces:
Uy () fo — Uy (t)f = Uy (t)(fa — f)

y por lo tanto

| im Uy (8)fa — Uv(8)fllv = O

esto es

lim (|Uy (&) fullv = lIUv () fllv

pero para cada n tenemos que

Uy (@) fally = [l fallv

Hm || fallv = || fllv

n—oo
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Después de este corolario, es ficil demostrar que Uy (t) es un grupo uno-paramétrico
de operadores unitarios en el espacio de Hilbert Xy. Y por lo tanto, utilizando el
teorema de Stone (Yosida 345) existe un operador auto-adjunto (negativo) A con

la propiedad de que si f € D(A) (el dominio de A )entonces
Uy (t)f = e*Af (1.10)

A continuacién demostraremos que el operador A es igual a el operador matricial

dado por:
0 I
Ay = (1.11)
A+V 0

Para f € A tenemos que
QlUy(t)f=AetA f (1.12)

pero por otro lado sabemos que

Oplly (t) f=(us, up)
—(us, (A +V)u) (1.13)
=Avlv(t)f

De donde concluimos que A=Ay. El operador matricial Ay es llamado el gen-

erador infinitesimal del grupo DY

También es posible proceder de la manera inversa. Esto es, demostrar que la
matriz Ay es un operador auto-adjunto(negativo) y por lo tanto existe un grupo

uno-pardmetro unitario (Uy(t)) tal que Ay es su generador infinitesimal .

2.2. Completitud de los operadores de onda w4

En esta seccién se demostrara que los operadores W (2.2) definidos en U U (t)P N D(Ay)

existen y por lo tanto los operadores w. (2.4) existen definidos en el espacio ¥o.
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Luego demostraremos que D) satisface los axiomas de Lax-Phillips,con lo cual

obtenemos que los operadores w.son completos de Xy a Xy .

Definamos W (t) y W4 (t) como :

W(t) = Uv(-t)lUo(t)f (2.1)
We(t) = s — lim W(t)f (2.2)

donde f € UUo(t)D2 N D(Av).

Dado que
C3*(R*) ® C5°(R®) € JUo(t)D° < JUo(t)D2 () D(Av)

Entonces W (t) y W.(t) estin definidos en un conjunto denso de Xo En el lema ( , )

demostraremos que si f pertenece a dicho conjunto , entonces

AW () = Uy (~t) ( g ) Uo(t) f (2.3)

y utilizando este resultado se puede ver que W(t) existe .

Definamos w+(t) : Xo — Hv como el operador
wx(t)f = ‘Bgrnoo Wi(t)fa (2.4)

donde f, € UUo(t)D2 N D(Av) y fn converge a f en Xo.

En el lema (2.8) veremos que la definicién anterior es independiente de la
sucesién de f, que se escoja . Y en los teoremas 2.9,2.10,2.13. veremos que el

operador Wi €s completo, y por lo tanto X, es isomorfo a Xy .

Lema 2.5: Sea f € UUo(t)D3 N D(Ay). Entonces:

lim W (@)|lv = ||fllo-

t—+o00
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Demostracion: Dado que el operador Uy (t) es unitario tenemos que :

Uy (-8)Uo (@Y = IUo(®) FII¥

pero, por definicién:

1@ 113 = U@ 113+ [V (@)lu(t, 2))d

donde u(t, z) es la solucién de la ecuacién de onda sin perturbacién y con data
inicial f . Ahora utilizamos el hecho de que Up(t) también es un operador unitario

y por lo tanto

1Uo(®) fllo = 11 £llo

y finalmente por la proposicién (2.19) del capftulo uno tenemos que

lim / (V (2)|u(t, z)[*)dz = O

t—+o00

Lema 2.8: Sea f € UUo(t)D2 N D(Av)

Entonces,

0 O

AW (t)f = Uy(~t) ( v o

) Uo(t)f

Demostracion : Como f € UUo(t)D? N D(Av). Entonces tenemos que

W (t)f = Blly (—t)Uo(t) f = By (e~ Avteihot f)
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= —iAyly (—t)Uo(t) f + Uy (—t)i Aol (t) f

ahora utilizando las propiedades de que AyUy(t) = Uy (t)Av ,

Uy (t)(f +g) = Ur(t)(f) + Ur(t)(g) y de que Avf + Aof = (Av Ao)f.
Se sigue que

= Uy (—t)(—2)AvUo(t) f + Uv (—2t)t Aclo(t) f = Uy (—2t)(—iAvUo(t) f + s AcUo(t) f)

= Uv(—t)i(ﬂo - Av)Uo(t)f = Uv(—t) ( OV z ) Uo(t)f

Lema 2.7: Sea f € UUo(t)D2 N D(Ay).Entonces

W(t)f
existe (W (t)f € Xy)

Demostracion: La prueba se llevara a cabo solo para tiempos positivos, para tiempos

negativos se usan argumentos andlogos . Queremos demostrar que

IW(r)f-W(s)fllv — 0

cuando r y s tienden a infinito . Con lo cual obtendremos que lim,_,,,, W(t)f =
W, (t) f forma una sucesién de Cauchy en Xy que es un espacio completo . Utilizando

el lema anterior se sigue que

W@ - W)l =1 [ @w ey
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< [ Wow @11t = [ v (-1 ( o ) Uol) fllv)de

nuevamente, utilizemos la propiedad de que Uy (t) es isométrico

r 0 O
s/m( )mmmwa
J -V o
= ["lo,vutt, 2)lv)dt = ["(IVu(t,2)ll)at
y finalmente por la proposicién (2.19) del capitulo uno tenemos que

by oo / ’ /R (IVu(t, 2)|[?)dzdt = 0
|

De este iltimo lema podemos concluir que el operador W (t) estd definido de

)-(oa.)(v

W;h(t) Mo — Ny

Y que su dominio es UUy(t)D9 N D(Av), el cual es denso en X,.

Lema 2.8: Sean f, y fn dos sucesiones distintas que pertenezcan a U Uo(t)D2 N D(Av)

y que ademaés converjan a f en ¥o. Entonces -

W () fa — Wi (t) fmlly — 0

cuando n y m tiende a infinito .
Demostracion: Utilizando la definicién de W4(t) y el lema (2.5) se demuestra
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= Jim W) — s Jim W(Oully <

‘_lé_?oollw(t)(fn - fm)”V = "fn - fm"o
ahora, haciendo tender n y m a infinito obtenemos el lemma . [ |

Teorema 2.9: Sea w4 (t) como en la ecuacién ( , ). Entonces

wi(t) Mo — Ny

existe

Demostracién: La prueba de este lema es bésicamente los dos lemas anteriores

. Queremos demostrar que si f € ¥, entonces

wx(t)f = lim W(t) fn

existe, donde f, € UUo(t)D? N D(Av) y fo — f en Hy.
Pero por lema (, ) Ve > 0,3N tal que si N y m son mayores que N tendremos

que

dy (W (8) fn, W4 (8) fm) < €

(donde dy significa la distancia inducida por la norma || ||v)

esto quiere decir que w4 (t) forma una sucesién de Cauchy en Xy , un espacio

completo . |

Teorema 2.10: Sea f € ¥, . Entonces

lwe @) Fllv = [l llo-
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Demostracion: La prueba serd sélo para tiempos positivos .

Sea f, € UUo(t)D? N D(Avy) tal que f, — f en Xo. Entonces por definicién -

lwe (@) fllv = || lim W, () fally < lim [[W, (2) fallv

n—o0

pero utilizando el lema (2.5)

W+ (@) fallv = lls = Jim W(@)fallv < s = lim [W(t)fallv = [l fallo

de donde, se obtiene

lws (&) fllv < Hm [[fallo = I £

n—oo

Para demostrar la otra desigualdad procedamos de la siguiente manera. Como

estamos asumiendo que la perturbacién es positiva (V' > 0) , entonces :

15113 = 1Uo(®) fall? <
lo(e)falls + [V () u(t, 2) P)dz =

[Uo(®) fallv = llUv (—t)Uo(t) fall?--

Y como esto es cierto para toda t, entonces hemos demostrado que :

1 £allG < [1W(2) fallv

Pero,
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113 = 1l lim, £all3 <

| Jim W (¢) fallv = llw+(2) fllv

n—oo

En el siguiente lema veremos que el operador wy(t) posee la propiedad de in-

tercambio.

Lema 2.11: Sea f € }y. Entonces :

UV (t)wi (t)f = W4+ (t)Uo(t)f

Demostracion: La prueba se hard sélo para casos positivos . Supongamos que
f € UUo(t)D2 N D(Av). Entonces, utilizando que en este caso w4 (t)f =W, (t)f y

que los operadores Uy (t) y Uo(t) son grupos tenemos que :

Uy (w4 () f = Uv(r)s — ‘_lfinw Uy (—t)Uo(t)f

= o= S Uyt 4 )a(e)f = o = lim Uy (~t)Lalé + )]

= w4 (t) fUlo()f.

Con esto queda demostrado el lema para el caso de que f € UUo(t)D2 N D(Ay).

Ahora, supongamos que f € X, y sea f, una sucesién que pertenezca al conjunto
UUo(t)D2 N D(Av) y que tienda a f cuando n tiende a infinito . Entonces, por

definicién tenemos que
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Wi (t)fo — wi(t)f

cuando la n tiende a infinito . Pero como D_,‘,' es continuo en Xy entonces

Uy ()W, () fo — Uy (w+ () f

cuando n tiende a infinito . Pero por la primera parte de la demostracién

tenemos que :

Uy ()W (t) fn = W (t)Uo(t) fn

para toda n . Y por tltimo, como

1Uo(t) fa — Uo(t) fmllo = |Uo(2) (fa — fm)ll = |(fa — fm)llo

entonces obtenemos que:

W, (t)Uo(t) fa — wi (t)Uo(t) f

cuando n tiende a infinito . |

A continuacién definiremos los espacios de entrada y salida para el sistema

" perturbado en el sentido de Lax-Phillips .

Definicién : El espacio de salida esta definido por :

DY = wy(t)D

El espacio de entrada se define de la misma forma pero considerando tiempos

negativos .
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En el siguiente lema se demostrard que estos espacios satisfacen los axiomas de
Lax-Phillips. Cabe notar que la demostracién de el ltimo inciso hace uso de los
resultados que se obtiene en el capitulo 3. Mas ain, el capitulo 3 es la demostracién

de este inciso.

Lema 2.12: (i) Uy (t)D] C DY si el tiempo t es positivo (¢t > 0)

(i) NuUy(t)oy =0

(iii) Uly(#)DY S My

(iv) Ulv()DY 2 ¥y

Los axiomas analogos para tiempos negativos, tambien se llevan a cabo .

Demostracion: La prueba se llevard a cabo solo para tiempos positivos, la de-

mostracién para tiempos negativos, es andloga, incluyendo el capitulo 3.

Utilizando la propiedad de intercambio de w (t) ver lema(2.11), los axiomas de
Lax-Phillips para D_?_ ,que w, (t) es isométrico y la definicion de el espacio de salida

(DY )se pueden demostrar los tres primeros incisos .
() Ur()DY = Uy (Jws (D = we ()Uo(8)DY C ws (6103 = DY
(i)  NUv(e)DY = NUy(t)ws(t)D2 = Nw.(t)Uo(t) D2
wi(t)NU(t) D) = w4 (t)0=0
(iii) UUv(t)DY = UlUy(t)w+(t)D] =
Uw+(@)Uo(t)Dg = w4 (t)UUo(2) DS =

W4 (t) )(0 Q )(V

(iv) Como ya mencionamos anteriormente, la prueba de este dltimo inciso esta
basada en el ca.pftulo 3. Asi que asumamos por el momento los resultados

que ahi se obtienen .

Queremos demostrar que Xy C UUy(t)DY. Supongamos que no es cierto que

la afirmacién es cierta, entonces existirfa una funcién f distinta de cero en Xy tal
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que no pertenecerfa al conjunto U Uy (t)DY. Usando el lema (1.7) de el capitulo 3
se puede ver que si tal es el caso, entonces AyUy(t)f es Ey—ortogonal a DY para

toda t.

Ahora, por el lema (1.9)de el capitulo Ay f se puede descomponer en g+ h donde

g y h satisfacen :

Uo(t)g =0, |z|]<n—1/2

Uo(—n)h =0, |z| <n—-1/2

pero por el capitulo 3 tenemos que

< AVf,g >o=0

< AVf)h >0=0

y por lo tanto

| Av fllo = 0

pero por el lema ( , ) se sabe que si f € D(Ay) entonces f € ¥? ® X! donde X"

es el espacio de Sobolev n—dimensional . Y por lo tanto

lvfllo= [(VAPz + [((A+V)fol?)dz =0

Pero estamos asumiendo que el operador de Schroedinger (A + V') no tiene

espectro puntual. Por lo cual f tiene que ser igual a la pareja (0, c) donde ¢ es una
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constante, pero ademés estamos asumiendo que f es Ey—ortogonal a U Uy (t) D}_’ ,

por lo tanto V g € C°(R3) ® C°(R3) tenemos que < f,g >y= 0, pero

< f’g >y=< (0’ c)’ (g()’gl) S>y= /(c E)dz =0

esto significa que la constante ¢ es igual a cero . Y entonces f = 0, contradi-

ciendo nuestra suposicién de que f fuera distinta de cero. Y por lo tanto

Hy = U Uy (t)D_,‘,’
i

Este 1ltimo lema y su demostracién nos da como corolario que el rango de el

operador w, (t) sea todo el espacio Xy .
Teorema 2.13: El operador w, (t) es completo .

Demostracton :

w4 (t)Ho = w4 () J Uo(t) DY =

Uw+ (#)Uo(t)02 = U Uy (t)w. (£) DY

= UUV(t)DX = Xv.

Hemos, demostrado que

wi(t) : Ho — My
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cumple con las tres propiedades que se requieren para que un operador de onda

sea completo .
A continuacién definiremos el operador de dispersién S(scattering) .

Sea Ty la representacién de translacién (ver L-P)
Ty : Ho — Lz(R, S"_l) (2.14)

Dicha translacién se obtiene utilizando la transformada de Radon y modificando,

de manera que tenga inversa.(Ver B)
Definamos el operador T de el espacio Xy a el espacio L?(R,S™!) de la sigu-
iente manera

Sea f € ¥o entonces
Tiwe(t)f =T f (2.15)

Entonces, finalmente podemos definir el operador de dispersién S (scattering)
como
S:T w_(t)f — Tyw,(t)f. (2.16)

de esta manera el operador de dispersién S (scattering ) est4 definido de L?(R, S™"1)

a el mismo .
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3.

Descomposicion de Enss y el decaimiento de la

energia

3.1. Descomposicion de Enss

En esta seccién asumiremos que f € ¥y y que f & UUy(t)DY. Esto es que f

satisface las hipétesis de la demostracién de el inciso (iv) de el lema 2.12 .

Bajo tales hip6tesis se puede demostrar que Ay f se puede descomponer en dos

funciones g + h tales que satisfagan :

< Avf,g>0=0 (1.1)

<Avf,h>=0 (1.2)

Los siguiente lemas tienen como finalidad demostrar que la ecuacién (1,1) se

satisface . La demostracién de (1,2) es analoga . La prueba consiste, en demostrar,
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las siguientes igualdades:

< Avf,g >o=limy, . < Uo(tw,) Av S, Uo(tns)g >0
=limy, . < Uy (tnrs) Av £, Uo(tnrs)g >0
=limy,,— < Uy (tas) Av f, Uo(tats)g >v (1.3)
=limy , — < Uy (tns) Av f,wi(t)Uo(tns)g >v
=0.

La primera de ellas es conclucién directa de el hecho de que Uo(t) es un operador
unitario:

< AVf,g >o0=< Uo(t).ﬂvf, Uo(t)g >0 (1.4)

La segunda igualdad se obtiene demostrando que existe una subsucesién ¢,, tal

que t, — oo que satisface lo siguiente :
limt,.:,—ooo”uV(tn'a)AVf - Uo(tn'.)ﬂvf”o =0 (1-5)

esto es lo que se demuestra en el lema (1.17).

La tercera igualdad se concluye, después de la seccién 2 de el capitulo 1 .Y se
demuestra en el lema (1.16).

La cuarta igualdad se obtiene de la siguiente manera, dado que g € UUo(t)D9 N D(Av)
ver (1.8) entonces w, (t)f = W, (t)f de donde se concluye via el método de Cooks,
que:

llw+(£)Uo(tn,sg — Uo(tn,gllv =0 (1.6)

Cuando las t,/,tiende a infinito.

Y la dltima desigualdad se obtiene, demostrando que si Up(t)g € D entonces,
por definicién tenemos w, (t)Uo(t)g € DY . Pero AyUy(t)f es Ey—ortogonal a D}
para toda t .Con lo cual obtenemos (1.14) Procedamos a demostrar los lemas que

justifican cada uno de estos pasos.
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Lema 1.7: Sea f € }y tal que f € UUv(t)DY . Entonces, AyUy(t) f es Ey —ortogonal
a D} para toda t. (De donde podemos concluir que f € D(4%) ,7=0,1,2,)

Demostaciéon Como f ¢ U UV (t)DY entonces f es Ey —ortogonal a U Uy (t) D (cualquier

combinacién de elementos de U Uy (t)D) pertenece a este mismo conjunto) Esto es

< f,Uy(t)g >v=0VtyVg e D

Y de las propiedades de Uy (t) se ve que

<Uy(t)f,g >v=0VtyVge DY

y por lo tanto

Uv(t +€) + Uv(t)

es Ey—ortogonal a D} para toda t.

De donde podemos concluir que

Oy (t)f = Avlv(t)f
es Ey—ortogonal a D} para toda t . (8;AvUy(t)f = ALUy(t) ) i
En el siguiente lema hacemos uso de la siguiente definicién :
D(Av)={f€Mo: Avf € Hv}.
(Av f € Ny en el sentido débil )
Nétese que D(Ay) C D(Ay).
Lema 1.8: Supongamos que f es como en el lema anterior, entonces Ay f =g+ h
donde g € UUo(t)D) N D(Av) y h € Ulo(t)D° N D(Av).
Demostracion: Usando la transformada de Radon, podemos obtener la representacién
de la translacién del espacio libre (ver B , L-P)
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T : o — L*(R,S™1)
Dicha translacién satisface que Uo(t)f — k(s —t).

Consideremos T Ay f y descompongdmoslo en su parte entrante y su parte
saliente, a la manera de Volker Enss.Escojamos ¢ y ¢ en C®(R) de manera que

satisfagan lo siguiente :
0<p<l1

1 para s>1/2
w(s) =
0 para s<-1/2

y¥=1-9p

ahora definamos g y A como la funciones que satisfacen :
Tg=pTAvf (1.9)

Th = ¢T Av f (1.10)

Entonces tenemos que Ay f = g+ h (Como T es un operador unitario , entonces
llgllo < 1l Av £llo)

Utilizando las propiedades de la translacién obtenemos

TUo(n)g = k(s —n)

donde k(s —n) =0 paras—n < —1/2

y por lo tanto Uy(n)g = O para |z| <n —1/2.

Anélogamente se puede demostrar que Uoh = 0 para |z| < n —1/2.

Por 1iltimo habrad que demostrar que Ay g pertenece a Xy en el sentido débil .

Sabemos que

T Aog = 8,Tg = 3,(pT Av f)

de donde
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TAog = (0,0)TAv f + ©(0sT Av f)

S eTAvf + T AAvf

por lo tanto

| 4ollo < l|Av fllo + || Ao Av £ llo-

Hemos demostrado que g pertenece al dominio de Ay (D(Ap)). Pero por el lema

(', ) de la siguiente seccién se tiene que
D(Ao) = D(Av) (1.11)

de donde concluimos que g pertenece a D(Ay). De la misma forma se demuestra

que h pertenece a ese conjunto . |
Queda abierta la siguiente pregunta :
g € D(Ay)?.

Una posible manera de demostrar esto es tratar de verificar si la siguiente de-

sigualdad se lleva a cabo :

[V (2)lgo*)dz < [(V (2)| 1]*)dz < || Av fllv < oo

Regresemos ahora a la demostracion de esta seccién .
Observacién 1.12: Como g € U Uo(t) D] entonces Uo(tn,)g € D} (para tn,suficientemente
grandes ) y por definicién wy (t)Uo(tws)g € DY. Pero por el primer lema de esta

seccién se sabe que AyUy(tn,)f es Ey—ortogonal a D! para toda t . Y por ello

hemos demostrado :

limgn,,_.co < Avuv(t,.l,)f, w+(t)Uo(t,,:,)g >y=0. (1.13)
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En lo que resta de esta seccién f y g serdn como en el dltimo lema.

Lema 1.14:
Hmt,,:,—»oo”w+(t)UO(tn'c)g - Uo(tn'a)g“V = 0.

Demostracion : Usando la propiedad de intercambio de w(t) lema(2.11) del se-

gundo capitulo se puede ver que
|w+ (£)Uo(tnrs)g — Uo(tns)gllv = [|Uv (tws)ws (¢)g — Uo(tnrs)gllv
y ahora usando que Uy (t) es una isometria
= Uy (—tnts +tnts)ws ()9 — Uy (—tnrs)Uo(tna)gllv = ||ws(£)g — Uy (tnta) Uo(tnsa)|lv
Pero ya que g € UUo(t)D? N D(Av) entonces w., (t)g = W, g de donde, se sigue
que
< limeoo||w(t)g — W (tws)gllv
y por lo tanto
lim, , _ool|lws(t)Uo(tns)g—Uo(tns)glly < limy , —roolimy_oo||[W (t)g—W (tnag|lv
< I, (10:W (r)glv)ds = 0 i

En el siguiente lema se ve que cuando el tiempo es suficientemente grande la

diferencia entre los productos interiores es tan pequena como se quiera.
Lema 1.15: limt,.:,—ooo < uV(tn'c)ﬂVf’ uO(tn'a)g >y= Hmt,,:,—’oo < UV (tn’a)AVfa uo(tn’a)g >0

Demostracion : Por definicion tenemos que

< (for F1)s (90,91) >v=< (for f2): (g0, 91) o + [ (V (2) fome)d

por lo tanto

I limtnp,~+oo < UV(tn’a) AVf - UO(tn'a)g >v — < UV(tn'a)AVf - uo(tn'a)g >0 |
< | limgn,.—’+oo f(V(.’B) (UV (tn'a)AVf)O(uo(tﬂ'S)g)O)d‘tl
donde ( )o significa que estamos considerando solamente la primera componente.
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Ahora, utilizando la desigualdad de Holder (recuerdemos que estamos asum-

iendo V >0)
< [lime,, o0 (f V (2)| Uy (twa) Av £)o[*dz) /2 (J V ()| (Uo(tws) 9)o|*dz) /2|
< | Av fliv|lime,,, 400 (J V (2)|(Uo(tnts)9)o[*dz) /2|
Finalmente utilizando la proposicién (2.19)del capitulo 1.Par obtener que la

ultima desigualdad es igual a cero . |

Lema 1.16: Existe una subsucesién de t,, tal que t, — co y

limt,,:,-o+oo "uV (tn':)AVf - UO(tn':)AVfIIO =0

Demostacion: Sea u(t,z),v(t,z) y U(s,t, z) las soluciones de la siguiente ecuaciones

respectivamente .

Oyu(t,z)=0
u(t, z)=Jfo (1.17)
u(t, z)=/1
Ov(t,z)=0
v(t,z)=fo (1.18)
v(t, z)=h1
y por ultimo
au(s,t,z)=0
U(s,t,z)=0 (1.19)
U,(s,t,z)=V (z)u(t, z)

Entonces, utilizando el principio de Duhamel se puede ver que
Uy (t)f - U (t)f—/‘(U (t—s) 0 0 Uy (s)f)ds (1.20)
—_ = — 8 . .
v 0 , (Yo () 0 v

Y, por lo tanto
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Uy (t) Av f — Uo(t) Av fllo <

0 0
A "““‘”(v(z) o) (A+V(z) )u"(s)f""ds_

Uy (3)fllods <
/u(v(z) ) ()11

|t| max |5<¢l(0, V () u,(s,z))llo
donde

(u(s)2), us(s, 2)) = Uv(s)f

Ahora sea R > |t|, entonces, coma

: [us(s, )’
JoonlV@ulo,m)da < [ ()

|z|>R

para f > 1. Y como |z|7?? < R~?# | entonces

%/(lu.(s, z)|*)dz < _||Uv1g;)9f||o_

por lo cual
lim 400 [£] maxisici|(0, V (2) s (5, 2) 5" < limersoo 45
pero R > |t| y entonces este limite es cero .

Para concluir basta con demostrar que existe una subsucesién de t,, tal que

t, 200y

lim,,, 40 [tms] T2X e ] (0, V (2)us(s,2)) |67 = O
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Procedamos a demostrar este dltimo paso.

Usando las desigualdades de Holder y de Sobolev podemos obtener
Sei<r(IV (2)ua(5,2)P)dz < (Jig1cr [V (2)Pd2) P (Jigcp [ Vo (s, 2) [Pdz) S
cll vty (s) FIIET<E.

Ahora bien, por el lema ( , ) de la siguiente seccién existe una subsucesién t,,

de t,, tal que

| Ay Uy (bwa) FIETR < (1.21)
para toda N . Y por lo tanto
iy, —vtoo [tnts] MaX poj<ie,([1(0, V (2)ta(s, 2)) |51 < lim, , . 4o0 Lntelt

luego entonces este limite es cero. |

3.2. Decaimiento de la energia

En esta seccién demostraremos que el dominio de el operador matricial Ay
(D(Ay) ) estd contenido en el dominio del operador matricial D(Ay). También
demostraremos que si f € D(A}) j = 0,1,2 , entonces existe una subsucesién ¢,

de t, — oo tal que
| Ay Uy (tws) FIE<E = 0. (2.1)

La prueba <.1e este tltimo resultado consiste en demostrar que para dicho f se tiene
que

Av f € X*(B,) ® X!(B,)

y entonces utilizando el Teorema de Rellich obtenemos que:

La inclusién

t: X*(B,) ® X(B,) — X'(B,) ® X°(B,), es compacta .
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obtenemos que el conjunto de f € D(A)j = 0,1, 2 es compacto en ¥, Por lo cual
basta demostrar que existe una sucesién t,, tal que Ay Uy (t,)f converja débilmente

a cero en ¥ cuando t, — oco.Esto es :
ng" — 00 < AylUy (t,,)f,g >0 (2.2)

para todas las g en el espacio Xy. Para poder concluir que existe una subsucesién

ty, de t, — oo

tal que Ay Uy (tn1,) f converge fuertemente a cero en ¥ ls1<® ¢ yando las tns tienden
a infinito .Esto es
lim || AvUy (tws) FllE<E = (2.3)

tar,—

Recordemos la definicién del dominio de los operadores Ay f se dice que esta
en D(Ap) si satisface las siguientes propiedades. a)Que f pertenezca a el espacio

My. b)En caso de que n sea impar, entonces :
(A+V (@)1, (A + V()™ fo) € Hy
en el sentido débil . ¢)Y en caso de que n sea par, entonces :

(& + V(@) fo, (A +V(2)™2f1) € Xy

Sabemos que si f es tal que pertenezca a Xy pero que no pertenezca a |J Uo(t)D N D(Av)

entonces f pertenece al dominio de los operadores Ay para n =0,1,2. En el sigu-

iente lema demostraremos que si tal es el caso, entonces Ay f pertenece al producto
de espacios de Sobolev ¥*(B,) ® ¥!(B,).

Lema 2.4: Si f € D(4}) 7 = 0,1,2 entonces Ay f € ¥*(B,) ® X*(B,).

Demostracion: Puesto que

JUa + V@) fol)dz < l14vSllv

50



[(9(2 + V(@) o)z < 143 £y

entonces podemos concluir que (A + V (z)) fo € ¥*(B,)

Para probar que f; € ¥*(B,) es suficiente demostrar que f; ,Vfi y Af;

pertenecen al espacio L?(R®) (Que tal es suficiente viene de el siguiente hecho:
Como &¢; < C(|&I° + |¢17) = C¢P?

entonces

[ 10 tde = [ 1667 <

[10emFrdz = [1871dz [ a1 Pdz)

Dado que [|fi|?dz < ||f|lv , entonces f; pertenece al espacio L?. También
es facil observar que [ |V fi|?dz < ||Av f||? de donde se concluye que tambien V f

pertenece a el espacio L?. Para demostrar el ltimo paso observemos que :

[ 18111dz < |l Aoy S11

y entonces basta con demostra que esta tltima norma converge .

Nétese que

AoAvf=(0 I)( 0 I)f=((A+V(z)) o)f
Aol @a+vi) o 0 A

Entonces obtenemos que la norma es igual a :

oty fllo = [ 19(A + V(@) fol? + A fi[d
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Ahora bien, dado que f € D(A%) entonces Ay f € D(Ay) pero por el elma ( .
) sabemos que D(Ay) C D(Ao) y por lo tanto tenemos que Ay f € D(Ao) que por
definicién significa que Ao(Av f) € Xo y por lo tanto

| Ao Av fllo < o0

Ahora, pasaremos a demostrar que existe una sucesién t, tal que AyUy(t,)

converge débilmente en X,.
Observacién 2.5: Si el especto de Ay es absolutamente continuo, entonces para
cada f € D(Ay)
Jim < Uv(t)f,g >v=10

para todos las h en el espacio Xy.
Demostracion : Sea f € D(Ay) y h € Xy , entonces usando el teorema espectral

< eWOf b >y= [ 4,)eNd < EQ)f,h >v = [,4,)€Md < EQ)f,h >v.

y por ser dm(A) una medida absolutamente continua con respecto a la medida

de Lebesgue dz tenemos que existe ! en L! tal que

/ fdm(\) = / fldz

de donde, si aplicamos el teorema de Riemann-Lebesgue (||7]le < (27)~"/||f|l1 )

tenemos que 7(t) € Coo(R") el espacio de Banach, con la norma del supremo y

que consiste de las funciones continuas que se hacen cero en infinito .
Y por lo tanto
‘Hs_noo < AvlUy(t)f,h >v=0
para todas las h en el espacio Xy . |

Nosotros estamos asumiendo que nuestra perturbacién es tal que el operador

matricial Ay no tiene espectro puntual. En el siguiente lema demostraremos que si
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tal es el caso, entonces obtenemos convergencia débil en el espacio ¥y. Y en el lema
que le sigue demostraremos que eso implica convergencia débil en ¥, que es lo que

necesitamos obtener, para poder demostrar decaimiento de la energia .

Lema 2.8: Si Ay no tiene espectro puntual, entonces existe una sucesién {t} tal
que

t—l}-ri!loo < Avuv(t)f,h >Sy=0
para todas las h en el espacio Xy .

La demostracién de este lema est4 basada en el teorema de Wiener y su corolario.

Ver demostracién en L-P pag.145 seccién V lema(2.3).

La demostracién de el siguiente lema, utiliza el lema de representacién de Riesz

Lema 2.7: Si f € D(Av) ¥ limrtoo < Uv(t)AvSf,h >y= 0 para toda h € Ny,
entonces

t—légloo < Uy(t)Avf,h >0
para toda h € Ny

Definamos la funcional F} : Xy — R con h € {y de la siguiente manera

Fa(Uv (8)f) =< Ur(t)f,h >0

esta funcional es acotada, ya que

|Ea()] < [lUv @) fllollkllo < elitv @) fllvIiRllv = Kl fllv

y utilizando el teorema de representacién de Riesz sabemos que existe una funcién

l € Xy tal que
Fo(Uv ()f) =< Uv () f, 1 >v

Ahora consideremos f € D(Ay). Por lo anterior podemos concluir que, para

todas las h en el espacio Xy existe ! en el mismo espacio tal que

< Uv(t)ﬂvf,g >o=< Uv(t)ﬂvf,l >y .
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Ahora tomando limites cuando t tiende a infinito de los dos lados de la igualdad
y utilizando la hipétesis de que Uy (t)Ay f converge débilmente en Xy (ver lema

anterior) concluimos la prueba. i
Como corolario de los lemas anteriores, obtenemos el siguiente lema

Lema 2.8: Si f € D(A ) 7 = 0,1,2, entonces existe una subsucesién t,, de t,
— 00

1 4v Uy (tws) FIIET<R <
para toda n .

Ahora pasemos a el lema de los dominios .

Definicién: Sea D(Ay) el conjunto de las funciones f que pertenezcan a el

espacio Xo y que satisfagan que Ay f pertenece a el espacio Xy en el sentido débil .

En el siguiente lema demostraremos que este conjunto es igual al dominio de Ay

.Y ya que Xy C X, entonces este conjunto contiene a el dominio de Ay
Lema 2.9: D(Ay) = D(Ao)

Demostracion Sea f € D(4Ao), entonces tenemos que

Tt /‘(lvfol2 + |f1]*)dz < 00

14012 = [ (V12 + |Afol)dz < oo

Para demostrar que f € D(Ay) basta probar que

| Av fllv = /(|Vf1|2 + V()| f1* + |(A + V (2)) fol?)dz < 00

Asumamos que V(z) < M para |z] > R ( dado que V(z) = o(|z|™?)) Entonces
recordando que V(z) € L, C Lf!: y utilizando las desigualdades de Holder y de

Sobolev tenemos que

Jv@iandz< [ V@I +M /Wmmxs

[=|<R
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/ 2/3 1/3
3/2 2
(/.,.<R"’("’)| d*‘) (/,,,<,Ifll dx) + M|l <

1/3
¢ ([ 19Aildz) " + Ml fllo < Clldoflo + Milfllo < o0

Ahora demostremos que [ |(A + V(z)) fo|?dz < oo

Dado que
J1a+V@)ioltdz < [ 185 +1V (@) fol? + 21051V (@)]dz <

< Mofllo+ [ IV (2) fo*da

entonces basta probar que

/ IV (2) fol?dz < oo

Esto dltimo lo haremos en dos pasos

a)
|13
Jeoa @< [ e <

lz|>R |Z|?#
2/3 1/3
< (f1al4z) " ([ 15ol%dz) < € [ 1V oldz < Clfllo < oo
b)Para demostra que tambien es cierto, en el interior de la esfera (Br))

/|z|<nl (3)fo|2d$</ V (z)|dzsupsi<r|f3
<ef IVhlds<e[|affdr+ [ foldslieq

Mofllo+ [ IV fodz < [l 4ofllo + o < oo
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Por lo cual podemos concluir que :

D(40) € D(4v)

Para demostrar la otra contensién, llamemos A’ a la restriccién de Ay a D(Ao).
Si Ay fuera una extensién propia de A’ entonces para ) tal que el rango de A— Ay =

Mo vemos que A — Ay tiene que tener un vector nulo f no trivial

Af—Aof =0
estoes A\fo— fi=0y Afi—(A+V(z))fo=0

Y por lo tanto A?fo — (A + V(z)) fo = 0 como distribuciones .

Sea 8 € C°, entonces
(A% fo — (A +V(2)) fo)d = [ (A fol + AfoB+ V(z)fob)dz = 0

Pero fo € X! y aproximandolo por funciones C$° obtenemos que

[ + VAl + V(@) foP)dz = 0

y si A es escogida de manera que A? > M , entonces

[v@intiz< [ v@ihltd+M [ |fde< [Xpldzt [V

y por lo tanto fo , pero Afo = f1 y finalmente f = 0 lo cual es una contradicién

con lo supuesto . |
Observacién 2.10: D(Ao)|zj<r = D(Av)z|<r

La demostracién directa de que Ay es un operador auto-adjunto(negativo ) se

puede encontrar en (P).
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