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NOTA PREVIA



NOTA PREVIA,

Estimo conveniente decir algo sobre el contenido de esta
tesis,

El primer capftulo, es puramente iatroductorio y no con-
tiene demostraciones. En los pérrafos 2.1 a 2.4 del capitulo
segundo, la exposicidén es detallada y se incluyen demostracio
nes completas, algunas de las cuales implican trabajo perso--
nal mfo.

Las demostraciones que se dan completas en los pérrefossy
restantes del segundo capfitulo, soa originales,

El capitulo tercero, finalmente, es esencialmente idénc_i_
ce del artficulo "Teoremas sobre los circulos geodésicos y la-
curvatura gaussiana", del que samos autares Roberto Vdzquez y
yo, y que es resultado de investigaciones hechas en el Iansti-

tuto de Mateméticas.

J.B.S.
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CAPITULO I
COORDENADAS GEODESICAS EN UNA SUPERFICIE.

1.1 Forma geodésica del elemento de arco.

Si en una superficie S deda por la ecuacién
T = T (u,v)

la red paramétrice estd constitufda por una familia de geodési--
cas (curvas v = cte,) y la familia correspondiente de trayecto-
rias ortogonales (u = ote), se tiene en 3, por definiciéa, un=-
sistema geodésico de coordenadas,

Sea, conforme & la notacidén usual:

(u) = Ty ™ B (35) *Ty TG
ryer, =T (1)

Necesariemente, en nuestro caso E es funcién de u sola-
mente; ademés, F = 0, Luego la primera forma (ocuadrdtica) fun-

Aamental puede escribirse ean la forma "geodésica"™ (W.C.G.,pég 150)



2 2 2

d3€ = du® + G dv¢ (2)

Como u puede considerarse, evidentemente, la distancia -
sobre una curva cualquiera v = cte meaida desde una trayecto-
ria ortogonal arbitraria u = 0, Ceda dos trayectorias ortogo-
nales de las geodésicus comprenden arco3 iguales en toudas éstes;
por ello, llémase a dichas trayectoriss "paralelos geodésicos",

Reciprocameate, 31 d52 tiene la forme (2), entonces las-
curvas v = cte son geodésicas y las curvas u = cte (ortogo-
1ales a aquelias) son paralelos geodésicos; por tanto, u pue
.de interpretarse como la distancia medida sobre una geodésica a

partir de ua paralelo inicial.

1,2 Elemento de érea (¥.C.G. p4g.85)
Cuando se usan coordenadas geodésicas, el elemento de 4rea
en 3 es:

dA = vG du dv

y el drea A de una regién cerrada R en 3:

A = ff¥G du dv (1)

1.3 Curvatura gaussiana.
La ecuacién caracteri{stica de Gauss, jue expresa la curvatu
ra total o gaussiana K, 3e reduce en este ceso a la forma (¥.C,

G. pég.l153):
2—
1l d2°vG
K= = — . (1)
vG d uz

La curvatura "fntegra"™ T de una regién R es:



T-.{!‘J‘KM-{J‘KVE(!\.\ dv

1.4 Curvatura geodésica,

La curvatura geodésioa k8 de las curvas

los geodésicus) es (C.E.W., pég.114):

L wE_ 126,22 =
kg = F%u "% wlve

(2)

u = cte (parale

(1)
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CAPITULO II
LOS CIRCULO3 GMODESICOS.

2.1 Courdenadas polares geodésicas. Cfrculos geodésicos.

De aquf{ en adelante, todas las consideraciones y resulta-e
dos se referirén a superficies, o porciones de superficie, en -
las que por ceda puato pasa una geodésica, y sblo una, en cada-
direccién y por cada dos puntos pasa una sola geodésica ----- -
(Darboux, pégs.421 a 423).

Eatoaces, si elegimos como curvas v = cte a las geodési--
cas (mejor, semigeodésicas) que salen de un puato O (origea) y
como curvas u = cte a las trayectorias ortogonales de diches-
geodésices, tenemos un sistems geodésico de coordenadas que, --
salvo en 0, no preseata ninguna singularidad, y en el que dsa
tiene la forma 1.1(2).

Obviamente,puede escogerse como u la distancia r medi-
da sobre cada geodésica a partir del origen 0. Luego las cur-
vas r = cte. 80n lo3 lugares de los puantos equidiapantes (geo
désicamente) de 0; como por otra parte son curvas cerradag y -



ortogonales & las geodésicas, reciben el nombre de cfrculos geo

désicos (Eisenhart, pég.180),

Si edemés se elige como v el édngulo © que forma en O -
una geodésica cualquiera con une geodésica arbitraria pero fija
@ = 0, el sistema geodésico de coordenadas pasa & llamarse po--

lar y r y © se designan por coordenasdas poleres (geodésicas)

teniéndeose:
4s? = ar? + G a 02 (1)
y ademés
2 =
1l d%v
K---—_—T (2)
vG or

Teorema. Es condicidn necesaria y suficiente para que un-
sistema geodésico, esto es, aquel ea que d52 tiene la forma -

1.1(2), sea polar que:

G,

vG =0 Yy 5%

1 para u =0, (3)

a) La condicién es necesaria. (Eisenhart, pég.l8l).
Demostracién: S1 u y v son coordensdes poleres, es3 de-
cir, 81 u=r y v =20, el vector T (o,v) del origen 0 eS-

independiente de v. Por coasiguiente
T, (o,v) = 0,
y en vista de 1l.,1(1):
G (o,v) = 0,

de donde
vG(o,v) = 0.

Por otra parte se tiene:



8 = lim
u->o0 v

aplicando el teorema de L'Hospital; pero

Sav = e,

por 1o que debe tenerse:

VG .
1lim rrrale 1 i
u—o M ! AR
y por la coatinuidad de Qig : " ij”V%:
ou ° -~ : J"“‘-aaﬁﬁ

&E) - 1.

u=o0
b) La condicidn es suficiente,

Demostracién: la distancia entre las dos geodésicas (cuales

quiera) v= 0 y v = ¢, medida sobre la curva u = u es:

A= J: vGl{u,v] dv ;

pero, por la primera perte de la hipétesis:

lim vGlu,v) = yBlo,v] = O~

u-»o

o’ A—=>o0 si u ->» 0,

Esto es, todas las geodésicas (v = ote) concurren en ua «--

punto 0O, al cual se reduce la curva u = 0o; por eande,

(distaencia geodésica).
Ademés:

u=r -

J”‘VG(u v) dv
o= 1im 22— = lim j:%?dv.
u-»0 u=> o

-8



Ahora, por la parte final de la hipétesis:
@ =>oc sl u -» o,

Luego © = ¢ (dngulo polar),
En lo sucesivo, sélo usaremos coordenadas polares geodési-

cas,

2.2 Deserrollo en gerie de vG. (W.C.G., pég.186)
Supongamos, en adelante, que vG es funoién analitica, Se

tiene pues:

- - 2 2 3 3
vG = ('/GL + %f‘)) T+ (:7"6') 2£!- + (gb—;'zq) ;.—! * eve 9
o o

desarrollando en serie de potencias ds r.

Obtendremos los primeros coeficieates: por 2,1(3):

(v8), = o, (%?")) -1 (1)

Ademés, por 2.1(2):

2

VG =
=5 = &G (2)
or !
de donde: .
2% /& 2K
= "'K - '/E .
brz T r
Por consiguilente:
2,~ 3=
°vG d°vG
(3 =0 ) - K
or® "o o’

Sieado Ko la curvatura gaussiesna en el origea 0. Sustitu~
yendo:

Va'r-%KOrB" X (3)



2.5 Circunferencia y éree de un cfrculo geodésico.
La circunferencia C y el drea A de un circulo geodési-
co son funciones de r solamente y tienen por valores (W.C.G.,
rég.187):
c(r) = ﬁf‘ vG d0 = 2xr - %»Ko £+ eas (1)

A(r) -Jo‘r Jf" v8 dr d@ = ar? -ﬂ x°r4 + ... (2)

Se vé fédcilmente que si r o3 suficientemente pequefio, la
circuaferencia y el drea son menores o mavorea que 2xr Yy zr%
respectivamente, seglin que la curvetura gaussiena en O sea po
sitiva o0 negstive, respectivanmente,

Nvidentemente 3e tiene:

da
L (3)

que 3 la relacidn fundamental que ligea el édrea y la circunfe-e

reacie de un c{rculo geodésico de raaio variable r.

2.4 Nuevas expresiones de ia curvetura gaussiena ea un puanto.
De 2.5(1) y 2.3(2) resulta (W.C.G., pég.l87):

. K, = 2 1in 255=C (1)
ro r
2 ’
K, = 22 1in 2L 24 - (2)
r-=0 r

Con estas expregsiones de K0 como limite se comprueba que -
la curvatura geaussiane en un punto sélo depende de la métrioca de

la superficie, ya que sSlo intervienen distancias medidas so=-

bre geodésicas y 4reas,



2.5 El teorema de Causs-Boanet en los circulos geodésicos,

Para el c¢aso ea que se usan coordenadas polares, se cum=--

plea 1.3(1), 1.3(2) y 1.4(1). Luego:

2 = 2 =
JI Kaa = f5 = 228 dr a0 = - 2% a0 JT 2L ar, (1)
R R or or
Integrando:

el r

ya que g(®) es una funcién (eroitraria) de @ y ademés se --

cumple 2.2(1). Por tanto:

{fxu-2a~/f”9g’r§ao=2a-jf";1—a_%";‘ivﬁae (2)
= 2% - J;kgds, (3)

quedando asi demoatrado el teorema d4e Gauss-Bonnet (kisenhart,

pég.191) en el ceso particuler ae Lus circulos geodésicos,

ra geodésica gg lae circunferencia.
De 2.3(3) y 2.3(1):

y como consecuencia de 2,5(2) se obtiene

d

[N

=J, kgds,

&

r

resultado estsblecido por Garrett Rirkhoff,



2.7 slgunus teoremas sobre circulos geodésicos en las superfie-

cies de curvatura cvastaate.

Teorema 1. 31 X es funcibéa ae r solamente, cueljuiera
que s~a el origen elegido en S, entonces K es constente en
3. '

_Demostracidén: consideremos todos los circulos geodésicos -
con centro en 0. Por la hipbtesis, cada uno de ellos es una -
curva K = cte, Ahora, consideremos un circulo geodésico con -
centro en O. En todos los puntos de este Ultimo circulo la --
curvatura K es la miama, por la hipStesis; pero como el valor
de K no depende del sistema de referencia, se sipue que en to
dos los c¢irculos geodésicos con centro en 0 1la curvatura K -
es 1la misma. Luego la 3uperficie es de curvatura constante,

Teorema 2. 3 condicién necesaria y suficieate para que -
3 sea de curvatura constante que vG gea funcidn de r sola-
mente, paras cualquier origen elegido.

a) La condicidn es necesaria: si K = cte se tiene, iate
grando—la ecuacién diferencisl 2,2(2) y sujetando la solucién
a les condiciones iniciales 2.2(1) (kiseanhart, pég.277):

vG = sen(vK r) si >0
vG = 3sen h(v=K r) si K<O (1)
vG = sl K=0

En cada caso, vG es funcién de r solemente,

b) La condicién es suficiente: si vG es funcién de r -
s6lo, entonces de 2,2(2) resulta K = K(r). Luego por el teore
ma 1l: K = cte,

Teorema 3, Es condicién necesaria y suficiente para que -

3 gea de curvatura constante que las drees o las circuanferen--



cias de todos los ciroulos geodésicos de igual radio r en S
3ean iguales,

a) La condicién es necesaria: si K = cte, entonces v
es funcibdn de r solemeate, p6i{'€el teorema 2 a), y tiene una -
de las excre :iones 2.7(1), cualv'q\uera que sea el origen elegido
Luego, por 2.3(1) y 2.3(2), C(r) y A(r) tienen los mismos va
lores, para cade r, independientemente del centro considerado.

b) La condicién es suficiente: si A(r) o C(r) soa les-
mismas funciones de r pera cualquier origen, resulta de 2.4(1)
y 2.4(2) que X es la misma para todo punto de S,

Teoreme 4. Es condicién necesaria y suficiente para que -
3 see de curvatura coastante que los circulos geodésicos de S
sean curvas de curvatura geodésica constante (Bianchi, pig.291).

a) La conaicidn e3 necesaria: 81 K = cte, entonces vG
es funcidn de r solamente, por el teorema 2 8a), Luego, por =-
1.4(1), k_ resulta fuacibén de r exclusivemente; por tanto - .

[

l:e es con3stente para cada curva r = cte,

b) le condicibén es suficiente: se tiene para los circulos=-

geodésicos, por 1.4(1):

Y %
kS >r °

31 todas las curvas r = cte son tales que en cada una =~

kg = ote se tiene, integrando la ecuacién anterior:

v& = g(8) eF,
en que @(@) es una funcibn arovitrarie de ©. Resulta:
r N

pero %Lf. 1 para r = o, Por tanto #(@) = 1 pera r = o,

- 11



“e concluve jue debe ser @(8) = cte = 1, ya que ¢(8) e3 inde-

sendiente de

r.

121 teorema 2 b)

intonces,

vG es funcida de r solamente y -

se sipgue que K = cte en S,

- 12
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CAPITULO III
NUEVOS TEOREMAS SOBRE LOS CIRCULOS GEODLE3ICOS Y LA CURVATURA -
GAUSSIANA.

3.1 Introduccion y Resumen.

Gearge D, Birkhoff se ocupd, meses antes de su muerte, en
ciertos aspectos de la teorfa de las superfiocies, Eantre otros
problemas, intenté la caracterizadién de las superfioles por -
medio de relaciones entre éreas, circunrerencias’y radios de -
circulos geodésicos. Con respecto a esta cuestién, planted la

sigulente conjetura: gi pera cierta a> 0 fija, todos los =--

circulos geodésicos de radio & en una superficie tiesep la =
misma &rea, entonces la superficie eg de curvatura (gaussiena)
constante,

Paralelamente, puede emitirse esta otra conjetura: si exis

te una cierta a >0 para la cual las circunferencies de todos

los cfrculos geodésicos de radio & en la superficie son igua-
es, entonces la superficie es de curvatura constante.

R.V8zquez y yo hemos 6bten£do algunos resultados al inten-

- 13



tar la demostracidn de la conjeturs de Birkhoff. Resumiremos -
a continuacidén iichos resultados:
I. A cada punto P de una supearficie S puade asociérse-

le una superficié de revolucién o, con polo p, & la que lla-

p
maremos "imagea'" y que tiene las 3lguientes propiedades:

a) Circulos geodésicos de ipuales redios con centros en P
y p tienen igusles dreas y circunferencies,

b) Las curvaturas gaussianas ea P y p son iguales; még
aln, las integrales de las curveturass gaussianas a lo largo de-
cirounferencies y las curvsturas "{iagtegras" en circulos del mis
mo radio con centros en P y p Sun iguales, de duade resulta
la igualdad de curvaturas medias sobre le3 circunferencias y --
deatro de l.os circulos.

c¢) La condicidn neceserie y suficiente para que la curvatu
ra gaussiana en P sau igual e la curvetura media ea todo cir-
culo o en toda circunfereancia con centro en P es que cp sea
de curvatura constante,

II. Cada una de las hipStesis siguientes, relativas a dos-
puntos P y Pl de la misma superficie o de superficies dis--
tintes, implica la identidad de las imdgenes op y °p1 y por
lo tanto la igual dad de curvaturas "integras™" y de integrales -
de contorno de las curvaturas gaussianas, respectivemente, en -
cfrculos y circunferencias de igual radio con centros ea P y-
P,, etc. (véase I),

a) Que la igualdad de dreas de circulos geodésicos con cea
tros en P y Pl implique la igusldad de las circunferencias-
respectivas, o reciprocamente.

b) Qe las curvaturas medias en c}rculos de igual &rea con

ceatros ean P y Pl 0 las curvaturas mediss a lo largo de las =

— 14



clrcunferencias correspondientes sean iguales.

c) Que para circulos geodésicos de igual drea con centros
en P y Pl la igueldad de curvaturas me.gias a lo largo de --
las circunferencias implique la iguslded de curvaturas medias-

deatro de los cfrculos y ademds exista un cierto radio para el

P

cual las dreas sean iguales, ..Q

III. 3i existe algln radio para el cual los circulos geo~
désigos con ceatros en P vy P1 tienen igual 4rea, entonces -
existen circulos de igusl 4res, interiores a los primeros, en-
los cuales les curvaturas fategras son igueles. Un corolario-
de este teurema es que existen dos puntos, uno deantruv de cadu-
cfrculo interior, en que las curvatures gaussianas son 1guales.'

IV, 31 en todo punto P de une suverficie S, la curvatu
ra gaussiana es igcual a la curvatura medis & lo lurfo de toda-
circunfereacia geodésica con centro en P y para cnda pHAr de-
puntos de S existe un radio a >0 (no neceseriemente el --
mismo para todo par de puntgs) pare el nue las éreas de lo3s ofr
culos geodésicos correspondientes sun ifusles, entonces la su-

perficie es de curvatura constante,

3.2 Imagen de una superficie en un punto.

Consideremos un sistema de coordenzdas polares geodésicas-
con origen en el punto P de una superficie 3; 1la métrica es-
t4 dada por 2.1(1), estando v¥G suj=ta & las condalciones 2.2(3)
La curvatura gaussiana estd expresada por 2.2(2).

Los circulos geodésicos son las curvas r = consﬁnte; la=-
circunferencia y el 4rea de ua circulo geodésico de redio r -

estén dadas por 2.5(1) y 2.3(2), respectivamente, Cumpliéndose

2.5(3).

— 15



Sea:

velr) = %jf" vG(T,0) d6. (1)

Resulta evidentemeante, de 2.2(1):

vg = 0, Q%?_ = 1 en el origen,

Luego se ti=ne un sistema polar geodésico con métrica:

d32 = dr2 + gd02 »

en que vg es independiente de ©. Llamaremos a ests superficie
g, la imagen de la superficie S en P; sea p el polo de la =

imagen. iste tiene las 3igulentes propiededes: '

3.2.1 Circulos geodésicos de iguales radios con centros en P ¥y

e e e —— ———— —

p tienen igusles freas y circunferenciss,

En efecto, por 3.2(1):

J2F vE 0 = 2x vE = [Z" VG a0

Ng - PN 2 =
2R ar a0 = 2n ST vE ar = J¥ y2F T ar a6 .

«2.2 Las curvatures gpussienas X k en P n igua
2.2 1e2 - 0 A S A Aiuicin.

1les,
T rsts propledad es éonsecuencia iomediata de 3.2.1 si se exa-
mina cualquiera de las expresiones 2,4(1) y 2.4(2), ya que les ==
circunferencies y las dreas de circulos geodésicos con centros en

P y p son iguales para toaa r.

3.243 Las circulaciones o integrales de coantorno de las curvatu-




su imagen son iguales.
Demostracidn por 2.1(2) y 3.2(1):

2 — ‘ 2 =

o2 . L 2x 258 I U

__f 25'%2 o de 2:'*62 K vG d8

ar or
.'.Jf"x./gue-zxkvg-.;f"xfc' a0 , (2)

puestu que en la imagen, k = k(r).
Como consecuencia, las curvaturas medias en circunfereg=--
cies del mismo radio en S y o son iguales, resultado més --

amplio que 3.2,2.

3.2.4 Las curvsturas "integras™ (en el seatido de Gauss) en cir

-~

culos de radios iguales en 3 y en su imagen soan ales.

Demostracién: De 3.2(2):
ST 2% vE ar a0 = JT 72" K T ar ae.

Como corolurio, debido a la igualdad de &reas, resulta que’
las curve turas mealas dentro de circulos de iguel redio con cen

tros en P y p soa iguales, de donde 3e sigue tampién 3.2.2,

3.2.5 La condicién necesaria y suficiente para gue la curvatura

gaussiana en P sea igual a la curvatura media ea todo cfrculo

o ea toda circunferencia con centro ean P es gue la imagen sea
de curvatura constente.
La demostracién es inmedista en vista de32.3 y32.4.

3.,2.6 Si en dos puntos P ¥y 1=‘1 de una misma superficie o de -

- 17



superficies distintas las imégenes sonidénticas, resulta de -
2.1 a 2,4 gue:

3.2,61 Circulos geodésicos del mismo redio coa centros .en Py

P1 tienen iguales dress y circunferencias.

3,2.62 Las curvaturas gaussianas en P y P1 son iguules,
3.2,63 Las integrales de contorno de las curvaturas gaussianas-
ea circunferencias de igual radio son iguales y por tento las -
curvaturas medias an dichas circuanferencias son iguales,

3+2.64 Las wurvaturas "integras" en circulos de igual radio son
iguales, siéadolo por tanto las curvatures medias dentro de los

circulos.

343 Circulos geodédicos de igual 4rea.

Sean P y Pl dos puntos de una misma superficie 3 o de
dos superficies distintas, Para el sistema polar geodésico con

origen en Pl se tiene:

2 2 2
ds) = drj + G, 48,

Definemos implicitameate e r, oomo funcién de r del mo
do siguiente:
Ay(ry) = A(r). (1)

Al es el drea de un circulo geodésico con centro en Pl; -
luego r, es el radio del circulo ocon centro en Pl que tiene-
igual 4rea que el ci{rculo de radio r ocon centro ea P,

Derivando respecto a r:

dry
6y(ry) JF = ¢lr) (2)
siendo C, la circuafereancia de un circulo geodésico con centro-

— 18



en Pl. Se tiene:
Cylry) = 2x vg  ; Clr) = 2« vg ,
siendo VE{ tel que:
2 2

. 2
d3; = dr:l t 8 aol

ea la imagen de revolucién carrespondiente a Pl. Por consi---

gulente:
vg = vg, ht
8= e T (3)
de donde resulta: -
wE | Ve a2 a’r)
ar drl (dr) r Ve dr2 * (4)
Se obtiene:
drl‘
o " l para r =0
Ahora
2z Ad%vE dar; 3 avg ary d%r;  &r)
&5 - 2 ) *3 3 w2t T
dr drl 1l dr d
Luego:
d2rl
5 " 0 para r = 0O,
dr

Derivando una vez més:

- 3= 2 — 2
d3¢ . d "81 (dr1)4 .6 a -/gl (drl)z d' ry .
drg dr13 dr ar? " 9F AP
dfq dry d3rl dVEI (dzrl)z (drl 4
* 4 —= == +*3 g (=) + v (g5
drl dr d 3 d.rl dr 1 ‘dr ’

pera por 3%.2(1) y 3.2.2:

— 10



avg dj"gl

= K - o

1

para r = 0 (y por taanto r, - 0)
Haciendo r = 0 y sustituyendo:

&r K, =K
1 . pl _'p -
:—;3- ) , bpasra r 0.
Por coansiguieante
K. =K

Podemos deducir eshors algunos teoremas.

3.3.1 S1 la igualdad de 4reas de circulos geodésicos eoa cen---

tros en P y Pl implica la igualdad de las circunferencias --

respectivas, entonces las imﬁgenes P vy Pl suon idéntices, de -

donde se siguen 3.2.61 a.3.2.64.

Demostracida: la hipdtssis equivale a
Cl(rl) = C(r)
para toda r,, Comparando con 3.3(2) tesulta:
drl =1
e*e r; = T,

de donde, por 3.3(3), las imégenes ea P y P, son idénticas,

3.3.2 Si la igualdad de les circunfereacias de cfrculos geodési

c0s con centros ea P y Pl implica 1a igualdad de las 4reas co

rrespondienteg entonces las 1mégenes en P y P; son idénticas,

Demostracién: por ser




b—g—’rg-lenl’,

C(r) es funcién creciente de r en una vecindad de P, Luego
puede definirse, en dicha vecindad, una funcién X = \(r), cre-
ciente, tal que:

C,(\) = c(r) ;
pero, por hipdtesis, la igualdad anterior implica
A (X) = A(r).

Luego, por 3.3(1l), A = Ty, ¥y de (2) resulta:

3+3.3 Si existe algdin radio comin a>0 pera el cual los circu

los geodésicos con centros en P y Py tienen igual drea, en-

tonces existe un radio a", comprendidos entre 0 y a, tal --

que los circulos con ceatros en P y Py ¥ radios a" y rl(a’\

respectivamente, tienen curvaturas integras igueles,

Demostracién: en vista de 3,2.4, basterd probar que:
JT kvg dr = J"ik vg, dr ara r = a"
(¢) g o €1 Y8 1 P °
Ahora, por 3.2(1):
'rl:v'-cu---J""d—zézclr-1-2’-'-E
b ke 0 op ar ° .

Y anélogamente:

n _ ave,
oo kyvE drytl- T -

Luego es suficlente demostrar que

- 2] - - 21



[=9

vE . &
dr drl

pera r = a",

Por 5.3(4):

d‘lsl_d»/- ) [1_(qr12] we,) — oy
ar; dr

y por hipdtesia:

rl-r-O pera r = 0, a,
. drl
LI ¥ - 1=0 para r = a',C<a%ms.

" NDe doande '
dry 2
g, l"(ﬁT =0 para r =0, a',

Por consiguiente:

d i drl 2
S5 18 l-(Tr-) =0 para r = a"; 0< a"< @',

dr, 2
a{a [}

__dary ar; 27 avg; d‘?r1
dveiw (It | @ v E

Pero

dr, dvg, -
= -1 (21 dvg
. dvg, -
e '&?l - de'.rﬁ = 0 para r = a"

1

Por ser igual 4rea los circulos de radios a" y ri(a"), -
resulta, como corolerio, que las curvaturas medies en los dos =--
circulos son igueles., Por tanto hay dos puntos, uno deantro de -

cada circulo, en que las curvaturas gaussianes son iguales,



3¢5+4 31 las curvaturas medins en clrculos de irual drea con cea
k4

tros ea P y Pl son iguales, eatunces Jus imirenes en 2

P, son 1dént1cas.

Demostracida: por hipdtesis (véase 3.%.%)

dvg -
1 . dvg
drl ar pars tole r,

Ahora, por %,3(5):
dr, 2
ad?{gl'[ ( 1}}-0

dr 2
Ceogy |1 ( = const. = 0,

ya que g; se anula cara r = 0, Por conisigulente

de donde r; =T,

3.3.5 31 lag curvaturas medias en las circuanfereancias ae circu-

los de igual 4rea con centros en P y Pl son ipsales, eaton-

ces las imédgenes son idéntiocas.

—— c—— —

Demostracibn: se tiene:

a (wgl ) u«g) . d v’gl dry ) a2z
dar drl dr drlz dr dré

drl _
- - kl Vgl + kvg ,

ea viate de 3.,2(1). Ahora, por 3.3(3)

&ey  4F -
é% LE;I-- E_ﬁ) = (k-k)ve.

Por hipbtesis:



k(r) = kl(rl)

PR

o o dr(j‘r_l- d.r) .o;

luego r, ® r, por 3.3.4

3.3.6 31 para circulos geodésicos de igual &rea coa ceantros en-

P y Pl la igualded de curveturas medias a lo largo de les cir

cunferencias implica la igualded de curvaturas medias dentro de

los circulos correspondientes y adanés hay un cierto radio para

el cual las areas son iguales, entonces las imégenes en P y =~

P, son idéntiocas.

Demostracién: se tiene (véase 3.3.5):

avg, -
l _l - _KdV - - r3
dr (drl dr) (k kl) vE .

Como por hipdtesis:’

A, (a) = & (a), a>0

entonces
dve, -
— - dﬁ - -
T, ar 0 para r = a' (0<<a'<- a)

y por taato

ar (o -ar) * 0 pera r=ar (0<a"<a').

Eston es,

ko= Ik pera r = a",
Ahora bien, por hipétesis, esto implica que

-d—VE]—‘-d_“E-O

T ar para r = a",
1

Repitiendo el razonamiento se llega at



Luego r, e,

3¢3+7 31 en tudo punto P de una gsuperficie, la curvatura paug~

siana es igual a la curvatura media a lo largo de tode circun---

L]
fereancla geodésica con ceatro en P y pera caja par de puntos--

de 3 existe un redio a>0 (no necesariemente 21 mismo para-

todo par de puatos) para el gue las éreas as lus circulos corres

pondieantes son igunles, entonces la superficie es as curvatura -

constante,

Demostracidn: por la primera hipétesis y por 3.2.5, la ima=-
gen es de curvatura coanstente; pero, por la segunaa hipStesis y-
por el corolario de 3.3.3, toias las imégenes tienan la misma ==
curvatura. Luego, por 5.2.2, la superficle es de curvatura cong

taante,
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APENDICL.

En relacidén con la conjetura de Birkhoff, A. Barajes y R.-
Védzquez han demostrado que 3i dus circulos geodé;icos del mismo
raudio a y ceatros 0y 01 en una superficie tienen é4rees -
iguales, hay dos_puntos Py Pl’ unv dentro de cada circulo y
a igucles distancias de los ceantros respectivos, en que la cur-
vaturea gaussiana tiene el mismo valor.

Se cumple la misma conciusida supoaniendo la igualdad de --
las circunferencias.

El teorema se generaliza del modo siguiente: las imégenes -
en 0 y 0p satisfacen las mismas hipdtesis (igualdad de é4rees
o de circunferencias); pero POr %,2,3 lss curvaturas medias so--
bre los circulos geodésicos de raaios OP y OP, (iwales) son
igueles. Luego existen dos circulos del mismo radio, uno cun -
centro O y el otro coan ceatro 01, en los cuaies la curvatura

gaussiana media es la misma,
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