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NOTA PREVIA 



NOTA PREVIA. 

Estimo conveniente decir algo sobre el contenido de e~ta 

tesis. 

El primer capitulo, es pura.mente introcluotorio y no con

tiene demostraciones. En los p4rratos 2.l a 2.4 del capitulo 

segundo, la exposioi6n es dAtallad.a y se incluyen demostraoi2 

nes completas, a,leunas de las cuales implican trabajo perso-

nal mio. 

Las demostraciones que se aan complAtas en los p4rrafoaT 

restantes del segundo capitulo, son originales. 

El capitulo tercero, finalmente. es esencialmente idént!. 

co del articulo "Teoremas sobre los c1rculos geodAsicos y la

curwtura gaussiana", del que sanos autares Roberto V4zquez y 

yo, y que es resultado. de investigaciones hechas en al Insti

tuto de Matemáticas. 

J.B.S. 
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CAPITULO I 

COORD.l!NADA3 GEODK.SICAS EN UNA 3UPERFICIE. 

1.1 Forme geodésica lli elemento de rn. 
Si en une superficie S dada por le ecuaoión 

r • r (u,v) 

le red paremétrica está constituida por une familia de geodéái-

oas (curves v • cte.) y le familia correspondiente de trayecto

rias ortogonales (u• ote), se tiene en 3, por definición, un

sistema geüdésioo de coordenadas. 

Sea, conforme e le notación usual: 

-2 
( ~u'1!l • -r2 ~· u u .. ..,, 

( l) 

Necesariamente, en nuestro ceso E es función de u sola

mente¡ edemAs, F • o. Luego le primera forma (cuadrática) run
"'llllental puede escribirse en le forma "geodésica" (W .e ,.G. ,pá~l50) 
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da2 = du2 + G dv~ ( 2) 

Como u puede considerarse, evidentemente, le di3tencie -

sobre una curva cualquiAra v • cte medida dAsd~ una trayecto

ria ortogonal arbitraria u• O. Cada do3 trayectorias ortogo

nales de las gAudésic11s comprenden arcoa iguales en todas éstes; 

por ello, llámese a dichas trayAotories "paralelos geodésicos". 

Recíprocamente, si ds2 tiene le forme (2), entonces las

curvas v • cte son geodésicas y las curvas u• cte (ortogo

~ales a aquel¡as) son paralelos geodésicos; por tanto, u pu~ 

.de interpretarse como la distancia medida sobre una gAodésica a 

partir de un paralelo inicial. 

1.2 Elemento ~ área (W.C.G. pág.85) 

Cuando se usan coordenadas geodésicas, el ele~ento de área 

en 9 es: 

dA "' v'G du dv 

y el área A de una región cerrada a An 3: 

1.3 Curvatura gaussiana. 

A = J'j'v'G du dv 
R 

( l) 

La ecuación caracteri.:1tice de Geuss, qu~· e.x:preae la curvat!! 

ra total o gauasiane K, Sil reduce en este caso a la forma ('.l{.C. 

G. pág.153): 

( l) 

La curvatura "integra" T de una región R es: 



T • jj Itc1A • jj KT'li du dv ( 2) 
R R 

1.4 Curvatura geodésica. 

La curvatura geod~sioa kg de las curvas u• cte (paral!, 

los geod6sicos) es (e.E.~ •• p&g.ll4): 

k - ..!.. c>-IG - l ~G • l) L 9'G. 
s ..,~ru ~ru ru 

;t7:,·--t·' 
t ,, -. 

( l) 

1, 

:-} 

.. ,, ,.· .. ' 
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CAPITULO 11 

LOSCIRCULOS 
GEODESICOS 



CAPI'lU LO II 

LOS CIRCUL03 Gl!OD1!:9IC0S. 

2.1 Cooráenaáas polares geodésicas. Círculos geodésicos. 

DE> aquí en adelan.te, toáas las consiáeraoiones y resulta-

áos se referirán a superficies, o porciones de superficie, en -

las que por caáa punto pesa una geodésica, y s6lo una, en oada

direcci6n y por cada dos puntos pasa una sola geodésica------

(Darboux, págs.421 a 423). 

Entonces, si eleP,imos como curvas v • cte a las geodési-

cas (mejor, sernigeodtlsicas) 1ue salen de un punto O ( origen) y 

como curvas uª cte a las trayectoria3 ortoponales de dicms

geodésicas, tenemos un sistel!IB reod6sico de coordenadas que, -

salvo en o, n_o presenta ninguna singularidad, y en el que ds2 

tiene la forma l.l( 2). 

Obviamente, puede escogerse como u la distancia r medi

da sobre cada geodésica a partir del origen o. Luego :i.as cur

vas r • ote. son loa lugares de los puntos equidi~tantes (ge2_ 

désicamente) de O¡ como por otra parte son curvas cerradaj y -
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ortogonales e las geodésicas, reciben el nombre de círculos geo 

désicos (Eisenhart, pág.180). 

Si además se el. ige como v el ángulo 9 que forma en O -

una geodésica cua lquif'lra con una p:eodésice erbi traria pero fija 

& .. O, el sistema geodésio o de coordenadas pasa a 11am rse .Q2.-

.!..!!!: y r y 9 se designan por coordenadas polares (geodésicas) 

teniélldose: 

y adsnás 

K • - J:.. ~2.¡Q 
.¡o~ 

( l) 

( 2) 

Teorema. Es condición necesaria y sufi cim te para que un

sidtema geodésico, esto es, aquel en que cts2 tiene la forma -

1.1(2), sea polar que: 

-10 • o y para u.º· (3) 

a) La condic16n es ne.cesaria. (Eisenhart, pág.181). 

Demostración: 31 u y V son coordenadas polares, es de-

cir, si 9, el vector - ( o, v) del origen o es-u• r y V• r 

independiente de v. Por consiguiente 

rv (é>,v) • º· 
y en vista de l.l(l): 

G (o,v) • O, 

de donde 

v'G(o,v) " o. 

Por otra parte se ti ene: 
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aplicando el teorema de L'Hospital; pero 

por lo que debe tenerse: 

y por la continuidad de 

/! dv • e, o 

2)y'G • 
2>u • 

( 2),~) • l. 
u•o 

b) La condici~n es auficiente. 

Oemostreci6n: la distancio entre las dos geodésicas (cuele!, 

quiera) v • O y v .. e, madide sobre la curva u = u es: 

per~, por la primera parte de la hipótesis: 

lim y"G(u,v) 
u-+o 

. . . si u->º· 

Esto es, todas les geodésjoas (v • ote) concurren en un --

punto o, al cual se reduce la r.urva u• o; por ende, u• r -

( dia tancia geo dbi ca ) • 

Además: 

~ y"G{u,v) dv ~ 
i • lim ------- • lim _e "'u dv. 

u -o u u - o o u 

-· 



Ahora, por la parte tinal de la hip6t esi s: 

si u - o. 

Luego i • e (ángulo polar). 

En lo sucesivo, sólo usaremos coordeAadas polares geod6si• 

cas. 

2.2 Desarrollo ,!a. J.!U:!!. !!, vG. (w.c.o., pág.186) 

Supongamos, ea adela,nte, que vG es t\laci6a analítica. 9e 

tiene pues: 

r2 rr • 

desarrollando en serie de potencias de r. 

. .. ' 

Obtendremos los primeros ooeticieates: par 2.l( 3): 

AdemásL por 2.1(2): 

de donde: 

Por consiguiente: 

> -
(~ • •K • 
~' o 

o 

( l) 

( 2) 

S1Hdo K0 la curvatura gaussiaaa ea el origen O. Sustitu• 

yendo: 

,;- l 3 v~ • r - 0 K0 r + ••• (3) 

_, 



2.5 Circuntere.acis 1.. área ~ .!!!!. circul.:> e,eodésico. 

Le circunferencia C y el árda A úP un circulo geodési

co soo func!ones de r solamente y tienen por Vblores (w.c.G., 

pág.187): 

C(r). ~off vG d0 a 2r.r - ff K r3 + ••• ) o ( l) 

3e VP. rácilmentP. 1ue si r ~a 3uficient~mente pequeño, le 

circunferencia y el áree son ::,enores o ma:ror?..:1 que 2ffr y 2 irr , 

re:3pectivemente, según qu'l le curvatura geus3iana f'n O sea P2. 

sitiva o nP.getiva, rP5pectivenente. 

dA 
dr e, (3) 

que es la relación fun,1runental que lie;a ei árHe y la oircunte-• 

re.ocie de un circulo geodésico de raaio variet>le r. 

2.4 Nueves expre,üones de ~ curvatura geussiena !!!l, !!!! punto. 

• 

De 2d( l) y 2. ~( 2) re.;ulte ('11.C.G., pág.lb7): 

K .211n1 
o ff r• o 

( ll 

( 2) 

Con estas expresiones de K0 como limite se comprueba que• 

la curvatura gaussiane en un punto s6lo depenae de la métrioa de 

le superficie, ya que s6lo 

ore geodAsicas y áreas. 

int~rvienen distancias medidas so• 

-· 



2.5 El teorema ~ ~-Bvnnet ~ 103 círculos geodésicos. 

Para el oaa,J en qu~ se usan coordf.lnadaJ polares, ae cum---

plen 1.3(1), 1.5(2) y 1.4(1). Luego: 

2 - 2 
J'f KdA • fj' - b ..¡G dr di • - .f!-11 di _e ~ ar. 
R R br2 v o br" 

( 1) 

Integrando: 

ff KdA • - .J:-11 di [ 2>-IG + r; (9) ]r • - ~ 11 di (2>-IG - 1) , 
R o b r O o br 

ya que p(9) es una función (arbitraria) de Q y ademé.s se -

cumple 2.2( 1). Por tanto: 

( 2) 

( 3) 

quedando as! demostrado el teorP.ma 1e r.ausd-Bonnet (~isenhart, 

pág .• 191) en el caao particular <le l...i;; cfrculos geodAaioos. 

2.6 Relaci6n ~ el área de lli1 circulo geodésico z ls curvatu 

!:!. geod~sica ~ la circunferencia. 

De 2.3(3) y 2.3(1): 

!!2. • ,.2.,r 2>.,,G d& 
dr Jo 1ir 

y como consecuencia de 2.5(2) se obtiene 

2 
4 • .f. kgds , 
dr" 0 

resultado establecido por Gerrett Birkhoff. 

-1 



2.7 Algunus teorrmas sobre círculos eeodédicos !!!! las supPrfi-

cies ~ curvatura cunstante. 

Teorema l. 31 K es funci6n ae r solamente, cual~uiera 

que SHa el origen elegido en 3, entonces K es constante en 

Demostración: considerE111os todos los círculos ~eodésicos -

con centro en o. Pur la hip6tesis, cada uno de ellos es una -

curva K = cte. Ahora, consider!lllos un circulo geodésico con -

centro en o. En todos los puntos de este Último círculo la -

curvatura K es la misma, 9or la hipótesis; pero como el valor 

de K no depende del sistema de referencia, se sipue que en t2 

dos los círculos gevdé.,icos con centro en O la curvatura K -

es la misma. Luego la superficie es ~e curvatura constante. 

Teorema 2. l!.S cond.ici6n necesaria y suficiente para que -

3 sea de curvatura constante que la sea funci6n ~e r sola

mente, para r.ualquier origen elegido. 

a) La cond.ici6n es necesaria: si K ª cte se tiene, int~ 

gren~o la ecuaci6n diferencial 2.2(2) y sujetando la soiuci6n 

a les condiciones iniciales 2.2(1) (~idenhart, pág.277): 

v'G • sen(v'K r) 

v'G sen h( v'-K r) 

si :K> O 

si K <O 

vr. • r sj K • O 

En cada caso, v'G es funci6n de r sol11nente. 

( 1) 

b) La condici6n es suficiente: si v'G es funci6n d.e r 

sólo, entonces de 2.2(2) resulta K = K(r). Luego por el teor~ 

ma 1: K • cte. 

Teorema 3. Es condici6n necesaria y suficiente para que -

9 :rea de curvatura cons'tante qu~ las áreas o las circunferen--
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cias de todos los c!roulos geodAsicos de igual radio r en S 

sean iguales. 

a) La condición es necesaria: si K • cte, entonces vG 

es función de r solamente, po:rr;'l.ed. teorema 2 a), y tiene un& -

,te les ex9re.,ionPs 2.7(1), cu,elq\i.iera que sea el origen elegid0, 

Luego, por 2.3(1) y 2.3(2), C(r) y A(r) tienen l.>s mism,Js V!_ 

lores, pera cada r, independiPntemente del centro considerado. 

b) La pondición e3 suficiente: si A(r) o C(r) son les

J11ismaa funciones de r p&ra cualquier origen, resulta de 2.4(1) 

y 2.4(2) que ~ es la misma para todo punto de 3. 

Teorema 4. Ea condición necesaria y suficiente para que 

3 see de curvatura constante que los círculos geodésioos de 9 

sean curvas de curvatura geodésica constante (Bianchi, p~g.291). 

a) La condición es necesaria: si K • cte, entonces yG 

ea función Je r solamente, por el teorema 2 a). Luego, por -

1.4(1), kg resulta f'u.aci6n de r exclusivaJ11ente¡ por tanto -

kg ea conat1:.1nte para cada curva r • cte. 

b) la condición es suficiente: 39 tieoe para los c!rculos

geodé~icos, por 1.4(1): 

Si todas lea ClUrvas r • cte son tales 1ue en cada Wl8 

k • ote se tiene, integrando la ecuación anterior: g 

en que ,J(i) ea una función arbitraria da i. Resulta: 

l>YG .. ,H i) er; or 

pero l>vG. 
l>r l para r • º• Por tanto 11( i) • l paro r • º• 

-u 



:i> ('Oncluy-e ·tue ,tebe ser p(Q) = cte • 1, ya '}UP. i'(i) e3 inde

:?•·ndil:'!l':."' de r. .:Latonct>s, v'G es función de r s..>lamente y -

1P..l t1:or,3:na 2 b) ae sieue :¡ue K = !'te en 
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CAPITULO III 

NUEVOS TEORJiMAS SOBRE LOS CIRCULOS GEX)Ol!:3IC0S Y LA CURVATURA -

GAU'33IANA. 

3.1 Introduccion z Resumen. 

Gearge o. Birkhott se ocup6, meses antes de su muerte, en 

ciertos aspectos de la teorfa de las supertioies. En~re otros 

problemas, intent6 la caracterizadi6n de las supertioies por -

medio de relaciones entre ireas, cirounterenoias y radios de -, 
círculos geod~aicos. Con respecto a esta cuestión, plante6 la 

siguiente conjetura: .!!!. R!!:!. cierta !!> Q. t1Ja, ~ los -

oirculos geod~sioos ~ ~ !!. !a :!!!!!. suoerfich tiepep !!. -
!!!!!!!!, 4rea, entonces la superficie es de curvstura (gaussiana) 

constante. 

Paralela.mente, pw,de emitirse esta otra .conjetura: & ~ 

!!, ~ cierta !.>.Q. para la~ ill circunterenoies !!!, ~ 

!2!. cfrculos geodhioos .!!!, ~ !! !!!. la supertioie ~ igua

!!!., eñtonces 1!_ superficie !.!. .!!!, curvaturia constante. 

R.V4zquez y yo hemos obtenido algunos resultados al inten-



ter la demostración de la conjetura de Birkhoff. Resumiremos -

a continuación J.ichos resultados: 

I. A cada punto P de una suparficie S puedP asoc i&rse

le una superficiP- de r~voluci6n ªP con polo p, a la que lla

maremos "imagen'' y que tiena las aiguiP-ntes :;,ropiPdades: 

a) Círculos eeod~2icos de if!Uales radios con c:entros en P 

y p tienen iguales áreas y circunferencias. 

b) Las curvaturas gaussiana3 en P y p son iguales¡ más 

adn, las integreles de las curvaturas gausaionas a lo largo de

circunferencias y las curvaturas "ínt.-,e-ras" en círculos del mi!, 

mo radi·J con centros en P y p son iguales, de C:.unde resulta 

la i~aldad de curvaturas meaias soore ll:s circunforencias y -

dentro de los círculos. 

c) La c,,ndici.Sn necesaria y saficiPn~e para 'JUf> la éurvat'!!_ 

ra gaussiana en P saa teual a la curvatura mectia t'la todo· cír-

culo o en toda circunfert'lncia con centro P-n P es que 

de curvatura constante. 

sea 

II. Cada una de las hipótesis :Jignientes, relativas a dos

punto-s P y P1 de la misma supPr.ficie o de superficies dis-

tintas, implica la identidad de las imágenes ªP y ªpl y por 

lo tanto la igual dad de curvaturas "integras" y de integrales -

de contorno de las curvaturas gaussianas, respectivamente, en -

círculos y circunferencias de ieual radio con centros ea P y

P1, etc. (~&ase I). 

a) ~ue la igualdad de áreas de círculos F,Podésicos con ce!!_ 

tros en P y P1 implique la igualdad de las circunferenc:ias

respectivos, o recíprocamente. 

b) iue las curvaturas medias en cfrculos da igual área con 

centros en P y P1 o las curvaturas medias a lo largo de las -
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circunferencias correspondientes sean iguales. 

c) Q.ue para círculos peodésicos de ir,ual área c:>n cP.ntros 

·en P y P1 la igualdad de curvnturas melias a lu l'lrfo de -

las circunferencias· implique la igualded de curvaturas medias

dentro de l•lS círculos y además exista un cierto radio para t!l 

cual las áreas sean iguales. 

III. 31 existe algún radi<> para el cual los e !rculos e;eo

désicos con centros en P y P1 tienen igual área, entonoes -

existen círculos de igual área, interiores a los primeros, en

los cual.es l.es rurvaturas integras s<>n iguales. Un corolario

de este teorema es que existen dos punt.os, uno ctent.ru de m1dt1-

círculo interior, en que las curvo tu res gaussiana s son 1¡_:males. 

IV. Si en todo punto P de una su!)erficie '3, la curvnt!:!_ 

re gaussiana es ieual a la curvatura media a lo lt1rro de toda

circunferencia geodésica con centro en P y para onda pHr áe

puntos de S 1:1xiste un radio a>O (no neceseriem.,nte·e1 

mismo para todo par de punto.s) pera el r¡uc 11:ls áreas de los ego 

culos eeooési cos corrP-spondientes sun iru&l es, f>ntonc es la su

perficie es de curvatura constnnte. 

3.2 Imagen ~ ~ superficie ~ !:!_!! 2unto. 

Consideremos un sistema de ooordanuJ.11s polarf>s e;eortésicGa

con origen en el punto P de una superficie 3¡ le métrica es

tá dada por 2.1(1), eatando y'G suj..;t..8 a les condiciunP.s 2.2(3). 

La curvatura gaussiana está expre.;ada por 2.2( 2). 

Los circulud g2odéaicos son las mirvas r ~ constonte; lo

circunferencia y el área o.e un circulo geodéaico de redio r 

están '1ades pur 2.j(l) y 2.3(2), rP.spectivaJ11ente, Cumpliéndose 

2 • .5()). 
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Sea: 

yg'frf"' 2~ ¡;ir y'G(.r,9) d.9. ( l) 

Resulta evid.entei:iente, d.e 2.2(1): 

y'g. o, en e l. oriBen. · 

Luego se ti~ne un sistema polar geod.~aico con métrir.a: 

en que v'g eJ inaepe.ad.iente ae 9. LlaID!lre:nos a esta superficie 

a, la image.a de la ,mperfioie S en P¡ sea p el polo de la -

imagen. .i!.s to tie oe las 3 iyui entes pro pi edades: 

3.2.1 Circuloa ,,eodésicos ~ igualAs radios ™ centros .!!! ~ z. 
.2, tie.ae.a iguales éreas .!!. circunferencias. 

En efecto, por 3.2( 1): 

J:" v'g d9 o 2ir vg .. .J;zr vG d.9 

3.2.2 L&s curvature3 €'.5Ussienas en 

les. 

p y p son igu!,_ 

~sta ;:iropie<1a-i es c,,naecuencia inmediata de 3.2.1 si se exa

mina cualquiera de laJ ~.xpresiones 2.4(1) y 2.4(2), ya 1ue las 

circunferencias y las áreas de círculos r,eodéaicos con centros en 

P y p son igual es ;;>ara toaa r. 

3.2.3 Las circulaciones .2. intAgralAs de contorno ~ las curvatu-
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m gaussienas !!! circunferencias fil mismo ~ ~ 1 ¡ !!.!! -

.!!! imagen !.Q!!, iguales. 

Demostración por 2.1(2) y 3.2(1): 

puesto que en la imagen, k = k(r). 

- .!.. p2,r K .,1[ d9 2,r ,,b 

( 2) 

Co~o consecuencia, las curvaturas medias en circunferen--

cies del mismo radio en S v a son iguales, resultado m&s --

8l'lplio que 3.2.2. 

3 .2 .4 Las curvaturas "intPgra :J" ( .!!!!. el sentido !!,!! Gauss) !!! c!r 

culos ~ radios iguales ~ 2 ¡ ~ .!!!. imagen !2!!, iguales. 

Demo~traci6n: De 3.2(2): 

Como cor<>lttr io, dHbi do a la i¡i:ualdad lle &reas, resulta que' 

las curva turas meai1:1s dentro de c1rculos de igual r1tdio con ce,a 

tros en P y p son iguales, de do.ad.e ae sigue también 3.2.2. 

3.2.5 ~ oondici6n necesaria L suficiente l!!.!:!!. ~ la curvatura 

gaussiana !!! ....E ~ ieual !!. la curvatura ~ !.a ~ o!rculo 

.2. ~ teda circunferencia ™ centro ,!!!!. ~ !! gue l!_ imagen !!!, 

de oµrveturti constante. 

La demostraoi6n es inmPdiata en '1.sta del,2.3 y3;?.4. 

3.2.6 Si en dos puntos --------
p y P1 de ~ misma superficie o de -
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superficies distintas fil im&ge.nes ™idénticas, resulte ~ -

2.1 !!. ld_ gue: 

3.2.61. C!rculos eeodAsicos del mismo radio co:i centros en P y 

P1 tienen iguales áreas y circunferencias. 

3.2.62 Les curvaturas geussienas en P y P1 sun igW:1les. 

3.2.63 Les integrales de contorno de les wrveturea geussienes

en circunferencias de igual reaio aon iguales y por tanto les -

curvaturas medies en dioh8s circunferencias son iguales. 

3.2.64 Les vurV!ltures "integres" en círculos de igual radio son 

iguales, siémolo por tanto les curvaturas medies dentro de los 

círculos. 

3.3 Círculos geod6áicos .!!! igual área. 

Sean P dos puntos de una misma superficie n 
-~ o de 

dos superficies distintas. Pare el sistema polar geodAsico con 

origen en P1 se tiene: 

Definamos im.plici tamente e. r 1 como funci6n de r del m2, 

do siguiente: 

A(r). ( 1) 

A1 es el área de un circulo geodésico con centro en P1 ; -

luego r 1 es el radio del circulo oon centro en P1 que tiene

igual área que el oíroulo de radio r oon centro en P. 

Derivando respecto e r: 

dr1 
dr .. C(r) ; ( 2) 

siendo o1 la circunferencia de un círculo geodésico con centro-
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en P1• Se tiene: 

C(r) • 2ir ../g , 

siendo vg1 tal que: 

ea le imagen de revoluci6n correspondimte e P1 • Por oonsi--

guiente: 

de donde resulta: 

Se obtiene: 

Ahora 

Luego: 

dr , 
.-! • 1 pare r • O dr 

d2r 
--1 • O pare r • O. 
dr2 

Derivando une vez más: 

per~ por 3.2(1) y 3.2.2: 

(3) 

( 4) 

- ·· 



y 

para r • O (y por tanto r 1 • O) 

Haoien:10 r • O y sustituyendo: 

K l "'K • p p 
4 

Por consiguiente 

• -K pl 

pera r ~ o. 

r3 + • • • 

Podernos deducir ahora alf!Unog teoremas. 

3.3.1 Si la ieualdad de áreas de cfrr:,ulos ("Aodési<XJ3 oon cen---
---- -------------- -- --

tros ~ :, :. P1 implic1:1 la igualdad ~ ~ ci rcunfAr,mcias -

respectivas, entonces las idgenes :_ :. P1 ~ idénti<'as, de -

donde se siguen J.2.61 a.3.2.64. 

Oemoatraci6n: la hip6t9sis equivale a 

para tOda r., Comparando con 3.3(2) ~eaulta: 

. . . r, 

de donde, por 3.3(3), las imágenes en P y P1 son idénticas. 

3.3.2 Si la igualdad de las circunferencias de círculos geod~s! ---- - -- --------
~~centros ~ :, :. P1 implica ~ il?'U8lded ~ las áreas 02, 

rresp.ondientei¡ entonces las imágAnes en P y P1 son idénticas. 

Oemostreoi6n: por ser 
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~,tG • l en P, or 
C(r.) es runci6n creciente d.e r en una vecindad d.e P. Luego 

pued.e definirse, en dio ha vecindsd, una tune i6n >.. • >..(r), cre

ciente, tal que : 

pero, por hip6tesis, la igualdad anterivr implica 

Luego, por 3.3(1), >.. • r 1, y de (2) resulta: 

. . . • r • 

3.3.3 Si existe algwi zadio ooml1n e>O para el cual los c!rcu 
--- --- --- ---

los geodésicos con r.entros ~ : : P1 tienen igual d rea, en-
--- -- -- --

toncas existe un radio a", comprendidos entre O y a, tal ----- ---- ---
que los o!rculos cvn centros en -------- P :_ P1 :. radios ~" : r1(a'\ 

respectivamente, tienen curvaturas integres iguales. 

Oemostraci6n: en vista de 3.2.4, Destaré probar que: 

Ahora, por ,5.2(1): 

2- -
.( k,tg dr • -~ ~ dr • 1 - a¡rg. 

dr 

Y análogamente: 

Luego es suficiente demostrar que 
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Por J•)( 4 l: 

dv'g • 
dr 

y por h1p6tesis: 

. . . 
· ne donde 

r 1 - r • O 

dr1 
dr - l • o 

Por consiguiente: 

pare r s a''. 

pera r • O, e. 

p11r11 r a 

p a r11 r • O, 11 ' • 

d 
dr pore r .. e"¡ O< Ei"< a•. 

Pero 

. . . 

d { [ dr1 2]} dr gl l - (ctr") • 

dvg -
dr o para 

( 5 l 

r • a" 

Por ser igual área los círculos de radios e" y ri(a"), -

resulta, como corolario, que les curvaturas medies en los dos -

círculos son iguales. Por tent0 hay dos puntos, uno dentro de -

cede circulo, an que les curvaturas gaus3ianes son iguales. 

-n 



3.;.4 31 las curvaturas medin3 en c1rculos ue i¡·ual óri.a con C!!l 

~ ~ :, .:, P1 soa iguales, entvnce3 J.:13 l.rn/Í¡•ere3 en :? y

P1 ~ id~nticas. 

Demostrec16a: por hipót.e:,is ( vAuse 3. 3. 3) 

Ahora, por 3-3( 5): 

Ír { C1 ·[1 
. 

[ l . . C:1 

:ive 
dr pu rs !-0·11;: r. 

. dr1 2]} 
- (drl • o 

dr1 2 J 
(dr) ,. con3t. 

ya que g1 se a nula para r ,. O. Por con~i ~ ien te 

dr1 
1r • l, 

ie donde r 1 • r. 

,. o' 

3.3.5 Si las curvaturas medias en les circuafereacias <1e c1,.cu-- -- ------ ---- - -- -------- - --
los de igual área con centros aa -- - --- --- -- ----
ces las imágenes soa idénticas. --------

Demostrac16n: se tiene: 

:, :, P1 ~ ieµales, enton-

d 2..,,~¡ 
dr 

en vi~ta de 3.2(1). Ahora, por 3.3(}) 

Por hip6tes1a: 

_q_ dvg1 dvg 
dr (~ - dr) 

l 

-13 



. . . 

luego r 1 • r, por 3.3.4 

- o ; 

3,3.6 Si pars círculos gP.od.~sicos de igual ,rea coa centros en-- -- ---------- ---- - ----
p y P 1 la igualdad da curvaturas medies e lo largo de les ci!. 
- - -- ---------
cunfe~encias impli~a la igualdad de curvaturas medias dentro de 

los clrculos correspondientes y adsn,s hay un cierto radio para 
--- -- - --- --- ---

el cual las areas son iguales, entonces las 1.oágenes en P y -- -- -- --- -- ---- ---- - - -
P1 son id~ntioas. 

Oemostraci6n: se tiene (véase 3.).5): 

Como por hipótesis:· 

A1 (a)• A (a), a::>O 

entonces 

dv'gl -dyp¡. o 
dr1 - dr para r • a• 

y por tanto 

(O<:a'<a) 

d Mg1 dvg 
dr (-a:¡:- - dr ) • O pera r • a" 

l 
(O<a"<a'). 

Est1J es, 

para r • a". 

Ahora bien, por hip6tesia, e3to implica que 

d,lgl dvg 
dr1 - dr • O para r • a". 

Repitiendo el razonamiento se llesa at 
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Luego r 1 • r. 

<h(:i 
dr 

3.3,7 31 !.f!_ t,)do punto E ~ ~ s1rnerficiP., la curvatura raus

siana ~ !v,ual !!.. la curvatura mP.jia ~ ~ lare:o ~ toda oircun---
• ferencla eeodé,3ica ™ce.otro~ E 1... para caja ..P!!.!. ~ puntos--

de 2, existe !!!! rsdi-> !'! > Q. (Q.2 neceaa!"i a.'!lP.nte el ~ para-

12.!!.2. par de pu.otos) para el ~ laa áreas ~ lus c1rculos corres 

pondieatPs ~ ie;U13les, entonces la superficie ~ ~ c·urvatura -

constante. 

Demostraci6n: J:>Or la :orinara hip6tesis y por ).2.5, la lea

gen ea de curvatura co.astente; pero, por la segunaa hipótesis y

por el corolario de 3-3. 3, to.1as las imágenes tienf:ltl la misma 

curvatura. Luego, por j.2.2, le sup~rficie es de curvatura con~ 

tanta. 
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APENóICJJ:. 

En relación con la conjetura de Birkhoff, A. Baraja~ y 't.

Vázquez han demostrado que si d"s c1rculos ceod~;ir.oa del mis~o 

rttdio a y c,;ntros O y o1 en una sup .. rficie tienen áreas -

iguales, hay ctus puntos P y Pl' un" dentro de cada círc,ulo y 

a igucles distancias de los centros rflspectivos, en que la cur

vatura gaussiana tiene el mismo valor. 

Se cumple la mis:na conclusión suponiendo la ipualdad iie -

las circunferencias. 

El teorema se generaliza del ~odo sieuiente: 183 imégP.nes -

en O y o1 satiafac~n las mismas hipótesis (igualdad de árees 

o df.l circunferencias)¡ pero por 3.2.5 las curvaturas medias so-

bre los círculos eeod~sicoa de radios OP y OP1 _( i--;uales) son 

iguales. Luego existen dos círculos del mismo radio, uno c0n -

centro O y el 0tro coa centro o1 , en los cuales la curvatura 

gaussiaae media ea la misma. 
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