UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

INVARIANTES PROYECTIVOS

EN LAS

TRANSFORMACIONES
CIRCULARES

por

ALBERTO BARAJAS CELIS

TESIS presentada para obtener el grado

de MAESTRO EN CIENCIAS MA-

TEMATICAS de la FACULTAD DE
CIENCIAS

MEXICO
1042

FACULT:» »g CIEKCIAS

H“l“lliq'ru



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



INVARIANTES PROYECTIVQOS
EN LAS

TRANSFORMACIONES
CIRCULARES




0'6[ mis /946({7:84.
OJ ”’Li 'AeZWLﬂl’lﬂo



S

FERGLTAD DR CIEHCIAa

1

INDICE Biblioteea

CAPITULO PRIMERO

DEFINICIONES
Pégs.
1.—Coordenadas del circulo. 1
2.—Potencia de dos circunferencias. .2
3.—Expresion de la potencia de dos uuuutelenuas en tunclon de
los parametros de sus ecuaciones. 3
+.—Obtencién de la ecuacién cartesiana de un cn‘culo a parm' de
sus coordenadas potenciales. . .o
>.—Angulo que forman dos cncunferenmas B 4
6.—Kxpresion de la poteucia de dos circunferencias en funcmn de
sus coordenadas potenciales. . . . . . . . . . . . D
7.—Expresion vectorial de la potencia. ; 7
CAPITULO II
TRANSFORMACION DE LOS PUNTOS DEL ESPACIO
EN CIRCULOS DEL PLANO
1.—Transformacién de una recta. e e e e ... 8
2.—Transformacién de un plano. . e e . . .9
CAPITULO 111
LUGARES DE CIRCULOS
N\
1.—Circulos ortogonales a dos circulos dados. . . . . . . 11
2 —Sistemas conjugados. . . A

3.—Lugar de los circulos que cortan a tres cucunferenclas bajo el
mismo dngule. . . . . . . . . . . . . . . . 11



PREFACIO

Se habla en este trabajo de la transformacion de los puntos de
un espacio tridimensional v euclideo E, en los circulos de un pla-
no TT. Se efectuta la transformacion utilizando la nocion de poten-
cia de dos circunferencias.

L.a tabla siguiente, que se explica por si misma, le dard
a usted una idea de los resultados esenciales.

Objeto en E. Su transformado en II
Punto. Circulo. '
Puntos de una cierta cuadri- Puntos.

ca S.
Plano polar, con respecto a Familia de cireulos ortogona-
S, de un punto M. les al transformado de M.
Recta. Sistema coaxial. .
Polar de Ia anterior Sistema conjugado del ante-
respecto a S. rior.
Recta tangente a S. Haz de circulos tangentes.
Transformacion proyectiva Transformacion circular mas
mas general que deja a S general.
invariante,
Perspectiva. Inversion.

Quiero dar las gracias, piublicamente, a todos mis maestros.

A los seiiores sinodales DR. ALFONSO NAPOLEs GANDARA, Dr.
CaRrLOs GRAEF ¢ ING. BRUNO MASCANZONI, hago presente mi es-
pecial agradecimiento porque tuvieron la gentileza de aprobar esta
“lesis, a pesar de haberla leido. Su benevolencia me otorgard, espero,
el grato titulo de Maestro en Ciencias Matemdticas.

Agosto de 1942. A. B. C.
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Invariantes Proyectivos en las
Transformaciones Circulares

CAPITULO PRIMERO

DEFINICIONES

1. Coordenadas del circulo.

En una geometria del punto, los puntos quedan definidos por sus co-
ordenadas y los lugares de puntos por ecuaciones. En una geometria en que
el elemento fundamental sea el circulo, cada circulo estard caracterizado
por sus coordenadas y las familias de circulos que cumplen determinados
requisitos, por ecuaciones. El primer problema que se presenta, por lo
tanto, en una geometria del circulo, es el de asignarles coordenadas a los
circulos. Consideremos el conjunto de circunferencias del plano cuya ecua-
cién en coordenadas rectangulares tiene la forma

x>+ y* + 2ax - 2by + c =0

donde a, b, ¢, son tres niimeros reales cualesquiera. Este conjunto cons-
tituye una multiplicidad de tres dimensiones. Se puede, pues, establecer
una correspondencia biunivoca entre los elementos del conjunto y las ternas
ordenadas de niimeros reales. Los tres niimeros correspondientes a cada
elemento serin sus coordenadas. Asi, pueden utilizarse como coordenadas
los tres parametros a, b y c. La notacién K(a, b, ¢) indicari que 1a cir-
cunferencia K tiene por coordenadas las tres constantes de la ecuacién

x> + y* 4+ 2ax + 2by + ¢ =0.



Estas coordenadas tienen la desventaja de no representar magnitudes
de la misma especie: a y b representan distancias, ¢ un drea. Resulta mas
sugestivo tomar como coordenadas de una circunferencia sus potencias res-
pecto a tres circunferencias arbitrarias que servirin de sistema de referen-
cia. A estas tres potencias les llamo coordenadas potenciales.

2. Potencia de dos circunferencias.

Sean K; y K, dos circunferencias exteriores de traza real. Le llamo
potencia de K; y K., 6 bien potencia de K, respecto a K., 6 de K. res-
pecto a K, al promedio de los cuadrados de las tangentes comunes. Indi-
caré esta potencia con el simbolo K;K..

Fic. 1

KK, — T g )

La potencia de K; y K, es igual al cuadrado de la distancia de los centros
menos la suma de los cuadrados de los radios.
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Ahora, para dos circunferencias cualesquiera, la potencia vale por de-
finicion d* — (£, 4 r.*). Si una de ellas se reduce a un punto, esta
expresion nos da el valor de la potencia ordinaria de un punto respecto
a una circunferencia; si las dos se reducen a puntos, el cuadrado de su

distancia,

3. Expresién de la potencia de dos circunferencias en fun-

cién de los parametros de sus ecuaciones.

Sean las circunferencias K, (a;, by, ¢;) y Kauf(az, by, c2)

Ky : x*-+y* -+ 2ax-+2byy+ ¢ =0
Ko : x* -+ y* 4 2ax + 2bsy +- . ==0
(x+a)®+ (y -+ b)*=a” + b’ —¢
(x + ax)* + (y -+ b2)* ==a," + b, — 2
0, ( —a; b1)
0, (— as, —bs)
r’ =a,’ -+ bi* — ¢
r,’ = a,’ 4+ by — e

d* = (ay —a,)* + (b —b2)*

KK, = (a; —a,)* + (by — b)* — a,*— by* + ¢ — a,® — b.*

(1) KK, = — 2a,ay — 2b,b. e+ e

T ¢

4. Obtencién de la ecuacién cartesiana de un circulo a par-

tir de sus coordenadas potenciales.

Sean K,, K., K;, tres circunferencias cualesquicra y u, v, w, las po-

tencias de K respecto a ellas. Se tiene por (1)

— 2aa; — 2bb; | ¢ + ¢

—— 2aa, — 2bb, 4 ¢ + ¢

== — 2aay; — 2bb; -} ¢ -+ c;
—2aa—2bb+c=u—¢
—2a.a—2bsb -} c=—=v —c,
—2a,a—~2bb+c=w—c;y

1
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u—c by 1
V—Cy b2 1
wW—C3 bs 1

a——
2 a) b]_ 1
as b'_! 1
as b;;
i ag u—=aq
az V — Ca
az w—C3
@ b=

Cc ==
a b1 1

ao b;; R 1

a3 b:: 1

Se ve que a, b, ¢, resultan funciones lineales de u, v, w.

a== o u+ x| xw} o,
(3) b= Blu + B:V”]F Bsw+ 64
C= Y Vv YW V.

5. Angulo que forman dos circunferencias.

Si K; y K. son dos circunferencias de contorno real que se cortan, se
dice que forman un angulo igual al que hay que hacer girar una de ellas
alrededor de uno de los puntos de interseccién para que queden tangentes
exteriormente. Se consideraran sélo 4ngulos menores en valor absoluto
que . En la figura el angulo que forman K; y K. es « 6 — <. Aun-
que el angulo no queda determinado univocamente, su coseno si.

4.



Fic. 2

d*> =r,® 4 £.> — 2610 cos £0,80, = 1,® -} % 4 2e315 cos <
d2 — 1'12 — rgz _ KIK'_I

(4) J.ocos X ==
211, 251,

Cuando las circunferencias no cumplan las dos condiciones: tener con-
torno real y cortarse, el quebrado K,K./rr. define el coseno del angulo
que forman. Si la potencia K;K, es distinta de cero y alguno de los
radios nulo, cos o no tiene sentido. Si la potencia también es nula, cos o<

queda indeterminado.

6. Expresion de la potencia de dos circunferencias en fun-
cién de sus coordenadas potenciales.

K;, Kz, K, son las tres circunferencias que forman cl sistema de re-
ferencia. P y Q dos circunferencias cualesquiera cuyas coordenadas po-

tenciales valen respectivamente uj, vi, W, y Ui, Vs, Wus; esto es:
P(am bpv Cl)) = P(ul, Vi, Wl); (g)(.aﬂ' b‘l? Cll) == Q(uﬂ, Va, WZ‘)
PQ —— 2apdq — 2bybg 4 ¢ + ¢

y por (2)



u; —¢; b1 1 Uus, —¢C; bl 1
Vi — Cso bg 1 Vg — Co bg 1
Wy — G b:; 1 W3 —C3 b; 1
PQ = — — e
2 a; b1 1 a b1 1
a- b.’ 1 as b..! 1
as b;; 1 ay b;; 1
a; u;—c¢ 1a; us—ocy 1
|
a; vi—c 1 tag vo—oca 1
a; w,—oc; 1 ia;; Wa — C3 ll
2 a, bl 1 a) b1 1 !
a: b: 1 a: b‘.‘ 1 ;
b" 1 8 b;; 1
a; by u;—g¢q a; by ur—oq
a; b, v;—ec, a, by va—¢
. ag by wi—cy az by wa—ocy
+ e
a; -’ bl 1 a b1 1
a. b;_' 1 as b-_» 1
a; b;; 1 az b; 1

Evidentemente PQ no depende del sistema de referencia cartesiano a que
estan referidas K;, K., K;. Si tomamos como nuevo origen de coor-
denadas el centro radical de K;, K. y K, se tiene ¢; =c, =c¢; == h.

a) bl 1
Poniendo A= la, b 1 resulta:
as b.; 1
1 u; b1 1 ’ U» bl 1 1 a; Uy 1 a, u»
PQ:— 3 Vi b-_‘ 1. Vo bg 1|— 5| @2 Vi 11- ds Vo
ZA W) b3 1 l Wy b3 ZA az w, 1 az W»
a b]_ U 1 a; bl Uz
+-—<| a2 b: v, +Z a, by vs|—2h K
as b:: Wy az b:s Wa 4




FiG. 3.

7. Expresion vectorial de la potencia.

Sean O,, O,, O; los centros de los circulos de referencia. O su centro
radical. A, B, C, los tres vectores que forman el tridngulo O,0.0;:
S, = area del triangulo 00,0, S, =irea de 00,0,, S;=—=3irea de
00,0.,, S=airea de 0,0.0; y h la potencia de O respecto a los tres
circulos. Es facil ver que la potencia de PQ puede escribirsc entonces en
esta sugestiva forma:

() PQ=— ys A+ wB+wC) . (A + B} w.C)

4+ (w At v)S) fl‘_(Vlﬁ,:.Xz)S: Wi wdSs gy

Queda asi expresada la potencia de dos circunferencias en funcién de sus
coordenadas potenciales y de constantes que sélo tienen que ver con el ta-
mafio y posicién relativa de los circulos de referencia, independientemente
del sistema de coordenadas cartesianas.

La férmula anterior permite calcular facilmente la distancia entre dos
puntos cuando se conocen sus distancias a los vértices de un triangulo dado.
En este caso O es el centro del circulo circunserito.

Para que la expresién que da el valor de PQ tenga sentido se necesita
que S 7= 0; es decir, los centros de los circulos de referencia deben no estar
alineados.
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CAPITULO 11

TRANSFORMACION DE LOS PUNTOS DEL ESPACIO
EN CIRCULOS DEL PLANO

1. Transformacién de una recta.

Puesto que los circulos reales del plano se pueden hacer corresponder
biunivocamente a las ternas de nimeros reales, también serd posible esta-
blecer una correspondencia biunivoca entre dichos circulos y los puntos rea-
les del espacio (puntos de coordenadas cartesianas reales). Uno de los
modos mds simples de efectuar esta correspondencia es éste: 2 un circulo de
coordenadas potenciales u, v, w, le va a corresponder un punto de coorde-
nadas x, y, z, siendo u=x, v=y, w==2z Es decir K (x, y, z) <>
M (x, y, z). Diremos que K es el transformado de M y viceversa.

Veamos en qué figura se transforma una recta del espacio. Scan
M,, M., M., tres puntos cualesquiera, distintos, de la recta. Por cstar los
tres puntos alineados, existen tres constantes no todas nulas que satisfacen
estas condiciones:

kx, 4 koxy + kexy =25 kix; =0
kv + KY: +ky; =2 kiyi =0
kiz, + koz, 4+ kyz; =2 kizy =0

ky -k, 4+ k;=2 k =0

Mi(xi.}'|.2|) > Ki(X|_.yi,Z|) _ Ki(_ai.b|.Ci) 1= 1,2,3

Pero por (3)

a = oo ,X; + o,y + ooz + o,
b= fixi + Bvi + B.zi + B
= YiXi 4+ YoV + VeZi Ve

8



Multiplicando por k, y sumando con tespecto al indice i, se obtiene
2 kia; = o, 2kix; 4 o« 2kiyi 4+ o:szkizi—*- < 2k =0
2 kibi= B,Zkix; + B.2kiy; + B:2kizi4+ B2k =0
3 kici—= y.3kixi + v.2kiyi + yv.2kizi 4+ y.2ki =0

las ecuaciones

x’ +y° -+ 2a;x + 2byy + ¢, =0

x* -+ y* -+ 2a,x 4 2byy -+ o =0

x* 4 y* + 2a5x 4- 2bsyy + ¢; =0
son linealmente dependientes, puesto que existen tres constantes ki, tales que

T kiai=2 kibi=2 kic; =2 k=0

y es un resultado bien conocido que si tres ecuaciones de la forma
x* 4+ y* + 2ax -+ 2by 4+ ¢ =0 son linealmente dependientes, los circu-
los que esas tres ecuaciones representan tienen el mismo eje radical. Te-
nemos, pues: Una recta del espacio se transforma en una familia de circulos
coaxiales.

2. Transformacién de un plano.

Vimos que la potencia de dos circunferencias P y Q de radios
t, y r:» respectivamente vale:
PQ =d°* — (r,* + r.°)
PP — — 2r/°
QQ=—12r.,”
Por lo tanto (4) se puede escribir en esta forma:

PQ
VPP \/QQ

Si introducimos coordenadas homogéneas x,, x2, x3, x, definidas por las
igualdades:

(6) cos o =



la (5) toma esta forma:
ajj XQX’-

(7) PQ = o i, j=1234

donde x;, xs, Xy, %, son las coordenadas homogéneas de P y yi, yu, vs, i,

las de Q

. a.<x- 7 .
(8) .. COS X — , L XiYs
Vai XXy Vagyiy;
aj;x;y; significa como es costumbre X a;;x,y, donde i y j va-

rian desde 1 hasta 4.
Si P es una circunferencia de radio nulo PP§¥=0—= a;; x;x; . Es
decir, todos los puntos del plano de los circulos satisfacen la ecuacion
(9) arj NiNj =0
Por consiguiente sus transformados perteneceran a la cuadrica S cuya
ecuacién en.coordenadas cartesianas homogéneas es:
ai; xix; =0
Sea N(y; y: y: yi) un punto cualquiera del espacio. La ecuacion
de su plano polar respecto a S es
(10) axiy; =0
donde las x; ‘son las coordenadas variables de un punto M del plano
polar.
"Sea Q la circunferencia correspondiente de N y P la de M.
Segtin (8)
A XiY;
VanxiX; \ayyiy;
pero como a;;x;y; =0 resulta

COos &KX —

COos X — O
Esto ‘es:

Los puntos de un plano en el espacio, se transforman en circunfencias
ortogonales a cierta circunferencia. Esta circunferencia es la transformada
del polo de dicho plano respecto a la cuddrica S.

En particular se ve que un plano tangente a S se transforma en
una familia de circulos concurrentes. El punto de concurso es el trans-
formado del punto de tangencia del plano con S.

Los puntos de una seccién plana de la cuadrica S se transforman
en puntos de un circulo.

10



CAPITULO 111

LUGARES DE CIRCULOS

1. Circulos ortogonales a dos circulos dados.

Las conclusiones establecidas en el capitulo anterior nos permiten re-
solver de un modo muy simple los problemas que siguen:

¢Cual es el lugar de los circulos que cortan ortogonalmente a dos
circulos dados?

Tomamos a los circulos dados K; y K., como dos de los circulos
de referencia. Sea K el circulo variable ortogonal a los otros dos. Es
decir x==0, y=0. Estas ecuaciones definen una recta R en el espa-
cio; por consiguiente el lugar buscado es una familia de circulos coaxiales.

2. Sistemas conjugados.

Ademais, los planos polares: de los puntos de R pasan por una cier-
ta recta R’. (Llamaremos a R’ la polar de K). Las circunferencias
transformadas de los puntos de R’ serin ortogonales, por lo tanto, a las
transformadas de los puntos de R. Quiere decir que K; y K, definen
una familia de circulos coaxiales, cada uno de los cuales es ortogonal a los
de la familia de circulos ortogonales a K; y K.. Estas dos familias
de circulos, llamadas como se sabe, sistemas conjugados, tienen por corres-
pondientes, pues, dos rectas polares.

3. Lugar de los circulos que cortan a tres circunferencias
dadas bajo el mismo angulo.

Tomemos como sistema de referencia las circunferencias dadas. Sean
r, r; y r sus radios respectivos; r el radio de la circunferencia mé-

vii K

11



X y z __

Se tiene — == = ==cos x ;
21‘(1 21’!‘2 2!'1'3
. X r x r
o bien LI I .
y t» z I

Estas son las ecuaciones de una recta en el espacio, o las de un sistema
de circulos coaxiales en el plano.

4. Generalizacién del problema anterior.

Se puede generalizar el resultado anterior imponiéndole a K la con-
dicién de que corte a los circulos dados bajo angulos cuyos cosenos estén
en una relacién constante. Llamando «, [, ¥ a dichos angulos, la con-
dicién es:

cos &< —m - cosB —0 - cosy __ 1
S =mgj - te—=n — =
cosﬁ cosY €Oos < mn
X y y =z
O sea — .- =—=mg; - : " —n
Iy [rp fres I
X z . . .
;: const.; S; == const. Ecuaciones de un sistema coaxial.

5. Circunferencias tangentes a dos dadas.

Las circunferencias que cortan a dos circunferencias dadas bajo angu-
los cuyos cosenos estin en una relaciéon constante, son ortogonales a cierta
circunferencia.

.Y __cos
rr;  tro cos [-}
En el espacio la ecuacién representa un plano, en el plano una familia de

circulos ortogonales a cierta circunferencia.

. ., X
En efecto, es equivalente a la ecuacién y = const.

Corolario: las circunferencias tangentes exteriormente a dos circu-
los dados son ortogonales a cierto circulo. Como las tangentes exteriores
comunes pertenecen a la familia de circulos tangentes, el centro de ese cierto
circulo es evidentemente el punto de concurso de las tangentes.

12



K2
Fic. 4.

Para determinar su radio basta llevar desde O una tangente a cual-
quiera de los circulos tangentes a K, y K,. En la figura r* = OP-OQ.
Se ve que el circulo de que se trata no es otro que el circulo externo de

antisimilitud.

0,

J2

K ’
FiG. 3.

Consideremos la figura correspondiente en el espacio. El punto K,
representa el transformado de la_ circunferencia K;. El K. de la K..
S es la cuidrica transformada del plano. Como la circunferencia K
es tangente a K; y K, el punto mévil K define con los puntos
K, y K. tangentes a la cuddrica S. El lugar de¢ K es por lo tanto
la interseccién de los conos tangentes a S 'y cuyos vértices son K; y K..

13



Como estos conos estin en perspectiva, las rectas que unen puntos cotres-
pondientes son concurrentes.

Este punto de concurso O;, es el polo del plano KK’. Por consi-
guiente la circunferencia K es perpendicular a la circunferencia O,.

6. Una propiedad de los circulos de antisimilitud.

Como los puntos O; K., K; estan alineados, las circunferencias trans-
formadas son coaxiales. Por estar alineados los puntos H;, H., O, los
puntos de contacto de la circunferencia variable K con K; y K, es
taran alineados con el centro de O,. Este centro sera entonces el punto
de contacto de las tangentes exteriores comunes de K; y K..

Consideraciones anilogas para el punto O., también centro de pers-
pectiva de los conos de vértice K; y K., hacen ver que O, es el
transformado del otro circulo de antisimilitud de K, y K..

Resumiendo: Los dos circulos de antisimilitud de dos circulos dados,
son coaxiales con estos circulos.

7. Circulos de antisimilitud de tres circunferencias.

Otra propiedad proyectiva de las figuras en el espacio que tiene su
correspondiente en la geometria del circulo es la que sigue:

p

Fic. 6.

Sean P, Q, R tres puntos atbitrarios. p, q, r sus planos polares
respecto a la cuddrica S. Los conos tangentes a S de vértices P, Q,
R, pueden ponerse, por parejas, en perspectiva. Sean O, O, O; O,” O, O.’
los centros de perspectiva. Estos 6 centros yacen, por ternas, en 4 rectas.

14



El teorema correspondiente en el plano es:

Los seis circulos de antisimilitud de tres circulos dados, pertenecen,
por ternas, a cuatro sistemas coaxiales.

Corolario: los seis centros de similitud de 4 circulos estan alo-
jados, por ternas, en 4 rectas; son, por lo tanto, los vértices de un cuadri-
latero completo.

8. Propiedad del circulo de similitud.

Teorema. Los circulos cuyas potencias respecto a dos circulos estan
en la misma relacién que los cuadrados de los radios de éstos, son ortogo-
nales al circulo de similitud de los circulos dados.

La condicién impuesta es:

x _ In”

y £,°

que es la ecuacién de una familia de circulos ortogonales a cierto circulo.
A la familia pertenecen los circulos de radio nulo, que son los puntos del
contorno de ese cierto circulo.

Evidentemente, los centros de similitud de los circulos dados pertene-
cen a la familia. Por consiguiente, el circulo ortogonal a los miembros
de ésta es el circulo de similitud de las circunferencias dadas.

9. Teorema de Steiner.

Otro ejemplo sugestivo de esta conexién entre la geometria Proyectiva
y la Geometria del Circulo es el siguiente:




Sean P y Q dos puntos arbitrarios exteriores a la cuddrica S,
equivalente proyectivamente a una esfera.

Témese el punto O, tal que las rectas PO, y QO,; sean tangen-
tes a S. Tenemos en seguida el punto’ O, tal que las rectas PO.,
QO. y 0,0, seantangentesa S. Después tomamos el punto O; tal
que PO; QO; y 0O.0; sean también tangentes a S. Continuando en
forma analoga se obtienen los puntos O, O;, O, etc. Puede que alguna
vez se llegue al punto de partida O, 6 puede que la sucesién de puntos
O, sea infinita. En el primer caso diremos que la cadena de puntos O,
es cerrada, en el segundo abierta; pues bien, si para un punto inicial, parti-
cular O, la cadena es cerrada, también cerrard para cualquier otro punto
inicial.

Proyectivamente se puede ver la verdad de este bonito teorema con
mucha sencillez. En efecto: puede transformarse a la cuidrica S, por
medio de una transformacién proyectiva, en una esfera, de tal modo que los
puntos P y Q queden alojados en un didmetro. Las rectas PO, serin
las generatrices de un cono circular cuyo eje es el didmetro PQ. Cosa
analoga para las rectas QO;. Por lo tanto, los puntos O,, O, pertene-
cerdn a la circunferencia que es interseccién de los dos conos. Las rectas
0,0, 0.0, 0,0, etc, serin tangentes a una circunferencia concéntrica
con la anterior, y el teorema resulta obvio.

En el plano la figura correspondiente es:




Al punto P le corresponde una circunferencia y al punto Q otra.
A O, una circunferencia tangente a P y Q. A O. una circunfe-
rencia tangente a P, Q y O;. A O; una circunferencia tangente a
P,Q y O. etc. Por lo tanto, si la cadena de circulos O, en que cada
eslabon es tangente a Py Q 'y el eslabén anterior, es cerrada para un
cierto circulo inicial O, también serd cerrada para cualquier otro circulo
inicial.

10. El problema de Apolonio. Solucién geométrica.

Este famoso problema consiste en trazar un circulo tangente a tres
circunferencias dadas. Hemos visto que a un circulo le corresponde, por
un lado, un punto del espacio; por otro, una seccién plana de la cuadrica
S. Esta seccién esti en el plano polar de dicho punto respecto a S. Por
consiguiente, el problema se transforma en el de trazar una seccién plana
de S, tangente a tres secciones dadas.

Sean A, B y C las circunferencias dadas. Llamaré a los puntos
correspondientes del espacio, los puntos A, B y C; a las secciones planas
respectivas, las curvas A, B, C.

El plano 123 4 esel plano polarde A. El 1265 el de B.
El 3456 El de C. Sean X y X' dos de las soluciones bus-
cadas; a, b, ¢ los puntos de contacto de la curva X con las curvas

A, B, C. a, b ¢, los puntos de contacto de X' con A, B, C.

O, el centro de perspectiva de las curvas B y C; Oy el de las cur-

vas AyB, O, eldelas Ay C. I elde XyX.

La linea ac, segin hemos visto, pasa por O., la ab por O, y
la bc por O; .. el plano de X contiene a los tres centros 0,0., y
O:. Lo mismo pasa con el plano de X’. Como la linea 0,0,0; resulta
interseccion de los planos de X y X', su transformada es una familia
de circulos ortogonales a las circunferencias X y X’. Los centros de
estos circulos estarin por consiguiente en el eje radical de X y X'. Es
decir, el eje radical de X y X' contiene a tres de los centros de simi-
litud de los tres circulos dados.

La recta aa’ pasa por I. Lo mismo las rectas bb’ y cc. Como
estas rectas pertenecen respectivamente a los planos polares de A, B y
C quiere decir que I es el punto comin de estos planos. El circulo
transformado de I es por lo tanto ortogonal a los tres dados y su
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el

Fic. 9.

centro es el centro radical de dichos circulos. Los puntos a y a’, en
las circunferencias buscadas X y X', estarin alineados con el centro
radical.

Las tangentes a la curva A en a y a’ concurren en la recta
0,0.0.. Por consiguiente, las tangentes a la circunferencia A en los pun-
tos a y a’ concurritin en la linea que contiene a los tres centros de
similitud O,0.0;. Es decir, el polo de aa’” cae en 0,0.0;; por con-
siguiente el polo de O;0,0; estard en aa’. He designado con 0,0.0;
tanto a los centros de perspectiva en el espacio como a los centros de simi-
litud correspondientes, en el plano).

De aqui la famosa construccién de Gergonne:

Determinense los polos con respecto a los circulos dados de las rectas
que contienen ternas de sus centros de similitud. Las rectas que unen estos
polos con el centro radical de los tres circulos, cortan al circulo respectivo
en dos puntos que son los de contacto con una pareja de soluciones.

\

11. Solucién analitica del problema de Apolonio.

Tomamos como sistema de referencia a los circulos dados A, B, C.
Sea K (x, y, z) una circunferencia que forma un angulo de cero grados
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con las anteriores; es decir, es tangente a ellas exteriormente. Por (4) te-

nemos

1/ _x:

( ) 21'1'1

donde r esel radiode K y r, el de A.

Anilogamente

Y=
er-_‘
L
21'['3

De estas tres ecuaciones se obtiene:

L 4 __i

I s I3

que es la ecuacién de un sistema coaxial. A saber: el de las citcunferen-
cias que cortan a las tres dadas bajo el mismo angulo.
Evidentemente las circunferencias I(0, 0, 0) J(ry, ra, r3) pertenecen al

sistema.
Por. consiguiente el problema corresponde en el espacio a encontrar la

. ., L. X
intersecciéon de la recta apoyada en I y J con la superficie = L.
Ty

Empleando coordenadas homogéneas se ticne: K(x;, x2, x5 x,),
I(O, 0, 0, 1), J(l'l Lo Iy 1).

Por (6)
__Ka — = i
\/KK \/AA \/au XiX; V — 2:‘12
X2 = — 2r,%ay Xixy
Poniendo by = a; paraiz1,j#1
1
y by, = a;, — 2—1.:5

la (1) queda en esta forma:
2) by xixy;==0
La ecuacién de una recta apoyada en dos puntos I(z, zo z3 zy) y

J(Y_l Y2 V3 yi) es:
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(3,) Xy = Z; + )».y;
Las intersecciones de (2') y (3’) estin dadas por la ecuacién
4) bij zizj + 2 A bisziy; 4 Mby yiys =0
La solucién de nuestro problema se obtiene, por lo tanto, poniendo en
(4)
2z =z=z;==0; zy=y,=Lyi=1r5 y2=1r5 y3=r;
El sistema de ecuaciones que corresponde a una circunferencia que
forme con las tres dadas un angulo de 180° es:

X

—— =1
2rry
v =1
2rr.
_Z —_
2['1'3

La resolucién de este sistema nos conduce evidentemente a la misma
ecuacion de 2° grado (4). Quiere decir que la (4’) nos suministra
las circunferencias tangentes interiormente y exteriormente a las tres dadas.

Las otras soluciones son las que corresponden a los sistemas:

X — 1 X — 1 2 =
2rry 2rty ey
2tr. 2tr, 2tro
2 2 — 1 Z_ — 1
2rrg 2re; 2z

Por lo tanto el problema tiene cuando mas 8 soluciones distintas.
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CAPITULO 1V

TRANSFORMACIONES CIRCULARES

1. Definicién.

Se llama transformacién de circulo cualquier transformacién analitica
que transforma circulos del plano en circulos.

Si K(x; x2: x3 x;) se transforma en K'(x," x." x;" x,”) Se tendra
X’ = x;/ (%1 %o x5 x4).

Supongamos ademas que circulos de radio nulo se transforman en
circulos de radio nulo; es decir, puntos en puntos. Supongamos también
que la transformacién es biunivoca y que si el punto A estd en el circulo
K, el punto A’ transformado de A estard en K’ transformado de
K. Una transformacién tal se llama transformacién circular.

2. Transformacién correspondiente en el espacio.

Puesto que los puntos del plano estin en correspondencia biunivoca con
los puntos de la cuddrica S, cualquier transformacién del espacio que
deje a S invariante transformara puntos del plano en puntos. Si el
circulo K pasa por los puntos A y B el circulo K’ pasari por A’
y B’; pero los circulos que pasan por dos puntos forman un sistema coa-
xial; quiere decir que la transformacion en el espacio transformari rectas
en rectas. Por lo tanto: la transformacién puntual biunivoca mais general
que transforma a puntos conciclicos en puntos conciclicos corresponde en el
espacio a una transformacién proyectiva que deja invariante a la cuadrica S.
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3. Invariante principal.
Un punto K(x; x: x; x,) satisface la ecuacion
ajj XiXy — 0
El transformado también la satisface:
a;; X/x;/=0
quiere decir que
apxixy =k a x,’x,’

y

313 XiYj _ aiy Xi'yy’
VaiXiXy\/ay yiy; Vaiy xi'xy" \V/ai; yi’yy’

Lo cual significa que el valor absoluto del coseno del angulo que forman
dos circulos es covariante absolutv. Esto es, la transformacién considerada
es conforme. '

4. Transformacién por radios vectores reciprocos.

Transformemos la cuidrica S de modo que dos puntos de ella ali-
neados con el punto F sean correspondientes. Esto es, F es el centro
de perspectiva. El plano polar de F se transforma en si mismo.

Fi1G6. 10.

La transformacién correspondiente en el plano sera:
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El circulo F se transforma en si mismo, puesto que los puntos de
él son los transformados de la interseccion de S con el plano polar de
F. Mas todavia, cada punto es su propio correspondiente. Los puntos de
f, corresponden a circulos ortogonales al circulo F. Estos circulos, se
transforman en si mismos. Como M y M’ estin alineados con F en
el espacio, sus correspondientes en el plano estaran alineados con el centro
de F. De aqui la siguiente construccién geométrica para obtener el trans-
formado de un punto M en el plano:

Fic. 11.

Tracese por M un circulo cualquiera C ortogonal al circulo F. Una-
se el centro de F, O, con M. La interseccién de la recta OM con el
circulo C, es el punto buscado M’. Se ve que se trata, pues, de la in-
versién. El circulo de inversién es el correspondiente del centro de pers-
pectiva en el espacio.

5. Expresién analitica de la inversién.

Sean las coordenadas del punto F, v, v. v; v,. Las de M, x; x» x5 x,.
Las de M’ y, y. y2 yi. Por estar M’ alineado con M y F se puede escribir:
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LY =X —I— Avy
Por estar M’ en S
a1y YiY3 =0
iy (x4 M) (x4 Avy) =0

Q55 XXy —I— 2\ aijXiVy + Pauvxv, =0

Or

Por pertenecer M a.la cuadrica S resulta:
2 QijXiVj + Az a;;Vivi =0

28.” X}Vj
ayy ViV,

b= —

. 2a4, VyVt
o o yi —_—_— xl —
A5t Xy Vi

Esta es la ecuacidn de transformacién por radios vectores reciprocos en co-
ordenadas potenciales. Tiene la forma muy simple:

yi == by x;
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