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Resumen

En esta tesis se presenta una propuesta de parametrizacion de la ecuacion de
estado de energfa oscura wpg (ecuacién 3.18), la cudl llamamos w(z)y a lo largo
de este trabajo, donde la N determina distintas variantes de la misma ecuacion
(una expansién en serie de potencias).

Se presenta una discusion generalizada del estatus actual de la cosmologia moder-
na, asi como los conceptos basicos para desarrollar el estudio del modelo estandar
de la cosmologia, Materia Oscura Fria con Constante Cosmolégica (LCDM, Lamb-
da Cold Dark Matter, de sus siglas en inglés). En su seccién final, se describird
las observaciones empleadas a lo largo del trabajo. Ademaés se discutira los mo-
delos estandares de la energia oscura parametrizada asi como la nueva propuesta
w(z)n. Emplearemos el estudio de la inferencia estadistica con la finalidad de
demostrar la evidencia Bayesiana apta de la propuesta a tratar.

En particular se trabajan los casos N=1, N=2 y N=3 de la nueva propuesta
w(z)n. De esta parametrizacién se desprenden las siguientes observaciones: w(z) v
es reducible al modelo A-CDM,; la variante N=1 es equivalente a la conocida para-
metrizacién CPL (Chevallier-Polarski-Linder), s6lo que escrita en otras variables;
los casos N=2 y N=3 dan un mayor control sobre la dindmica de la ecuacion de
estado gracias a sus tres y cuatro parametros libres, como se estudia a detalle en
la seccion §3.4.

Se prueba el modelo a través de un método de inferencia Bayesiana con cadenas
de Markov, se utilizan datos de luminosidad de supernovas (SN), la senal de BAO
y el espectro angular de potencias de temperatura del fondo de radiacién cosmica
(CMB); ademas, se probé el modelo estandar A-CDM y otras dos parametriza-
ciones importantes: CPL y Barboza-Alcaniz (BA) por completitud y para hacer
las comparaciones necesarias. La combinacién de datos y pruebas se aborda con
detalle en el Capitulo 5.

De estas pruebas se obtuvo una variedad de resultados, de los cuales, los obte-
nidos con datos a tiempos tardios (con el conjunto de datos D;: BAO+SN) son
de nuestro mayor interés, dado que, al ser dominante la energia oscura a tiem-
pos recientes, estos datos pueden contener mayor informaciéon sobre una posible

VII



dinamica en wpg. Por otro lado, los resultados obtenidos con el conjunto de da-
tos Dy: CMB+BAO+SN son complementarios, nos ayudan a ver como mejora
nuestra propuesta al usar informacion en la superficie de iltima dispersion y si
es posible robustecer sus aportaciones.

Los resultados se presentan y discuten a detalle, cualitativa y cuantitativamente
en el Capitulo 5. La cantidad de informacién que se extrajo de los resultados es
bastante amplia. De aquella discusion se desprenden las siguientes observaciones,
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Como dindmica, la parametrizacién w(z)y en su variante N=1 es el mejor
modelo entre los tres modelos bi-paramétricos (N=1, CPL y BA) probados
con Dy, el estimador x? indica una mayor probabilidad de obtener los datos
dada nuestra propuesta en su variante N=1, ligeramente por encima de CPL
y BA. Esto se manifiesta inclusive desde una perspectiva estadistica: hay
concordancia entre los valores de x? y los criterios estadisticos Akaike (AIC)
y Bayesiano (BIC).

Desde un enfoque exclusivamente estadistico, el conjunto de datos D; favorece
al modelo estandar A-CDM por encima de las otras cinco parametrizaciones,
segun los criterios AIC y BIC.

Usando el conjunto de datos D; se observa que la parametrizacién w(z)y no
es restringible a partir de su variante N=3, presenta degeneracién en toda la
funcién de distribucion de probabilidad.

Al usar el conjunto de datos D,, desde una perspectiva estadistica se observa
una preferencia evidente por A-CDM. Si comparamos las tres variantes de

nuestra propuesta w(z)y, una variante con N pequena es preferida por encima
de N=2 y N=3.

La parametrizaciéon w(z)y es restringible inclusive en su variante N=3 al usar
el conjunto de datos Ds, puesto que se eliminan la mayoria de degeneraciones
presentes al usar tinicamente datos de BAO y Supernovas.

La tensién entre A-CDM y otras propuestas, cuantificada con la distancia-
sigma es Ogistance < 0.30 al usar D; (para todos los casos N=1,2.3) y dqistance <
0.80 para todos los casos al usar Ds.

El pardmetro by que representa el valor de w(z) al dia de hoy estd muy bien
restringido por ambos conjunto de datos, su valor es siempre compatible, ya
sea entre modelos paramétricos o con respecto a A-CDM.

Los parametros intermedios b, son restringidos por ambos conjuntos de datos,
no existen degeneraciones, i.e. los datos son sensibles a estos parametros.



X El parametro by tiene una degeneracion en cualquier caso N > 2, es decir,
la ecuacién de estado en z — 0o no esta bien restringida por los datos en los
casos N=2 y N=3.

En concreto, si se opta por el modelo que describa mejor una posible dindmica de
energia oscura, entre las tres parametrizaciones equivalentes (N=1, CPL y BA)
la propuesta w(z)y se posiciona como el modelo con mayor evidencia a su favor.

Es necesario asumir una perspectiva estadistica (criterios AIC y BIC) para com-
parar modelos entre si, inclusive cuando su nimero de grados de libertad sea
distinto. En este caso w(z)y no se ve favorecida sobre A-CDM, un resultado
esperado dado el nimero alto de parametros. De nuevo, al hacer la compara-
cién entre modelos equivalentes, los dos criterios estadisticos favorecen a w(z)y—1

sobre CPL y BA.

Se observa que w(z)y es compatible en todas sus variantes (N=1,2,3) con A-CDM
pues presentan una tensién menor a 0.30 (al usar D;) y menor a 0.80 (al usar
Ds). Ademés, logra reproducir la evolucién del factor de Hubble, la evolucién
de densidades y el espectro angular de temperaturas del CMB con desviaciones
porcentuales menores al 2% en caso de usar D; y menores al 1.5 % al usar el
conjunto de datos Ds.
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Capitulo 1

Introduccion

Al dia de hoy se sabe que existen al menos cuatro interacciones fundamentales, a
las cuales pueden reducirse la gran parte de los fenémenos fisicos observables y de
las cuales, la electromagnética, la nuclear fuerte y la nuclear débil son descritas por
el Modelo Estandar de la Fisica de Particulas (ME) a través de teorfas cuanticas
de campos.

Sin embargo, hasta ahora ha sido imposible dar una explicaciéon de la interaccién
gravitacional a través del marco tedrico del Modelo Estandar. El razonamiento
mas exitoso, tanto tedrico como experimentalmente es la Teoria de la Relatividad
General (RG) postulada a principios del siglo XX, la cual no sélo replica la gra-
vedad Newtoniana en el limite local de velocidades, sino que logra describir con
precision casos de gran curvatura espacio-temporal o movimientos a velocidad
cercana a la velocidad de la luz.

Tanto el Modelo Estandar como la Relatividad General han sido probados ex-
haustivamente desde su formulacion en 1967 y 1917, respectivamente. Los tulti-
mos descubrimientos en materia de altas energias y gravitacién: la confirmacion
de existencia del bosén de Higgs en el LHC (Gran Colisionador de Hadrones) en
2012 (Aad et al., 2012) (Chatrchyan et al., 2012) y la deteccién de ondas gravi-
tacionales en los interferémetros LIGO y Virgo en 2016 (Abbott et al., 2016) son
de gran relevancia, pero sobre todo, son prueba de que el Modelo Estandar y la
Relatividad General son, hasta ahora, la piedra angular de la Fisica Moderna y
las teorias con mayor capacidad predictiva de los iltimos anos.

A inicios del siglo XX en 1919, Arthur Eddington hace la primera confirmacion
de la Teoria RG al confirmar la prediccién de que los rayos de luz se curvan
al pasar cerca de fuentes de gravitacion, se observé la desviacion de los rayos
de luz del Sol durante un eclipse total. Esta confirmacion valido el trabajo que
se estaba haciendo (o estaba por hacerse) en el campo de la cosmologia fisica:
la extension de la relatividad general a escalas cosmoldgicas. El primer modelo
cosmoldégico fue propuesto por Einstein y hacia uso de una constante cosmologica
A para mantener en un equilibrio estatico al Universo, esta idea de un Universo
estatico estaba basada méas bien en prejuicios filoséficos, méas nunca habia sido




1. INTRODUCCION

formalmente confirmada o refutada.

En la década de los 20’s, E. Hubble descubre que el Universo esté creciendo lo
cual resulta en una constante cosmoldgica innecesaria. Desde ese entonces y hasta
la década de los 80’s, el modelo cosmoldgico fue el conformado por las propuestas
de Friedmann, Lemaitre, Robertson y Walker, que en pocas palabras podria ex-
plicarse como: un universo que a gran escala es homogéneo e isotropico, es decir,
es independiente del observador (una extensién del principio Copernicano) y es
igual en todas direcciones y que surge de una singularidad: el big bang o Gran
Explosion.

En 1933, F. Zwicky estimé la masa total del ctimulo basandose en los movimientos
de las galaxias cercanas a su borde. Cuando compard esta masa estimada con la
estimacion del nimero de galaxias y con el brillo total del cimulo, encontré que
habia unas 400 veces més masa de la esperada. La gravedad de las galaxias visibles
en el cimulo era muy poca para tal velocidad orbital, por lo que se necesita mucha
mas. Esto se conoce como el "problema de la masa desaparecida”. Basandose en
estas conclusiones, Zwicky dedujo que tendria que haber alguna forma de ” materia
no visible” (que no interactia a través de la fuerza electromagnética), pero que si
interactia gravitacionalmente con la materia, que proporcionaria suficiente masa
y gravedad constituyendo todo el cimulo. En este trabajo no hablaremos de esa
forma exotica de materia, pero si debe ser incluida en nuestro modelo cosmoldgico.

En la década de los 60’s, se realiza la primera observacién del fondo césmico de
microondas, revelando que el Universo es completamente homogéneo al menos
hasta hasta sus 300 mil anos de edad. Sin embargo, plantea un nuevo proble-
ma: el big bang no es capaz de explicar esa fuerte homogeneidad; es necesario
buscar una nueva propuesta y es durante la década de los 80’s cuando se pro-
pone el mecanismo de inflaciéon: un mecanismo fisico que resolveria el problema
de homogeneidad y a su vez dejando las semillas de densidad y temperatura que
eventualmente darian lugar a las galaxias y estructuras que vemos hoy en nuestro
Universo.

En 1998, dos grupos independientes de cientificos (Riess et al., 1998) , (Perl-
mutter et al., 1999) descubrieron otro fenémeno importantisimo: el Universo esta
creciendo aceleradamente. Al observar supernovas distantes (que son explo-
siones estelares muy brillantes) y analizar sus distancias, descubrieron que un
Universo unicamente compuesto por materia ordinaria, materia oscura y radia-
cion es incapaz de describir las distancias que habian medido; era necesario que
el Universo estuviera creciendo aceleradamente para describir correctamente esas
observaciones. La forma mas sencilla de arreglar ese problema fue introduciendo
la constante cosmologica de Einstein. El modelo A-CDM que significa Constante
Cosmoldgica (A) + Materia Oscura Fria (CDM, en inglés) logré resolver (tempo-
ralmente) el problema de la expansion acelerada. Ademas, a lo largo de estas dos
décadas, muchas de las predicciones hechas por A-CDM han sido confirmadas:
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por ejemplo el espectro de temperaturas del fondo de microondas y la formacién
de estructura a gran escala.

Sin embargo, el modelo A-CDM sufre de serios problemas. La naturaleza de la
materia oscura y la energia oscura en forma de constante cosmoldgica son des-
conocidas. Esto tltimo se sintetiza en lo que (Weinberg, 2008) llama el antiguo
y el nuevo problema de la constante cosmoldgica. El primero podemos llamarlo
un problema de incompatibilidad: si la constante cosmolégica esta asociada a la
energia del vacio (pensemos que el vacio, las zonas carentes de materia ordinaria,
oscura y radiacién tiene un estado minimo de energia), al comparar esta energia
(jque ya fue medida en experimentos!) con la prediccién cudntica, resulta que hay
una diferencia abrumadora: 120 érdenes de magnitud separan el valor calculado
del valor observado. S6lo nos pasamos por un nimero con ciento veinte ceros...
Es decir, la prediccion tedrica y la observacién experimental sobre la energia de
la constante cosmoldgica son incompatibles en un altisimo grado. El segundo pro-
blema es el llamado problema de la coincidencia: por qué la cantidad de energia
oscura que medimos al dia de hoy es del mismo orden que la cantidad de materia
ordinaria y materia oscura?

Aunque el modelo A-CDM se basa firmemente en muchos aspectos, la incégnita
de la expansién acelerada sigue presente. Los intentos por develar la naturaleza
de la aceleracién cosmica requieren pensar mas alld de éste modelo, situarse en un
lugar donde se pueda cuestionar el paradigma de la constante cosmologica. Este
trabajo muestra de manera sencilla el paso mas inmediato después de pensar a la
energia oscura como una constante: un modelo paramétrico de w(z). En esta tésis
propondré una forma dindmica de la ecuacién de estado de energia oscura que a
diferencia de la constante cosmoldgica, varia con el tiempo y estd modelada por
una serie de parametros. Trataremos de descubrir si esta forma de la ecuacién de
estado es mas conveniente que otras propuestas paramétricas y sobre todo, si es
comparable o logra superar de alguna manera al modelo estandar cosmolégico.

1.1. Estructura de la tesis

En el Capitulo 2 se presenta como marco tedrico, un resumen y derivaciones
importantes que llevan al modelo estandar cosmologico. Partiendo de la métri-
ca Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (deducida a detalle en el apéndice A),
hasta llegar a la solucion de las ecuaciones de Einstein. De ahi se muestran los re-
sultados de suponer un Universo estadisticamente homogéneo e isotropico: el con-
tenido energético (o alacena cdsmica, término que tomo prestado de (Dodelson,
2003)). Se incluye un breviario sobre medicién de distancias, fundamental para
entender las observaciones cosmoldgicas. Un breviario sobre la historia térmica
del Universo, en clave divulgativa, se presenta antes de introducir las observacio-
nes cosmoldgicas/astrofisicas para finalmente cerrar con la presentacién en forma
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del modelo A-CDM. Todo esto dentro del Capitulo 2.

En el Capitulo 3 se da una evidencia histérica de la expansién acelerada del
Universo y se motiva la propuesta méas sencilla para estudiar este problema: los
modelos paramétricos de la ecuacién de estado w(z). Antes de presentar nuestra
propuesta se introducen otras dos parametrizaciones populares en la literatura:
CPL y BA. Finalmente, se presenta la propuesta w(z)y y se exploran sus posi-
bilidades: recuperar A-CDM y CPL para luego definir sus parametros y estudiar
su dindmica.

El Capitulo 4 trata brevemente una introduccién al método de inferencia Baye-
siana que sera usado para analizar estadisticamente los modelos. Se presentan
los codigos utilizados en este trabajo, posteriormente se muestran a detalle las
encuestas astrofisicas/cosmoldgicas que seran utilizadas y finalmente se presenta
una metodologia de trabajo, en donde se definen los conjuntos de datos, la no-
menclatura y elementos de los distintos espacios de pardametros y los estimadores
estadisticos que se usaran para el analisis de los resultados.

En el Capitulo 5 se presentan los resultados, divididos por conjunto de datos:
resultados obtenidos con D; y resultados obtenidos con D,. Primero se analizan
de forma individual para finalmente hacer un anélisis de los resultados generales
y una discusiéon de los mismos. Finalmente, en la tdltima seccién se presentan
resultados adicionales: reconstruccion del factor de Hubble, evolucién de densi-
dades y reconstruccién del espectro de potencias de temperatura (CMB), con un
enfoque comparativo entre todos los posibles modelos y conjuntos de datos. En
el Capitulo 6 se resumen los resultados y conclusiones del trabajo y una breve
perspectiva del trabajo a futuro.

En las secciones del Apéndice de este trabajo se presenta un apéndice sobre métri-
ca FLRW, uno sobre distancia luminica, uno breve sobre inferencia estadistica,
uno que contiene todas las gréaficas obtenidas en las corridas MonteCarlo, sustento
principal del Capitulo 5 y uno final sobre consideraciones técnicas para corridas
MonteCarlo.




Capitulo 2

Modelo Estandar de Cosmologia

A primera vista y en una noche oscura y despejada, al observar la distribucion
de estrellas y galaxias (llamémosle materia luminosa) en el cielo, con el plano
galactico de la Via Léactea atravesando el cielo y las numerosas “formaciones” de
estrellas que hemos llamado constelaciones; si comparasemos un pedazo de cielo
poblado con otro aparentemente vacio, pareceria ser que hay zonas con mayor
densidad de materia que otras. Lo cudl no es del todo incorrecto.

A nivel local -sistema solar, escala estelar y galactica- la distribucién promedio
de materia es heterogénea, es decir, los espacios con materia -cimulos estelares,
galaxias, nebulosas, hasta cimulos galacticos- son estadisticamente distintos a
las zonas “vacias” del espacio. Sin embargo, esta caracteristica no es extrapo-
lable a escalas mayores a los 100 megapérsec (Wu et al., 1999) o alrededor de
330 millones de anos-luz. Es decir, a medida que se observa el Universo a es-
calas lo suficientemente grandes, la distribucién promedio de materia se vuelve
homogénea.

Bajo este razonamiento, seria natural decir que la porcién de Universo que se
observa desde la Tierra es representativa del Universo en su totalidad. Esta supo-
sicion confirmaria el principio copernicano pero a escala cosmoldgica: no parece
que ocupemos una posicion privilegiada dentro del Universo. Eventualmente, esta
observacién nos lleva a hacer dos suposiciones,

A La distribucién de materia observable en el Universo es igual (en promedio)
en todas direcciones, es decir, es isotropica.

B Como no tenemos una posicién especial o privilegiada dentro del Universo, las
leyes de la naturaleza, la fisica y la distribuciéon de materia que se observe sera
independiente del lugar donde se observe. Se habla entonces de homogeneidad.

A esta suposicion, deducida primero como una fuerte e intuitiva conjetura filosofi-
ca y posteriormente demostrada correcta a través de varias observaciones cos-
molégicas (Penzias and Wilson, 1965), se le ha llamado Principio Cosmolégico
y es el fundamento tedrico y experimental del Modelo Estdndar de Cosmologia
fisica.
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En este Capitulo se explora la derivacién del modelo estandar de la cosmologia,
marco teorico bajo el cudl se trabajara el resto de la presente tesis. El texto que
sigue esta basado en notas directas sobre los textos de (Dodelson, 2003), (Bau-
mann, 2010), (Carroll, 1997), (Amendola and Tsujikawa, 2010) y marginalmente
de (Weinberg, 2008) o (Hartle, 2003).

2.1. Meétrica FLRW

Para estudiar este modelo fisico y sus implicaciones es necesario asumir un marco
tedrico de trabajo, se usara la Teoria General de la Relatividad.

La métrica de un espacio-tiempo en expansion, con una distribucion energética
homogénea e isotrépica (como nuestro universo a gran escala) y con curvatura
espacial constante es la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker y esté
dada por el siguiente elemento de linea en coordenadas esféricas (r, 6, ¢),

dr?

1 — kr?
Donde a(t) es una funcién arbitraria del tiempo, cuando obedece las ecuacio-
nes de Einstein se llama factor de escala y cuantifica el tamano del universo
(normalizado al dia de hoy, i.e. a(thoy) = ao = 1) y k es un pardmetro de cur-
vatura y caracteriza la curvatura espacial de la 3-métrica. Si k = 0 el espacio es
plano; con k = +1 se llama universo cerrado, tiene curvatura espacial positiva: las
lineas paralelas convergen; finalmente, con kK = —1 tendremos un universo abierto
con curvatura espacial negativa: las lineas paralelas divergen. Un desarrollo mas
riguroso de la métrica FLRW se hizo en el apéndice A.

ds® = g datda” = —dt* + a*(t) + r2dh* + r*sin® 0d¢? | . (2.1)

Para estudiar la propagacién de la luz se acostumbra usar la forma comovil de la
métrica (A.21), expresada en coordenadas comoviles x (A.18),

dr
dy = —— 2.2
X V1—kr? (2:2)
y en tiempo conforme 7 (A.20),
ar — 4t (2.3)

a(t)
Esta forma de la métrica nos permite asociar el alargamiento de la longitud de
onda de la luz -producto de la expansion del Universo- con el factor de escala
a(t). El corrimiento al rojo (z) se define como el cambio fraccional entre la
longitud de onda de emisién y la de deteccién, en términos del factor de escala
nos queda:
a(to)
aty)’

z24+1= (2.4)
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donde tg = tops V t1 = temit-

Por dltimo, es 1til definir el parametro de Hubble
1(t
H(a) = ﬂ, (2.5)

que describe la tasa de expansiéon del Universo. El valor del pardmetro de Hubble
al dia de hoy estd dado por H(ag) = Hy = 67.31 £ 0.96 segin los datos de
Planck 2015 (Ade et al., 2016b). Cualquier cantidad expresada en este texto con
subindice 0 es, a partir de este enunciado, una cantidad expresada al dia de hoy.

2.2. Dinamica: ecuaciones de campo de Einstein

Ya que se ha definido la geometria del espacio-tiempo FLRW, ahora nos compete
estudiar la dindmica de aquellos objetos que lo componen. La ecuacién de campo
de Einstein relaciona la parte geométrica G, con la parte energética T, del
universo,

G = 81GT),, (2.6)

donde G, es el tensor de Einstein, que se define:
B 1
G“l, = R/“/ - §Rg‘uy7 (27)

donde que R, y R son el tensor y escalar de Ricci, respectivamente.

El objetivo de esta seccién es, en primer lugar, resolver la parte geométrica de la
métrica (en §2.2.1), luego, definir la forma de las contribuciones energéticas 7},
(en §2.2.2) para finalmente conectar ambas y estudiar la dinamica resultante.

2.2.1. Geometria (G,,)

Para calcular el tensor de Riemann necesitamos calcular los simbolos de Chris-
toffel

gu/\<aagﬂ)\ + aﬂga/\ - a)\gaﬁ)a (28>

de la métrica FLRW (2.1).

Haciendo las cuentas notaremos que cualquier simbolo con dos o mas indices

: _ . 0 £ 10 ’
temporales (i.e. a, 3, = 0) es igual a cero, e.g. I'j5, Ty, I'gy. Los simbolos
no-nulos que quedan son:

L ay .
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La condicién de no-torsién impone las simetrias I'; 5= Fga. El tensor de Ricci es
la contraccion del tensor de Riemann y esta dado por
Ry, = O\, — 0,0, + T3, 1%, —T0,I7 (2.10)

Calculamos las componentes del Ricci con los sfmbolos (2.9) y nos quedan:’
. S\ 2
a a k
a a a
Y como el escalar de Ricci es la contraccién del tensor anterior R = ¢g"'R,,,
entonces

i (a\® k

R=-6 [— + (—> + =
a a a

Resta unicamente enchufar (2.11) y (2.12) en (2.7) para obtener las componentes

del tensor de Einstein:
. 2 . . 2
k k
@w=3((%) + 2 22+ () + 2
a a? a a a?

Con esto nos quedaremos. Antes de pasar a resolver las ecuaciones de campo hace
falta definir las contribuciones de energia del Universo, pasemos a ello.

Rog = —39, ROi = O, Ri]’ - — gz] (211)
a

(2.12)

, Gi= 5L, (2.13)

J

2.2.2. Energia (7))

El tensor de energia momento 7}, nos dice todo lo que necesitamos saber so-
bre aspectos energéticos de un sistema: densidad energética, presiéon, momento y
tensiones/esfuerzos en distintas direcciones. (Carroll, 1997, p. 28)

La energia total del universo es la suma de las varias componentes energéticas
que lo componen. Estas estan definidas por cantidades macroscépicas: densidad,
presion, temperatura; es decir, son fluidos. En el marco de la fisica de particu-
las, la diferencia entre distintas particulas se manifiesta en los distintos grados
de libertad subatémicos, en nuestro caso, es la relacion entre las cantidades ma-
croscopicas de cada componente energética lo que las hace diferentes.

Una particularizacién de un fluido es el fluido perfecto. En (Weinberg, 2008) y
(Baumann, 2010) se definen como “un fluido isotrépico en un marco de referencia
en reposo (o comovil).” En jerga termodindmica, “perfecto” es un sistema que
estd completamente caracterizado por su densidad y presién (barotrdpico); que no
conduce calor, carece de viscosidad y de esfuerzos perpendiculares o “de corte”.

La derivacién de Rgo es directa, para una derivacién completa de R;; consultar (Baumann,
2010, pp. 23-24)
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Una definicién termodinamica equivalente es la sustancia ideal o sistema ideal:
aquella que cumpla con una y especifica ecuacién de estado (Carmona, 2010,
p. 42). En relatividad general, todas las componentes energéticas que nos interesan
pueden caracterizarse como fluidos perfectos (Carroll, 1997, p. 28)

De la ecuacién (2.6) se puede ver que es equivalente definir la métrica g,, del
lado izquierdo, que definir el tensor de energia-momento 7}, del lado derecho. Si
la métrica FLRW caracteriza un espacio homogéneo e isotrépico, el tensor T},
reflejara dichas simetrias y visceversa.

Considérese que las componentes energéticas de nuestro universo son fluidos
barotropicos, i.e. estan completamente definidos por su presion P y densidad
energética p. Primero descompdngase el tensor 7}, con p,v = 0,1,2,3 como en
la figura (Fig. 2.1).

Flujo de Energia

- TOl T02 TOS

Tl[]
TZO

Densidad de T
Momento 30

Figura 2.1: Descomposicién del tensor energia-momento en: el escalar Too; los vectores Tjo, Toj;;
y el tensor T;;. Inspirada en: http://en.wikipedia.org/wiki/Perfect_fluid y (Baumann,
2010, p. 19)

Para acotar las aportaciones al tensor de energia-momento invoquemos las si-
metrias del espacio-tiempo (homogeneidad e isotropia) y el hecho de encontrar-
nos en un marco de referencia comovil (Weinberg, 2008, p. 19), (Baumann, 2010,

pp. 7-8):
= El escalar Ty tiene que ser exclusivamente funcion del tiempo.
TOO = —p(t)

» Los vectores T;y y Tp; deben ser iguales a cero, eso significa que no se
observan cambios de densidad de momento ni flujo de energia en el marco

de referencia comovil.
T‘io = TOj =0.



http://en.wikipedia.org/wiki/Perfect_fluid

2. MODELO ESTANDAR DE COSMOLOGIA

» El tensor (espacial) T}; (4,7 = 1, 2, 3) tiene que ser proporcional a d;;, (Wein-
berg, 2008, p. 7) es decir, diagonal y por lo tanto, proporcional a la métrica
G (ibid). Otra forma de verlo es que no existe flujo de esfuerzos en ningu-
na direccion. Entonces tiene sentido que tanto la métrica como el tensor de
energia-momento sean diagonales.

Tij = P(t)g;;-

= Por lo que tnicamente las entradas completamente temporal Tyg y comple-
tamente espaciales Tj; son distintas de cero, esto se traduce a una ausencia
de esfuerzos netos en cualquier direccién. Las componentes espaciales son
todas idénticas 111 = Ty = T3s.

Obtenemos entonces el tensor de energia-momento de un fluido perfecto visto por
cualquier observador comovil:

T" = g"\Ty, = (2.14)

o O O I
)
o O O

0
P
0
0

oo o

P

Donde p = p, = pmc? es la densidad energética y P la presion.

2.3. Ecuaciones de Friedmann

Ahora que conocemos tanto la forma del tensor de Einstein como la forma del
tensor energia momento sélo resta resolver las ecuaciones de Einstein. Para ello
basta sustituir las componentes distintas de cero de G, calculadas en (2.13) y el
tensor 7),, (2.14) en la ecuacién (2.6). Estas soluciones son las Ecuaciones de
Friedmann,

N

a TG k
= (‘> R (2.15)
a a k

Donde p es la suma de todas las componentes energéticas,

P = Ptotal = pr- (2.17)

Asi, suponiendo por ejemplo un Universo compuesto por materia, radiacién y
constante cosmolégica:

materia radiacion

Ptot = Pb + Pedm +p'y + Pv +pA (218)

10
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2.4. Densidad Critica y Parametro de Densidad

La densidad asociada a un Universo con curvatura cero se llama densidad criti-
ca. Para conocer su valor al dia de hoy basta con asumir un Universo plano, i.e.
k =0 en la 1* ecuacién de Friedmann (2.15):

o _ 3H§

Perit = 8’/TG

A partir de la densidad critica se definen los pardmetros de densidad (£2,) para
cierto fluido arbitrario x,

(2.19)

Pz
Q) = - (2.20)
pcm’t

Ademas, la proporcién entre densidad energética total y densidad critica sirve
para acotar el parametro de curvatura,

Prot >1 = k>0 <+— cerrado
Perit
Ptot
=1 = k=0 <+— plano (2.21)
Perit
Ptot .
<1 = k<0 <+— abierto
pcrit

Asi, la 1% ecuacion de Friedmann para un Universo con curvatura arbitraria y
compuesto por 4 componentes energéticas puede escribirse como,

H*(a) = Hy [Qa™" + Q0 a™ + OF + Na?] . (2.22)
Donde la cantidad de curvatura se define Q = —k/(aH)?2.

Definimos el parametro de Hubble normalizado (al dia de hoy) como E(a) = %Z),
H?*(a)
Fla)=—= =% 1+ Q% a3+ Qa2+ 08
E%(z) =W (1 +2)"+ Q01 +2)° + QUL+ 2)> + Q.
Notemos también cémo se cumple que ) . €); = 1 para cualquier numero de

componentes energéticas al tomarse la 1* ec. de Friedmann (2.15) y dividirla por
la expresién general de la densidad critica pe.i(a):

Q4 O+ O+ = 1. (2.24)

De esta manera el parametro €2; puede entenderse como un porcentaje del conte-
nido energético total Q7, como lo muestra el grafico circular de la (Fig. 2.3). La
figura (Fig. 2.4) muestra una versiéon dos-dimensional del mismo gréfico, ahora a
lo largo de la historia térmica del Universo.

11
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a=1/(1+z2)
o002 oo 000

o001
Q ﬂ
— —
0%
p(t)

104 107 102 10 100 o 200 00 60
a(r) z

(a) Evolucién energética de un Universo de (b) Acercamiento a z’s recientes: alrededor de

tres componentes. 1000 < z < 1200 se forma el CMB, la mate-
ria llevaba ya varios cientos de miles de anos
dominando sobre la radiacion.

Figura 2.2: Dos representaciones (en a(t) y en z) de la evolucién del pardmetro de densidad
en un Universo compuesto por radiacion, materia y constante cosmolégica. En ambas gréficas
el dfa de hoy se encuentra hacia el centro de la pdgina (i.e. a = 1y z = 0). Notemos cémo la
constante cosmoldgica (A) domina s6lo hasta épocas muy recientes.

2.5. El contenido cosmico

Las leyes de conservacion de energia y momento en Minkowski pueden generali-
zarse a un espacio curvo y al tensor de energia-momento (Dodelson, 2003, p. 37)
en la ecuacién de conservacion:

V,.T" =0, (2.25)

donde V, es la derivada covariante. Como la evolucién de la densidad energética
en FLRW estd determinada por § = 0 (Baumann, 2010, p. 20) entonces,

Y, TY = 8,T4 + T4 Ty — T Tt = 0. (2.26)

Posteriormente, como T* # 0 cuando p = v, las tinicas componentes de la ecua-
cién (2.26) distintas de cero son:

s u=v=>0 ATy = p(t)
» 4 ={1,2,3},vr=0 Do T8 = 32p(t)
» p=v=1{1,2,3} I Ty = 34P(t)

12
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Dark Matter

Dark Energy

Figura 2.3: Contenido energético del Universo al dia de hoy segin las observaciones de la
misién Planck 2013. i.e. Qp = 0.683, Qe = 0.268 y € = 0.049. Los valores reportados por la
misién Planck mds reciente (2018) son 24 = 0.6889 y Q,,, = 0.3111 para el nivel de confianza de
68 %. Fuente de la imagen: http://sci.esa.int/science-e-media/img/65/Planck_Cosmic,

20recipe’20pie%20chart_orig. jpg

Llegando a la ecuacion de continuidad de un fluido perfecto:

p+3§(p+P) =0, (2.27)

que es valida para todos los fluidos cosmolégicos que compongan un modelo del
Universo.

Otra forma de ver a (2.27) es

d(pa®) = —Pd(a®). (2.28)

Es decir, el cambio de energia en un elemento de volumen comovil d(pa®) es igual
a menos la presién por el cambio en el volumen —Pd(a?). (Kolb and Turner, 1989,
p. 48)

La ecuacién de continuidad determina la evolucién temporal de la densidad
energética de cada fluido. Como se ha supuesto que las componentes energéti-
cas son fluidos barotrépicos, entonces pueden ser descritas por una ecuacién de
estado totalmente determinada por las dos cantidades p y P.

(2.29)
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Dark Matter Structure
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Figura 2.4: La historia térmica del Universo muestra, a grandes rasgos, dos importantes
épocas de equivalencia: radiacibon=materia y materia=energia oscura. En el eje 'x’ las escalas
de tiempo y temperatura y en el eje 'y’ el porcentaje de densidad energética por fluido por
tiempo. Tomado de (Baumann, 2010).

La forma en que se relacionen las propiedades macroscépicas (p., P;) de cada
componente energética determinard una unica ecuacién de estado (w,). Si se
sustituye la ecuacion de estado en la ecuacion de continuidad,

p+3%p(1 +w) =0, (2.30)
p a z
/ do _ _ / Mda:?)/ d+w),. (2.31)
o p ap a 0 1+=2

Cuya solucion general es:

p(z) = po exp [3 /0 %d% . (2.32)

Si w no depende de z, i.e. w = cte, toma la forma:

a —3(14w)
pa) = po (_0> = po(142)*0F. (2.33)

Ahora que sabemos que las contribuciones energéticas estan caracterizada por su
presion y densidad, podemos explorar los fluidos cosmoldgicos que existen.

» Materia fria (m)
Si suponemos que tanto la masa como la energia cinética o momento de una
coleccion de particulas contribuyen a la cantidad de energia de un fluido
arbitrario, en el caso de la materia, la contribucién de la masa sobrepasa la

14



2.5 El contenido césmico

del momento. Es decir, la materia cumple la desigualdad |P| < p. También
se dice que la materia es fria porque la velocidad térmica de las particulas
es mucho menor a la velocidad de la luz C' < c.

Sustituyendo esta condicién en la ecuacién w = P/p obtenemos que la
ecuacion de estado de la materia es w ~ 0. Y si sustituimos w = 0 en la
ecuacién (2.33) tendremos,

Pm X a”°. (2.34)

Es decir, la densidad energética de la materia se diluye con la expansion del
universo, puesto que V oc a®. Se presumen dos tipos de materia:

e Materia bariénica (b). El modelo estandar de particulas elementales
describe a la materia constituida por fermiones, particulas con espin
semi-entero, en particular por las particulas-compuestas mas ligeras
y estables: el protén (pT), el neutrén (n) y el electrén (e7). En este
contexto, llamaremos materia bariénica a todo aquello que conforma el
sector visible de nuestro universo: galaxias, objetos astrofisicos, nubes
de gas o polvo y en general todos los elementos quimicos en forma de
atomos libres o en configuraciones méas complejas.

La razon por la cual se le llama materia barionica y no por ejemplo,
fermidnica es 1) porque el porcentaje de masa que aporta el electrén
a la masa total de un atomo es mucho menor a la que aporta el nicleo
conformado por los bariones p™ y n; 2) porque los neutrinos, ain sien-
do fermiones, obedecen a otro tipo de fisica y son objeto de estudios
mas complejos en el ambito cosmoldgico, por lo cual no pueden ser
simplemente considerados como materia.

e Materia oscura fria (cdm). Ademds de materia bariénica, las ob-
servaciones sugieren que el universo contiene un alto porcentaje de
materia oscura, no visible. Su tnica interaccién es a través de la gra-
vedad y exclusivamente con materia ordinaria. De hecho, alrededor del
85 % del contenido de materia es oscura (Ade et al., 2016b). Actual-
mente hay enormes esfuerzos por determinar la verdadera naturaleza
de este tipo de materia.

» Radiacién (r). En el caso de la radiacién no sélo nos referimos a los foto-
nes, sino a cualquier coleccion de particulas en las que la energia cinética
o momento domine sobre la masa. Cualquier fluido que cumpla con esta
condicién tendrd una relacién presion-densidad P = 1/3p (Dodelson, 2003,
p. 38) (Baumann, 2010, p. 21).

Por lo que la ecuacién de estado de la radiacién serd w = 1/3 y la evolucién
de la densidad (2.33) estard dada por:

proca ™. (2.35)
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Standard Model of Elementary Particles

three generations of matter interactions / force carriers
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Figura 2.5: El modelo estdndar de las particulas elementales nos permite estudiar los diferentes
fluidos que constituyen el universo, conociendo sus propiedades fisicas podemos reconstruir
ciertas épocas en la historia del mismo. Fuente: https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_
Model

Esto significa que la radiacion no sélo se diluye con la expansion del universo

sino que también pierde energia debido al corrimiento al rojo £ oc a™! o 2.

e Fotén () Ya que carecen de masa y siempre son relativistas, los
fotones son uno de los trazadores mas importantes en cosmologia ya
que nos permiten conocer partes de la historia cosmica que no son
accesibles a través del estudio de la luz de objetos astronémicos, por
ejemplo el CMB (radiacién césmica de fondo).

e Neutrinos (v) A diferencia del fotén, los neutrinos tienen masa dis-
tinta de cero, sin embargo, gran parte de la historia han viajado a
velocidades relativistas, comportandose como radiacion. No es has-
ta tiempos recientes que se ha descubierto que poseen masa (Kajita,
2016) lo cudl los hace candidatos a un tratamiento especial. Ademads de
hacerse una distincién entre neutrinos producidos en el sistema solar
(e.g. en el Sol o la atmésfera terrestre) (Dodelson, 2003, p. 46) y los
llamados neutrinos reliqguia provenientes de un fondo de radiacion de
neutrinos, mas antiguo que el CMB.

» Energia Oscura. El descubrimiento de la expansién acelerada del universo
en 1998' y su inexplicable naturaleza ponen a prueba el modelo cosmolégico

!Consultar Capitulo 3
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2.6 Distancia en Cosmologia

que hasta la década de los 90’s era la concordancia: un Universo compuesto
unicamente por materia y radiacion. Ahora nos enfrentamos con la eviden-
cia de que existe una componente exotica en el contenido energético del
Universo que comenzé a dominar hace relativamente poco: alrededor de 5
mil millones de anos, aproximadamente 1/3 de la edad total del universo al
dia de hoy.

e Constante Cosmoldgica (A). Existe una gran cantidad de propues-
tas para estudiar este problema. La mas sencilla y exitosa hasta el
momento es la constante cosmologica que A. Einstein agregd a sus
ecuaciones de campo con el fin de contrarrestar los efectos de la gra-
vedad y describir un universo estatico, idea desechada después del
descubrimiento de Hubble en el '29. Considerada infame por su mismo
autor; anos después, a partir del descubrimiento de aceleracién césmica
en 1998 se propuso retomar la idea de la constante cosmolégica A > 0.

Fenomenolégicamente, A ejerce una accion repulsiva sobre la materia:
alejandola entre si en vez de aglomerarla. Vista como una ecuacion de

estado, esta componente energética tiene presion negativa P = —p 'y
por tanto w = —1. Si sustituimos esta igualdad en la ecuacién (2.28)
notaremos que p = cte. De la misma manera, sustituyendo w = —1 en

(2.33) se obtiene:
pa = cte. (2.36)

La densidad de constante cosmoldgica py no se diluye con la expansion
del Universo. A medida que este se expande, debe existir algiin me-
canismo fisico que dé razon del aumento de densidad energética para
mantener pp constante.

e Otras propuestas. Cualquier propuesta distinta a la cte. cosmologica
se suele llamar por el nombre de Energia Oscura dindmica. Cualquier
modelo bajo este nombre debe reproducir la expansion cosmica. Exis-
ten muchos modelos bajo este nombre, los més conocidos se agrupan
bajo el nombre de Quintaesencia que es un tipo de campo escalar que
genera expansion cosmica tardia. Otros modelos con enfoque fenome-
nolégico como w—CDM o en particular parametrizaciones de la ecua-
cién de estado w(z) configuraran el centro de este trabajo. Trataremos
con mas detalle estas propuestas en el Capitulo 3.

2.6. Distancia en Cosmologia

Para hacer la conexién entre la teoria cosmoldgica y las cantidades fisicas, al
igual que en cualquier laboratorio, se necesitan grupos de objetos sobre los cuales
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2. MODELO ESTANDAR DE COSMOLOGIA

hacer observaciones. Hace apenas 30 anos, con el lanzamiento del satélite COBE
[cita] y su subsecuente recopilacién de datos, la cosmologia entré en una era
observacional, alimentada por una gran cantidad de datos y observaciones no
solo a escalas astrondémicas sino también cosmoldgicas.

No obstante la cantidad de informacion que los instrumentos puedan darnos,
la tarea cientifica es interpretarlos objetivamente, encontrar maneras de extraer
informacion relevante. Sobre esta linea de pensamiento, una observacién serd til
para la teoria cosmoldgica cuando sea estadisticamente consistente, al igual que
el metro o el kilogramo en la mecénica clasica o las constantes fundamentales
en otras ramas de la fisica, la cosmologia necesita de una cantidad estdndar. Por
ejemplo, una regla estindar: un objeto de tamano conocido, estadisticamente
homogéneo, a una distancia o un redshift z conocido; o andlogamente un grupo
de objetos a distintas distancias/redshifts, pero que se tenga conocimiento de
cémo cambia de tamafio con el redshift (Bassett and Hlozek, 2009).

La distancia comovil no es una observable cosmoldgica. Y aunque el corrimiento
al rojo z es una buena medida para determinar alejamientos aparentes entre
un grupo de galaxias observadas (Hubble, 1937, §II) ain no hemos definido en
este trabajo formas de estimar propiedades fisicas o estadisticas a partir de esas
cantidades.

En el paradigma actual de la cosmologia observacional, una de las observables mas
importantes y necesarias es la distancia. Sin embargo no es medible de manera
directa (no existe algo asi como un “metro” estandar cosmolégico), ademds de
que existen varias formas de calcularla.

Por brevedad se han omitido del texto principal algunos desarrollos que sirven
como sustento y justificacién de los siguientes apartados, se recomienda al lector
consultar los apéndices A y B en caso de requerirlo.

2.6.1. Distancia Comévil ()
En el marco de referencia comovil (7, x) se cumple que Ax(a) = A7(a), es decir,

dr _dt
VI—kr2  a(t)

Integrando el lado izquierdo sobre (r1,0) y el lado derecho sobre (t1, 1) se define
la distancia comovil x como (Amendola and Tsujikawa, 2010, p. 19) :

y dado que H = da(adt)™ y a/ag = (1 + 2)7!, se puede reescribir como,

(2.37)
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2.6 Distancia en Cosmologia

) = [ (2.39)

con E(z) = H(z)/Hy como en (2.23).

2.6.2. Distancia Luminica (dy)

La ley de la inversa del cuadrado establece que el flujo de energia (F) de una
fuente luminica disminuye con el inverso del cuadrado de la distancia

L

Ar?’

(2.40)

donde L es la luminosidad -el total de energia radiada por segundo- y se mide en
Watts. F es el flujo -la cantidad de energia que fluye a través de una esfera de
radio - y se mide en Watts/m?.

La distancia luminica dy, se define como la relacién entre el flujo F y la luminosidad
L, i.e. la distancia r desde la fuente de emisién (Amendola and Tsujikawa, 2010,
p. 20). Desarrollando' encontraremos que dj depende de un factor (1 + 2). La
distancia luminica es funcién del corrimiento al rojo y la distancia comovil, como
lo expresa la ecuacion (B.7):

dp = x(1+ 2), (2.41)

donde x es la distancia comovil como en (2.39), por lo tanto:

dy(2) = H(ol(+‘,51)/2 sinh ((92)1/2 /0 ) Edé ,)> | (2.42)

Definida observacionalmente (como mddulo de la distancia) es funcién de las

magnitudes aparente (m) y absoluta (M) del objeto astronémico en cuestién
(B.11):

m — M =5 log,o(dy) + 25. (2.43)

2.6.3. Distancia Angular (d4)

La distancia diametral angular d4 se define como (Amendola and Tsujikawa,
2010),

Az
= — 44

!Se ha hecho un desarrollo méas extenso de este tema en el apéndice (B), se sugiere al lector

consultarlo.

19



2. MODELO ESTANDAR DE COSMOLOGIA

donde A6 es el angulo subtendido por un objeto de tamano fisico Az, ortogonal
a la linea de vision. Ya que el objeto en cuestion se encuentra en la superficie de
una esfera de radio x con el observador en el centro, el tamano fisico Az a cierto
tiempo t; esta dado por

Ax = a(t;)xA6. (2.45)

Por lo tanto, la distancia diametral angular esta dada por

1 1 zody
dy = inh [ (Q9)'/2 / . 2.46
A T Ty (( N AT (2:46)

Al comparar esta expresién con (2.42) notaremos que

dr,

dy = ————.
A (1+2)2

(2.47)

2.7. Observaciones Cosmolégicas

Segun los datos mas recientes del telescopio Planck (2018), el universo tiene una
edad de 13.830+0.037 mil millones de anos (Aghanim et al., 2018). En un primer
encuentro puede ser dificil dimensionar este nimero. Sin embargo, conocer a
detalle varios de los procesos fisicos que han ocurrido a lo largo de este tiempo
podria ayudarnos a tomar perspectiva. Convencionalmente se habla de historia
térmica del universo, ya que en la mayor parte de su historia, la temperatura es
el factor/pardmetro que mejor caracteriza la evolucién de los fenémenos fisicos.
A continuacién y unicamente como breviario enunciaremos los eventos clave en
la historia térmica del universo,

I Inflacién 1V Reionizacion
11 Equivalencia radiacién <> materia v Equivalencia materia <> energia
L oscura
111 Recombinacion y desacople de fo-
tones VI Presente

Existen modelos como el mecanismo de inflacién que ain estan en espera de su
confirmacién observacional a través de la medicion de ondas gravitacionales fun-
damentales (Baumann, 2011), sin embargo, la mayor parte de la historia térmica
de nuestro universo esta contenida en un numero especifico de observaciones:
la radiacién césmica de fondo, la escala primordial de oscilaciones actsticas de
bariones (BAO), las curvas de luminosidad de las supernovas u otros trazadores
luminosos, las lineas de absorcion de Hidrégeno en el bosque de Lyman-a, las me-
diciones de lentes gravitacionales fuertes y débiles, mediciones del parametro de
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t Nosotros observamos un campo de
temperaturas casi homogéneo
T=2.7 K+ dT

(dT/T), i

Superficie de ultima dispersién  1+z, =1100

Figura 2.6: Representacién del cono de luz pasado y su interseccién con la superficie de tiltima

dispersiéon en z ~ 1100.

Hubble H(z), medicién de ondas gravitacionales, etc. Utilizaremos las primeras
tres, ya que en conjunto son capaces de restringir de manera efectiva la dinamica
de la energia oscura, objetivo central de este trabajo.

2.7.1. Radiacién Césmica de Fondo (CMB)

Momentos antes de la recombinacion, el plasma primigenio oscilaba debido a
la contribucién de la presion energética del fotén y la gravedad de la materia
bariénica. El CMB se forma cuando el universo se enfria lo suficiente como para
que los electrones y protones hasta ese momento libres se combinen para formar
atomos de hidrégeno y ante el decaimiento en la proporcién de electrones libres,
el foton se desacopla. Estos fotones viajan desde aquella superficie de ultima
dispersion hasta nosotros. Cuando observamos al CMB estamos observando la
interseccion de nuestro cono de luz pasado con la hipersuperficie en z = zg..
(Fig. 2.6). Se sabe que la superficie del CMB es completamente isotrépica, salvo
anisotropfas de temperatura del orden de 67/T ~ 107° (Adam et al., 2016a).

Para caracterizar las contribuciones (JTT) a distintas escalas hay que hacer una

expansion multipolar sobre la esfera en z = 1100 y sobre los angulos 6 y ¢
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Figura 2.7: El valor de ¢ define un nimero de modos de oscilacién sobre la esfera. Cuando
m = 0 estas oscilaciones se encuentran a lo largo del dngulo azimutal ¢. Se muestran los casos
Yio, Y20 v Yao.

5T(9,¢) = Z Z AomYem (0, @), (2.48)

T
0 =0 m=—¢

donde Y7, (0, ¢) son los arménicos esféricos, ag, los coeficientes multipolares y Ty
la temperatura promedio del CMB. Los parametros ¢ y m se relacionan con el
tamano angular y la “orientacién” de las anisotropias, respectivamente. Notese
que para cada valor del multipolo ¢ existen 2¢ + 1 valores de m.

El multipolo ¢ divide a la esfera en un nimero entero de modos de oscilacion.
Si m = 0, entonces ¢ determina el nimero de oscilaciones a lo largo del angulo
azimutal ¢ (Fig. 2.7), es decir, en cudntos “paralelos” se divide la esfera. Por
otro lado, m determina cuantos de estos modos pasan por los polos de la esfera,
es decir, en cuantos “meridianos” se divide la esfera (Fig. 2.8). Estos paralelos y
meridianos no son mas que los modos de la oscilacion, es decir, donde la amplitud
de la onda es igual a cero. Notese que debido a que el coeficiente m esta asociado
con la orientacion de la oscilacion, el espectro de temperaturas es estadisticamente
independiente del valor del coeficiente m.

Existe una correspondencia burda entre multipolo ¢ y el dngulo que subtiende 6,
una longitud de onda completa (una oscilacién, A) y se utiliza para determinar
los d4ngulos de observacién sobre la esfera celeste (Fig. 2.9):

0y — 2% (2.49)

De manera que, para valores grandes de ¢ corresponden angulos de observacion

pequenos, mientras que para valores pequenos de ¢ correponden angulos grandes.
vez 16 i A\

A su vez, a la resolucién angular necesaria para que un detector observe hasta

cierto valor de ¢ se le llama angulo de resolucién 6,., y esta dado por el angulo

que subtiende “media” longitud de onda, es decir la separaciéon entre un minimo

y un maximo vecinos:

T
7
Asi, para observar multipolos cada vez mas grandes, el &ngulo de resolucién logica-
mente tiene que ser cada vez mas pequeno. La diferencia entre las dos ecuaciones

Opes = (2.50)
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,g:

i
(Baly))
aon)

Figura 2.8: Cuando m = ¢ entonces todas las oscilaciones se encuentran a lo largo del dngulo

polar 6. El caso trivial Yo es una esfera sin oscilaciones. Aqui se muestran los casos Y71, Yoo,
Y33y Yaq.

anteriores estd en cémo se define la resolucién del instrumento: para discernir
cierta longitud de onda (cierto multipolo ¢) es suficiente poder medir la distancia
entre el maximo y el minimo de la oscilacién (A/2), més no la oscilacién completa.
Por ejemplo, el telescopio COBE tenia un angulo de resolucién de 6,..; = 7°, que
le permitia medir hasta ¢,,,, = 180°/7° = 26; WMAP, un angulo 6,., = 0.23°,
entonces ., = 180°/0.23° = 783; mientras que Planck, un angulo 6,., < 5/,
entonces ;.. ~ 2500.

Volviendo a la expresién de 67T /To(0, ¢), notaremos que los coeficientes ag, pueden
caracterizar las desviaciones de temperatura con respecto a la media Ty. Definidos
sin la normalizacion por 7T tienen dimension de temperatura y generalmente se
expresan en unidades de pK

T
- / njn‘;—odg. (2.51)

El espectro angular de potencias de temperatura (observado) Cy es una medida

de la varianza |as,|® en la temperatura de las anisotropias (con respecto a la
temperatura media Tj), muestra las anisotropias de temperatura como posiciones
en el cielo, dependientes del valor de ¢. Se define como el promedio

l
. 1
Cp=—o § ml?. 2.52
‘ 2£+1m:_£|a4| (2:52)
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—_ —
A A

— —
A A

Figura 2.9: Una forma de ver la correspondencia entre £ y 6, es observando que ¢ subdivide

a la esfera en un nimero entero de longitudes de onda . Aqui se muestran los casos Yss5, Yoo,
Y1212 ¥ Yig16- El angulo 0, se puede definir como la distancia que subtiende una séla oscilacién
de la onda.

Convencionalmente, para valores medidos de a4, se acostumbra graficar la funcion

0(l+1) -
Dy=———=CY, 2.53
¢ 27 ¢ ( )
contra los valores del momento multipolar ¢. Esperamos entonces ver una grafica
como la (Fig. 2.11): sobre el eje x los multipolos ¢ medidos por el experimento,

sobre el eje y la varianza definida como en (2.53), en unidades de [puK?].
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Figura 2.10: El mapa de temperaturas del CMB es el promedio de las contribuciones de todas

las anisotropias medidas sobre distintos valores del multipolo £.

2.7.2. Oscilaciones Acusticas de Bariones (BAO)

Antes de la época de recombinacién y desacople de fotones, los bariones y fotones
se encontraban en equilibrio térmico a través de dispersiéon de Compton. En este
plasma primigenio las fuerzas en competicién eran la presién de los fotones y la
gravedad de los bariones, estableciendo oscilaciones en el fluido.

Pensemos en una tunica perturbacion esférica dentro del fluido, debido a la alta
tasa fotén/barién en la época previa al desacople, los fotones estarian ejerciendo
una presion enorme sobre el plasma, propagando una onda esférica hacia afuera
a la velocidad del sonido ¢5 = ¢/4/3(1 + R) donde R = 3p,/4p, = /(1 + 2)
(Bassett and Hlozek, 2009), la velocidad del sonido ¢, en esta época era alrede-
dor de 0.57¢, la onda se propagaba a una velocidad muy elevada y como una
sobredensidad de fotones y bariones (Fig. 2.12).

La expansién del Universo produce una disminucién en la temperatura del plasma,
volviendo ineficiente la interaccion a través de dispersion de Compton, durante
esta época de recombinacion, la fraccién de electrones libres empieza a decaer al
comenzar a producirse atomos de hidrogeno, lo cual lleva eventualmente a que
la presion sobre los bariones se elimine al desacoplarse los fotones y propagarse
libremente para formar el CMB. La tnica forma de interaccién entre bariones y
entre materia oscura es la interaccién gravitacional, es en este momento cuando
la onda esférica que viajaba a la velocidad c¢g se congela, su tasa de crecimiento
queda acoplada tnicamente a la tasa de expansion del Universo. Se dice que en
este momento el Universo se vuelve transparente y hay una cambio de fase de
plasma a gas.

El radio caracteristico de la onda congelada queda marcado en la distribucién de
bariones como una sobredensidad, a medida que el universo evoluciona a través del
colapso gravitacional se van formando sobredensidades alrededor de esta escala
caracteristica (Fig. 2.12). Existe entonces una mayor probabilidad de que se forme
estructura sobre el radio actstico barionico y sobre la sobredensidad central que
afuera o adentro de la misma. Este es el paradigma de las “semillas de estructura”:

25



2. MODELO ESTANDAR DE COSMOLOGIA

Multipole moment, /¢
2 10 50 500 1000 1500 2000 2500

6000 1

5000 f

4000 ¢

3000 |

2000

1000

Temperature fluctuations [ 1 K? ]

90°  18° 1° 0.2° 0.1° 0.07°
Angular scale

Figura 2.11: Espectro angular de temperaturas del CMB, la linea verde representa el cdlculo
tedrico basado en el modelo A-CDM, mientras que los puntos son las mediciones (binned)
hechas por Planck 2015. Notemos el primer pico acustico alrededor de 1° y los subsecuentes
armoénicos (se distinguen cinco o seis) a escalas angulares més pequenas. Notemos tambien que
hacia escalas angulares grandes (¢’s pequenas), las barras de error crecen notablemente y a su
vez la linea verde muestra una dispersion, esto tiene que ver con la varianza césmica.

las perturbaciones escalares en el plasma eventualmente dan lugar a zonas con
mayor probabilidad de formacién de estructura.

Para detectar la escala caracteristica es necesario asumir un enfoque estadistico.
Puesto que su senal es muy débil (Eisenstein et al., 2005, p. 2), debe analizarse
un gran volumen (~ 1 Gpc?). Dada una distribucién aleatoria de particulas, el
primer descriptor importante es la densidad de nimero p = N/V| donde N es la
cantidad de particulas (galaxias, cuasares) dentro de cierto volumen V.

Un segundo descriptor estadistico se vuelve necesario puesto que la densidad de
numero p es insuficiente para describir caracteristicas de aglomeracién; i.e. uti-
lizando unicamente la densidad de nimero, seria indistinguible una distribucion
donde todas las particulas estén concentradas cerca de un punto de otra en donde
se distribuyen homogéneamente sobre el volumen V (Amendola and Tsujikawa,
2010, p. 29). Este nuevo descriptor, la funcién de correlacién de dos puntos &(rgp),
da una descripcion de la distribucién espacial de las particulas: si la cantidad de
particulas dentro de un volumen infinitesimal dV estd dada por pdV, el nimero
promedio de pares de galaxias dentro de los volumenes infinitesimales dV, y dV},
separados por una distancia 7., > 0 estd dado por dN,:

ANy = (ngny) = p*dVadVi[1 + E(rg)]. (2.54)
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Suponiendo que el Universo es estadisticamente isotropico, la funcién de correla-
cién se vuelve una funcién de la distancia escalar r. De manera que £(r) describe
qué tan dependiente de la posicion es la distribucién de particulas dNy,. Si la
distribucién es estadisticamente uniforme entonces dN,;, seré espacialmente inde-
pendiente y por lo tanto, el numero promedio de pares serd igual al producto del
promedio del nimero de particulas en ambos volimenes, i.e. (n,ny) = (ng)(ny) =
p2dV,dVy, v € = 0. Si € > 0 significa que las particulas estan correlacionadas, hay
un patron preferido bajo el cuél se aglomera la materia.

En resumen, considerando que nuestro Universo es la tinica realizacion disponible
capaz de dar razén del efecto de aglomeracion y formacion de estructura a gran
escala (o de vacios), el proceso de medicién consiste en:

1. Escoger el tipo de particulas, en este caso, galaxias.

2. De un mapa tridimensional de galaxias (e.g. espectroscépico) se escoge una
rebanada temporal, es decir, todas las galaxias que se encuentren a un
mismo corrimiento z de nosotros.

3. Se elige una galaxia dentro de un volumen dV, y se escoge una distancia
Tab-

4. Se buscan y contabilizan todos los volumenes dV, en donde exista una ga-
laxia, que estén a una distancia ry, de dV,.

5. Se repite el proceso para distintas distancias 7.
6. Se repite el proceso para todo volumen dV, distinto.

Este proceso nos arrojara un histograma donde en el eje x tengamos distancia de
separacion 7y, v en el eje y la frecuencia, como en la figura 2.13.

Operacionalmente, el proceso consiste en medir el nimero promedio de particulas
a una distancia r de cierta particula, dividido por el numero esperado de particulas
a la misma distancia pero dentro de una distribucién uniforme, menos 1:

dN(r)
r) = - 1. 2.55
€ =" (255)
Es decir, se simula una distribucién uniforme de particulas dentro de un volumen
Vsim = Vops ¥ esta distribucion se compara con un mapa real de galaxias dentro

de un volumen V.

En (Eisenstein et al., 2005) se presento resultados relacionados con el llamado pico
acustico bariénico (BAP) en la funcién de correlacion de dos puntos £(r.) (Fig.
2.13), alrededor de los 100 Mpc h™'. Esta deteccién confirma el crecimiento lineal
de estructura por inestabilidad gravitacional entre z ~ 1000 y z = 0 (Bassett and
Hlozek, 2009), (Eisenstein et al., 2005).
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El radio de BAO esta determinado directamente por el tamano del horizonte
acustico ry: la distancia que pudo recorrer la onda hasta z; ~ 1059, al terminar
el desacople de fotones,

[T es(2) B
rd—/Zd o (2.56)

En la practica, un analisis de la senal BAO es 1til para trabajos donde se quiera
explorar la historia de la expansién césmica. Este analisis permite medir por
separado el factor de Hubble H(z) y la distancia angular d4(z)'. Observemos la
(Fig. 2.14), haciendo mediciones de la distribucién de galaxias sobre la linea de
visién y sobre la tangente a esta, ademas, conociendo el tamano del horizonte
acustico ry se pueden conocer por separado los modos radial y tangencial del
radio de BAO (s y 51, respectivamente)

_ e
I~ H(z) (2.57)
s; =da(z2)0,

s es el tamano radial, en donde dz es la diferencia de redshifts entre la parte
delantera y trasera del promedio esférico. El tamano transversal s, se relaciona
directamente con el tamano angular 6. Si conocemos el tamano de la esfera: en
este caso, el radio r4 al dia de hoy, recordemos que al finalizar el proceso de recom-
binacion el horizonte actustico queda fijo a un tamano y crece unicamente con la
tasa de expansién del Universo, conociendo el radio 74(24e.) podemos calcular su
tamano al dia de hoy y entonces determinar H(z) y d4 de manera independiente.

Un anélisis de BAO (como el hecho por (Alam et al., 2016), usado en este trabajo,
consultar §4.3) sintetiza la informacién de millones de galaxias en dos cantidades:
Primero, se obtiene la escala de BAO a distintas superficies temporales (distintas
z’'s) y de aqui conoceremos a) el parametro de Hubble H(z) y b) la distancia
angular diametral (a través de Dy = (1 + 2)d4) a esas z’s .

!También suele reportarse la distancia angular diametral comovil Dy (z) = (1 + 2)da(z).
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Figura 2.12: Evolucién de una perturbacién esférica de densidad. Comenzando del lado su-
perior izquierdo, la perturbacién inicial se encuentra en el origen, la mayor parte del contenido
energético en forma de materia o radiacién estaba dentro de la perturbacion original. Notemos
c6mo la radiacién (photon) y la materia bariénica (gas) estdn acopladas. Esta perturbacién se
propaga externamente a la velocidad del sonido c¢g, arrastrando tanto fotones como bariones
(superior derecha). Durante la recombinacién los fotones empiezan a fugarse del plasma, redu-
ciendo la interaccién e~ <> 7 (centro izquierda). Y para cuando la recombinacién ha finalizado
y el universo es neutro, los fotones se desacoplan del plasma, dejando una sobredensidad ba-
riénica alrededor de los 150 Mpc, mientras estos () se diluyen (centro derecha). A lo largo de
todo este tiempo la sobredensidad del origen sélo estuvo compuesta por materia oscura, ya que
esta es inmune a la presion de los fotones. Cuando sucede el desacople quedan entonces dos
sobredensidades: una de materia oscura en el origen y otra de bariones en un radio acustico de
150 Mpc. A medida que pasa el tiempo la materia oscura empieza a atraer materia bariénica
hacia la perturbacién central y visceversa (inferior izquierda). Para finalmente obtener un perfil
como en la esquina inferior derecha: una sobredensidad central y un pequeno pico a 150 Mpc.
Imagen tomada de (Bassett and Hlozek, 2009).
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Figura 2.13: Funcién de correlacién de dos puntos € vs separacién comovil en una distribucién
de galaxias LRG’s. Se observa como la funcién de correlacién decae hacia el cero, sin embargo,
alrededor de una distancia comovil de 100 Mpc se detecta un pico en la funcién. Este es el pico
acustico de bariones (Baryon Acoustic Peak): confirmacién de la existencia de la onda carac-
teristica que sali6 congelada del CMB y sobre la cudl se forman y aglomeran las galaxias. Las
lineas verde (superior), roja y azul representan la funcién de correlacién calculada tedricamente
para valores de w,, = Q,,h? = 0.12, w,;, = 0.13 y w,, = 0.14 con wy = Qph? = 0.024. Mientras
que la linea violeta (inferior) representa un modelo CDM sin bariones w,, = 0.105, por ello el
pico no estd presente. Imagen tomada de (Eisenstein et al., 2005).
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2.7 Observaciones Cosmoldgicas

Figura 2.14: En un analisis de la distribucién espacial de galaxias como el hecho en anélisis de
BAO es posible medir los modos radial (r)) y tangencial (r, ) del tamano de BAO. El primero
permite conocer la distancia angular diametral d4 y el segundo, conociendo la diferencia de
redshifts dz, permite conocer el pardmetro de Hubble H(z). En el caso de BAO estas cantidades
(da y H(z)) se pueden conocer de manera independiente, reforzando el poder de restriccién con
respecto de otro tipo de datos cosmoldgicos. Imagen inspirada en una similar de (Bassett and
Hlozek, 2009).

2.7.3. Supernovas (SN)

El término Nowva fue acunado por Tycho Brahe en el siglo XVI para describir la
“aparicion repentina” de una estrella en el cielo (SN 1572). El término Supernova
(abreviado SN) se adopté alrededor de la década de los 30’s del siglo XX a partir
de la publicacién de (Baade and Zwicky, 1934). En ella se define a una supernova
como un evento que genera radiacién visible, con una duracion promedio de veinte
dias, en los cudles esta llega a tener una magnitud absoluta de M = -14 en el
méximo de luminosidad’; que a la vez corresponde a una luminosidad visible L,
de 108 veces la luminosidad del Sol.

Las supernovas son eventos astrofisicos que ocurren a ciertas clases de estrellas
previo a su muerte o transicién a otro tipo de estrella. En particular, una super-
nova del tipo Ia es un evento en el cudl un sistema binario de estrellas transita de
un estado evolutivo a otro a través de una explosién masiva, de corta duracion
y de gran intensidad. Se piensa que estas supernovas surgen de estrellas enanas

!Mediciones més actualizadas apuntan a una luminosidad absoluta de M = -19
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blancas que gracias a la acrecién de material de su estrella companera superan el
limite de Chandrasekhar y transitan a una fase inestable en la cudl se suscita una
explosién termonuclear (Weinberg et al., 2013, p. 34). Otros tipos de supernova
como el tipo II o el Ib/Ic sufren otro tipo de eventos relacionados con el colapso
de su ntcleo.

Los modelos que tratan de explicar estas gigantes explosiones estelares no son
objeto de este trabajo, sin embargo puede ser de alivio mencionar que indepen-
dientemente del modelo que describa su compleja evolucién, las supernovas se
clasifican taxonomicamente: a través de la observacién de su luz, es decir por la
presencia o ausencia de ciertas lineas de emisién en su espectro (ibid). La pre-
sencia de lineas de hidrégeno corresponde a las supernovas de tipo II, aquellas
clasificadas como tipo I carecen de las mismas. En particular, las supernovas
tipo Ia se definen como aquellas que tienen una fuerte linea de Sill alrededor de
los 615 nm (Carroll and Ostlie, 2014, p. 584).

No es fortuito que Baade y Zwicky definan su duracién y magnitud con tanta
precision, de hecho, las supernovas son una de las mejores herramientas para
estudiar la aceleracién césmica debido a su homogeneidad estadistica. Se le lla-
ma Candela Estiandar (standard candle) a cualquier objeto astronémico cuya
magnitud absoluta (M) sea bien conocida.

Las supernovas la no son candelas estandar, sino estandarizables: a pesar de sus
diferencias, parece que todos los eventos de SN Ia tienen ciertas invariantes en su
apariencia. La curva de luminosidad de una supernova es el grafico obtenido al
medir la luminosidad L de la supernova a lo largo del tiempo (se acostumbra
graficar Lys/Le 0 M vs t en dias), cada tipo de supernova tiene una curva
diferente, observar (Fig. 2.15); para una supernova Ia se observa un incremento
rapido en la luminosidad hasta llegar a un pico para posteriormente disminuir
lentamente.

Sin embargo, recordemos que el tipo de supernova no se define por la morfologia
de su curva de luminosidad sino por su espectro electromagnético. Por ende es
muy probable que cada evento de SN Ia tenga una curva ligeramente distinta,
las particularidades de cada sistema dan como resultado: 1) que la supernova sea
menos luminosa o més luminosa que la magnitud promedio (vista en las obser-
vaciones fotométricas como mayor o menor emisién en ciertas bandas (B, V e I)
causando diferencias de color o 2) que su duracién sea distinta a la promedio,
causando un efecto de estiramiento o “stretch” (Fig. 2.16). Es posible hacer co-
rrecciones sobre el eje temporal (o de stretch) y sobre el eje de luminosidad en
cada banda de observacién (o de color) para estandarizar los eventos de SN Ia.

La observacién de supernovas es de vital importancia para la cosmologia, ya que,
a partir de las curvas de luminosidad es posible determinar distancias luminicas
(consultar apéndice B.)
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Figura 2.15: Curvas de luminosidad de distintos tipos de supernova.
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Figura 2.16: Correcciones de color y stretch sobre curvas de luminosidad de SN tipo Ia.

2.8.

El modelo A-CDM

A lo largo de este Capitulo se hizo un desarrollo que partié del principio cos-
mologico y toméd como fundamento tedrico la teoria general de la relatividad,
se derivaron resultados importantes como la métrica FLRW, las ecuaciones de
Friedmann y cierta forma del tensor de energia-momento como soluciones a las
ecuaciones de campo de Einstein. Para cerrar este Capitulo, procedemos a pre-
sentar una sintesis del modelo estandar de la cosmologia: el modelo A- Cold Dark
Matter 6 A-CDM. Fundamentalmente, el modelo se basa en la premisa del uni-
verso homogéneo e isotrépico a gran escala.

Se puede decir con amplia certeza que es uno de los modelos abiertos de la fisica
contemporanea puesto que el trabajo a su alrededor se centra en explicar las
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dos incognitas de materia y energia oscura. Como hemos visto, ademas de las
componentes conocidas del universo, tenemos la presencia de formas exoticas de
materia y energia, las cuales surgen de la necesidad de dar razén de fenémenos
del universo como la formacion de estructura a gran escala, las curvas de rotacion
de galaxias y el efecto de lentes gravitacionales, que se atribuyen a efectos de la
materia oscura; mientras que la expansién acelerada del universo es atribuida a
la energia oscura.

En términos méas concretos, el modelo A-CDM es una parametrizacién del mode-
lo de la gran explosion, ya que toda la fisica que se usa para describir la histo-
ria térmica del Universo estd sintetizada en seis pardmetros (Lesgourgues, 2013,

p. 41),

0= {wba Wedm QAa Treios As7 ns}7 (258)

El pardmetro fisico de densidad de bariones (wy, = Q,h?)

El pardmetro fisico de densidad de materia oscura (Wegm = Qeamh?)

El parametro de densidad de cte cosmoldgica o energia oscura (25 / Qpg)

La profundidad éptica en la época de reionizacion (z & 10) (Treio)

La amplitud de la perturbacién de curvatura en k=0.05 Mpc™! (Ay)
» El indice espectral escalar (ny)

A partir de estas cantidades se pueden obtener los parametros derivados,

» El pardmetro de densidad de materia (Q,, = Qp + Qeam)

» El pardmetro de Hubble al dia de hoy (Hj), derivado del pardmetro h que
se relaciona con los parametros fisicos de densidad.

El efecto de los parametros libres se puede apreciar con mucha claridad en el
espectro angular de temperaturas (Figs. 2.17 y 2.18). Nétense los cambios que
sufre al modificar el valor de los pardmetros wy, w,., 25, la curvatura €, y el valor
de la ecuacion de estado de energia oscura wpg.

Los parametros A y ng tienen que ver directamente con el espectro de potencias
primordial, dado por inflacién (Baumann, 2010, p. 122):

k ng—1
donde k* es una escala de referencia (por convencién se usa k* = 0.05 Mpc™1).
A es la amplitud de las perturbaciones escalares primordiales, mientras que n,
es el indice espectral: si el espectro P4(k) es independiente de k (i.e. es invariante

de escala) entonces ng = 1.
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Figura 2.17: Variacién en el espectro angular de temperaturas al cambiar el valor de w;, y de
we, respectivamente. Notemos que en el primer caso se modifica la amplitud del primer pico
acustico, mientras que en el segundo se da ademas un fenémeno de corrimiento, nétese también

que el aumento de materia oscura amortigua los picos actusticos. Tomado de (Hu, 2008).
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Figura 2.18: Variacién en el espectro angular de temperaturas al cambiar los valores de Qr,
Qa v wpg, respectivamente. La variacion de ()p es directamente proporcional a un cambio
en la curvatura, por ello se observa un desplazamiento del espectro completo hacia escalas
angulares més pequenas a medida que Q7 — 0. A su vez, el efecto mas notable al cambiar la
proporcién de energia oscura es el “levantamiento” en el frente del espectro de temperaturas
(para ¢’s pequenas). Por otro lado, la ecuacién de estado aumenta la amplitud del espectro
entre 2 < £ < 200 cuando w — 0 (i.e. cuando la energia oscura se comporta como materia),
pero dicho efecto se vuelve despreciable a medida que w — —1. Tomado de (Hu, 2008).
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Capitulo 3

Energia Oscura y propuesta w(z) .

3.1. Expansion acelerada del universo

En 1998, tras casi diez anos de observaciones de supernovas la, el equipo de The
Supernova Cosmology Project -(Riess et al., 1998), (Perlmutter et al., 1999)-
hizo observaciones relevantes: la distancia (luminica) a supernovas en z’s grandes
(0.18 < z < 0.83) no concordaba con las predicciones tedricas: por el contrario,
se encontraban a més de 10 % de la distancia estimada.

Bajo ciertos escenarios, por ejemplo cosmologias planas (2 = 0; Q,, + Qp = 1)
la cota sobre el pardmetro fisico de materia era de Qf!* = 0.28700%, apuntando
fuertemente a una densidad positiva de constante cosmoldgica (25 > 0). Un
Universo con curvatura positiva (abierto) y con A = 0 fue inconsistente los datos
(Perlmutter et al., 1999). Por lo que el modelo favorecido por varios métodos
de ajuste fue el de un universo con una componente energética adicional, con
presién negativa (pp = —pa), una constante cosmoldgica (A) distinta de cero y
positiva; y con pardmetro de desaceleracion negativo (gy < 0), i.e. provocando
que el Universo se expanda de manera acelerada.

La propuesta de la constante cosmolégica (25 > 0) fundé el actual paradigma
de la cosmologia: el modelo A-CDM. La constante cosmoldgica fue inicialmente
asociada a la energia del vacio. Sin embargo, esta consideracion sufre de una falla
considerable: la discrepancia de més de cien ordenes de magnitud entre los valores
tedrico y experimental de la constante cosmolégica (py ), conocido como el antiguo
Problema de la Constante Cosmoldgica (Weinberg, 2000).

Resolver el problema de la aceleracién césmica es uno de los retos mas grandes
de la fisica contemporanea.

3.2. Motivacion

., Cual es el mecanismo fisico que estd provocando la aceleracién césmica?
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Figura 3.1: Modulo de la distancia vs redshift para la coleccién completa de supernovas la de
(Riess et al., 1998). Suponiendo candelas estandarizables y haciendo las correcciones necesarias,
las observaciones apuntan fuertemente a un universo con densidad de constante cosmolégica

positiva.

Aun con el problema tedrico de raiz que envuelve al modelo A-CDM, este ha
probado ser aquel que mejor aproxima la variedad de observaciones cosmologicas,
ganandose el apelativo de modelo estandar. Sin embargo, persiste la incognita
de la aceleracion césmica. Existen actualmente dos preguntas importantes sobre
esta, (Weinberg et al., 2013, p. 15):

1. jSurge acaso la aceleracion césmica por un rompimiento de la relatividad
general a escalas cosmoldgicas o es producto de una nueva componente
energética que ejerce gravedad repulsiva, dentro del marco de la relatividad
general?

2. Si esta aceleraciéon es causada por una nueva componente energética, ;sera
su densidad energética (p,) constante o cambiard con el tiempo/en el espa-
cio?
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3.2 Motivacién

Esta pregunta abre el camino para proponer y probar distintos modelos. En
(Amendola and Tsujikawa, 2010) se distinguen dos formas distintas de apro-
ximarse al problema, las cuales consisten, respectivamente, en considerar a A:

1 Una modificacién del lado energético 7, de las ecs. de Einstein (2.6), 6

11 Una modificacién al lado gravitacional G,

Nos centraremos en la primera, que, como hemos visto, consiste en agregar una
componente energética exdtica, con presiéon negativa a T),. La forma mas re-
currente de tratar la energia oscura es a través de campos escalares. A di-
ferencia de la constante cosmoldgica, la ecuacién de estado del campo escalar
w, varfa con el tiempo.

Para que el universo muestre aceleracion es necesario que se cumpla w, < —1/3".
Para valores de wy < —1 se le llamard a este tipo de campos escalares phantom o
fantasmas. No hablaremos en este trabajo de campos escalares ni quintaesencia ni
phantom, pero es importante tener en cuenta que el traspasar la phantom dividing
line (w = —1) hacia las partes més negativas implicaria un campo escalar que
tiene ciertos problemas (Amendola and Tsujikawa, 2010, p. 173).

En resumen, un campo escalar tipo quintaesencia, se asocia a valores de la ecua-
cién de estado wy > —1, mientras que campos tipo fantasma tendran una ecuacién
de estado menor a —1. Para més informacién acerca de campos tipo quintaesen-
cia se recomienda consultar (Amendola and Tsujikawa, 2010, Chapt. 7.1, 7.2),
para ver una definicion formal y consecuencias de un campo fantasma, consultar
(Amendola and Tsujikawa, 2010, Chapt. 8.1.1). Lo mas fundamental que debemos
rescatar de este tipo de mecanismos es que,

1. Son consistentes con el fendmeno de aceleracién césmica.

2. Son propuestas motivadas fisicamente para resolver el problema de la cons-
tante cosmologica.

3. Tiene una parametrizacién de la ecuacién de estado que varia en
el tiempo.

El acercamiento que haremos a este problema sera proponer una ecuacién de
estado dependiente del tiempo wy = wp(z) = wpp.

IEsto se puede derivar de manera sencilla al obtener el valor de w en la época de equivalencia

materia-energia oscura (p,, = ppg)
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3.3. Parametrizando la Ecuacion de Estado

Supéngase un fluido de energia oscura con ecuacién de estado wpr = Ppg/ppE
y que satisfaga la ecuacién de continuidad (2.27), la forma general de la ecuacién
de evolucién de densidad es, como ya hemos visto,

poE(2) = ppp f(2), (3.1)
con f(z) =exp {3 /OZ %dz} . (3.2)

Supéngase que la ecuacién de estado es de la forma wpr = w(z), nos interesa
conocer su dindmica, es decir, como se da la dependencia de w con z. Sin embargo
nos enfrentamos con al menos dos problemas,

» La ecuacién de estado w(z) no es una observable cosmoldgica (Amendola
and Tsujikawa, 2010, p. 25)

» El proceso de reconstrucciéon de w(z) a partir de observaciones no es trivial.

Esto 1ltimo lo ejemplificamos a continuacion, supongamos que queremos recons-
truir w(z) a partir de observaciones:

Tomemos la ecuacién de Friedmann normalizada E?(z) = H?(z)/HZ, en su forma
general:

E*(2) = (1 +2)* + (1 + 2)°+

(1 3.3
+ (1 +2)*+ Q% exp {3/ Mdz}, (3:3)
0 1+2

derivando con respecto de z

d [En (EQ(Z) — 014+ 2)* = Q0 (1+2)° — Q01 + 2)2)] _

dz
dz 0 142

obtenemos la ecuacién de estado en funcién de E(z) y de 0,F(z) (Escamilla-
Rivera and Capozziello, 2019),
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3.3 Parametrizando la Ecuacion de Estado

wpp(z) = (14 2)E%(2) —3E*(2) =1+ 2)*+ Q1+ =) . (3.4)

3|E?(2) — Q1+ 2)* — Q0 (14 2)% — QUL + z)Q]

Ahora, para conocer la evoluciéon de wpg se puede conectar esta expresion con
alguna cantidad observable, tomemos por ejemplo la distancia luminica (B.7),

dp(2) = H((Jl(%(gf/ﬁmh ((92)1/2 /0 ) E‘Z ,)> , (3.5)

como necesitamos a F en funcién de dj, debemos aplicar la funcién inversa:

r =sinhy <=y = +ln(x + V2?2 + 1), (3.6)

por lo tanto,

(L+2)°[(1+2) + QQHdL(2)°)
[(1 4 2)Hody () — Hodp(2)]?

E?(2) = (3.7)

Por lo que, a partir de las observaciones de e.g. dy, podriamos obtener una ex-
presién como (3.7) y a esta sustituirla en (3.4). Se tendria un método como el
siguiente:

dL(Zobs) — dL/(ZObS) — E2(Zobs) — U)(Zobs). (38)

El problema central de este método de reconstruccién hipotético es que en las
observaciones reales, dy(z) no es una funcién continua, por el contrario sélo se
conoce su valor en valores discretos de z, por lo cual no es posible derivarla
directamente, obtener d; (z)" y finalmente conocer la dindmica de wpg (Escamilla-
Rivera, 2016).

Dado el acceso a métodos computacionales, resulta més practico parametrizar la
ecuacion de estado wpr = w(z, p1, P2, ..., Pn) ¥ confrontarla de manera estadistica
con observaciones.

Podemos definir una parametrizacion de energia oscura como,
WpE = E pnxn(z)7 (39>
n=0

donde p,, son los parametros libres de la ecuacién y las componentes x,,(z) repre-
sentan la expansion con respecto de z.

Enuncio a continuacién los modelos y parametrizaciones méas comunes en la lite-
ratura y que usaremos en este trabajo. Para ello, consideremos una cosmologia
plana (€2, = 0) y con los fluidos convencionales (22 ~ 0, Q% >0y Q) =1-02).
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3. ENERGIA OSCURA Y PROPUESTA W(Z)n.

3.3.1. A-CDM

El modelo base o de referencia, con py = —p, y con ecuacién de estado constante.
wy = —1 (3.10)
E*(2) = Qm(1+2)° + (1 — Q) (3.11)

3.3.2. Chevallier-Polarski-Linder (CPL)

La parametrizacién propuesta por (Chevallier and Polarski, 2001) y (Linder,
2003) tiene dos parametros libres (wg, wy); el pardmetro wy representa el va-
lor de la ecuacién de estado al dia de hoy, i.e. wy = w(z — 0), mientras que
wy = 0,w(z)|,=0 representa la dependencia de w(z) con el tiempo. La parametri-
zacién CPL es reducible al modelo A-CDM cuando w; = 0y wy = —1. Nétese
que esta funcién se indetermina en z = —1.

w(z) = wo + ( - ) wy (3.12)

1+2

3
E2(2) = Qu(1+ 2)% + (1 — Q) (1 + 2)30Hwotwnexp {— 17112} (3.13)

w(z — 00) = wy + wy (3.14)

3.3.3. Barboza-Alcaniz (BA)

Propuesta por (Barboza and Alcaniz, 2008), tiene dos pardmetros libres (wg y
wy ), cuyo significado fisico es andlogo al de los parametros de CPL. Barboza-
Alcaniz también es reducible al modelo A-CDM cuando wy; = 0y wg = —1. De
acuerdo con los autores, la motivacién es presentar una parametrizacion “que
no sea una funcion divergente del corrimiento al rojo”, es decir, que no esté
indeterminada hacia el futuro, en z = —1. Complementariamente,se pretende
que el modelo pueda ser obtenido a partir de métodos de dindmica de campos
escalares (Barboza and Alcaniz, 2008, p. 2). Esta propuesta, a diferencia de CPL,
no se indetermina en ningun valor de z. Es de segundo grado en z.

_ A1+2)
U}(Z) = Wq + Wy (1 T 22) (315)
E2(2) = Qu(1 + 2)* + (1 = Q) (1 + 2)30Fw0)(1 4 z2)3w1/2 (3.16)
w(z — 00) = wy + wy (3.17)
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3.4 Parametrizacién w(z)y

3.4. Parametrizacién w(z)y

Se presenta a continuacion nuestra propuesta, una nueva parametrizacién de la
ecuacién de estado de Energia Oscura a la cudl hemos llamado w(z)y o “doble u de
ene”. Esta propuesta tiene la ventaja de recuperar la conocida parametrizacion
CPL bajo cierta elecciéon de sus parametros, ademas es capaz de recuperar el
modelo A-CDM en todos sus casos. En su forma general:

w(z) == 3.18
(2) v (3.18)

La caracteristica principal de nuestra propuesta es su flexibilidad y la capacidad
de replicar dinamicas complejas, esto gracias a su forma en serie de potencias y a la
posibilidad de aumentar el nimero de parametros con la eleccién del nimero N. A
su vez la capacidad de replicar modelos sencillos como una constante cosmologica
igual a -1 o incluso distinta de -1 (modelo w-CDM). El caracter introductorio de
este trabajo y el trabajo implicado en los andlisis numéricos nos sugieren que en
este trabajo se traten los casos':

N ={1,2,3},

los cuales arrojan las siguientes formas de la ecuacion:

m Caso 1: N =1 _—
w(z) = 22 (3.19)

1+ 2

m Caso 2: N =2
- b[) —I— blz —f- b222

w(z) S E (3.20)
= Caso 3: N =3 _— b2y
+ 012 + 022° + b3z

w(z) = ~ 1<1+22)3 adly (3.21)

Ademas, aunque todos los pardametros estan acoplados a z, bajo cierta eleccién
de sus valores, nuestra propuesta recupera el modelo A-CDM en todos sus casos
(N=1,2,3), como mostraremos a continuacion.

1Se ha tomado la decisién de no trabajar casos con N > 4 puesto que el nimero de pardmetros
podria aumentar considerablemente el tiempo de computo, ademéas de que una muestra de los
casos 0, 1, 2 y 3 puede ser suficiente para comprender el funcionamiento de la parametrizacion.
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3. ENERGIA OSCURA Y PROPUESTA W(Z)n

3.4.1. Recuperando A-CDM con w(z)y

Existe una solucién trivial de w(z)y = —1V z para cada caso (N=1,2,3). En

esta solucién los pardmetros extremo' satisfacen by = by = —1 y los pardmetros
intermedios b, = —N, i.e.

w(z)NZl =—-1Vz & by=0b = —1, (322)

w(z)N:2 =-1Vz & bo =by=-—1 , b = —2, (323)

’lU(Z)N:3 =-1Vz & b() = b3 =—-1 , b1 = bg = —3, (324)

3.4.2. Analogia CPL - w(z)n=1

Consideremos las parametrizaciones que tienen tinicamente dos parametros libres
y son del mismo orden en z: CPL y w(z)y=1. Al comparar las ecuaciones (3.12)
con (3.19) notaremos,

= Caso general

by = 1+
0 = wo(l+2) (3.25)
bl = W1
» Caso limite
wlz — O)C’PL = Wy
(3.26)

(
w(z — O)N 1= bo
w(z — 00)opL = Wy + Wy
(

w(z = 00)y=1 = by

Notese que en el caso limite by = wy y by ~ wy+w;. Si se evalta la ecuacion
(3.19) en estas equivalencias se recupera la parametrizaciéon CPL (3.12):

bo+biz  wo(l+2)+wz

1 +z - 1 +z (327)
z
= wy + wy 72~ w(z)oprL-

w(z)N=1 =

Esto significa que, no obstante los parametros w; no son directamente per-
mutables con los b;, ambas parametrizaciones son equivalentes, sélo que
estan escritas en otras variables.

!Consultar §3.4.3 para la definicién de pardmetros extremo e intermedios
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3.4 Parametrizacién w(z)y

Evolucion de w(N) para distintos valores de by y by

—06s W(N = 1): by = —0.93, by = —0.65 070 W(N=1): by = ~0.93, by = ~0.65
—— w(N=1):bp=—093,b; =08 —— w(N=1): by=—093,b; =038
—— w(N=1):by=—-093,b = -0.99 —— w(N=1): by =—0.93,b; = —0.99

w(a)™

085

090

10 08 06 04 02 00 0 1 2 3 H

a Z

(a) En esta representacién se puede observar (b) En esta representacién se aprecia que
que la ecuacién de estado w(z) y=1 evoluciona la ecuacién de estado w(z)y=1 evoluciona
linealmente de b; en tiempos lejanos a by al asintoticamente a by hacia el pasado

dia de hoy.

Figura 3.2: Evolucién de la ecuacién de estado w(z)y—=1 con by fijo y para distintos valores
de by. Del lado izquierdo se muestra la ecuacién de estado a lo largo del intervalo a € [1,0],
que corresponde al intervalo z € [0,00). Del lado derecho se muestra un “acercamiento” de la

misma ecuacién, pero ahora a lo largo del intervalo z € [0, 5]

3.4.3. Fenomenologia

Analicemos cémo cambia la ecuacién de estado a medida que aumentamos la
potencia (N) de la parametrizacién. Para ello es conveniente definir dos clases de
parametros, los cuales se presentan a continuacion.

3.4.3.1. Parametros extremo (b, by)

Al evaluar las variantes N=1,2 y 3 de la parametrizacién (3.19, 3.20 y 3.21) en
los limites A: {z — 0} y B: {z — oo} notaremos que,

= A medida que z — oo, el parametro que domina es by para cada caso N.
es decir:  w(z = 00)N=123 = by (3.28)
= A medida que z — 0, el parametro dominante es by para toda N.

es decir:  w(z — 0)n=123 = bo (3.29)

De manera que tenemos w(z)y=1 = by, w(z)y=2 = by y w(z)n=3 = bs cuando
z — oo y por otro lado w(z)y=123 = by cuando z — 0. En este sentido, la
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3. ENERGIA OSCURA Y PROPUESTA W(Z)n.

parametrizacién tiene al menos dos parametros (by y by) con interpretacion fisica
clara -para cada caso N-. El primero, by, representa el valor de la ecuacion de
estado al dia de hoy, mientras que by es el valor de la ecuacion de estado a
un tiempo z > 1. Llamaremos a by y by los parametros extremo, ya que se
encuentran en los “extremos” del intervalo z € [0, 00).

El comportamiento de by y by se puede observar en la figura (Fig. 3.2), donde
se grafica el caso més sencillo (N=1), en el cual, los inicos dos pardmetros libres
representan los dos extremos de la ecuacién de estado (by y by).

3.4.3.2. Parametros intermedios (b,)

La influencia de los demés pardmetros sobre la dindmica de w(z)y se observa al
graficar los tres casos de la parametrizacion y al variar cada parametro por sepa-
rado. Llamaremos a cualquier parametro que no sea un extremo un parametro
intermedio, denotandolo por el subindice z, i.e. (b,), donde z # 0y x # N.

Asi, por ejemplo, el caso N=1 no tiene parametros intermedios, el caso N=2 tiene
un p. intermedio (by) y N=3 tiene dos (b y by). Como se mostrara en seguida,
cada pardmetro intermedio controla una oscilacién en la dindmica de w(z), mo-
dificando la amplitud de dicha oscilacién. Asi por ejemplo, en el caso N=2, existe
la posibilidad de tener una unica oscilacion, controlada por el parametro by, la
amplitud de la oscilaciéon dependera de que tan positivo o negativo sea by, por
ende si by tiene un valor cercano al cero, la amplitud de la oscilacién sera casi
cero. En el caso N=3 existe la posibilidad de tener dos oscilaciones entre z =0 y
z — 00, controladas por by y bs.

De este analisis destacan las siguientes observaciones:

I El valor de by determina el valor de la ecuacién de estado en z — oo. Las
graficas (Fig. 3.4, 3.7 y 3.9) ejemplifican lo anterior.

11 Si, por el contrario, se dejan fijos los extremos (by y by ) y se varian los pardme-
tros intermedios, se observa un comportamiento como el de las graficas (Fig.
3.6, 3.10 y 3.11): se generan oscilaciones en la ecuacién de estado alrededor
de ciertos valores de z.

11 El subindice (x) de cada pardmetro intermedio determina qué tan cerca de
z = 0 se encuentra la oscilacién. Parametros con subindice més pequeno
generan oscilaciones méas cerca de z = 0. Por ejemplo, en el caso N=3 la
variacién de by (Fig. 3.11) muestra una oscilacién mucho més cerca de z = 0
que la generada al variar by (Fig. 3.10).

Como se ha visto, una parametrizacion mas compleja da mayores posibilidades de
variar la dindmica de la ecuacion de estado . Si la dindmica de la energia oscura
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fuera compleja, por ejemplo varios cambios abruptos en la pendiente de w(z), un
caso como N=3 podria ser mas ttil para dar razén de esta fenomenologia que un
caso como N=1. Si por el contrario la dindamica fuera sencilla, por ejemplo un
cambio constante, sin variaciones pronunciadas, desde un valor inicial w(z = 0)
a uno final, entonces un caso como N=1 seria mucho méas compatible con dicha
fenomenologia.

3.4.3.3. El plano by — b,

Para asegurarnos de que las parametrizaciones sean consistentes con la teoria y
la fenomenologia de energia oscura se deben fijar cotas a los pardmetros. Las
condiciones siguientes definen ciertas regiones en el plano de pardmetros py — py,.

1 Para que ppgp sea subdominante en z > 1 se debe cumplir la condicién
w(z) < —1/3, en particular w(z > 1) < —1/3.

11 Para que la energia oscura genere aceleracién césmica al dia de hoy se debe

cumplir ¢(z) = ——%5 = 1[1 4+ 3w(2)Qpe] <0 en z = 0.

11 Si w(z) se comporta como un campo escalar de quintaesencia, la ecuacion de
estado debe estar confinada en la regién w(z) > —1 (Amendola and Tsujika-
wa, 2010, p.165).

IV Si se comporta como un campo escalar fantasma, la ecuacién de estado debe
cumplir w(z) < —1 (ibid).

El caso 1 fija las cotas: wy + wy; < —1/3 para las parametrizaciones CPL y BA,
y by < —1/3 para todos los casos de w(z)y. El caso 11 fija la cota 2¢y = [1 +
3bo(1 —Q0)] <0, d.e. by < 3(1:—329”) Analicemos los casos 11T y TV.

La condicién w(z)y=1 > —1 (campo quintaesencia) se cumple cuando by = b; >
—1, anédlogamente, w(z)y—=; < —1 (campo fantasma) si by = by < —1. Para
casos de orden mayor (N=2,3) debemos resolver la ecuaciéon d,w(z)y = 0 para
z y evaluar el resultado en w(z)y. Estos maximos o minimos globales hay que
acotarlos segin los casos 111y V.

Se pueden ver las regiones que satisfacen cada condicion en las graficas siguientes.
Como modelo de referencia (ya que ejemplifica todas las condiciones en una sola
grafica) tomemos la parametrizaciéon BA (Fig. 3.3); el plano by — by de w(2)y=1
en la figura (Fig. 3.5) y para w(z)y—2 en las gréfica (Figs. 3.8).

Para casos de orden mayor a 1 (N=2,3), el espacio de pardmetros deja de ser
bi-dimensional. Por lo que hacer cortes al espacio de parametros nos permite ver
como se comporta e.g. el caso N=2. En las siguientes graficas se muestran dos
cortes: los planos by — by y by — be. La gréfica (Fig. 3.8) muestra la solucién donde
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se recupera A-CDM: el punto de contacto (by = by = —1,b; = —2) entre los
modelos tipo quintaesencia y tipo fantasma.

Comparar nuestros resultados con estas graficas (Capitulo 5) nos ayudard a saber
qué tipo de modelo representa la parametrizacion: campo escalar quintaesencia,
campo fantasma, si oscila entre estos, o si recupera A-CDM.

O Phantom

O Quintessence

O Decelerating

O Forbiden: DE
dominant at high z's

R R R T Ee

Wo

Figura 3.3: Plano wg—w; del modelo BA. Las zonas color azul y amarillo representan modelos
completamente quintaesencia o fantasma, respectivamente. Las zonas color rojo y verde hacen
referencia a los casos I y 11, respectivamente y las zonas en color blanco son aquellos modelos
que oscilan entre campo quintaesencia y campo fantasma a lo largo del tiempo. Nétese como
el punto de contacto entre campos tipo quintaesencia y tipo fantasma (wg = —1,w; = 0) es el
punto donde se recupera A-CDM. Adaptado de (Barboza and Alcaniz, 2008).
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3.4.3.4. Caso w(z)y=1

w(z)n=1 variando b;

0.5

0.0

0.0

0.0
—05F E |
' O Quintessence
) : | @ Phantom
Outf+J= br =1 0pmmmrmmmmmnng oI i Decelerating
: O Forbiden: DE
E dominant at high z's
-1.5+ E |
-2.0h . : ‘ b
-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0

bo

Figura 3.5: Plano by — by del modelo w(z)n—-1, a diferencia del modelo BA, sélo puntos sobre
la diagonal son completamente quintaesencia by = b1 € (—1, 1) o completamente fantasma by =
b1 € (—1,—00). Las zonas en color blanco son modelos que oscilan entre campo quintaesencia
y campo fantasma a lo largo de z. Al igual que en el caso anterior, la zona de contacto entre
quintaesencia y fantasma, el punto by = by = —1 es donde se recupera al modelo A-CDM.
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3.4.3.5. Caso w(z)y=2

w(z)N=2 variando b,
04 H

02 by = —0.93; b = —0.65
2

0.0

Figura 3.6: Evolucién de w(z) =2 al dejar fijos los extremos: by y by y variando el pardmetro

intermedio b;.

w(z)n=2 variando by

0.5

004 ; : : : 0.0

by

20 bo=—0.93;b; =—0.3

Figura 3.7: Evolucién de w(z)n=2 al dejar fijo tanto el pardmetro by como by, variando el

parametro bs.
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W(Z)n=2, b2=bo

0.0r ! ‘ .
-0.5F
-1.0F
' O Quintessence
Outf+]= br =150 ! Phantom
' O Decelerating
-2.0f
-25) '
_3-0_...|...‘J.‘.‘:.“.\....
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0
bo
Figura 3.8: Plano by — b; del modelo w(z)y—2 con b2 = —1. Las lineas punteadas marcan el

punto donde se recupera A-CDM: (bg = be = —1,b; = —2).

3.4.3.6. Caso w(z)n=3

w(z)n=3 variando b3

0.5

[bo =—0.93;b1 = —10; by = 10]

0.0

0.5

Figura 3.9: Evolucién de w(z)y—3 fijando: by, by y bs y variando el extremo bs.
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w(z)n=3 variando by

02 [bo =093 by =—1;by = —0‘65]

0.0

~0.6

-4

Figura 3.10: Evolucién de w(z)y=3 fijando: by, by y bs y variando el pardmetro by.

w(z)n=3 variando b,

0.0

Figura 3.11: Evolucién de w(z)y=3 fijando: by, by y b3 y variando el pardmetro b;.

Con lo visto hasta ahora, se puede hablar de un interés central en el presente
trabajo: conocer cudl de estos casos (N=1,2,3) representaria mejor una posible
dindmica de la energia oscura y qué tanto mejoran o no con respecto a otras
parametrizaciones (CPL, BA) y sobre todo, con respecto al modelo esténdar A-
CDM. Para ello es necesario llevar a cabo un analisis estadistico que implica: el
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3.4 Parametrizacién w(z)y

modelo (la parametrizacién), un conjunto de datos cosmolégicos y un método
estadistico para explorar el espacio de parametros y estimar sus mejores valores.
Pasemos a ello.
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Capitulo 4

Estadistica Cosmoldgica para Energia

Oscura

En sus inicios, la cosmologia fisica era una disciplina exclusivamente tedrica con
modelos casi exclusivamente cualitativos. A partir del descubrimiento de la ra-
diacion cosmica de fondo en la década de los 60’s del s. XX se han invertido
enormes esfuerzos humanos en mejorar la calidad y cantidad de las observacio-
nes, con el fin de constatar o desmentir los modelos que hasta hace poco carecian
de observaciones adecuadas para analizarse desde un punto de vista cuantitativo.

Al dia de hoy, dos décadas después del descubrimiento de la aceleracién cosmica,
y con observaciones que han permitido desarrollar modelos cada vez mas precisos,
se podria afirmar que nos encontramos en una era de la cosmologia caracterizada
por la precisién y la abundancia de datos y observaciones.

No obstante, para extraer informacion de esta gran cantidad de datos es necesario
conocer y familiarizarse con los métodos de andlisis y manejo de datos, especifi-
cos de cada observacién. La naturaleza diversa de las observaciones astrofisicas
y su subsecuente analisis resulta inevitablemente en una heterogeneidad en las
posibles lineas de trabajo. Nos enfrentamos entonces a un mundo de métodos y
herramientas de trabajo que a primera vista podria ser sobrecogedor. Una de las
motivaciones de este trabajo ha sido investigar, familiarizarse, trabajar y reportar
las bases tedricas y técnicas de trabajos de esta indole; dentro del rubro cosmologi-
co se hace el uso del término “Estadistica Cosmologica”, “Cosmo-Estadistica” o
“Astro-Estadistica” a todo este gran conjunto de conocimientos.

En particular, dentro de este capitulo nos dedicaremos a la parte observacio-
nal y analitica correspondiente, estudiaremos la propuesta de parametrizacion
w(z)n utilizando encuestas astrofisicas/cosmoldgicas como las que se introduje-
ron tedricamente en la §2.7, todo esto mediante un marco de trabajo particular:
la Inferencia Bayesiana.
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4.1. Motivacién: Inferencia Bayesiana

La pregunta tipica al trabajar con parametrizaciones o modelos que intenten
recrear cierta fenomenologia es:

“Cual es la probabilidad de que un ajuste especifico de los pardmetros
01,605, ...,0, sea correcto?”

En disciplinas experimentales, un modelo/parametrizacién M puede confrontarse
con un fenémeno fisico una cantidad arbitraria de veces, siempre y cuando el
experimento pueda reproducirse fielmente; asi, por ejemplo, asumiendo que un
modelo M estd completamente representado en el espacio de parametros 6, =
{p1,p2,.-.,pn}, €l cual estd asociado directamente a ciertas cantidades fisicas
representadas por el conjunto F' = {f1, fa, ..., fm}, basta con conocer la relacién
entre los pardmetros f; — p; pues al hacer una repeticiéon del experimento se
puede ir determinando los mejores valores del conjunto 6,;; sobre todo, entre
mayor sea el nimero de pruebas/repeticiones del experimento, mayor serd la
certidumbre sobre el valor de dichos parametros.

Este tipo de estadistica se llama estadistica frecuentista y puede expresarse
como:

P(z) = —. (4.1)

Desde el punto de vista frecuentista, la probabilidad esta definida por frecuencias
de ocurrencia (Verde, 2010), donde n es el nimero de veces que se registra cierto
evento  y N el nimero total de realizaciones/experimentos/pruebas. Si se tiene
acceso a un numero arbitrario de realizaciones, entonces la probabilidad es la
cantidad asociada al hacer que el limite de experimentos/pruebas independientes
tienda a infinito.

Lamentablemente, esta herramienta no esta disponible para hacer analisis es-
tadisticos en cosmologia. La cuestién central aqui es que como fisicos observacio-
nales no tenemos acceso a un numero arbitrario de experimentos, por el contrario,
tenemos solo un Universo, una tnica realizacion que se manifiesta en los fenéme-
nos fisicos observables o potencialmente observables por nosotros.

Por ejemplo, existe solo un espectro angular de temperaturas, un espectro de
potencias de materia, una unica distribucién de materia en el Universo; y ya que
los mecanismos fisicos que dan origen a estas observables son altamente aleato-
rios (por ejemplo la distribucién espacial de anisotropias de temperatura/densi-
dad), no se puede decir que el Universo que observamos sea el dnico, sino que
es sOlamente una de tantas posibles realizaciones de los mismos procesos fisicos
fundamentales.
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4.1 Motivacién: Inferencia Bayesiana

Sabiendo que tenemos a nuestro alcance una séla realizacion del Universo, pre-
guntarnos si cierto valor de los pardmetros es correcto no parece ser una pregunta
vélida. La pregunta correcta seria (Press, 1992):

“Dadas ciertas observaciones/datos, cudl es la distribucion de probabilidad de
los pardmetros 0 2”

Es decir, ahora nos preguntamos ;cudl es la probabilidad de que los parametros
tomen cierto valor, dados los datos disponibles? Esta cuestién se asocia a la
cantidad P(0|D) que se lee literalmente “la probabilidad de los pardmetros (0)
dados los datos (D)”. Visto de otra manera, nos estamos preguntando ;cudl es la
distribucién de probabilidad de cierta hipétesis H (codificada en los parametros
6), dado que se observé un evento E (codificado en los datos D)?

Hipétesis — Pardmetros de un modelo(#)

4.2
Evento — Datos(D) (4.2)

Entonces,
P(0|D) =7 (4.3)

es la cantidad que nos interesa.

Este “nuevo” enfoque se materializa en la llamada estadistica bayesiana, en
la cual la probabilidad no es esa cantidad asociada al hacer que el limite de los
experimentos tienda a infinito, ahora la probabilidad se interpreta como el grado
de credibilidad en una hipotesis. La estadistica bayesiana hace uso del Teorema
Fundamental de las probabilidades condicionales, o Teorema de Bayes:

_ pr(9)pr(DI6)

pr(0|D) (D)

(4.4)

Se ha hecho un desarrollo breve en el apéndice (C). Asi como este tema resulta
nuevo para mi, incito al lector a que pase al brevisimo apéndice antes de continuar.
Sobre todo, a consultar las referencias (Hobson, 2009), (Verde, 2010) o el capitulo
13 de (Amendola and Tsujikawa, 2010), en las que se expone a profundidad la
relacién entre la cosmologia cuantitativa (de precision) y los métodos estadisticos.

Las componentes del teorema témense de su descripcién en el apéndice (C):
= Prior: pr(6). La distribucién de probabilidad inicial de los pardmetros 6.

Esta es asignada por nosotros y representa nuestro grado de ignorancia o
conocimiento previo sobre los valores de 6.

» Likelihood: pr(D]#). La probabilidad de que los datos D tomen cierto valor
dada una hipdtesis.
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4. ESTADISTICA COSMOLOGCICA PARA ENERGIA OSCURA

» Posterior: pr(6|D). La distribucién de probabilidad final o inferida después
de usar los datos. Esta es la cantidad que mas nos interesa al momento
de hacer inferencia bayesiana.

» Evidencia: pr(D). Qué tan bueno es el modelo subyacente para predecir los
datos. Aqui se supone que se han obtenido los datos (Verde, 2010, p. 4),
entonces pr(D) = 1.

La inferencia Bayesiana estuvo relegada durante casi un siglo debido a la imposi-
bilidad de realizar las integrales requeridas, sin embargo, el poder computacional
que poseemos en la actualidad nos permite explotar sus posibilidades.

4.2. Estimacion de parametros cosmolégicos con

muestreo Monte Carlo

Supongamos que ya tenemos una forma de calcular el posterior pr(0|D): i.e. una
eleccion razonable de prior, algin método numérico para calcular el likelihood
L vy el teorema de Bayes. En términos realistas, el espacio de parametros pocas
veces es 1-dimensional, es decir, el valor de todos los parametros cosmologicos
es casi siempre desconocido para nosotros. De manera que para conocer el valor
esperado de algin pardmetro cosmoldgico (f(6)), el posterior debe evaluarse en
la “totalidad” del espacio de pardmetros n-dimensional. (Hobson, 2009, p. 58)

En principio, la integral (f(0)) = [ f(6)P(6]|D)df puede calcularse numericamen-
te con la precision de la maquina. Si existen n parametros cosmolégicos entonces
el posterior P es una funcion escalar-valuada n-dimensional

El método mas simple consistiria en “dividir” el espacio de parametros en una
malla peridédica. Si buscamos las regiones donde el likelihood sea significativa-
mente mayor que cero, esta malla debe cubrir un volumen grande del espacio de
parametros, de tal manera que el resultado sea representativo. Si la malla tiene
una anchura w; (en cada direccién) y una resolucién A; (en cada dimensién), en-
tonces el nimero de puntos sobre la malla oc (w;/A;)". (ibidem) Notemos cémo
el niimero de puntos sobre los que se debe calcular la integral crece exponencial-
mente con el nimero de parametros.

Si tomamos en cuenta que los recursos computacionales (X) representan un con-
junto finito (|X| < o), es decir, que en la practica sélo podemos explorar un
numero limitado de puntos 6. Y que, ademas, los posibles puntos explorables
dado el mallado que puede hacerse sobre el espacio de parametros son infinita-
mente numerables; entonces no tenemos los recursos suficientes para explorar un
espacio de parametros (definido por w; y 4;) en su totalidad. Consecuentemente,
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el problema deja de ser una cuestiéon de andlisis numérico y se convierte en una
cuestién de inferencia. (Hobson, 2009, p. 20)

La integracién numérica se vuelve imposible en dimensiones grandes.
Se propone entonces comprimir el posterior en una coleccién manejable de ntime-
ros, usando métodos de sampling o muestreo. Segin (Hobson, 2009), los métodos
de muestreo directo (direct sampling) sélo funcionan en espacios de pardmetros
de bajas dimensiones, puesto que en altas dimensiones suele darse que la probabi-
lidad se encuentre en una pequena fraccion del espacio de parametros. Para este
tipo de problemas se utilizan métodos de muestreo locales (local sampling
methods). Por ejemplo, un Markov Chain-Monte Carlo,

Implementar una caminata aleatoria a través del espacio de parametros de
manera que solo se exploren las regiones con probabilidad medianamente alta es
una posible solucion.

El método de muestreo Markov chain consiste en construir una regla de seleccion
sobre los puntos en el espacio de parametros de manera que después de cierto
tiempo, la probabilidad sobre cierto punto 6; sea proporcional a P(#|D). Si la
regla para moverse de 0; a #;,1 depende sdlo de 6; y no de las posiciones anteriores
se dice que la secuencia de puntos es una cadena de Markov. (Hobson, 2009, p. 62)

La tnica condicién en la eleccién del método de caminata es que todos los puntos
del espacio de pardmetros sean accesibles mediante un nimero finito de pasos.’

Existe una ventaja evidente de los métodos MCMC sobre otros métodos de calcu-
lo de parametros cosmoldgicos, e.g. diagonalizaciéon de matrices de covarianza: a
través de métodos de muestreo local como una cadena de Markov, bajo una selec-
cion cuidadosa del jumping factor, el nimero de pasos y el tamano de la fase de
quemado, puede asegurarse la exploracion total de las regiones con probabilidades
altas, asegurando a su vez el no solo explorar los minimos locales sino también
los globales dentro del espacio de parametros.

4.2.1. El cédigo CLASS

CLASS (Cosmic Linear Anisotropy Solving System) es un c6digo solucionador
de Boltzmann escrito en C con estructura modular (Blas et al., 2011). Un resumen
de sus funciones se encuentra sintetizado en (Lesgourgues, 2011), pero se puede
plantear brevemente como sigue: A partir de cierto modelo cosmolégico, el codigo
resuelve las ecuaciones de Friedmann para el fondo césmico, posteriormente re-
suelve la evolucién termodindmica (e.g. para definir las épocas de recombinacion

IPara consultar detalles técnicos sobre la eleccién de pardametros en la caminata aleatoria MCMC

de este trabajo, consultar el apéndice E.
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y reionizacién). A continuacién, resuelve las ecuaciones de Boltzmann, es decir,
la evolucion de las perturbaciones cosmoldgicas a primer orden y la funcién de
transferencia para perturbaciones de materia, para finalmente computar canti-
dades observables como espectro angular de temperaturas 77, polarizacién #¥ o
espectro de potencias de materia P(k).

El modelo cosmolégico base incluido en CLASS es A-CDM, pero el cédigo acepta
un amplio rango de posibles modificaciones al modelo estandar (a través de la
eleccién de parametros). Este tipo de modificaciones pueden conseguirse sin es-
fuerzos con sélo editar o crear un archivo formato .ini y correr el cédigo. El caso
general que ejemplifica todas las posibilidades puede consultarse en el archivo
explanatory.ini.

A pesar de la gran flexibilidad del cédigo, modificaciones menos estandar deben
hacerse a mano. En nuestro caso, la ecuacién de estado w(z)y en sus tres ver-
siones (N=1,2,3) y la parametrizacién Barboza-Alcaniz debieron adaptarse apro-
piadamente a la estructura del cédigo, mientras que la parametrizacion CPL se
encontraba ya codificada en CLASS v2.7, que es la version del codigo empleada
en este trabajo.

4.2.2. El cédigo MONTE PYTHON

MONTE PYTHON (MP) es un cddigo de cadenas de Markov (MCMC) escrito
en Python (Brinckmann and Lesgourgues, 2018) y disenado para explorar y ex-
traer los mejores valores de cierto espacio de parametros #. Su funcién consiste
en ejecutar CLASS un nimero de veces, dependiendo del uso que se le dé al
cédigo, en el caso de la estimacién de pardametros se ejecuta entre 10* y 107 ve-
ces (dependiendo de la complejidad del modelo (Lesgourgues, 2011, p. 1)) y, en
términos generales, encontrar la distribucion total de probabilidad, el posterior
P(0|D) y el valor esperado de los pardmetros cosmoldgicos, asi como sus barras
de error o intervalos de confianza. En este trabajo se utilizaron las versiones 2.0
y 3.1 de MONTE PYTHON, con una implementaciéon de jumping factor dindmico
que eficientiza los recursos computacionales (Brinckmann and Lesgourgues, 2018)
ahorrando horas de cémputo y asegurando una mejor exploracion del espacio de
parametros’.

LComo nota al pie sobre el trabajo computacional de esta tesis, debe considerarse que de un
total del orden de ~ 150 corridas ejecutadas entre 2018 y 2019 (cada una con sus respectivas
cadenas en paralelo y niimero de pasos), se obtuvieron las 10 corridas exitosas que se presentan
en este trabajo de tesis. El trabajo se comenzé con MONTE PYTHON 2.0 en donde la opcién
superupdate no estaba disponible, asi que el jumping factor no podia ser actualizado; en su
lugar, debié observarse con detenimiento, corrida por corrida, los resultados de criterio de
convergencia y tasa de aceptacién de tal forma que el trabajo consistié en su primer fase en

eficientar las corridas, cambiando el jumping factor, el nimero de cadenas por corrida y el
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4.3. Encuestas Astrofisicas/Cosmolédgicas

4.3.1. Supernovas Tipo Ia (SN)

Como ya se sabe, el estudio de supernovas la fue decisivo para el descubrimiento
y posterior estudio de la aceleracion césmica. Aun en la actualidad sigue siendo
util el uso de los datos de supernovas para estudiar modelos que traten de explicar
la expansion del universo. En este trabajo se usan los datos de supernovas del
experimento SDSSII-SNLS3 / Join Light-curve Analysis (JLA) (Betoule et al.,
2014), que consisten en un total de 740 supernovas a lo largo de 0.01 < z < 1.299.
La tabla de datos completa puede consultarse en E.

4.3.2. Oscilaciones Actsticas de Bariones (BAO)

Se utilizara la senal de BAO comprendida en los datos del experimento BOSS,
en su versiéon SDSS-III, DR12 (Alam et al., 2016), que consiste en la medicién
de alrededor de 1.2 millones de galaxias Sobre un area de ~ 9300 grados®. Como
se vio en §2.7.2 los andlisis de BAO condensan la informacién de millones de
galaxias en una escala caracteristica definida por dos cantidades: H(z) y da(z)
(o Dp(z), equivalentemente). En este caso, las mediciones se condensan en tres
puntos, mostrados en la Tabla 4.1.

Medicién redshift | wvalor
Dy /rq [Mpc] z=0.38 | 1512.39
Dy /rq [Mpc] z=0.51 | 1975.22
Dy /rq [Mpc] z=10.61 | 2306.68

H -7y [kms "Mpc 1] | z = 0.38 | 81.2087
H -ry [km s™'Mpc™'] | 2 =0.51 | 90.9029
H -7y [km s™'Mpc™'] | 2 =0.61 | 98.9647

Tabla 4.1: Datos finales de Dys(z) y H(z) de BAO usados en este trabajo, reportados en
(Alam et al., 2016).

El objetivo central de usar mediciones de BAO es restringir los parametros aso-
ciados a energia oscura a 2z’s cercanas y aprovechar su cualidad de tener mas
poder de constriccién que el que se tiene al sélo usar datos de H(z).

numero de pasos. El resultado final fue el 90 % de cadenas convergidas, con tasas de aceptacion
dentro del rango definido por la literatura y con criterios de convergencia més que aceptables.

Toda esta informacién puede consultarse en el apéndice E
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4.3.3. Radiacién Césmica de Fondo (CMB)

Recordaremos que en la seccion §2.7 se vio que la radiacion césmica de fondo es
una de las observables mas precisas de la actualidad.

El experimento Planck cuenta a la fecha con tres lanzamientos de datos, cu-
ya nomenclatura es PR1-2013, PR2-2015 y el més reciente PR3-2018 (consultar
http://pla.esac.esa.int/pla/#cosmology).Al tiempo de las pruebas compu-
tacionales del presente trabajo (segunda mitad del 2018), los datos en su versién
PR3-2018 aun no eran liberados en su totalidad, asi que se opté por trabajar con
la versién PR2-2015 que llamaremos aqui “Planck2015” (o simplemente “CMB”)
y son introducidos en (Adam et al., 2016a) y estdn acompanados por otros vein-
tiséis papers, de los cuales nos apoyaremos principalmente en los niimeros XIII,
XIV y XI (respectivamente (Ade et al., 2016b), (Ade et al., 2016¢) y (Aghanim
et al., 2016)); y marginalmente en IX y II (respectivamente (Adam et al., 2016b)
y (Ade et al., 2016a)).

De estos resultados se utilizaron los datos (likelihoods) que en (Aghanim et al.,
2016, Tabla 1) aparecen con las nomenclaturas: PLikTT y lowTEB. Que corres-
ponden, respectivamente, a datos de temperatura (C77) para multipolos grandes
(high-¢ = 30 < ¢ < 2508); y datos de temperatura + polarizacién (TEB) para
multipolos pequenos (low-f = 2 < ¢ < 29).!

Estos datos se encuentran codificados en una paqueteria que sélo es accesible a
través del cédigo escrito en lenguaje de programacion C. Por esta razén no se
presentan tablas explicitas, pero es posible consultar los detalles técnicos y su
nomenclatura en E.

4.4. Metodologia

4.4.1. Conjuntos de datos (D)

De los datos presentados se tomaron dos combinaciones fundamentales:
= Conjunto de datos 1: D;: BAO + SN.

Xhotal 1 = Xbao + Xox- (4.5)

Los parametros asociados a este conjunto de datos son,

‘91 = {wb,wcdm, QA} (46)

Una forma alternativa en la que se presentan estos datos es con la nomenclatura

PlanckTT+lowP. Cabe notar que ambas combinaciones incluyen los mismos datos: temperatura
en todo el espectro de £: 2 < ¢ < 2508 + datos de polarizacién sélo en multipolos pequenos
2<0<29.
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= Conjunto de datos 2: Dy: CMB + BAO + SN

Xotal 2 = Xemn + Xbao + Xax- (4.7)

Los parametros asociados a este conjunto de datos son,

02 = {wbv Wedm QA> A57 Ns, Treio}' (48)

Ya que los datos del conjunto D; estan asociados intrinsecamente a z’s pequenas,
esperamos que el uso de estos datos arroje resultados diferentes o complementarios
a los obtenidos al utilizar observaciones del fondo de microondas (Ds).

A su vez, algunos conjuntos de datos tienen asociados ciertos parametros cono-
cidos como nuisance o “incomodos”. Se les llama asi pues no son parametros
relacionados con el modelo cosmoldgico ni pertenecen al espacio de parametros
0, pero deben ser incluidos ya que si se relacionan con el modelo tedrico o de
medicion que subyace a los datos. Estos parametros varian en su origen: pueden
estar asociados a la teoria que apoya las mediciones o pueden ser parametros de
calibracién del instrumento de medicién (telescopio, interferémetro, espectrosco-
pio, etc, etc). En este caso son los datos de supernovas (SN) y radiacién cdsmica
de fondo (CMB) aquellos que tienen asociados pardmetros nuisance. Los datos de
SN necesitan de 4 pardmetros («, 5, M y AM), éstos sirven para estandarizar el
modulo de la distancia = m — M (Betoule et al., 2014, p. 6). Por otro lado, los
datos de CMB high-¢ hacen uso de 16 parametros nuisance que, por brevedad, no
se enunciaran aqui pero pueden ser consultados en el apéndice técnico. A estos
4+16 pardmetros nuisance se les asign6 un valor fijo basado en las recomenda-
ciones hechas en (Betoule et al., 2014, Tabla 15) y (Ade et al., 2016b, Tabla 4).
Para examinar los detalles, consultar en E.

4.4.2. Espacio de parametros (0)

Recordemos que nuestra parametrizacién w(z)y tiene asociados dos, tres y cuatro
parametros libres en sus versiones N=1, N=2 y N=3, respectivamente. Ademas,
tenemos dos parametrizaciones (CPL y BA) que se probardn con fines comparati-
vos y que tienen, ambas, dos pardmetros libres (wg y wy ). El espacio de pardmetros
de los modelos lo representamos con la letra 6,,':

{wg,wl} CPL, BA
B ) {bo, b1} N=1
ep N {pn} - {b07 b17 b?}
{b07 b17 b?a b3}

IE] subindice p fue una eleccién personal asociada a la palabra parametrizaciones, no tiene

ningun significado fuera de este trabajo.
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Ademads de estos pardametros libres, para cada combinacién de datos (D; y Ds)
se asume un espacio de pardmetros en particular, como se vio anteriormente en
las ecuaciones (4.6) y (4.8).

Con fines de claridad y sélo para presentar el espacio de parametros de los modelos
de forma compacta, a todos los pardmetros libres de las parametrizaciones w(z) y,
CPL y BA les asignaremos la nomenclatura p,. De manera que se distinguen
dos espacios de parametros fundamentales que expresaremos con la letra theta
mayuscula (0 y Os),

u 91 = ep + 01 = {pTL?wb’dem? QA}
u 92 - ep + 62 - {pn7wb7 Wedm QAJ AS7 ng, Treio}

La razon de hacer esta separacion entre espacios de parametros es que el conjunto
de datos D; no tiene el poder de constriccién para acotar pardmetros del fondo,
como lo son Ay, ng 0 T..j0. Para evitar un gasto irracional de recursos computacio-
nales (puesto que BAO y SN no tienen informacion sobre el fondo de microondas)
es evidente que estos parametros (62) inicamente deben incluirse en las pruebas
con el conjunto de datos Ds.

4.4.3. Estimador \? y criterios AIC, BIC

Para extraer informacién de las cadenas ejecutadas con MONTEPYTHON (MP)
es necesario usar algin estimador estadistico que nos indique los valores mas
probables de los pardmetros en © de acuerdo a los datos.

En este caso usaremos el estimador chi-cuadrada (x?) que es otra forma de probar
que tan bueno es el ajuste y consiste en minimizar la cantidad x?2, que se relaciona
con la funcién de likelihood £ de la siguiente manera:

Ing = —x?/2 (4.9)

Donde buscamos los valores de los parametros © para los cuales £ sea un maxi-
mo o, andlogamente x?> = —2In{ sea un minimo. Tras correr MP un nimero
apropiado de veces tal que se satisfagan criterios de convergencia y acceptance-
rate', las cadenas obtenidas pueden ser analizadas para obtener los contornos
de confianza y los mejores valores de los parametros. El cdlculo de (x?) lo hace
MONTEPYTHON de manera automatica al analizar dichas cadenas.

Como se pretende hacer una comparacion entre el modelo estandar A-CDM y
la propuesta de parametrizacién w(z)y, asi como entre ésta tultima y las otras
dos parametrizaciones CPL y BA, es necesario, ademas, hacer un analisis de

Informacién mas detallada sobre estos aspectos técnicos puede consultarse en E
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los resultados desde un enfoque estadistico. En caso de que algun modelo en
particular mejore los resultados se observard una minimizacién en los criterios de
informacién Akaike (AIC) y/o Bayesiano (BIC) (Hobson, 2009), definidos como,

AIC = —2InL + 2m,
(4.10)
BIC = —2InL + mlnn.

Estos toman en cuenta los grados de libertad v = n — m del modelo, donde n es
el nimero de datos y m el nimero de pardmetros libres (Verde, 2007, p. 10). Por
claridad, expresamos estas cantidades en las siguientes tablas.

’ Observable \ Likelihood \ n ‘ ’ Dataset \ NTotal ‘
OMB P1ikTT 2479 BAO + SN 743
lowTEB 28 CMB + BAO + SN | 3250
BAO BOSS DR12 3
SN-Ia JLA 740
| BAO + SN | | CMB + BAO + SN |
Modelo | m | v Modelo | m v
UJ(Z)Nzl 5 738 w(z)N:1 8 3242
w(z)N:2 6 737 "LU(Z)NZQ 9 3241
w(z)y=s | 7 | 736 w(z)n=g | 10 | 3240
A-CDM | 3 | 740 A-CDM | 6 3244
CPL 5 | 738
BA 5 | 738

Para conocer la tensién entre los modelos se utiliza la distancia sigma (G gistance)
(Escamilla-Rivera, 2016), definida como:

Odistance — \/5 erf_l (1 - exp{_(xgase - X?nodelo)/z}> . (411>

4.4.4. Otros parametros

A partir de los seis pardmetros que conforman el modelo estandar pueden de-
rivarse otras cantidades relevantes. Se obtendran los valores de Hy, 03 V Zreio-
En el caso de Hy y o3, el primero se obtiene del parametro h que se relaciona a
los parametros de densidad €2,,, y Q.4m a través del parametro fisico de densidad
w, = Q.h? 08 se calcula desde el espectro de potencias P(k) ¥ Treio (0 Zreio) S€
calculan a partir de la distribucién total de probabilidad puesto que no es un
parametro derivado sino que depende de la fisica al final de la era oscura.
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Capitulo 5
Resultados

5.1. Modelos (I)

Se probaron varios modelos con el fin de encontrar un punto de comparacion
a) entre el modelo estandar A-CDM y las propuestas paramétricas. b) entre las
parametrizaciones.

» [;: parametrizacién w(z)y=1 = [,: modelo A-CDM
» Iy: parametrizacion w(z)y—2 s I5: parametrizacién CPL
» [3: parametrizacion w(z)y—3 s I parametrizacién BA

Asi, por ejemplo y para no dar lugar a confusiones, si se prueba el modelo Iy
con el conjunto de datos D; (es decir, w(z)y=1; con BAO+SN), el espacio de
pardmetros serd de dimension 5, ©1 = {bg, b1, Wy, Weam, 24 }; €l mismo modelo
probado con los datos Ds tiene un espacio de parametros de dimension 8, ©5 =
{bo, b1, Wp, Wedm, Qn, As, N, Treio +; €l espacio de pardmetros del modelo A-CDM
probado con los datos D; tendra dimensién 3 y asi sucesivamente.

5.2. Priors.

Ya que el posterior esta parcialmente condicionado a la eleccién de priors (Amen-
dola and Tsujikawa, 2010), es importante reportar la eleccién de los priors. Consi-
deramos priors gaussianos para todos los parametros libres en ©1 y ©,, en el caso
de los cinco pardmetros estandar (wy, Wedm, As, Ns, Treio) S eligieron como media
los valores reportados en (Ade et al., 2016b, Tabla 4, Columna 1: “TT+lowP”):

» w,: media = 2.222 x 1072, 1o = 0.00023
® Wegm: Mmedia = 0.1197, 1o = 0.0022
» 10°A,: media = 2.198, 1o = 0.080
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» 1, media = 0.9655, 1o = 0.0062
" Treio: Mmedia = 0.078, 1o = 0.019

Para los pardmetros asociados a la ecuacién de estado (bg,...,by) 6 (wp, wy) se
consideraron también priors con distribucién de probabilidad gaussiana, sin em-
bargo, la eleccion de cotas superior e inferior fue mas relajada para dar libertad de
exploracion al c6édigo. Unicamente se tomaron en cuenta las cotas impuestas por
las condiciones fisicas, en éste caso, que la ecuacién de estado fuera subdominante
para z’s grandes (w(z > 1) < —1/3).

= by: media = —0.957, 10 = 0.5
= by: media = —0.336, 10 = 0.5

= b,: media = —0.1, 106 = 0.5

Finalmente, recordemos que se ha considerado un universo plano, i.e. >, €; = 1.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos al realizar un analisis de
cadenas de Markov (o Markov-Chain Monte-Carlo / MCMC) sobre la ecuacion
de estado w(z)x en sus tres variantes y el modelo A-CDM (modelos Iy, Iy, I3, I4),
con ambos conjunto de datos D y Ds; ademds de las parametrizaciones CPL y
BA (modelos I5, Is) tinicamente con el conjunto de datos D;. Dando un total de
diez combinaciones de modelos probados con datos.

Debido a la gran cantidad de informacion obtenida al hacer estas diez pruebas,
es necesario detenernos un momento y evaluar el camino que se tomara para este
analisis.

Aqui es relevante recordar las preguntas que nos hicimos a lo largo de este trabajo:

1. ;Cémo podemos estudiar una posible dindmica de la energia oscura?
2. (Los datos seran capaces de restringir nuestra propuesta?

3. (Dadas tres parametrizaciones bi-dimensionales (e.g. CPL, BA y w(z)n=1),
jcudl es favorecida por los datos y por qué?

4. Dentro de nuestra propuesta w(z)y, /cudl de sus variantes (N=1,2 6 3) es
favorecida por los datos?

. ¢ izacion si j istin-

5. (Qué pasa con esta parametrizacion si usamos un conjunto de datos distin

. mbi variante preferi usar so Z rcanas? jqué

to?, jcambia la variante preferida al usar sélo datos a z’s cercanas? ;qué
pasa si se usan datos de z’s grandes?

6. /,Qué se observa al comparar con el modelo A-CDM?
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5.3 Escenarios a tiempos tardios (D;: BAO+SN).

7. i Qué tan distintos entre si son los modelos que se probaron?, ;Qué se ob-
serva al analizar los resultados utilizando el criterio x? y los criterios es-
tadisticos AIC o BIC?

Puesto que el objetivo central de esta tésis es estudiar una posible dinamica
de energia oscura, es evidente que debemos fijarnos en los resultados obtenidos
al utilizar el conjunto de datos D;: BAO+SN, ya que comprenden datos a z’s
cercanas, donde domina energia oscura. Los resultados obtenidos con el conjunto
de datos Dy: CMB+BAO+SN complementaran el andlisis ya que con ellos veremos
qué tan robusta es la parametrizacion que hemos presentado, pues nos daran
informacién acerca de los pardametros fisicos (wy, we, Ho, Qpp, As, s, Treio, 08). Es
importante recordar que centralmente debemos enfocarnos en los resultados de
bo, by, ba, b3 y wq, wy, que se refieren a la dindmica de la ecuacion de estado.

5.3. Escenarios a tiempos tardios (D;: BAO+sN).

Usando D; (que comprende tiempos “tardios”: 0.01 < z < 1.299) reportamos los
resultados en las Tablas (5.1 y 5.2). Asumiendo un enfoque estadistico, los criterios
Akaike y Bayesiano indican que estos datos favorecen al modelo A-CDM. Sobre
esa misma linea, comparando los tres modelos de dos parametros (N=1, CPL
y BA), tanto el estimador x? como los criterios estadisticos muestran evidencia
a favor de nuestra propuesta w(z)y=1. El mejor ajuste (best fit) apunta a una
ecuacién de estado dindmica con valor al dia de hoy (by) muy cercano al —1 que
decae (como energia oscura) a un valor més positivo hacia el pasado b; = —0.27.
En la Figura 5.1 se puede observar la ecuacién de estado de todos los modelos
probados con este conjunto de datos (y cuyas cadenas convergieron, por ello se
excluye a w(z)n=3).

Aunque nuestra propuesta en su variante N=1 no es favorecida estadisticamente
sobre el modelo estandar, puesto que un interés central en este trabajo es conocer
la dindmica de la energfa oscura, es importante observar los valores de x2. En
particular la comparacion entre modelos similares es valida y muestra que hay
una mayor probabilidad de obtener los datos D; al asumir nuestra propuesta N=1
que al asumir CPL o BA. La dinamica presentada por el mejor ajuste de N=1
muestra que la energia oscura cruza la phantom-dividing line hacia una zona don-
de el comportamiento es tipo campo Quintaesencia, a diferencia de los resultados
obtenidos con CPL y BA en donde la dinamica muestra un comportamiento tipo
fantasma hacia z’s grandes.

A su vez, la propuesta w(z) y—2 resulta no ser favorecida por esta eleccién de datos,
sugiriendo una probable preferencia por parametrizaciones con menos parametros
libres.
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5. RESULTADOS

Los contornos de confianza de 1oy 20 (68 % y 95 %) para cada modelo probado
con el conjunto de datos D; se presentan en la primera seccién del apéndice de
graficas (D).

Equation of State (BAO+SN)

4 w(z)N=1
— w(2)n=2
= CPL

BA
—-—- Acom

T
0.1 1 10 10 103

Figura 5.1: Gréfica de la ecuacién de estado de a) dos variantes de la parametrizacién w(z) y,
b) las parametrizaciones CPL y BA y ¢) el modelo estdndar A-CDM. Las graficas corresponden
a los valores del mejor ajuste (best fit) derivado de un andlisis MonteCarlo de dichos modelos

usando datos de BAO y Supernovas.

5.3.1. Caso w(z)y=1

Las distribuciones resultantes de w(z)n=1 se muestran en las Figuras D.3 y D.4.
Nos referimos a estas graficas para el siguiente analisis.

Observemos los pardametros de la ecuacién de estado (by, b1); el pardmetro by se
encuentra bien restringido, tiene una distribucion de probabilidad centrada al-
rededor del -1.08; el parametro b; se encuentra menormente restringido, nétese
la dispersion hacia valores muy negativos y el fenémeno de gaussiana “cortada”
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5.3 Escenarios a tiempos tardios (D;: BAO+SN).

BAO+SN

w(z)N=1 w(z) N=2 w(z)N=3
Param Best fit mean £68% | Best fit mean 68 % Best fit mean £68 %
100Q,h% | 2.589 1.42610-2, 3.946 1.67510-31 2.12 2.11975:26
Q.h? 0.1063  0.16387005, | 0.06009  0.152810-05% 0.1258 0.12715:0:2
bo —1.042 10557533 | —1.136  —1.209703% | —2.24 x 107  —1.6 x 109+?
by —0.2704  —2.418%23 | 1.845 —1.404732 | —1.15 x 109 —7.99 x 103+?
ba - - —4.629 —4.69723 2.69 x 10  3.77 x 10847
bs - - - - ~7.91 x 108 —1.08 x 10947
Qpr 0.7194  0.619619:95, 0.79  0.640373953 0.8774 0.876310:012
Hy 68.65 68.421053 68.85 68.711001 109.5 109.571
X2 685.844 685.503 sin convergencia
AIC 695.844 697.503 -
BIC 718.897 725.168 -

Tabla 5.1: Mejores ajustes (best fit) y cotas de confianza del 68 % (10) para la parametrizacion
en sus tres versiones w(z)n=1,23, derivados de un andlisis MonteCarlo usando la sefial de BAO
(Alam et al., 2016) y mediciones de distancia con Supernovas Ia (Betoule et al., 2014). Se
muestran los pardmetros explorados y posteriormente un pardmetro derivado (Hp). Se reporta
el estimador x? y dos criterios de informacién: Akaike y Bayesiano. Valores de x? redondeados
a la 3a cifra significativa. En el caso w(z)y=3 no se alcanzé convergencia en las cadenas, por

ello no se reporta el estimador ni los criterios de informacién.

cerca del cero (esto se explica con mds detalle en la discusién de resultados ge-
nerales para Di, abajo). Por otro lado, notaremos que el corte en el espacio {w,
we, Qpp} muestra: una tendencia en el valor de wy, por tomar valores hacia el
cero y un fenémeno de “doble maximo” en los pardmetros w. y Qpg, es decir,
ademds del maximo global representado por el pico en la funcién de probabilidad,
tenemos un maximo local en ambos casos. Este fenomeno se discute mas abajo
en la discusion de resultados generales para D;. Finalmente, encontramos que el
valor de la cte. de Hubble al dia de hoy Hy es compatible con las mediciones de
Planck, con un valor alrededor de los 68 km/s/Mpc.

5.3.2. Caso w(z)y=2

Las distribuciones resultantes de w(z)y—2 se muestran en las Figuras D.5 y D.6.
Nos referimos a estas graficas para el siguiente analisis.

Los pardmetros de la ecuacion de estado (bg, by, by) muestra lo siguiente: la ecua-
cién de estado al dia de hoy (by) se encuentra bien restringida al igual que en el
caso anterior; el parametro intermedio b; tiene una dispersion considerable alre-
dedor de su media, aun asi, , se encuentra bien acotado como lo muestra la grafica
D.6 ademas de que no presenta degeneraciones y de hecho muestra cierto grado
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| BAO+SN
A-CDM CPL BA

Param | Best fit mean £68% | Best fit mean 68 % | Best fit mean 68 %
1009Q,h% | 2.117 2.1270-26 1.625 1.19670 32 1.651 1118704,
Q.h? 0.1258  0.12715012 | 0.1488  0.17517001, | 0.1478  0.179370 538
wo -1 -1 ~1.102  —1.01173%2 | —1.09 ~1.0792
wy 0 0 —0.1441  —2.13372,, | —0.1254  —1.3367}2
Qpr 0.6857  0.68271003 | 0.6483  0.5989700%1 | 0.6507  0.592270 033
Hy 68.39 68.3975-61 68.5 68.2975-51 68.59 68.35105,
x> 686.041 686.001 686.022

AIC 692.041 696.001 696.022

BIC 705.873 719.055 719.075

Tabla 5.2: Mejores ajustes (best fit) y cotas de confianza del 68 % (1) para el modelo A-CDM
y las parametrizaciones CPL y Barboza-Alcaniz, derivados de un analisis MonteCarlo usando la
sefial de BAO (Alam et al., 2016) y mediciones de distancia con Supernovas la (Betoule et al.,
2014). Se muestran los pardmetros explorados y posteriormente un pardmetro derivado (Hy).
Se reporta el estimador x? y dos criterios de informacién: Akaike y Bayesiano. Valores de 2

redondeados a la 3a cifra significativa.

de correlacién con el pardmetro de energia oscura (revisar la interseccién by vs
Qpg). El pardmetro by que representa la ecuacion de estado a tiempos tempranos
(cuando z > 1) muestra una evidente degeneracién: la funcién de probabilidad
esta dispersa a lo largo del intervalo de exploracion, podemos confirmarlo obser-
vando la grafica triangular D.6: en las intersecciones entre by y Hy, ba y Qpg, bo
y bo v by y b1: notaremos que cualquier valor que tome by no afecta el valor de sus
contrapartes. Lo que nos puede sugerir esta observacién son dos cosas: a) que en
particular la propuesta w(z)y—o estd degenerada en su parametro extremo by o
que b) los datos en D; en particular son incapaces de restringir el valor de w(z)
para z’s grandes. Tendria sentido ya que este conjunto de datos comprende z’s
entre 0.01 y 1.2, las cuales no son lo suficientemente grandes como para que by
domine efectivamente sobre by y b; dentro de la ecuacion de estado. Sin embargo,
nos faltaria conocer los resultados con Dy para tener una perspectiva més clara.

En el caso del espacio {wp, we, Qpr} notamos los mismos fenémenos que en el
caso anterior: una tendencia de wj, hacia valores cerca del cero y el fenomeno
de doble méximo en w. y Qpg; esta tltima observacion podria tener al menos
dos interpretaciones: a) los datos en D; no tienen un poder de restriccién sobre
los parametros fisicos 6 b) la parametrizacion w(z)y es incapaz de reproducir
con precision la cantidad de materia y energia oscura, para tomar una postura
es necesario conocer los resultados con Ds. Finalmente, al igual que en el caso
anterior, el valor de Hy esta bien restringido y es compatible con las mediciones

de 68 km/s/Mpc.
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5.3.3. Caso w(z)y=3

Las distribuciones resultantes de w(z)y—3 se muestran en las Figuras D.7 y D.8.
Nos referimos a estas graficas para el siguiente analisis.

El caso N=3 no es concluyente. Notemos cémo los parametros (by, by, bs, b3) se
encuentran dispersos a lo largo de varios ordenes de magnitud; en el caso de by y
bs es evidente la no-gaussianidad de la funcién de distribucion de probabilidad. El
hecho de que la funcién de distribucion esté dispersa sobre un volumen tan amplio
del espacio de parametros nos indica evidentemente que las cadenas no alcanzaron
la convergencia necesaria (i.e. la condicién R-1 < 0.01 no fue satisfecha), por més
que se utilizaron elecciones de longitud de cadenas (N), tamano de paso (f),
niumero de cadenas y eleccién de priors, consistentes con los casos N=1 y N=2
-en donde si se obtuvo convergencia y distribuciones gaussianas-. La razén detras
de esta incapacidad de converger resulta ambigua para mi hasta este momento,
pero el alto niimero de grados de libertad deberia al menos decirnos que no es
una cuestion relacionada con los datos ni con una falta de informacién, sino con
algiin problema inherente a la parametrizacién. Optamos por seguir en el analisis
y pasar a los resultados con Dy antes de emitir alguna hipétesis.

Mientras que wy, w. v {2pg si estan bien definidas y no presentan los fenémenos
que vimos en los casos N=1 y N=2 (tendencia hacia el cero en w;, y doble méximo
en los otros dos), el andlisis estadistico nos obliga a decir que este resultado no es
valido: sélo wy v w, lograron convergencia, mientras que los demas parametros,
incluido Hj presentan baja o nula convergencia, con valores de R-1 alrededor del
0.9 o 1. La observacién relevante aqui es que pareceria ser que nuestra propuesta
w(z)y, al menos usando Djp, tiene un numero de pardmetros limite antes de
volverse degenerada. Una discusion més detallada sobre el criterio de convergencia
puede consultarse en el apéndice E.

5.3.4. Caso A-CDM

Las distribuciones resultantes de A-CDM se muestran en las Figuras D.1 y D.2.
Nos referimos a estas graficas para el siguiente analisis.

En este caso, la funcion de distribucién de probabilidad se encuentra bien acotada
dentro de un volumen pequeno en el espacio de parametros. Nétese que todos los
parametros tienen una distribucién gaussiana y el parametro de Hubble al dia de
hoy también es compatible con la medicién de 68 km/s/Mpc.

5.3.5. Caso CPL

Las distribuciones resultantes de la parametrizacion CPL se muestran en las Fi-
guras D.9 y D.10. Nos referimos a estas graficas para el siguiente andlisis.
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Aunque CPL es equivalente a w(z)y=1, como se vi6 en el Capitulo 3, estas pa-
rametrizaciones estan escritas en distintas variables, asi que, aunque by tiene el
mismo significado fisico que wy, los pardmetros b; y w; representan distintas co-
sas: el valor de w(z) para z’s grandes y la derivada de w(z) con respecto de z,
respectivamente. Es por ello que hacemos este analisis, ademaés del ya presentado
para el caso N=1.

La ecuacién de estado al dia de hoy (wg) se encuentra bien restringida alrede-
dor del -1.01, mientras que el valor de w; muestra un comportamiento similar
al obtenido en w(z)y: una dispersién hacia valores mas negativos y un efecto
de distribucién “cortada” alrededor del cero. A su vez, Unicamente w;, muestra
el comportamiento antes visto en N=1 y N=2: tendencia en la distribucién de
probabilidad de tomar valores hacia el cero; mientras que w, y {2pg no presentan
el fenémeno de “doble maximo” antes visto.

5.3.6. Caso BA

Las distribuciones resultantes de la parametrizaciéon BA se muestran en las Figu-
ras D.11 y D.12. Nos referimos a estas graficas para el siguiente analisis.

Los resultados de la parametrizacién Barboza-Alcaniz son muy similares a los
obtenidos con CPL, notaremos unicamente un cambio perceptible en la cota sobre
la distribucion de probabilidad de w;: mientras que con CPL el valor de w; se
extiende desde el cero hasta ~ —7.8, el mismo parametro se encuentra mejor
acotado con BA, extendiéndose desde el cero hasta ~ —4.0. Se observa la misma
tendencia de wy por tomar valores hacia el cero, lo mismo para wy.

5.3.7. Discusion, resultados generales.

Para discriminar posibles resultados generales, se muestra en la Figura 5.2 la
superposicion de todos los resultados obtenidos con el conjunto de datos D;.

Ecuacién de estado al dia de hoy (py). En todos los casos (w(2)n=1,2, CPL
y BA), los datos restringen bien la ecuacién de estado al dia de hoy (a través de
by 0 wp).

Parametro b; (w(z)y—1) o parametro w; (CPL, BA). Por un lado, b
representa la ecuacion de estado en tiempos tempranos en N=1 y w; qué tan
dependiente de z es la ecuacién de estado w(z) CPL y BA. A pesar de que las
interpretaciones fisicas son ligeramente distintas, los resultados nos muestran un
comportamiento similar: estos pardmetros tienden al cero pero no logran cruzar
hacia valores positivos mostrando estas que llamamos “gaussianas cortadas”. Una
posible explicacion tiene que ver con que la ecuacién de estado en z’s grandes no
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w(z)n=2
w(z)n=1
cPL

BA
A-CDM

0.248
3 0153

0.0584
0
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Figura 5.2: Comparacién de resultados entre modelos w(z) y=1, w(z) y=2, CPL, BA y A-CDM
usando datos de BAO+SN (Dy).

puede ser mayor a —1/3, como se vio en Capitulos anteriores. Esta restriccién esté
codificada dentro de MontePython y se manifiesta en estas “gaussianas cortadas”.
Independientemente de la eleccién de priors, el coédigo fuerza a la ecuacion de
estado a no cruzar el 0. No obstante, el hecho de que los valores estén centrados
alrededor del -1, es decir, que incluya al -1 dentro de la regiéon de confianza del
68 % para N=1) nos dice que estas parametrizaciones son compatibles con A-
CDM.

Parametros fisicos. El caso “ejemplar” es A-CDM (contornos amarillos): to-
dos los parametros fisicos (w) se encuentran bien restringidos y su funcién de
distribucién de probabilidad es gaussiana. El efecto de “doble maximo” observa-
do en los casos N=1 y N=2 no es visible en las parametrizaciones CPL y BA.
Esto nos podria indicar que nuestra propuesta de parametrizacién es mas
débil a la hora de restringir estos parametros de densidad. El valor de
Hy es consistente a lo largo de todos los modelos probados, centrado alrededor
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del 68.5. Se observa una evidente tension entre las parametrizaciones y el modelo
A-CDM en las cantidades fisicas, mantengamos esto presente antes de analizar
los resultados con D,.

Resultados Cuantitativos. Como lo muestran las Tablas 5.1 y 5.2, los crite-
rios AIC y BIC indican que el modelo que mejor se ajusta a los datos es A-CDM,
seguido por w(z)y=1, CPL, BA y finalmente w(z)y—2. En el caso de las para-
metrizaciones bidimensionales (CPL, BA y N=1) ya que el nimero de grados de
libertad v es igual en los tres casos, puede hacerse una comparacion utilizando el
estimador >

BAO + SN

Modelos O distance
(A-CDM, N=1) | 0.1180
(A-CDM, N=2) | 0.2999
(A-CDM, CPL) | 0.0247
(A-CDM, BA) 0.0121

Tabla 5.3: Distancia sigma entre el modelo base A-CDM y los demds modelos probados con
el conjunto de datos D;. Redondeado a la cuarta cifra significativa.

BAO + SN

Modelos ABIC
(A-CDM) 0

(A-CDM, N=1) | 26.246
(A-CDM, N=2) | 39.127
(
(

A-CDM, CPL) | 26.403
A-CDM, BA) | 26.423

Tabla 5.4: ABIC para todos los modelos probados con D;. La preferencia por el modelo
A-CDM sobre los demds es muy fuerte bajo este criterio.

= ; Qué modelo es favorecido por el conjunto de datos D;?

Los criterios AIC y BIC apuntan al modelo estandar A-CDM.

» ;Cudl de las tres parametrizaciones w(z)y=1, CPL 6 BA, estd favorecida
por los datos?
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BAO 4+ SN
Modelos ABIC
(N=1) 0

(N=1, CPL) | 0.157
(N=1, BA) | 0.178

Tabla 5.5: ABIC para los modelos con dos parametros libres (N=1, CPL y BA). Bajo este
criterio, los modelos candidato CPL y BA son casi tan buenos como N=1.

Desde una perspectiva estadistica, los criterios AIC y BIC apuntan a nuestra
propuesta w(z) y—; sobre CPL y BA. Al comparar los valores de x* notamos
una ligera mayor probabilidad de obtener los datos D; dado el modelo
w(z)n=1, posteriormente y en orden CPL y BA.

= ; Qué tan parecidos son los modelos?

Desde un enfoque de distancia-sigma (Tabla 5.3), la tensién entre el modelo
estandar y los demas modelos es siempre menor a 0.30. Ambas observaciones
nos confirman que los modelos concuerdan fuertemente con A-CDM, pues
Odistance < 0.30 se cumple en todos los casos. A su vez, las parametrizaciones
con mismos grados de libertad (N=1, CPL y BA) tienen una diferencia
porcentual Ax? menor al 0.03 %

= ; Qué observaciones relevantes hay al asumir un enfoque bayesiano?

El criterio BIC castiga estrictamente a modelos con un ntmero alto de
parametros libres, notamos que modelos con 2 o 3 parametros libres mas
que A-CDM se ven seriamente castigados (Tabla 5.4) pues la preferencia
por el modelo estandar es muy fuerte por sobre los demdas. Al comparar
parametrizaciones con los mismos grados de libertad (Tabla 5.5) notamos
que no hay preferencia considerable sobre ningiin modelo en particular,
puesto que ABIC< 2, se puede decir que los tres modelos son practicamente
iguales.

5.4. Escenarios a tiempos tempranos (Dy: CMB+BAO+SN).

Con el conjunto de datos D, se tienen datos hasta la superficie de ultima dis-
persion, alrededor de z ~ 1100. Reporto los resultados en las Tablas (5.6 y 5.7).
Desde un enfoque estadistico, los criterios AIC y BIC indican que este conjun-
to de datos favorece al modelo A-CDM, posteriormente N=1, N=2 y finalmente
N=3 como el modelo con menos evidencia a su favor. Discriminando entre las
tres variantes de nuestra propuesta w(z)y, la probabilidad de obtener los datos
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5. RESULTADOS

Dy es mayor dada la variante N=1. La Figura 5.3 muestra los cuatro modelos
probados.

Los contornos de confianza de 1o y 20 (68 % y 95 %) para cada modelo probado
con el conjunto de datos D se presentan en la segunda seccion del apéndice de
graficas (D).

Equation of State (CMB+BAO+SN)

0.1 1 10 10% 103 10°

Figura 5.3: Gréfica de la ecuacién de estado de las tres variantes de la parametrizacion w(z)y
(N=1,2,3) y el modelo A-CDM. Las graficas corresponden a los valores del mejor ajuste (best
fit) derivado de un andlisis MonteCarlo de dichos modelos usando datos de CMB, BAO y
Supernovas.

5.4.1. Caso w(z)y=1

Las distribuciones resultantes de w(z) y—1 se muestran en las Figuras D.15 y D.16.
Nos referimos a estas graficas para el siguiente analisis.

En primer lugar notaremos que ambos parametros de la ecuacién de estado (by,
b1) se encuentran bien restringidos; notemos que tanto by como b; incluyen al
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5.4 Escenarios a tiempos tempranos (Dy: CMB+BAO+SN).

CMB+BAO+SN |
w(z)N=1 w(z) N=2 w(z)N=3

Param | Best fit mean £68% | Best fit mean £68% | Best fit mean £68 %
100Q,h? | 2.238 2.23870:01% 2246 2.237H0015 2239 2.237F001
Q.h? 0.1191  0.1192%0:G015 | 0.1187  0.119770:0015 | 0.1189  0.119774:(03
10194, 2264 224570070 2227 22367000 2243 2.2357007
g 0.9697  0.9699700015 | 0.9703  0.96881000%7 | 0.9696  0.968870002,
Treio 0.09225  0.0877710 015 | 0.08472  0.085157001% | 0.08768  0.085017001%

12 2 42
bo —-0.9266 —0.92427013 | —1.207  —1.2697037 | —1.187  —1.2591532
by ~1.28  —1.331753% | 0.05036  0.697673F | —1.918  —0.7239737
b - - 3429  —4.632%25 | —1.017  —3.6247%)
bs - - - - 516  —4.793%19
Qpr 0.6961  0.69687000% | 0.7012  0.700670:0055 | 0.7029  0.70061900%
Hy 68.24 68357070 | 68.73  68.9170%% | 6897 689170
Zreio 11.19 1075117 10.49 10.5211°7 10.78 10517777
o8 0.8471  0.8453*0015 | 0.8422  0.8535%005 | 0.8501  0.85347003

. 4 .

Qp, - - 0.3002  0.300710:00% | 0.2985  0.300715:005%
X2 11975.636 11974.718 11974.605
AIC 11991.6 11992.7 11994.6
BIC 12040.3 12047.5 12055.5

Tabla 5.6: Mejores ajustes (best fit) y cotas de confianza del 68 % (10) para la parametrizacién
en sus tres versiones w(z)n=1,2,3, derivados de un analisis MonteCarlo usando el espectro de
temperaturas del CMB + datos de polarizacién en los multipolos bajos (Ade et al., 2016b); la
sefial de BAO (Alam et al., 2016) y mediciones de distancia con Supernovas la (Betoule et al.,
2014). Se muestran los pardmetros explorados y posteriormente cuatro pardmetros derivados.
Se reporta, el estimador x? y dos criterios de informacién: Akaike y Bayesiano. Valores de y?2

redondeados a la 3a cifra significativa.

valor de -1 dentro del intervalo de confianza 1o, asegurando la compatibilidad
con el modelo estandar. Se observa también la ausencia del fenémeno de “doble
maximo” visto en las distribuciones de w. y {pg con el conjunto de datos Dy,
asi como wj, que ya no presenta valores hacia el cero, sino que se encuentra bien
acotada alrededor del 0.0224. Por otro lado, los parametros del espectro primor-
dial de potencias (As, ns) y la época de reionizacién (Teio 6 Zreio) NO presentan
distribuciones de probabilidad con fenémenos en particular que merezcan men-
cionarse. Finalmente, el valor de Hy es compatible con las observaciones de 68

km/s/Mpc.
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| CMB+BAO+SN |
A-CDM
Param | Best fit mean 68 %
100Q,h2 | 2.248 2.24815-016
Q.h? 0.1176  0.1176+5:9%1
10194, 2.27 2.2660578
ns 0.9737  0.973579:0033
Treio 0.09574  0.0942875-017
Qpe 0.7009  0.7007+5:995¢
Hy 68.43 68.427041
Zreio 11.43 11.27+1¢
o8 0.8369  0.83679914
Qn 0.3005  0.30077950%3
X2 11976.244
AIC 11988.2
BIC 12024.8

Tabla 5.7: Mejores ajustes (best fit) y cotas de confianza del 68 % (1o) para el modelos
estandar A-CDM derivados de un andlisis MonteCarlo usando el espectro de temperaturas del
CMB + datos de polarizacién en los multipolos bajos (Ade et al., 2016b); la sefial de BAO
(Alam et al., 2016) y mediciones de distancia con Supernovas Ia (Betoule et al., 2014). Se
muestran los pardmetros explorados y posteriormente cuatro parametros derivados. Se reporta
el estimador x2 y dos criterios de informacién: Akaike y Bayesiano. Valores de x? redondeados

a la 3a cifra significativa.

5.4.2. Caso w(z)y=2

Las distribuciones resultantes de w(z) y—o se muestran en las Figuras D.17 y D.18.
Nos referimos a estas graficas para el siguiente analisis.

Notamos resultados similares al caso N=1 para los pardmetros fisicos (wp, we,
wpp, As, Ns, Treio): distribuciones gaussianas de probabilidad, con dispersiones
alrededor de la media del mismo orden que las obtenidas en N=1. Los parametros
de w(z) muestran una buena restriccién en by, sin embargo, con ~ el doble de
dispersién que la obtenida en N=1. El parametro intermedio b; muestra una
distribucion de probabilidad aceptable, bien definida aunque con una dispersion
considerable; mientras que la ecuacién de estado para z’s grandes (bg) muestra
una evidente degeneracién, ésta se hace mas obvia al observar la figura D.18: las
intersecciones entre by y cualquier otro parametro muestran que para un mismo
valor de cierto parametro arbitrario, by puede encontrarse indistintamente entre
0y-8.

80



5.4 Escenarios a tiempos tempranos (Dy: CMB+BAO+SN).

5.4.3. Caso w(z)y=3

Las distribuciones resultantes de w(z) y—3 se muestran en las Figuras D.19 y D.20.
Nos referimos a estas graficas para el siguiente analisis.

Observamos lo mismo que en los dos casos anteriores: parametros fisicos bien aco-
tados y con distribuciones de probabilidad gaussiana. En el caso de los parametros
de la ecuacién de estado notaremos que la ecuacion de estado al dia de hoy (by)
sigue bien restringida por los datos, con una dispersion ligeramente més grande
que en el caso anterior, pero del mismo orden de magnitud. Los parametros inter-
medios b; y by aunque presentan una dispersion considerable, tienen un pico en
la distribucion de probabilidad bien definido, sin degeneraciones. Finalmente, el
pardmetro extremo by (b3), al igual que en el caso N=2 se encuentra degenerado.

Puesto que la degeneracion del parametro by tanto en el caso N=2 como en
N=3 es algo presente tanto en los resultados con D; como con Ds, esto pareceria
sugerir que el problema podria no consistir en el uso de datos a z’s grandes, sino
mas bien en la forma de la parametrizacién. Discutiremos esto en la seccién de
resultados generales.

5.4.4. Caso A-CDM

Las distribuciones resultantes de A-CDM se muestran en las Figuras D.13 y D.14.
Nos referimos a estas graficas para el siguiente analisis.

Al igual que en los resultados obtenidos con Dy, en este caso A-CDM se mantiene
como el modelo de referencia. Notemos las distribucién de probabilidades muy
bien definida y acotada en un pequeno volumen del espacio de parametros, mas
pequeno que el de los demas modelos.

5.4.5. Discusion, resultados generales.

Para discriminar posibles resultados generales, se muestra en la Figura 5.4 la
superposicion de todos los resultados obtenidos con el conjunto de datos Ds.

Ecuacién de estado al dia de hoy (by). En todos los casos estudiados la
ecuacién de estado al dia de hoy (by) esté bien restringida por los datos. Notemos
que el valor -1 se encuentra siempre dentro del intervalo de confianza 1o (Fig.
5.4).

Ecuacién de estado en z — oo (by). En el caso més sencillo N=1 el parame-
tro by se observa bien restringido. Se observé que a partir del caso N=2 el parame-
tro by se vuelve degenerado. En el caso N=2 el parametro b, se tienen cotas
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abiertas al menos desde 0 hasta ~ -8. Finalmente, en el caso N=3 la degenera-
cion de by parece aumentar pues la distribucion de probabilidad ni siquiera tiene
un maximo bien definido.

Evidentemente el parametro by esta nulamente restringido por los datos, cosa
que se observd desde la prueba de N=2 con el conjunto de datos D; y ahora
se confirma también para N=3. Esta observaciéon nos lleva a pensar que para
variantes de w(z)y con més de dos grados de libertad extra (N=2,3), el pardmetro
by es imperceptible a los datos.

» Fisicamente, el hecho de que by esté degenerado podria reflejarnos que
estamos trabajando con datos que no restringen fuertemente w(z) a z’s
grandes o, por otro lado, que la energia oscura es despreciable con respecto
a otros fluidos a z’s grandes. Hay razones para ir con cuidado en esta ultima
hipétesis ya que existen propuestas como la energia oscura temprana (Early
Dark Energy) (Amendola and Tsujikawa, 2010, pp. 149 - 153) que han
resultado como posibles explicaciones en modelos paramétricos de energia
oscura dindmica (Doran and Robbers; 2006).

= Fenomenologicamente, el parametro by se vuelve innecesario para describir
la dinamica a medida que N aumenta, sugiriendo la posibilidad de anular
su accién dentro de w(z) haciendo by = 0 para N> 2.

Parametros intermedios (b,). Los p. intermedios de w(z)y—2 y w(2)n=3 pre-
sentan cierto grado de constriccién, a comparacion de un parametro bien restrin-
gido como by notaremos que los b, tienen un mayor grado de incertidumbre,
aunque no lo suficiente como para hablar de una degeneracién, como se vi6 en
el andlisis de by. Como observacion general se puede decir que el conjunto de
datos D si es susceptibles a los parametros intermedios b,.

Una observacién general sobre los parametros b es que a medida que N crece, la
distribucion de probabilidad de cualquier pardametro distinto de by se vuelve mas
ancha, sugiriendo un aumento en el grado de incertidumbre de los mismos. Esto
tal vez no tenga que ver con la fisica sino con el hecho de que la ecuacién de
estado al dia de hoy es un dato mas o menos bien calculado, pero carecemos de
informacion sobre la misma para z’s cada vez mas grandes.

Parametros fisicos. La grafica 5.4 nos muestra que el conjunto de parametros
fisicos (wpy, we, Ho, QpE, As, Ns, Treio, 0s) esta bien restringido en todos los casos.
Se observa ademads el modelo A-CDM en los contornos color amarillo, mostrando
que son del mismo orden que nuestro modelo y ademéas compatibles, pues en todos
los parametros el limite de confianza 1o se sobrepone para N=1,2,3 y A-CDM y
con so6lo ligeras desviaciones en el maximo de probabilidad.
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Figura 5.4: Comparacién de resultados entre modelos w(z)n=1, w(2)n=2, w(z)n=3 y A-CDM
usando datos de CMB+BAO+SN (D5). Se muestra el pardmetro by més no los pardmetros
intermedios b, ni by pues la nomenclatura se intersecta para distintos casos (e.g. by = by
para N=2 pero by es pardmetro intermedio en N=3). Para consultar resultados individuales

(N=1,2,3) pasar al apéndice de graficas.

La observacién relevante aqui es que nuestra propuesta, probada con datos del
CMB (D) tiene una buena restriccién de cantidades fisicas, del orden del modelo
estandar. Contraponiendo esta observacion a lo visto en el andlisis con Dy, es
evidente que el uso de datos de CMB resuelve el fenomeno de dobles maximos en
w. vy Qpg v las tensiones entre A-CDM y w(z)y con los pardmetros wy, y Qpg. La
razén detras de esta “conciliacién” debe estudiarse ain.
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—=7.51 BAO+SN
CMB+BAO+SN

175 —1.50 —125 —1.00 —0.75 —050 —0.25
b0y

Figura 5.5: El plano by — b; para el modelo N=1. Las linea punteadas representan los valores
necesarios para recuperar el modelo estandar. En ambos casos A-CDM estéd contenido dentro del
intervalo de confianza lo. No muestra una tendencia clara hacia un modelo tipo quintaesencia

o tipo fantasma, sino uno que oscila entre ambas formas de campo escalar.
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Figura 5.6: El plano by — b, para el modelo N=2. Las lineas punteadas representan
los valores necesarios para recuperar el modelo estdndar. En ambos casos (BAO+SN) y
(CMB+BAO+SN), A-CDM se encuentra dentro del intervalo de confianza del 68 %. Del lado
izquierdo notamos una tendencia hacia un modelo tipo quintaesencia, mientras que el resultado

del lado derecho no es concluyente ya que el parametro b, tiene una degeneracion.

Revisitando el caso N=3. Como se vio con anterioridad, el caso N=3 se vio
severamente desechado al usar el conjunto de datos D;. Un anélisis apresurado
nos llevarfa a pensar que, en general, hacer la expansién de w(z)y hasta N=3 es
innecesario y que, variantes de w(z)y con mas de 3 pardmetros libres son irres-
trictibles por los datos o que la parametrizacién esté inherentemente degenerada
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Figura 5.7: El plano by — b, para el modelo N=3. Las lineas punteadas representan
los valores necesarios para recuperar el modelo estdndar. En ambos casos (BAO+SN) y
(CMB+BAO+SN), A-CDM se encuentra dentro del intervalo de confianza del 68 %.

para un numero alto de parametros. Sin embargo, la grafica 5.10 nos muestra
que al usar el conjunto de datos Dy se resuelve la mayoria de las degeneraciones.
Es evidente que usar datos de CMB restringe exitosamente una parametrizacion
anteriormente degenerada (salvo la degeneracién de by, ya analizada). Una po-
sible interpretacion es que ciertos datos (en este caso, CMB) si son susceptibles
a parametrizaciones “extensas” como w(z)y—3 mientras que combinaciones de
datos como D; sélo logran restringir hasta cierta potencia (N=2), degenerandose
en casos con N mayor.

Como observacién puntual podemos decir que la parametrizacién w(z)y tiene un
bajo grado de degeneracién, es decir, atin a potencias grandes (N=3) los parame-
tros siguen siendo bien restringidos por los datos, esto siempre a reserva de la
eleccién del conjunto de datos.

A modo de evidencia, presentamos las siguientes graficas donde comparamos la
misma variante de la parametrizacion pero usando distinto conjunto de datos.
Notaremos que el conjunto de datos D5 restringe de mejor manera los parametros
fisicos (en los tres casos), mientras que en ciertos casos mejoran la restriccién de
los parametros b, por ejemplo en la grafica 5.8 el valor de b; estd visiblemente
mas restringido; en la grafica 5.9 la restriccién no mejora al usar CMB, pero se
mantiene del mismo orden; el caso mas llamativo e importante es el de N=3, como
va se ha visto, en la grafica 5.10 podemos ver como al usar CMB la restriccion
de by, by, by y b3 aumenta excepcionalmente: un resultado antes degenerado y sin
convergencia (contornos color gris) logra converger y restringirse al anadir esos
datos (contornos color verde).
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Figura 5.8: Comparacién de resultados entre conjunto de datos D; (contornos verdes) y Ds

(contornos azules) para la parametrizacién w(z)y=1.
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Figura 5.9: Comparacién de resultados entre conjunto de datos D; (contornos azules) y Do

(contornos amarillos) para la parametrizacién w(z) y=2.
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Figura 5.10: Comparacién de resultados entre conjunto de datos D; (contornos grises) y Do

(contornos verdes) para la parametrizacién w(z)y=3.

Resultados Cuantitativos.

Los resultados que se presentaron en las Tablas

5.6 y 5.7 muestran que tanto AIC como BIC apuntan a A-CDM como el modelo
con mayor evidencia a su favor, seguido por w(z)y=1, w(2)ny=2 ¥ w(2)N=3, €n ese

orden.

CMB + BAO 4+ SN

Modelos

O distance

(A-CDM, N=1) | 0.3349
(A-CDM, N=2) | 0.7286
(A-CDM, N=3) | 0.7711

Tabla 5.8: Distancia sigma entre el modelo base A-CDM y los deméds modelos probados con
el conjunto de datos Do= CMB + BAO + SN. Redondeado a la cuarta cifra significativa.

» ;Cudl es la variante de w(z)y favorecida por los datos de CMB+BAO+SN?
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CMB + BAO + SN

Modelos ABIC
(A-CDM) 0

(A-CDM, N=1) | 15.56
(A-CDM, N=2) | 22.73
(A-CDM, N=3) | 30.71

Tabla 5.9: ABIC para todos los modelos probados con Dy. La preferencia por el modelo
A-CDM sobre los demds es muy fuerte bajo este criterio.

CMB + BAO + SN

Modelos ABIC
(N=1) 0

(N=1, N=2) 7.17
(N=1, N=3) | 15.14

Tabla 5.10: ABIC para variantes del modelo w(z)y. Hay una evidencia muy fuerte a favor
del modelo N=1, descartando a sus contrapartes N=2,3.

Asumiendo un enfoque bayesiano, tanto AIC como BIC apuntan a un mo-
delo con menos parametros libres. Desde esta perspectiva, w(z)y=; seria el
modelo preferido por los datos.

= ; Qué tan parecidos son los modelos?

Fijandonos en la distancia-sigma (Tabla 5.8), la tension entre el modelo
estandar y los demas modelos es menor a 0.780 en todos los casos. Es evi-
dente que la distancia sigma aumenta al agregar datos de CMB, pero no
existe para ningun caso una tensién mayor o igual a 1. Por lo que la pro-
puesta w(z)y probada con el conjunto de datos Dy también es compatible
con el modelo estandar con una tensiéon < lo.

5.5. Constricciones a los modelos

Podriamos hacernos una idea de céomo afectan los resultados a la evolucién de
cantidades cosmoldgicas, por ejemplo, al usar datos de BAO+CMB pudimos notar
que las cantidades de bariones y materia oscura no estaban bien restringidas, esto
generaria un cambio directo en la evolucion de las cantidades cosmoldgicas, des-
plazando las épocas de equivalencia notablemente, como ejemplifico en la grafica
5.11 y su acercamiento a z’s cercanas en la grafica 5.12.
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5.5 Constricciones a los modelos

Notemos como los distintos modelos presentan distintas épocas de equivalencia
entre materia y energia oscura, que van desde z > 1 para N=2 hasta z ~ 0.3
para A-CDM. Por otro lado, vimos que al introducir datos de CMB, la restriccion
aumentaba considerablemente, logrando definir bien las mismas cantidades. Este
fenomeno se puede ver en la grafica 5.15 y su acercamiento en 5.16. Notese como
la época de equivalencia se define con precision.

Q(z) (BAO+SN)

1.04

0.8

0.6 4

0.4

0.24

0.0

0.1 1 10 100 1000

Figura 5.11: Evolucién de las densidades de radiacién, materia y energfa oscura dentro de los
modelos w(z)n=1, w(z)n=2 ¥y A-CDM. Segtin los best-fits obtenidos al correr con el conjunto

de datos D;: BAO+SN.

Otra observable importante es la evolucién del pardmetro de Hubble H(z), en la
grafica 5.17 se observa la evolucién conforme H(z)/(1+ z) desde una z ~ 3.5 has-
ta z=0, donde el factor (1+ 2)~! funge como “amplificador” del comportamiento
a z’s entre 0 y 1. Por otro lado podemos ver la desviacién porcentual de H(z)
con respecto de A-CDM en la parte inferior de la misma grafica. Notemos cémo
para el modelo N=2, existe una diferencia porcentual maxima del 15 % entre éste
y A; luego, alrededor de z=1 notamos que Hy—s = H,, coincidiendo con la épo-
ca de equivalencia materia-energia oscura. El modelo N=1 tiene una desviacion
porcentual mucho menor, que debemos tomar en cuenta pues N=1 es la parame-
trizacion preferida por encima de CPL y BA, notemos que muestra una evoluciéon
Hy—1 > H) para z’s mayores a ~ 0.3, oscila una vez alrededor del valor de Hy y
para z’s cercanas al cero toma un valor mayor al predicho por A-CDM, pero sélo
ligeramente mayor, como vimos en las graficas de distribucién de probabilidad
(consultar la dltima columna (Hy) de la Fig. 5.2).
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Q(z) (BAO+SN)
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Figura 5.12: Evolucién de las densidadesa de radiacién, materia y energfa oscura dentro de

los modelos w(z)y=1, w(z)Ny=2 ¥y A-CDM. Acercamiento a z’s cercanas.

Q(z) (BAO+SN)

w(e)n=1
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Figura 5.13: Evolucién de las densidades de radiacién, materia y energfa oscura dentro de
las parametrizaciones dos-dimensionales w(z)ny=1, CPL y BA. Segin los best-fits obtenidos al
correr con el conjunto de datos Di: BAO+SN.
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Q(z) (BAO+SN)
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Figura 5.14: Evolucién de las densidades de radiacién, materia y energfa oscura dentro de las

parametrizaciones dos-dimensionales w(z)y=1, CPL y BA. Acercamiento a z’s cercanas.

Q(z) (CMB+BAO+SN)
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Figura 5.15: Evolucién de las densidades de radiacién, materia y energfa oscura dentro de los
modelos w(z) =1, w(z)N=2, wW(z)n=3 ¥ A-CDM. Segtin los best-fits obtenidos al correr con el

conjunto de datos Dy: CMB+BAO+SN.
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(CMB+BAO+SN)
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Figura 5.16: Evolucién de las densidades de radiacién, materia y energfa oscura dentro de los

modelos w(z)y=1, w(z) =2, w(z)Ny=3 ¥ A-CDM. Acercamiento a z’s cercanas.

En la grafica 5.18 observaremos las evoluciones de H(z) de las tres parametri-
zaciones dos-dimensionales (N=1, CPL y BA), notemos cémo nuestra propuesta
w(z)n=1 tiene la menor variaciéon porcentual con respecto de A-CDM (< 2% en
su maximo), mientras que CPL y BA tienen una transicién suave y una oscila-
cién alrededor de z~ 0.6, respectivamente. Recordemos que N=1 es el modelo
favorecido por los datos, por encima de las parametrizaciones CPL y BA, segun
los dos criterios Bayesianos AIC y BIC.

Ademds, presentamos la grafica 5.19 en donde se observa la evolucién de H(z)
para los resultados obtenidos con el conjunto de datos Ds.

Por 1ltimo, graficamos el espectro de potencias de temperatura, calculado para
los modelos N=1,2 y 3 obtenido con los bestfits usando el conjunto de datos Dy
en la grafica 5.20. En la primera fila se graficaron las mediciones de Planck 2015
de los coeficientes multipolares DT definidos como,

e+ 1)CfT

DIT =
¢ 2

(5.1)

En la segunda fila se muestra la diferencia porcentual entre los modelos N=1,2,3
con respecto al modelo estandar, con las barras de error de los datos de Planck re-
calcadas. Finalmente, en la tltima fila se muestran las desviaciones en el espectro
con respecto a A-CDM.
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Figura 5.17: Evolucién del parametro de Hubble conforme (H(z)/(1 + z)). Se comparan en
esta gréfica los casos N=1 y N=2 de w(z)y segin los best-fits obtenidos al correr con datos de

BAO+SN. En el recuadro inferior se muestra la diferencia porcentual con respecto al modelo

estdndar A-CDM.
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BAO+SN
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Figura 5.18: Evolucién del pardmetro de Hubble conforme (H(z)/(1 + z2)). Se comparan en
esta gréfica las parametrizaciones dos-dimensionales w(z)y=1, CPL y BA segin los best-fits
obtenidos al correr con datos de BAO+SN. En el recuadro inferior se muestra la diferencia
porcentual con respecto al modelo estdndar A-CDM.
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Figura 5.19: Evolucién del pardmetro de Hubble conforme (H(z)/(1 + z)). Se comparan en
esta grafica los casos N=1 N=2 y N=3 de w(z) v ademé&s del modelo estdndar, segin los best-fits
obtenidos al correr con datos de BAO+4SN. En el recuadro inferior se muestra la diferencia
porcentual con respecto al modelo estdndar A-CDM.
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Planck 2015 TT Power Spectrum vs Parameterizations
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Figura 5.20: Espectro de potencias de temperatura calculado segiin los best-fits de los
modelos w(z)n=1, w(z)N=2, w(z)nN=g ¥ A-CDM al correr con el conjunto de datos Dsj:
CMB+BAO+SN. Se muestra también el espectro de potencias de temperatura medido por
el experimento Planck 2015, con sus respectivas barras de error. Se muestran tres graficas: los
DZTT calculados y medidos en la primera fila, la diferencia porcentual con respecto a A-CDM
con enfoque a la magnitud de las barras de error en la segunda fila y finalmente la diferencia

porcentual pero resaltando las desviaciones en el espectro con respecto al modelo estandar.
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Capitulo 6

Conclusiones y Perspectivas

6.1. Conclusiones

Con el afan de explorar posibles alternativas al modelo A-CDM, preciso pero
incompleto y con la persistente incégnita de la aceleracion césmica, se han abierto
ramales de trabajo tanto tedéricos como observacionales.

En anos recientes se ha notado interés y una relativa facilidad en trabajar so-
bre modelos paramétricos de la ecuacién de estado de Energia Oscura, modelos
que se han vuelto populares gracias a la creciente recopilacién y anélisis de en-
cuestas astrofisicas y cosmoldgicas, resultado directo de una reciente aceleracion
tecnoldgica en el campo observacional.

En el presente trabajo se propuso una forma paramétrica de la ecuacién de estado,
apodada w(z)y, que gracias a su flexibilidad permite competir no sélo con el
modelo estandar cosmoldgico sino con otras formas paramétricas reportadas en
la literatura.

El objetivo de esta tesis fue comparar exhaustivamente dichos modelos alterna-
tivos, haciendo uso de varios conjuntos de datos con el fin de descubrir si existe
alguna desviacién visible del modelo estandar hacia otra posible explicacion del
fenémeno de aceleracion césmica. Se concluye lo siguiente,

» Considerando escenarios a tiempos cercanos (D7), en donde la energia os-
cura podria ser una cantidad dominante, un analisis de todos los modelos
probados coloca a A-CDM por encima de los demas, seguido de N=1, CPL,
BA y N=2. Estadisticamente, nuestra propuesta no se ve favorecida lo su-
ficiente como para colocarse por encima del modelo estandar.

= Al querer conocer cudal es la mejor parametrizacion de entre las tres propues-
tas equivalentes probadas (w(z)y=1, CPL 0 BA), encontramos que w(z)y=1

1La variedad es tan extensa que seria excesivo y superficial presentarla aqui, recordamos al lector

consultar (Amendola and Tsujikawa, 2010).
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es preferida por los datos, segin el estimador y? asf como al usar un enfoque
Bayesiano, tanto AIC y BIC apuntan a w(z)y—1 por encima de CPL y BA.
La diferencia ABIC entre estos tres modelos indica que existe una evidencia
practicamente equivalente a favor de cualquiera de los modelos, sin embar-
go, desde un enfoque dindmico, el valor de x? sugiere que la probabilidad
de obtener los datos D; es mayor al suponer el modelo N=1.

» Al usar datos del CMB (en los cuales no se probaron las parametrizaciones
CPL ni BA) como lo muestran los criterios AIC y BIC, hay una preferen-
cia por el modelo mas sencillo: A-CDM. No obstante, es necesario recordar
que el objetivo de probar la propuesta con datos de CMB fue ver si el mo-
delo era capaz de restringir los parametros fisicos, pues los resultados con
Dy mostraron una pobre constriccion de dichos parametros. Como era de
esperarse, el conjunto de datos Dy restringe los parametros de forma co-
rrecta, aliviando la posibilidad de que las degeneraciones fueran intrinsecas
al modelo.

» Una comparacién entre las tres variantes de nuestra propuesta (N=1,2,3)
usando datos de CMB muestra que N=1 es el modelo favorecido por los
criterios bayesianos; i.e. con dos pardmetros libres w(z)y=; se ajusta mejor
a los datos que variantes de orden superior: menos parametros es mejor.

= Notamos ademads que los parametros libres de nuestra propuesta no sufren
de degeneraciones graves, salvo el parametro by dentro de las variantes N=2
y N=3. Lo cual indica que de todos los parametros libres, s6lo aquel que
representa la ecuacién de estado cuando z — oo estd mal restringido. Se
puede decir entonces que las encuestas astrofisicas/cosmoldgicas utilizadas
son sensibles a nuestra parametrizacién, algo dificil de lograr en general con
propuestas con mas de dos parametros libres.

= La parametrizacion también es capaz de reproducir la evolucion del factor
de Hubble (H(z)), la evolucién de las densidades energéticas y el espectro
angular de potencias de temperaturas del CMB, con desviaciones porcen-
tuales respecto a A-CDM menores al 2% en caso de usar D; y menores al
1.5% al usar el conjunto de datos D.

= En todas sus variantes, nuestra propuesta es compatible con el modelo A-
CDM pues las distribuciones de probabilidad al 1o de confianza son del mis-
mo orden que el modelo estandar, ademads, el estudio hecho con la distancia-
sigma indica que no hay tensiones considerables entre nuestra propuesta y

A-CDM.

= Aunque los datos de CMB ayudan a restringir cantidades importantes como
Wy, We 0 Ay, Ng Y Treio- La mejor forma de analizar una posible dinamica
de energia oscura es usando datos del universo tardio (BAO+SN), en este
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caso, nuestra propuesta se coloca por delante de parametrizaciones como
CPL o BA, aventajada tanto por criterios bayesianos como desde un enfoque
dindmico.

= Del enunciado anterior se puede concluir que, ya que w(z)y=1 es equivalente
a CPL -pero escrita en otras variables-, el presente trabajo muestra que las
variables de nuestra propuesta son mas eficientes que las de la parametri-
zacion CPL a la hora de describir una posible dinamica de energia oscura,
inclusive desde un punto de vista estadistico.

» La dindmica de nuestra propuesta (con datos D; y comparada con las otras
dos parametrizaciones CPL y BA) muestra un comportamiento tipo campo
quintaesencia hacia valores grandes de redshift.

En concreto, si se opta por el modelo que describa mejor una posible dindmica de
energia oscura, la propuesta w(z)y se posiciona como la mejor parametrizacion.
Usando tanto D; como Ds, es la variante N=1 aquella con mas éxito.

Si se toma a consideracién una perspectiva estadistica (como en los criterios AIC
y BIC), w(z)x no se ve favorecida sobre A-CDM, un resultado esperado dado el
numero alto de pardametros. Sin embargo, al comparar exclusivamente modelos
paramétricos (CPL, BA y N=1) se observa que w(z) y—1 es mejor modelo que CPL
y BA, tanto dindmicamente como estadisticamente. A su vez, como dinamica, una
variante mas alta (N mayor) de w(z)y siempre serd mejor, puesto que permite
mayor movilidad y ajuste; pero estadisticamente, tanto D; como Dy muestran
preferencia por w(z)y=1.

Cualquier propuesta que parta de la premisa de explorar la dindmica de energia
oscura debe considerar el significado fisico de los parametros. Sobre la misma
linea, si se adoptase descuidadamente un enfoque meramente estadistico, podria
descuidarse la interpretacion fisica de la propuesta, pues solo se estaria buscando
un modelo que obtuviera los mejores valores de los criterios estadisticos, sin tomar
en cuenta el posible significado de sus pardmetros. Se podria decir que el presente
trabajo ha tocado ambos puntos, tratando de no dejar lugar a ambigiiedades y
reconociendo que la interpretacion de este tipo de resultados no tiene una tnica
arista desde la cudl hacer el andlisis.

6.2. Perspectivas

Hemos presentado un anélisis completo del fondo cosmoldgico obtenido al usar
cierta parametrizacién de w(z)pg, dicho trabajo nos arrojé una comparacion es-
tadistica entre posibles modelos de energia oscura. Para completar el anélisis se
deberia proceder a analizar las cantidades perturbadas (espectro angular de tem-
peraturas, espectro de potencias de materia) y obtener las cantidades (densidad
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de fluidos cosmolégicos) utilizando teorfa de perturbaciones cosmolégicas. De aqui
se podria obtener una simulacién de la estructura a gran escala del universo (LSS)
y comparar con datos reales de dicha observacion. Confirmar o refutar que nues-
tro modelo es capaz de reproducir observaciones del universo tardio -las cuales
ya no se rigen por una teoria lineal- serfa, a grandes rasgos, uno de los posibles
pasos en el futuro de este trabajo de investigacion.
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Apéndice A
Métrica FLRW

En este apéndice derivaremos la métrica del fondo cosmoldgico Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker, con los parametros libres a(t) (factor de escala) y k (pardmetro
de curvatura). Ademds, se deriva la expresion del corrimiento al rojo como fun-
cién del factor de escala y el parametro de Hubble, cantidades necesarias para
abordar las secciones §2.2 - §2.5 de esta tésis.

A.1. Geometria del espacio-tiempo cosmoldgico

Se saben necesarias y suficientes cuatro cantidades para conocer la posiciéon y el
instante en que ocurre un evento: tres coordenadas espaciales y una temporal.
Asi, el desplazamiento infinitesimal en un espacio 4-dimensional (que también
puede interpretarse como el intervalo espacio-temporal entre dos eventos) estd
dado por

ds® = —(cdt)? + (dx)* + (dy)* + (dz)?

— (de®)? 4 (dxY)? + (da?)? + (da®)? (A.1)

Las coordenadas

I
Q
IS S

at

8 8 8 8

I
— uwe R

0
1
2
3
pueden expresarse como z# = (t,2') = (t,x). Para asegurar independencia ante
el observador y su eleccién de coordenadas es necesario introducir una métrica g,

que transforme coordenadas dependientes z* en un elemento de linea invariante
(Baumann, 2010, p. 5),

3
ds® = Z Gudxtde” = g, datdx” (A.2)

H,v=0
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A. METRICA FLRW

Asi, el intervalo ds? entre dos eventos arbitrarios debe conservarse, independien-
temente de la eleccion de coordenadas x*. Son conocidas ya las transformaciones
generales de coordenadas que dejan invariante a ds?:
. !
» Traslaciones z# — x# = z* + a*
= Transformaciones de Lorentz A que satisfagan:

! V/
9po = AZL Ao’ gu'v'

Si nos fijamos en el tensor métrico, en un espacio plano y sin interaccién gravi-
tacional, la métrica de Minkowski 7,,, se define como

-1 0 0 0
0 100 :

,r]/Ll/ - O O 1 O - dlag(_]'? 17 17 ]') <A3)
0 001

En relatividad general, por otro lado, la métrica asume los efectos de la gravedad
y se vuelve dependiente del 4-vector z*,

G = Gu(t, ) (A4)

la forma en que se da esta dependencia esta determinada por la distribucién de
materia y energia en cierta region o en la totalidad del universo; para una distri-
bucién arbitraria, por ejemplo, encontrar la métrica que genera esta distribucion
puede ser muy complicado.

Como se ha visto, el principio cosmoldgico establece que a escalas suficientemen-
te grandes, las contribuciones “pequenas” de curvatura se vuelven despreciables,
podemos asumir entonces que el universo, a escalas donde sea valido el prin-
cipio cosmoldgico, tiene curvatura constante. Suponiendo que a cada tiempo t,
dicha curvatura es la misma, resulta conveniente dividir la dimensionalidad 4
del espacio-tiempo en (3 + 1), es decir, una sucesiéon temporal de rebanadas es-
paciales de dimensién 3 y asi hablar de curvatura estrictamente en el espacio
tres-dimensional con coordenadas z° = {x!, 2% 23}.

Témese entonces una tres-variedad ¥ que contenga la informacién espacial z%; y
una direccién temporal continua R que represente la dimensién z°; de tal forma
que la totalidad del espacio-tiempo esta representado por la sucesién ordenada
de “rebanadas” espaciales R x Y. Por lo tanto, la geometria de cada rebanada
espacial a cierto tiempo t es constante y estd caracterizada por un desplazamiento
infinitesimal d¢?.
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(Cual curvatura? Ya que la curvatura es constante a lo largo de toda la
variedad, se tienen tres posibilidades: que sea positiva, negativa o igual a cero.

I

II

III

Curvatura cero:

El desplazamiento infinitesimal d¢? sobre un espacio Euclideo tres-dimensional
E3 es
d*(E?) = dx® = da” + dy® + d2* = §;da’dx? (A.5)

Coni,7=1,2,3

Curvatura positiva:

Se sabe que la curvatura de la esfera es positiva punto a punto. Para descri-
bir la 3-esfera S® enclavada en un espacio Euclideo cuatro-dimensional E*
necesitamos cuatro coordenadas espaciales 2% = {x,y, z,w}. La ecuacién de
S3 es entonces,

? +y 4+ 22 +w? =d?
m2+w2:a2,

donde a es el radio de S? y w = 2* es la coordenada espacial extra. Para este
caso el desplazamiento infinitesimal d¢? sobre la 3-esfera es,

d*(S?) = dz? + w? (A.6)

Curvatura negativa:

Anélogamente, una 3-variedad con curvatura negativa punto a punto es el

hiperboloide de una hoja H?, cuya ecuacién es,
Py —w?=a?

x? — w? = d?,

donde a es una constante real arbitraria. Por lo tanto

d*(H?) = dz? — w? (A7)

Notemos que las coordenadas z* tienen unidades de longitud. Si re-escalamos
x¥ — ax® para generalizar los casos I1 y 111, el elemento de linea d¢? que generaliza

S3 y H? es,

dt* = o® [da® + w?] con x?tw? =1 (A.8)

Podemos ver esta operacién como si transfieriera la dimensién de longitud de z* a
a. Las coordenadas 2* quedan adimensionales, mientras a asume dicha dimensién.
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Sin embargo, ahora que z* = w se ha vuelto adimensional, las tinicas cantidades
que mantienen sentido fisico son las coordenadas de la 3-variedad & = z°. Resulta
necesario expresar la ecuacién (A.8, lado izquierdo) tinicamente en términos de
x; para ello calculemos la derivada de (A.8, lado derecho):

dx*+uw?*=1) — d(z?) £dw?) =0
2¢ - dx £ 2w - dw =0
w-dw = Fx - dx

s (x-dz)?

—  dw® = 5
w
du? — (x - dx)?
1F x?

De tal manera que

M} (A.9)

dl* = a* de:t(
1F a2

que generaliza los casos II y III, esta expresado en coordenadas conocidas. Final-
mente, para generalizar el caso restante, basta con que (A.9) pueda reducirse a
(A.5). Agregar una constante k es suficiente

. 2
2 = o {de + k%} (A.10)

0 plano — curvatura cero
con k= +1 cerrado  — curvatura positiva

—1 abierto — curvatura negativa

La ecuacion (A.10) describe de manera general la geometria de la 3-variedad .

Ya que ¥ estd totalmente determinada por coordenadas espaciales z¢, cualquier
funcién arbitraria del tiempo f(t) dejard invariantes las simetrias de la variedad
(invariancia bajo rotaciones e invariancia bajo traslaciones). Siguiendo este razo-
namiento, supéngase que el parametro a no es una constante, sino una funciéon
arbitraria del tiempo a(t).

Finalmente, para calcular la métrica del espacio-tiempo, stimese la expresion ge-
neral d¢*> (A.10) a la entrada (o del elemento de linea (A.2), es decir

ds? = —dt* + d/*
(x . da:)2 (A.ll)

2 3.2 2 2
ds” = —dt* + a*(t) |dx +k1—kw2
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A.2 El parametro de Hubble

(a) M = 2-Esfera (b) y el plano tangente T, M

Figura A.1: Un 3-espacio con curvatura positiva constante es la 3-esfera, a este universo se le
llama cerrado y tiene la peculiaridad de contener lineas de mundo cerradas. Se muestra aqui

una 2-esfera S? como referencia.

El elemento de linea (A.11) con k = 0 se llama métrica Robertson-Walker plana,
no porque el espacio-tiempo que describe sea plano, sino porque la geometria de
las rebanadas espaciales es plana (Hartle, 2003, p. 367). De la misma manera, para
k =1y k= —1la métrica se llama cerrada y abierta, respectivamente’. En los
tres casos a(t) es una funcién arbitraria de ¢; cuando a(t) obedece las ecuaciones
de campo de Einstein, se habla de un wuniverso Friedmann-Robertson-Walker
(ibid) 6 Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) el cudl contiene
la informacién geométrica y energética de un universo con curvatura espacial
constante, homogéneo e isotrépico. El pardmetro a(t) se llama factor de escala
ya que actia precisamente de esa manera sobre las coordenadas. Nétese en (A.10)
que a debe cumplir a® > 0 para que el desplazamiento df? sea positivo en cualquier
punto «, las observaciones de Hubble restringen mas esta condicion, exigiendo que
a(t) > 0.

A.2. El parametro de Hubble

Hasta antes de 1929 el paradigma cosmolégico era el de un universo estatico y
poco cambiante. Independientemente de las modificaciones propuestas al modelo
estatico de Einstein, no existian pruebas concretas para saber si el Universo se
estaba expandiendo, contrayendo o si, efectivamente, era estatico. Entre 1919 y
1929, Edwin Hubble observa grupos de galaxias (en ese entonces llamadas Nebu-

!También se acostumbra usar los nombres De Sitter y anti-De Sitter, respectivamente
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(a) (b)

Figura A.2: Un 3-espacio con curvatura negativa constante puede ser el hiperboloide H?, a este
universo se le llama abierto pues se extiende indefinidamente. Se muestra aqui un hiperboloide

2-dimensional H? como referencia.

losas de Espiral) y a través de la observacién astronémica de una estrella variable
cefeida! situada en la nebulosa de Andromeda, determina su magnitud aparente
y absoluta y con ello la distancia entre Andrémeda y la Tierra. Repitiendo el pro-
ceso para un conjunto considerable de galaxias, descubre que la distancia entre
la Tierra y las galaxias esta aumentando.

En 1929, con base en estas observaciones, Hubble encuentra una correlacién en-
tre velocidad de recesién y distancia, de estas observaciones llega a conclusiones
importantes:

1 Existen galaxias mas alla del limite de la Via Lactea, por lo que el Universo
es al menos varias veces mas grande que ella.

11 La distancia entre las galaxias y la Tierra estd aumentando, desde nuestro
punto de vista las galaxias se alejan/receden.’

111 A mayor distancia, mayor es su velocidad de recesion, esta es evidencia clara
de que el Universo se estd expandiendo.

{Cémo cambian las coordenadas a medida que el universo se expande?
Las coordenadas z* = {z!, 2%, 23} se llaman coordenadas comoviles; multiplicadas

'La informacién que proporcionan estas estrellas sirve para determinar con mucha precisién su

distancia con respecto a nosotros.
2Estrictamente, es incorrecto siquiera decir que las galaxias se alejan de nosotros pues la nocién

de su velocidad con respecto a nosotros (aun) no estd bien definida. (Carroll, 1997, p. 64)
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A.2 El parametro de Hubble

Figura A.3: El 3-espacio con curvatura cero més sencillo es el espacio Euclideo 3-dimensional

R3, a este universo se le llama plano.

por el factor de escala: xjcis = a(t)z’ se llaman coordenadas fisicas. Si se comparan
dos rebanadas espaciales sucesivas ¥, y ¥/, veremos que la distancia comovil x(t)
entre dos puntos se mantiene constante a medida que a(t) crece, mientras que la
distancia fisica (o distancia propia) Dy;(t) entre dichos puntos crece junto con
a(t). La relacién entre ambas esta dada por

x(t) = 2eett) (A.12)

a(t)

Es muy importante mencionar que ninguna de estas distancias es una observa-
ble cosmoldgica, ya que no existe una manera “directa” de medirlas. Para esto
recurriremos a métodos mas especificos, en §2.6.

Para poner en practica estos conceptos, podemos calcular la expresién de la ve-
locidad fisica v}, de una galaxia

. da'y;, t) dz’ N da(t) . Y g
Ve = —— =alt)— + ——x =ax’ +ax
Fis = dt dt = dt
oa Al
= ax’ ‘I‘ —ZE}Z»S ( 3>
= v;ec + H 9’53%3
La velocidad fisica se descompone entonces en
1. la velocidad peculiar de la galaxia v}, = a(t)z’ y

2. el Flujo de Hubble Ha';,, donde hemos definido al pardmetro de Hubble
como
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Pr=(1.1)
Pi=(0.0) P2=(1.1)

P;=(0,0)

P1=(0,0)

Figura A.4: La distancia comovil d(Py, Py)/a(t) entre puntos permanece constante a medida
que el universo se expande, sin embargo, la distancia fisica si toma en cuenta los efectos de la

expansion, pues es proporcional al factor de escala.

=4 (A.14)

El flujo de Hubble esta determinado por el parametro de Hubble. A nivel local,
describe a qué velocidad nos alejamos con respecto de otros objetos (e.g. galaxias).
Al final del dia, es una medida de la velocidad de expansién del universo / del
espacio entre objetos contenidos dentro de éste.

El flujo de Hubble también define observadores comoviles. En otras palabras, dos
observadores son comoviles si y sélo si se mueven con el flujo de Hubble. Bajo este
razonamiento, es natural ver que la velocidad que un observador comovil mide
del otro es su velocidad peculiar, mas no su velocidad fisica. Sélo un observador
que se mueve con el flujo de Hubble observa un universo isotrépico.

A.3. Eleccion de coordenadas y corrimiento al
rojo (z)

Antes de estudiar la dindamica sobre la métrica FLRW, recordemos que para
generalizar los d(? para los tres casos de curvatura recurrimos a un re-escalamiento
x — ax y w — aw que transferfa la dimensién de longitud de (x,w) a a. Con
una eleccién especifica de coordenadas y haciendo uso de un re-escalamiento en
particular se puede devolver de manera evidente la adimensionalidad al factor de
escala, algo que nos interesa si queremos normalizar a a cierto valor al dia de hoy

(e.g. a(thoy = 1)).
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La forma de ~;; en (A.11) depende de la eleccién de coordenadas’. En esféricas

<r7 97 ¢)7

da® = dr? + r* (d6* + sin® 0d¢?)
x - dx = rdr
dQ? = d6? + sin® 0d¢?

y el elemento de linea toma la forma

dr?

1—Ekr?

ds® = —dt* + a*(t) { + erQﬂ (A.15)

Que corresponde a un tensor métrico FLRW en coordenadas esféricas:

—1 0 0 0
0 a*(t)/1— kr? 0 0

Jur =10 0 a>(t)r’ 0 (A.16)
0 0 0  a®(t)r?sin?0

T . . 2
Notemos que (A.15) es simétrico ante re-escalamientos, es decir ds? = ds'* cuando

r— a—Xa ; k— Nk (A.17)

,
3 )
Podemos escoger la constante de re-escalamiento A a nuestro gusto, en este caso,
para que a sea un parametro adimensional, a(t = tg) = ag = 1y a(t = t;;) =

aini = 0. * Al final, A carga con la dimensién de longitud como [A] = m y la
transfiere a r y a k.
Es conveniente normalizar® la coordenada radial en (A.15),
dr Todr!
Y = ——= = = / — A18
X V1 —kr? X o V1—kr? ( )

para que el elemento de linea esté expresado en coordenadas comoviles x

ds® = —dt* + a*(t) [dx® + F(x)dQ’] (A.19)

1Sélo la forma de Vij, no olvidemos que la métrica es independiente de la eleccién de coordenadas
o de si se hace uso de coordenadas o no

2Por convencién, ty es t al dia de hoy, a partir de este momento, todas las cantidades con
subindice o superindice 0 son cantidades al dia de hoy

3Notemos que x = r cuando k = 0 y la métrica regresa a su forma estandar
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donde
X k=20
Fi.(x) ={ sin(x) k=+1
sinh(y) k= —1

El tiempo que miden los observadores que se mueven con el flujo de Hubble es
un “tiempo comovil”, se le llama tiempo conforme y se expresa con la letra 7

dt boat
dT:m = T(t):/o o) (A.20)

Introduciendo el tiempo conforme, la métrica queda como:

ds* = a(r)? [—dr* + (dx* + F7(x)dQ?)] (A.21)

Que es la métrica de Minkowski en coordenadas esféricas multiplicada por una
funcién del tiempo conforme a(7). Eso significa que la luz en un espacio-tiempo
FLRW se propaga igual que en un espacio-tiempo plano, siempre y cuando se
haga la transformacion de tiempo césmico a tiempo conforme dt — dr.

Cabe recordar que en Minkowski, la luz se mueve sobre geodésicas nulas ds? =
0, 7.e. sobre la identidad que forma el cono de luz; sobre esa trayectoria, un
desplazamiento infinitesimal en la direccion espacial dz es igual al desplazamiento
infinitesimal en la direccion temporal dt. De la misma manera, la luz en nuestra
métrica FLRW como (A.21) cumple que un desplazamiento en la direccién del
tiempo conforme es igual a un desplazamiento en la direccién de la distancia
comovil,

AT(a) = Ax(a) (A.22)

No obstante la existencia de un parametro que caracteriza el tamano del universo
(a), es necesario conectarlo con alguna cantidad observable. Para nuestros fines,
el objeto de estudio mas accesible es la luz. Como es de esperarse, la misma
expansion del universo tiene efectos sobre la naturaleza de la luz que nos llega
de objetos astrondémicos lejanos. Como ya se vidé en la seccién anterior, entre
mas lejano se encuentre el objeto observado, mas rapido estara alejandose con
respecto de nosotros. Esta informacién viene codificada en la luz que observamos
aqui en la Tierra.

Sea que consideremos a la luz como una particula cuantica o una onda electro-
magnética clasica, es preciso tomar en cuenta que los cambios que sufra la métrica
tendran un efecto sobre la naturaleza de aquella. Al igual que una onda mecani-
ca sufre transformaciones al moverse la fuente de emisién (Efecto Doppler), una
onda electromagnética se estirara (disminuira su frecuencia) o, equivalentemente,
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A.3 Eleccién de coordenadas y corrimiento al rojo (z)

un fotéon perderd energia a medida que el universo se expande. A este efecto se
le llama redshift o corrimiento al rojo, ya que la frecuencia original de la luz
se desplaza hacia la parte roja del espectro electromagnético a medida que la
métrica se expande.

Ya que estamos estudiando luz, usemos el elemento de linea (A.21), supéngase
que estamos observando una galaxia que se mantiene a una distancia comovil x
constante. En cierto instante 71 la galaxia emite una senal de duracién Ar. Como
ambos (la galaxia y nosotros) somos observadores comoviles, el tiempo que tarda
en llegar la luz a nosotros es igual a la distancia comovil d (por lo visto en (A.22)),
de manera que la senal nos llega a un tiempo 79 = 71 + d. La duracién de la senal
en tiempo conforme es igual tanto en el lugar de emisién como en el detector o
telescopio que usemos aqui para medirla, i.e. ATemision = ATgeteccion- Sin embargo,
en tiempo fisico, los intervalos son diferentes. Esto es claro si usamos la expresion

(A.20),

A A
Ar= S0 o Ao B (A.23)
a(ty) a(to)
Entonces
Aty = a(m)AT y Aty = a(ry)AT (A.24)

Tiene sentido pensar que At; es la longitud de onda de emisién A;, mientras que
Atg es la longitud de onda de deteccion Ay y que esta tltima habra sido estirada
por la expansion del universo, de manera que

X a(mo)AT  a(m)

N a(r)Ar  a(n) (4.25)

Por convencién, se define el corrimiento al rojo (z) como el cambio fraccional
entre la longitud de onda de emisién \; y la de deteccion \g:

Ao — A1
= A.26
2= (A.26)
con
)\0 >\
Sustituyendo obtenemos
z:&—lza(t())—l
)\1 a(tl)
a(to)
z4+1= A.27
@(tl) ( )
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Esta ultima expresién resignifica de manera final el concepto de factor de escala.
Como ya se habia visto en §A.2, las observaciones de Hubble exigen que a(t) sea
una funcién creciente para que H = a/a > 0 y concuerde con las observaciones,
pero al re-escalar a — Aa, éste pierde dimensionalidad y se vuelve una medida
abstracta del tiempo césmico (pues a(thoy) = 1y a(tinicio) = 0). Al introducir
el corrimiento al rojo z se hace la conexién entre esa medida del tiempo y las
observaciones que hagamos de la luz.
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Apéndice B

La distancia luminica

B.1. Definicién

La ley de la inversa del cuadrado establece que el flujo de energia (F) de una
fuente luminica disminuye con el inverso del cuadrado de la distancia (consultar
Fig. B.2):
L

F= - (B.1)
Donde L es la luminosidad -el total de energia radiada por segundo- y se mide
en Watts. F es el flujo -la cantidad de energia que fluye a través de una esfera
de radio r- y se mide en Watts/m?2. Se define entonces la distancia luminica dj,
como la distancia r desde la fuente de emisiéon (Amendola and Tsujikawa, 2010,

p. 20). Por lo que,

o _ Ls
di” = AnF
L es la luminosidad absoluta de una fuente y F es el flujo observado (aparente).
Este es el flujo que atraviesa una esfera centrada en z=0y con drea S = 4w (apd.)?,
por lo que se puede definir a F como,

(B.2)

Lo
F = 5 (B.3)
Ly es la luminosidad medida/observada en las coordenadas x = 0 y a un corri-
miento z = 0 (consultar Fig. B.1). De modo que, la distancia luminica es propor-
cional al cociente entre la luminosidad absoluta y la medida por un observador
en la tierra,
2 Ls
Lo
Las luminosidades absoluta/de emision (Lg) y relativa/de deteccion (Lg) se defi-
nen respectivamente como:

dL2 = (aodc) (B4)

AFE; AE)

LS:_ —
A, 0T At

(B.5)
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Figura B.1: Una fuente emite una luminosidad absoluta L, mientras que un observador
centrado en ¥ = 0 y z = 0 mide una luminosidad relativa L. La distancia luminica esta

determinada por el cociente de ambas.

Donde las deltas son intervalos de energia y de tiempo respectivamente. Recor-
dando el desarrollo hecho en §A.3, en particular la ecuacién A.25 comprobaremos
que AE/AEy = X/A = 1 + z. Ahora, ya que ¢ = A/At = cte, entonces
A /At = N\g/ Aty y por tanto Atg/At; = Ag/A1 = 1+ z. Por lo que,

Ly 9
I (1+2) (B.6)

La ecuacién (B.6) nos permite conocer la luminosidad absoluta L, de una fuente

de luz; basta con conocer la luminosidad aparente Ly y el corrimiento al rojo z.

La distancia luminica es entonces funcién del corrimiento al rojo y de la distancia
comovil:

dp =d.(1+ 2) (B.7)

B.2. Una clasificacion adimensional: La Magni-
tud

Para simplificar la clasificacién de los objetos astronémicos por su brillo/lumino-
sidad los astréonomos crearon una cantidad adimensional: la magnitud (m). Tiene
mas sentido clasificar objetos usando un nimero adimensional que usando el valor
del flujo observado de cada uno, sobre todo si los valores del flujo pueden variar
varios ordenes de magnitud entre un objeto y otro.

La magnitud aparente (m) es una medida de la luminosidad de una estrella u
objeto astrondémico visto desde la Tierra. El primer registro histérico que se tiene
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(a) Campo vectorial ideal de una fuente (b) La fuente en (0,0,0) radia uni-
puntual de radiacién: si no existe ningin formemente en todas direcciones. Este
mecanismo fisico que reste energia a los fo- gréafico tiene una iluminaciéon que decae
tones, la magnitud del campo es constante. como 1/r2

Figura B.2: La equivalencia entre las dos representaciones debe ser clara: en (a) el campo
tiene magnitud constante e igual en todas direcciones. El flujo a través de esferas de radio r
disminuye conforme r crece, i.e. el “nimero” de vectores que atraviesan areas iguales es cada
vez menor. Por el otro lado, en (b) podemos ver cémo la luminosidad (representada por la
intensidad del color) va decayendo conforme nos encontremos en cascarones més alejados de la
fuente. El flujo decae con la distancia

de este tipo de clasificacién corresponde al astrénomo Hiparco en el siglo I antes
de nuestra era; su clasificacién consistia de seis categorias, en la numero 1 se
encontraban las estrellas més brillantes, mientras que en la ultima (6) las menos
brillantes.

Sean m, y ms las magnitudes aparentes de dos objetos astronémicos. Si los flujos
medidos en la tierra son F; y Fy, estos se relacionan con las magnitudes como,

5 F
my —my = —Eﬂogw (é) (B.8)

Usando la misma relacion se puede definir la magnitud absoluta (M). Esta canti-
dad se relaciona directamente con la distancia luminica:

d
m — M = 5log,, (Wgc) (B.9)

Def. La magnitud absoluta corresponde a la magnitud aparente que tendria un
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LA

Figura B.3: Flujo de una fuente puntual a través de cdscaras esféricas concéntricas, se observa

una disminucién del flujo por unidad de area en capas consecutivas.
objeto arbitrario X si se encontrara a una distancia luminica d; = 10 pc' del
observador.

Expresando dy, en (B.9) en mega parsec (1 x 10° pc):

108d
m — M - 560910 <—LI)C)

10pc

— 5 (Cogyo(10°) + Cogyo(dy)) (B.10)
=5 (5 + gOQlo(dL))
m — M =5 /log,(d) + 25 (B.11)

A esta expresion los astronomos le llaman el mdédulo de la distancia, relaciona
la diferencia entre la magnitud observada y la absoluta, con una distancia: la
distancia luminica.

Magnitudes absolutas de algunos objetos astronémicos conocidos (Amendola and
Tsujikawa, 2010, p. 88):

= Sol: M(®) = -26.7
» Luna: M(Luna) = -12.6
= Supernova Ta: M(SN Ia) ~ -19

1El parsec (pc) se define como la distancia a la cual una unidad astronémica (UA = distancia
media entre Tierra y Sol) subtiende un dngulo de 1 arco-segundo, i.e. el paralaje de un arco-

segundo (parallax of one arc second), de manera que 1pc =~ 3.26 afios luz ~ 3.08 x 1016 m
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Apéndice C

Inferencia Estadistica

El contenido de este apéndice estd inspirado en notas de las referencias (Hobson,
2009), que da un desarrollo robusto de métodos estadisticos en cosmologia; y las
guias practicas en (Verde, 2010) y (Verde, 2007), que tienen un enfoque préctico
del tema, con ejercicios y ejemplos concretos.

C.1. Probabilidad

Sea x una variable aleatoria. La probabilidad de que x tome cierto valor esta
dada por la cantidad pr(x), que es una densidad de probabilidad. Notemos que la
probabilidad (los valores posibles de x) puede ser discreta o continua. De manera
que pr(z)dx es la probabilidad de que la variable aleatoria x tome algin valor
entre z y x+dz (Verde, 2010). Cambiando de la variable z discreta a una continua
0 y asumiendo un contexto I de todas las posibilidades, se tienen tres reglas del
calculo de probabilidad:

pr(0) >0 Positividad
/pr(@)dG =1 Regla de la suma (C.1)
pr(¢,0) = pr(¢|0)pr(8) Regla del producto

La tercera regla es la inica que debemos interpretar con mayor atencién, puede
decirse en palabras que: “La probabilidad de que ¢ y 6 sucedan (tomen cierto
valor) es igual a la probabilidad de que 6 suceda, multiplicada por la probabilidad
de ¢, dado que 0 ya haya sucedido.”
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C.2. Teorema de Bayes

Al trabajar en un marco de inferencia estadistica, se deben considerar tres cosas:
Una hip6tesis' (los parametros del modelo) 6, los datos D y un contexto I de
todas las posibilidades que estemos considerando, i.e., el conocimiento previo que
podamos sumar a lo que queremos conocer. Es correcto suponer que P(z1,x) =
P(z9,21) ya que la probabilidad conjunta (la probabilidad de tener z; y x3) es
simétrica (Amendola and Tsujikawa, 2010, p. 358), por lo tanto para 6 y D,
también se cumple que P(60, D) = P(D, ), podemos derivar la siguiente relacién
a partir de la regla del producto:

pr(@)pr(DI0) = pr(0,D) = pr(D)pr(f|D)
Prior x Likelihood =  Joint prob = Evidence x Posterior (C.2)
T(0)LO) = ......... =E P(0)

Como ignoro si exista un concenso sobre la traduccién de algunos de los siguien-
tes términos, usaré sus nombres en inglés. Del lado izquierdo tenemos el Prior
definido como 7(#) = pr(#), el Likelihood £(6) = pr(D|f); mientras que del lado
derecho tenemos la Evidencia F = pr(D) y el Posterior P(6) = pr(0|D).

» Prior: pr(0|l). La distribucién de probabilidad inicial de los pardmetros 6.
Esta es asignada por nosotros y representa nuestro grado de ignorancia o
conocimiento previo sobre los valores de 6. (Hobson, 2009, p. 44)

» Likelihood: pr(D|6). La probabilidad de que los datos D tomen cierto valor
dada una hipétesis (o cierto valor de los parametros 6 que la describen). En
términos practicos, cuantifica la discordancia entre los datos y los valores
tedricos predichos por los pardmetros (ibid).

» Posterior: pr(6|D). La distribucién de probabilidad final o inferida después
de usar los datos. Esta es la cantidad que mas nos interesa al momento
de hacer inferencia bayesiana.

» Evidencia: pr(D). Qué tan bueno es el modelo subyacente para predecir los
datos. Aqui se supone que se han obtenido los datos (Verde, 2010, p. 4),
entonces pr(D) = 1.

Teorema de Bayes Por la regla de la suma sabemos que se cumple:

/W(@)d@ =1 Prior (C.3)

1 Utilizaremos indistintamente hipdtesis o pardmetros del modelo
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Luego, ya que P(0) también es una distribucién de probabilidad para 6, debe
estar normalizada a 1, i.e. [Pd =1 = [(wL/E)df, entonces como la evidencia
no es funcién de los parametros puede escribirse como,

E =pr(D) = /pr(D|0)pr(9)d9 (C4)

es decir

o / ~(0)£(0)d0 Evidencia (C.5)

Y finalmente, como 74 = EP,

pr(D|0)
r(0|D) = pr(f)———= Teorema de Bayes C.6
pr(0|D) p()pr(D) y (C.6)
y en su forma compacta,
NL(O
P(g) = THLO) (C.7)

El teorema de Bayes representa la influencia de las mediciones sobre la probabi-
lidad de una hipétesis H dada en términos de 8. O visto de otra manera, muestra
como el prior es transformado en el posterior w(6) — P(f) a través de la propor-

cién L/E.
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Apéndice D

(GGraficas

Las graficas se colocan a partir de la siguiente pagina para poder visualizar grafi-
cas de mismos modelos en hojas opuestas.
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Figura D.1: Distribucién posterior de probabilidad, modelo A-CDM probado con datos de
BAO y SN.
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Figura D.2: Distribucién Posterior de probabilidad del modelo A-CDM, probado con datos
de BAO y SN. El espacio de pardmetros (incluido el pardmetros derivado Hp) es de dimensién
4: 0 = (wbawcdma QDE) HO)

123



D. GRAFICAS

100 wy=1.4310-197

— +0.0501
0.926 we=0.164"54
0.5 2.25 3.64 0.0631 0.151 0.238
— +0.239 _ +2.32

1.87 -1.08

79 -4.43
Qpp=0.627 020

-0.1
H0=68.4+0'832

0.838

0.462

0.624

0.786 653 68.5 71.7
BAO y SN.

Figura D.3: Distribucién posterior de probabilidad, modelo w(z)x=1 probado con datos de
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Figura D.4: Distribucién Posterior de probabilidad del modelo w(z)x—1, probado con datos
de BAO y SN. El espacio de pardmetros (incluido el pardmetros derivado Hy) es de dimensién
6: © = (Wb, Wedm, bo, b1, QpE, Ho)
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Figura D.5: Distribucién posterior de probabilidad, modelo w(z)n=2 probado con datos de

BAO y SN.
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Figura D.6: Distribucién Posterior de probabilidad del modelo w(z)x—2, probado con datos
de BAO y SN. El espacio de pardmetros (incluido el pardmetros derivado Hp) es de dimensién
6: © = (W, Wedm, bo, b1, b2, 2pE, Ho)
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Figura D.7: Distribucién posterior de probabilidad, modelo w(z)x=3 probado con datos de
BAO y SN.
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Figura D.8: Distribucién Posterior de probabilidad del modelo w(z)x=3, probado con datos
de BAO y SN. El espacio de pardmetros (incluido el pardmetros derivado Hy) es de dimensién
6: © = (Wp, Wedm, bo, b1, ba, b3, Upm, Ho)
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Figura D.9: Distribucién posterior de probabilidad, modelo CPL probado con datos de BAO
y SN.
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Figura D.10: Distribucién Posterior de probabilidad de la parametrizacién CPL, probada
con datos de BAO y SN. El espacio de pardmetros (incluido el pardmetros derivado Hy) es de

dimensién 6: © = (wWp, Wedm, Wo, w1, Lpg, Ho)
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Figura D.11: Distribucién posterior de probabilidad, modelo BA probado con datos de BAO
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Figura D.12: Distribucién Posterior de probabilidad de la parametrizacién BA, probada con
datos de BAO y SN. El espacio de pardmetros (incluido el pardmetros derivado Hy) es de

dimensién 6: © = (wWp, Wedm, Wo, w1, Lpg, Ho)
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Figura D.13: Distribucién posterior de probabilidad, modelo A-CDM probado con datos de
CMB, BAO y SN.
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Apéndice E

Detalles T'écnicos

E.1. Sobre Cadenas de Markov

El ntimero de variables a escoger al momento de implementar un método MC, au-
nado a la dificultad de obtener corridas “limpias” (sin errores dentro del médulo
cosmolégico CLASS) podria dar la falsa impresion de que obtener una corrida
sin errores o problemas técnicos es equivalente a obtener un “buen resultado”. Es
decir, los muchos factores intrinsecos al método MC pueden hacernos creer erro-
neamente que obtener un resultado es equivalente a obtener un buen resultado.
Esto es falso.

Ademas de lo anterior, pueden existir prejuicios “visuales” a la hora de inter-
)
pretar los resultados, por ejemplo: durante las primeras corridas es probable que
obtengamos gréficas de contornos como la (Fig. E.1 a)): dispersas, sin cohesién.
A medida que “mejoramos” la eleccién de las variables', las graficas pueden me-
)

jorar: verse menos dispersas, mas ovaladas, bien definidos los contornos (Fig. E.1
b)) . Sin embargo, este criterio empirico no es un pardmetro correcto para decir
que nuestros resultados son buenos. Es decir, el mero analisis visual no deberia
ser utilizado para discernir entre buenas y malas corridas o cadenas.

A este tipo de corridas podriamos llamarles “corridas a ciegas”, puesto que no
siguen un criterio o parametros para analizar si la corrida se efectué de buena o
mala manera.

Existen dos cuestiones principales al implementar un método de cadenas de Mar-
kov:

1. Un criterio de convergencia: jen qué momento convergen las cadenas?

2. Un diagnéstico de mixing o mezcla: jqué tan bien y qué tanto de la
distribucion de probabilidad/espacio de pardmetros exploran las cadenas?

!Por ejemplo, una eleccién especifica de priors, puede generar graficas de contorno aceptables,

sin que esto represente que la corrida sea estadisticamente buena.
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Figura E.1: Ejemplos de corridas donde las graficas muestran una aparente falta de convergen-
cia y una aparente convergencia. Aunque a posteriori se sabe (por un anélisis de los pardmetros
estadisticos de convergencia y aceptacién) que la primera (a) no logré converger mientras que
la segunda (b) alcanzé un excelente criterio de convergencia, sustentarse exclusivamente en un

analisis visual de las graficas puede llevar a errores de interpretacion.

E.1.1. Criterio de Convergencia

Una de las caracteristicas que define a una cadena de Markov es que no tiene
memoria, es decir, su comportamiento futuro no depende de cémo llegé a la
posicion del espacio de parametros donde se encuentra, sino tnicamente de esa
posicién actual (Verde, 2007). La cadena es entonces independiente del punto de
inicio.

El criterio de convergencia se define a través de la fase burn-in o “periodo de
quemado”; y visceversa, la fase de burn-in requiere del concepto de convergencia
para definirse. Al iniciar una cadena de Markov, es bastante probable (a menos
que se tenga conocimiento previo de los mejores valores de los pardmetros) que
la cadena inicie en un punto de baja probabilidad, poco representativo de la dis-
tribucion que se trata de explorar. A medida que la cadena va evolucionando, se
espera que vaya entrando en zonas de mayor probabilidad, mas representativas
de la distribucion posterior de probabilidad. Por ello se habla de un periodo de
quemado (periodo en el cudl la probabilidad de la cadena es “lo suficientemente
baja” como para ser poco representativa), este periodo de quemado no da in-
formacion relevante sobre de la distribucion de probabilidad final. Puest que la
cadena es independiente de su punto de inicio, puede eliminarse de la cadena
todos aquellos pasos que pertenezcan al periodo de quemado.
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Este periodo de quemado es la primera “seccién” de una cadena de Markov, en
donde las probabilidades son bajas. Burdamente se define un periodo de quemado
eliminando un porcentaje de la cadena “a mano”, siempre de la parte inicial. Por
ejemplo los primeros 100 pasos o el primer 10% de la cadena. En cédigos mas
cuidadosos como MONTEPYTHON, se calcula el criterio de convergencia para
definir el tamano de la fase de quemado.

Sin entrar en detalles, el criterio de convergencia Gelman-Rubin (utilizado por
MP) es aquel que exige que la cantidad R < 1.01 para todos los parametros. Esta
cantidad R estd relacionada con la variancia entre cadenas de una misma corrida
y con la variancia dentro de una misma cadena (Verde, 2007, p. 39). Por lo tanto,
para considerar que una cadena ha convergido se necesita cumplir,

N

R—-1<0.01 (E.1)
para todos los parametros de cierto modelo.

Dentro de MONTEPYTHON se define la fase de quemado como todos aquellos
elementos de la cadena cuyo criterio de convergencia R — 1 > 10 para todos los
pardametros, al eliminar esta fase se elimina entre el 10% y 20 % de la cadena
(Brinckmann and Lesgourgues, 2018, p. 14) y se puede hablar de una cadena con
buena probabilidad.

E.1.2. Mezcla de cadenas

Otra cuestion importante es el miz o mezcla de las cadenas, es decir, qué tanto
de la distribucion de probabilidad exploraron las cadenas. Para entender esto
es importante recordar que una cadena tiene algunas variables que controlan su
forma y rapidez de exploracién. Dos variables importantes son el tamano de
paso y el niimero de pasos.

Supongamos que mandamos a correr una cadena con nimero de pasos = 10K, esto
simplemente significa que terminando los 10K pasos, sin importar si la cadena
haya convergido o no, ésta va a dejar de “caminar”. Ahora, la funcién del tamano
de paso es determinar directamente si la cadena se mueve rdpidamente o no sobre
la distribucién de probabilidad. Por ejemplo un tamano de paso grande permite
que la cadena se mueva velozmente puesto que la cadena se mueve sobre un grid
mas grande; por el contrario, un tamano de paso pequeno requeriria un tiempo de
coémputo enorme para que la cadena explorase la mayor parte de la distribucion
de probabilidad. Un detalle importante aqui es que un tamafo de paso grande no
es necesariamente bueno, puesto que si el grid es muy grande, la cadena puede
esquivar posibles minimos locales o globales.

Otro factor es la autocorrelacion de los parametros: dos o mas parametros alta-
mente correlacionados llevaran a un “estancamiento” de la cadena, observandose
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muy poco movimiento. (Verde, 2007) Este fenémeno resulta en una cadena que
parte de su punto inicial y “gasta” todos sus pasos en un volumen muy pequeno
del espacio de parametros, dando la impresién de haber convergido.

Para considerar todos los posibles problemas, se necesita un diagnoéstico de mezcla
de cadenas. Generalmente se utiliza el diagnéstico llamado acceptance rate o tasa
de aceptacion. Una cadena se considera bien mezclada cuando ha caminado por
el mayor volumen posible dentro del espacio de parametros, 7.e. ha cubierto la
distribucién de probabilidad. Una forma de observar el mezclado de una cadena
es graficando el valor de los pardmetros vs el niimero de paso, cadenas con mal
mixing se observan como la (Fig. F.2): una mala exploracién de la distribucién con
variaciones pequenas sobre el intervalo de exploracion. Por el contrario, cadenas
con buen mixing se asemejan a la (Fig. £.3): se observa una exploracién densa de
la distribucién de probabilidad, en todos los parametros. Donde cada parametro se
mueve sobre todo el intervalo; cadenas como ésta tltima pasan varias veces por el
mismo punto o por una vecindad alrededor de dicho punto, puesto que el tamano
de paso permite un recorrido lo suficientemente “veloz” sobre la distribucion. La
tasa de aceptacion se define como,

tasa de aceptacion = Nyt — Nrepeat (E.2)

donde 74 es el nimero total de pasos ¥ Nyepeat €l nimero de pasos que la cadena
pasé por el mismo punto. Se habla de una distribucién bien mezclada cuando se
cumple

0.15 < tasa de aceptacion < 0.35 (E.3)

Cuando una cadena o una corrida (varias cadenas con las mismas variables de
inicio) cumplen las dos condiciones (E.1) y (E.3), se dice que los resultados arro-
jados por el Monte Carlo son buenos, es decir, cumplen con criterios estadisticos
que aseguran una buena corrida. Esto no significa que los resultados sean buenos
para la teoria fisica o modelo que se esté probando, simplemente significa que son
estadisticamente concluyentes.

Durante este trabajo se hicieron un ntimero grande de corridas, muchas de ellas,
la mayoria, fueron descartadas ya que no cumplian con estas dos condiciones.
A lo largo del trabajo se fue refinando la eleccién de variables como nimero de
pasos (N), tamano de paso o jumping factor (f), eleccién de priors hasta obtener
buenas cadenas. Todos los resultados mostrados a lo largo de esta tésis no sélo
cumplieron sino que sobrepasaron las condiciones de convergencia y mezclado,
asegurandonos resultados estadisticamente correctos. Mostramos a continuacion
la evidencia que sustenta esta afirmacion.
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E.2 Reproducibilidad de mis resultados

Modelo | Dataset R—1 | Acc. rate
A-CDM 0.000013 0.32
w(2) Not 0.000088 0.26
w(z)y—z | | 0.000074 0.26
w(2)N—s ! 0.6144 0.34

CPL 0.000147 0.26

BA 0.000069 0.27
A-CDM 0.000039 0.15
w(e)y—r | ] 0.000219 0.10
w(2) N2 > 10.000193 0.24
w(z)n—s 0.000358 0.24

Tabla E.1: Criterio de convergencia R—1 (promediado sobre todos los pardmetros) y tasa de
aceptacion (Acc. rate) (promediada sobre todas las cadenas de una misma corrida) de todos los
modelos probados en este trabajo. Los valores de R-1, redondeados en la sexta cifra significativa.
Se observa que en todos los casos excepto N=3 con D; se cumple R—1<0.01 v 0.15 < acc rate <

0.35, excepto N=1 con D5, que tiene una mezcla ligeramente menor a la esperada.

E.2. Reproducibilidad de mis resultados

Debe considerarse que de un total del orden de ~ 150 corridas ejecutadas entre
2018 y 2019 (cada una con sus respectivas cadenas en paralelo y niimero de pasos),
se obtuvieron las 10 corridas exitosas que se presentan en este trabajo de tesis. El
trabajo se comenzé con MONTE PYTHON 2.0 en donde la opcién superupdate no
estaba disponible, asi que el jumping factor no podia ser actualizado; en su lugar,
debié observarse con detenimiento, corrida por corrida, los resultados de criterio
de convergencia y tasa de aceptacién de tal forma que el trabajo consistio en su
primer fase en eficientar las corridas, cambiando el jumping factor, el nimero de
cadenas por corrida y el niimero de pasos. El resultado final fue el 90 % de cadenas
convergidas, con tasas de aceptacion dentro del rango definido por la literatura y
con criterios de convergencia mas que aceptables.

Con el fin de que mis resultados finales sean reproducibles, enuncio a continuacién
(Tabla E.2) algunos de los detalles en mi eleccién de pardametros de la cadena.
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E. DETALLES TECNICOS

9-parameter exploration MCMC, JLA+BAO, chain 1

80

60

- H,
— 10%w,

— Ocdm

parameter value

—20 4

0 20000 40000 60000 80000 100000 120000
steps

Figura E.2: Una cadena con mala mezcla, obsérvese por ejemplo el pardmetro Hy cémo
comienza con una exploracién aparentemente densa para después transicionar a una exploracién
desordenada y dispersa de su intervalo de exploracién. Se observa un comportamiento similar

en los demas parametros.
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E.2 Reproducibilidad de mis resultados

7-parameter exploration MCMC, JLA+BAO, chain 1
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Figura E.3: Una cadena con buena mezcla, obsérvese cémo después de una evidente fase de

burn-in, las cadenas abarcan llenan densamente el intervalo de exploracién de cada pardmetro.
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E. DETALLES TECNICOS

Modelo | Dataset | Priors | No. Cadenas | No. pasos/cadena jumping-factor
A-CDM 8 en paralelo 800,000 | --superupdate 20
w(z)n=1 8 en paralelo 1,200,000 1.7
w(z)n=o D, 5.2 8 en paralelo 1,200,000 | --superupdate 20
w(z)N=3 ' 8 en paralelo 900,000 | --superupdate 20
CPL 6 en paralelo 800,000 | -—superupdate 20
BA 8 en paralelo 800,000 | -—superupdate 20
A-CDM 900,000
w(z)n=1 950,000
D, §5.2 | 8 en paralelo —--superupdate 20
w(z) n=o 200,000
w(z) N=3 250,000

Tabla E.2: Pardmetros de las corridas exitosas MCMC implementadas con MONTEPYTHON
3.1, todas las corridas se ejecutaron con openmpi v. 3.3.1 y a menos que lo especifique, la

mayoria de cadenas se obtuvieron usando un jumping factor dindmico a través de la opcién

—superupdate de MP.
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