UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

EL FENOMENO DEL CUT-OFF

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

ACTUARIO

P R E S E N T A

FRANCISCO JAVIER ZARATE ALMAGUER

TUTOR

DR. ADRIAN GONZALEZ CASANOVA SOBERON

CI1UDAD UNIVERSITARIA, CD. MX., 2020



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






indice general

(1. Introduccionl 1
(1.1. Unaherramientaimportante| . . . . . ... ... ... ... .......... 1
(1.2. ElFenomenodelCutoffl . ... ... ... ... ... ... ... ... .... 1
(L.3. Vision Historica del Fenomeno del Cutoffl. . . . .. .............. 2

B Cad {e Markov Finitas 3
2.1. CadenasdeMarkovl. . . . ... ... ... . ... .. . 3
2.2. Distribucién Estacionarial . . . . ... ... ... ... ... 11
[2.3. Mapeo Aleatoriol. . . . . . . . . . . . ... 16
[2.4. Irreducibilidad y Aperiodicidad|. . . . . .. ... ... .. ... ... ..., . 18
[2.5. Caminatas Aleatoriasen Grdficas. . . . .. ................... 20
[2.6. Tiempos de Llegaday Tiemposde Retorno| . . . . ... ... ... ...... 22
[2.7. Existencia de una Distribucion Estacionarial . . . . .. ............ 23
2 nici la distribuciéon ionarial . ... ..... .. ... .. ... 24
[2.9. Reversibilidad y reversiones de tiempo| . . . . ... ... ... ... ..... 26
[2.10.Clasificacion de los Estados de una Cadena de Markovi . . . . .. ... ... 28

(3. Cadenas Importantes; Urna de Ehrenfest y El Hipercubo| 32
[3.1. Ruina DelJugador|. . . . .. .. ... .. .. ... .. 32
[3.2. Coleccionistade Cupones| . . . . .. .. .. ... ... .. ... . ...... 38
[3.3. El hipercubo y el Modelo de la Urna de Ehrenfest|. . . . . . ... ... ... 42

|4. Tiempo de Mezcla de Cadenas de Markov| 45
4.1. Distanciade VariacionTotall. . . . .. .. ... ... ... ... ..., .. 45
[4.2. Introduccion al Acoplamiento y su Relacion con la Distancia de Variacion |

I 1 48
[4.3. Teoremade Convergencial . . . . . . . . ... ..., 51
4.4. EBstandarizacion de Distancia Desde la Estacionariedad| . . ....... .. 52
[4.5. TiempodeMezclal. . . . .. ... ... ... ... ... ... ... . ..., 55

[5. Acoplamiento| 56
[5.1. Introduccion al Acoplamiento| . ... ... ... ... ... .......... 56
(5.2, Distancia de Variacion Total Delimitadal. . . ... ............ ... 58
[5.3. Acoplamiento en el Hipercubo| . . . . ... ... ... ... ........... 59

II



INDICE GENERAL

[6. Tiempos Estacionarios Fuertes|
[6.1. Top-to-Random Shuffle] . . ... ... ..........
[6.2. Tiempos Estacionarios| . . . . . ... ...........

El Fenomen 1 t
1 nP An 1 . ....... .. . ..

18._Conclusiones

[9. Apéndice: Prueba Alternativa del Cutoff en el Hipercubo|

11

61
61
64

68
68
72
80

85

86



indice de figuras

[2.1. Descomposicion de todos los estados, entre el estado xyelestadoy,| . .. 7
[2.2. Diagrama de transicion de una la cadena de dos estados.| . . . ... .. .. 8
[2.3. 2 posibles trayectorias de la cadena de dos estados, donde E = {1,2} con |
| probabilidades de transicion p=1/2=q.| . ... ... ... ... ... ..... 9
[2.4. Diagrama de transicion de la urna de Ehrenfest.|. . . . . ... ... ... .. 10
[2.5. 2 posibles trayectorias de la cadena de Ehrenfest, iniciando en el estado 1, |
| con probabilidades de transicion dadas paraN=5.| . ... ... ... . ... 10

[2.6. Observemos que la caminata aleatoria izquierda esta definida en 7, es |
| periodica ya que a cada paso va de un estado par a un estado impar o vi- |
| ceversa. Mientras que la caminata aleatoria derecha esta definida Zg es |
| aperiodica. Ver [13[.|. . . . . . . . . . ... 17

[2.7. Ejemplo de una grafica con un conjunto de vértices {1,2,3,4,5} y 5 aristas.| 20

[2.8. Dellado izquierdo podemos ver un ejemplo donde el estado y es accesible |

| desde x, mientras que del lado derecho y este comunicadocon x.| . . . . . 28
[2.9. x es esencial ya que w, y y zson accesiblesdesde x.|. . . . .. ... ... .. 28
[3.1. Simulaciéon de 6 juegos, coni=4y N=5.| . . . ... ... ... .. ..., . 33
[3.2. 9 posibles escenarios para un coleccionista de cupones, que busca colec- |

| cionar N=b Cupones.| . . . . . . . . . e e e 39
[3.3. Hipercuboentresdimensiones.| . . . . .. ... ... ... .......... 42
[3.4. Diagrama de transicion de un hipercubo en tres dimensiones.| . . . . . . . 43
[3.5. 2 posibles trayectorias de la caminata aleatoria en el cubo, iniciando en el |

| estado (1,1, 1), con probabilidades de transicion uniforme.| . . .. ... .. 44

[3.6. Ejemplo: Peso de Hamming, suponiendo que W;, = j, el peso puede in- |
crementar en 1 unidad, cuando la caminata aleatoria en el hipercubo n- |
dimensional haya modificado una de las n — j coordenadas con valor 0, |
por otro lado, si modifica alguna de las j coordenadas con valor 1, decre- |
ceraelpesoenlunidad.. . . ... ... ... ... .. .. .. ... .. . ... 44

14.1. Sidefinimos B = jx p(x) = v(x)_‘[, notamos que laregion I tiene drea p(B) —
| v(B). La region II tiene area p(B®) — v(B¢), ahora dado que p y v son dis-
tribuciones de probabilidad el drea que contienen debe ser 1 por lo cual la |
region Iy II deben tener la misma dreay esa dreaes |[p—v|[ . Ver [13].| . 47

[5.1. Acoplamiento de caminatas aleatorias definidas en {0, 1,...,n}.| . ... .. 56

v



INDICE DE FIGURAS

B.2.

Del proceso 1 elegimos una coordenada uniformemente al azar, (en laima-

gen seleccionamos la sexta). Después con probabilidad 1/2, cambiamos el

bit de la coordenada elegida, pero en el proceso 2, para que el valor de las

coordenadas en ambos procesos sea el mismo. Ver [13]| ... ...... ..

6.1.

Métododebarajar| . . . ... ... .. ... .

61

7.1

Las cartas estaran enumeradas de abajo hacia arriba, es decir, la carta de

abajo sera la 1 yla carta superior serd la n, posteriormente la carta n bajara

en alguna posicion aleatoria.| . . . ... ... ... ... . 0 L.

70

7.2

Para una cadena de Markov con cutoff, la grafica de d,,(t) contra t, cuando

se ve en la escala de tiempo tﬁr’zl) ,» Se aproxima a una funcion escalonada

cuandon—oo. Ver [13.] . . . . . . . ..

73



Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo introductorio presentamos algunos antecedentes tedricos e histo-
ricos del fenomeno del cutoff. Daremos definiciones formales, pero también uno de los
objetivos de esta tesis, es lograr que el lector tenga una vision intuitiva del cutof f, asi
como de las herramientas que ocuparemos para desarrollar dicho tema, por ejemplo, el
acoplamiento, nos permite un enfoque mads intuitivo y claro de lo que es el cutof f.
En los capitulos 2 y 3, daremos una breve pero concisa introduccion a cadenas finitas
de Markov. El concepto de caminatas aleatorias en grupos, en los capitulos 4, 5 y 6, pre-
sentaremos algunos métodos para analizar tasas de convergencia y mezcla de cadenas,
como también desarrollaremos el tema del acoplamiento y para finalizar este proceso
constructivo se presentara un ejemplo relativamente simple pero de suma importancia
el cual es la caminata aleatoria en el hipercubo, ya que este ejemplo permite entender
de forma clara en qué momento sucede el cutof f y aparece en varias dreas de la inves-
tigacién y por lo cual es el tema principal de andlisis de esta tesis.

1.1. Una herramienta importante

El término acoplamiento, en el campo de la probabilidad, se refiere a la practica de
construir dos (o més) medidas de probabilidad en un solo espacio medible para asi po-
der compararlas. Por lo general, esto se realiza para deducir las propiedades de las medi-
das individuales o marginales para investigar las similitudes entre las dos. La aplicacion
principal del acoplamiento que se explotard en esta tesis serd estimar tasas de conver-
gencia al equilibrio de las cadenas ergodicas de Markov.

1.2. El Fenomeno del Cutoff

Considere una familia de cadenas tales que {(Q;, Py, 7m,) : n €N}, cada una con su
distancia correspondiente a la estacionariedad d,(f) y su tiempo de mezcla t;’;gx. Ha-
blando en términos generales, el fen6meno del cutoff, ocurre durante un periodo de
tiempo insignificante, conocido como ventana de cutoff, la distancia de variacion total,
cae abruptamente de un valor cercano a 1 a un valor cercano de 0. En otras palabras,
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uno debe llegar justo hasta el punto del cutoff para que las cadenas estén mezcladas en
términos de la distancia de variacion total.

Del mismo modo, consideraremos posteriormente las nociones correspondientes de
los tiempos de mezcla.

1.3. Vision Historica del Fenomeno del Cutoff

El fen6meno de cutoff se identific6 por primera vez para transposiciones aleatorias
en el ingenioso trabajo de Diaconis y Shahshahani [17] y mds tarde por Aldous para
caminatas aleatorias en el hipercubo [1]. Aldous y Diaconis le dieron su nombre al fe-
nomeno del cutoff en su articulo [4] de 1986 en el que verificaron el cutoff para varios
esquemas de barajado de cartas y sugirieron el siguiente problema abierto, al que se re-
fieren como el problema mds interesante: encuentre condiciones abstractas que aseguren
que ocurra el fenomeno del cutoff.

Aunque se cree que muchas familias de cadenas exhiben un cutoff, demostrar la ocu-
rrencia de este fendmeno es a menudo una tarea extremadamente desafiante. La verifi-
cacion de la ocurrencia del fen6meno es un drea importante de probabilidad moderna,
y a pesar del progreso notable en las ultimas tres décadas, todavia hay relativamente po-
cos ejemplos que se entiendan completamente. Por lo cual daremos una pequena lista
de cadenas que cumplen con el fenémeno del cutoff.

1. Dindmica glauber del modelo de Ising, Lubetzky y Sly. Incluyendo algunos resul-
tados extremadamente precisos sobre el caso de la red, utilizando su enfoque de
percolacion de informacion [6], [14] y [8]. También demostraron que la caminata
aleatoria simple en una secuencia de gréficos regulares aleatorios exhibe un cutoff
(con alta probabilidad sobre la eleccion del grafico) [7] .

2. Berestyckiy Peres, luego generalizaron este resultado a la configuracion de grafos
aleatorios con una secuencia de grados dada [2] con un grado de al menos 3.

3. Bordenave [3] traté la configuracién de digrafo aleatorio.

4. El cutoff para la transposicién adyacente aleatoria fue verificado por Lacoin [10],
quien recientemente verificé el fenémeno del cutoff para la configuracién sesgada
junto con Labbé [12].

5. Miller y Peres [11] verificaron el fenémeno del cutoff para una caminata aleatoria
simple en gréficos de faroles cuyos gréficos base son localmente uniformemente
transitorios.

6. Enesta tesis demostraremos que la caminata aleatoria en el hipercubo n-dimensional,
tiene un cutoff, para lo cual ocuparemos el acoplamiento de cadenas de Markov y
una técnica de barajeo de cartas conocido como Top-to-Random Shuffle.



Capitulo 2

Cadenas de Markov Finitas

2.1. Cadenas de Markov

Definicién 2.1 Proceso estocdstico

Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {X;:t € T} parame-
trizada por un conjunto T, llamado espacio parametral, en donde las variables toman
valores en un conjunto E llamado espacio de estados.

En esta tesis consideraremos como espacio parametral el conjunto discreto T = {0, 1,2,...}
y estos niimeros se interpretaran como tiempos. En este caso se dice que el proceso es
a tiempo discreto, y en general este tipo de procesos se denotard por {X;:1=0,1,2...} 0
explicitamente,

Xo, X1, Xo,...
asi, para cada ¢, X; es el valor del proceso o estado del sistema al tiempo t.

Recordatorio 2.1 Si T = Z*, entonces llamamos a X un proceso estocdstico de tiempo
discreto, y si T = [0, 00) , entonces X se un proceso estocdstico a tiempo continuo.

Los posibles espacios de estados que consideraremos son subconjuntos de Z. En
particular, para poder hablar de variables aleatorias con valores en el espacio de esta-
dos E, es necesario asociar a este conjunto una o —algebra. Consideremos que E es un
subconjunto de R, puede tomarse la 0 —algebra de Borel de R restringida a E, es decir,
En B{R}. Un proceso estocdstico, también llamado proceso aleatorio, puede conside-
rarse como una funciéon de dos variables

X:TxQ—E,

tal que la pareja (¢, w) se le asocia el valor o estado X (¢,w), lo cual también puede
escribirse como X;(w). Para cada valor de t € T, el mapeo w — X; (w) es una variable
aleatoria, mientras que para casa w € (2 fijo, la funcion ¢t — X; (w) es llamada una
trayectoria o realizacion del proceso.
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Definicion 2.2 Cadena de Markov

Una cadena de Markov es un proceso estocdstico a tiempo discreto {X;:t=0,1,2,...},
con espacio de estados discreto, y que satisface la propiedad de Markov, esto es, para cual-
quier entero t = 0, y para cualesquiera estados Xy, X1, ..., Xt, Xt+1, Se cumple

P(Xii1 = X411 X0 = X0, 00y Xp1 = X1, Xy = X)) = P (Xyq1 = X111 X = Xp) . (2.1)

La ecuacion (2.1) establece que la distribucion de probabilidad del estado del proce-
so al tiempo futuro 7 + 1 depende unicamente del estado del proceso al tiempo ¢, y no
depende de los estados en los tiempos pasados 0, 1,...,t— 1.

Definicion 2.3 Funcién de Transicién
Sea (X;) =0, una cadena de Markov con espacio de estados E. La funcion P(x, y), donde
X,y € E estd definida por:

P(x,y)=P(X1=ylXo=x), x,y € E. (2.2)
La ecuacion (2.2) se conoce como funcion de transicién de una cadena.

Proposicion 2.1 La familia de probabilidades de transicion P =P(x,y) cumple las si-
guientes dos propiedades.

1. P(x,y)=0, x,y € E,

2. ZyP(x,y):l, x € E.
Demostracion

1. La primera condicion es trivial, partiendo del hecho que son probabilidad.

2. Primero veamos que nuestro espacio de estados E cumple la descomposicion dis-
junta

E:QMpwy

Por lo tanto, para cualesquiera estados xy y,

1=P

Lﬂ&:ﬁ%:%:ZPmFﬂ&:@:Zme
YEE YEE yeE
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Las probabilidades de transicion no s6lo dependen de los estados si no también del
instante en el cual se efectta la transicién. Cuando estas probabilidades son indepen-
dientes del tiempo ¢, decimos que la cadena tiene probabilidades de transicion homo-
génea en el tiempo, si esto sucede entonces

P(Xi1=yIXe=x)=P (X1 = ylXo=x) = P(x, ).

Definicion 2.4 Distribucion Inicial
La funcion ny(x), x € E estd definida por

mo(x)=P(Xp=x), x € E. (2.3)
La ecuacion es conocida como distribucién inicial de una cadena.
Proposicion 2.2 La distribucién inicial cumple las siguientes propiedades
1. mg(x)=0, x € E,
2. Y, mox)=1.

Demostracion
La demostracién de esta Proposicién es andloga a la demostracion realizada en la
Proposicion|2.1

En el caso que E = k podemos pensar un arreglo matricial, el cual tendra la siguiente
estructura

0 (P(0,00 P(0,1) --- P(0,k)
p=1

P(1,00 P(1,1) --- PQ,k|.

k \P(k,0) P(k,1) P(k, k)

la matriz P se conoce como matriz de transicion, si el nimero de estados es finito,
entonces P serd una matriz cuadrada cuya dimensién es | E| x | E|.

Por la Proposicién[2.1]tenemos

P(x,y)=P(Xp+1=yI1X;=x)=0, x,y ¢ E (2.4)

Y Px,y)=) P(Xpn=ylX;=x)=1, x,y ¢ E. (2.5)
yeE yeE
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Asi cada renglon de la matriz P representa a las funciones de transicion y ademds si una
matriz cumple (2.4) y (2.5) se dice que es una matriz estocéstica o de Markov.

Definicién 2.5 Funcién Transicién en ¢ Pasos
Sea (X;) 10, una cadena de Markov con espacio de estados E. La funcién P'(x, y), don-
de x, y € E estd definida por:

P'(x,y)=P(X;=ylXo=x), x,y € E. (2.6)
La ecuacion (2.6), corresponde a la probabilidad de pasar del estado x al estado y en

t pasos. Al igual que en la matriz de transicién a un paso, podemos realizar un arreglo
matricial con las probabilidades de transicién a ¢ pasos

0 (P'%0,00 PY0O,1) --- PO,k

pi=1 |P'1,00 P'(1,1) - Pk

k \P'(k,0) P'(k,1) Pl(k, k)

Algo que nos gustaria identificar, son las probabilidades de transicion pero a ¢ pasos, es
decir, estando en un estado x cual es la probabilidad de llegar al estado y en un ntimero
de pasos ¢, formalmente nos referimos, P'(x, y) = P (X, =yl Xo = x), para esto
enunciaremos el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
Si P'=(P"(x,y)) es la matriz de transicién a t pasos de una cadena de Markov, entonces

P'(x,y) =) P"(x,k)P’(k, ). 2.7)
k

Para cualquier par fijo de enteros no-negativos r y s que satisfagan r + s = t, donde
definimos

1 =y,
PO(x,y):{ =y
0 x=y.

Demostracion
Observemos la figura [2.1} buscaremos hacer la particién de todos los estados que
existen entre el estado x y el estado y en el momento r.
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k
[
[ ] .y
[
X @ [ ]
f
r n

Figura 2.1: Descomposicion de todos los estados, entre el estado x y el estado y.

P'(x,y)=P(X;=y| Xo=x)
=) P(X;=yXr=k|Xo=x)
keE
e P(Xi=yX =k Xo=x)
_keE P (Xo = x)
_y P(X; =y X, =k Xo=x) P (X, =k, Xo = x)
e P(Xr=kX,=x) P(Xo=x)

I
™

P(X;=yIX,=k,Xo=x)P(X, = k| Xo=x)

=~
m
ey

I
1

P(X;=yl X, =k)P(X;=k|Xo=2)

~
m
oy

P’ (x,k) P*(k,y).

=~
m
ey

Notemos que la ecuacién (2.7), representa la multiplicacién de las matrices P" y P?,
de modo que P!, es simplemente la ¢ — ésima potencia de P.

PY0,0) PY0,1) --- PY0,k) P(0,0) P(0,1) --- P(0,k) !

0 P!(1,00 P'(1,1) --- Pi(1,k) P(1,0) P(1,1) --- P,k

P'(k,0) P!(k,1) P'(k, k) P(k,0) P(k,1) P(k, k)
Ejemplo 2.1 Cadena de Dos Estados

Sea E={x,y} y (X¢) =0, la cadena de Markov. Cuando el proceso se encuentra en el
estado x, se mantendrd en x con probabilidad 1 — p y se mover4 al estado y con proba-
bilidad p, pero si se encuentra en el estado y se movera al estado x con probabilidad g
y con probabilidad 1 — g se mantendrd en el estado y esto es
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1-p

1—q(g>

Figura 2.2: Diagrama de transicién de una la cadena de dos estados.
PiXj=xlXo=x}=1-p, P{Xi=ylXo=x}=p (2.8)

P{Xi=x1Xo=y}=q, P{Xi=ylXo=y}=1-q (2.9
por lo que tenemos el siguiente arreglo matricial

P (P(x.x) P(x,y)) _ (1 -p p )
P(y,x) P,y qg 1-q)

Ahora, si queremos ver la probabilidad de estar en x y querer ir a y en dos pasos, o
querer seguir estando en x después de dos pasos, esto lo podemos ver como

PXo=x|Xo=x)=1-p)A-p)+pg (2.10)

P(Xo=ylXo=x)=1Q-p)p+pl-qg). 2.11)
Continuando con este proceso podremos conocer las probabilidades de transicion a ¢

pasos, para los estados x y y, como se defini6 en la ecuacion (2.6), las cuales podemos
acomodar en un vector renglén de la siguiente manera

pei=(P(Xy=x1Xo=x),P(X;=ylXo = x)). (2.12)
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Si asumimos que el proceso inicia en el estado x, podemos escribir py = (1,0), y si
queremos calcular las probabilidades de que se encuentre en algin otro estado, solo
bastara calcular p; = poP. Multiplicar por P a la derecha actualiza la distribuciéon a un
paso

Ur=pr1P para todo t=1. (2.13)

De hecho, para cualquier distribucion inicial g

uy = P! para todo t=0. (2.14)

25

Cadena 1

Cadena 2

15 20

estados

10

05

tiempo t

Figura 2.3: 2 posibles trayectorias de la cadena de dos estados, donde E = {1,2} con pro-
babilidades de transicién p=1/2=q.

Ejemplo 2.2 Cadena de Ehrenfest

Consideremos dos urnas Ay B dentro de las cuales se encuentran distribuidas N
bolas, podemos asumir que en la urna A se encuentran i bolas mientras que en la urna
B hay N —i bolas. En cada tiempo ¢ se escoge una bola al azar y se cambia de urna,
podemos suponer que cada bola esta numerada y seleccionamos un namero al azar y
buscamos la bola que tenga ese nimero y se cambia de urna.

Definamos los elementos de la cadena de Ehrenfest, sea X; el nimero de bolas que
hay en la urna A después de ¢ extracciones. Por lo cual {X;: ¢t =0,1,...} es una cadena de
Markov con espacio de estados finito E = {0, 1, ..., N}.

Supongamos que el proceso se encuentra en el estado i, la cadena de Markov solo
tiene dos estados posibles, pasar al estado i —1 6 i + 1, de tal manera que tenemos las
siguientes probabilidades:

N-i
N

i
PiXi=i-1lXo=i}=—, PXi=i+1IXp=i}= , para i=12,...,N.
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N-1 N-2 N-3 2 1

1 bl AL b < L

N N N N N
Yt T

© @ @ & .- & ®

\_/\_/\/\____/ Y~
1 3 4 N-1 1

N N N N N

Figura 2.4: Diagrama de transicion de la urna de Ehrenfest.

Observemos que P(0,1) =1y P(N, N —1) =1, ademads su matriz de transicion es:

01 0 0 0
1 (N-1)
N (2) N (NQZ) 0
s |0 F 0 S o000
' 1
0 0 0 L
00 0 0 1 0

— Cadena 1

E— Cadena 2

estados

A

tiempao t

Figura 2.5: 2 posibles trayectorias de la cadena de Ehrenfest, iniciando en el estado 1,
con probabilidades de transicién dadas para N=5.

Una pregunta que nos surge, ; qué sucede cuando ¢ es muy grande?
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2.2. Distribucion Estacionaria

Definicion 2.6 Distribucion Estacionaria Una distribucién de probabilidad m =(7(0),7(1),...)
es estacionaria o invariante para una cadena de Markov con matriz de transicion P si

Y n@Px,y)=n(y), VYyeE. (2.15)

x€eE

Diremos que 1t es una distribucion estacionaria para la cadena (X;) ;», con matriz de
transicion P

Notemos que si tenemos una matriz de transicion Py 7 es el vector de la distribu-
cién estacionaria, podemos reescribir matricialmente la ecuacion (2.15) como n'P = 7,
donde 7 es un vector columnay 7’ es su transpuesto.

Proposicion 2.3 Sea (X;);so, una cadena de Markov con distribucion estacionaria 7 y
matriz de transicion P, entonces

Y nx)P"(x,y) =7n(y), VyeE. (2.16)
X

Demostracion
Procederemos por induccién matematica

1) Base inductiva: Utilizando la ecuacién Chapman Kolmogorov, (2.7), tenemos

Y wx)P*(x,y) =Y n(x0)Y Px,HPk,y) =) (Zn(x)P(x, k))P(y, k)
X X k k \Xx

=) n(k)P(k,y) = 7(y).
k

2) Paso inductivo: Supongamos que se cumple para n—1, por demostrar que también se cumple para
n.

Y w(x)P (x,y) =) w(x)Y P (x, k)P(k,y)
X X k

:Z Z]T(X)pn_l(xrk) P(k!y)
k X

=Y (k)P (x,y) = n(y).
k

Por lo tanto, si la distribucién del estado X es 7, entonces la ecuacién (2.16) implica
que, para todo t,

P(X;=y)=n(), Vy € E.
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Ahora supongamos que la distribucién de X; es constante para todo ¢. Esto quiere
decir que la distribucion estacionaria representa una distribucién de equilibrio del pro-
ceso: si el proceso se inicia con una distribucion estacionaria entonces es estrictamente
estacionario.

Ahora supongamos que la distribucion de X; es independiente de #, entonces la dis-
tribucién inicial 7y debe satisfacer

mo(y) =P(Xo=y)=P(X1=y) =) _mo(x)P(x, ).

Por lo tanto 7 satisface la ecuacion (2.16) y ademas si la distribucién de X; es
constante para todo ¢ siy solo si la distribucidn inicial es una distribucién estacionaria.

Teorema 2.2 Sea (X;);o, una cadena de Markov con espacio de estados finito y matriz
de transicién P. Supongamos que para algiin estado x € E se cumple

tlimPt(x,y)::n(y) para todo yeE.
—00

Entonces el vector n(y), y € E es un vector de probabilidad estacionario.

Demostracion

Dado 7(y), sabemos que 0 < 7(y) < 1 para todo y € E, ademds se cumple que para
las potencias de la matriz de transiciéon P, 0 < P'(x,y) <1, paratodo t =1 ypara x,y € E
tenemos

Z n(y) = Z lim P'(x,y) = lim Z Pl(x,y)=1.
yeE yeE oo tqooyeE

Podemos intercambiar la suma y el limite ya que E es finito. Solo nos falta ver qué r es
un vector de probabilidad estacionario, pero por la ecuacién de Chapman-Kolmogorov
(2.7) tenemos que para todo y € E.

1z t+1 1z t _ z t _
n(y)=lm P (x,y) = lim 3 P'(x,k)P(k,y) =) lim P'(x,k)P(k,y) = ) n(k)P(k,y).
keE keE keE

Ejemplo 2.3 Retomando nuestro ejemplo de la cadena de dos estados|2.1), para encontrar
la distribucién estacionaria de esta cadena, enunciaremos 2 teoremas de dlgebra lineal,
los cuales no demostraremos ya que no aporta gran relevancia para el tema que estamos
tratando, para leer una prueba ver [9] (Pag.271).
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Teorema 2.3 Sea A una matriz de transicion de n con n valores propios distintos A, A2, ..., Aj,..
Seanvy,va, ..., vy vectores columna deR" tales que v; es un vector propio correspondiente
al; parai=1,2,...,n. Sea C la matriz n que tiene av; como i-ésimo vector columna. Enton-

ces C es invertibley C"' AC = D, con D la matriz cuyas entradas estdn dadas por d; ; = A;
ydij=0sii#j,ijel,2,..,n. Ademads, la k-ésima potencia de A, estd dada por:

A® =cp®c,

)

y las entradas D* estdn dadas por d; |

= d{f]. paraijel,2,...n.
Para cualquier vector x € R" se tiene que:
A(k) = 7'111\/1 + I‘g/lg\/g +---+ rn/lnvn

donde (ri, i € ({1,..,n})estdn dados por:

C_lx = (rly ra, ..., rn)t
Teorema 2.4 Sea A € M, (C) tales que las condiciones siguientes se satisfacen:

1. Si A es un eigenvalor de A entonces || < 1.
2. Si A es un eigenvalorde Ay si|Al=1, entonces A = 1.
3. Aesdiagonalizable.

Entonces existelim,,_.., A™.

Para un mejor entendimiento del ejemplo y facilitar los cdlculos consideremos
_[p 1-p|_[a b
P‘(l—q q )_(c d)’
donde los eigenvalores de la matriz P estdn dados por |P — 11|=0, por lo que tenemos,

a-»>A

b
c d_/l‘—(a—it)(d—/l)—cd—o.

Resolviendo esta ecuacién, usandoque a+b=1yc+d =11legamosaque A =1y
A2 = a+d—1. Observemos que A, esta expresado en términos de a y b. Para calcular
los eigenvectores correspondientes a los eigenvalores 1, = 1 resolvemos el sistema

matricial
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y usando el hecho de que c=1-d y b =1 - a, obtenemos el eigenvector

b}

Para calcular el eigenvector correspondiente al eigenvalor A, = a+ d — 1, resolvemos el

sistema matricial
1-d 1-a)(x\_(0
1-d 1-a)\y] o)’

y obtenemos el eigenvector propio

7

Por lo tanto P se puede ver como

-b b
o[t A 0 151
1 1){0 a+d-1){-1 1)742
c

Por el Teoremal2.3|tenemos que la primera matriz estd formada por los vectores propio
encontrados, la segunda matriz es la matriz diagonal, cuya diagonal son los valores
propios de Py la tercera matriz es la inversa de la primera matriz, es decir,

P=CDC™!,

lo que implica que P'’=CD’ C™!, esto es,

1 =2\ (1 0 1
r_
P _(1 f)(o (a+d—1)f)(—1

Resolviendo este producto de matrices llegamos a que

— oS

(c+b(a+d—1)f b—b(a+d—1)’)
P! =

c+b c+b
c—cla+d-1)!  b+cla+d-1)"
c+b c+b

Ahora por Teorema 2.4

< _b_
lim PY =|[c+tb ct+b
00 ¢ _b
c+b c+b
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Por lo tanto, la distribucién estacionaria de la cadena de dos estados es

i ( q__p ) _
P+q ptq
Ejemplo
Busquemos la distribucién estacionaria de la cadena de Ehrenfest (Ejemplo[2.2). Pa-
ra este caso resolveremos el sistema de ecuaciones 7 P=n considerando que Y-, 7(y) = 1.
En el Ejemplo[2.2]vimos que la matriz de transicién estd dada por

01 0 0 - 0
% 0 (NT_D 0O -0 0
0o £ o &2 0 0

(=]
=]
=]
o

o
(@)
(e)
[e)
[e—Y

Notemos que P = es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones

m(0) =7 (1),
(1) =7m0)+%m(2),
m(2) =8 1)+ 27,

A(N-1)=£n(N-D+7r(N),
n(N)=xn(N-1),
Zyn(y) =L

siy solo si

n0)=xnd),

(1) = Gy
3n(3
m(2) =35,

m(N-1) =22,

Yym(y)=1L

Ahora probaremos por induccién que

7 (k) = (]]\Cf)n(O).
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Para k = 0,1 es cierto, dado que

N

N N :
n(O):(o)ﬂ(0)=1 y ”(”:(1)”(0)ZWZN

Supongamos que es cierto para 1 < k < N. Por demostrar para k + 1, notemos que

N :Ic+1

n(k+1):i(n(k)—ﬂ(k—l)N_k+1) N (
k+1

N N \N—-k+1 N
k)‘(k—l) N )”(O):(kﬂ)”“”'

Finalmente,

n(N):%ﬂ(N—l).

Ahora notemos que si sumamos todas las ecuaciones tenemos como resultado

N
1=7(0)) (]I\C]) =m (0)2"
k=0

de donde se obtiene que 7 (0) = ZLN Notemos que no solo encontramos su distribucion
estacionaria, sino que ademés acabamos de demostrar que 7 ~ Bin(N, p), con p = %

2.3. Mapeo Aleatorio

Definicién 2.7 Representacion de un Mapeo Aleatorio

Una representacion de mapeo aleatorio de una matriz de transicion P en el espacio
de estado E es una funcion determinista f : E x A — E, con una variable aleatoria Z con
valores en A\, que satisfacen

P{f(x,2)=y}=P(xy), (2.17)
donde f(x, Z) es la funcion de mapeo aleatorio.

Silasucesién Z;, Z,,... son variables aleatorias independientes donde cada uno tiene
la misma distribucién que Z, la variable aleatoria X, tiene distribucién p y es indepen-
diente de (Z;),>1, entonces la sucesion (X;) ;- definida por

Xi=f(Xy21,Z;) para n=1
es una cadena de Markov con matriz de transicién Py distribucién inicial p.

Ejemplo 2.4 Caminata Aleatoria en Ciclos
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Sea E=7,=1{0,1,...,n—1}, el conjunto de residuos modulo n, con matriz de transi-
cion

1/2, si k = j+1 mod n,
1/2, si k = j-1 mod n,
0, en otro caso.

Figura 2.6: Observemos que la caminata aleatoria izquierda estd definida en Z;, es pe-
riédica ya que a cada paso va de un estado par a un estado impar o viceversa. Mientras
que la caminata aleatoria derecha esta definida Zq es aperiédica. Ver [13].

Es decir, suponga que A; es una variable aleatoria la cual tomaré valores —1y +1, por
ejemplo, sila cadena se encuentra en el estado j € Z,, entonces el préximo estado es j
+A; mod n.

P(F(j0)=k)=P{(j+1ym1~1pc1] mod n=k}=P( k. (2.18)

Por lo tanto, la ecuacion (2.18) genera una representacion de mapeo aleatorio. Lo que
nos lleva a la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4 Para cada cadena de Markov en E finito con matriz de transiciéon P ad-
mite una funcioén de mapeo aleatorio.

Demostracion

Sea (X;);>¢ una cadena de Markov con matriz de transiciéon P y espacio de estados
E = {x1,...,x,}. Definamos el siguiente intervalo A =[0,1], en el cual Z, Z;,.... indepen-
dientes tomardn valores uniformemente en A, definimos el conjunto F; ;. = Zle p (x i» xi)

y
f(xj,z):=xx donde Fjji_<z<Fj.

Por lo tanto, tenemos que

P{f(xj,Z) = xk} = P{Fj -1 < Z < Fjx} = P(xj, xx).
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2.4. Irreducibilidad y Aperiodicidad

Definicién 2.8 Cadena de Markov Irreducible
Se dice que una cadena de Markov es irreducible si para cualesquiera 2 estados x,y €
E existet € T tal que

Pi(x,y)>0.

En otras palabras, lo que nos dice la Definicién 2.8} es que es posible llegar de cual-
quier estado x a cualquier otro estado y.

Definicion 2.9 Tiempo de Llegada
Para x € E, se define el tiempo de llegada como

Ty:=min{t=0 : X;=x}. (2.19)

Definicion 2.10 Primer Tiempo de Retorno
Para x € E, se define como primer tiempo de retorno para X, = x como

ti:=min{t=1 : X,=x}. (2.20)

Definicién 2.11 Periodo
El periodo de un estado x es un ntimero entero no negativo denotado por d(i), y defi-
nido como sigue:

dx)=m.cd. {t=1 : P'(xx) >0},
en donde m.c.d. significa mdximo comuin divisor.

Para alguna cadena donde P’(x,x)=0 se define d(i) = 0, pero si d(i) = 1 entonces
diremos que el estado x es aperi6dico.

Lema 2.1 Para una cadena de Markov irreducible, el periodo de cualesquiera dos estados
es igual. Por esta razon, tiene sentido decir el periodo de la cadena de Markov.

Demostracion

Sean x y y estados fijos en E. Existen enteros no negativos r y [ tales que P" (x, y) >0
y P!(x,y) > 0. Definamos T (x) := {t>1: P’ (x,x) >0} el conjunto de veces en que es
posible que la cadena regrese a la posicion inicial x. Seam=r+1[, talque meI'(x)N
I'(y) yT(x) €T (y) - m. Donde el m.c.d(T'(y)) divide a todos los elementos de T (x).
Por lo tanto m.c.d (I'(y)). Por un argumento completamente analogo, m.c.d (' (x)) <

m.c.d (T (y)).
La desigualdad opuesta es analoga.
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Proposicion 2.5 Si P es aperiddica e irreducible, entonces hay un niimero entero rg tal
queP’ (x,y) >0V x,ye Eyr=ry.

Demostracion
Para la demostracion enunciaremos el Lema de Schur, para una prueba ver [13], Le-
ma 1.30.

Lema2.2 SiScZ" tienem.c.d.(S) = g, entonces hay un niimero entero mg tal que para
todo m = mg el producto mgs puede escribirse como una combinacion lineal de elementos
de S con coeficientes enteros no negativos.

Recordatorio 2.2 El niimero entero mds grande que no puede representarse como una
combinacion entera no negativa de elementos de S se llama niimero de Frobenius.

Sea x € E y definamos I'(x) = {t >1:P'x,x)> 0}. Como la cadena es aperiddica, el
m.c.d (') es 1. El conjunto {I'} es cerrado bajo la suma: si s, ¢ € {I'}, entonces P'**(x, x)
yyaque s+t € (I'). Por lo tanto, existe un #(x) tal que ¢ = t(x) implica que ¢ € {I'}. Por
irreductibilidad sabemos que para cualquier y € E existe un r = r(x, y) tal que P > 0.
Por lo tanto, para ¢t = t(x) +r,

P'(x,y) =P " (x,x)P"(x,x) > 0.

Para t = t'(x) := t(x) + maxyeg (X, y), tenemos P'(x,y) > 0 para todo y € E. Final-
mente, si £ = maxyep {¢'(x)}, entonces P’(x,y) >0 para todo x,y € E.

Definicién 2.12 Matriz de Transicién Q
Sea (X;) =9, una cadena de Markov, con matriz de transicion P entonces una version
simple ( 6 perezosa) de P es aquella en la que definimos

(P+1)
2

Q:

)

de modo que con probabilidad %, la cadena se siente perezosa y permanece en el mismo
estado.

La importancia de la Definicion es que las cadenas de Markov con matriz de
transiciéon Q son aperiddicas.

Ejemplo 2.5 Caminata Aleatoria en Ciclos con Matriz Q

Retomando el Ejemplo para todo n =1, la caminata aleatoria en n-ciclos es irre-
ducible, entonces la caminata aleatoria en cualquier ciclo de longitud par es periddica,
ya que m.c.d{t: P'(x,x) >0} =2.

Nota 2.1 La caminata aleatoria en ciclos de longitud impar es aperiddica, ver la Figura

2.0
;
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Entonces para n = 3, la matriz de transicion Q para la caminata aleatoria en n-ciclos

es
;11 si k = j+1 (mod n),
% si k = j (mod n,
1 si k = j-1 (mod n,
0

2.5. Caminatas Aleatorias en Graficas

Definicién 2.13 Gréfica
Una grdfica G = (V, E) consiste en un conjunto de vértices V y un conjunto de aristas
E, donde los elementos de E son pares de vértices: E< {{x,y} : x,y e V,x = y}.

Definicién 2.14 Vecino
Para todo {x, y} € E six y y estdn unidos por una arista, diremos que x y y son vecinos
¥ lo denotaremos por x ~ y.

Definicion 2.15 Grado
El grado de un vértice x es el niimero de vecinos de x y lo denotaremos por grad (x).

Definicién 2.16 Caminata Aleatoria en G
Dado una grdfica G = (V, E), definimos la caminata aleatoria simple en G como la
cadena de Markov con espacio de estados V y matriz de transicion.

1 .
— 5 ~ X,

P(x,y) = {g’“d”) Y 2.21)
0 en otro caso.

En otras palabras, lo que nos dice la ecuacién (2.21), cuando la cadena este en el
vértice x, se moverd uniformemente al azar al siguiente vértice y.

Ejemplo 2.6 Caminata Aleatoria en una Gréafica

Figura 2.7: Ejemplo de una gréfica con un conjunto de vértices {1,2,3,4, 5} y 5 aristas.

Y su matriz de transicién estara dada por
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1 23 45
1 {001 0 0
2 lo o1 Lo

P=s 11141y

3?131
5 10 0010

Ahora recordemos la ecuacién[2.15

n(y):Zn(x)P(x,y) para todo y € E.

xeE

Ejemplo 2.7

Consideremos una caminata simple en una grafica G = (V, E) para algun vértice y € E.

grad(x)
P(x, . 2.22
x;/gmd(x) (x,y) = Zgrad( ) —————— rad(x) );,gmd(x) grad(y) (2.22)
Lema 2.3 Sea G = (V, E) entonces
Y grad(y) =2|E| (2.23)

yeV

Demostracion

Sea G = (V, E) una gréfica, definamos d, como el nimero de aristas que tienen a v
como uno de sus vértices, la suma cuenta el nimero de aristas de la gréfica, pero las
aristas estdn contadas 2 veces (una vez por cada vértice de la arista), por lo cual la suma
es el doble del nimero de aristas.

En otras palabras, lo que nos dice la ecuacion (2.23), los vértices son personas que
estdn en una fiesta y una arista corresponde cuando dos de las personas se estrechan las
manos (un apretén de manos), la identidad ayuda a contar el nimero de apretones de
manos.

Ahora por el Lema[2.3] podemos obtener una medida de probabilidad

d
ﬂ(y):%m(y) para todo y € E,

la cual es proporcional a los grados y siempre es una distribucién estacionaria para la
caminata.

Retomando el Ejemplo[2.6]y aplicando el Lema[2.3|tenemos

1 2 3 3 1

10°10°10°10°10)°
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Definicién 2.17 G d-Regular
Diremos que G es d-regular si tiene la propiedad de que cada vértice tiene el mismo
grado d.

Lo que implicaria la Definicion[2.17} es que si tenemos una grafica d — regular en-
tonces 2|E| = d|V] y la distribucién uniforme 7 (y) = ﬁ para todo y € V es estacionaria.
2.6. Tiempos de Llegada y Tiempos de Retorno

Nosotros ya definimos Tiempo de Llegada[2.9)y Tiempo de Retorno Ahora vea-
mos la importancia que tienen estas dos definiciones para nuestro tema a discutir. A
partir de este momento consideraremos la siguiente notacion

1. Py esla probabilidad de transicion considerando que el estado inicial es x.

2. E, esla esperanza considerando que el estado inicial es x.

Lema2.4 Sea t{:=min{t=1:X;=x} el primer tiempo de regreso a x. Entonces para
cualquier estado x y y de una cadena irreducible,

E, [r;) < 0. (2.24)

Demostracion

La definiciéon de cadena irreducible implica que existe un nimero entero r > 0y un
real € > 0 con la siguiente propiedad: para cualquier estado z, w € E, existe j < r con
PJ(z,w) > €. Por lo tanto, para cualquier valor de X;, la probabilidad de llegar al estado
¥y en un momento entre ¢ty ¢+ r es al menos €. Por lo tanto, para k > 0 tenemos

Px{r; < kr} <Q —e)Px{r; < (k- 1)r}. (2.25)

yasuvez

Px{r; > kr} <a —g)Px{r; > (k- 1)r} <a —e)sz{r; > (k—z)r}.

Repitiendo este proceso, tenemos que

P, {r; > kr} <1-et. (2.26)

Recordatorio 2.3 SiY es una variable aleatoria de valores enteros no negativos, tenemos
que

E(Y)=) P{T>1}.
t=0

Observemos que la ecuacion (2.26) es una funciéon decreciente de t ademas



CAPITULO 2. CADENAS DE MARKOV FINITAS 23

[Ex(‘r;): ZPX{T;> t}s Y rPx{T;>kr}er (1-¢&)F < oo.

t=0 k=0 k=0

Sea z € E un estado arbitrario de la cadena de Markov. Examinaremos de cerca el
tiempo promedio que la cadena pasa en cada estado entre visitas a z. Para lograr esto
desarrollaremos el siguiente tema.

2.7. Existencia de una Distribucion Estacionaria

Daremos una construccion explicita de la distribucion estacionaria 7, que en el caso

-1
irreducible da una identidad util 7 (x) = [[Ex (T;)] .

ﬁ(y)::[EZ(mimero de visitas a y antes de volver a z)

o0
=Y PAX;=y1i>1} (2.27)
t=0

Proposicién 2.6 Sea 7 la medida en E definida por[2.27,

1. SiP {1} <oo} =1, entonces 7 satisface iP = 1.
(%)

L Vx € E es una distribucion estacionaria.
Z V4

2. SiE,(1}) < oo, entonces w(x) :=

Recordatorio 2.4 El Lema muestra que si P es irreducible, entoncesE (1}) < co.

Demostracion
Para algun estado y, tenemos 7 (y) < E;(77). Por el Lema [2.4|asegura que 7(y) < oo
para todo y € E. Comprobemos que 7 es estacionaria, a partir de la definicion:

Y AP y) =) Y PAX,=x,1] >t} P(x, ). (2.28)

x€E xeE t=0

Porque el evento {7} >t + 1} = {r} > t} estd determinado por Xj,..., X,

PAXi=x, X1 =y 15 > t+1} =P {X; = x,75 > t+1} P(x, y). (2.29)
Invirtiendo el orden de suma en (2.28) y usando la identidad (2.29) muestra que

Y AP,y =) PAXpm=y15 = 1+1}
t=0

xeE

(0, 0)
= ZOPZ{Xt =y,15 =t} (2.30)
t=
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La expresion en (2.30) es muy similar a (2.27), por lo que casi hemos terminado. De
hecho,

ZPZ{Xt:y,T; > t}
t=0
=AY -PAXo=y,1; 20} + ) PAX;=y1; 2 1}
t=1
=7(y) = P{Xo =y} + P-{X;: = y} (2.31)

=7(y) = Pz{Xo = y} + P2{X;; = J}. (2.32)
La igualdad se sigue al considerar dos casos:

y=z: Yaque Xo = 2y X;+ = z, los dos ultimos términos de (2.31) son ambos 1, y se
cancelan mutuamente.

¥y # z: Aqui ambos términos de (2.31) son 0.

Por lo tanto, combinando (2.30) con (2.32) muestra que 7 = 7 P. Finalmente, para

obtener una medida de probabilidad, normalizamos por ¥ 7 (x) =E;(7}):

n(x) = satisface m=mnP. (2.33)

7(x)
E(72)

2.8. Unicidad de la distribucion estacionaria

Definicién 2.18 Funcién Arménica
Nombraremos una funcion h: E — R como arménica en x si

h(x)= ) P(x,y)h(y). (2.34)
YeE

Notemos que si una funcién h es armoénica en D c E, entonces es armoénica para
todo estado x € D. Si consideramos /& como un vector columna, entonces una funcién
que es armonica en todo E satisface la ecuacién matricial Ph = h.

Lema 2.5 Sea (X;);>, una cadena de Markov con matriz de transicion P irreducible. Si
una funcion h que es armonica en cada estado de E entonces es constante.
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Demostracion
Como E es finito, debe existir un estado xp tal que & (xy) = M es maximal. Si para
algtin estado z tal que P (xp, z) > 0 tenemos h(z) < M, entonces

h(xo) = P (xg,2) h(2) + )_ P (x0,y) h(y) < M, (2.35)

y*z

lo que seria una contradiccion. se deduce que h (z) = M para todos los estados z tal que
P (XO ,2) > 0.

Para cualquier y € E, irreducible implica que hay una sucesiéon xy, x1,..., X, = y con
P (x;,x;+1) > 0. Repetir el argumento anterior nos dice que h(y) = h(x,-1) =---h(xp) =
M. Por lo tanto, & es constante.

Corolario 2.1 Sea P una matriz de transicion de una cadena de Markov irreducible. En-
tonces existe una tnica distribucién de probabilidad nt que satisface n=nP.

Demostracion

Por la Proposicién [2.6|existe al menos una medida de probabilidad 7 y por el Lema
implica que el ntcleo de P — I tiene dimension 1, entonces el rango de columna de
P—1Tes|E|-1.

Dado que el rango de fila de cualquier matriz es igual a su rango de columna, la
ecuacion de fila-vector v=vP también tiene un espacio unidimensional de soluciones.
Este espacio contiene solo un vector cuyas entradas suman 1.

Proposicion 2.7 Si P es una matriz de transicién irreducible y it es la tinica solucion de
distribucion de probabilidad tal que m = P, entonces para todo estado z,

n(z) = (2.36)

E.(72)

Demostracion
Sea 71;(y) igual a 7 como se defini6 en la ecuacién|2.27} y escribimos

ﬁz(y)
E(r2)

La Proposicién[2.6]implica que z es una distribucion estacionaria, entonces 7, = 7. Por
lo tanto,

L (y) =

7T,(2) B 1
E-(73) E:(f)

n(z) =7m,(2) =
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2.9. Reversibilidad y reversiones de tiempo

Definicién 2.19 Ecuaciones de Balance Detalladas
Decimos que w satisface la ecuacion de balance si

n(x)P(x,y) =n(y)P(y,x) para todo x,y € E. (2.37)

Proposicion 2.8 Sea P la matriz de transicién de una cadena de Markov con espacio de
estado E. Para cualquier distribucion n que satisfaga la ecuacion (2.37) es estacionaria
para P.

Demostracion
Sumando en ambos lados de la ecuacién (2.37)

Y a(P(y,x) =) n(x)Px,y) =7(x) Y P(x,y) =w(x) x 1 = 7(x).
yeE yeE yeE

Definiciéon 2.20 Cadenas de Markov Reversible
Sea (X¢) =9, una cadena de Markov con distribucion estacionaria n, si X; satisface
entonces la distribucion (Xo, X, ..., X;) es igual a la distribucién de (X;, X;—1, ..., Xo).

En otras palabras, lo que nos dice la Definicion [2.20[se deriva de la ecuacion (2.37),
es decir, veamos que

7 (x0) P (x0,x1) -+ P (x4-1, Xy) = 7w (x¢) P (X, X4—1) -+~ P (x1, Xo) .

lo que podemos reescribir de la siguiente manera

Py {Xo=X0,..., Xy = X¢} = Py {Xo = X¢, ..., Xt = Xo}.
Ejemplo 2.8 Caminata Aleatoria Simple en una Grafica

Consideremos la caminata aleatoria simple en una gréfica G. Nosotros vimos que la

. . . 2 . . rad(x :
distribucion estacionaria 7 (x) = gTEl() ahora veamos que es una cadena reversible

grad(x) 1{x~y} _1{x~y}
2|E| grad(x) 2|E|

n(x)P(x,y) = =n(y)P(y, x).

Por lo tanto, es una cadena reversible.

Ejemplo 2.9 Considere la caminata aleatoria sesgada en el ciclo n: una particula se mue-
ve en sentido horario con probabilidad p y se mueve en sentido antihorario con probabi-
lidad q =1 — p. La distribucién estacionaria permanece uniforme: (k) = %, entonces

Y aP(,k)=nk-1=p+nlk+1)g= L
J€Zn n
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de donde it es la distribucion estacionaria. Sin embargo, si  # %, entonces

n(k) Pk, k+1)=

ST

+ % =n(k+1)Pk+1,k).

Definicion 2.21 Inversion del Tiempo

La Inversién del tiempo de una cadena de Markov con matriz de transicién P y dis-
tribucion estacionaria n es la cadena con matriz

n(Y)P(y, x)

P(x,y):= e

(2.38)

Ahora por la ecuacion estacionaria 7=mP implica que P es una matriz estocastica.

Proposicion 2.9 Sea (X;);q, una cadena de Markov irreducible con matriz de transi-
cion P y distribucién estacionariaAn. Definimos ()A( t) 00 Parala caderfa de tiempo inver-
tido con la matriz de transicion P. Entonces i es estacionaria para P, y para cualquier
Xo,..., Xt € E tenemos

P;T{Xo:X(),...,Xt:xt}:Pn{X():xt,...,Xt:xO}.

Demostracion
Primero veamos qué r es estacionaria para P

i P,
Y a@)Pyn = Y TSN b, y) = (o).
YeE YeE T[(y) YeE

Ahora veamos que las probabilidades de las dos trayectorias son iguales, para lo cual
veamos

Py {Xo = xo,..., Xy = x¢} = w(x0) P (x0, x1) P (x1,%2) - -+ P (X1, X¢)
= (x) P (x4, %1-1) P (x2,x1) - P (1, X0)
:PJT{XO:xL‘!---!Xt:-X:O}y

() Plxj,xi-1)

yaque P(x;-1,X;) = ===

para cada i.

Algo importante a resaltar es que si una cadena con matriz de transicién P es rever-
sible, entonces P = P.
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2.10. Clasificacion de los Estados de una Cadena de Mar-
kov

Definicion 2.22 Estado Accesible Diremos que el estado y es accesible desde el estado x
si existe un niimero t = 0 tal que P*(x, y)>0, esto lo denotaremos por como x — y.

Definicion 2.23 Estados Comunicados Diremos que los estados x, y estdn comunicados
sisecumplequex—y y y— xylodenotaremos porx < }y.

Y es accesible desde X Y esta comunicado con
X

Figura 2.8: Del lado izquierdo podemos ver un ejemplo donde el estado y es accesible
desde x, mientras que del lado derecho y este comunicado con x.

Definicién 2.24 Estados Esencial Un estado x € E es llamado esencial si para todo y se
cumple que x — y también es cierto que y — Xx.

Definicion 2.25 Estados Inesencial Diremos que un estado x es Inesencial si no es Esen-

cial.

< O\

e R

Figura 2.9: x es esencial ya que w, y y z son accesibles desde x.
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Definicién 2.26 Estado recurrente Se dice que un estado x es recurrente si la probabili-
dad de eventualmente regresar a x, partiendo de x, es uno, es decir, si

P(X;=x para algan t=1|Xo=x)=1. (2.39)

Definicion 2.27 Estado transitorio Se dice que un estado x es transitorio si la probabili-
dad de eventualmente regresar a x, partiendo de x, es menor que uno, es decir, si

P(X;=x para algin t=1|Xp=x)<1. (2.40)
Teorema 2.5 La comunicacion es una relacion de equivalencia, es decir, es
= Reflexiva: x < x.
» Simétrica: si x — y entonces y < X.
» Transitiva: Si x — y y y < k entonces x — k.
Demostracion

La propiedad 1y 2 son triviales por lo cual solo daremos una justificaciéon a la
propiedad 3. Supongamos que existen enteros 7, m tales que P’(x, k) > 0 definamos
I =n+ m,ypor la ecuaciéon de Chapman Kolmogorov (2.7)

Pl(x,y) = P"(x,k)P™(k, y) > 0.
|

En consecuencia, por el Teorema[2.5} la comunicacién induce una particion del es-
pacio de estados de una cadena de Markov dada por los subconjuntos de estados comu-
nicantes, es decir, dos estados pertenecen al mismo elemento de la particion si, y s6lo
si, estos se comunican.

Definicion 2.28 Clase de Comunicacion A la clase de comunicacion de un estado x se le
denotard por [x].

Por lo tanto, x — y siy sélo si, [x] = [y].
Lema 2.6 Six es un estado esencialy x — y, entonces y es esencial.

Demostracion

Si y — z, entonces x — z. Por lo tanto, x al ser esencial, z— x, donde z — y.

Del Lema anterior deducimos que los estados en una sola clase comunicante son
todos esenciales o todos no son esenciales. Por lo cual podemos clasificar las clases co-
municantes como esenciales o inesenciales.
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Definicion 2.29 Estado absorbente Para un estado x de una cadena de Markov se llama
absorbente si P1(x, x) = 1. O Si [x]={x} y x es esencial; la cadena nunca saldrd del estado x
una vez que visite el estado x.

Por otro lado, si [x]={x} y x es inesencial, entonces una vez que la cadena deje x,
nunca regresara.

Lema 2.7 Toda cadena con espacio de estados finito tiene al menos una clase esencial.

Demostracion

Definamos inductivamente la siguiente sucesion (yo, y1,...) € E. Fijemos arbitraria-
mente un estado inicial yo. Para k = 1, dada la sucesion (o, ..., yk-1), si yx-1 es esencial
entonces se cumple el Lema[2.7} Por otro lado, si yi es tal que yx_1 — yi pero yi - yi-1.
Pero no podria haber estados repetidos en la sucesion, porque si j<ky yx — y;, entonces
Yk — Vk-1,10 que es una contradiccion. Por lo cual, si seguimos repitiendo el proceso, de
buscar otro estado y y como la sucesioén no repite elementos, en algiin momento debe
de terminar en algtn estado esencial.

Definicién 2.30 Matriz de Transicién Restringida a una Clase Esencial Sea P¢c = Pcxc la
restriccion de la matriz P al conjunto de estados C C E.

Por la Definicion|2.30} si C=[x] es una clase esencial, entonces P¢ es una matriz esto-
céstica, es decir, ). yetn P, ¥) = 1, esto es porque P(x, z) = 0 para estado z ¢ [x]. Ademas
P, es irreducible por definicion de clases de comunicacion[2.28]

Corolario 2.2 Si P,{r} <oo} =1 entoncesE,{1}} < 0o, paraE finito.

Demostracion

Sea z un estado tal que P, {T; < oo} =1, entonces z es un estado esencial. Es decir,
C=[z], por lo cual P¢ es irreducible y ademads aplicando el Lema [2.4]a Pc muestra que
E.{t}} <o0.

Proposicion 2.10 Si n es la medida estacionaria para la matriz de transicion finita P,
entonces 7 (o) = 0 para todo estado inesencial yo.

Demostracion
Sea C una clase de comunicacién esencial. Entonces

n(C)P(C)=)Y @P)(2)=)_ | ) n())P(x,2)+ ) n(y)P(x,2)

zeC zeC | yeC yeC

Intercambiando el orden de la suma, tenemos
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n(C)PIC)=) n(y) Y. P2+ Y Y n(y)P(y,2).

yeC zeC zeCy¢C

Al ser P una matriz estocéstica implica que }_ .- P(y, z) = 1,para y € C entonces

n(C)P(C)=n(C)+ ). Y n(y)P(y,2). (2.41)
zeCy¢C

Notemos que de la ecuacion (2.41)), 7 es invariante entonces 7 P(C) = 7 (C). Por lo cual
Zzeczﬁcn(y)P(y, z)=0paratodoy¢ C y ze C.Paraestosupongamos que y es
inesencial. Ahora por Lema[2.7] tenemos que hay una sucesién de estados yo, y1,..., yr
que satisface P (y;-1,y;) >0, donde los estados yo, y1,..., yr-1 son inesenciales, y y, €
D, donde D es una clase de comunicacién esencial. Como P (y,_1,yr) > 0 por lo que
acabamos de probar que 7 (y,-1) P (yr-1, yr) = 0 esto se debe a que 7 (1) = 0. Pero si
7 (yx) =0, entonces

n(yk)=0=) n(PY, i)
yeE

Esto implicaria que 7#(y) P(y, yx) = 0 para todo y. En particular, para 7(yx_;) = 0. Por lo
tanto, si seguimos con este proceso inductivo hacia atrés, recorriendo toda la sucesion,
encontramos que 7(yp) = 0.

Ahora nuestro propdsito serd desarrollar cadenas de Markov que serdn muy utiles
para el tema central de este trabajo.



Capitulo 3

Cadenas Importantes; Urna de Ehrenfest
y El Hipercubo

3.1. Ruina Del Jugador

Ejemplo 3.1 Ruina del Jugador Considere un jugador que comienza con una fortuna ini-
cial de $1, posteriormente, en casa apuesta, gana $1 o pierde $1 independiente del pasado
con probabilidad p y q = 1 — p respectivamente. Sea (X;) ;=, la fortuna total después de la
t—ésima apuesta. El objetivo del jugador es alcanzar una fortuna total $N, sin arruinar-
se (quedarse sin dinero). Si el jugador tiene éxito, se dice que el jugador gana el juego. En
cualquier caso, el jugador deja de jugar después de ganar o arruinarse, lo que ocurra pri-
mero. No hay nada especial en comenzar con $1, mds generalmente el jugador comienza
con $i donde O<i<N.

Notemos que X; genera una cadena de Markov en el espacio de estados E=1{0, 1,..., N}.
Las probabilidades de transicion estan dadas por P(i,i+1)=p, P(i,i—-1)=¢q, 0<
i < N. Observemos que los estados 0 y NV son estados absorbentes, es decir, P(0,0) =1 =
P(N,N).

Por ejemplo, para N =4, la matriz de transicion estd dadas por

1 0000
g 0 p 00
P=|0 g 0 p O
00 g o0 p
000 01

Mientras el juego avanza forma una caminata aleatoria simple

t
Xe=i+Y Ay, t=1, Xo=i,
k=1

32
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- Cadena 1

0 — Cadena 2

— Cadena 3

- Cadena 4

Cadena 5

Estados
3
|

—_— Cadena 6

Tiempo

Figura 3.1: Simulacién de 6 juegos, con i=4 y N=5.

donde {Af}, es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con distribucién

p si A=1,
P(Xem=ylXe=x)3qg si A=-1,
0 en otro caso.

El juego termina cuando X;=0 o X;=N, definimos el siguiente tiempo de paro.

T;=min{t=0:X;€{0,N}| Xy =i}.

Denota el momento en que el juego se detiene, si X;; = N o X;, = 0 dado que inicio con
$i.

P;(N) denota la probabilidad de que el jugador comenzando inicialmente con $i,
alcance una fortuna total de N, antes de la ruina, 1-P;(IN) corresponde a la probabili-
dad de ruina. Es claro que P(O,N) =0 y P(N,N) =1 por definicién y luego podemos
calcular P;(N), 1sis N-1.

Recordatorio 3.1 Teorema 3.1 Teorema de Probabilidad Total Para un espacio de pro-
babilidad dado (E,S3, P), si B1, Bs, ..., B, es una coleccion de elementos mutuamente dis-
juntos en S que satisfacen E = U;?ZI Bj yP[Bj] >0 para

j=1,...,n, entonces para todo evento en, P(A) = ;?21 P (AIBj) P (Bj). Ver [15] pdg.(50).

Proposicion 3.1
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Demostracion

Para esta prueba definimos P; = P(i, N), es decir, suprimimos la dependencia de N
para facilitar la notacion. Por el Teorema de Probabilidad Total condicionando el
resultado de la primera apuesta, A; =1 0 A; = —1, en consecuencia, tenemos

P;i=pPis1+qP;-1. 3.1

De la ecuacion (3.1), podemos deducir lo siguiente, si A; = 1, entonces la fortuna total
del jugador aumenta a X; =i + 1y, por lo tanto, la por la propiedad de Markov, el
jugador ahora ganard con probabilidad P;.;. Del mismo modo, si A; = —1, entonces la
fortuna del jugador disminuye a X; =i — 1y, por lo tanto, por la propiedad de Markov,
el jugador ahora ganard con probabilidad P;_;. Dado que las probabilidades
correspondientes a los dos resultados son p y g, dando (3.1). Ydadoque p+¢g =1, la
ecuacion la podemos reescribir como

Pi=pP;+qP;=pP;,+qPi,

o bien

Pi+1—Pi=%(Pi—Pi_1), i={1,2,...N—1}.

Evaluando
Py,—P; = z(Pl —Py) = ﬂpl
p p

2
Ps—P2=z(P2—P1)=(z) P,
p p

N-1
Py—Py_1= L (Py_1—Py_o) = (ﬂ) P;.
p p

Sumando las primeras i — 1 ecuaciones tenemos

elaf )

Pi-P =P,

Lo que implica
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2
P; =P 1+§+(ﬂ) +---+(

Notemos que la ecuacion (3.2), es una serie geométrica (ZZ:O al =

notemos que tenemos 2 casos,
n

=1, es decir p = 3.

. 1
=1, esdecir p # 3.

a
p
q
p

Es decir

(+DPy si 1=
L i+1
Parai=N-1yusando Ay =1
NPy si %
e
-2
De donde se sigue
N Sop=g
Py=4_1" p#3.

-3

de las ecuaciones (3.3) y (3.4). Por lo tanto

D=
<

N Siop=
-(3)

RO

P =

*

N

(3.2)
11321) ahora
(3.3)
(3.4)
[ |

Proposicion 3.2 El nuimero esperado de apuestas antes de la ruina es

E;(7) =
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Recordatorio 3.2 Ley de Probabilidad Total para Esperanzas

E(X) = ZE(XIY:k)P(Y:k). (3.5)
k=0

Demostracion

Se sigue de la demostracion de la Proposiciéon[3.1] Sin pérdida de generalidad deno-
temos por Bj y B, los eventos en los cuales el jugador A gana el primer juego y el jugador
B pierde el primer juego. Sea 7 el tiempo requerido para que la cadena sea absorbida en
el estado 0 o N. Por el teorema de la Probabilidad Total para Esperanzas

E[A;]=E[A;|B1] P(By) +E[A;|B2] P(B2). (3.6)
Si gana el primer juego, tiene i + 1 unidades, por lo que la distribucién de P; dado B
tiene la misma distribucién que 1+P; 41, donde P;;; mide la duracion del juego a partir
de i + 1 unidades. Por lo tanto E [P;|B;] = 1+ E(P;41). Anédlogo para
E[P;|B2] =1+ [E(P;_1). Entonces

E(P))=p (A +E(Pi+1)) +q (A +E(Pi-1)). 3.7)

Dado que p + g = 1 tenemos

E(P) = 1+ pE(Pis1) + GE(Pi_1). 3.8)

Para facilitar el entendimiento de la demostracion, reescribiremos la ecuacion (3.8),
como

Eit1=1+pEiq+qEi-1. 3.9)

Al igual que la demostraciéon pasada, sustituimos (p + g)E; por E; y agrupamos términos

1
Eis1—Ei = L (Ery +Ejoq) — — (3.10)
p p

Iterando las primeras i — 1 ecuaciones

1 1
[Ez—[E1=z([El‘i‘[Eo)——:ﬂ([El)——,
p pop p
1 1\ 1 S|
[Ez—tE1:ﬂ([EIHEo)——:ﬂ(ﬁ([m——)——:(ﬂ) -2 1],
p p p\p rl p \p plp
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Ei-Eio = 2 (Eig +Eip)—— = 1 (ﬂ) E)-~|-—= (ﬂ) Ei——
p p  P\\p p] p \p p

i-2
1+ﬂ+...+(ﬂ) }
p p

Sea

entonces
i—-1
1
Ei—Fip = (ﬂ) Ey——Sios.
p p

Sumando todas las ecuaciones, se sigue que

i-2

1
Ei—E =E1(Si-1—-1)——)_ Sk (3.11)
P k=0
Es decir,
1 i—-2
E; =E1(Si-1) =~ )_ Sk (3.12)
k=0
Parai=N

i—2

1
En=E; (Sn-1)—— )_ Sk
P k=0

y usando que Ey =0

Sustituyendo en la ecuacién (3.12)

Sl]_lN_
SN-1P (o

E; = Sk—— Z Sk (3.13)

Al igual que en la demostracion anterior, tenemos dos casos,
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Sustituyendo en la ecuacion (3.13),llegamos a que si p = 1/2, haciendo uso de la suma
de los n primeros nimeros

[E__gl[(N—l)(N)]_l[(k—n(k)]
T 2 p 2 '

Np

dadoque p=1/2

=k(N-1)—(k-1)(k)=kN—-k-k*+k=kN-k* = k(N -K).

Para el caso en que p # % Lo omitiremos porque no es del interés de este trabajo.

3.2. Coleccionista de Cupones
Ejemplo 3.2 Coleccionista de Cupones

Una compaiiia emite diferentes tipos de cupones. Un coleccionista desea tener la
coleccion completa. Supongamos que hay N cupones diferentes y que son igualmen-
te probables, la probabilidad de comprar cualquier tipo en cualquier momento es %
Cuando el coleccionista tiene k cupones de diferentes tipos, entonces solo le faltan N—-k
tipos.

; Cuantos cupones debe obtener para que su coleccién contenga todos los tipos N?

Sea (X;);0,, €l numero de diferentes tipos de cupones coleccionados después de ¢
unidades de tiempo y asumiremos nuevamente que la probabilidad de encontrar un
cup6n de cualquier tipo en cualquier momento es p = % Es claro que (X;) o, €s una
cadena de Markov en el espacio de estados E = {0, 1, ... N} con funcién de transicién dada

por,
N-k
P{Xi1=k+1|X;=k}= N
k
P{X1=klX;=k}= N

Y su matriz de transicion es
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01 0 0
1 N-1

O

p:oo 2 N2 0

N-1 1

0 0 ¥ ~

0 0 0 1

Cadena 1

— Cadena 2

A — -z

Cadena 4

Cadena 5

Estados
3
|

E— Cadena 6

Cadena 7

Cadena 8

- Cadena 9

Tiempo

Figura 3.2: 9 posibles escenarios para un coleccionista de cupones, que busca coleccio-
nar N=5 cupones.

Notemos que las trayectorias de esta cadena son no decrecientes, Figura[3.2} cuando
la cadena llega al estado N (correspondiente a tener una colecciéon completa, se observe
en ese estado, por lo tanto, el estado N es un estado absorbente. Por lo cual una pregunta
importante seria, ; Cuantos pasos son necesarios para llegar al estado N?.

Proposicion 3.3 Considere un coleccionista que intenta recolectar un conjunto completo
de cupones. Suponga que cada nuevo cupon se elige de manera uniforme e independiente
del conjunto de N tipos posibles, y sea T el numero (aleatorio) de cupones recolectados
cuando el primer conjunto contiene cada tipo. Entonces

N1
E@)=N) —.
k=1 k

Demostracion
X denota el numero (aleatorio) de cupones que necesitamos comprar para comple-
tar nuestra coleccion, podemos escribir X = Xj + Xp +---+ Xy donde i = {1,2,..., N}, X;

50
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denota la cantidad adicional de cupones que necesitamos comprar para pasarde i —1 a
i diferentes tipos de cupones en nuestra coleccion. Es claro que X; =1, y dado que esta-
mos considerando el caso de una distribucién uniforme, se deduce que cuando se han
recolectado diferentes tipos de cupones, un nuevo cup6n comprado serd de un tipo dis-
tinto con probabilidad igual a % Por el supuesto de independencia, obtenemos que
la variable aleatoria X; para i € {2,3,..., N} es independiente de la otra variable y tiene
una ley geométrica con pardmetro % Por lo tanto el nimero esperado de cupones
que tenemos que comprar para completar la coleccion sera

E[X]=E[X1]+---+E[XN].

Recordemos que la esperanza de una variable aleatorio geométrica estd dada por
E(x) = %, donde p = =1 Entonces

N
~ 1 1 1 1 N N
Ry Y ¥y gty v v S Ty A Sl v 7 R N-1 N-2 5 N
N N N N
N1
= NZ .
i=11
]
Lema3.1 ParaneN,
n
log(n+1)< Y k'<1+log(n). (3.14)
k=1
Demostracion
Para la demostraciéon de este lema ocuparemos la siguiente ecuacion
1 <fk+1 dx _1 (3.15)
k+D " Je  x '
Por la ecuacién (3.15)
1 2dx
-—<| —=<1,
2 1 X
1 3dx 1
-<| —=-,
3 2 X 2

1 f”“ dx 1
< — < ,
n+1 n X n-1

Sumando
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1 1 1 1 f”“dx 1 1 1
—+ =+ =4+ < — <1l4+—F—F—+-t—.
2 3 4 n+1 1 X 2 3 4 n
Finalmente
" dx 1 1 1 1 n+l dyx
1+ —=>1l4+—+t—F—Ft+t—= —_—
1 X 2 3 4 n 1 X
Es decir,

n
1
1+logm) =) —2 log(n+1).
i=1

Por el Lema[3.1]y por la Proposicién 3.3} tenemos

n

1
> i log(n)
k=1

<]l <o <n.

1
nz ——nlog(n)
k=1 k

Corolario 3.1

E[NV]
im — 1.
N—oo Nlog N

Lo que motiva la siguiente proposicion.

Proposicion 3.4 Sea Tt una variable aleatoria de un coleccionista de cupones como se
definié en la Proposicion|3.3 Para cualquier ¢ >0

P{r>[nlog(n)+cn|}<e " (3.16)
Nota Usaremos log para denotar el logaritmo natural. Demostracion

Sea A; el evento en que el i-ésimo tipo no aparezca entre los primeros [nl og(n) + cn]
cupones sorteados. Primero observemos

P{r>[nlogn)+cn|}=P

n
U A
i=1

n
<) P(A).
i=1

Recordemos que nuestros eventos tienen una distribucién geométrica con pardmetro
P =1 porlo que tenemos

[nlog(n)+cn]

n [nlog(n)+cn
(l—l) :n*elog(l_%)
- n

i=1
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Usando la expansién de log (1 - 1)

[nlog(n)+cn]xlog(1-+) [nlog(n)+cn]*(-%)

n*e =Xnxe

_ nlog(m+cn —nlog(n)

% efnlog(n)mﬂ*(—%) =7n* e( T) =n* e( n ]e( n ) =e °.

3.3. Elhipercuboy el Modelo de la Urna de Ehrenfest

Ejemplo 3.3 Caminata Aleatoria en el Hipercubo

Figura 3.3: Hipercubo en tres dimensiones.

El Hipercubo n-dimensional es una grafica cuyos vértices son n-tuplas binarias
{0,1}". Dos vértices estan conectados por un un borde cuando difieren exactamente en
una coordenada (Figura [3.3). La caminata aleatoria simple en el hipercubo se mueve
desde un vértice (xl, x2,..., x") eligiendo una coordenada j € {1,2,..., n} de manera uni-
forme al azar y establecer el nuevo estado igual a (xl, X2, x0T 1= xd, I x”). Es
decir, el bit en la coordenada elegida de la caminata se voltea. Es un caso especial de una
caminata aleatoria en una gréfica.

Notemos que la caminata aleatoria en el hipercubo es periddica, ya que cada
movimiento invierte la paridad del nimero en 1, figura[3.3]

Pero recordemos que definimos la caminata aleatoria perezosa, la cual es aperiodica ya
que permanece en su posicion con probabilidad % y se mueve con probabilidad % Esta
cadena se puede realizar eligiendo una coordenada uniforme al azar y actualizando el
bit en esta reemplazdndola con un bit aleatorio imparcial e independiente del tiempo,
el estado actual y la coordenada elegida. Como ya dijimos la caminata aleatoria en el
hipercubo es una caminata en una gréfica y dado que el hipercubo es una grafica
n-regular, por el Ejemplo[2.7/implica que la distribucién estacionaria de las caminatas
aleatorias simples y perezosas es uniforme en {0, 1}".
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Figura 3.4: Diagrama de transicion de un hipercubo en tres dimensiones.

Ahora consideremos el proceso de la urna de Ehrenfest Supongamos que, en
cada movimiento, una bola se selecciona uniformemente al azar y se transfiere desde
su urna actual a la otra urna. Si X; es el nimero de bolas en la urna A en el tiempo ¢,
entonces la matriz de transicion para X; es

n-j

R Si k:j+1,
P(jk)=1% si k=j-1, (3.17)
0 en otro caso.

Definicién 3.1 Peso de Hamming
Se define el peso de Hamming W (x) de un vector x := (x',...,x") € {0,1}" como su
niimero de coordenadas con valor 1:

n .
Wx) =) x/. (3.18)
j=1

Consideremos (X;) >, una caminata aleatoria simple en el hipercubo n-dimensional,
y sea W; = W (X;) el peso de Hamming de la posicion de la caminata en el tiempo ¢. Es
claro ver qué (W;) >0, es una cadena de Markov con probabilidades de transicién dadas
por B.17).

Para este momento hemos desarrollado el tema de cadena de Markov, en el cual
definimos y demostramos las principales propiedades que ocuparemos mads adelante,
ademads de mostrar ciertos ejemplos que son cruciales en el desarrollo del tema principal
de esta tesis.
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— Cadena 1

E— Cadena 2

estados

tiempo t

Figura 3.5: 2 posibles trayectorias de la caminata aleatoria en el cubo, iniciando en el
estado (1,1, 1), con probabilidades de transicién uniforme.

We

t ty ts ts t

Figura 3.6: Ejemplo: Peso de Hamming, suponiendo que Wy, = j, el peso puede incre-
mentar en 1 unidad, cuando la caminata aleatoria en el hipercubo n-dimensional haya
modificado una de las n — j coordenadas con valor 0, por otro lado, si modifica alguna
de las j coordenadas con valor 1, decrecera el peso en 1 unidad.



Capitulo 4

Tiempo de Mezcla de Cadenas de Markov

Ahora discutiremos uno de los principales temas de este trabajo, el cual es analizar
el comportamiento a largo plazo de las cadenas finitas de Markov, cuantificando la ve-
locidad de convergencia de familias de las cadenas de Markov, para lo cual definiremos
una métrica apropiada para medir la distancia entre las distribuciones.

4.1. Distancia de Variacion Total

Definicion 4.1 La distancia de variacion total entre dos distribuciones |1 y v en un es-
pacio medible (Q0,3) se define por:

l=vllpy = max|p(a) - v(a)]. (4.1)

En otras palabras, la Definicion[4.1} es la distancia entre py v es la diferencia maxima
entre las probabilidades asignadas a un evento A.

Ejemplo

Retomando la cadena de dos estados, Ejemplo la matriz de transicion es

7 )
qg l1-q

q_ _p )_

su distribucién estacionaria es 7 = (— —
y p+q’ p+q

Supongamos que la cadena inicia en py = (1,0), y definimos

Ay = pp(x) — 7 (x).
Dado que |E| = 2, solo hay cuatro eventos posibles A < E. Recordemos que
e = (P{X¢ = x1Xo = x}, P{X; = yIXo = x}) = (P*(x, %), P'(x, y)), entonces podemos ver
que

e =) 1y = 1840 = | P (x, 0) = ()| = |2 (p) - P'(x, ). (4.2)

45
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Proposicion 4.1 Sean u, y p medidas, si 1, — p en el sentido de variacion total, es decir,
| en — ]| 7y — O, entonces, p, = , es decir, convergencia débil.

Demostracion
Sea 1 una medida continta definida en B < A € E (de hecho, para cualquier conjun-
to A)

|14n(B) = p(B)| < mix| i, (A) — p(A)]

= ”F‘n_:””TV_’O-

La ecuacion (4.1) no siempre es la forma mds conveniente de estimar la distancia,
debido a que esta definicion considera el méximo en todos los subconjuntos de E. Por
lo cual daremos algunas reformulaciones ttiles de esta distancia.

Proposicion 4.2 Sea u yv dos distribuciones de probabilidad en E. Entonces

1
la=vllzy =5 2 w0 -vi0), (4.3)
xXeE
y
le=vlry= Y  [p@-vx] (4.4)

x€E,u(x)=v(x)

Demostracion
Definimos B = {x: pu(x) — v(x) = 0} y sea A < E cualquier evento. Entonces

p(A) —v(A) = (LANB)=v(ANB)) + (u(AnB°)=v(AnB9)) <
<u(AnB)-v(ANB)
= (LB -v(B)) - (1(Bn A%) ~v (B A°))
< u(B)-v(B).

Anélogamente podemos ver qué v(A) — u(A) < v(B°) — u(B°). Por lo tanto, sumando las
dos desigualdades tenemos

2|uA) v | = (LB)—v(B)+v(B)—u(BY))

siy solo si
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B° !

:%B%

Figura 4.1: Si definimos B = {x du(x) = v(x)}, notamos que la regién I tiene drea u(B) —
v(B). La region II tiene drea u(B¢) — v(B¢), ahora dado que p y v son distribuciones de
probabilidad el drea que contienen debe ser 1 por lo cual la regién Iy II deben tener la
misma dreay esa drea es || —v|| . Ver [13].

1
lpd) —v)| < > (LB)—v(B)+v(B)—pu(B))

1 1
=3 Y ) —v)|+ > Y | - v

X€B xX€B°¢

1
= 3 Z |u(x)—v(x)|.

X€EB

Ahora para finalizar, observemos que las desigualdades anteriores se igualan cuando
A = B, por lo que este conjunto es el conjunto que alcanza el maximo en la Definicion

de[d.1l

Por la Proposicién [4.2]y la desigualdad para ntimeros reales, es facil ver que la dis-
tancia de variacion total satisface la desigualdad del tridngulo: para distribuciones de
probabilidad y, vyn

”:“_V”TVS ”N‘W”TV"'”W_V“TV (4.5)

Proposicion 4.3 Sea 1 yv dos distribuciones de probabilidad en E. Entonces la distancia
de variacion total satisface

1
l=Vlizy = Ssup EatH - E():|f] =1} (4.6)
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Si E es discreto, entonces

1
le=v| = 5sup{ Y fp@)-Y fvE):|f]= 1}. 4.7)
x€E

x€E

Demostracion
Si maxyep | f(x)| <1, entonces, por un lado

Y fu)-) fx)vx)

xeE xeE

1 1
5 SEZ|:u(x)_V(x)|:”/~L_V“TV‘
xeE

Por lo tanto, el lado derecho de (4.6) es alo mas || u— v|| TV

Por otro lado, definimos

-1 osioop) <vx).

Entonces usando la ecuacion (4.4)

1
=3 Y R [px) = v(x)]

x€eE

1
> Y fropm-) fFvx)

xeE xeE

= Y [k@-vwl+ Y [e@-vw]|.

xeEu(x)=v(x) xeEu(x)=v(x)

1
2
Por lo tanto, el lado derecho de [.6) es al menos ||u—v|| -

4.2, Introduccion al Acoplamiento y su Relacion con la Dis-
tancia de Variacion Total

Definiciéon 4.2 Acoplamiento

Un acoplamiento de dos distribuciones de probabilidad 1 y v es un par de variables
aleatorias X y Y definidas en un tinico espacio de probabilidad tal que la distribucion
marginal de X es 1 y la distribucion marginal de Y es v, es decir,

PiX=xt=ux) y P{Y=y}=v(y) VxyeE. (4.8)

La importancia de introducir la Definicién[4.2} es que el acoplamiento es una técni-
ca general y poderosa, ya que es aplicable de diversas maneras. Por lo cual daremos una
introduccion a la relacién que existe entre el Acoplamiento y la Distancia de Variacién
Total.
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Ejemplo 4.1 Moneda justa.

Consideremos una moneda justay sean u y v las medidas de probabilidad de la mo-
neda, dando peso % alos elementos {0, 1}.

= Si buscamos acoplar py v es definir (X, Y) para un par de monedas independien-
tes, tal que P{X = x,Y = y} = 1/4 para todo x, y € {0,1}.

= Otra forma de hacer un acoplamiento de p y v es dejar que X sea un lanzamiento
de monedajustoy Y = X. Enestecaso, P{IX=Y=0}=1/2, P{X=Y=1}=1/2y
P{IX+Y}=0.

Definicion 4.3 Distribuciéon Conjunta
Dado un acoplamientode (X,Y) dep yv, si q es la distribucion conjuntade (X,Y) en
E x E, lo que significa que q(x,y) = P{X = x,Y = y}, entonces q satisface

Y g,y =) P{X=xY=y}=P{X=x}=px), x€cE
yEE yEE

Y ax,y) =) P{X=xY=y}=P{Y=p}=v(y),yeE.

xeE x€E

Por otro lado, notemos que si tenemos una distribucioén g en el espacio producto E x E
que satisface

Y g,y =px) ¥y Y qxy =vx),
YeE x€E

entonces hay un par de variables aleatorias (X, Y) que tienen a g como distribucién
conjuntay, en consecuencia, este par (X, Y) es un acoplamiento de p y v. Por lo tanto,
podemos escribir un acoplamiento como un par de variables aleatorias (X, Y) definidas
en un espacio de probabilidad comun o mediante una distribucién g en E x E.

Ahora retomando el Ejemplo lo especificaremos de manera equivalente por la
distribucién de probabilidad g, (x, y) en {0, 1} dada por

1
ql(x,y):z para todo (x,y) € {0,1}2.

Y de la misma manera podemos ver el punto dos como la distribucién de probabilidad
g»(x,y) dada por
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1 si (x,y) = (0;0); (JC,J/) = (]-y 1))

_)2
A0 )) {o sio (6,y)=01), () =(1,0).

Supongamos que tenemos dos distribuciones ¢ y v con un acoplamiento indepen-
diente. Sin embargo, cuando ¢ y v no son idénticos, no serd posible que X y Y tengan
siempre el mismo valor. Por lo cual una pregunta a responder es ; Qué tan cerca puede
llegar un acoplamiento a tener Xy Y idénticos?.

Proposicién 4.4 Acoplamiento Optimo
Sea 11 y v dos distribuciones de probabilidad en E. Entonces

lu—=v|;y=inf{P{X=Y}:(X,Y) es un acoplamiento de p y v}. (4.9

Este infimo se alcanza para alguin acoplamiento, que llamaremos el acoplamiento
optimo.

Demostracion
Para cualquier evento A tenemos

D HXAV= Y p@+ Y pw- ) p@+ ) v

x€E X€E,u(x)=v(x) X (x)>v(x) X (x)>v(x) XEE,u(x)>v(x)

You@av=1- > [p@-vX)].

xeE X€E,u(x)>v(x)

Ahora por la ecuacién (4.4) tenemos

Z,u(x)/\v(x):1—||u—v||TV:p. (4.10)

xeE

Supongamos que lanzamos una moneda con una probabilidad igual a p.

1. Sila moneda sale cara, elija un valor Z de acuerdo con la distribucién de probabi-
lidad,

Y (x) = w,

y establecemos X =Y = Z.

2. Silamoneda sale cruz, elija X de acuerdo con la distribucién de probabilidad

lu=vli7v

HOVD ¢;y(x) > v(x),
Yi(x) =
0 en otro caso,
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e independientemente elija Y de acuerdo con la distribucién de

probabilidad

YOZHD ¢y () > (),
'}/Il(x): ”/J_V”TV
0 en otro caso,

y por aseguramos que Y7y Yz son distribuciones de probabilidad. Es claro que

pymr+(=-pyr=p

pymr+AQ—=p)ym=v.

Por lo tanto, la distribucién de X es p y la distribuciéon de Y es v. Notemos que en el
caso de que la moneda caiga hacia arriba, X # Y, ya que y;y y7 son positivos en
subconjuntos disjuntos de X. Por lo tanto, X = Y siy solo si el lanzamiento de la
moneda es cara. Por lo cual concluimos que

PX#Y}=u=v|py-

4.3. Teorema de Convergencia

Teorema 4.1 Convergencia
Si P es irreducible y aperiodica, con distribucion estacionaria n. Entonces existe cons-
tantesa € (0,1) y C > 0 tal que

még( |Pt(x,-)—7t(-)||TVsCat—>0 cuando t— oo. (4.11)
Xe

Demostracion

La demostracion de este teorema la dejaremos para més adelante, ya que daremos
una prueba agradable y bonita usando acoplamiento.
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4.4. Estandarizacion de Distancia Desde la Estacionarie-
dad

Definicion 4.4 Sea d(t) la distancia desde la estacionariedad en el sentido variacion to-
tal:

= A L o) —
d(t)—rjlclez}EX”P X, =7| py (4.12)

Por el Teoremal4.1, sabemos que si t — oo entonces d(t) — 0 por lo cual, la siguiente
definicion serd util.

d(r) = glyéé% IP* (¢, ) =P (3,) | 1 (4.13)
Ahora veamos la relacién que existe entre las ecuaciones y (4.13).
Proposicién 4.5 La siguiente desigualdad relaciona d(t) y d(1):
d(y=d()=<2d(t) Vit (4.14)
Demostracion
Por un lado d(t) < 2d(t) se sigue de la desigualdad del tridngulo para distancia de

variacion total[4.5] insertando 7 como punto intermedio.
Por otro lado, para d(t) < d(t) usaremos la identidad 7 (A) = ZyeEn(y)Pt(y, A):

[P* o) =7 Oy = max| P (x, 4) =7 (A)]

[0

YEE

= max
AcE

P'(x,A)— ) w(y)P'(y,A)
yeE

= max
Ac

Y 7y (P'(x, A —P'(y,A)
yeE

<max Y w(y) |P'(x, A) - P'(y, A)|
AcE yeE

< ) () méx|P!(x, A) = P'(y, A)|

YEE
=Y n(y)|P'(x,A)—P'(y, A
YEE
3 t _ pt
SI}]EaEX|P (x,A) - P (y,A)|.

Tomando el maximo sobre todo x € E

5 t _ pt
s)rcgzé)gP (x, A) — P (y, 4)|.
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Proposicién 4.6 La funcién d es submultiplicativa:
d(t+s)<d(s)d(r) Vi. (4.15)
Demostracion

Fijemos x, y y en E, y sea (X;, Ys) el acoplamiento 6ptimo de P° (x,-) y P* (y, ) cuya
existencia estd garantizada por la Proposicion[4.4] Por lo tanto

|P* (x,) = P (3,) ||y = P{Xs # Ys} . (4.16)
Tenemos
P (x,w) =) P{X;=2z}P'(z,w) =E(P" (X5, w)). (4.17)
zeE

Del mismo modo tenemos

Py, w)=) P{Y;=z}P'(z,w) =E(P' (Y5, w)). (4.18)

zZ€E

Para un conjunto A c E, sumando sobre w € A, muestra que

1
||Ps+t(x,-) —PSH(J/, ')”TV = > Z |[E(Pt(XS, w) — P' (Y, W))|

weE

<E % Y |Pf (X5, w) = P (Y, w)|

weE
E([|P* (X5 ) = P* (Yo, )| 1)
E([|P* (X5 ) = P* (¥, ) ||y Lixeeva)
E(d(D1ix,2vy)
d(t)P{Xs# Yy}
d(t)d(s).

1 VA |

Tomando el maximo sobre x y y, completa la demostracion.

Corolario 4.1 Para enteros no negativos c,

dict)y<sd(ct) =d(t+t+---+1) <d()° <2°d(r)°
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Y aqui es donde retomamos la demostracién del Teoremal4.1}
Demostracién Teoremal4.]l

2, A 1
mix P50 Oy =mis 3 P (5) )

e
Sgleaggyezjsgg(lp (x.y) =7 (¥)])
n

= max(|P’ (x.y) -7 (7)),

donde n:= |E|. Dela ecuacion (5.7) sabemos que existe una 6 > 0 tal que para alguna
yeE, t=0,

4 t _ l -6t
mdx (|P* (x,y) -7 (y)[) = 5¢

: : . n w_ ,—0
entonces ba]o este escenario C := wpya:=e tenemos (5.7).

Proposiciéon 4.7 Sean u y v distribuciones de probabilidad en una cadena de Markov P,
entonces

”:“P_VP”TVS ”:”_V”TV'

Demostracion
Sea Xy, Yj el acoplamiento 6ptimo para ¢y v. Usando una representacion de mapeo
aleatorio como se vio en la Secci()ny Z ~Unif(0,1) para definir:

Xi = f(Xo,2)

Yi=f(%, 2).

Por definicién de la representacion de mapeo aleatorio X, Y; se distribuyen como
WPy vP respectivamente y también son un acoplamiento de estas distribuciones. Ade-
mas si Xo=Yy, entonces X;=Y7, es decir, {Xp = Yy} < {X; = Y37}. Por lo tanto {X;, = Yy} ©
{X1# 1},

I =v| 7 = P{Xo# Yo}

P{Xo;tYo}EP(Xlin)
=inf{P(X#Y):X,Y un acoplamiento de uP, vP}
= |uP=vP| .

En consecuencia, esto muestra que d(s) y d(s) son funciones no crecientes de s.
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4.5. Tiempo de Mezcla

Esta secci6n serd corta pero muy importante, ya que introduciremos un parametro
que mida el tiempo necesario por una cadena de Markov para que la distancia a la esta-
cionaria sea pequena.

Definicion 4.5 Para una cadena de Markov dada, seac € (0,1) y definimos

tnix€) =min{t:d(t) <€} (4.19)

y
tmix = tmi 1 4.20
mix — mzx(zl)- ( )

Ahora por la Proposicion[4.5]y por el Corolario [4.1|muestra que cuando ¢ es un entero
positivo,

d (Ctmix(€)) < d(tmix(€)° < (2)°. (4.21)

Si tomamos € = i

d(ctpix) =2°° (4.22)

Haciendo un cambio de variable ¢ = ct;;;x, ¢ = %, entonces tenemos
mix

() < (2ﬁ)_t (4.23)



Capitulo 5

Acoplamiento

5.1. Introduccién al Acoplamiento

Este capitulo es vital para el desarrollo de este trabajo, ya que una comparacion entre
distribuciones se reduce a una comparacion entre variables aleatorias. A partir de la
Proposici()n caracteriza ||,u - v|| oy como el minimo sobre todos los acoplamientos
(X,Y)de py v, de que las probabilidades de que X y Y sean diferentes. En consecuencia,
podemos encontrar cotas superiores en la distancia de variacion total.

Ejemplo 5.1 Caminata Aleatoria Simple

Figura 5.1: Acoplamiento de caminatas aleatorias definidas en {0, 1,..., n}.

Consideremos dos caminatas aleatorias simples en el segmento {0, 1,...n}. Al mo-
mento en que la caminata llega al estado 0 no podrd bajar mas o si la caminata llega al
estado n no podré subir mds. En consecuencia si tenemos dos caminatas aleatorias X;
y Yy, t = 0 para estados xo < yp entonces P’ (xo, n) < P’ (yo, n).

56
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Sea A1,Ay,... una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas que toman valores en {—1, 1} y con media cero, entonces cada A; es igual-
mente probable que sean +1 como —1. Ambas cadenas X; y Y; se mueven con la misma
regla: si A;=+1, ambas cadenas suben una unidad, siempre y cuando sea posible, por
otro lado, si A;=-1, ambas cadenas bajan en una unidad, siempre y cuando sea posi-
ble. Las cadenas solamente pueden encontrarse en 0 o n, después de ese momento se
mantendrdn juntas.

Por lo cual X; tiene funcion de transiciéon P’(x,-) y Y; tiene funcién de transicion
P'(y,+). Supongamos que X; = n, entonces significa que Y; = n, de donde concluimos
que

P'(x,n)=P{X;=n}<P{Y,=n}=Pl(y,n). (5.1)

Y aqui es donde notamos la magia del acoplamiento, logramos juntar dos cadenas de
tal manera que siempre X; < Y;, ademads, toda la informacién de las variables aleatorias,
es facil de leer.

El ejemplo anterior nos muestra un método de hacer un acoplamiento muy, pero
muy util, ya que nos permite construir dos copias de una cadena de Markov usando una
fuente comun de aleatoriedad.

Definicién 5.1 Acoplamiento de Cadenas de Markov

Definimos un acoplamiento de cadenas de Markov con matriz de transicion P para
que sea un proceso (X, Y5)32 ) con la propiedad de que tanto (X;) como (Y;) son cadenas
de Markov con la matriz de transicion P, aunque las dos cadenas posiblemente tengan
distribuciones iniciales diferentes.

Al igual que en el ejemplo anterior, la Definiciéon permite que las dos cadenas
puedan tener diferentes distribuciones iniciales.

Definicién 5.2 Acoplamiento Markoviano

Dada una cadena de Markov en E con matriz de transicion P, un acoplamiento Mar-
koviano de dos cadenas, es una cadena de Markov {(X;, Y)} ;o con espacio de estados
E x E que satisface, para todo x, y, x', y'

P{Xi1 =X|X;=x,Y; =y} =P(x,x")

P{Yt+1 = y’lXt =x,Y; = J/} = P(y,y’)

Definicion 5.3 Acoplamiento Pegajoso
Dado un acoplamiento Markoviano, diremos que es un acoplamiento pegajoso si

Xs=Ys, entonces X;=Y; para t=s. (5.2)

A partir de este momento si X; y Y; son cadenas de Markov acopladas con Xp = xy
Yo = y, entonces escribiremos Py, para la funcion de probabilidad en el espacio donde
X; v Y; estédn definidas.
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5.2. Distancia de Variacion Total Delimitada

Teorema 5.1 Sea (X;, Y;) un acoplamiento pegajoso como se definio en (5.2) con Xo = xy
Yo =1y.Seat qcop la primera vez que las cadenas se encuentran

Tacop=Min{t:X;=Y; para todo s=t}. (5.3)

Entonces

[P'(x,) = P' (3, )| 7y < Px,y{Tacop > t}. (5.4)

Demostracion
Primero veamos qué P’ (x, 2) = Py, {X; = 2}y P'(),2) = Py, {Y; = z}. Ydado que (X;, Y))
es un acoplamiento de P'(x,-) y P!(y,-) y por la Proposici()n

”P[(x; ) - Pt(y, ) ” v = Pyy{Xt# Y} < Pyy {Tacop > t} .
La ultima desigualdad se sigue de {X; # Y;} c {r acop > t} por definicion de 7.
]

Corolario 5.1 Supongamos que para cada par de estados x,y € E hay un acoplamiento
(Xy, Yy) con X = x y Yo = y. Para cada uno de estos acoplamientos, sea T 4cop el tiempo de
coalescencia de las cadenas, como se define en (5.3).

Entonces

d(t) < maxP T >t
(1) méx vy {Tacop > t}

YpOr lO t&l”ltO tmlx < 4méXxyy IE.X',J/ (Tacop).

Demostracion
Por la Proposicién[4.5]tenemos que

d(t) <d(p).
Por el Teoremal5.1]

d(t) < maxP T >t
(1) max vy {Tacop > t}

d(t) < d(t) < max P t}.
(1) = ()<)ICT}2)]§ x,y{Tacop> }
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5.3. Acoplamiento en el Hipercubo

La caminata aleatoria en el hipercubo {0, 1}”, la definimos en el Ejemplo Ademas,
esta cadena es periddica, por lo estudiamos la cadena perezosa, en cada paso, el proceso
permanece en su posicion actual con probabilidad % y con probabilidad % se mueve
una posicion elegida uniformemente al azar entre todos los vértices vecinos. Por lo cual
decidimos que una forma conveniente de generar la caminata perezosa es la siguiente

Proceso1: 0 0 1 1 0{1]0 0 1 1
Proceso2: 0 1 1 0 0[0]1 0 1 0

Proceso 1: 0 0 1 1 010 0 1 1
Proceso2: 0 1 1 0 011 0 1 0

Figura 5.2: Del proceso 1 elegimos una coordenada uniformemente al azar, (en la ima-
gen seleccionamos la sexta). Después con probabilidad 1/2, cambiamos el bit de la coor-
denada elegida, pero en el proceso 2, para que el valor de las coordenadas en ambos
procesos sea el mismo. Ver [13]

1. Elegir uniformemente una coordenada de las n-coordenadas.

2. Actualizar el bit de la coordenada seleccionada con un bit aleatorio en {0,1} con
probabilidad %

Definamos 7 como la primera vez que todas las coordenadas se han seleccionado
al menos una vez, entonces los dos procesos se mueven igual desde el momento 7 en
adelante. En consecuencia, tenemos que la distribucion de 7 es exactamente la misma
que la variable aleatoria del Coleccionista de cupones por el Corolario y por la
Proposicion|3.4|se tiene que

d(nlogn+cn)<P{r<nlogn+cn}<e " (5.5)

Entonces
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tmix(€) < nlogn+log

1
—)n. (5.6)
€

De donde tenemos t,,ix = O (nlogn) cuando n — co.

En este punto hemos realizado un trabajo preliminar y hemos establecido alguna
notacion, por lo que ahora daremos una buena prueba del teorema de convergencia
usando el acoplamiento y asi demostraremos lo 1til y poderoso que es.

Teorema 5.2 Convergencia
Si P es irreducible y aperiodica, con distribucion estacionaria n. Entonces existe cons-
tantes a € (0,1) tal que

dn < (1-¢%)" (5.7)

Demostracion

Sea (X;, Y;) un acoplamiento de py v. Recordemos que, por definicién, Xj tiene dis-
tribucién p y Yy tiene distribucién v. Denotemos esto por Xp ~ ny Yp ~ v. Como las
distribuciones marginales de X,y Y; son uP’ y vP! respectivamente, por el Teorema

y la Proposicién

|uP" = vP|| 1y < Py y (X # Yi} = P{Tacop > t}.

Tengamos en cuenta que podemos tomar 7 = v, de modo que la desigualdad anterior
acota la distancia desde la distribucion estacionaria. Solo tenemos que demostrar que
hay un acoplamiento (X;, Y;), donde X; y Y; tiene transiciones independientes entre
si definidas por P, pero por la propiedad pegajosa, después de 7,c0p se moveran del
mismo modo.

Ya que P es irreducible y por la Proposicién [2.5] existe un entero positivo r y un real
positivo ¢ tal que para todo x, y € Q, P"(x, y) > € > 0. Ahora considere la probabilidad de
que para algunos xg, X; # Xo y Y; # yo, lo que es equivalente a P’ (X; # Y;). Por probabi-
lidades complementarias e independencia, sabemos

Pl (X, 2Y)=1-P'(X;=x0, Vi =x0) =1 — P (X; = x0) P* (Y; = x0) < 1 — €.

Ahora tengamos en cuenta que Xj, # Yi,, es aproximadamente igual al momento
inicial k, repitiendo este proceso el acoplamiento al momento r desde estados arbitra-

rios, encontramos que X, # Y;. Se sigue qué P*" (X; = Y;) < (1- ez)k. Asi, para nuestro
acoplamiento independiente (X;, Y;), con ¢ = kr >0, cuando k — oo,

P’ = || 1y < P{Tacop > 1} = Py {X; # Yi} < (1_52)k_’0'



Capitulo 6

Tiempos Estacionarios Fuertes

6.1. Top-to-Random Shuffle

Ejemplo 6.1 Top-to-Random Shuffle (Barajeo aleatorio la carta de arriba pasa a un lugar
aleatorio)

Consideremos un mazo de 7 cartas:

1. Tomaremos la carta superior.

2. Lainsertaremos de manera uniforme al azar en el mazo.
Si repetimos este proceso, en algiin momento, se mezclard el mazo. Teniendo que los
arreglos sucesivos del mazo son una caminata aleatoria en el grupo simétrico S, en n!

posibles permutaciones de las tarjetas. Lo que nos lleva a hacernos la siguiente
pregunta, ; Existe una distribucién estacionaria? y si es asi, ; Como se comporta?.

Definicion 6.1 Grupo
Un grupo es un conjunto G dotado de una operacion asociativa, - : G x G — G, si cum-
ple

tarjeta original &/

Figura 6.1: Método de barajar.
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1. (G,) tiene un elemento neutroid para todo ge G, id-g=gyg-id=g.

2. Existe un elemento inversog™' € Gparacadag-g~' =g '-g=id.

Definicion 6.2 Caminata Aleatoria por la [zquierda

Dada una distribucioén de probabilidad p en un grupo (G,-), definimos la caminata
aleatoria por la izquierda en G con distribucion de incremento . de la siguiente manera:
es una cadena de Markov con espacio de estado G y que se mueve multiplicando el estado
actual a la izquierda por un elemento aleatorio de G seleccionado de acuerdo con .

En consecuencia, la matriz de transicién P de esta cadena tiene entradas

P (g, hg)=u(h)
paratodo g,h € G.

Recordatorio 6.1 Como definimos la caminata aleatoria en grupos, multiplicamos el es-
tado actual por el incremento a la izquierda. Una forma alternativa, uno puede conside-
rar la caminata aleatoria por la derecha, donde

P(g,gh)=uh) Vg hegG.

Ejemplo 6.2 El Hipercubo

Un ejemplo de una caminata aleatoria en un grupo G, es la caminata aleatoria en el
hipercubo, definidos en el grupo 7!}, que es el producto directo de n copias del grupo de
dos elementos, Z, = {0,1}. Para la caminata aleatoria simple, la distribucion es uniforme
en el conjunto {e; : 1 < i < n}, donde el vector e; tiene un 1 en la posicion i y 0 en todas las
demds entradas. En el caso de la caminata en el hipercubo perezosa, la distribucién u da
al vector 0 con peso % y cada e; con peso ﬁ
Proposicion 6.1 Sea P la matriz de transicion de una caminata aleatoria en un grupo
finito G y sea U la distribucion de la probabilidad uniforme en G. Entonces U es una
distribucion estacionaria para P

Demostracion
Sea u los incrementos de la distribucion de la caminata aleatoria. Entonces para cada
geG

1 1 1

Y UnPhg=—) P(k'gg)=—= > uk=—=U(g,
heG |Gl &6 Gl =6 |G

donde k= gh™'.
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Retomando el Ejemplo|[6.1]y por la Proposicién[6.1|tiene una distribucién estaciona-
ria uniforme.

Ahora una buena pregunta que nos interesa responder es, ; Cuanto tiempo debemos
barajar usando este método hasta que la disposicion de la baraja sea casi aleatoria?.

Para lo cual definimos lo siguiente, sea 7, la primera ocasion en que la carta infe-
rior original se haya movido a la parte superior del mazo, ver|6.1]

Veamos que la disposicion de las tarjetas en el momento 7, se distribuye unifor-
memente en el conjunto S, de todas las permutaciones de {1,..., n} y, ademas, este ele-
mento aleatorio de S, es independiente del tiempo 7). Lo que nos lleva a la siguiente
proposicion.

Proposicion 6.2 Sea (X;);>o, la caminata aleatoria en S,, correspondiente atop-to-random
shuffle en n cartas. Dado el momento t que hay k cartas debajo de la carta inferior
original, cada una de las k! posibles pedidos de estas tarjetas son igualmente probables.
Por lo tanto, si T,y es un barajeo después de la primera vez que la carta inferior original
se mueve a la parte superior del mazo, la distribucion de Xz, es uniforme sobre Sy, y el
tiempo T 1op es independiente de Xt10p

Demostracion

1. =0, no hay tarjetas debajo de la tarjeta inferior original y el argumento es trivial-
mente vélido.

2. t >0, Ahora supongamos que el argumento se mantiene. Por lo cual tenemos dos
posibilidades en el tiempo ¢+ 1: una tarjeta se coloca debajo de la tarjeta inferior
original o no. En el segundo caso, las cartas debajo de la carta inferior original
permanecen en orden aleatorio. En el primer caso, dado que la tarjeta se coloca
debajo de la tarjeta inferior original, cada una de las ubicaciones posibles de k + 1
para la tarjeta es igualmente probable, por lo que cada uno de los pedidos (k + 1)
es equiprobable.

En otras palabras, la Proposicién es que para cualquier ¢, dado que 74yp=t, la
distribucién de X; es uniforme.

]
Ejemplo 6.3 Caminata Aleatoria en el Hipercubo

Retomando la caminata aleatoria perezosa (X;);~¢, en el hipercubo {0, 1}", utiliza-
mos el acoplamiento para limitar el tiempo de mezcla. Si utilizamos la representacion
de mapeo aleatorio, un elemento (j,B) de {1,2,...,n} x {0,1} se selecciona de manera
uniformemente al azar, y la coordenada j del estado actual se actualiza con el bit B.

En consecuencia, acabamos de construir una sucesion (Z;) independientes e idénti-
camente distribuidas, donde Z; = ( Jt Bt) es la coordenada y el bit utilizado para actua-
lizar el paso t. Definimos

T;:=min{r=0:j,=i, t;<t Viefl,...,n}}, (6.1)
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es decir, la primera vez cuando todas las coordenadas se han seleccionado al menos
una vez para actualizar. Por lo tanto, en el momento 7,55 todas las coordenadas han
sido remplazadas por bits justos e independientes, la distribuciéon de la cadena en este
momento es uniforme en {0, 1}”. Es decir, X; es una muestra exacta de la distribu-
cién estacionaria 7.

refresh’

6.2. Tiempos Estacionarios

Definicién 6.3 Tiempo Estacionario
Un tiempo estacionario T es un tiempo de paro aleatorio con la propiedad de que en
el tiempo 7, la cadena de Markov ha alcanzado su distribucion estacionaria:

P {Xy=y}=n(y) para todo y. (6.2)

Definicién 6.4 Tiempo Estacionario Fuerte

Un tiempo estacionario fuerte para una cadena de Markov (X;) con distribucién es-
tacionaria 7 es un tiempo de paro aleatorio T, posiblemente dependiendo de la posicion
inicial x, es un tiempo estacionario parat y X; son independientes, es decir :

P lr=t,X;=y}=Pclt=0n(y) Vy (6.3)

Definicién 6.5 Tiempo de Paro Aleatorio

Sean Z,,7,,...,7Z, variables aleatorias que determinan X1, X»,..., X, a través de la
representacion de mapeo aleatorio X, = [ (X,-1,Zy), T es llamado un tiempo de pa-
ro aleatorio si{t < n} c 0 (Zy,...,Zy), donde o (2, ...,Zy) es la o-dlgebra generada por
VATRRVATS

Lema6.1 Sea (X;);~¢, una cadena de Markov irreducible con distribucién estacionaria
7. Si T es un tiempo estacionario fuerte para X;, entonces para todo t = 0y

P Ar<t,X; =y} =Pt < t}m(y). (6.4)
En palabras X; tiene distribucion t y es independiente det.

Demostracion
Sean 7, Z,,..., valores aleatorios de la cadena de Markov, ahora utilizando la repre-
sentacion de mapeo aleatorio. Sea s < t y escribimos

Plr=s,X;=y} =) P{X;=ylt=5X;=2}Pc{T=5X; =2}
zeE
Ahora, {t=s5,X;=2z}co (Z,...,Z,), mientras
{X: =y} ={f X5, (Zs+1, Zs+2, ..., Z1)) = ¥}, depende solo de X;y Zs+1, Zs+2, ..., Zr. Dado
que los (Z;) son independientes, entonces
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P AX = ylt=5,Xs =2} = Py {f (Xs, (Zs+1, Zss2,..., Z1) = ylT = 8, Xs = 2}
=P {X;=ylt=5X;=2z}
=P {f (X5, (Zss1, Zss2y -, Z)) = YIT = 5, X5 = 2}
=P {f(2,(Zss1, Zs12,.., ZD) = ylT = 5, X5 = 2}
=P {f (2,(Zs+1, Zss2,-., Z0) = ¥}
=P (2, y).

Por la definicion de tiempo estacionario fuerte[6.4} tenemos

Pfr=sXi=y}=) PuiXi=ylt=5X;=2} Prit=5X;=2}

z€eE

=Y. P (z,y)n(2) | PxiT =1}

z€E

=n(y)Px{Tt =1}.

La ultima igualdad es consistente ya que 7 es la distribucion estacionaria. Sumando
z da el resultado final.

[ |
Proposicion 6.3 Sit es un tiempo estacionario fuerte, entonces
d(1) =méx | P'(x,-) = 7|, < max Py {7 > 1}. (6.5)
x€E x€E

La demostracion de la Proposicion [6.3|1a desarrollaremos por medio de dos lemas.
Para la cual definimos

Pi(x,y)
n(y)

Se(f):=max|1-— (6.6)

YeE

Ademds, mostraremos que dy(f) < s;(1) y sx(f) < Py {1 > t}. La combinaci6n de estas
dos desigualdades y tomando el maximo sobre x demostrardn la Proposicién[6.3]
Recordemos que s (1) se llama la distancia de separacion entre 7 y P'(x,-).

Lema 6.2 Sit es un tiempo estacionario fuerte, entonces

se(D) < PyiT > 1. (6.7)
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Demostracion
Sea x € E, notemos que para cualquier y € E

_Plx,y) 1 Pu{Xi=y} 1 P X, =y 1<t}
7(y) 7(y) - n(y) '
Por el Lemal6.1]

PRS2 U SO
7(y)

Nota 6.1 La desigualdad anterior es una igualdad si y solo si hay un nodo y para el cual
Py{X; =y} = Py{X; =y, 1 < t}. Esto sucede si y solo si {X; =y} c {t<t}. El nodo y se
llama estado de detencion, es un nodo para el que cuando llegamos alli sabemos que la
cadena de Markov ha alcanzado su distribucion de equilibrio.

Ejemplo 6.4 Caminata Aleatoria en el Hipercubo

Consideremos el estado x = (x1,..., x;) donde x; € {0,1} en la caminata aleatoria del
hipercubo n-dimensional, y definamos X; como el cambio de bit de la i-ésima coorde-
nada. El estado X = (Xj,...,X;) se alcanza cuando se ha actualizado el bit de todas las
coordenadas. El estado X es un estado de detenci6n, ya que solo se alcanza cuando se
haya actualizado cada bit. Si hay un estado de detencién que comienza en x, entonces
tendremos la siguiente igualdad s, (¢) = Py {t > t}.

Lema 6.3 La Distancia de Separacién acota la Distancia de Variacion Total V x, t
1P (x, ) = 7| 1y = sx(B), 6.8)
donde i es la medida invariante.

Demostracion

|Pf(x,)—7| ;= Y.  wm—-Plxy)
y:PiH(x,y)<m(y)
Pl(x,y)
= Z n(y) (1 - —y)
VP (x,)<n() n(y)
< ) a)se(0) =sx(2).
y:PH(x,y)<m(y)

Lema 6.4 Para una cadena reversible, las distancias de separacién y variacién total sa-
tisfacen

s@n<1-(1-dn)’ =2d(n <4d®) V. (6.9)
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Demostracion

La desigualdad de en medio se deduce de la expansion del cuadrado, y la dltima
desigualdad se debe a la Proposicion por lo cual solo demostraremos la primera
desigualdad.

Pl(zy) _ P'(y2)
xy) — w2

Por reversibilidad, y Chapman-Kolmogorov obtenemos

P2(x,y) ¥ P'(x,2)P'(z,y) _ ¥ ”(Z)Pt(x, 2)P'(z,y)
OO 107 et ny?
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz al lado derecho de arriba, tenemos

2t 2
m > (Z \/pt(x, z)Pt(y, Z))

ﬂ(y) z€E

=

2
}:P%mmAP%%m).

zeE

Por la ecuacién (4.10)

P?'(x,y) , , 2 -2
o2 1P @) - Pl 2 (1-doo)

siy solo si
PZ[ ,

n(y)
sen=1-(1-dm)’.

)sl—@—dmf

Xx,yeE

Ejemplo 6.5 Hipercubo.

Como ya hemos visto, la variable aleatoria 7, (6.1), es el tiempo cuando cada coorde-
nada ha sido seleccionada al menos una vez, es un tiempo estacionario fuerte. El tiem-
po 7; ya ocurrio6 en el acoplamiento de coordenadas por coordenadas, y también vimos
que es idéntico al tiempo del coleccionista de cupones. En consecuencia, obtenemos
exactamente el mismo limite superior para #,,;, que encontramos usando el método de
acoplamiento. Por lo cual si combinamos la Proposicién[3.4]y por el Lemal6.2} muestran
que la distancia de separacion satisface, para cada x,

sy (nlogn+cn)<e . (6.10)

Por el Lema

tmix(€) < nlogn+log(e™') n. (6.11)



Capitulo 7

El Fenomeno del Cutoff

Comenzamos este capitulo observando una baraja de n cartas, en particular aplica-
remos el barajeo top-to-random shuffle, que se discuti6 en el Ejemplo Mediante el
acoplamiento, podemos demostrar que para una baraja de n cartas, se aproxima a una
configuracion uniforme de la baraja en el limite a medida que n — co después de apro-
ximadamente nlogn + cn movimientos, donde c es una constante, es decir, después de
nlogn + cnla baraja estara totalmente barajeada.

También demostraremos que si solo aplicamos nlogn+cn el método top-to-random
shuffle al mazo de n cartas, entonces las cartas barajadas atin se parecerdn mucho a la
configuracion original. Por lo tanto, la configuracién cae de estar cerca de la configura-
cion original a uniforme en aproximadamente nlogn movimientos de grado n.

Esta caida se llama cutoff y constituye el tema principal de esta tesis.

7.1. Un Paso Antes del Cutoff

Proposicion 7.1 Sea (X;) la cadena de top-to-random en n cartas. Para cualquier €
>0, existe una constante a (€) tal que a >a () implica que para todo n suficientemente
grande,

dy(nlogn—an)=1-¢. (7.1)

Es decir,

tmix(1—¢€) < nlogn—-an. (7.2)

Demostracion

Sea 7, la primera vez que se inserta una tarjeta debajo de la tarjeta inferior original.
Dado que la probabilidad de que una tarjeta se ponga en la parte inferior es igual a %,
esto sucederd después de aproximadamente n barajeos. Luego, sea 7, la primera vez que
se coloca una tarjeta debajo de la tarjeta inferior original, es decir, después de 7;. Esto
sucede con probabilidad %, esto sucederd después de aproximadamente % barajeos. Las
dos cartas debajo de la carta inferior original tienen la misma probabilidad de estar en
cualquier orden. De manera similar, podemos definir n —1 veces 7, < 72 <... < Tj_1.

68
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En el momento 7,1, la tarjeta que originalmente estaba abajo, apareceré en la parte
superior. Por lo que se deduce que las n — 1 tarjetas inferiores tienen la misma
probabilidad de estar en cualquiera de los (n —1)!. En el momento 7, =7,-; + 1, se
vuelve a colocar la tarjeta inferior original en el mazo en una de las n posicién. Por lo
tanto, el mazo es igualmente probable que esté en cualquiera de los n! arreglos en S, al
tiempo 7.

Cuando la tarjeta inferior original esta en la posicion i, se necesita aproximadamente
% barajeos para colocar una tarjeta debajo de ella. Por lo tanto tenemos

n
[E(Ti—Ti—1)=7

yaquet, = Z?:l (t;i—7Ti-1) conTg =0, tenemos

E(ty) = [E(Z (ri—ri_l))
i=1

n

Y E(ri—7i-1)
i=1
n
Z — ~nlogn cuandon — oo.
=i

i=1

S

Observa que 7, es un tiempo fuerte y uniforme.

Para la demostracién del Teorema, compararemos el top-to-random shuffle con una
variable auxiliar aleatoria V};, que representa el nimero de sorteos necesarios para sacar
todas las n bolas, con reemplazo, al menos una vez, de una urna que contiene n bolas.
Para i = {0,1,...n}, sea V; que denota el niumero de sorteos necesarios, hasta que se
hayan sacado i bolas distintas. Observemos que

D D i .
T,-—Ti_l:Vn_(,-_l)—Vn_,-:Geo(—), i=1,...n.
n

son independientes y que

n n

D

Tp=) Ti=7i-1) = ) (Vati-) = Vi) = Vin.
i=1 i=1

Sea id la permutacion identidad y consideremos los siguientes eventos. Sea un mazo

compuesta con 7 tarjetas, las cuales estardn indexadas de la siguiente manera, ver la

Figura,[7.1] entonces definamos

Bj::{las cartas iniciales j estdn en su orden original}, j=1,...,n.
(7.3)
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—cartan —cartan-1

osicion
—cartan-1 P ——cartan-2
——cartan-2 posicién n-l— ——cartan-3
posicién n-2 «—
°
°
°
osicion j+1 «— .
p J — . cartaj

—carta 3

——cartan
—carta 2

— cartal
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Figura 7.1: Las cartas estardn enumeradas de abajo hacia arriba, es decir, la carta de
abajo serd la 1 y la carta superior serd la n, posteriormente la carta n bajard en alguna

posicion aleatoria.

! . . . . . .
Seat jque la cantidad de barajeos requeridos para mover la carta j de abajo hacia
arriba, y sea 7;,; denota el numero de barajeos necesarios para colocar la tarjeta i

debajo de la tarjeta j. Ya que

D i+]j
TjG+) = Tji = 060(7)

tenemos

, n—j-l p izl
1= ) (tjaen—75i) = 2 (Vamt-1) = Vimi)-
i=0 iz
nz(l—%) 2
Yaque E(Vy—(i-1) = Vai) = 2 y Var (Va—(i-1) = Va-i) = —7— < %z, tenemos

n—-1

Z (Viei = Va—iis1))
i=]j

n—-1
Y E(Va-i— Va—(i+n)
i=j

Eﬁ”:ﬁ

- > n(logn-log(j—1))

|3

n-1
=L
=]
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. n-1,2 2
Var(r-): —_<—) j=2.
J ZZZJ i2 j—l J

Combinando estos limites con la desigualdad de Chebyshev obtenemos

P(T’j < nlogn—an) SP(TI]-—E(TI]-) < —n(a—log(j—l)))
sp(’ ']—E(T;)’ > n(a—log(j—l)))
3 Var(rlj)
n?(a—log(j-1))
s%l, a=logj+2,

la Gltima desigualdad se cumple para a =logj + 1. Tomando ¢, (a) = nlogn — an.
Entonces

! 1
P (X4, (a) € Bj) 2P(T-< tn(a;)) > 1_._1_

Junto con la observacion de que 7 (B;) = L< j+1), ypara a =logj+ 1, tenemos

2
dn (tn (@) = |P Xty €)= 7O 1y = P (Xip@ € Bj) -7 (Bj) > 1 - T

2

Ahora tomemos j = e%"¢, asi que n = e? 2 y definimos

gla):= eI T

Entonces para todo € > 0 existe un a := a (€) con g (ag) = 1 —e€. Por lo tanto para todo
a = @y tenemos

d,(nlogn—an)=1-e.

Lo cual prueba la Proposicién[7.1] Por lo tanto,
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li’?lg)lfdn (th (@) > g(a)

donde g (a) — 1 cuando a — oco.
Recordemos que para el top-to-random shuffle[6.1]en n cartas, obtuvimos[5.5

dy(nlogn+an)<e™?, (7.4)

y por la Proposicién|7.1
lilgninfdn (nlogn+an)=1-2¢*"7. (7.5)
—00

En consecuencia, la cota superior en (7.4) tiende a 0 cuando a@ — oo y la cota inferior en
(7.5) tiende a 1 cuando a — co.

Notemos que esta estimacion es mucho mas precisa que el hecho de que el tiempo
de mezcla es del orden nlogn.

7.2. Definicion del Cutoff
Con todo el trabajo desarrollado podemos proceder a definir el fenémeno del Cutoff.

Definicion 7.1 Fendémeno del Cutoff
Para una sucesion de cadenas de Markov indexadas por n € N con los tiempos de
mezcla correspondientes t;;lgx(s). Esta sucesion tiene un cutoff si para todo € >0 tenemos

(n)
lim M = (7.6)
e tn,zlix(l —£)

Por las ecuaciones y para la cadena top-to-random muestra que la distan-
cia de variacion total d,, para la cadena de n tarjetas decrece muy pero muy répido a
tr(r’zl) .- En otra palabras, si nosotros hacemos un reescalamiento del tiempo ¢ por nlogn,
como n — oo la funcién d,, se aproxima a una funcién indicadora:

1 si c<l1,
lim d,, (cnlogn) = 7.7
n—oo n( 8 ) {0 si c¢c>1.

Por lo tanto, esta propiedad es una caracterizacion de una sucesién de cadenas cuando
tiene un cutoff.

Otra caracterizacion estaria dada por el Lema 18.1 que se encuentra en [13].
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d (2)
A

%nlog n- Cp (E)n < t,;, < %nlogn -C,(1-&)n

Figura 7.2: Para una cadena de Markov con cutoff, la gréfica de d,,(f) contra t, cuando se
ve en la escala de tiempo t,(q’gx, se aproxima a una funcion escalonada cuando n — oco.
Ver [13].

Lema7.1 Sean t;(;zlz?x yd, el tiempo de mezcla y la distancia a la distribucion estacionaria,
respectivamente, para la n — ésima cadena de una sucesion de cadenas de Markov. La
sucesion tiene un limite si y solo si

lim dn(ct(") ): (7.8)

n—00 mix

1 si c<1,
0 si c>1.

Lema 7.2 Una sucesion de cadenas de Markov exhibe un cutoff siy solo si

- 1 si c<l1
(n) ) n—oo )
dn (Ctmix) - :
0 si c>1.
Demostracién <) De la definicion de limite, para cualquier y > 0 podemos elegir

n lo suficientemente grande para hacer d, (Ctr(:;x) arbitrariamente cercano a 1. De lo

anterior se deduce que para cualquier 0 < € < % podemos elegir n de tal manera que

d, ((1 -v) t}i’;l?x) > (1—¢€). Por tanto, para tal n,

t(n)

mix

A-g=t" (1-y), (7.9)

mix
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de la misma manera podemos elegir n lo suficientemente grande para que

(n) (n)
(€)=t (1+7). (7.10)
Por lo tanto existe n tal que
(n)
L (€) 1+
< <7 Y (7.11)
th (1-e) 1-v

y tomando el limite cuando y — 0 (para que n — co) obtenemos la definicién de corte.
=) De la definicién de limite, fijando y, existe 72 tal que Vn > 71

i € <(1+y)=c (7.12)

mix

asi que

t(")

" @=ct™ 1-g) =<ct™

mix mix*®
Por tanto, a partir de la definicién de d (1) (. y tomando el limite de n para cubrir

0<e<i,

7 (n) (n)
r}l_I)lolod (ctml.x) <e. (7.13)
tomando € — 0 tenemos el caso ¢ > 1. El caso ¢ < 1 es completamente anélogo.
|

Retomemos el ejemplo top-to-random shuffle[6.1} por construccion, las ecuaciones
y (7.5), son intervalos de longitud an centrado en nlogn, por lo que la distancia de
variacion total, inicia es 1 y decrece hasta llegar a cero, lo que nos motiva a realizar la
siguiente definicion.

Definicion 7.2 Ventana

Una sucesioén de cadenas de Markov tiene un cutoff con una ventana de tamaiio

O (wy) siw, = o(t;’;l?x) y

lim_liminfd, (¢ +aw,) =1, (7.14)

a——00 Nn—00
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. . (n)
lim limsupd, (tml.x

== peo

+awﬁ:& (7.15)

Definiciéon 7.3 Pre-Cutoff
Diremos que una familia de cadenas tiene un pre-cutoff si satisface

, NG
sup hmsup()—<oo. (7.16)
O<e<l/2 n—oo t 1 1—(¢)

Definicion 7.4 Dada p una distribucion de probabilidad en E y f : E — A, escribimos
wf~1 para la distribucion de probabilidad definida por

(wf) @ = p(f W)
para A< A.
Notemos que la definicién anterior nos motiva a pensar que cuando X es una varia-
ble aleatoria con valores en E y distribucién g, entonces f (X) tiene distribucién p f 1!

en A, por lo cual enunciamos el siguiente lema.

Lema 7.3 Sea i yv distribuciones de probabilidad en E, y sea f : E — A\ una funcién en
E, donde A es un conjunto finito. Entonces

=l py = wf ™ =v gy
Demostracion

Sea B< A< A. Dado que

luf B =vfTB)| = |u (T B) -v ().

Entonces

. -1 _ -1 , .
max|pf (B) — v~ (B)| < mix|u(4) - v(A)|.
|

Proposicion 7.2 Sea f : E — A, con A un conjunto finito, y sean i y v dos medidas de
probabilidad en E tal que

|E(f) —Ev(f)| = ros,

Para algunr >0, donde
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Eu(f) =) p)f(x)

xeE

y
0= \/méx{Var“(f), Var,(f)}.
Entonces
8
”F‘ V”Tv— 1_ﬁ
Demostracion Sea

e B+ e

y aplicando la desigualdad de Chebyshev tenemos

KRS
<u({ 1w -] 22}
viH(A) =

v({x:f 2K, (f)+m*})
<v({x:|f @B

Por el Lemal(7.3lse tiene

le=v]py = |lwft =v gy = Z‘éf'“f_l(

B)-vf(B)|
4 4

>uflA) -vi A= I-=->

-1-8

r2’

76
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Otra proposicion similar a la proposicion anterior, es la siguiente, la cual la podemos
encontrar en [13] como la Proposicion 7.12.

Proposicion 7.3 Sea u y v dos distribuciones de probabilidad en E, y sea f una funcién
de valores reales en E. Si

|Eu(f)—Ev(f)| = ro, (7.17)
donde o* = (Var,(f) - Var,(f)) 12, entonces

le=vily =1~ (7.18)

4472

El propésito de la Proposicién[7.2es encontrar una cota inferior al tiempo de mezcla
para la caminata aleatoria en el hipercubo.

Lema 7.4 Consideremos el problema del coleccionista de cupones con n tipos de cupones
distintos, y sea 1;(t) la indicadora del evento en que el j-ésimo cupén no ha sido recolec-
tado al tiempo t. Sea Ry = ;‘:1 1; () el niimero de cupones que aiin no se han adquirido

al tiempo t. Las variables aleatorias (1;(1)) estdn correlacionadas negativamente y sea
p=(1- %)I, para t = 0 tenemos

E(R:) =np, (7.19)

Var(Ry) =np(l-p) < -—. (7.20)

S

Demostracion
Notemos que si I () = 1 siy solo silos primeros cupones al tiempo ¢ no son del tipo
J, entonces

1 t
[E(Ij(t))=(1—;) =p y Var(lj(®)=pQd-p).

Similarmente, para j # k,

2 t
E(I;(0) k(D) = (1—5) .

De donde, obtenemos que

2 t 1 2t
Cov(l,-(t),lk(r)):(1—_) _(1__) <o,
n n
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Recordemos que demostramos la ecuacién (5.6)

1
tmix(€) < nlogn+log E)n (7.21)
En resumen, tenemos que
1
tmix(1—¢€) = Enlogn—c(s) n. (7.22)
y
1
tmix(€) < Enlogn —c(e)n. (7.23)

Para la cadena top-to-random shuffle de n cartas, obtuvimos las ecuaciones (7.22) y
(7.23) las cuales demuestran que hay un cutoff en %nlog ndeordenn.

Teorema 7.1 Sea X;, t =0, la caminata aleatoria en el hipercubo n-dimensional con dis-
tribucién estacionaria 'y sea (Wy);en la caminata en la urna de Ehrenfest con distribu-
cion estacionaria myy . Entonces

1Py (X;€)—mOllpy =I1Pp(Xr€)—mw C)llry. (7.24)

Denotaremos por Py a la probabilidad inicial del vértice con todas las coordenadas de 1’s
y denotaremos por Py, la probabilidad inicial de que las n bolas estén en la urna A.

Demostracion

Sea W la funcién de peso del Hamming como la definimos, y para w € {0,1,...,n}
sea E,, := {x € Zg W(x) = w} el conjunto para todo x € Z’g con w bits. Recordemos que
para todo x,y € Ey, Po(X;=x) = Py(X; =y) y n(x) = n(y), de modo que

Y IPo(Xi=x)—nx)| =] ), (Po(X;=x)—m(x)|=Py(W;=w)—mu(w)l.

x€eEy x€Ey

Sumando sobre w € {0, 1, ... n} y dividiendo entre 2, obtenemos

1X:=7lpy = IWs=7tw i1y
[ ]

Teorema 7.2 Sea (A;) valores enteros de variables aleatorias con media cero y varianza
0%. Sea X, =Y!_, A;. Entonces

P{X;#0 para 1<t<r}j<—. (7.25)

I8
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Demostracion
Para I c Z sea

L.(D):={te{0,1,...,1}: X; €I}
el conjunto de tiempos hasta r, en el que X; € I. Entonces sea
Ar={teL;(0): X+, 20 para l1<u<r}

el conjunto de tiempos t en {0} después de lo cual la caminata no toca 0 para otros r
pasos (claramente |A,| < 1).

Dado que el futuro de la caminata después de visitar 0 no depende de lo que sucedi6
antes,

P(te Ay)=P(teL;(0) ay,

donde

ar:=Py(X;#0,t=1,2,...,1).

Sumando sobre ¢, tenemos

r r
12E[A]=E [Z Lireay| =) P(te Ay
t=0 t=0

ar

r r
= Z P(teL;(0)a,=L [Z Lizer, oy
t=0 t=0

=EI[IL(0)]] ar.

Solo queda estimar una cota inferior para E [|L(0)|]. Por la desigualdad de Chebyshev
(teniendo en cuenta que Var (X;) = taz)

P(IX(=z0oVr)=P (|X,f -0z aﬁ%) < ;
Tomando I:= (-0 /T,0vT),

“t r+1
ST

t=0

.
E[|L (1°)]] =E [Z Liter, (o)}
t=0

De dénde
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E(IL, (DI =7 +1—E[|L, (I)]] > g

Ademds, para cualquier v #0,

ElIL, W) =E le, ]

Z Lix,=0} | »

t=0

=T,

=[y

donde para la desigualdad hemos utilizado la propiedad de Markov, que dice que la
cadena después de tau, tiene la misma distribucion de la cadena comenzada desde v.

Asi

r

> <E[IL (DI £20VTE[IL:(0)],
que junto con E[|L,(0)|] @, prueba el teorema.

7.3. Teorema, El Hipercubo n-dimensional Tiene un Cu-
toff

Proposicion 7.4 Para la caminata aleatoria en el hipercubo n-dimensional, se tiene que
1 —2a+1
d Enlogn—an >1-4e . (7.26)

Demostracion

Sea (X) >0, la caminata aleatoria en el hipercubo n-dimensional y sea W (x) =¥, x!
la funcién de peso de Hamming. Dado que (X;) ;o €s una caminata aleatoria reversible
y transitiva, sabemos que 7 es uniforme en Z5. Bajo 7, la variable aleatoria W, := W (X;)
es binomial con pardmetros ny p = % y por lo tanto

n n
E; (W) = 5 y Vary (Wy) = Z (7.27)

Ahora sea R; el nimero de coordenadas que no se actualizaron en el tiempo ¢. Al
comenzar desde 0, la distribucién condicional de W; dada R, es binomial con
parametros n— R;y p = 1/2. Entonces

n—aRt n__RI

Eo (Wi|Ry) = ¥y Varo(W¢Ry) = 2
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Usando el Lema(7.4] obtenemos

n-Ey(R) n 1)\!
By (W) =E (B (WIRp) = T2 = 2 (1 _ (1 _ —) ) (7.28)

Usando la identidad

Var(Y)=Var E(Y|2)+E(Var (Y|2)),

obtenemos

Varo (W) = Varg (Eg (W¢|Ry)) +Eo (Varg (Wi Ry))

n—R; n— Ry
=Vary 5 +[Eg 1

Y Vare Ry —Ey Ry <
_4 4 0 t 0 t —4)

Donde la ultima desigualdad se debe al hecho de que I; estdn negativamente
relacionadas de modo que E(R;) = Var (R;) . Tomando

o =+v/max{Vary (W,),Vary (W)} =

v
2

Entonces, por las ecuaciones (7.27) y (7.28), tenemos

2(-(-3))-3

|Eo (Wr) —Er (Wp)| =

Usando el hecho de que log (1 — x) < —x — x? para 0 < x < 1/2, tenemos

n+l1

O.etlog(l—%)+%logn > O.e—ﬁ( - )+%logn.

L

. - —Llog(mtl)4L
Aplicando la Proposmloncon r=e wlog(%r)+2logn ghtenemos

1Po(X;€)—mO)llpy=1—

4+ —H(5t)+3logn
n

e
>1—4e (5 )-logn,

n
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Para a < nlogn tenemos

( +1)(1 1 )< (1 1 )+1 2
n —nlogn—an|=n|—nlogn—an —-n-.
2108 2108 2

Si tomamos

entonces

1
ty > Enlogn—an.

Por lo tanto,

d(ty) = |Po(Xs, €)= gy =1 —4e72%H, (7.29)
|

Proposicion 7.5 La caminata aleatoria en el hipercubo n-dimensional existe una cons-
tante ¢ > 0 tal que

1 c
d|-nl + = —. 7.30
(211 ogn an) 7a ( )

Demostracion Dado que la cadena es transitiva, tenemos,

d) =P X;e)=mallry =I1Py(Wr€)—mw Ollrvy,

Sea (Wy, Z;) un acoplamiento de dos cadenas de Ehrenfest, donde W; y Z; inician en
w y z respectivamente. Siempre que las dos particulas atin no hayan chocado, en cada
movimiento, se lanza una moneda justa para determinar cudl de las dos particulas se
mueve; la particula elegida realiza una transicion de acuerdo con la siguiente matriz de
transicion

%j si k=j+1,
P(jky=9L si k=j-1, (7.31)
0 en otro caso,

Mientras que la otra particula permanece en su posicion actual. Las particulas se
mueven juntas una vez que se encuentran por primera vez. Al igual como lo hemos
hecho, sin pérdida de generalidad, que z = w. Como las particulas nunca se cruzan,
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Z; = W; para todo t. Sea D; = |Z; — Wy|, entonces D; = Z; — W; = 0. Definamos 7 :=
min{t=0: Z; = Wy}. Si condicionamos que (Z;, W;) = (z;, w;) donde z; # w;

1 con probabilidad (%)(1-%)+(1) (%),
D1 —D: = P - (2)1( 2 1(2)(%2 (7.32)
-1 con probabilidad (3)(3)+(3)(1-5).
De (7.32) podemos ver que para los eventos {1 > f},
E B _ _ (Zr—wy) Dy
2w D1 — Dl Zy =2, Wy = wy] = ———— = ——. (7.33)

n n

Ahora dado que 1i;>4 < 1{7,2w,}, depende solo de la historia de la cadena hasta el
tiempo ty de la propiedad de Markov, tenemos

1
Ezw|[lizewy (Des) 1 20y Z o, Wo, o, W] = (1 - ;) Liz,2w, (Dgs1) (7.34)

Tomando esperanza en ambos lados, tenemos

1
Ezw|liz=wyDes1] = (1 - ;) Ezw[liz=wyDrs1],

paratodo ¢, yyaque li>z41) < lir>7, tenemos

1
Ezw [Lirst+11Dre1] < (1 - ;) Ezw|ligsnDes1]-

Definamos a; := E[1z>4 D], entonces para t = 0 ag = E [1;50;Do| = z— w. Supongamos
que ag =E [1{r50;Do] = z — w. Entonces tenemos que

1 1\!
ar = 1-— ar_1 = 1-—| z—w.
n n

Veamos que

t
Jos(1-4)' _ rlog(i-1) _ -1

Por lo tanto, tenemos que
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1\! 1t
Ezw [Dilirsg] < (1 — ﬁ) (z—w) <nen. (7.35)

Ahora observemos que si 7 > ¢ los incrementos D;y; — D, tienden a ser negativos;
de hecho, las probabilidades en y dicen que en cada paso D; aumenta en
una unidad con probabilidad no mayor que % - ﬁ y disminuye en una unidad con pro-
babilidad al menos % + ﬁ Por lo tanto, es posible acoplar D; con un paseo aleatorio
simétrico S; en el espacio de estados Es = N que tiene probabilidad % — ﬁ de ir hacia la
arriba o hacia la abajo y que es un poco perezoso (se queda quieto con probabilidad %).
Podemos suponer que Sy = z — w y obligar a S; dominar a D; en el sentido de que siem-
pre que S; da un paso hacia arriba, obligamos a D; a hacer lo mismo, de esta manera,
Vi<rt,Vt<rt.

Definamos 7 := min{t=0:S; =0}, entonces 7 < 7. Y por el Teorema existe una

constante c tal que para todo k =0,

Pwlt>w <P, oiz>u< EY (7.36)

Vu

En consecuencia, tenemos que

cD
Pouwit>s+ulDy,...,Ds} = 1psg Pp (T > U} < 1jpag ——.
Vu
Tomando esperanza y aplicando (7.35) tenemos
P, 1> s+ }<C"e_% (7.37)
T>s+ul< , .
zZ, W \/ﬁ

donde u=anys=(3)nlogny porel Corolario

1
P,w (T > (5) nlogn+ om) < (7.38)

<
NG



Capitulo 8

Conclusiones

Teorema 8.1 La perezosa caminata aleatoria en el hipercubo n-dimensional tiene un cu-
toffen %nlog n con una ventana de tamarfio n.

Demostracion

Por lo tanto, por la Proposicién|7.5

1
lim limsup d,,((—)nlogn+an) =0. (8.1)
A—X0 pneo 2
Por la Proposicion|7.4
P 1
lim limsup |d, ((—) nlogn— an) =1. (8.2)
A——0 500 2

Por lo tanto, el hipercubo n-dimensional tiene un cutoff de ventana.
[ ]

Finalmente, utilizando muchas técnicas interesantes, logramos probar la existencia
del limite para nuestra caminata aleatoria. Hemos visto que la distribucién estacionaria
de la cadena es la medida uniforme sobre todos los vértices del hipercubo y que para
estar lo suficientemente cerca de esta medida tenemos que correr la cadena durante
aproximadamente (%) nlogn pasos, ese es el orden correcto para f,,;x Si esperamos me-
nos de este tiempo, todavia somos capaces de reconocer de alguna manera desde qué
posicion partimos y la distribucién uniforme no estd bien aproximada, mientras que
esperar mas es bastante inttil. En particular, estos 'menos’ y 'mds’ son cuantificables:
estan descritos exactamente por el tamafio de la ventana O(n).
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Capitulo 9

Apéndice: Prueba Alternativa del Cutoff
en el Hipercubo

Por ultimo, daremos una prueba del cutof f en el hipercubo n-dimensional, pero
desde un punto de vista muy distinto, ahora ocuparemos una de las ramas importan-
tes de las matematicas, dlgebra lineal, la cual nos ayudara a explicar cudndo ocurre el
cutof f, por lo cual analizaremos los valores propios y las funciones propias (o vecto-
res propios) del nucleo de transicion de la cadena de Markov, asi podremos acotar la
distancia de variacion total y los tiempos de mezcla.

Retomando la definicién de distancia de separacion

L L Py (Xt = y)
s(t) :=maxs,(t), donde sy(t):=max|l—-——=]|. 9.1)
xeE yeE 7(y)
Por los Lemas[6.2]y[6.3|tenemos
”Px(XtE’)_T[(')”TVSSx(t)pr(T>t)- 9.2)

Sea (-,-) que denota el producto interno en R%, el cual est4 dado por
(f,8) =X .cp f(x)g(x). Al estar trabajando con cadenas de Markov con distribucion
estacionaria, es necesario considerar un producto interno ponderado en R'*! dado por

1 &y:=) f)gWn(x). 9.3)

xeE

Lema 9.1 Dada (X;);s¢ una cadena de Markov irreducible y reversible con el niicleo de
transicion P, se cumple:

1. El espacio con producto interior (R'El, (, -),,) tiene una base ortonormal de funcio-
. n . . n
nes propias de valor real { fj}j:1 correspondientes a valores propios reales {A j}j:I’
con n = |E|, ordenados comoA,=Ay=---=A,,.
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2. La matriz P puede descomponerse como

Pi(x,y) Px(Xi=y) & ;
= = ; : A,
n(y) n(y) ]Z:lf,(x)f](y) J

3. La funcién propia fi correspondiente al valor propio A, =1 puede tomarse como el
vector constante 1, de modo que

P'(x,y) _Px(Xi=y)
n(y) n(y)

=1+ fi)fi(A].
j=2

Demostracion
1. Dada una cadena reversible de Markov X;, ¢t = 0 reversible con nticleo de transi-

cion P. Sea D una matrlz diagonal tal que D (x,x) = 7(x) y Dy(x,y) =0si x = y,

y tomando A = D PDn , tal que A(x,y) = vr(x)\/m(y)P(x,y) paratodo x, y € E.
Entonces (X;) al ser reversible tenemos

VI (x) RN
Ax,y) = —=P(x,)) = P(x,y)
Y V7T(y) Y V(X)) (y) Y
n(y) Vr(y)

=———P(y,x) =
VX)) (y) Y V7 (X)

Dado que A es una matriz simétrica y por la teoria espectral para matrices simé-
tricas sabemos que A tiene funciones propias de valor real, digamos {¢ ]} co-

P(y,x) = Ay, x).

J=r
rrespondiente a valores propios de valor real {1 ]} j=1 que forman una base orto-

_1
normal, sea B el espacio con productor interno (R'El, ¢, -)) . Tomando f; = D, 2(,0]-
para j=1,..., n. Entonces

_1 _L 11 -1 -1
Pfi=PD;*@pj=D,*AD;D;*¢p;j=D,*Apj=A;D,*¢@;=Ajfj.

Sead; j: Bx B — {0,1} que denota la funcién delta de Dirac, es decir, §; j (@i, ¢;) =
1 siysolosii=j. Dado que las funciones propias originales de A son ortonormales
en (R'F! (-,-)), tenemos

1 1
6i,j ((,01;(,0]) = <(Pl,(l)]> = <D7?[f‘lyD7?[f‘]>

= ¥ (VA@ AVt f)

xeE

=) (i firw)=<{fi ),

XeE

Asi, el espacio con producto interior ( REI (.2 ) tiene una base ortonormal de
valor real { f]} con valores propios correspondientes {1 ]}
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2. Observemos que /7 es una funcién propia de A con el valor propio correspon-
diente 1; =1, ya que

Via)@=Y vig by = ¥ 2 p s

yeE V7(x) yeE /T (Y)
=Y Vax)Px,y) = Vnrx).
YEE

_1
Esto implica que D, * /7 = 1 es un vector propio de P. Sea §, la funcién definida

como
1, si x=y,
Oy(x) = { . g
0, si x=y
En el espacio con producto interior, (R'?,(:,-);) con bases ortonormales { fj}?:l,
podemos descomponer esta funcién de la siguiente manera:
n n n
by =2 (O [, fi) = 2 | X 0y fim) | fi = X a0 f;00 -
j=1 j=1|xeE j=1
Usando este resultado, obtenemos
n n
P'x,y)=(P'6,)(0) = (Z 7T(J/)fj(J/)Ptfj) ()= Y [ fi (),
j=1 J=1
de donde obtenemos
P'x,y) & '
= i) fi(NAL.
) ]; FifiNA;
3. Dado que fi =1, tenemos
P'(x,y) u
=1+ fi)fipmAL.
|

Definicién 9.1 Para p = 0, la norma I” () en R'¥! se define como

1
p

1= | 2 [f @)
x€E
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fllo=vVE Prae

Teorema 9.1 Sea (X;);so con un niicleo de transicion reversible P con valores propios
A =12z Ay =--- = -1 correspondiente a las funciones propias { f;} =Y ortonormal con
respecto al producto interno (:,-),. Entonces

Parap =2,

2 |E|

M_l = ij(x)zjtif_
j=2

7(-)

4Py (X €) —m ()5, < ’

2

Ademdis, si la cadena (X;) es transitiva, entonces tenemos

|E|
4Py (X €)= Ty < ) AT
j=2

Demostracion
Usando el Lemal9.1]tenemos

P.(X;€") 2 |E| , 2

Xl = ALF: .

‘ () ) ];2( Jf](x)f]) ,
|E| |E|

= (L A0 f) X A fi)
j=2 j=2

T

|E|
=) fi0*A% (9.4)
j=2

Ademds, usando el hecho de que ||u—v| 1, = 3 ¥ o |1(X) — v(x)| tenemos

1 Px(X:=y)
1Py (Xi€)—m(X) 7y == (——1 7( ))
v (Xt TV 2)%5 70 y
1Py (Xr€r) 1
) 0 1
Como | p| s €s no decreciente, obtenemos
4|P, (X €.)_n(x)||2 :‘M_l 2<‘M_1 ’
o v () o EER )
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Si la cadena también es transitiva, entonces para cada par (x, y) € E2 existe una
biyeccion ¢y, ) : E — E, tal que ¢(x) = y y P(z, w) = P (p(2), p(w)) para todo z, w € E.
Como la cadena también es reversible, tenemos que 7 es uniforme en E. Por lo tanto, el
lado izquierdo de no depende de x. Entonces para cualquier xj € E tenemos

Sumando sobre x en ambos lados de la igualdad tenemos

2 |E|

Py, (X, €) 292t
e N o Y

7(-)

2

P)C() (Xt )

IEI‘ —1

—|ElY

2 x€E

|E|
7(x) Z fix) ﬂt”)

|E|
=|El'y. (Z fix) n(x))ﬁt |E| Zazf

j=2\x€E

La ultima igualdad se cumple dividiendo por | E|.

]
Teorema 9.2 Para la caminata aleatoria simple en el hipercubo n-dimensional
1—4e‘2“+1<d(1nlogn+an)<ie_“ (9.5)
2 V2

Demostracion

El lado inferior se cumple por la Proposicion [7.4/Por otro lado, para la cota supe-
rior, veremos los valores y funciones propias de la caminata aleatoria en el hipercubo
n-dimensional. Para este propésito, veremos el producto de n cadenas de Markov irre-
ductibles, para j =1,2,...,n Sea P; una matriz de transicion irreducible en el espacio de
estado £, con distribucion estacionaria ;. La cadena selecciona una coordenada i de
acuerdo con alguna distribucién w en {1, ..., n} y luego solo se mueve de acuerdo a P;
en la coordenada i. Sea X:(xl, X2, .0y xn) € E. Entonces la matriz de transicién P de esta
cadena se define como

P(x,y):: Z’lpf(xj’yJ H l{x] =yit 9.6
]:

Para lo cual enunciaremos el siguiente lema.

Lema9.2 Para j =1,...,n, sea Pj una matriz de transicion irreducible en el espacio de
estadotj, con distribucion estacionaria 7 ;. Sea P el kernel de transicion en E := Ey x Ep x
-+ x E,. Entonces



CAPITULO 9. APENDICE: PRUEBA ALTERNATIVA DEL CUTOFF EN EL HIPERCUBO91

1. La funcion ¢ :== o' @...Q¢" es una funcion propia de la matriz de transicién P,
con valores propios _, w Al

2. Supongamos que para cada j, Bj es una base ortogonal en I?(m j) - Entonces la co-
leccion

n . .
B::{®(p(]):(p(])€B];]:1,___,]’1}, (9.7)
=1

es una base para I? (1 x -+ x ) .

Ahora comenzaremos a observar la caminata aleatoria perezosa en el hipercubo
n-dimensional y utilizaremos Lema([9.2 para determinar sus funciones propias y sus
valores propios. Para cada j = 1,..., n tenemos que el kernel de transicion esta dado por

11 1
Pi=3(1 1)
Realizando los cdlculos para valores propios tenemos Aéj =1 y /l(lj ) =0 conlas
funciones propias correspondientes )Lé]) = (%) (L,D'y ﬂ(()]) = (%) (1,-1)". Por el Lema

Estd claro que la caminata aleatoria en el hipercubo n-dimensional tiene 2" valores
propios y funciones propias. Que puede ser etiquetado por J € Z} como

n—Ww(J) )

n o 122 n
A]:Zﬂ(l)ﬂ(]li):;21{]i:0}: ¥y (p]:®(p]i_
i=1 i=1

i=1
Notemos que las funciones propias ¢ ; corresponden a las columnas J de la matriz
Hadamard Hy» y asi formar una base ortonormal para P. Retomando la demostracion,
la caminata aleatoria en el hipercubo n-dimensional es transitiva. Usando el Teorema
[9.1)con los valores propios que hemos encontrado anteriormente, por lo tanto, tenemos

n

4Py (X €)= (X% < Z A]:Z(l_;) (j)szle— ]m(.)
]:

JEZM{0} j=1 J

Tomando t:% nlogn+ an, tenemos

2

1 “2a
4Py (X; € ) — (X% < (1 - ze‘z"‘) —1<e® —1<2e%%,

Por lo tanto, dividiendo por 4 y tomando la raiz cuadrada en ambos lados, obtenemos

1 .
|Po(X;€) =Xy < ——=e .

V2
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