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Resumen

En esta tesis intentamos general una constante cosmolégica de manera dinamica, para ello nos
valemos de un formalismo matematico mas general que el que se utiliza en Relatividad General,
a las teorias basadas en este formalismo se les onoce como teorias MAG por sus siglas en inglés.

Comenzamos recapitulando algunos resultados mateméticos que involucran a las cantidades
presentes en teorfas MAG, que son, la curvatura, la no metricidad y la torsién, presentamos.
Mencionamos los trabajos que nutren este trabajo como punto de partida, siendo esta una no
conservacion del tensor de energia-momento presente de manera natural en teorias MAG.

Posteriormente nos restringimos a la acciéon de Einstein-Hilbert y estudiamos lo que se conoce
como la simetria proyectiva, una caracteristica que presenta dicha accion en el contexto de las
teorias MAG, mencionamos algunas formas de romper esta simetria, siendo una de ellas el tomar
la torsién identicamente cero.

A continuacién nos restringimos a la teoria que tiene torsion idénticamente cero y aplicamos
homogeneidad e isotropia a los objetos matemdticos de la teoria. Nos aseguramos de tener el
comportamiento de constante cosmoldgica, con lo cual obtenemos un sistema de ecuaciones dife-
renciales no lineales acopladas y tras un conteo de ecuaciones determinamos cuantas ecuaciones
de estado son necesarias para cerrar el sistema. Ante la

Damos las ecuaciones de estado necesarias basdndonos en escenarios motivados principal-
mente por restrincciones en la geometria y utilizamos datos observacionales para dar condiciones
iniciales, con lo cual podemos resolver el sistema de manera perturbativa. Analizamos lo que
sucede al resolver perturbativamente encontrado que si bien podemos incorporar valores para la
constante cosmoldgica hoy, resulta que podemos concluir que los requerimientos fisicos ideales
que buscamos son complicados de conseguir, para ello mostramos un argumento en esta direccion.

Si bien en el escenario estudiado se encuentran complicaciones, debemos tener presentes las
simplificaciones adotadas a lo largo del trabajo pues este trabajo pretende ser un sondeo sobre
si las ideas presentadas pueden generar la constante cosmoldgica deseada.



Capitulo 1

Introduccion

En esta introduccién brevemente recapitulamos Relatividad General, el formalismo matemati-
co, su éxitos experimentales, algunos de los fallos fenomenolégicos de la teoria e introducimos
parte de la notacién matematica utilizada en el resto del trabajo. Mencionamos que una de las
posibilidades para sortearlos es tener un formalismo mateméatico més general que el que se tiene
en Relatividad General. Finalmente presentamos la motivacién principal de este trabajo que son
ciertos estudios que partiendo de una no conservacion logran dar cuenta del valor de la constante
cosmologica. Lo que se prentende es, partiendo de un formalismo matematico méas general que
presenta estas no conservaciones y, viendo que este punto de partida ha sido fructifero, llegar a
dar cuenta de la constante cosmoldgica.

1.1. Relatividad General

La Relatividad General junto con la Mecanica Cuéntica son los pilares de la Fisica moder-
na. El poderoso formalismo matemaético de la Relatividad General, junto con su intepretacién
geométrica y sus sélidas predicciones hacen que se le pueda considerar una teoria fisica exitosa.
A continuacién recapitulamos las principales caracteristicas matematicas de la teoria, para la
interpretacion fisica de la teorfa y el principio de equivalencia ver [1, 2, 3].

1.1.1. Formulacién matematica de Relatividad General

Relatividad General es una teoria del espacio-tiempo, lo describe como una variedad diferen-
cial Riemanniana 4-dimensional. La manera de determinar la métrica en Relatividad General es
a través de las ecuaciones de Einstein, que son

éab = 87TTaba

donde el lado derecho es el tensor de energia-momento del contenido de materia de la teorfa y el
lado izquierdo es el tensor de Einstein que se define como

- - 1~
Gab = Rab - iRgabv

utilizando el tensor de Ricci, Rap y el escalar de Ricci,

R = Rapg™.
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De esta forma, tenemos un conjunto de diez ecuaciones difereciales no lineales y acopladas para
la métrica.
Las ecuaciones de Einstein pueden obtenerse de un principio variacional, tomando como
accion
S[gabs Pl = Ser(gar] + Sar[9gab, ¢l
donde el primer término del lado derecho es la acciéon de Eintein-Hilbert,

SEH :/E\/—gd4z,

y Sar es la accidén del contenido de materia, de la cual obtenemos el tensor de energia-momento
como sigue,
1 1 Sy

Ty = —— = 22M
b 87 \/—g dgab

1.1.2. Exitos y fracasos de Relatividad General

Dentro de los éxitos de Relatividad General tenemos algunos experimentos histoticos, como
son el light bending en presencia de objetos masivos, con el eclipse de 1919 [4]. El problema de
la érbita de mercurio, con la precesion de su perihelio, que encuentra descripcién en Relatividad
General y la deteccién de las ondas gravitaciones en 2015 [5]. As{ como experimentos de igual
importancia como gravity probe B [6].

Sin embargo, a pesar de su amplio éxito, sabemos que no puede ser considerada una teoria
fundamental de la gravitacién. Entre los fallos de la Relatividad General podemos encontrar
que, a pesar del éxito cosmoldgico, es incapaz de describir correctamente los datos cosmolégicos
actuales, en particular la aceleracién tardia del universo, sin apelar a materia y energia oscura,
asi como algin mecanismo de inflaciéon. Por otro lado tenemos la imposibilidad de explicar
las curvas de rotacién galdcticas sin algin agente externo, como lo seria materia oscura. La
incapacidad de formular una teoria que incorpore a la Mecdnica Cuantica y la predicién genérica
de singularidades, son sintomas de que un cambio de paradigma es necesario.

Como resultado, numerosas alternativas que modifican Relatividad General han sido propues-
tas para tratar de dar solucién a los problemas que no tienen explicacién dentro de Relatividad
General [7]. Entre las posibilidades y con la motivacién de mantener una base geométrica en la
gravitacion, tenemos la idea de generalizar la conexién afin y relajar la condicién de torsién cero
y compatibilidad con la métrica. Como resultado trabajamos con lo que se conoce como una
geometria no Riemanniana donde la curvatura, la torsién y la no metricidad son caracteristicas
intrinsecas del espacio.

Dejando a la métrica y a la conexién sin constricciones tenemos el escenario méas general
de una geometria no Riemanniana para soportar una teoria gravitacional. Este formalismo se
le conoce en la literatura como MAG, por sus siglas en inglés, Mettric-Affine Gravity. Restrin-
giendo la mencionada geometria no Riemanniana de ciertas formas obtenemos diferentes tipos
de teorias, por ejemplo, imponiendo que la torsiéon y la no metricidad sean cero, llegamos a las
teorias métricas de las cuales Relatividad General es un caso particular. Con lo cual tenemos
un formalismo geométrico mas rico en el cual buscar soluciones a los problemas que atanen a
Relatividad General.

1.2. No conservacién y la constante cosmolégica

La constante cosmoldgica A ha estado presente durante gran parte de la historia de la Re-
latividad General [8]. Actualmente se utiliza dentro del modelo A — CM D, para explicar las
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observaciones cosmoldgicas [9], en particular la expansién acelerada y tardia del universo. Sin
embargo, no hay una explicacién fundamental completamente convincente para el valor de la
constante cosmoldgica, esto es lo que se conoce como el problema de la constante cosmolédgica
[8]. Es por esto que resulta interesante cuando un trabajo obtiene el orden de magnitud correcto
para la constante cosmolégica. Recientemente han existido trabajos que consiguen dar cuenta
del orden de magnitud de la constante cosmoldgica [10, 11, 12] partiendo de una no conservacién
del tensor de energia-momento, por lo tanto, a continuacién queremos revisar el panorama de las
leyes de conservacion en el contexto de Relatividad General, asi como en teorfas tipo MAG [7, 13].
Para una rapida introduccién a los objetos mateméaticos aqui presentados revisar el apéndice C.

En Relatividad General, la identidad de Bianchi (2.25) nos lleva a que el tensor de Einstein

es covariantemente conservado, o
V.G% =0, (1.1)

lo cual, al considerar la ecuacién de Einstein,

Gap = 81T, (1.2)
lleva a la conservacion del tensor de energia momento T,
VoT% = j» =0, (1.3)

notar que hemos definido j, con V. La ecuacién (1.3) expresa las leyes de conservacién en
Relatividad General.
Podemos deducir (1.3) partiendo de un principio variacional, si pedimos que la accién de
materia
Sm = Sum[gabs ¢ (1.4)

sea invariante bajo difeomorfismos. Notar que hemos demandado que la accién de materia de-
penda solamente de la métrica g, y de los campos de materia, representados colectivamente por
. Calculando la variacién general de (1.4),

O0SM - ap . OSM
— a _ mn 1
S /{&qabég + 50 op|dz, (1.5)

demandando que la ecuacién de movimiento del campo se satisfaga,

5(‘?;” =0, (1.6)
y utilizando
59t = —2v(eyb) (1.7)
obtenemos,
5Sn = — / 81 Top0g°"/—gd"x, (1.8)
donde,
Ty = — o105 (1.9)

8m /=g dgb’
Notar que hemos hecho el calculo en n dimensiones, si bien Relatividad General esta formulada en
4 dimensiones muchos de los calculos son anédlogos independientemente de la dimensionalidad del
espacio-tiempo, cuando este sea el caso haremos los cédlculos en una dimensionalidad arbitraria,
sin embargo, la parte de cosmologia se encuentra en 4 dimensiones.
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Finalmente consideramos la variacién debida a los difeomorfismos y demandamos que Sy, sea
invariante,

0= /Taﬁaxbdnz, (1.10)

donde x? es el campo generador de los difeomorfismos. Integrando por partes y despreciando el
término de borde llegamos a

0= /%aTabxbdnz, (1.11)

y dada la naturaleza de x°, que es completamente arbitrario llegamos a (1.3). De esta forma, por
otro camino hemos llegado a la conservacion del tensor de energia-momento a partir de demandar
que venga de una accion invariante bajo difeomorfismos.

Como hemos mencionado, el punto de partida de algunos trabajos es

ja # 0. (1.12)

Existen al menos dos formas de conseguir algo asi, una de ellas es restringir las simetrias, con ello
obtendriamos que x? no es completamente arbitrario y al final obtenemos una restriccién sobre
Jv- Por ejemplo, en gravedad unimodular [14, 15, 16] los difeomorfismos estdn restringuidos a ser
aquellos que preservan el elemento de volumen [15, 16], sucede que

Y’ = €9V wqe, (1.13)

con wgy, arbitrario. Introduciendo (1.13) en (1.11) e integrando por partes obtenemos

0= /6cjb€b6dewdedn$, (1.14)
lo cual implica al ser wg, arbitrario, _
0 = Vjpetede, (1.15)
y esto a su vez
O] = 0, (1.16)

lo cual nos dice que la no conservacion del tensor de energia-momento debe comportartse como
una 1-forma cerrada. Una desventaja de este tipo de argumentos es que solo pone restricciones
sobre el tipo de no conservacion que podemos tener en ese tipo de teorias, si bien j, = 0 esta
permitido cualquier j, en principio es igual de aceptable y en espacios-tiempos simplemente
conexos tendriamos para cualquier funcién escalar @, por el lema de Poincaré, [17]

ja :aaQ- (1.17)

Este tipo de no conservacion es la que ha sido propuesta para generar una constante cos-
molégica del orden de magnitud correcto [14]. Es por esto que una no conservacién del tensor
de energia-momento es atractiva para intentar dar una explicacién al orden de magnitud de la
constante cosmolégica. Con respecto a este tipo de propuestas, consideramos existen puntos de
discusion en ellas como el hecho de que para generar la no conservacién se utiliza una ecua-
cién geodésica modificada como punto de partida, motivadas por ideas provenientes de gravedad
cuantica. Sin embargo, como hemos mencionado existe otra opcién para generar una no conser-
vacién con posibles ventajas sobre este tipo de inconvenientes, obteniendo la no conservacién del
tensor de energia momento y ecuacién de autoparalela.

Otra opcién es permitir que la teorfa tenga otras dependencias ademds de la métrica y los
campos de materia. En el contexto de MAG la dependencia extra se encuentra en la conexién.
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En secciones posteriores se hard el calculo explicito, pero por ahora dejaremos esquematicamente
qué es lo que sucede a la hora de permitir a la teoria y en particular Sy, tener mas dependencias,

SM - SM[gaanOvA]v (]‘18)

denotadas colectivamente en A. Debe quedar claro que A no son més campos de materia y
que la parte gravitacional de la accién Sg también depende de A pues es la teoria la que tiene
dependencias extra.

Siguiendo el procedimiento andlogo a (1.5) y pidiendo que se satisfaga la ecuacién de movi-
mineto de los campos de materia,

0S M —/ [59‘“’ 09" + SA 5A:| d"z, (1.19)

siguiendo la definicion (1.9) e integrando por partes,

1 1 65y
167 /—g 0A
donde, ¢, A es la variacién adecuada para las variables extra que se tenga en consideracién. Como
puede verse de (1.20) al introducir 6, A y “factorizar” x* obtendremos una relacién entre j, y la
variacién de la accién de materia con respecto a dichas variables adicionales.

Este otro enfoque tiene dos ventajas que son, primero, la ley de consevacién correspondiente
serd una expresién concreta a diferencia de lo que sucede con (1.16), que solo es una restriccién
sobre jp, y sumado a esto, no se han reducido las simetrias de la teoria.

Maés aun, en algunas de estas teorfas la ecuacién de movimiento para la métrica se lee es-
quematicamente como,

0= /,/—g {%“Tabxb + (SXA} d"z, (1.20)

Gap + Aap + Agap = 87Ty, (121)

donde
Agp = =2V [,C%, + 20, C a4 (1.22)
A= gefﬁ[eccc]f - gede[em Ccc]d7 (123)

donde C°¢,, es la parte no Riemanniana de la conexién, la definicién precisa se da en las siguientes
secciones y en el apéndice B. como podemos ver el ultimo término del lado izquierdo de (1.21) y
dado por (1.23 )ya se comporta como un término tipo constante cosmoldgica.

Entonces queremos aprovechar el hecho de que en estas teorias con variables extras generan
una no conservacién que han mostrado ser tutil para atacar el problema de la constante cos-
moldgica y el tipo de ecuacién de movimiento (1.21) que se genera en algunas de ellas para ver si
podemos de esta forma obtener una constante cosmoldgica del orden de magnitud correcto para
ello presentamos el aparato matemético necesario en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Preliminares Matematicos:
Geometria no Riemanniana

En esta seccién desarrollamos las nociones matematicas necesarias para trabajar con geo-
metrias no Riemannianas, prestando atencién en los puntos de especial importancia para los
calculos y construccién de teorias tipo MAG. Posteriormente nos centramos en el tipo de teorias
que queremos estudiar, aquellas que no involucran a la torsién.

2.1. Introduccion a la geometria no Riemanniana

Las teorias gravitacionales basadas en una geometria no Riemanniana general se les conoce
en la literatura como MAG [18] por sus siglas en inglés Metric-Affine Gravity. Una geometria no
Riemanniana es aquella que ademas de tener curvatura Rabcd (vectores transportados a lo largo
de una curva cerrada no vuelven al vector de inicio), contiene también torsién 7', (paralelogra-
mos infinitesimales no cierran) y no metricidad Qqp. (productos y dngulos entre vectores no se
preservan al transportarlos paralelamente a lo largo de la variedad). Queremos hacer notar que
estos objetos pueden existir independientemente de los otros y, enumerando algunos subcasos,
tenemos, por ejemplo, que un espacio de dimensién n puede ser métrico y plano, es decir, sin
curvatura, pero tener torsién distinta de cero, en este tipo de espacios se desarrollan las teorias
de gravedad teleparalela [19]. Puede tener torsién que sea idénticamente cero y ser plano, pero
contener no metricidad, en estos espacios tienen lugar las teorias de gravedad teleparalela simétri-

a [20]. Un espacio con curvatura y torsién distintas de cero se conoce como una variedad de
Riemann-Cartan, usualmente denotado U, [21, 22] y por tltimo el espacio en el que se desarrolla
Relatividad General que es métrico y tiene torsién cero, usualmente denotado en la literatura
como V), [18, 21, 22].

La torsién, la curvatura y la no metricidad pueden calcularse a partir de dos objetos, la
métrica gq y la conexién I'“ ;. La métrica define distancias y d4ngulos, mientras que la conecién
define el transporte paralelo, a través del operador derivada asociado. En la siguiente seccién
usamos estos dos objetos para desarrollar una geometria no Riemanniana.

2.1.1. Conexion y tensor métrico

En esta seccién mostramos como se relacionan la no metricidad, la torsiéon y la curvatura con
la métrica y la conexién. Las demostraciones se presentan en el apéndice B.

11
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Una geometria no Riemanniana consiste en una varidad diferencial equipada con una métrica
y una conexién, tales que son independientes entre ellas (M, gqp,I'¢,,). Con lo anterior, el ope-
rador derivada asociado a dicha conexién, denotado por V, ver apéndice A, actiia en un tensor
de rango (k, ) de la siguiente forma !
by...bp __ by...bg b1 d...by b b1 d b1.. bk b1 bk
VaTp! gk =0T ok +T7 Tk o+ Tk T s, =T, T, —-r¢ T (2.1)

acy1d...cy ace~cy.

Utilizando (2.1), la no metricidad se define como

Qabc = agbm (22)
la torsién queda dada por?,
Tcab - QFC[ab], (23)
y finalmente, la curvatura es,
R, twy = (VoVy — VyVe + T, Vi) we. (2.4)

Escribiendo explicitamente las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4) en términos de la métrica y la
conexién, obtenemos

Qabc = agbc + I abYec +7I° acYbes (25)
T%% =T I‘Cba,
Ra = —28[[1 + 21—‘ [a‘dr b]e (27)

La conexién puede partirse en dos partes, una puramente Riemanniana, es decir, la conexién
de Levi-Civita V,,y un pedazo no Riemanniano

Fcab = fCab + Ccalﬂ (28)

donde,
~ 1
I = §ng<aa9bd + Ob9ad — Dagas), (2.9)

1
cab (Qabc + Qbac Qcab) + i(Tcab + Tacb + Tbca)7 (210)

al tensor C,, en (2.8) y (2.10) se le suele llamar el tensor de distorsién [23]. La notacién utilizada
para la conexién de Levi-Civita la extendemos a otros objetos geométricos, por ejemplo, %a es
el operador derivada de Levi-Civita y R_;.% es el tensor de Riemann construido con la conexién
de Levi-Civita, es decir, los usuales de Relatividad General, evidentemente tenemos que,

Vagse = 0. (2.11)

Utilizando (2.8) podemos también reescribir (2.1) en términos del operador derivada de Levi-
Civita,

bi.by _ O bi.b b d...bg b br...d by...b d  mbi..b
VI 0 =V I+ C T+ .+ C kachll...cg_C It = O TR (2.12)

IVer apéndice C para la definicién de las derivadas parciales 9.
2Ver apéndice C para la definicién de los corchetes.
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Con la separacién de (2.8) podemos volver a escribir (2.2), (2.3) y (2.4) como sigue?

Qabe = 2Cc|alv), (2.13)
Tcab = 206[(11)]? (214)
Rabcd - éabcd - 26[U.Cdb]c + 2C€[a|c\ Cdb]e. (215)

Cabe senalar que a lo largo de este desarrollo partimos de separar a la conexién en dos pedazos,
y luego vemos que eso nos lleva a una relacién entre dos operadores derivada. El razonamiento
inverso, mds presentado en los libros de texto [24], que comienza presentando los operadores
derivada y posteriormente llegar a la separacion de la conexién es equivalente, para mas detalle
sobre operadores derivada ver el apéndice C.

Este seria el desarrollo mas general posible para una teoria MAG, presentar curvatura, torsiéon
y no metricidad. En las secciones siguientes estudiamos con mayor detalle los objetos geométricos
y las identidades que los relacionan entre si.

2.1.2. El tensor de no metricidad

En un espacio afin general tenemos que la conexion no es compatible con la métrica, el fallo
de la conexién en preservar la métrica se codifica en el tensor de no metricidad,

Qabc - _vagbc~ (216)

El signo negativo es convencional y en la literatura puede encontrase sin él. Dado que el tensor
métrico es simétrico, el tensor de no metricidad es simétrico en su segundo y tercer indices.

Habiendo definido el tensor de no metricidad, existen dos covectores independientes que
pueden formarse a partir de él. El primero se obtiene contrayendo el segundo y tercer indice con
un tensor métrico y se conoce como el vector de Weyl

Qo = Qubey"™. (2.17)

El segundo se obtiene contrayendo el primer y segundo indices y no tiene ningiin nombre parti-
cular dentro de la literatura,

Qe = Qaveg™. (2.18)

Un caso particular de no metricidad es la conocida como no metricidad de Weyl, en la cual,
se tiene que la no metricidad queda dada por,

1
Qabe = EQagbc- (219)

2.1.3. El tensor de torsion
Como ya se menciond, el tensor de torsiéon queda definido como
Tcab - QFC[ab], (2.20)

el 2 en la definicién es convencional y puede encontrarse en la literatura a la torsiéon definida sin
él. Por otro lado, queda claro que la torsién es antisimétrica en sus dos indices inferiores.
La torsion tiene una unica traza y se construye sin necesidad de la métrica como sigue,

T,=1T5%,. (2.21)

3Para la definicién de los paréntesis y disposicién de los indices ver el apéndice C.
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Dependiendo de la dimensién del espacio tiempo, puede definirse con la torsion y la forma de
volumen otro objeto, que en 4 — dim es,

T = el . (2.22)

2.1.4. El tensor de Curvatura

En esta parte estudiamos las propiedades del tensor de curvatura, simetrias de indices e
identidades. El desarrollo se hace general con torsién y no metricidad presentes. Todas las de-
mostraciones pueden encontrarse en el apéndice B.

Simetrias e identidades

Comenzamos recordando las simetrias e identidades que hay con el tensor de curvatura usual
de Relatividad General construido con la conexién de Levi-Civita:

Rabcd = _Ebacd’ (223)
R[abc]d =0, (224)
v[aRbC]de - 0, (225)
Eabcd = 7Eabdc' (226)

El tensor de Riemann construido con una conexién general no tiene todas las simetrias de indices
que contiene el construido con la conexién de Levi-Civita. Las identidades en el caso de un
geometria no Riemanniana general son,

Rabcd = _Rbacd7 (227)
Rigp” = =V1aT % + T T » (2.28)
ViaBga® = Ty Bojy (2.29)
Rade = _Rabdc - 2v[aQb]cd - Teab Qecd' (230)

De la definicién (2.4) queda claro que en cualquier caso se tiene la antisimetria en los dos
primeros indices (2.27). De (2.28) y (2.29) notar que el lado derecho se anula completamente
cuanto la torsién se anula.

Finalmente hacer notar que (2.30) solo se anula cuando estamos en el caso Riemanniano pues
es una identidad puramente Riemanniena, ya que se obtiene de actuar sobre la métrica,

(6a6b - 6bea)gcd = Oa (231)

y con eso terminamos con las identidades andlogas a las de Relatividad General.
Contracciones

En el caso estandar de Relatividad General el tensor de curvatura tiene una sola contraccién
posible, el tensor de Ricci. En el caso métrico-afin de MAG, esto no es asi por lo que queremos
analizar las posibles contracciones del tensor de curvatura.

Sin utilizar la métrica tenemos tres posibles contracciones que son R, %, R
dos primeras son iguales salvo un signo y definen el tensor de Ricci,

by R, Las

abc

_Rabca =R b= Rac. (232)

abc
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El tensor de Ricci escrito en términos de la conexién I'“,; es,
Ry = =201 g + 209,y T g0 (2.33)

A la contracién del tensor de Ricci con una métrica inversa se le conoce como el escalar de
Ricci o escalar de curvatura,

ab
R = g"Rgp. (2.34)
La tercer contraccién no tiene andlogo Riemanniano, pues en ese caso es exactamente cero,
sin embargo, fuera del caso Riemanniano se le conoce como la curvatura homotética,

Ray = R,.°. (2.35)

abce

La curvatura homotética en términos de la conexién I'° , queda como sigue,

Rap = =0, + 9T, (2.36)
Contrayendo (2.28) en b y d, obtenemos una identidad para la parte antisimétrica del tensor de
Ricci,
1. 1 b 1 e b b e e
R[ac] = 5Rac — V[QTC] + ivbT e T+ 3 ( L + 10, .T%. =T acTe) . (2.37)

Utilizando (2.8), podemos reescribir (2.36) para ademés darnos cuenta de que solo estd pre-
sente cuando hay no metricidad, y en especifico no metricidad de Weyl,

Rab = %(817620, - aaQb) = a[an}- (238)

Podemos ver la similitud entre la curvatura homotética y el tensor de Maxwell, Fy, = 01, Ay),
ademds en (2.38) tenemos un tensor antisimétrico en sus indices, por lo que la contracién con la
métrica es idénticamente cero.

Con métrica tenemos otra posible contraccién que es

Rad = Rabcdgbc = _29bca[ardb]c + 291701-\6[ c|de]e’ (239)

al
sin embargo, la traza de este tensor no es independiente sino que esta relacionada con R, ya que

R ¢ = Rabcagbc = _Rbacagbc = _Rbcgbc = —R. (240)

a

Finalmente, podemos hacer contracciones en (2.29), contrayendo en d y e

ViR = T, Ry, (2.41)
yenay e,
VaRyed" +2VpReja = =T, Rya + 217, Ry (2.42)

Tensor de Einstein
Con los elementos anteriores podemos construir el tensor de Einstein que se define por

1
Gab = Rab - iRgabv (243)

y por otro lado tenemos el usual de Relatividad General,

- 1~
Gab - Rab - iRgalr (244)
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Utilizando la separacién de la conexién (2.8) podemos reescribir (2.43),
Gab = Gab — 2V C . + 2015 C%a + 99 Ve C4 1 — 9abg™ C% 11 CCa- (2.45)

En la ecuacién (2.45) podemos ver el primer punto de la motivacién del trabajo. Por un lado
podemos ver el tensor de Einstein usual construido con la conexién que es compatible con la
métrica y luego se ve que los ultimos dos términos son proporcionales a la métrica, comportandose
como algin tipo de constante cosmoldgica.

Parte del trabajo es analizar qué hacer con los otros dos términos presentes ya que es facil
comprobar que no podemos demandar que por algin mecanismo sean cero, porque los términos
que ya son proporcionales a la métrica son la traza de estos dos términos, asi como el escalar de
Ricci es la traza del tensor de Ricci.



Capitulo 3

Construccion de teorias MAG

En esta seccién formularemos de manera general lo que seria una teria MAG, después de
esto enumeramos algunas ventajas conceptuales que tienen este tipo de teorias. Definimos lo que
se conoce como el hipermomentum [18, 25, 23] y su descomposicién en spin, shear y dilaton,
asi como su interpretacion fisica. Posteriormente nos restringimos a una accién gravitacional de
Einstein-Hilbert y revisamos algo que esta bien estudiado en la literatura y que se conoce como
simetria proyectiva [26]. Ya con la accién de Einstein-Hilbert le demandamos a la conexién que
sea simétrica, esto rompe la senalada simetria proyectiva y simplifica los calculos posteriores.
Ya en ese contexto obtenemos las ecuaciones de movimiento correspondientes y las leyes de
conservacion que son la motivacién principal de este trabajo.

3.1. Teorias MAG

Las teorias MAG estan sustentadas en un principio variacional, dado por una accién del tipo,

S[gabv Fcaba 90] = SG [gab; Fcab] + SM [gab7 Fcalﬁ So]a (31)

donde debe quedar claro que gqp y I'¢,,;, son variables independientes, y que I'°, en general tiene
torsion y no metricidad. Los campos de materia quedan denotados colectivamente por . Notar
que hemos demandado que la accién pueda separarse en una parte gravitacional, que no depende
de los campos de materia, y en una parte de materia, que puede depender de las variables
geométricas y de los campos de materia. De la variacién de la accion de materia, se siguen las
definiciones del tensor de energia-momento (1.9),

1 1 Sy

Top=—"——7r, 3.2
b 81 /=g dg® (32)
y en este caso, a diferencia del caso métrico estandar, tenemos otro objeto,
1 1 48
n = - PM (3.3)
167 \/—g o6T¢,

que se le suele conocer en la literatura como hipermomentum.

Este es un buen momento para contrastar el formalismo métrico-afin con el formalismo pu-
ramente métrico. Por un lado estamos incrementando el niimero de variables geométricas, pues
pasamos de solo gqp a gap ¥ I'’,;, Pero por otro lado, estamos reduciendo el nimero de suposi-
ciones, ya que no estamos tomando a la conexién métrica. Sacrificamos el tener menos variables

17
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a cambio de reducir el nimero de suposiciones respecto a los objetos geométricos. Otro aspecto
interesante es que el formalismo métrico-afin suele reducirse al formalismo métrico bajo ciertas
circunstancias [27], que incluyen pedir que ¥, sea cero. Ademss, el formalismo métrico afin
tiene algunas otras ventajas, por ejemplo, al ser gq; y ', independientes, sus variaciones son
independientes, con lo cual, en los bordes tenemos que

5gab|borde =0, (3.4)
5rcab‘borde = 0’ (35)

esto simplifica lo que sucede en los bordes al tomar variaciones de la accién, lo cual puede
considerarse una ventaja respecto al formalismo métrico [28].

3.1.1. Descomposicion del hipermomentum

El hipermomentum suele descomponerse en tres pedazos [18, 25]. Los tres pedazos en los que
suele descomponerse un tensor (0,2), que son, la parte antisimétrica, la parte simétrica sin traza
y la traza. Pero dicha descomposicion es en un indice inferior y uno superior

- 1
Ecab = E[c|a|b] + E(¢:|a|b) + ﬁngEGJ (36)
donde,
EU« = Ecabng7

1
2 (clalt) = Zelalt) = —IebTa-

La parte antisimétrica toma el nombre de densidad de espin o espin, mientras que la parte
simétrica sin traza se conoce como el shear y a la traza se le conoce como el dilatén. La razén
de que se le llame a la parte antisimétrica espin es que es facil ver que si ponemos espinores
de Dirac como materia, estos contribuyen a la parte antisimétrica del hipermomentum [26]. En
cuanto al shear y al dilatén su interpretacién fisica no queda del todo clara [29], pues es sabido
que el Modelo Estandar no contribuye ni al shear ni al dilatén, por lo que se ha comentado
que no tienen relevancia fisica [26]. Desde este punto de vista y centrados en el desarrollo de
este trabajo, estarfamos viendo si una posible interpretacién fisica del shear y/o dilatén es la de
generar constante cosmologica.

Dentro de la comunidad de MAG el dilatén es el que se considera de menor relevancia fisica
pues sucede que gracias a la simetria proyectiva de la accién de Einstein-Hilbert, la ecuacién
de movimiento de la conexién nos dice que el dilatén es exactamente cero, como veremos a
continuacion.

3.1.2. Accién de Einstein-Hilbert y simetria proyectiva

En el formalismo puramente métrico podemos obtener las ecuaciones de Eintein, es decir,
Relatividad General a partir de un formalismo variacional. La accién de la cual se obtienen las
ecuaciones de Einstein se comoce como accién de Eintein-Hilbert.

La accién de Einstein-Hilbert es la que sigue,

Sem :/RJjgd”x, (3.7)

como ya mencionamos el escalar de Ricci esta determinado de manera tinica en el contexto general
de MAG, por lo que no existe ambigiiedad a la hora de considerar la accién de Einstein-Hilbert.
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Simetria Proyectiva

En el contexto de MAG, es decir, gq, y I'“,, independientes, sucede que la accién de Einstein-
Hilbert! tiene una peculiaridad que no tiene en Relatividad General y es que bajo lo que se
conoce como una simetria proyectiva [30, 26, 23], es decir,

Gab —Gab; (38)
e, —I +0yUq, (3.9)

con U, una 1-forma arbitraria.

Este es un buen momento para mencionar que la descomposicién de ¥, la ecuacién (3.6) y
la forma que toma la transformacién de la simetria proyectiva (3.9) depende de las convenciones
adoptadas, en particular de las convenciones adptadas para I'° ,, por lo que en la literatura
pueden encontrarse las mismas expresiones pero con un orden en los indices diferentes [31, 32]
lo cual puede causar confusion.

Al introducir esto en (2.33), obtenemos que Ry, queda como,

Rap — Rap — 0uUp + OpU, (3.10)

como podemos ver los nuevo términos resultantes son antisimétricos, por lo que si consideramos
la parte simétrica del tensor de Ricci, o el escalar de Ricci, estos quedan invariantes antes la
transformacién proyectiva por lo que

R —R, (3.11)
SE‘H —)SEH (312)

Es importante mencionar que la simetria proyectiva, en principio, estd presente cuando la
conexién I'“, es general, y no se le demanda nada, es decir, cuando la conexién tiene tanto torsion
como no metricidad. Por otro lado no queda clara la interpretacion fisica de la simetria proyectiva,
habiendo estudios sobre como romperla [26] y también trabajos que proponen extender la simetria
proyectiva de diversas formas [23, 31] siendo una de ellas pedir que la parte de materia de la
accién también sea invariante bajo esta simetria.

Existen varias formas de romper la simetria proyectiva [26], es decir, varias formas de restringir
la conexiéon de tal manera que el escalar de Ricci construido con dicha conexién deja de ser
invariante al aplicarle (3.9). Por ejemplo, si se le demanda a la torsién que sea cero a priori, la
simetria se rompera. El caso de torsién cero es el caso de mayor interés en este trabajo por lo
que es importante tener presente que la simetria en ese caso no esta presente ya que, el hecho de
romper la simetria proyectiva tiene repercucién en las ecuaciones de movimiento, como veremos
en la siguiente seccion.

3.1.3. Ecuaciones de movimiento

En esta seccién obtenemos las ecuaciones de movimiento para el caso en el que la conexién
I'® , es general. Comenzamos con la ecuacién que se obtiene de la variacién respecto a la métrica.

1
0SEH = / (R(ab) - 29abR> 59"/ —gd'x,
pues

1 1
0(V=9) = =5V —99ar09"" = 5V —99"°6gab,

IEn realidad sucede con cualquier teorfa f(R), pues la simetria depende tinicamente del escalar de Ricci, con
lo cual el resultado de R se generaliza trivialmente a cualquier f(R).
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4 d
(SngRabc = 07

pues I'°_, v gap son variables independientes. Con lo cual, tenemos que usando (1.9),

88 = / (G (ap) — 87T p] 89 /—gd*x, (3.13)
pidiendo que la accién sea estacionaria, obtenemos una ecuacion tipo Einstein,
G(ab) = 87TTab. (314)

Como ya se menciond, el fomalismo simplifica lo que sucede en los bordes. En el caso de la
accion de Einstein-Hilbert, debido a que la variacién del tensor de Ricci R, respecto a la métrica
es cero, no se necesitan términos de borde como el término de Gibbons-Hawkin [31] para obtener
las ecuciones de Eisntein en la presencia de fronteras. La termodindmica de agujeros negros al
depender en gran medida de lo que sucede con los términos de borde se ve modificada en estas
teorfas [28, 33].

Por otro lado variando respecto a I'¢,;,

8Sen = / V=996 Rpd*z, (3.15)
usando que,
OR 1 = =V, oI, + Ve, + 16, 6T, (3.16)
con lo cual,
SRap = —V 0Ty + V0T, + T, 0T, (3.17)
se sigue entonces,
(3.18)

0Sq = /\/jggab (=VadTCy + Vbl + T, 01%,) d'z

— [ -9 (V=ag™8T0) + Va (v=35") o1,
+ Ve (V=99"0T%,) = Ve (V=99""8) T0p + V=99 T, 6T pd"
= / [(Va(v=99%)32 — Ve(v/=gg™) + vV—gg™T?,;) 6T,
V(v =99" 0T ) — Va(v/=gg™ 66T ) d'a
- / (ValV=9g™)5¢ — Ve(v/=g9™) + =7 [§"T g + Tog® — TV62] } 6Tz, (3.19)

en la segunda linea hemos usado la regla de Leibnitz y en la tltima hemos integrado por partes.
Con lo cual la variacién respecto a I' , de la accién completa es

58 = / {Va(vV=99™)6¢ = Ve(v/=99") + V=9 [9"T %y + Teg™ — T*6%] — 167/—gX,**} 0T, d

y finalmente, la ecuacién de movimiento de I'“ ;, es,

L g/ agtyee - L

Hay varias cosas que notar de (3.20)

Ve(V=99") + [¢9T%q + Teg™ = T°62] = 16722, (3.20)
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= Los primeros dos términos estan relacionados con la no metricidad, como se muestra en
el apéndice B, mientras que los ultimos tres términos solo tienen que ver con la torsién.
Concluimos que ¥, es fuente de torsién y no metricidad.

= Al contraer en ¢ y b, el lado izquierdo es exactamente cero, esto es consecuencia de la
simetria proyectiva [31], lo cual implica que on-shell, X % no tiene traza en c y b, es decir,
la parte de dilatén de X, es cero.

= En este punto no puede verse pues se necesita un estudio més detallado [26], pero el sistema
solo tendra solucién tnica, esto es, obtener a la torsién y a la no metricidad en términos de
3,2, cuando previamente se haya roto la simetria proyectiva, de lo contrario, la conexién
quedara determinada salvo por un término del estilo d5U, [30, 27].

Notar que los dos términos que tienen que ver con la no metricidad se quedan sin traza al contraer
en ¢y by los tres términos relacionados a la torsiéon por separado se quedan sin traza al hacer
la misma contraccién, entonces, si por algin otro mecanismo pudieramos hacer a posteriori la
torsion igual a cero, el resultado seguiria quedandose sin traza, como puede verse,

1

N

1

Ve(vV=g9") = 1675,
7= Ve V=99")

Va(v/=gg™)ss —

y la traza ¥, es igual a cero por la ecuacién de movimiento. Como ya se mencioné esto es
consecuencia de la simetria proyectiva.

Si por otro lado, al hacer la variacién en (3.19) se demanda que, por definicién, la torsién sea
cero, esto se traduce en que en la variacién solo entra la parte simétrica obteniendo,

.
V=g

L

=5 Velv=ag™) = 1672,

Va(v/—gg"®)s2) —

que como podemos ver, no tiene la peculiaridad de no quedarse sin traza. Como conclusién de
este caso particular podemos ver que no es lo mismo variar y luego deshacerse de la torsién
que variar sin torsién a priori, esto es porque al variar sin torsion lo que estamos haciendo es
eliminar la simetria proyectiva. Como ya se mencioné existen varias formas de romper la simetria
proyectiva, y cada una tiene sus perculiaridades, aqui nos centramos solamente en el caso que
nos interesa, que es el de torsién cero.

De igual forma debemos recordar que no hay consenso sobre el significado fisico del shear
y el dilatén de .2 no asi del espin que parece estar un poco mas claro, ya que los fermiones
contribuyen a la parte antisimétrica de ¥,%° [26], sin embargo, en el modelo estdndar no hay
ningun término que contribuya al shear y tampoco al dilatén. Sumado a que la simetria proyectiva
implica que el dilatén es cero hay trabajos que proponen que la simetria proyectiva debe ser
extendida para que suceda algo similar con el shear, esto es, extender la simetria para que la
correspondiente ecuacién de movimiento implique que tanto el shear como el dilatén sean cero
[26].

En la siguiente seccién dejaremos el tratamiento general de MAG y nos centraremos en el
caso donde solo hay no metricidad, como consecuencia no tenemos la simetria proyectiva y %
solo tiene las partes de shear y dilatén, como se mostrara a continuacion.
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3.2. Geometrias con no metricidad

A partir de esta seccién todo lo presentado es para el caso sin torsion. Por lo que la deduccién
de las leyes de conservacion es para el caso sin torsién, y algunas de las identidades que se utilizan
solo son validas en el caso sin torsion.

Comenzamos con las identidades geométricas para el caso en el que la torsién es cero,

Tcab = 07

con lo cual, tanto C°,, como I'°,, quedan simétricos en sus indices inferiores y entonces (2.10)
se reduce a

Ccab = %(Qabc + Qbac - Qcab)- (321)

Notar también que al eliminar la torsién, la curvatura en (2.4) queda en una forma mas parecida
a la de Relatividad General, esto es, la curvatura es la antisimetrizacién de operadores derivada
actuando sobre una 1-forma sin el témino que involucra a la torsién. Sin embargo (2.7) y (2.15)
se siguen, teniendo en cuenta que I'° , y C°,, son simétricas en los indices inferiores, es decir,
Roplwa = (Vo Vi — ViV )we
d d d
Rabc - 728[(1]-—‘ bl + 2Fe[a|c|]'—‘ ble (322)

R d = Rabcd - 2V[acdb]c + 2Ce[a|c| Cdb]e (323)

abe

Las identidades cuando solo hay no metricidad son,

Rape’ = = Rpac”, (3.24)
Ry =0, (3.25)
ViaBya® =0, (3.26)
Rapea = —Rapdge — 2V [0 Qpca- (3.27)

La expresién del tensor de Ricci en términos de I'° , queda sin alteraciones,
Rap = =20 g + 209,y T g

Como ya habfamos mencionado la curvatura homotética es un objeto relacionado tnicamente
con la no metricidad de Weyl

éab = a[176201]3 (328)

luego, la curvatura homotética cuando no hay torsiéon es proporcional a la parte antisimétrica
del Ricci,

Riuq = iR‘“' (3.29)

Finalmente, las expresiones que se obtienen de contraer indices en (2.29) son, por un lado
Vielthe =0, (3.30)
la cual implica que
ViaRp =0, (3.31)
y por otro lado,

VaRyei® +2VpRaa = 0 (3.32)
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3.2.1. Ecuaciones de Movimiento

En esta seccién presentamos las ecuaciones de movimiento para el caso en el que no hay
torsién, el detalle de cémo se conecta entre las ecuaciones del capitulo pasado con las presentadas
ahora se encuentra en el apéndice B. Trabajamos de aqui en adelante con C¢,, en lugar de Qap.
o I'“,, recordar que como hemos hecho la torsién igual a cero, C¢,, es simétrico. Finalmente
analizamos que cosas implica la ecuacién de movimiento sobre Ecab.

La ecuacién que se obtiene de la variacion de la métrica no presenta ninguna complicacion y
es una ecuacion tipo Einstein,

Gab = 87TTab, (3.33)

con Gy, dado por (2.45) y Top dado por (1.9), y una ecuacién para la conexién, que queda como,
glec®, 69 4t g — 200, gV = 1675, (3.34)

donde C°, queda dado por (3.21), y es simétrica. Como I'°,, es simétrica, tenemos que por
definicién ¥, es simétrico, como ademéas puede verse de (3.34). Los detalles de cémo se llega a
esta ecuacion a partir de la presentada en el capitulo anterior se encuentran en el apéndice B.
El lado izquierdo de (3.34) no implica que ¥, tiene traza cero. Esto es porque se ha roto la
simetria proyectiva al haber hecho la torsién igual a cero [30], por lo que tenemos la parte del
dilatén. Por otro lado, es facil ver que no se tiene la parte de espin, pues, es imposible para un
tensor (0, 3) que es simétrico es dos de sus indices y ser antisimétrico en uno de esos indices y el

restante.
Zabc = zacb = _Zbca = _Zbac = anb = zcba = _Zabca (335)

por lo tanto, al haber demandado que la conexién sea simétrica, nos hemos quedado sin la parte
de espin. Como conclusién tenemos que nuestro ¥, presenta solo shear y dilatén.
Llamamos ademas a las trazas de C°,; como

C%. = Mas (3.36)
C%.q" =1, (3.37)

dado que en este caso C,; es simétrico en sus indices inferiores, por lo que no hay mds trazas.
Reescribiendo (3.34) con estas definiciones tenemos

7(@8Y 4 A g® — 200 _g¥¢ = 1675 2, (3.38)
por simplicidad en los cdlculos més adelante definimos,
P, =gt 4\ g% — 200 gYe. (3.39)

Este es un buen momento para apuntar como a partir de esta teoria es que podemos obtener
Relatividad General. Como se introdujo C¢,; es la diferencia entre la conexién general I'“ , y la

conexién de Levi-Civita I'“ ;, es claro que cuando,

ch:O,

a

volvemos a la situacién de Relatividad General pues, utilizando las ecuaciones de movimiento
queda patente que,

Gap = Gap, (3.40)
¥, =0. (3.41)
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Como se ha mencionado, ya hemos roto la simetria proyectiva, con lo cual podemos afirmar
que el converso de (3.41) se sigue, es decir, cuando,

gcab =0, (3.42)
usando la ecuacién de movimiento (3.34) podemos concluir que
C% =0, (3.43)

con lo cual, se tiene de nuevo (3.40). Como nota final, repetimos que esto tiltimo es posible debido
a que la simetria proyectiva ha sido rota, en las teorias donde no se ha roto dicha simetria hacer
afirmaciones de este tipo es imposible, pues la conexién no queda completamente determinada
por la ecuacién de movimiento.

Debido a que la conexién queda bien determinada por la ecuacién de movimiento (3.34) y a
que la ecuacion es algebraica, y lineal, podemos resolver el sistema incluso en forma tensorial,
esto es incluso posible en teorias con acciones mas generales [34]. Siendo concientes de lo anterior
podemos trabajar tanto con C¢,, como con ¥,%%. Debemos tener presente que en este subcaso,
torsién cero, siempre es posible ir de las variables de C¢, a las de ¥, como haremos en
homogeneidad e isotropia.

3.2.2. Leyes de conservacion

En esta seccion desarrollamos formalmente lo esbozado en la Introduccién, para eso mostra-
mos que la accién de Einstein-Hilbert es invariante bajo difeomorfimos, y luego demandando lo
mismo para la parte de materia obtenemos las leyes de conservacién.

Lo primero que queremos mostrar son las variaciones de la métrica y la conexién, para el caso
de la invarianza bajo difeomorfismos,

byg™ = =2V ®), (3.44)

como podemos ver esto no es mas que la derivada de lie de la métrica, donde x® es el campo que
general el difeomorfismo. Sin embargo, con la conexién sucede una cosa peculiar,

5chab = 5baaXC + Xdadrcab + 8aXchbe + 85X6Fcae - Febaaexca (345)

como podemos ver del lado derecho de (3.45) practicamente tenemos la derivada de Lie de un
tensor (1,2) salvo por el primer término. Si uno se encuentra siguiendo el desarrollo presentado
en [24] puede terminar con unas leyes de conservacién que no son correctas. La forma de verificar
que (3.45) es la forma correcta de tomar las variaciones debido a la simetria subyacente es que
primero verificar que la accién de Einstein-Hilbert es invariante utilizando (3.44) y (3.45). Mas
aun el desarrollo seguido en [24] toma como variable a C€,,, en lugar de I'°, esto puede llevar
a confusiones y a potenciales errores y por ello hemos presentado el formalismo de esta manera,
que ademds es la mds cercana a la literatura [31, 18, 23, 34, 35].
Comenzamos con una identidad que se sigue para cualquier conexion sin torsion,

Xdedac + VbVaXc = abaaxc + Xdadrcab + 8U«Xercbe + 8bXeFCae - Febaaexc7 (346)

notar que aunque pueda no parecerlo, se sigue que el lado izquierdo de (3.46) es simétrico en a
y b. Para demostrar (3.46) solo hay que expandir el tensor de Riemann segin (2.7), y la doble
derivada del lado izquierdo; también utilizamos el hecho de que I'°; es simétrica, los términos
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senalados con el mismo ntimero se cancelan entre si,

I IIT II
d d d d d
X Ryga” = =01 4o X ™ +X 0al % +1 0T e X ™ =1 0ql e X, (3.47)
vbvaxc = 8ba€bxc +8brcaexe +Fcaeabxe + Fcbeaaxe +Fcbereadxd _Febaaexc _Febarcedxda
—_————— —_——— —_———
I II 117

(3.48)
sumando obtenemos (3.46). Mds ain podemos usar (2.8) en el lado izquierdo de (3.46), obteniendo
6XFCab = Ebdacxd + ﬁb%axc + Xd%dccab + %U«Xeccbe + %bxeccae - Ceab %SXC7 (349)

notar que los dltimos 4 términos de (3.49) corresponden a lo que seria la derivada de Lie de C°,, ,

con lo cual, si uno sigue el desarrollo seguido en [24] puede llegar a conclusiones equivocadas,
pues faltarfa la contribucién de los dos primeros términos. Veamos entonces que la accién de
Einstein-Hilbert es invariante. La variacién arbitraria de la accién de Einstein-Hilbert es,

6SpH = / Gapdg®y/—gd'z + / P,T¢,, \/—gd*z. (3.50)
Nos centramos en el primer término, que es la variacién con respecto a la métrica,
/Gab5xg“b\/jgd4x = fZ/G’(ab)ﬁaxb\/jgd‘Lx
:2/6“G(ab)xb\/fgd4x, (3.51)

donde hemos integrado por partes y despreciado los términos de borde. Ahora nos centramos
en V%G (4p). De lo visto en la ecuacién (2.38), sabemos que el Ricci y por lo tanto el Einstein
tendrdn una parte antisimétrica. Usando (2.45)

G(Lb = éab - 2%[0102:]1) + 2Cd[a‘b| Ccc]d + ga(,gefe[eccc]f — gabgefcd[e‘fl Ccc]d, (352)

podemos ver que solo necesitamos simetrizar en el segundo término del lado derecho, pues al
expandir y usar (3.36) y (3.37), obtenemos,

~ ~ ~ ~ (A —7T1°€ o c
Gab = Gap — (VaAb - vdcdab) + Cgab)\g - Cghbchag + gab Ve ( 9 ) - % [Tg)‘g -9 dcghdchcg] ’
(3.53)

queda claro que al ser C°¢,, simétrico, inicamente en el segundo término del lado derecho se
necesita simetrizar, por lo que

~ 1 ~ ~ ~
Glab) = Gab = 5(Vads + Vida) + VaC%, +C9 A — C%, C (3.54)
+ ga Ve (A o ) - B[ — g7, C ) (3.55)

entonces tomando 26“G(ab) y sabiendo que,%aéab tenemos,

2V G apy =~V (Vads + Vida) +2VOVC%, +2V(CY, Ag) — 2V(C9,, C" )
+ ViV, (A = 7) = V3 [192g — g°4C9, ,C" ] (3.56)
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los términos es (3.56) pueden clasificarse por el nimero de derivadas V, los términos con dos
derivadas son,

[0 [-90 @) = FFia) 4 299907, + 0. (0 - 1) Vegdta, (357
y los términos con una sola derivada son,
b l42ve(C,, ) — 2V(CY,, O ) — Yy [T9N, — g¢?C%, O | v —gd*
X + ( ab 9) ( hb ag) b [T g g hd cg] gar
- / X [#299(C7,, ) — 29°(C7,, C1,,) — B [190] — 20, TuCh,, | Vogd's (3.58)

Estos dos tipos de términos tendran su contraparte en la variacién de la conexién para
cancelarse, los términos con dos derivadas se cancelaran con los términos que vienen de

[ [P (Ruaax®+ 0) | V= (3.59)
y los de una sola derivada se cancelaran con los términos de
/ [P (XIVaC%, + VaX“Ch + Vix“C, = €2 Vex?) | V=gd'e. (3.60)
Para mostrar todo esto, veamos lo que sucede con la parte de la variaciéon de la conexion,
/ P, ob§, T¢,\/—gd*z, (3.61)
comenzamos con el segundo término de (3.59),
/ [Tb(Sg + Aeg® — ZC'becge“] %bﬁaxc\/—igd‘laz
= /ﬁaﬁb (7268 + Aeg®® — 2C°, . g°] XV —gd'z
_ / [VeTur + VaT70 — 29°9uC",, | x*v=gd's. (3.62)
Notar que hemos quitado la simetrizacién en P, esto es correcto pues sabemos que (3.46) es

simétrica.
Ahora, el término con el Riemann en (3.59),

/ [Tbéc“ + Aeg® — 2Cbecgw} fibdacxd\/—gd‘lx, (3.63)
calculado cada uno de los tres términos obtenemos,
Tb(stclﬁbdacxd = TbXdEbdcc
=0, (3.64)
luego,
A Ryaa®X* = 9" X (ViVa = VaVi) A
=XV Vade — X VaV5§
= Xb<%a%b)\a - %bﬁcAc%
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finalmente,

_2Cbec geaRbdacxd = _QCbacRbd(ac) Xd

— 0, (3.65)
con lo cual tenemos,
/ V[T~ Vo] Vg (3.66)
Sumando (3.62) y (3.66) obtenemos,
[0 [F0h 4 TF00 4 DTl - X) - 2900, ] d', (3.67)

como podemos ver, sucede que (3.67) y (3.57) son iguales salvo un signo global, por lo que al
sumarse, se cancelan entre si.
Veamos qué sucede con (3.60). Comenzamos integrando por partes,

/ W [P (X9aC + Vax“C + Vix“CY,, = €7 Vex” ) | V=gd'a

_ / [XPP, 2194, + P (29X C%), = Vex*Cty )| v=gd's

= / [P0 = 2V (PDC% ) + 3V, (o P )| Vgd'e

- / X [Pcadﬁbccad —9v, (Pc We)ccbe) v, (Pb“dcead)} J=gd'z. (3.68)

Necesitamos calcular todas las contracciones que aparecen en (3.68). Comenzando con el primer
término, notar que usamos la simetria en C°,; para quitar la simetrizacién en P, ab,

Pc ad%cccad _ [Td(sg + )\Cgad o 2Cdecgea] Cad
= 7V + AV — 207, g%V, 0%,
= Vy(19X) — 20% . g°9V,C%,y. (3.69)
Continuando con el segundo término de (3.68),
Pc (GE)CCbe = [T(aag) + /\Cgae - 2C(acdge)d Cbe

1
= [3 075+ 7o) 4 g = O - Crag

1
= 5(7—@)‘57 + TeCabe) + )‘Cccbe gea - CachEdCCbe - Cecdgadccbe’ (370)

tomando la derivada y multiplicando por —2,
~2V, (P90, ) = =Va(r"A) = Va(r°C%e) = 2V5 (AL, ) + 29(C%4.C%) + 2Va(Cg™C5, ),
(3.71)
por tltimo el tercer término,
Pb Eaccea = [TE(SI? + )\bgea - 2Cebdgad} Ccea
Tecceb + AbTC - 2gadcebd Ccea’ (3.72)
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tomando la derivada,
Ve (P, "C%,) = Ve(7°C%) + V(A7) — 2Ve(g°4C%y C%, ). (3.73)
Sumando (3.69), (3.71) y (3.73),
I T
J1Fulr0) = 20 g FuC% =Tl ) =T ()
Ir
=2V (AC%,) + 2V, C%,) +2Va(C%ag°"C%, )
+Ve(T°C%) +Ve(Am0) =2V, (g1 C%,C%, )XV —gd ', (3.74)

11 I 111

con lo que finalmente obtenemos,
/ X’ [%(ma) — 207 g°V 0%y — 2V (AC%, ) +2VH(C, C%, )| V—gd'z,  (3.75)

y como se puede ver, (3.58) y (3.75) son iguales, salvo un signo global. Con todo lo anterior
podemos ver que se cancelan todos los términos y que la variacién de la accién termina siendo
una divergencia total, que son los términos de borde que han sido despreciados a lo largo del
calculo, con lo cual la accién de Einstein-Hilbert es cuasi-invariante bajo difeomorfismos.

Ahora queremos demandar que la parte de materia de la accién también sea invariante bajo
difeomorfismos, y eso nos llevard a las leyes de conservacién correspondientes.

551 55 \
6SM / |:5gab g+ 6Fcab6 ab dz

= / [—87T,pg"" — 167E,%06T°,, ] V—gd'z,

donde ya hemos usado que se satisface la ecuaciéon de movimiento de los campos de materia.
Introduciendo,

5Xgab _ _26(axb)
5XFCab = Ebdacxd + %bﬁaxc + Xd%dccab + %axecceb + %bXeCCae - Ceba %GXC7
y demandando que d,.Sys = 0 obtenemos,
0= / [Tabﬁaxb - Ecab (Ebdacxd + %b%axc + Xdﬁdccab + %axeccd) + 6bXeCmaLe - Ceba 6EXC):|
0= / [%aTabxb + anb (ébdacxd + 61)%(1)(6 + Xdﬁdccab + %aXeCCEb + %bxeccae _ Cebg,%eXC)}
= / [Xb (€aTab + 2 Ry + VaVaSy ™ + 6bCCadEcad) — 22XV (5C%) + XV (C0 B ab)} V=gd'x
= / [%aTab + andédbac + %(l%dzbad + 6bccadzcad — 2%(1 (Ecadccbd) + 66 (Ceda Ebda)i| Xb\/ —gd4x

donde hemos integrado por partes y despreciando todos los términos de borde, y usado que tanto
Ce, v 3.2 son simétricos en a y b, con lo cual las leyes de conservacién son,

VT = B, Ry — VeVa % — B.99V,C0 0 + 2V (C4a 2,00 — Ve(C€ B,%9).  (3.76)
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Como podemos ver, hemos obtenido la expresiéon prometida de la no conservacién del tensor de
energia-momento. En lo consiguiente, partimos de que tenemos una teoria que presenta una no
conservacion para tratar de generar constante cosmoldgica inspirados por trabajos que lo han
conseguido partiendo de otras no conservaciones.
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Capitulo 4

Cosmologia con no metricidad

Comenzamos revisando brevemente lo que sucede en cosmologia en Relatividad General,
centrandonos sobre todo en el caso de FRW plano. Luego aplicamos la condiciéon de homogeneidad
e isotropia a las ecuaciones obtenidas en el capitulo anterior, analizamos que componentes de C°,,
y 2.2 son compatibles con homogeneidad e isotropia. Posteriormente aplicamos una condicién
extra para que Gg, dado por (2.45) tenga un comportamiento extra al de C~}’ab igual a de una
constante cosmoldgica, es decir, que los cuatro términos extra en (2.45) sean proporcionales a la
métrica, con esta condicién extra en mente hacemos un conteo de ecuaciones y analizamos que
tipo de ecuaciones de estado son neceesarias para poder cerrar el sistema de ecuaciones resultante.
Utilizando lo recordado de cosmologia en Relatividad General resolvemos perturbativamente
dicho sistema y tratamos de ajustar los valores observados de la constante cosmoldgica Apoy ¥y
el valor del Hubble Hj,,.Con el sistema ya resuelto analizamos la evolucién que tiene A(t) y
H(t) hasta donde el esquema perturbativo lo permita. Finalmente, comentar que en la literatura
pueden encontrarse estudios que incluyen a la torsién, ya sea Unicamente torsién o en caso
més generales donde también se incluye a la no metricidad, asi como el correspondiente fluido
perfecto en presencia de torsién y no metricidad [36, 37, 38], también casos en el que se estudia
solo torsién [39], en este en particular hay problemas con el principio cosmolégico [40]. Todo esto
queda fuera del alcance de este trabajo, en particular el trabajo con fluidos, pues por simplicidad
trabajaremos con las componentes de Y .

Por otro lado, antes de comenzar con el desarrollo en homogeneidad e isotropia, es importante
mencionar que utilizar una teoria MAG para explicar la expansién tardia del universo, o concre-
tamente la constante cosmoldgica, es contrario a gran parte de la literatura [18, 41], pues donde
tradicionalmente se esperan desviaciones de la geometria Riemanniana es cerca de singularidades,
por ejemplo, cerca del big bang. Sin embargo, como se ha mencionado, la interpretacién fisica
del shear y del dilatéon del hipermomentum no genera concenso, es por esto que hay trabajos
recientes en busca de intepretacion para el shear y el dilatén que tienen que ver con la expansién
tardia del universo [29], pero son trabajos recientes y no son la tendencia en el estudio de estas
teorias.

4.1. Cosmologia en Relatividad General

En esta seccion revisamos algunas de las suposiciones y resultados que existen en Relatividad
General para el contexto comolégico. Uno de los puntos de partida para el estudio del universo
con Relatividad General es el suponer que el espacio es homogéneo e isotrépico, por eso revisamos
brevemente la implementacién matematica de que un espacio-tiempo sea homogéneo e isotrépico.

31
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Matematicamente, decimos que un espacio-tiempo es espacialmente homogéneo si existe una
familia uniparamétrica de hipersuperficies Z; que folian el espacio-tiempo tal que para todo ¢ y
p, ¢ puntos en =; existe una isometria de la métrica g,, que toma p y lo lleva a ¢, es decir, no
hay puntos espaciales privilegiados.

Por otro lado decimos que un espacio-tiempo es espacialmente isotrépico si existe una con-
gruencia de curvas tipo tiempo con tangentes u® llenando el espacio, tales que para cualquier
punto p y dos vectores espaciales s{ y s§ € V,, exite una isometria de gq, que deja p y u® fijos
pero rota s§ en s§, con lo cual es imposible construir un vector espacial privilegiado.

Las condiciones de homogeneidad e isotropia restringen la forma funcional del tensor métri-
co cuando lo escribimos en coordenadas adaptadas a las simetrias y se le llama métrica de
Friedmann-Robertson-Walker (FRW) a la métrica cuando hemos hecho patentes dichas restric-
ciones al tensor métrico. Se puede mostrar que en cuatro dimensiones nos quedamos con tres
posibilidades para la métrica de FRW, una de las cuales tiene secciones espaciales planas.

Dadas las simetrias podemos adaptar coordenadas de la siguiente forma, en cada hipersu-
perficie ponemos coordenadas, en el caso de las secciones espaciales planas podemos utilizar
coordenadas cartesianas, luego, podemos llevarnos estas coordenadas a otras hipersuperficies
utilizando a los observadores isotrépicos, es decir, a cada observador isotrépico le asignamos
coordenadas espaciales fijas.

La métrica de FRW plano escrita en coordenadas adaptadas a las simetrias del, es

G = —(dt)a(dt)y + a(t)? [(dr)a(dz)y + (dy)a(dy)s + (d=)a(d2))] (4.1)

donde a(t) es el factor de escala. La conexién de Levi-Civita asociada a esta métrica tiene solo
2 componentes independientes,

P = a(t)a(t), (42)
e, = 40 (43)

con x* refiriendose a cualquiera de las direcciones espaciales, x, y o z, pues al estar adaptadas a las
simetrias por homogeneidad son indistinguibles. El tensor de Einstein G, tiene dos componentes
independientes, Gy y Gax, que en términos de a(t) se leen

)
Gy = 3%, (4.4)
G = —2i(t)a(t) — a2(1). (4.5)

Si consideramos un tensor de energia-momento de fluido perfecto
Tab = p(t)uatpy + P(t)(gab + uaus), (4.6)

las ecuaciones de Friedmann quedan como

a’(t) _
S0~ 87p(t), (4.7)
_a) att) i
2= D20 87P(t). (4.8)

Las ecuaciones de Friedmann (4.7) y (4.8) forman un sistema de dos ecuaciones diferenciales,
con tres incégnitas p(t), P(t) y a(t), por lo que hay que dar una ecuacién de estado. Un grupo
de ecuaciones de estado parametrizadas por w es,

P(t) = wp(t), (4.9)
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donde como casos paticulares tenemos polvo w = 0 y radiacién w = 1/3. El caso de una constante
cosmoldgica también puede alcanzarse pidiendo que p(t) sea constante en el tiempo, y w = —1.

El sistema (4.7) y (4.8) suplementado con la ecuacién de estado (4.9) tiene solucién para toda
w. La solucién para w # —1 es

a(t) = C1 (3(1 +w) — Co) @D, (4.10)

donde C y C5 son constantes de integracién. Estas constantes de integracion las fijaremos siendo
C5 = 0, pues como podemos ver, existe una singularidad, la cual queremos poner en ¢t = 0, Cy
se fija para que a(tpoy) = 1, de donde podemos escribir,

alt) = Ct& (4.11)

donde en C' hemos absorbido el resto de constantes y tiene las unidades correctas para que se
satisfaga que a(tpoy) = 1.
Finalmente, el parametro de Hubble se define como,

H(t) =2, (4.12)

a

que para el grupo de soluciones (4.11), queda como,
2 1
H(t)= ——-. 4.13
®) Bw+1)t (4.13)

Para apuntes sobre las unidades y las cantidades fisicas utilizadas revisar el apéndice C.

4.2. Implementacién de homogeneidad e isotropia

Para imponer la condiciéon de homogeneidad e isotropia, pedimos que la derivada de Lie de
Chy ¥, y en general de cualquier campo tensorial de cualquier orden (¢, k), a lo largo de los
vectores de Killing del espacio-tiempo 1, sean cero.

Ly,C% =0=LyX.% (4.14)

Los vectores de Killing para el caso de FRW plano son de translacion y rotacién.
Como resultado tenemos que hay tres componentes de cada uno que son compatibles con la
isotropia, y por homogeneidad son funciones solamente del tiempo,

Cttt = b(t),
Ct** = C(t)7
C**t = d(t)’
y algo analogo para ¥,
Zttt = M(t)a
= P(t),
© = L(t).

Nosotros trabajaremos en las variables de C,, y no en las variables de ¥, pues es equi-
valente, por la ecuacién de la conexién (3.38). En homogeneidad e isotropia, (3.38) tiene tres
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componentes independientes, al igual que lo que sucede con ¥ % y C®,» con lo cual el sistema
tiene solucién unica. Entonces en este contexto cosmolégico podemos cambiar entre las variables
de ¥ 9 y C¢,,- Resolver el sistema siempre es posible cuando ya se ha roto la simetria proyec-
tiva, como se ha mencionado en el capitulo anterior, asi que esto solo es un caso particular. Las

variables de ¥, en términos de las variables de C¢,p» nos da las siguientes ecuaciones,

167 M (t) = 3 [ o) _ d(t)} ,

a(t)?
167 P(t) = ‘W
167 L(t) = —@ + 22((?)2 +d(t).

Mientras que las variables de C°,; en términos de las variables de ¥, nos da las ecuaciones,

) 1 [ MO, 2P0 2O),

a(t)? 4 4 2
b(t) = 167 Za(t)QP(t) + Ml—g) - L;t)} ,

d(t) = 167 _M(@)  a®)?P() L(t)].

12 4 2

Como hemos hecho ver, el sistema puede resolverse y entonces es equivalente trabajar en cuales-
quiera de las variables. Nosotros por comodidad trabajaremos con las variables de C¢,,. Notar
que a aparece en las soluciones del sistema, eso es porque la ecuacién de movimiento (3.38) de-
pende de gqp, sin embargo, para determinar a la métrica, y por lo tanto a, necesitamos la otra
ecuacion de movimiento de la cual hablaremos mas adelante.

Como ya hemos dicho, por homogeneidad las funciones involucradas solo pueden depender
del tiempo, ¢, por lo que a partir de ahora quitamos la dependencia explicita en ¢ a la hora de
escribir las componentes.

Continuando con el proceso de aplicar homogeneidad e isotropia a los objetos geométricos
necesarios, tenemos que los vectores y covectores en estas coordenadas adaptadas, solo pueden
tener componente al lo largo de ¢, esto es lo que sucede con 7% y A,.

- (2)(3)
Ao = (b +3d) (db), ,

esto puede entenderse ya que, si no fuera asi, podrian utilizarse para definir alguna direcién
espacial privilegiada, lo cual es imposible por homogeneidad e isotropia, aunque el tratamiento
formal es andlogo al hecho con las derivadas de Lie de C°,; y 0.

Por otro lado, tenemos que para un tensor (0,2) simétrico como el Einstein en la ecuacién
de movimiento G'(44), 0 para la métrica (4.1), en homogeneidad e isotropia solo puede tener 2
componentes independientes, que corresponden a las componentes ¢t y %, de igual forma puede
entenderse que, si no fuese asi, podrian utilizarse para definir alguna direccién espacial privile-
giada. Entonces, tendremos que la ecuacién tipo Einstein son dos ecuaciones en homogeneidad e
isotropia, asi como sucede en el caso de la cosmologia estandar. Escribiendo el tensor de Eintein,

AC— TC) Gab

5 ) = [T = 9710, C" ]

G(ab) = éab — (ﬁa)\b — 6dcdab) + Cgab)\g — Cghbchag + gazﬁc < 5
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en términos de las componentes de C°,;,, obtenemos las dos ecuaciones,

)

a 3¢ 3, 3be 3 3ed 3, a 3 a 3.4
= - — = - 4 = - — = — 4+ —c— — =d— 4.1
Gy = 3 5 + 5 22 2d—i— 5 22 + de 522 2d +3b— + 2 Qda’ (4.15)
a2 ¢ 3 be 3 cd 3 a ca 7 a
Gy =—-2-—————“d— —+bd— — — =d> +b- — — — —d—, 4.16
a a?  2a2 2 202 2 202 2 + a 2a3 2 a ( )
y usando la ecuacién de Eintein, tendriamos,
d2 3 ¢ 3. 3bc 3ecd 9 a 3 a 3.a
—_ 4 - == - 4 = - — = —c— — —d— = 8T, 4.1
3 2 5 2d+2a bd 5 22 d +3ba 2 . Qda 81T oy, (4.17)
i a? ¢ 3. be 3 cd 3 a ca 7 a 1
2 — - — — S — 4+ bd— — — >+ b— — — — —d— =81—=T,., 4.18
a?  2a2 2 2a2 + 2 202 2 + a 2 2 a a2 ( )

4.2.1. Constante Cosmolégica a partir de no metricidad

En la seccién anterior hemos implementado homogeneidad e isotropia en las ecuaciones re-
sultantes, es decir, en G (4p), y 1o hemos escrito en las varaibles de C° ;. Estas ecuaciones ya con
homogeneidad e isotropia, suelen estudiarse, sobre todo la ecuacién de la aceleracién (4.18) para
ver si el contenido extra obtenido al utilizar una teorfa tipo MAG puede generar aceleracion [29].
Nosotros, més alld de generar aceleracién, queremos generar constante cosmolédgica, por lo tanto
necesitamos demandarle a los términos extra que se comporten como tal.

Trabajando con campos podriamos elegir aquellas acciones de materia que nos lleven a que los
términos extras son proporcionales a la métrica. Sin embargo, al entrar en el contexto cosmolégico
se necesita algun tipo de teoria efectiva, como sucede en la cosmologia estandar donde se trabaja
con fluidos. La forma maés sencilla de imponer esta nueva condicién con el desarrollo ya llevado
a cabo es ir al tensor de Einstein y notar que tiene la forma

Gaty = Gap + ap — %gabd, (4.19)

donde
tap = = (Vads = VaCly ) + €90 = €%y Cly, (4.20)
& = aarg®, (4.21)

con lo cual, lo inico que hay que demandar para tener constante cosmoldgica es que
Qgbh = QGab, (4.22)

con « alguna funcién a determinar. Tomando las dos componentes independientes que hay en
(4.22) obtenemos,

Qi — —Q (423)

Qe = @20 (4.24)

Despejando « de cada una de las ecuaciones e igualando llegamos la condicién que necesitamos,
a**
— Qi — ?, (425)

y entonces tenemos,
Qap = —Q4tGab- (4.26)



36 CAPITULO 4. COSMOLOGIA CON NO METRICIDAD

Habiendo determinado que forma tiene o, podemos determinar &,

a = —ay + 7204**
a
= —doyy,

con lo cual el tensor de Eintein, queda como,

1
G(ab) = Gab — QtGab — 59{1!}(*40[“)

= Gab + QttGab,

de donde podemos leer que
A= Qigt. (427)

Finalmente escribimos las condiciones anteriores en términos de las componentes de C€,;, la
condicién (4.25) queda como,

) ; o
2 r3bd+ S - 3d? + 4bE + %2 5d% + S _3d=o0. (4.28)
a? a a3 a a?

a2

Para terminar solo necesitamos A, que queda como,
A3<bdd2+a[b2d]d>, (4.29)
a

entonces las 3 ecuaciones que tenemos son,

-2

a

5
.. .2 . . .

2% L 34— 34>+ 3bd — 6d= + 3b~ = 87T..,
a a a a

+3d 4+ 3d® — 3bd + 6d% ~ 3bg — 87Ty,

be cd a ca a é :

— +3bd+ — —3d> +4b— + = —5d—+ — —3d =0,

a a a a a a
donde para escribir las primeras dos ecuaciones ya hemos utilizado la tercera. Introduciendo el
Tup que queremos considerar por simplicidad, fluido perfecto, obtenemos,

a a
35 +3d + 3d% — 3bd + 6d~ — 3b~ = 8mp, (4.30)

a a a

. .2 . . .
22 % 34— 3d% + 3bd — 6d° +3b~ = 8P, (4.31)

a a a a

) y o e
2ogbd+ S —3d b+ 5dt £ 34 =0, (4.32)

a? a? a a? a a?

Estas son las tres ecuaciones que comprenderia nuestro modelo cosmolégico. Por otro lado,
haciendo el conteo de ecuaciones, tenemos en principio seis incégnitas, (a, p, P, b, ¢, d) y tenemos
tres ecuaciones, por lo cual necesitamos suplementar el sistema con ecuaciones de estado. Si
utilizamos ecuaciones de estado del tipo P = wp, tendremos, cinco incégnitas, con tres ecuaciones
v lo que seria necesario a continuacién seria dar ecuaciones de estado para b, ¢ y d. Lo més intuitivo
es pensar que deberian utlizarse ecuaciones de estado del estilo

M o p,
L x p,
P p,
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pues . estd directamente relacionada con el contenido de materia en el modelo. Como ya
mencionamos es equivalente trabajar en las variables de ¥, a las de C°,,, por lo que lo més
sencillo serfa utilizar ecuaciones de estado

b p,
coxp,

d x p.

En cualquier caso, esto es imposible pues, dado que al utilizar este tipo de ecuaciones nos que-
damos con tres ecuaciones, y dos incégnitas (a, p), el sistema se sobredetermina y en general el
sistema es inconsistente, con lo cual, no utilizaremos este tipo de ecuaciones de estado. La imposi-
bilidad de utilizar estas ecuaciones de estado se debe al hecho de que queremos generar constante
cosmologica y no solo aceleracién; si solo quisieramos generar aceleracion nos quedariamos con
(4.30) y (4.31) dos ecuaciones y (a, p) dos incdgnitas, con lo cual serfa admisible para cerrar el
sistema. El tipo de ecuaciones de estado que son admisibles para nuestro modelo son aquellas en
las que las variables de ¥ 2 y C¢,, se relacionan entre si, por ejemplo

b = wpec,

d = wycc,

siendo wp. y wq. constantes de proporcionalidad. En este escenario tenemos tres ecuaciones (4.30),
(4.31), (4.32) y tres incégnitas (a, b, p), con lo cual el sistema es susceptible a tener solucién tnica.
Desde el punto de vista fisico, una de las cosas importantes a considerar es que en A (4.29) hay
un término que es explicitamente negativo, esto no representa un problema pues ain hay que
resolver (4.32), ademds de considerar la contribucién de otros términos en A y la suceptibilidad
a las condiciones iniciales que pueda haber.

Con lo dicho anteriormente ya tenemos el escenario matematico para atacar el sistema y
los modelos correspondientes tenemos un sistema de 3 ecuaciones diferenciales acopladas y no
lineales, suplementado con tres ecuaciones de estado para tres incégnitas,

22

8 4 3d + 3d* — 3bd + 6d~ — 3b= = 8rp,
a a a
. .2 . . .
2% % 34— 3d® 1 3bd — 64~ +3b~ =8P,
a a a a

b 4 ) ) ) ) .
2 b 3bd+ S - 3d? 4 + L —5dt + S —3d=0.
a? a? a a3 a a2

Con el sistema bien planteado, idealmente lo que buscamos encontrar es algin modelo, es
decir, alguna ecuacién de estado que nos lleve a una constante cosmoldgica que cresca a lo largo
de la historia cosmoldgica y se sature a dia de hoy, y, por otro lado, que la componente repre-
sentativa del hipermomentum, que aqui denotamos por o, se diluya conforme avanza la historia
cosmologica. En la Figura 4.1 mostramos el comportamiento ideal que buscamos encontrar en
algin modelo, que es una constante cosmoldgica que se sature a lo largo de la historia cosmolégi-
ca, llegando al valor que observamos el dia de hoy, y por otro lado, queremos que las componentes
de C°,, o equivalentemente las de ¥, se diluyan a lo largo de la historia cosmoldgica, esto es
lo que se esperaria pues el universo esta expandiendose, de lo contrario tendriamos que materia
que no tiene ¥, lo adquiere por algiin mecanismo.
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3.5
3.0
2.5

A
2.0 Aoy
15 o
1.0 // Uhoy
0.5

Figura 4.1: Comportamiento ideal.

En la Figura 4.1 hemos abreviado la edad del universo como EU y al considerar el cociente
hemos tomado la edad del universo como la escala representativa. Como se puede ver, buscamos
que la constante cosmoldgica tienda al valor que observamos hoy, en la figura, tenemos al cociente
A/Apoy saturdndose a la unidad, mientras que por otro lado queremos que las otras variables,
en este caso o, se diluya tendiendo a cero.

4.3. Desarrollo perturbativo

Las ecuaciones (4.30), (4.31) y (4.32) son ecuaciones diferenciales acopladas y no lineales,
por lo que en general no tenemos un método para resolverlas analiticamente. Una forma de
proceder es buscar ecuaciones de estado para b, ¢ y d, que consigan simplificar y en el mejor
de los casos incluso desacoplar el sistema, sin embargo, tras varios intentos en los cuales aplicar
dichas ecuaciones de estado lleva a sobresimpliicar el problema, concluimos que no es una forma
fructifera de atacar el problema. Por otro lado, la teoria de perturbaciones es bastante ttil a la
hora de extraer informacion o predicciones en algin régimen de validez. En vista de la incapacidad
para resolver el sistema de forma exacta recurriremos a un esquema perturbativo en el cual la
solucion a orden cero sea la que conocemos de Relatividad General. También existe la posibilidad
de un desarrollo numérico, no hemos tomado el desarrollo numérico como objetivo principal de
este trabajo pues esperamos que se complique bastante debido a las escalas involucradas, de
cualquier forma, del esquema perturbativo podemos extraer bastante informacién respecto a lo
que pueden ofrecer estos modelos.

En concordancia con la Figura 4.1, perturbativamente buscariamos encontrar un modelo que
haga lo presentado en la Figura 4.2, y basicamente es, que alrededor del dia de hoy, los valores
obtenidos para el cociente de la constante cosmolégica A/Aj,, estén alrededor de la unidad,
mientras que o cruza y decrece, esto se sigue pues ambas curvas pasan por el punto (1,1)
al ser cantidades ponderadas por su valor al dia de hoy. Debemos tener claro que, dado que
tomamos una expansién perturbativa existe una ventana temporal de validez. Al tratarse de un
esquema perturbativo, esperariamos que en la regién de validez temporal el cociente de la constate
cosmologica sea basicamente una recta con pendiente cero o ligeramente positiva. Mientras que
el comportamiento para el cociente de o sea el de una recta con pendiente negativa. De esta
forma es maés facil ver si un modelo es prometedor en cuanto a nuestos requrimientos fisicos.
Notar también que el punto al rededor del cual queremos realizar la expansién perturbativa es
el de tpoy = 1EU.
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1.2+
1.1+ A
T Ahoy
10/ v
Ohoy
0.9

- 0.95 1.00 1.05 1.10 EU

Figura 4.2: Comportamiento ideal.

Para llevar a cabo la expansién perturbativa utilizamos un pardmentro de control € sobre el
cual hacer la expasién perturbativa, de esta forma, escribimos las incégnitas en términos de una
parte a orden cero y una parte a orden uno como sigue,

a = ag + €ay,

p = po+e€p1,
P=P+eP,
b= by + €by,
c=cy+ €cy,
d=dy+ edy,

donde para poder empatar con lo conocido de Relatividad General necesitamos que,

by =0,
00:07
do = 0,

de esta forma, las ecuaciones a orden cero en € son,

-2
Ay
3— = 8mpo,
ag
-2
an a
9% % _grp,
ag ag

que es el sistema que ya sabemos resolver de Relatividad General, cuando se le suplementa con
la ecuacion de estado correspondiente.
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Mientras que las ecuaciones a orden uno en € son,

a1a a1a? : a
6 ;20 —6 ;30 -3 (—dl + ;O [bl — 2d1]> = 87rp1, (433)

0 0 0

. 2 . . . . . .

2 (algo B a1;w + a1§o _ al) +3 <—d1 + % [by — 2d1]> =8P, (4.34)

o ap ap ao ap
&1+ cl% + agao(4by — 5d1) — 3a2d; = 0, (4.35)

0

con lo cual, la constante cosmolégica del modelo solo estd presente a orden uno en € y toma la
siguiente forma,

A=3 (—d'1 + %[hl - 2d1]> : (4.36)

Para resolver el sistema a orden uno necesitamos primero obtener ag, tomaremos el resultado
de Relatividad General,

ap = Ot (4.37)

con w sin determinar por ahora.

De esta forma podemos usar este (4.37) para introducirla en (4.35) y con la ecuacién de
estado correspondiente entre b, ¢ y d podemos resolver finalmente (4.35) para alguna de las
componentes de C°,, a orden uno en ¢, y gracias a las ecuaciones de estado se resuelve para las
tres componentes.

Ya con la solucién para las componentes de C¢,; podemos obtener explicitamente A dado por
(4.36) y con esto resolver (4.33) y (4.34) para a; y p1, con lo cual, el sistema quedarfa resuelto
en el esquema perturbativo. Como en cualquier esquema perturbativo el formalismo es vélido
hasta que la perturbacién, en este caso a;, es mucho menor que ag.

Finalmente, necesitamos condiciones iniciales para a; y para alguna de las componentes de
C*,,- Escogemos las condiciones como sigue, utilizando (4.36) escogemos la condicién inicial de
la componente libre de €, para ajustar el valor de la constante cosmoldgica hoy. Por otro lado,
para a; no escogemos condiciones iniales como tal sino que le demandamos condiciones en los
extremos, esto es, pedimos que ai(thoy) = 0, esto es para que la condicién de a(thoy) = 1 se
satisfaga desde el orden cero, también demandamos que a;(t = 0) = 0, con lo cual tenemos big
bang en ¢ = 0 todo orden.

4.4. FEcuaciones de Estado

En esta secciéon analizamos tres ecuaciones de estado y resolvemos para las perturbaciones
correspondientes. Considerasmos tres escenarios que se corresponden con tres elecciones diferentes
de w, es decir, la ecuacién de estado P = wp. Consideraremos, polvo w = 0, radiacién w =1/3 y
finalmente utilizamos w para ajustar el valor de H},,. Fisicamente, en los dos primeros escenarios
tendriamos un universo lleno de polvo y radiacién, sin embargo, es polvo y radiacién que al mismo
tiempo genera ¥_%. Sabemos que el universo en el que vivimos ha estado dominado por materia
y en otra época por radiacion, por lo que en estos escenarios no pretendemos recrear la historia
de nuestro universo, queremos analizar el comportamiento extra que se obtiene al tener Ecab,
y si esto genera constante cosmolédgica. En el ultimo escenario, donde ajustamos el valor de H,
estariamos considernado una ecuacion de estado efectiva, pues como ya mencionamos el universo
ha estado dominado tanto por radiacién como por materia y hoy en dia, segiin la cosmologia
estandar por la constante cosmoldgica, con lo cual, utilizamos w para tener una ecuacién de
estado que tome en cuenta de manera efectiva todo este comportamiento.
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Finalmente, introducimos algunas de las convenciones que se utilizardn a lo largo de este
capitulo. Asf como se definié H en (4.12), definimos su contraparte a orden cero,
a
Hy = ﬁ’ (4.38)
ao
no confundir con la notacién para el valor del pardmetro de Hubble hoy, Hp,,. Recordemos que
la solucién que tenemos para ag que utilizaremos es

apg = Ct’y7 (439)
con
- (4.40)
7T 31+ w) '

siendo w la constante de proporcionalidad entre p y P,

P = wp. (4.41)
Con lo cual,
1
Hy = g (4.42)

Como podemos ver podemos escoger v para que Hy tome el valor que observamos de H},,,, como
mencionabamos.

4.4.1. Ecuaciones de estado anulando componentes

Una de las opciones més sencillas al considerar ecuaciones de estado para b, ¢ y d es ha-
cerlas igual a cero por pares. En principio, estas son tres ecuaciones de estado, sin embargo,
al introducirlas en la ecuacién (4.28), podemos ver que se trivializan, es decir, (4.28) implica
que la componente no ajustada a cero en un principio, es cero. Con lo cual, se pierde cualquier
ambiguedad y solo tenemos una ecuacién de estado, que es,

b=0,

c=0.

Introduciendo las ecuaciones de estado en (4.33), (4.34) y (4.35) y, simplificando esta tltima
obtenemos,

. . .2 .
aiagp a1 a, . ap
6 a% - 6 ago + 3 <d1 + 2aod1) = 87Tp1, (443)
. 2 . . . . . .
2 (‘”f,fo e C“) -3 <d1 + 2“0d1) = 8nP,, (4.44)
ag ag ag ap ao
.5
di + 3 Hody = 0. (4.45)

Usando (4.42) podemos resolver (4.45) para dy, la solucién es

5y
3

dy =d% =, (4.46)

siendo d una constante de integracién, nos referiremos a ella tanto como constante de integracién
como condicién inicial. Notar que en la forma explicita de d; intervienen directamente dos cosas,
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la mas clara de ellas es el valor de v, que como puede verse aparece en el exponente. La otra de
ellas es la ecuacién de estado, la ecuacién de estado determina el factor de 5/3 que aparece tanto
en (4.45) asi como en el exponente.

Como se mencioné anteriormente, la constante de integracién d{ la escogeremos de tal forma
que se ajuste el valor de la constante cosmoldgia observada hoy, Ay, esto podemos hacerlo pues
tenemos una expresion para A, (4.36), a la cual, después de utilizar la ecuacién de estado queda
como

A=-3 (d1 n 2H0d1) , (4.47)
que utilizando (4.46) y (4.42) puede reescribirse como

A= —’y%. (4.48)
Hay varias cosas para notar en (4.48), una de ellas es la evidente dependencia en 7 ademds de
la que tenemos via dy. Por otro lado, podemos ver que, si d; se diluye al avanzar la historia
cosmologica, que es algo que fisicamente esperariamos, entonces, A se diluye mas rapido, que es
lo contrario a lo que esperamos fisicamente.
Polvo
Para el caso de polvo, por definicién, tenemos que

w =0, (4.49)
N = ; (4.50)
(4.51)

como hemos dicho esto repercute en el comportamiento de d,, obteniendo
dy = dt (4.52)

fisicamente tenemos el comportamiento deseado, d; se diluye conforme avanza la historia cos-
moldgica. Por otro lado,

A=—Zd% . (4.53)

Podemos notar que A, en concordancia con (4.48) se diluye mds rapido que d;.
Como ya se ha mencionado en los preliminares a esta seccién, usaremos la constante de
integracién, df para ajustar el valor de Ahoy, con esto determinamos que se debe cumplir que,

3

dd = —5 Aoy (4.54)

Reintroduciendo, finalmente obtenemos,
i = 2 Aoyt (4.55)
A=Apoyt ™ . (4.56)

Con el primer paso llevado a cabo y habiendo determinado las constantes de integracion ade-
cuadas, podemos proceder a resolver lo que resta del sistema y obtener a;. Resolviendo para a;
obtenemos la siguiente soluciéon general,

81
a; = 7176Ahoyt% + Clt% + Cgti%, (457)
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como podemos ver, la solucién para ag y la sencillez de las ecuaciones de estado han heredado el
comportamiento de potencia a todas las soluciones en el esquema perturbativo.
Imponiedo las condiciones discutidas, obtenemos la forma funcional siguiente

81
a1 = Aoy 7 [43 +t%} . (4.58)

Podemos graficar los objetos en cuestion para el modelo que son, A/Apoy, di/dihoy ¥ a1.

1.6
1.4+
A
1.2F Ahoy
d1
1.0F
dhoy
0.8F
t
0.9 1.0 1.1 1.2 EU

Figura 4.3: Modelo resultante con polvo.

Como podemos ver en la Figura 4.3 y como hemos adeltantado, lo que sucede es que, si bien
tenemos el espacio de pardmetros suficiente para ajustar el valor de Aoy, las expresiones nos
indican que tenemos una constante cosmoldgica que se diluye al avanzar el tiempo cosmoldgico, y
se diluye a un ritmo més réapido al que se diluye d;. Con lo cual tenemos un modelo que ajusta los
pardmetros, en este caso Ajy, pero por otro lado no reproduce lo que esperariamos idealmente
de un modelo que genere constante cosmoldgica.

Figura 4.4: Validez de la expasion perturbativa.

Por otro lado, respecto al periodo de tiempo en el cual es véalida la expasiéon perturbativa,
tenemos que, graficando el cociente ai/ag, esto es debido a que, las componentes de C°,, solo
tienen componente a orden uno, con lo cual no hay con que compararlas a orden cero. Por otro
lado tanto P, como p; se obtienen a partir de las otras cantidades, como son, ag y a;, asi como
las componentes de C,; con lo cual basta con fijarse en lo que sucede con a; y en concreto en lo
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que sucede con el cociente ya mencionado. Podemos ver en la Figura ?? que el comportamiento
es practicamente lineal alrededor de 1y, con lo cual, si consideramos un factor de 1073 para
confiar en la expansién perturbativa, podemos asegurar que la expasion es vélida hasta un 6t de
1073 EU, que son 130000 afios.

Independientemente del §t en el cual la expasién es valida, la forma en que se cruzan las
curvas en la Figura 4.3 nos indica que al menos este modelo no reproduce el comportamiento
fisico que buscamos. A continuacién consideramos un ag de radiacién, para ver si de esta forma
conseguimos un comportamiento mas cercano al buscado.

Radiacion

Dado que el modelo anterior no reproduce el comportamiento fisico que buscamos y, dado
que como hemos dicho el valor de I'° ; es crucial, pues repercute en la forma funcional de d; y,
por lo tanto de A es natural comenzar por modificar el valor de . Después del polvo, lo maés
familiar seria probar con radiacion y es lo que haremos a continuacién.

Sabemos que la ecuacién de estado que describe a un gas de radiacién es,

1
= _ 4.59
w=1 (4.59)
1 (4.60)
Y= 9’ .
con lo cual, sustituyendo en (4.46) y en (4.48) obtenemos las funciones,
dy = d0t™s, (4.61)
]. 11
A= —§d$t—?. (4.62)

Determinamos d de la forma ya discutida, esto es, de tal forma que reproduzcamos el valor de
la constante cosmolégica a dia de hoy y reintroduciendo conseguimos,

dy = —20poyt ™5, (4.63)

A= Apoyt™ . (4.64)

De nuevo queda explicito que la constante cosmoldgica se diluye méas rapido que dy. De igual
forma ya con las expresiones de A y d; podemos procedeer a resolver para a;. La solucién para
a1, ya con las condiciones discutidas en los extremos es,

24 1 2
a; = 7Ahoy (—t2 +t3) . (465)

Podemos graficar las cantidades para que quede patente el comportamiento de las cantidades
en juego. Comenzando con los cocientes de A y di, que podemos ver en la Figura 4.5, el compor-
tamiento es cualitativamente igual a lo presentado en la Figura 4.3. Basicamente tenemos que,
de nueva cuenta, la expresién de A es incapaz de mantenerse saturada y se diluye incluso maés
rapido que d;. Como se menciond esto es resultado de lo que se expresa en la ecuacion (4.48).

Por otro lado, podemos de nuevo considerar el cociente a1 /ag para tener en cuenta el rango de
validez de la expansion perturbativa. Graficando dicho cociente para este caso, como se muestra
en la Figura 4.6, sucede que también tenemos una situacion andloga al modelo anterior que se
presenta en la Figura 4.4. Obtenemos rango de validez similar al caso de polvo. Una vez mas,
independientemente del rango de validez obtenemos una constante cosmoldgica que no consigue
reproducir lo que nosotros consideramos fisicamente aceptable para un modelo de esta naturaleza.

Finalmente utilizaremos la libertad que estamos manejando para la ecuacién de estado de w
para ajustar a la solucién a orden cero aq el valor de Hj,oy.
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1.2 —_—
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dq
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Figura 4.5: Modelo resultante para radiacion.
0.2}
a1
a
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Figura 4.6: Validez de la expasién perturbativa.

Ajustando el valor de H

45

Si bien en los modelos anteriores no logramos reproducir el comportamiento deseado para
las cantidades fisicas, si contamos con un espacio de pardmetros suficiente para ajustar el valor
de Apoy. Por otro lado, en cada modelo estamos escogiendo el valor de v o equivalentemente
w, podemos entonces escoger el valor de v de tal forma que Ho(thoy) = Hpoy, y de esta forma
tenemos un espacio de pardmetros para ajustar ambas cantidades, Apoy ¥ Hpoy- Esto, sumado a
que el valor de 7y es crucial para las dependencias funcionales de las cantidades involucradas, hace
interesante explorar esta posibilidad, para ver si en este escenario obtenemos un comportamiento

mas cercano al que buscamos.

Tenemos entonces que,

’Y_H07
2 1
=z ~ 1.
T

(4.66)
(4.67)

(4.68)
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181
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Figura 4.7: Modelo que ajusta Hpoy.

Como en los modelos anteriores, obtenemos las expresiones para d y A, que son,

0 _S5Hpoy
dy = dlt 3, (469)

5Hp oy

A= —d\Hpoyt 1775, (4.70)
y tomando de igual forma dY para ajustar el valor de Ay, las expresiones quedan como,

B Ahoy _ 5H§r0y

dy = ,
! Hhoy

(4.71)

5Hp oy

A=Apyt™ 773 . (4.72)

De nuevo podemos ver que el comportamiento de A no es el que buscamos, pues no permanecera
saturada. Es importante siempre recalcar que, estd claro que no podemos confiar en la forma
funcional explicita de las cantidades en juego pues estamos en un esquema perturbativo, sin em-
bargo, al tratar con cocientes y con curvas que cruzan por el punto (1, 1), la forma en que cruzan
las curvas es independiente de la vecindad temporal en la que sea valido el marco de trabajo
y, al tratarse de una ley de potencias podemos concluir que el modelo no es lo suficientemente
prometedor como para analizarlo con mucho mayor detalle.

Podemos, como con los modelos anteriores, graficar los cocientes para que quede de manifiesto
el hecho de que A para este modelo no satisface nuestros requerimientos, como se muestra en la
Figura 4.7.

El siguiente paso en el marco perturbativo que hemos estado manejando es resolver para
a1. La expresion final para a; es mds complicada que en los modelos enteriores, por eso no la
presentamos explicitamente en este caso, sin embargo, se sigue tratando de una ley de potencias.
La razon de que sea mas complicada es el conjunto de coeficientes que acompana a dichas
potencias, que ahora dependen tanto de Apoy como de Hpoy.

Independientemente de la complicacién de la forma explicita de a; podemos considerar el
cociente entre ay y ag para evaluar el rango de validez de la expasién perturbativa en este modelo,
como se puede ver en la Figura 4.8 sucede lo que esperariamos de un esquema perturbativo, es
decir, el rango de validez no es del orden de la edad del universo, ni se rompe el esquema
con alguna pendiente muy pronunciada en el cociente. Finalizamos esta secciéon con algunos
comentarios al respecto de los tres modelos.
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Figura 4.8: Validez de la expasién perturbativa.

En cualquiera de los tres casos podemos ver un comportamiento similar, esto es resultado
de lo que se mencioné sobre (4.48). Debido al esquema perturbativo que estamos manejando,
podemos conocer la forma que toma A antes de incluso resolver para a;. De esta forma podemos
ver que (4.48) nos estd avisando que parece ser incompatible pedir que d; se diluya y que A se
sature, por supuesto que dado el hecho de que estamos trabajando en un esquema perturbativo,
no podemos confiar en la forma funcional exacta ni de d; ni de A, pero lo que si podemos ver, es
que dicha forma funcional nos asegura que en cualquier vecindad de ¢y, en la cual nos gustria
que el cociente A/Aj,, tendiera a la unidad, este se diluye o llendo un poco al pasado, el cociente
tiende a la unidad por arriba.

En cuanto al rango de validez de la expansion perturbativa, en los tres casos tenemos un rango
de validez del mismo orden de magnitud, que si bien es una fracciéon de la historia cosmolégica.
Al margen de esto, por la forma en como hemos planteado el problema, poniendo énfasis en la
forma en como se cruzan las curvas de los cocientes de A y d podemos inferir si el modelo es
prometedor con respecto a lo que nosotros consideramos aceptable para estos modelos.

Es importante mencionar que dado que estos modelos estan poco motivados, pues son resul-
tado de hacer igual a cero tanto ¢ como d por definicién, puede ser el caso que (4.48) solo sea
resultado de una anomalia al hacer de forma artificial estas componentes iguales a cero. Por eso
a continuacion estudiaremos modelos mejor motivados resultado de restringir la geometria, en
concreto la no metricidad.

4.4.2. No metricidad sin trazas

Las primeras ecuaciones de estado que hemos presentado son lo més sencillo que se puede
intentar para obtener algiin modelo. Sin embargo, no tienen mayor motivacién que simplificar
el problema y ganar intucién respecto a lo que los modelos podrian ofrecer. Modelos mejor
motivados se encuentran al considerar constricciones sobre la geometria, pues restringiendola
también podemos reducir el nimero de componentes independientes de @45 0 equivalentemente
de C°,,. Por ejemplo, la no metricidad tiene dos trazas, como se mencioné en los preliminares
matematicos. Si demandamos que esas dos trazas sean iguales a cero, la no metricidad Qgpe v
C¢,, se quedan solo con una componente independiente, la cual podemos determinar utilizando
(4.32), y posteriormente resolver el sistema perturbativo. Lo primero que podemos notar es que,
pedir que las dos trazas de Qqs. sean cero es equivalente a pedir que las trazas de C,, sean cero,
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pues,

Qa = 2)\0,’ (473)
Qc = Te + A, (4.74)

con lo cual es facil leer que las ecuaciones de estado en componentes son

c= —a’d, (4.75)
b= —3d. (4.76)

Es importante notar que ahora las ecuaciones de estado dependen de a, que es suceptible a la
expansion perturbativa, con lo cual, para evitar complicaciones, primero usaremos las ecuaciones
de estado (4.75) y (4.76) en (4.30), (4.31) y (4.32) para después realizar la expansién perturbativa.
Introduciendo las ecuaciones de estado, obtenemos,

a2 - a
35 +3 {d + 4d? + 5ad} = 87p, (4.77)
. .2 . 13
2% % -3 [d +4d* + 5ad} =8P, (4.78)
a a a

.5 i
d+2d*+5%d=0. (4.79)
2 a
Donde la constante cosmolégica queda dada por,
A=-3 [d+4d2+52d}, (4.80)
es importante notar que si utilizamos (4.79) para reescribir A, obtenemos,

A= —§d2, (4.81)

obtenemos una constante cosmoldgica explicitamente negativa.
Si quisieramos resolver el sistema perturvativamente, las ecuaciones a orden uno en € son,

. . .2 .
GGZ;O - GQ;% +3 (dl + 520d1> = 87p1, (4.82)
0 0 0
. 2 . . . . .
2 a1§o _ alé;o + a162lo ) 3 (dy 5%, ) =8Py, (4.83)
ap ap ag o o
dl + 5Hydy = 0. (484)

Podemos ver que a orden € el modelo no genera constante cosmolégica. Este modelo, al primer
orden perturbativo no genera constante cosmoldgica y genera constante cosmoldgica negativa no
perturbativamente.

4.4.3. No metricidad de Weyl

En cuatro dimensiones la expresién para la no metricidad de Weyl queda como,

1
Qabc = Z Qagbc»
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al tener homogeneidad e isotropia, podemos escribir la no metricidad como sigue,

Qabc = Auagbc; (485)

siendo u, la velocidad de los observadores coméviles. Si demandamos que la no metricidad se
comporte como una no metricidad de Weyl también conseguimos que las componentes (5. como
de C°,; .

Al demandar que se satisfaga (4.85) obtenemos las siguientes identidades,

A
= — 4'
b=-2, (4:86)
c=—a’ —1;1, (4.87)
A
= —— 4'
a=-2 (4:38)

donde ahora podemos ver explicitamente que hay una sola componente independiente. Por sim-
plicidad trabajaremos ahora solo con A. Introduciendo en (4.30), (4.31) y (4.32), obtenemos,

a> 3[. a
a a®> 3[. a
—2———+-|A+-A| =8nP 4.90
a a? * 2 { + a ] . ( )
L a A?
A-=A+Z-=o. 4.91
“A+ S (4.91)
Ahora las ecuaciones a orden € quedan como
dldo a1d3 3 .
6100 _ g% 2 (A1 n HoAl) — 8mp1, (4.92)
ag ay 2
a1a?  aia a1d a 3/
2( Lo _ =0, 10 —1>—|—(A1+H0A1) — 8P, (4.93)
ag ag a ao 2
Ay — HyA, = 0. (4.94)

Podemos resolver para A; utilizando (4.94), obteniendo
Ay = A%, (4.95)

Notar que ag y A; tienen la misma dependencia funcional en ¢t. Con lo cual para w o 7 de polvo
o radiacién, tendremos que A; no se diluye como fisicamente nos gustaria. Calculando A con Ay,
se obtiene
Ay
T?
donde podemos ver que de igual forma A crece més lento que A; o decrece més rapido A que A;.
A pesar de que sabemos que A; no serd capaz de reproducir nuestra idea preconcebida sobre su
comportamiento, quizas dicha idea es la que nos impide conseguir el comportamiento adecuado
para A por ello es bueno indagar en estos modelos, donde a diferencia de los primeros modelos
estudiados, la correspondiente variable de C; crece. Dicho lo anterior, pasamos a considerar de
nueva cuenta los tres modelos que tomamos en el primer conjutno de modelos.

Polvo

A =3y (4.96)



50 CAPITULO 4. COSMOLOGIA CON NO METRICIDAD

Para el caso de polvo, de nueva cuenta tenemos,

(4.97)

w =

=

(4.98)

Wl

’}/:

Consideraremos las mismas condiciones iniciales que con los primeros modelos, pues no estamos
interesados en hacer una exploracién con respecto a los valores iniciales. Con las condiciones ya
impuestas para A; y A tenemos,

1 2
Al - iAhoytgv (499)
A= Apoyt 3. (4.100)

Como podemos ver, tenemos el comportamiento comin en el que A se diluye, sin embargo,
debido a (4.96) y a que en (4.95) tenemos un comportamiento radicalmente distinto al de los
primeros modelos, en el que ahora A; no se diluye, lo cual se ve reflejado en que el cociente de
A tienea ahora, una pendiente menos negativa alrededor de tj,y, como se puede ver en la Figura
4.9.

1.10
1.05
A
1.00 Ahoy
\ i1—
0.95 Ahoy
0.90
t
0.9 1.0 1.1 1.2 EU
Figura 4.9: Cantidades fisicas en juego.
Resolviendo para a; obtenemos la siguiente soluciéon general
9
a; = %Ahoyt% + Cyt3 + Oyt ™5, (4.101)

de igual forma nos quedamos con las mismas condiciones iniciales que en los primeros tres mode-
los, para mantener un estandar. Imponiendo las condiciones en los extremos, finalmente tenemos

_ 9

TR

Aoy {—t% + t%} , (4.102)
que de nuevo es una ley de potencias.

Para terminar con el modelo, consideramos el cociente a; /ag, para observar el rango de validez
de la expansién tenemos. Lo primero a notar es que el cociente se desarrolla en un rango de un
orden de magnitud menor que los primero tres modelos, con lo cual tenemos una pendiente menor
alrededor de t30y y un rango de validez un orden de magnitud mayor.
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Figura 4.10: Cociente de validez de la expansion.

Desde este punto de vista y también, considerando que A se diluye mads lento podemos ver
que este modelo parece ser més fructifero, salvo por el hecho de que hemos renunciado a la inter-
pretacién que teniamos para las variables de C'°;. Ahora, consideraremos el caso de radiacion.

Radiacion

Recordando los valores para el caso de radiacién, tenemos,

1

i 4.103
w=13, (4.103)
_1 (4.104)

Y= 2a .

lo que utilizando (4.96) y (4.95) nos lleva a las siguientes expresiones
2 1

Ay = gAhoyw, (4.105)
A= Apoyt ™2, (4.106)

en este modelo es bastante claro que A y A; tienen una dependencia en ¢ que cambia por una
potencia en t. Desde ahora podemos asegurar que en la vecindad de tj0y las gréificas seran dos
rectas con pendientes +1/2, como se muestra en la Figura 4.11.

Este modelo hace las dos cosas que no buscamos, que son, una constante cosmoldgica que no
se mantiene saturada alrededor de ¢4y, asi como un A; que no se diluye.

Resolviendo para a; obtenemos la siguiente solucién con las dos constantes de integracién,

8
4—5Ahoyt2 + C1t2 4 Cot ™2, (4.107)
de nuevo aplicandole las condiciones en los extremos obtenemos,
_ 8 A 2 i
a1 = Moy |1* — 1] (4.108)
que graficando resulta en la Figura 4.12.
De nueva cuenta podemos ver que el cociente se desarrolla en un orden de magnitud similar al

modelo de polvo de no metricidad de Weyl y en un orden de magnitud menor al de los primeros
tres modelos.
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1101
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Figura 4.11: Cantidades fisicas en juego.
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Figura 4.12: Cociente de validez de la expansion.

Ajustando el valor de H
Finalmente, estudiamos el modelo en el cual utilizamos v para que Hy = H}oy,

v = Hpoy, (4.109)
2
= SH.. 1, (4.110)
oy
que nos lleva a las expresiones,
Apo
A = #Hf’wy, (4.111)
oy
A = Appyttnov=1, (4.112)

De nuevo, queda patente que la diferencia funcional entre A y A; es una potencia de ¢. Sin
embargo, en este caso y dado el valor de Hp,y, en el caso de A la potencia es cercana a cero,
como puede constatarse en la Figura 4.13, tenemos un cociente de A, que en el margen graficado,
es casi la recta horizontal buscada, sin embargo, sigue siendo una recta con pendiente negativa.
El hecho de que sea una pendiente negativa choca con la intuicién de que se ha generado una
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constante cosmoldgica y parece ser entonces el remanente de algin otro objeto que se ha diluido en
la historia cosmoldgica, y, por otro lado A; tenemos que praticamente crece de forma lineal. Con
lo cual nuestra idea intuitiva de que A; debe diluirse no se sigue y necesitamos una interpretacién
fisica para este fenémeno.

1.2
1.1
A
Nho
1.0 v
A1
Ahoy
0.9
t
0.9 1.0 1.1 12 EU

Figura 4.13: Cantidades fisicas en juego.

Resumiendo lo que sucede con estos modelos de no metricidad de Weyl es que tenemos una
Ay que crece, en medida que se tome 7y y que también dependiendo de esto, obtenemos una
constante cosmolédgica que se acerca al comportamiento que buscamos pero siempre con una
pendiente contraria a lo que nos gustaria, es decir, lo hace con una pendiente negativa.

La expresion de a; igual que el de su contraparte de los primeros modelos es bastante com-
plicada por los coeficientes que acompanan a la ley de potencias. Sin embargo, graficamos el
cociente como de costumbre en la Figura 4.14 y vemos que el comportamiento cerca de tp,, es
bastante similar entre todos los modelos de no metricidad de Weyl.

0.04

0.02

-0.02

-0.04

Figura 4.14: Cociente de validez de la expansion.

Como hemos recalcado en los dos conjuntos de modelos de este capitulo, las soluciones per-
turbativas de A y la correspondiente componente de ¥,%° o C°,,, digamos d, satisfacen

A1
— X - 4.11
S (4.113)
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lo cual nos dice que A crece mas lento que d, o que decrece mas rapido que d. Desde el punto
de vista fisico como ya mencionamos, lo que buscamos es un modelo donde A se sature y d se
diluya al avanzar en la historia cosmolégica. Més alla del rango de validez de nuestra expansién
perturbativa, las expresiones funcionales que obtenemos nos indican que lo que buscariamos por
intuicién fisica no se consigue, al menos perturbativamente. El siguiente paso seria ver bajo
qué condiciones se tiene un comportamiento como el que se expresa en (4.113), analizar si es
un comportamiento general o mas bien, es una coincidencia que nos hemos encontrado en los
modelos anteriores.

4.4.4. Argumento perturbativo

Como se mostré en los modelos estudiados, hay incompatibilidad en los comportamientos
fisicos que buscamos en las cantidades en juego, una A que se satura y la correspondiente com-
ponente de C°,, se diluya. Esto es resultado de que en los dos conjutos de modelos que hemos
estudiado sucede lo mencionado en (4.113), que es,

A1

d> T
En esta secciéon analizamos qué tan generico es este comportamiento o si es un accidente de
las ecuaciones de estado que hemos escogido. Lo primero que podemos notar es que el compor-
tamiento de (4.113) puede preverse desde las expresiones de A después de hacer la expansién
perturbativa y antes de resolver las ecuaciones. Recordando céomo quedan estas expresiones,
tenemos

A=— <d1 + 2H0d1> : (4.114)
A= g (A1 + HOAl) . (4.115)

Lo primero que podemos notar es que en ambos casos, se tiene la derivada de la componente de
C¢,,, va sea Ay o dy, y su producto con Hy.

Vemos que hay dos cosas que determinan el comportamiento de A, una es la forma de Hy que
es lo que se muestra en (4.42), con lo cual tenemos el tipo de dependencia problemdtica dy /t. Por
otro lado, tenemos, la derivada Ay y dq, que en el caso de que Ay vy dy sean potencias volveremos
al comportamiento no deseado. Por un lado, tenemos que el comportamiento de potencias es
crucial, y, por otro lado, (4.114) y (4.115) son el resultado de haber escogido ciertas ecuaciones
de estado y haber realizado la expansiéon perturbativa. Recordar que cuando las ecuaciones de
estado involucran al factor de escala a, la forma de hacer la expasién perturbativa cambia pues
a esta sujeta a dicha expansion. Se reduce el problema a ver que ecuaciones de estado nos llevan
a la forma de (4.114) o (4.115) y también nos dan una forma funcional de potencias.

Para comenzar a indagar en la cuestion consideramos las ecuaciones de estado del tipo

b= paP A, (4.116)
c=(a"A, (4.117)
d = 6aP A, (4.118)

notar que todos los modelos anteriores quedan englobados para ciertos valores de los parametros
libres 8, B, (, k, 9, D.
Introduciendo esto en la expresién para A,

A = 3(bd — d® — d) +3%(b— 2d),
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tenemos,
A =3A|B6a"TP A~ 6P A—Daa” " + (5aD§ +32A (Ba” — 25aP). (4.119)
a

Haciendo la expasién perturbativa correspondiente,

a = ag + €ay,

A= 61417
(4.120)
con lo cual, a orden € obtenemos
A
A =34, |=86(D +2)agal* + 5a0DA—1 + BagaP |, (4.121)
1
y donde las componentes a orden € se comportan como,
by = Bal Ay, (4.122)
¢1 = Ca§Ay, (4.123)
dy = dal’ Ay. (4.124)
Ahora, utilizando que
ag = t°, (4.125)
obtenemos,
by = BtB A, (4.126)
c1 = Ct% Ay, (4.127)
dy = 6t*P Ay, (4.128)
y por otro lado,
d b .
A=3|-a(D+ 2)71 + a?l + ot°P Ay | . (4.129)

Como podemos ver de (4.129), los primeros dos términos del lado derecho tienen el compor-
tamiento problemaético. El iltimo término es el diferente, pues involucra a la derivada de A; y
se puede constatar que (4.129) es una generalizacién de (4.114) y (4.115), pues en esos casos
tenfamos D = 0. Como ya es patente, el problema de la dilucién esta bastante presente, pues
salvo algunos caso particulares donde se ajusten las constantes de forma especifica, existira dicha
dilucién. Lo tnico que nos impide realizar una afirmacién general es el hecho de que A; juego
un papel dentro de todo esto.

Si por ahora suponemos un comportamiento tipo potencia para A;

Ay ot (4.130)

en consecuencia, podemos escribir,

A=3 7(—(D+2)a+n)+— , (4.131)
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y ademas las componentes se comportan como,

by = pteBHm, (4.132)
e = Ctoot, (4.133)
dy = 6toP*m, (4.134)

Recordando que fisicamente queremos que dichas componentes se diluyan con el pasar del
tiempo, debe suceder que,

aB + p <0, (4.135)
ak + p <0, (4.136)
aD + p <0. (4.137)

En este caso queda bastante claro que A de igual forma se diluye y que de hecho se diluye
mas rapido por una potencia de t, que es lo que encontramos en los modelos ya estudiados.
Este argumento se genereraliza de forma directa para cualquier ley de potencias, polinomio o
combinacién de estas, siendo entonces un argumento bastante general.

Como se he venido diciendo, el comportamiento de A; es crucial en la parte final del argumen-
to. Dicho comportamiento queda determinado por (4.28) después de introducir las ecuaciones de
estado (4.116), (4.117), (4.118) y hacer la expansién perturbativa. A pesar de todo, no hemos po-
dido asegurar que el comportamiento (4.130) o en su defecto que un comportamiento polinémico
o de combinacion lineal de leyes de potencias sea algo general, sin embargo, parece ser genérico,
es decir, hay que escoger una combinaciéon muy especifica y poco motivada para los coeficientes
en juego. Incluso si consiguiéramos que el comportamiento de A; fuera diferente a una ley de
potencias, siempre tenemos el comportamiento problemético en A en los dos primeros términos
de (4.129), lo cual hace més complicado obtener el comportamiento deseado para A pues A; debe
contrarrestrar la dilucién. Con lo anterior hemos argumentado que, al menos perturbativamente,
los requerimientos fisicos para A y las componentes parecen ser incompatibles.

Por otro lado, podemos ver que nuestros requerimientos fisicos parecer ser contradictorios
desde el inicio, si observamos lo que sucede con el tensor de Eintein,

Gab == éab - 26[(16'03][7 + 26d[a\b| Ccc]d + gabgefe[eccc]f - gabQEde[e‘ﬂ Ccc]da

cuando C¢,, = 0, recuperamos Relatividad General, es decir,

Gap = Gap, (4.138)

en donde claramente no obtenemos una constante cosmolégica.
El requerimiento de que las componentes de C¢,, se diluyan es en esencia pedir que

ey — 0, (4.139)

con lo cual la primera impresién es que resulta incompatible una constante cosmoldgica que no
se diluya y una conexion que si lo haga. Sin embargo, debemos tener en cuenta que en el tensor
de Einstein no solo aparecen términos cuadraticos en la conexién, también aparecen derivadas,
con lo cual en principio la derivada podria generar el efecto deseado. Con esto presente podemos
ver que el problema es el comportamiento de potencias, pues asi al tomar derivdas obtenemos
el comportamiento ya discutido, que es la dilucién mas réapida de la constante cosmoldgica.
Es por esto que la dependencia funcional de potencias es el que impide que obtengamos el
comportamiento que buscamos.
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Conclusiones

A lo largo del trabajo hemos estudiado un grupo de teorias que se conocen como teorias MAG
y que caracterizan por tener como variables a la métrica g, y la conexién I'° ,, es decir, tiene
variables extra, respecto al formalismo métrico. Dentro de ese conjunto de teorias escogemos una
muy concreta que consiste en tomar la accién de Eintein-Hilbert y restringir la conexién a ser
simétrica, en el camino se menciona una peculiaridad que tiene la accién de Eintein-Hilbert y
que se conoce como simetria proyectiva.

Analizamos las leyes de conservacion y las ecuaciones de movimiento, donde encontramos la
motivacion de este trabajo que son, por un lado, el hecho de que hay una no conservaciéon del
tensor de energia momento, situaciéon que ha sido 1til para generar constante cosmoldgica y por
otro el hecho de que la ecuaciéon de movimiento para la métrica tiene un comportamiento extra
tipo constante cosmolégica.

Para utilizar esta teoria para generar constante cosmoldégica hemos primeramente implemen-
tado homogeneidad e isotropia a las ecuaciones de movimiento y a los objetos matematicos de
relevancia, obteniendo un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales y acopladas y, al mismo
tiempo, nos aseguramos de que el comportamiento sea efectivamente de constante cosmoldgica
obteniendo una expresién para la constante cosmolégica en términos de las componentes de la
conexién, pues elegimos por simplicidad, trabajar con las componentes de la conexion.

Con todo lo anterior, solo queda escoger un conjunto de ecuaciones de estado para las compo-
nentes de la conexién. Primeramente intentamos usar dichas ecuaciones de estado para simplificar
el sistema de ecuaciones resultante, esa forma de abordar el sistema de ecuaciones resulta ser
infructifera, pues simplifica demasiado el sistema, volviendolo trivial en la gran mayoria de los
casos.

Ante la imposibilidad resolver el sistema de forma general y de utilizar las ecuaciones de
estado para simplificar el sistema, optamos por un esquema parturbativo para tratar de extraer
informacién fisica de los modelos en cuestién, con lo cual, solo necesitamos escoger las ecuacio-
nes de estado correspondientes y utilizar el esquema perturbativo. Dentro de esta linea, primero
intentamos haciendo cero componentes igual a cero por definicién y luego investigamos los mo-
delos que estdn un poco mejor motivados. En el primer grupo de modelos encontramos que solo
tenemos un modelo que no se trivializa, y en el otro investigamos restringir la geometria a una
metricidad sin trazas o a una no metricidad de Weyl.

Procedemos a resolver el sistema perturbativo, como resultado, podemos ver que contamos
con el espacio de pardametros suficiente para ajustar el valor de Apoy ¥ Hpoy, OS2 que aprove-
chamos. También vemos que el esquema perturbativo no se rompe abruptamente y que podemos
confiar en él en una fraccién de la historia cosmolégica. Para un esquema perturbativo estos dos

o7
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hechos pueden considerarse positivas, sin embargo, como se ha visto, los modelos perturbativos
nos dicen que los requerimientos fisicos para la constante cosmolégica y las componentes de la
conexién son genéricamente incompatibles. Incluso teniendo en cuenta que estamos en un esque-
ma perturbativo quedard patente que la constante cosmoldgica que se obtenga del modelo en
cualquier vecindad no permanece saturada, cuando las componentes de la conexién se diluyen.
Para que la constante cosmoldgica se sature es necesario que dichas componentes crezcan, al
menos, linealmente, lo cual complica la interpretacion fisica del shear y del dilatén al menos en
este contexto.

En resumen hemos obtenido un panorama en el que parece ser complicado que consigamos
el comportamiento fisico planteado desde el inicio, por otro lado obtenemos un comportamiendo
adecuado para la constante cosmoldgica a costa de una conexién que no se diluye. Si bien es-
to parece ser contundente, nos deja otras ventanas por explorar, ya que se han hecho diversas
simplificaciones para analizar que puede obtenerse a partir de estas ideas. Comenzando por el
hecho de que hemos hecho la torsién igual a cero, incluir una torsién sin traza permite agregar
mas grados de libertad y al mismo tiempo evitar el problema que significa la simetria proyectiva.
Como hemos visto, el restringir la geometria ha sido la fuente de las ecuaciones de estado para
los modelos, al incluir la torsién las formas para restringir la geometria se incrementan. Tam-
bién, el introducir torsién permite tener mas partes de la descomposicién en el hipermomentum,
encontrandonos ahora con la presencia del espin en el hipermomentum.

Como extension a este trabajo podemos considerar relajar la homogeneidad e isotropia, como
mencionamos el considerar homogeneidad e isotropia reduce el nimero de componentes que
pueden tener C¢,, o ¥, esto repercute en la forma final que toma A dando lugar a mayores
posibilidades de generar el comportamiento deseado. Estudiar lo que sucede con contenidos de
materia mas motivados, por ejemplo los diversos tipos de fluidos con hipermomentum que existen
en la literatura, o en general considerar contenidos de materia especificos puede dar pistas para
encontrar algin modelo que funcione, pues en el trabajo el contenido de materia y su presencia
en el hipermomentum se ha dejado abierta con la tnica restriccién de que se comporte como
constante cosmolégica. Estas modificaciones y consideraciones pueden ser ttiles al momento de
llevar més alld estas ideas en busca de modelos que presenten el comportamiento fisico deseado.



Capitulo 6

Apéndice A

En este apéndice hacemos la conexién entre la forma de presentar el formalismo propio de
MAG y lo presentado en algunos libros de texto. Comenzamos definiendo un operador derivada,
como se relaciona con la conexién y como es que estos equivalentemente definen el transporte
paralelo de vectores y en general de tensores. Aprovechamos para introducir convenciones y
detalles.

Un operador derivada V, en una variedad M es un mapeo entre campos tensoriales tensoriales
del tipo (k,l), denotado por T (k,¢), a un campo tensorial (k,! + 1),denotado por T (k,¢ + 1),
que satisface cinco condiciones.

1. Linealidad: Para todo «, 8 eRy A, B € T (k,¥),

vc (O‘Ammakbl,..bg +/BBa1makb1..,bg) — achm...akblmbz + Bchalu.akbl...bg'
2. Regla de Leibnitz, para todo A € T (k,¢), B e T(K, '),

ai...ak C1...Cypr _ ay...ak C1...Cyr ay...ak C1...Cyr
Ve [A by.be B dl...d,y} = [VeA b B di...dy TA by...be [VeB dl...dzl} .

1.--be

3. Conmuta con contracciones, para todo A e, T (k,{)

ay...C...ap _ ay...C...ag
Va (A blu.c...bg) = Vad b1...c...be”

4. Consistencia con la nocion de que los vectores tangentes son derivadas direccionales de
campos escalares en la variedad, para toda f funcién en M y t® campo vectorial,

a
t(f) =t vaf~
Conexién
Si ahora consideramos la diferencia entre dos operadores derivada, en general, actua como
tensor, dicha afirmacién la podemos escribir como

Vo —Va)wy = —C°pWe Vwe. (6.1)
(Vo= ¥.)

Aqui el signo negativo se toma por convencién. Dada la estructura de variedad diferencial siempre
tenemos un operador derivada que son las parciales asociadas a alguna carta de la variedad, 9,,
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con lo cual dar una conexién I'“;; en M es equivalente a dar un operador derivada gracias a
(6.1),
(Vo — 0g) wp = =T pwe. (6.2)

Si tenemos la estructura de la variedad y la estructura métrica encima g,;, podemos obtener

la torsién y la no metricidad como sigue; actuando de forma antisimétrica sobre una funcién f
existe T, , tal que,

VoVof =ViVof = =T V. f, (6.3)

donde T, es el tensor de torsién. Con la estructura métrica podemos obtener el tensor de no
metricidad,
Qabc = _vagbc~ (64)

Con la estructura métrica en la variedad aqp, tenemos un operador derivada destacado que
es que satisface dos cosas,

va.gbc - 0, (65)

y satisface que es libre de torsién, este es el operador derivada de Levi-Civita y es el que se utiliza
en Relatividad General, y la conexion asociada son los simbolos de Christoffel.

Con lo anterior queda claro que un operador derivada, o equivalentemente una conexién
definen el transporte paralelo de vectores mediante,

UV’ =0, (6.6)

donde el vector v° se transporta paralelamente a lo largo de la curva cuyo vector tangente es u®.
De este modo la ecuacién de autoparalela es,

vV 0" = 0. (6.7)

Por otro lado las geodésicas al estar relacionadas con la estructura métrica queda definidas por

la ecuacion N
02V, 0 = 0. (6.8)
Notar que podemos ver a la ecuacién de autoparalela como una ecuacién geodésica modificada
aw b __ b a,.c
VIV’ = =C° v, (6.9)

ac

notar que solo entra la parte simétrica de la conexioén en el lado derecho de la ecuacion.



Capitulo 7

Apéndice B

En este apéndice hacemos todas las demostraciones del capitulo 2.
Descomposicion de la conexién
Queremos demostrar que,

1 1
Ocab = Q(Qabc + Qbac - Qcab) + §(Tcab + Tacb + Tbca)a (71)
partimos de la definicién de la no metricidad,

vagbc = _Qabw (72)

expandiendo (7.2),

aagbc - Feabgec - Feacgeb = _Qabc> (73)

entonces, bajando los indices, y luego permutandolos

aagbc - Fcab - Fbac = _Qabca (74)
8bgca - Fcba - Fabc = _QbaC7 (75)
8cgab - Facb - Fbca = _Qacb7 (76)

sumando (7.4) y (7.5) y restdndoles (7.6),

aagbc + 8bgca - 8cgab - Fcab - Fbac - Fcba - Fabc + Facb + Fbca = _Qabc - Qbac + Qcaba (77)

luego,

Fcab +Fbac +Fcba +Fabc _Facb _Fbca = aagbc + abgca - aCgab + Qabc + Qbac - Qcaba (78)
~—— N e
I 11 II I

sumando los senalados igual y usando que
Fcba = 1_‘cab + cha7 (79)
tenemos,

2Fcab + cha + Tbac + Tabc = OaYbc + abgca - acgab + Qabc + Qbac - Qcaba (710)
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despejando T'cqp,

1
o (Tcab + Tbca + Tacb) ) (711)

1 1
1_\cab = 5 (6agbc + abgca - acgab) + 5 (Qabc + cha - Qcab) + 9

con lo cual, los primero tres términos nos dan la conexién de Levi-Civita y el resto nos da Cgp.
Con lo cual se confirma,

0 =T + C, (7.12)
donde,
e, = %QCd(aagbd + Ovgad — Oagab), (7.13)
y ) .
Cear = 5 (Qabe + Qvac = Qeav) + 5 (Teab + Tach + Thca)- (7.14)

. d ’ .
Ahora las representaciones de Qape, T, v R,,." en términos de C¢,, y sus contrapartes de
Relatividad General.
Comenzamos con Qgpe,

abc = — Vabbe abYec ac Ybe
Q \% +C° +C°,.b

= Ceap + Cbac
= 2C¢|alp)- (7.15)
Luego la torsion,
Cab = 2Fc[ab]
= 214y + 20y
= QCC[ab] . (716)

Finalmente la expansién del tensor de Riemann. El Riemann en términos de la conexién I'¢
es

R bcd = _2a[ardb]c + 2Fe[a\c|rdb]e7

a

y luego introduciendo (2.8),

Rabcd - 728[ade]C 723[,10%]0 +2Fe[a‘c‘f‘db]e +2Oe[a|c|]‘—‘db]e + 2Fe[a\c|cdb]e + 2Ce[a|c| Cdb]e
— ——
7.17)
D d d e d Te d e d
= Rope” = 20[0C%c + 201 T%e + 284 C%je + 2C 4101 C e » (7.18)

donde los términos marcados con * nos dan el Riemann métrico. Por otro lado,
-~ d d ~d e Te d Te d
vac be — aao be +I an be - abO ec - acO be>

tomando la parte antisimétrica en a y b, multiplicando por un signo negativo, y tomando en
cuenta que la conexién de Levi-Civita es totalmente simétrica en a y b,

\V; d — d Td e Te d
~V0C%e = =01aC%c + T C%c + 0161 C%e
= 76[acdb]c + Ce[a\c‘ de]e + Fe[a|c|cdb]e7 (719)
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comparando, tenemos entonces que,

d D d v/ d e d
R = Rabc - 2V[QC b]c + 20 [a|c\ C b]e7 (720)

abc

que es lo que se muestra en el texto.
Identidades
Comenzamos con la parte totalmente antisimétrica del Riemann

d d . d
R[abc] == _V[aT bc] + Te[abT C]e . (721)
Para comenzar, necesitamos calcular
VoViwe = 8, Vpwe — I, Vewe — ', . Viwe
= 0,0pwe — 0q (T we) — ¢ (8€wc — Fdecwd) —-T°,. (abwe — deewd)
= 040pwe — 0aT % we — T 0awe — L€, 0cwe + T, T wa — T, .0pwe + T, 1% wa,

ahora hay que antisimetrizar en a b y ¢, utilizando que las parciales conmutan, el primer término
es igual a cero cuando se antisimetriza,

V[aVbWC] = —6[arebc]we —Fe[bcaa]we —Fe[ab8|e‘wc] + Fe[abrd‘ek]wd —I¢
————

* *

ab]we +I° de]ewd’

lac lac

los términos senalados difieren por una permitacién impar, por lo que hay un cambio de signo
y se cancelan. Despues utilizando que

dee = Fdeb + Tdbe ) (722)
lo cual implica que
e d _ 1e d e d
r [acF ble — r [acT ble +T [acr le|b*
Con lo cual,
V[QVbOJC] = —a[ardbc]wlj — Fe[abﬁ‘dwc] +Fe[abrd|e|c]wd +Fe[acrd‘e‘b](ﬂd +Fe[aCTdb]e Wd,
1 I

los senalados igual difieren por una permutacion par, por lo que se cancelan entre si. Finalmente
tenemos,

V[avbwc] = —a[ardbc]wd — Fe[abak‘wc] + Fe[aCTdb]ewd, (7.23)

como podemos ver de (7.23), la conexién I'°,, siempre aparece antisimetrizada en sus indices
inferiores, con lo cual podemos cambiarla por 7, , para hacerlo analizamos lo que sucede con el

primero de los términos de (7.23).

1

_a[ardbc] = a [_6(1Tdbc — 8deca - 6chdab]
2

—3[aTdbc] = ? [—3aTdbC _ 8})Tdca - 8chdab]
1

= g [78(1Tdbc - abTUlca, - CgTdab}

se cumple entonces que,
1
0 = —ga[aTdbd : (7.24)
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introduciendolo en (7.23)
ViaVowe = % [0 g = T Diegwer + T T wa (7.25)
Ahora el otro término de la definicién del Riemann,
T Viawe = T Oaiwe) — T T¢ ) we- (7.26)
Construyendo el Riemann antisimetrizado, obtenemos,
Rigp"wa = [—5[aTdbc] — T ch]e} Wd, (7.27)
como wy es una 1-forma arbitraria, tenemos que,

Ry d — —8[aTdbC] — T rdde (7.28)

abc]

Por otro lado, consideramos,

_v[aTdbc] + Te[ab Tdc]e = _a[aTdbc] - Fd[a\e|T'6bc] + Fe[abjﬂd|e\c] + Fe[acTeb]e + Td[ab Tdc]e ’

lo tinico que hay que mostrar es que los 1ltimos tres terminos suman cero,

e d e e d d _ e d e e d d
r [abT le]c] +T [acT ble +T [abT cle — —I [abT +T [acT ble +T [abT cle

cle

_ e d e e
=-T [baT +T [acT ble

cle

=0, (7.29)

donde en la primera linea hemos usado la antisimetria de T, , en la segunda hemos usado (7.22)
y por ultimo, hay una permutacion par entre los términos que quedan al final, pero ya tienen los
signos opuestos por lo que se cancelan.

Con lo cual,

7v[aTdbc] + Te[ab Tdc]e - 78[aTdbc] - Fd[a|e\Tebc]
_ d ] d
- _a[aT be] Tw[bcF alle|
= —01T% — T T (7.30)

Como podemos ver (7.30) y (7.28), son iguales, con lo cual se cumple lo que queriamos
mostrar,
d_ d e md
R[abc] - _v[aT be] +T [abT cle "

La siguiente identidad es la identidad de Bianchi,
VieRpad" = Ty Rapa
Por un lado consideramos,
(VaVp = ViV + T, Ve) Vewd = Ryp S Vewd + RypaVewe, (7.31)
y por otro consideramos

Va (Vchwd -V Vywg + Tebc Vewd) =V. (RbcdeQ(,de) R (7.32)



65

antisimetrizando en a b ¢ (7.32) y (7.31) obtenemos,

V[avbvc]wd — V[bvavc]wd + Te[ab V\dvc]wd = R[ ‘“’Vewd + R[abldfvc}we (7.33)

abc]

ViV Vewa — ViaVeVywa + Vi (Tebc] Vewd) = VieRyqqwe + Rppeja Vawe,  (7.34)

las ecuaciones pueden igualarse, pues los términos con tres derivadas son iguales salvo permuta-
ciones pares, nos quedamos con

R[abc]evewd - Te[ab V‘e|wd = V[aRbC]dewe - V[a (Tebc] Vewd)
= V[aRbC]dewe - V[aTebc] Vew(j — Te[bc va]vew(j7
ahora usamos la identidad anterior para introducir el valor de R[ab C]d,

_v[aTbc] eVewd +Tf[ab Tec]f Vewd — Te[ab V‘e|wd = V[aRbc]dewe —V[aTebC] Vewd —Te[bc Va]Vewd,
—_— —

* *

los senialados de igual forma se cancelan y nos quedamos con
+Tf[ab TGC]f vewd - Te[ab V‘e|wd = v[aRbc]dewe - Te[bc va]ve(JJd7

despejando V[aRbc] 4> obtenemos

ViaRyga" =T (V[cvfwd = Vi Vgwa + T Vewd)
_mf e
— T [abRC]fd We,

que es lo que se presenta en el texto principal.
Finalmente la parte simétrica en el tercer y cuarto indices,

2Rab(cd) = _zv[aQb]cd - Teab Qecb.

(vavb - vbva + Teab ve) Ged = Rabceged + Rabdegce
= 2Rab(cd)?

y por otro lado,
(vavb - vaa + Teab ve) Ged = _anbcd - Vancd - Teab Qecd
= 72v[aQb]cd - Teab Qecds

lo cual completa la prueba.

Contracciones

En esta parte hacemos las demostraciones de las contracciones del tensor de Riemann. El
tensor de Riemann en términos de la conexién I'® ,,

Rabcd = _aardbc + 8bl_‘dac + Feacrdbe - Febcrdaw
calculando la curvatura homotética

> _ c
Rab - Rabc

= —80,I%, + TC,,
= —0,0%,. + 0L, — 0,C%, + 0,C°,..,
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luego, por un lado _
I—‘Cbc = Opln V=Y,

entonces los primeros dos términos se cancelan pues las parciales conmutan, y por otro lado,

c 1 A A 1 c
g bccab = 5 (Qa + Qa - Qa) + 5 (Ta - Ta + Tacbg b)

1
- iQaa

con lo cual,

Rup = 5 [-0uQ0 + 0,Q
= 0pQa)-
Una de las contracciones se obtiene de contraer (2.28), by d,
R[abc]d = _V[aTdbc] + T Tdc]e’
expandiendo y usando que la torsién y el Riemann son antisimétricos, tenemos,
R + Ry + Reap = =VaT% = ViT%, = VT %y + T T + T% T + T T
contrayendo obtenemos,

2]%[u,c] =+ Rca = 2v[cTa] - vbTbca + Teab Tbce + Tebc Tbae + Teca T,

por lo que despejando la parte antisimétrica del Ricci obtenemos,

1 1 1 e e e
R[ac] = §Rac - V[CLTC] + §VbTbac +5 (T ab Tbce + Tbae be T4 T ) :

2 ac—¢€
Por otro lado las contracciones de (2.29).
VieRyga® = Tf[ab R rd°

La primera se sigue de manera directa pues al contraer en d y e, obtenemos de ambos lados la
definicién de R,

Vialg = T, Ray-
Finalmente, para la contraccién en a y e primero expandimos (2.29)
VaRyei® + VR oq" + VR = Tfab Repq + bec Ropd" + T4, Ry,
haciendo la contraccién del lado izquierdo,

VaRdea + vacada + VCRabda = VaRdea + VbRcada + VyReq — VeRpg
— VaRdea + QV[bRC]d,

y ahora del lado derecho,

Tfab Repq" — bec Rpa+ T/, R, fa = _bec Ryaq + 2Tfa[b Ryra®s
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con lo cual,
VR +2VpRaa = =T, Rya+ 217, Ryjpa” (7.35)

Simetria proyectiva
Ahora mostraremos que el escalar de curvatura R es invariante ante las transformaciones
Gab — YJab
I — %y + 63U,
con lo cual el escalar de curvatura bajo la transformacion queda,
Rap —Rap — 065U, + 0:05Uq + 68U05U. — 88U 05U, + T, 05U, + T 408U, — T 05U, — T¢, 08U,
= Rap — 0aUp + 0yUa + UaUp — UpUs + 1€ U + T Uy — T3, Ua — T€,, U,
= Rap — .Uy + U,
= Rap + 203Uy,
con lo cual
R— R.

Finalmente queremos ver que las ecuaciones de movimiento presentadas en los capitulos 2 y
3 son equivalentes,

1
——Va(/=gg™® 5::1) _
7= )

1
Vg
1 1 A
= —5Qug"* 0 + S Qeg™ + QY - Q.

1
V=g
1
Vdﬁgd(bag) _ fgvc\/jggab . vcgab + Vdgd(b(sg)

Ve(v=99")

— Q- Q.+ Q0 - 500 a0

que es lo que puede encontrarse en la literatura [23] Donde hemos utilizado que,

\/L_fgva\/—fg = —%Qa,
Veg® = Q%
Veg® = Q".
Ahora, escribiendolo en términos de C,; y sus trazas, se sigue que,
Qa =2X,
Qa=Xa+Ta

Qcab = 2C(ace gb)e?

con lo cual la ecuacién para la conexion

)\Cgab 7 2O(acegb)e + +)\(b + T(b _ )\(b 50,)

C

= )\cgab — QC(acegb)e + 7'“’6?),

que es lo que se presenta en el texto principal y que puede encontrarse también en la literatura
(30, 31]
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Capitulo 8

Apéndice C

En este apéndice revisamos algunas de las convenciones ya sea que se aborden o no en el
texto principal, como por ejemplo,

1
T({ll...u,k) = E Z Taw(l)...aw(g)y (8.1)

1 .
T[al.‘.ak] = E Z Slgn(W)Taﬂ-(l)...aﬂ.(g)v (82)

donde la suma es sobre las permutaciones de los indices y sign(m) es el signo de la permutacion,
siendo +1 para permutaciones pares y —1 para permutaciones impares.

Repetidamente usamos la convencién de la tilde para designar a la contraparte Riemanniana
del objeto geométrico en cuestién. Por ejemplo, V, representa al operador derivada asociado a
la conexién de Levi-Civita o conexién métrica.

6agbc = O; (83)

siendo g, €l tensor métrico.
El tensor métrico g,; también se utiliza para subir y bajar indices, por ejemplo,

gang"® =6¢, (8.4)
Badegcegaf :beed' (8'5)

El trabajo se encuentra escrito en unidades geométricas, esto es, la velocidad de la luz c y la
constante de gravitaciéon universal G se ajustan para que tomen el valor de la unidad, esto es,

G=1, (8.6)
c=1, (8.7)

con lo cual todas las cantidades fisicas pueden expresarse en términos una unidad de tiempo o
longitud caracteristica. En el contexto de cosmologia decidimos utilizar como unidad de tiempo
que es la edad del universo, que tomamos como 13000 anos.

En el texto principal se utilizan dos catidades fisicas que son, la constante cosmoldgica el dia
de hoy y el pardmetro de Hubble el dia de hoy. En unidades geométricas y tomando como escala
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de tiempo la edad del universo, EU, toman los siguientes valores,

- 1
Ahoy = 1,782W, (8.8)
_ 1
Hyoy = 0,928E—U. (8.9)
A lo largo del texto se hace mencion a dichas cantidades pero de forma adimensional,
Ahoy = 1,782, (8.10)
Hpoy = 0,928, (8.11)

cuando se hace esto es porque hay alguna constante de integracién que absorbe las unidades
o porque la dependencia en t ya tiene las unidades correctas. Esto se hace para simplificar la
presentaciéon en el texto principal, en el cual, evitamos hacer referencia a las unidades. Por

ejemplo, para Hy tenemos que,

1
Hy =", (8.12)

donde la dependencia en t ya tiene las unidades correctas, por lo que cuando consideramos los
modelos en los que ajustamos el valor de Hy,, en Hp, tenemos que

Y= Hhoy = 079827 (813)
por lo que al evaluar en el tiempo a dia de hoy, es decir,
thoy = 1EU, (8.14)

tenemos 1
Ho(thoy) = 0,928E7U, (815)

con lo cual hemos ajustado el valor para Hp,, en Hy.
Por otro lado, ag es adimensional, recordando la forma funcional,

ag = Ct%, (8.16)
tenemos que, C' tiene unidades de EU ™. Sin embargo, en el texto presentamos

Ay =t~ (8.17)

)

por simplicidad de la presentacién y de la discucion. Por la misma razon graficamos solo canti-
dades adimensionales.
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