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Introduccion

Los espacios con producto interior y dentro de ellos los espacios de Hilbert
son, quiza, la mejor generalizacién de los espacios euclidianos. Mas alla de
conservar aspectos geométricos estos espacios son una herramienta de gran
relevancia en el andlisis funcional y en algunas formulaciones matematicas de
la fisica.

Un concepto central en los espacios con producto interior es la ortogo-
nalidad y es bien sabido que dicha nocién no se tiene, en general, para los
espacios de Banach, puesto que no toda norma es inducida por un producto
de este tipo.

A lo largo de décadas se han introducido nociones de ortogonalidad en
espacios de Banach. Dado X un espacio de Banach y x,y € X, se dice que x
es ortogonal a y

1. en el sentido de Birkhoff [3], si para todo escalar A se tiene que
[z 4+ Ayl = [|=|;

2. en el sentido de Roberts [21], si para todo escalar A se tiene que
[+ Ayl = [l = Ayll;

3. en el sentido isoscéles de James [10], si
lz+yll = llz —yl;

4. en el sentido pitagorico de James [10], si
= yl* = llz]l* + [lyl1*:

5. en el sentido de Singer [25], si
xr ) T Y
+ = - .
‘ ]l HZ/HH ‘ ]l HZ/HH

Este trabajo se enfoca dos nociones: la de Birkhoff-James y la nocién de
Saidi desarrollada recientemente en [23]
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En el primer capitulo se presentan resultados preliminares para el desarro-
llo de la parte central de este trabajo. Se incluyen algunos resultados basicos
en analisis funcional. Mas precisamente, la construccion de topologias débiles
y algunos resultados centrales en la teoria de operadores acotados. También
se presentan algunos resultados sobre algebras de Banach y los C*-moddulos
de Hilbert, que generalizan a los espacios de Hilbert.

En el capitulo dos se presenta la idea de ortogonalidad de Birkhoff-James
y se hace una caracterizacion de ésta en algunos espacios de gran relevancia
dentro del anélisis funcional. Primero se caracteriza dicha nocién en el espacio
de operadores entre espacios de Hilbert de dimension finita, para después
generalizar el resultado a operadores entre espacios de Hilbert arbitrarios.
Por 1ltimo se caracteriza esta ortogonalidad en C*-mddulos de Hilbert.

En el capitulo tres se presenta la nocién de ortogonalidad de Saidi y que
ésta implica la ortogonalidad en el sentido de Birkhoff-James. Se incluyen
importantes equivalencias de esta nocién y se dan algunas aplicaciones. Una
de las mas importantes es la siguiente.

Sean H y K espacios de Hilbert. Sea T € B(H, K). Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes.

1. T es compacto.

2. Existe una sucesién (T,,), € B(H,K) de operadores de rango finito
tales que
T —T,|| — 0.

Esta equivalencia no necesariamente se da cuando H y K son espacios de
Banach, sin embargo, si Y tiene una base de Schauder cuyos elementos son
ortogonales en el sentido de Saidi, entonces el resultado es vélido.

Finalmente, en el capitulo cuatro se caracterizan las dos nociones traba-
jadas en los capitulos anteriores para espacios de Banach concretos, a saber,
el espacio de sucesiones

fﬁ(@) = {(¥n)ner € C: H(xn)neLHp < oo},

el cual es de Banach con la norma dada por

I(zn)nerlly = (Z \%V’)

nel

y donde L C N. Estos resultados muestran que estas nociones coinciden con
la ortogonalidad dada en términos del producto interior cuando p = 2 y en
este caso el espacio si es de Hilbert.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos resultados fundamentales en el es-
tudio de los espacios de Banach y de los operadores entre ellos. Estos seran
la base de los resultados centrales de este trabajo.

1.1. Topologias débiles.

Teorema 1.1. Sean X un conjunto y S C p(X). Sea

BS: {ﬂSz . Sz € S,TLEN} U{@,X}

=1

Sea 1s la familia de subconjuntos U de X tales que para todo x € U, existe
B € Bg tal que x € B C U. Entonces Ts es una topologia para X y es la
minima que contiene a S. Ademds Bs es una base para Ts.

Demostracion. Claramente @ y X son elementos de 7.

Sean U,V € 175. SiUNV = @, entonces UNV € 75. SIUNV # &
sea x € U NV, entonces existen By, B, € Bg tales que v+ € By C Uy
xr € By C V. Como Bg es cerrado bajo intersecciones finitas se sigue que
r€ B NB,CUNV yportanto UNV € 7g.

Sea {U, : a € A} una familia de elementos de 75 y sea z € |J,c4 Ua. Como
x € U,, para algin oy € A, entonces existe B € Bg tal que z € B C U,,,
por tanto x € B C |J,c4 Ua ¥y esto implica que | J,c4 Ua € 7.

Si 7 es una topologia que contiene a S, evidentemente esta topologia
contiene a cualquier interseccion finita de elementos de S, es decir, Bg debe
de estar contenida en 7, y como consecuencia 7g C 7.



Finalmente, como cualquier elemento de 7¢ es unién de elementos de Bg,

se sigue que esta familia es una base para dicha topologia.
m

Observacion 1.2. Sean X un espacio topoldgic y {Ya}aca una familia de
espacios topologicos. Sea

F= {fa X — Ya}aeA

una familia de funciones continuas. Entonces existe una minima topologia
respecto a la cual son continuos los elementos de F'.
Considérese

S={fYU,) :a € AyU,es abierto en Y,} C X,

en vista del teorema anterior, Ts es la minima topologia que contiene a S y
ésta es la minima respecto a la cual son continuos los elementos de F'. Por
tanto, esta es la topologia buscada.

Definicién 1.3. Sean X un espacio topoldgico y {Ya}aca una familia de
espacios topoldgicos. Sea

F={fa: X — Ya}aea

una familia de funciones continuas. A la minima topologia que hace continuos
a los elementos de F' se le llama topologia débil respecto a F' y se denota como

o(X,F).
En ocasiones la topologia débil también se denota por w.

Teorema 1.4. Sean X un espacio topoldgico y {Ya}aca una familia de es-
pacios Hausdorff. Sea

F = {fa X — Ya}aeA

una familia de funciones continuas que separa puntos, es decir, para cua-
lesquiera x,y € X existe f, € F con la propiedad de que fo(x) # fao(y).
Entonces (X,0(X, F)) es de Hausdorff.

Demostracion. Sean x,y € X, entonces existe f, € I con la propiedad de
que fo(x) # fo(y). Como Y, es Hausdorff se sigue que existen abiertos ajenos
Uy V tales que fo(z) € Uy fu(y) € V. Como consecuencia se tiene que
r e f71U) yy e f7YV), ademds de que f;'(U) y f71(V) son abiertos
ajenos en o(X, F). Por tanto (X, o (X, F')) es de Hausdorff. O



Teorema 1.5. Sean X un espacio topoldgico y {Ya}aca una familia de es-
pacios topologicos. Sea

F = {fa X — Ya}aeA

una familia de funciones continuas. Una red (z),er € X converge a x € X
respecto a la topologia o(X, F) siy solo si (fa(zy))yer converge a f(x) para
todo a € A.

Demostracion. Supéngase que (fo(2)) er converge a f(x) para todo a € A.

Sea U = N {f,'(Us,)} una vecindad basica de x en la topologia o (X, F').
Como (fa,;(z4))yer converge a f,,(x) € U,,, entonces existe v; € I' tal que si
d € I es tal que 7; < § entonces f,,(zs) € U,,, esto cada i € {1,2,...,n}.
Como {71,72,---,7} C I'y I' es un conjunto dirigido, entonces existe vy € I’
tal que v; < 7 para todo i. Supdéngase que vy < d, entonces v; < ¢ para
todo 7 y por tanto se sigue que f,,(x5) € U,, para todo i. Como consecuencia
zy € U = N {f3'(Us)} y por tanto z, — = respecto a la topologia
o(X,F).

El reciproco se sigue de la continuidad de los elementos de F'.

1.1.1. Topologia débil.

Dado un espacio de Banach X sobre un campo F', se denotard como X*
al espacio dual de X, es decir, al espacio de funciones lineales y continuas
definidas en X y que toman valores en F.

Definicién 1.6. Sea X un espacio normado y considérese X*. La topologia
(X, X*) se llama topologia débil en X .

Observacién 1.7. La familia X* separa puntos y como consecuencia la to-
pologia débil es de Hausdorff.

También, por el Teorema 1.1 se sigue que una red (zy)yer C X converge
a z € X con respecto a la topologia débil si y solo si x*(z,) converge a x*(2)
para todo x* € X*.

Observaciéon 1.8. Sean xg € X ye > 0. En wista del Teorema 1.1, st
{7, 25, ...z} C X7,
se tiene que

n
V(ZE07'TT7 xza s 7[52,5) = m (x:)_l(a’i —&,a; + 8) =
i=1



{r e X :|zj(x —x0)| <e, 1<i<n},
donde a; = x;(xg), es un abierto basico en la topologia débil.

Teorema 1.9. Sea X un espacio de Banach. Sea C' C X convexo. Entonces
la cerradura de C' respecto a la topologia débil coincide con la cerradura de C
respecto a la topologia definida por la norma.

Demostracion. UH” y C" representan la cerradura respecto a la topologia
inducida por la norma y la cerradura respecto a la topologia débil, respecti-
vamente.

Supdngase que xy ¢ oM Como {0} es compacto y ol cerrado, por el
teorema de Hahn-Banach se sigue que existe un funcional lineal z* tal que

Re z*(z0) < o < Re z*(¢),

para todo ¢ € UHH. Entonces
V={zeX: ()" (Re " (—00,a))}

es un abierto en la topologia débil que contiene a zy y que no intersecta a C,
entonces xo no estd en C' . Esto prueba que C' C 6””.

Reciprocamente, X \ C" es abierto en la topologia débil y como conse-
cuencia es abierto con respecto a la topologia inducida por la norma, entonces
C" es cerrado respecto a ésta dltima. Como la cerradura es el cerrado més

pequeno que contiene al conjunto se sigue que UH” cC”. O

Corolario 1.10. Sea X un espacio de Banach. Entonces un conjunto convexo
C C X es cerrado con respecto a la topologia débil si y solo si es cerrado con
respecto a la topologia inducida por la norma.

1.1.2. Topologia débil*.
Definicién 1.11. Sea X un espacio normado y X** su espacio bidual. La
aplicacion
J: X — X
dada por

donde ¢ € X** es tal que ¢(y*) = y*(x) para todo y* € X*, es llamada la
inyeccion canonica de X en X**.



Observaciéon 1.12. Notese que J es lineal y acotada. También

17 (x)]| = sup {J(z)(y")} =

lly*||=1

sup {y*(z)} = [|=|.
lly*(l=1
Esta dltima igualdad se sigue del teorema de Hahn-Banach, pues este ga-
rantiza la existencia de un funcional z* € X* tal que ||z*|| =1 y 2*(x) = ||=||.

Definicién 1.13. Sea X un espacio normado. Considérese la familia de fun-
cionales

J(X)={J, 2z € X}.
A la topologia o(X*, J(X)) en X* se le llama topologia débil*. En ocasiones
a la topologia débil* también se le denota por w*.

Observaciéon 1.14. La familia J(X) separa puntos y como consecuencia la
topologia débil* es de Hausdorff.

También, por el Teorema 1.1 se sigue que una red (Zj;),yer C X* converge
a z* € X* respecto a la topologia débil* si y solo si J,(z,) converge a J,(z*)
para todo x € X. Esto equivale a que la red (27),er € X* converge a z* € X~
respecto a la topologia débil* si y solo si 2(x) converge a 2*(x) para todo
rxeX.

Observaciéon 1.15. En vista del Teorema 1.1, dados x5 € X*, ¢ >0y
X1, Tgyenny Ty € X,

el conjunto
*
V(zgzy, ..., xn,€) =

ﬂ T (4 —e,a;+¢)) = {a" € X* 1 |(2" — af)(w3)] < €}

es una vecindad de x§ en la topologia débil*, donde a; = x{(x;) para todo i.

Teorema 1.16 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sea X un espacio de normado
sobre un campo F (R o C). Entonces Bx» = {z* € X* : ||z*|| < 1} es
compacto respecto a la topologia débil*.



Demostracion. Considérese el producto topoldgico
Y =[] =l =]] € RY.
zeX

Notese que si z* € Bx+ entonces

|2 ()] < [|]]
para todo x € X. Esto permite definir la funcién

®: By — Y
dada por

P(z") =y

donde y satisface que P,(y) = z*(x) y donde P, es la proyeccién sobre el
factor indexado por x. Por la definicién de esta funcién se sigue que

(Pro®)(27) = 2%(x) = Ju(27),

para todo x € X, lo cual muestra que ® es continua. También es claro que ®
es inyectiva.
Sea

V=V(z§,x1,...,00,) = ﬂ I ((a; —e,a; +¢))
i=1

un abierto basico en la topologia débil*. Entonces

P (ﬁ I ((a; —e,a; + 5))) = ((n] P (a;—e,a;+¢€)) N Y)

es un abierto basico en Y, por lo que ® es una funcién abierta en su imagen.
En resumen, se tiene que

® : By — ®(B1(0))

es un homeomorfismo.
Sea
K =

{z€Y :Poyy(z) — P.(2) — Py(2) =0, Py(2) = \P.(2),Vz,y € X, VA € F},
este conjunto es cerrado puesto que las proyecciones son continuas. Notese
que

®(Bx+) =K CY.
Por el teorema de Tychonoff, Y es compacto y como consecuencia ®(Bx~) es
compacto y por tanto Bx+ es compacto con respecto a la topologia débil*. [



1.2. Operadores acotados.

1.2.1. Operadores en espacios de Banach,

Sean X y Y espacios normados y
T: X —Y
una funcion lineal. A T se le llama operador acotado si existe M > 0 tal que
IT(@) < M)

para todo z € X. El conjunto de operadores acotados definidos en X y que
toman valores en Y se denotard como B(X,Y') y se sabe que éste es un espacio
de Banach con la norma dada por

1Tl = sup [[T(@)|f = mf{M: [T ()]} < M| : Vo € X}

[zl =

Teorema 1.17. Sean X y Y espacios normados y T € B(X,Y). Entonces
existe un operador acotado

T .Y — X*
tal que
T*(y")e = y*(Tx)

para todo y* € Y* y para todo x € X. Este operador es llamado el adjunto de
T.

Demostracion. Definase T*(y*) = y* o T' para todo y* € Y*. Es sencillo ver
que T™ es lineal.
Notese que
yoT : X —C

es composicion de operadores acotados por lo que es un funcional acotado, es
decir, y* o T € X*.
Sea y* € Y*, entonces

1Tyl = lly™ o TN < ly* [Tl

por tanto T™ es acotado. ]



Observaciéon 1.18. La definicion del operador adjunto implica que es unico.
De la demostracion del teorema anterior se sigue que

1Ty = lly™ o TN < ly* (1Tl

y esto implica que ||T*| < ||T|].
Ademdas
177 =

sup{[|Ty"[| = fly"[l < 1} =
sup{sup{[T7y*(z)| : [lz] <1} - [ly*] <1} =
sup{sup{|y*(Tx)| : ly"[| < 1} : fl=f] < 1} =
1T

Es sencillo demostrar las siguientes propiedades del operador adjunto.
También puede consultarse la demostracién en [13].

Teorema 1.19. Sean X y Y espacios normados. Sean S,T € B(X,Y) y
a € F. Entonces se cumple lo siguiente.

1. (S+T) =8"+T".
2. (aT)* = aT™.

Teorema 1.20. Sean X, Y y Z espacios normados. Sean T € B(X,Y) y
S € B(Y, Z). Entonces se cumple que

(ST)* = T*5".

Teorema 1.21. Sean X y Y espacios normados. Sea T € B(X,Y) tal que
T existe y es acotado. Entonces (T*)™! existe y

(T*)—l — (T—l)*.

1.2.2. Operadores en espacios de Hilbert.

Teorema 1.22 (Teorema de representacién de Riesz.). Sea H un espacio de
Hilbert y f € H*. Entonces existe hg € H tal que

para todo h € H. Ademds, ||ho|| = | f]|-



Demostracion. Sea M = ker(f). Puesto que f es continua se sigue que M es
cerrado. Si f = 0 el resultado es evidente. Por esta razon es posible suponer
que M # H, por lo que M+ # 0. Entonces existe un vector z, tal que
f(zo) = 1. Ahora, sea h € H y sea a = f(h), entonces

f(h—axy) = f(h)—a=0
y esto muestra que h — axg € M. Como consecuencia se tiene que

0 = (h — o, x0) = (h, o) — (1) o

Tomando hg = ——

ENE se sigue que

Ahora, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que
|f(R)] = | (B, ho) | < [|2[[[[ o]

y como consecuencia

LI < [lAo]l-

ho
— Ik
f(Hho”) ol

por lo que || f|| = ||Aoll. u

También

Definicién 1.23. Sean H y K espacios de Hilbert sobre un mismo campo F.
Una funcion
U:-HxK —TF

es una forma sesquilineal si satisface que
1. U(ahy + Bhao, k) = aU(hy, k) + BU (ha, k) y que
2. U(h,aky + Bky) =aU(h, ki) + BU(h, k),

para todos hy,ho,h € H, ki, ko, k € K ya,B €.
Se dice que U es acotada si

U (h, k)| < MI|A|[|[K]l

para alguna constante M.



Teorema 1.24. Sean H, K espacios de Hilbert y
U.Hx K —F

una forma sesquilineal acotada con cota M. Entonces existen unicos opera-
dores A€ B(H,K) y B e B(K,H), tales que

U(h,k) = (Ah, k) = (h, Bk)
para toda h € H y k € K. Ademads
[A[ I B] < M.
Demostracion. Sea h € H y definase
fn: K — F

CcOo1mo

fh(k) = U(h’ k)

Notese que fj es lineal y acotada y por el teorema de representacion de Riesz
debe de existir un unico vector k;, € K tal que

Ju(k) = (K, kp) .

Esto es posible para cada h € H, de este modo definase Ah = kj, el cual es
lineal por la unicidad de kj y claramente acotado. También se tiene que

(Ah, k) = (k, Ah) = U(h, k).
La existencia de B se demuestra de manera analoga. O]
Definicién 1.25. Sean Hy, y Hy espacios de Hilbert y
T:H — Hs
un operador acotado. Entonces al operador dado por el teorema anterior
T : Hy — H,

tal que
(Tw,y) = (z,T"y)
para todo x € Hy yy € Hy, se le llama adjunto de Hilbert de T



Teorema 1.26. Sean H y K espacios de Hilbert complejos, a un escalar y
S,T € B(H, K). Entonces las siguientes propiedades se satisfacen:

1. (S+T) =85"+T".

2. (aT)* = al*
3. (T*) =T
4. (TS)* = §*T*.

La demostracién puede verse en [13].

1.2.3. Operadores compactos.

Definicién 1.27. Sean X y Y espacios de Banach yT € B(X,Y). Se di-
ce que T es compacto si para todo M C X acotado se tiene que T(M) es
compacto.

Teorema 1.28. Sean X y Y espacios de Banach y T € B(X,Y). T es un
operador compacto si y solo si para cada sucesion acotada (r,), C X, la
sucesion (T'x,), tiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Sea (z,), una sucesion acotada en X y T' € B(X,Y) un
operador compacto, entonces (T'z,), es compacto en Y. Como (Tz,), C
(T'x,,)n, entonces (T'z,), tiene una subsucesién convergente.

Para el reciproco supéngase que para toda sucesién acotada (x,), C X,
la sucesién (T'z,), tiene una subsucesién convergente. Sea B C X acotado.
Sea (yn)n C T'(B) una sucesién, entonces existe una sucesion (z,), C B
tal que Tz, = y, para todo n € N. Es claro que (z,), es acotada, por
lo que (T'x,), tiene una subsucesién convergente, es decir, (y,), tiene una
subsucesion convergente, y como esta sucesion es arbitraria se sigue que 7'(B)
es compacto. ]

Definicién 1.29. Sean X y Y espacios de Banach. Sea
T: X —Y

un operador acotado. Se dice que T es de rango finito si su imagen es un
espacio vectorial de dimension finita.

Lema 1.30. Sean X y Y espacios de Banach. Si
T: X —Y

es acotado de rango finito, entonces es compacto.



Demostracion. Sea B C X acotado, entonces como T es acotado se sigue que
T(B) es acotado. Néte que si T'(B) es acotado entonces T(B) es acotado.
Si el rango de T, T'(X), es dimensionalmente finito, entonces como todas
las normas en un espacio de dimension finita son equivalentes, se sigue que
los conjuntos cerrados y acotados en 7T'(X) son compactos. Finalmente como
T(B) es acotado y cerrado en T'(X), entonces es compacto. O

Teorema 1.31. Sean H y K espacios de Hilbert. Sea T € B(X,Y'). Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes.

1. T es compacto.

2. Eziste una sucesion (T,,), € B(H, K) de operadores de rango finito tales
que

Demostracion. Primero supéngase que T es compacto, entonces T'(B;(0)) es
compacto en K y por lo tanto es separable. Entonces se sigue que L = T'(H)
es separable. Como L es un espacio de Hilbert separable existe un conjunto
ortonormal numerable.

Sea M = {ey, es,...} un conjunto ortonormal en L, témese el conjunto de
proyecciones

Pn K — <{€17627 "'7€n}>7

para todo n. Definase T,, = P, T y nétese que cada T, es de rango finito.
Por otro lado, si k = Th € L, entonces

| P.k — k|| — 0,
y esto implica que
|T,h — Th|| — 0.

Puesto que T'(B(0)) es compacto, dado € > 0, existen hy, ha, ..., h, € B1(0)
tal que

T@EO) < | B: (Th).

Asi, si [|h]| < 1, existe h; tal que ||[Th — Thy|| < . Ahora, para cada entero
n se sigue que

ITh — Tuh]| <
ITh = Thyl| 4+ | Thy = Tuhyl| + [ Pu(Th; — Th)]| <
|Th = Thyl| + | Thy = Tuhs|| + [ Th; — Th| =



2| Th — Thy|| + || Th; — T,hy|
2e
<3+ | Th; — Tohyl|,

como ||T,h — Th|| — 0, podemos elegir ng tal que si n > ng entonces
€
ITh; = Tuhsll < 5
para todo 1 < 7 < n. Asi,
ITh —T,h| < e.
Entonces T;, converge uniformemente a 7" en B;(0) por lo que
IT = T,|| — 0.

]

1.3. Algebras de Banach y C*-Mddulos de Hil-
bert

En esta seccion se dardn algunas definiciones y se presentaran algunos
conceptos basicos respecto a las dlgebras C* y a los C* médulos de Hilbert
los cuales seran de gran utilidad para algunos de los resultados centrales de
este trabajo.

1.3.1. Algebras Cr.

Definicion 1.32. Un dlgebra de Banach A es una dlgebra compleja normada
y unitaria tal que es un espacio de Banach con la métrica inducida por la
norma y ademds satisface que

lzyll < lz[llyll,
para todos x,y € A.
Definicion 1.33. Sea A un dlgebra de Banach. Una involucion es una fun-
cion
x: A— A

que satisface lo siguiente:



1. (a*)* = a para todo a € A
2. (aa + Bb)* = aa* + Bb*, para todos a, B € C y para todos a,b € A
3. (ab)* = b*a* para todos a,b € A.

Definicion 1.34. Un dlgebra C* es un dlgebra de Banach A con una involu-
cion x que satisface
la*al| = |la]*.

Definicién 1.35. Sean A un dlgebra de Banach yx € A. Se define el espectro
de x como el conjunto

o(x) ={A € C: Al —x no es invertible},

donde 1 denota al neutro multiplicativo de A.
También se define el radio espectral de x como el nimero

pla) = sup{|A] : A € o)}

Teorema 1.36. Sean A un dlgebra de Banach y x € A. Entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones.

1. o(x) es compacto y no vacio.

2. FEl radio espectral satisface que

’ n 1
p(z) = lm [z

n—oo
La demostracion puede verse en [22] (Teorema 10.13).

Definicién 1.37. Sea A un dlgebra de Banach. Un funcional lineal ¢ definido
en A se dice multiplicativo si:

1. ¢(ab) = ¢(a)p(b) y,
2. ¢(1) =1.

Al conjunto de funcionales multiplicativos sobre un algebra A se le deno-
tard como M 4 y si no hay lugar para confusion, simplemente se denotara por

M.

Teorema 1.38. Sea A un dlgebra de Banach. Un funcional lineal ¢ € M
tiene norma 1.



Demostracion. Notese que si a € A, entonces

¢(a —¢(a)l) = 0.

Asi cada elemento de A puede escribirse como A+ a para algin A € C y para
algin a € ker(¢).
Entonces,

e L [ |
b0 [|0] acker(s), \£0 ||A+ al|

Al 1
sup ———— = Ssup T =
a€ker(¢), A\#£0 ||)‘ + CLH a€ker(¢), A\F#0 ||1 + CLH
Para esta ultima igualdad, nétese que si |1 + al| < 1 se tendria que a es
invertible y como

$laa™") = p(a)p(a™") = 1,

a no estaria en ker ¢. Entonces ||a + A|| > 1 para todo a € ker ¢, pero para

a = 0 se sigue que =1. ]
11+ a

Teorema 1.39. Sea A un dlgebra de Banach. Entonces M es compacto res-
pecto a la topologia débil*.

Demostracion. El teorema anterior muestra que M C B;(0) C A*.
Sea (¢ )yer una red de elementos en M que converge respecto a la topo-
logia débil* a ¢ € A*.

Como ¢, — ¢ respecto a la topologia débil*, entonces

$4(1) — ¢(1),

por tanto ¢(1) = 1, puesto que ¢, (1) = 1.
Sean a,b € A, entonces ¢.(a)p,(b) = ¢,(ab), por lo que

¢y(ab) = ¢(a),¢(b)y — d(ab)

Py(ab) = ¢(a),¢(b)y — ¢(a)¢(b),

como consecuencia ¢(ab) = ¢(a)p(b). Por tanto ¢ € M y por el teorema de
Banach-Alaoglu-Bourbaki se tiene que M es compacto. [

Definicién 1.40. Sea A un dlgebra C*. Un elemento a € A se llama auto-
adjunto si a* = a.



Teorema 1.41. Sea A un dlgebra C*. Si a € A es autoadjunto, entonces
o(a) CR.

La demostracion puede consultarse en [22]

Definicion 1.42. Sea A un dlgebra C*. Un elemento a € A es positivo si es
autoadjunto y a = b*b para algin b € A.

Definicién 1.43. Sea A un dlgebra C*. Un funcional lineal f definido en en
A es positivo si f(x) > 0 para todo x € A positivo.

Definicion 1.44. Sea A un dlgebra C*. Un estado es un funcional lineal
acotado ¢ definido en A tal que ¢p(zx*) > 0 para todo x € A y ¢(1) = 1.

Lema 1.45. Sean A un dlgebra C* y a € A. Entonces existen x,y € A
autoadjuntos tales que a = x + 1y.

Demostracién. Seanz = $(a+a*)y y = 5-(a—a*), los cuales son autoadjuntos
y cumplen que a = x + 1y. [

Lema 1.46. Sea A un dlgebra C* y x € A autoadjunto. Entonces
xr=a"a—"0bb
para algunos a,b € A.

Demostracion. Sean

r+1
a =
2
Y 1
x_
h—
2

Es sencillo ver que
r =aa” — bb*.

]

Corolario 1.47. Sea A un dlgebra C* y a € A autoadjunto. Si ¢ es un estado
en A entonces ¢(a) € R.

Teorema 1.48. Sea A un dlgebra C* y ¢ un estado en A. Entonces

¢(a”) = ¢(a).



Demostracion. Sea a € A, entonces por el Lema 1.45 existen z,y € A auto-
adjuntos tales que a = x + 7y. Entonces

¢(a”) = o(x™ —iy") = ¢(z) —ig(y),

como ¢(x) y ¢(y) estdn en R, entonces

o(x) —id(y) = ¢(x) +id(y) = ¢(a).

]

Teorema 1.49 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz generalizada). Sean A un
algebra C* y ¢ un estado en A. Entonces

6(b"a)* < ¢(a”a)p(b7D).

La demostracion de este resultado se puede hacer de manera analoga a
la demostracién de Cauchy-Schwarz puesto que (a,b) = ¢(b*a) es un semi
producto interior.

Teorema 1.50. Sean A un dlgebra C* y ¢ un estado en A. Entonces ||¢|| = 1.

Demostracion. Sea x € A. Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz generali-
zada se tiene que

|6(2)]* < p(za”)
pero
¢(zz”) < [lollllz2*]| = [lo][l«]*.
Finalmente
[¢(2)| < (lll)2 |||
y esto implica que

o]l < (lel)>
por lo que ||¢]| € [0, 1], pero ¢(1) = 1 y esto implica que ||¢] = 1. O

Teorema 1.51. Sea A un dlgebra C* y sea E el conjunto de estados definidos
en A. Entonces E es compacto con respecto a la topologia débil*.

Demostracion. Notamos que si ¢ € E entonces ||¢|| = 1 y por tanto E es
acotado. Sea (¢,),er € E una red que converge a ¢ € A* respecto a la
topologia débil*. Sea z € A. Nétese que ¢ (zz*) > 0 para todo v € I' y como

O (z2™) — p(zx”),



se sigue que ¢(zz*) > 0.
También nétese que ¢, (1) = 1 para todo v € I' y como

¢4(1) — ¢(1),

se sigue que ¢(1) = 1.
Como ¢(xz*) > 0 para todo z € Ay ¢(1) = 1 se sigue que ¢ € E y por
tanto E es cerrado con respecto a la topologia debil*. Como E es acotado se

tiene que E es compacto en la topologia débil*.
m

Definicion 1.52. Sea A un dlgebra conmutativa normada y sea A el conjunto
de todos los homomorfismos complejos de A. La funcion

A (D)

dada para x € A por
z(h) = h(z)
para todo h € A, es llamada la transformacion de Gelfand.
A A se le puede dotar de la topologia débil respecto a la familia

(T:2€ A

A esta topologia se le llama topologia de Gelfand. El conjunto A dotado de la
topologia de Gelfand es compacto y Hausdorff, este resultado estd demostrado
en [22] (Teorema 11.9) .

A A dotado de la topologia de Gelfand se le llama ideal mdximal de A.

Para x € A el rango de la funcién 7 es o(z) y como consecuencia se tiene
que
p(x) = [17]l
donde
7l = max{[Z(y)[ - y € A},
Este resultado es el Teorema 11.9 en [22].

Teorema 1.53 (Gelfand-Naimark.). Sean A un dlgebra C* conmutativa y A
el ideal mazimal. Entonces la transformacion de Gelfand es un isomorfismo
isométrico de A en C'(A). Ademds se satisface que

h(z*) = h(z)

para x € Ay h € A.



Demostracion. Primero supéngase que v € A es autoadjunto. Sea h € Ay
sea z = u+itl parat € Ry escribase h(u) = a+if donde «, 5 € R. Entonces
se sigue que

hz)=a+i(3+1)

y que
22* = u? + 21,
por lo que
o+ (B+1)7 = |h(z)]* <
2]* = [lz2"|| < [lull + ¢
puesto que h es multiplicativa y por tanto tiene norma uno. Como consecuen-

Cla
o + B2 + 26t < ||ul*.

Esto se cumple para todo t real, y por tanto 5 = 0.
Sea © € A, entonces por el Lema 1.43 x = u + iv donde u,v € A son
autoadjuntos. Entonces

h(z*) = h(u) — ih(v) = h(z),

esta igualdad se debe a que h toma valores reales en elementos autoadjuntos.
La imagen de A bajo la transformacion de Gelfand es cerrada bajo con-
jugacién, y entonces por el Teorema de Stone-Weierstrass ([22] Teorema 5.7),

se tiene que A = C(A), es decir, A es denso en C(A).
Si x € A entonces y = zz* es autoadjunto. Asi

2l = llzaza™|| = [lza”|[|lz2"|| = [l

y por otro lado
lyll* = Nlz™||* = [l

Por tanto
192 = llyll?

e inductivamente se sigue que

Iy Il = llyl*".

Luego, por el Teorema 1.36, se sigue que

p(y) = Iyl



y por el comentario hecho antes del teorema se tiene que

[Yllee = p(y) = llyll

Puesto que

- = ~=X

y=zxx* =717
se sigue que
1712 = 17l = llyll = [l

y por tanto
r— I

es una isometria. Por esta razén A es cerrado y como es denso en C(A)
entonces deben ser iguales. O]

Teorema 1.54. Sea A un dlgebra C* que contiene un elemento x tal que los
polinomios en x y x* son densos en A, entonces la formula

(Uf)=fox
define un isomorfismo isométrico

U:C(o(x)) — A

que satisface

~

Wf=(¥f)".

Teorema 1.55. Sea A un dlgebra C*. Si b € A, entonces existe un funcional
positivo tal que F(1) =1y f(bb*) = ||b]|*.

Demostracion. Sea ag = bb*, como ag > 0 entonces o(ag) C [0,00). Con-
sidérese Ay el dlgebra generada por 1y ag, y sea A¢ como en la Definicién
1.52 sobre el algebra Ay. Entonces se sigue que Ay = C'(4Ay), por lo que ag es
una funcion real no negativa definida en A y dicha funcién tiene un maximo
en algiun h € dy. Asi

ao(h) = [l@ollec = llaoll = [[b]*.

Definase el funcional f en Ag como



entonces se sigue que f(1) =1y que f(bb*) = ||b]|*>. Nétese que f es acotado
de norma 1 puesto que

[f ()] = [Z(m)] < [IZ]l = ]

para todo = € Aj. Por el Teorema de Hahn-Banach f tiene una extension
continua F' definida en A y es tal que que | F|| = || f]| = 1.

Resta ver que F' es positivo, es decir, F(yy*) > 0 para todo y € A. Sea
y € Ay sea A; el algebra generada por 1 y xqg = yy* y sea A; como en
la Definicién 1.52 sobre A. Notese que F' define un funcional lineal ¢ sobre
C(A) por la ecuacién

y que
6(@)] < [[Z]loo = [l]]-

Por tanto ||¢|| = 1. Para asegurar que ¢(Z) > 0 para todo z € A; tal que
T >0, se usard el Teorema 5.26 de [22] que asegura que si L es un funcional
definido en C'(X), donde X es un espacio normado y C'(X) tiene la norma
del supremo, entonces si f € C(X) y 0 < f(z), se tiene que 0 < L(f). En
particular como yy* > 0 se sigue que

o(yy*) = Flyy*) > 0.
O

Teorema 1.56. Sean A un dlgebra C* y u € A distinto de cero. Entonces
existe un espacio de Hilbert H, y un homomorfismo

T,: A— B(H,)
que satisface lo siguiente:
1. T,(1) =1
2. Ty(2") = (Tu())"
3. | Tu(@)] < ol
4 [ Tu(u)]l = lull-



Demostracion. Sea u € A\ {0}, entonces por el teorema anterior existe un
funcional positivo F' definido en A que satisface F(1) = 1y F(uu*) = |Jul]*.
Considerese

Y={yeA: F(zy)=0,Vz € A}

el cual es cerrado pues F' es continua, ademas de ser un ideal izquierdo.
’ / . ’
Denétese por z al conjunto x + Y, para cada x € A. Definase

(a',0) = F(b'a),

el cual satisface las condiciones de producto interior en vy estd bien definido.
y A .
Sea H, la complecién de v con la norma ||la|| = F(aa*)z. Definase el

operador T'(z) sobre y como

’ /

T(z)a = (za) .
Sia—0b €Y, entonces z(a — b) € Y, entonces (z(a — b)) = 0, por lo
que T(z)a" = T(z)b". Por tanto el operador T(z) estd bien definido y por

definicién se sigue que
T(1)(d) =d,

es decir, T'(1) = I. Es claro que la funcién
Tu:.A—>é§B(Hu)

definida por
es lineal y que

para todos x1, x5 € A.
Ahora se demostrara que

1T ()| < [l]]
para todo = € A. Notese que

IT()(a)|* = ((za)’, (za)’) = F(a*z"za).



Para a fijo, definase G(x) = F(a*za), el cual es un funcional positivo y por

tanto
G(a*x) < G(1)l]*.

Entonces se sigue que
IT(2)(a)|? = G(a"z) < F(a*a)||z]? = [|a'|*[l]

y esto implica que

1T ()| < [l]]
Ahora,
(T(x*)d,b) =
((z*a),b) = F(b*z*a) = F((zb)*a) = (a’, (xb)) = (a', T(x)b) =

por lo que T'(z*) = (T'(x))*.
Finalmente, notese que

lull* = F(u*u) = | T(u)1|| < ||IT(u)]*
puesto que ||[1'[|? = F(1*1) = F(e) = 1, pero también
1T ()| < [lul.-

Por tanto
[T ()| = [Jwl]-
O]

Teorema 1.57. Sea A un dlgebra C*, entonces existe un *-isomorfismo isométi-
co de A en B(H), para algin espacio de Hilbert H.

GzHHu

ueA

Demostracion. Considérese

y sean
{my : G — Hy}uea

las proyecciones definidas en el producto, donde H, es el espacios construido
en el teorema anterior para cada u € A. Sea

H = {h €G: ) |m(h)|? < oo}.



Nétese que si h € H entonces la convergencia de la serie Y ||m,(h)||* < oo

implica que m,(h) # 0 a lo mas para una cantidad numerable de elementos
u e A

Definase

(hog) = 3" {mu(h), mul9)),

u

es facil verificar que es un producto interior en H y que H es completo respecto
a la norma inducida por este producto.
Sea x € A. A x se le asociara el operador

T(x): H— H

que satisface m,(T(x)h) = T,(x)(m,(h)), donde T, es como en el teorema
anterior. Nétese que

1T (@) = supd|ITull}

pues si h € H tiene norma uno y es tal que m,(h) = 0 para todo u € A\ {ug}
Y Tuo(h) = ho € H,,, donde hq tiene norma menor o igual a 1, entonces

IT @)= 1T () (h)I| < [T || < sup{[|Tol}

y por tanto
1T ()] < sup{||T.I}-

Por el teorema anterior se tiene que

[Tu(@) || < flzfl = [Tz ()]

y por tanto
1T ()|l = sup{[[Tull} = [l]-

1.3.2. C*-Modulos de Hilbert

Definicion 1.58. Un A pre-mddulo de Hilbert es un espacio vectorial com-
plejo E que es un mddulo izquierdo sobre un dlgebra C* A junto con una
funcion

(,):ExFE—A

que satisface:



1. {x,z) >0

2. Si(x,x) =0, entonces v =0
8. (z,y) = (y,z)"

4wy +2) = (x,y) + (2, y)

5. (z,ay) = a(x,y)

para todos x,y,z € E ya € A.

Ejemplo 1.59. 5i E es un espacio con producto interior complejo entonces
es un C pre-modulo de Hilbert.

Ejemplo 1.60. Sea A un dlgebra C* y sea I un ideal izquierdo de A. Definase
(a,b) = a*b

para todos a,b € I. Esta funcion hace a I un A pre-mdodulo de Hilbert y en
particular A lo es.

Ejemplo 1.61. Sea {E;}!" | una familia de A pre-mddulos de Hilbert. Sea

i=1

la suma directa como mddulos. Entonces E es un A pre-modulo de Hilbert
con la accion dada por

a(xy,xg, ..., z,) = (az1, 0z, ..., az,)

y con la funcion dada por

n

(1,2, 2n), (Y1, Y25 -5 Yn)) = Z (i, yi)-

=1

Teorema 1.62. Sean E un A pre-mddulo de Hilbert y x,y € E. Entonces

(g, 2) (x,y) < || (&, 2) | {y,9) -



Demostracion. Sean z,y € E, si (z,y) = 0 es claro el resultado. Supdéngase,
sin perdida de generalidad, que || (x,z)| = 1. Sea a € A, entonces como
(ax,ax) = a{az,z) = a((z,ax))* = a(a (z,z))* = a(x,z)" a* se sigue que

0 < (ax —y,azx —y) = (ax,az) + (az, —y) + (—y,az) + (—y, —y) =

a* (x,x)a = (y,x)a —a” (z,y) + (y,y) <
a‘a—(y,x)a—a’(z,y) + (y,v) -
Esta ultima linea se debe al hecho que en un algebra C* A, si ¢ € A es

positivo, entonces a*ca < ||c[|aa* (la demostracién puede consultarse en [19]).
Tomando a = (z,y) se sigue que

a‘a < (y,y)
y de esta desigualdad se deduce el caso general. O]

Teorema 1.63. Sea E un A pre-mddulo de Hilbert y x,y € E. Entonces

@, m) | < ll=llllyll-

Demostracion. Por el Teorema 1.62 y por la definicién de la norma es inme-
diato. ]

Nétese que en un A pre-moédulo de Hilbert E tiene sentido la siguiente
ecuacion

1
[l = 1l {z, ) |7

Del Teorema 1.63 se deduce la desigualdad del triangulo y esto de manera
similar a la demostracion para espacios de Hilbert.

Definicién 1.64. A un A pre-mddulo de Hilbert E se le llama C* mddulo
de Hilbert si es completo con respecto a la norma definida en el comentario
anterior.

Observacién 1.65. Notese que la complecion de Banach de un A pre-mddulo
de Hilbert E es un C* mddulo de Hilbert.

Notese que 1.58 es un ejemplo de un C* modulo de Hilbert y en 1.59 si
los espacios E; son C* modulos de Hilbert entonces E también lo es.

Proposicién 1.66. Sea {E;}°, una familia numerable de A pre-mddulos de
Hilbert. Considérese el conjunto
< oo}

Z <xm xn>

neN

E = {(mn)neN cr, € B,y




el cual es un C* mddulo de Hilbert con las operaciones dadas por
(xn)nEN’+_(yn)n€N ::(xn +‘yn)n€N
a(ZTp)nen = (aZTn)nen

y con la funcion definida por

<(xn)n€Na (yn)neN> = Z <Ina yn)

neN

para todos (Ty)nen, (Yn)neny € E y a € A.
A E se le llama suma directa de la familia {E;}32, y se suele denotar de
manera andloga al caso finito

oo
E=@E.,
n=1
Demostracion. Primero nétese que el producto

<(xn)n€Na (yn)n€N> = Z <5Um yn)

neN

para (T, )nen, (Yn)neny € E estd bien definido pues si J C N es finito se sigue

que
> () > | (1> (e vs)

neJ neJ neJ

<

La desigualdad anterior se sigue aplicando el Teorema 1.62 al espacio F =
D,.c; En, el cual es una suma finita. Puesto que

Z (zi, i)

neN

Z (Yi, yi)

neN

convergen, entonces se sigue que

Z (i, i)

neN




converge.
Sea (ug)r € E una sucesién de Cauchy y para todo k sea up = (Tnx)n
donde z,,, € E, para todo n. Nétese que

Hxn,k - xn,lH2 =

H <$n,k - mn,h xn,k - In,l) ” S

o0
Z <$zk — Lil, Tik — %‘,l)
i=1

g — wf?,

pues en » .o (T — iy, ik — i) los sumandos son positivos. Por tanto
(xnk)r es de Cauchy en E, y por tanto convergente a v, € E, para todo
n € N. Sea v = (v,), y entonces se sigue que v € E'y up, — v.

Sea € > 0, entonces si n € N| existe K € N tal que

)
Z <xi,n7 zi,n>

i=K

<E.

Entonces para todo k € N se tiene que

K+k

Z ((Zims Tim) + (Tin — Tims Tim) + (Tims Tin — Tim) + (Tin, Tin))
i=K

' _

K+k 00
> " (i — Tins Tim — Tim) || < | (Tin — Tims Tim — Tim)|| < &
i=K 1=K
Entonces se sigue por la desigualdad del triangulo inversa que
oo
E <xi,m7 xi,m) S
i=K
(o]
€+ E <xi,m7 Ii,m> +
i=K
K+k K+k
E <xi,m7 Ii,m) + <xi,n - xi,ma xi,m> + E <xi,m7 xi,n - xi,m) S
i=K 1=K

2e+



K+k K+k
H Z <xi,m7 xi,m> + <xi,n - xi,ma xi,m> + Z <5L‘i,m7 xi,n - xi,m)
i=K i=K
1 1
K+k 2 || K+k 2
26+ 2|1 (Tim = Tims i — Tign)|| || D (@i Tim)| <
=K 1=K
K+k 2
1
2e + 2¢e2 Z <Ii,m7 xi,m> )
i=K
1
y esto pasa si y solo si ‘ Zfi}k (Tim, xzm>H * < (14 v3)2% < 8. Tomando

limite m — oo se sigue que

K+k

Z (vi, vi)

=K

< 8¢

y esto implica que v € E, pues k es arbitrario.



Capitulo 2

Una caracterizacion de la
ortogonalidad de
Birkhoff-James para operadores

Sea H un espacio de Hilbert real o complejo. Nétese que si x,y € H son tales
que (z,y) = 0 entonces se tiene que

lz+ Ayll* = (@ + Ay, 2+ Ay) = [l2]* + AP yl* > (=]

para todo A € C. Por otro lado si (z,y) # 0, tomando A = —% se sigue que
|l + Ay[|* =
Cwy o my) N e S P @ P e
x : y ) = |z + - lyll” =
(Y, ) (Y, y) (v, y) (Y, )
| (z,9) |?
l2))* — =25 < [l
(Y, )

De lo anterior se puede concluir que en un espacio de Hilbert real o complejo
dos elementos son ortogonales si y solo si

[zl < lz + Ayl

para todo escalar A. Esto motiva la siguiente definicion que permite introducir
una nocién de ortogonalidad en espacios de Banach.

Definicién 2.1. Sea X un espacio de Banach real o complejo y x,y € X. Se
dice que x y y son Birkhoff-James ortogonales si

2]l < [l + Ay]

para todo escalar .
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Observaciéon 2.2. La ortogonalidad de Birkhoff-James depende fuertemente
de la norma. En R? con la norma euclidiana se tiene que

11,1 + AL 0) = V(1 +A)? +1

(L DIl =v2

porlo que (1,1) y (1,0) no son Birkhoff-James ortogonales. Ahora considérese
la norma del mdximo, entonces

11, 1) + AL, 0)[ = méx{[1T + Al [1]} = 1= [|(1, 1)]]

y en este caso (1,1) y (1,0) son Birkhoff-James ortogonales.

2.1. Teorema de Bhatia-Semri.

Los siguientes resultados del analisis convexo seran de gran utilidad para
demostrar el Teorema de Bhatia-Semri.

Definicién 2.3. Sean X un espacio de Banach complejo y
f: X—R

una funcion convexa. Se define el subdiferencial de f en el punto a € X como
el conjunto

Of(a) ={z" € X*: f(b) — f(a) > Rez"(b—a),Vbe X}.
Observacién 2.4. Sean X un espacio de Banach y
f: X—R

una funcion convexa. Entonces, [ tiene un minimo en x € X si y solo si

0€df(x).

Teorema 2.5. Sean X un espacio de Banach, a € X y
f:X—R

una funcion convexa y continua. Entonces 0f(a) es no vacio.

La demostracién puede verse en [20]



Teorema 2.6. Sean X un espacio de Banach, a € X y
f: X —R
una funcion convera. Entonces Of(a) es convezo.

Demostracion. Sean «, 3 € [0,1] tales que a+ [ =1yseany € X y %, 2* €
0f(a). Entonces

Re (az™ + Bz")(y — a) = Re ax™(y — a) + Re 52" (y —a) =
aRez*(y—a)+ fRe 2" (y —a) <
a(f(y) — fla)) + B(f(y) — f(a) = f(y) — f(a),
por lo que az* + fz* € df(a). O
Teorema 2.7. Sean X un espacio de Banach complejo, a € X y
f: X —R
una funcion convera. Entonces Of(a) es cerrado con respecto a la topologia
débil*.
Demostracion. Sea xjy € X* \ 0f(a), entonces existe y € X tal que
Re z5(a —y) > fa) — f(y).

Sean o = f(a) — f(y) y

V={z"e€ X" :Re J,_y(z") > a} =

Joty(Re™ (@, 00))),

donde
J: X — X

es la inyeccién candnica. V' es un abierto en la topologia débil* que contiene a
xy y que no intersecta a df (a). Por tanto X*\ 0f(a) es abierto en la topologia
débil* y de esto se sigue la conclusion del teorema.

O

Lema 2.8. Sean X un espacio de Banach complejo, g € X y
f: X —R

una funcion convexa y continua. Entonces f es localmente Lipschitz en x,
es decir, existen M >0 y 0 > 0, tal que

[f(2) = f(y)l < Mjz —yl|
six,y € Bs(xg) ={z € X : ||z — x| <}



Demostracion. Como f es continua, existen M; > 0y § > 0 tales que si
z,y € Bas(xo), entonces

[f(z) = f(y)| < M.

Sean z,y € Bs(xo) distintos y sea a = ||z — y||. Considérese

c=vt (2 -2

y nétese que z € Bs(xy) pues

Iz = 2oll =

v+ (£) =)=

Iy =l + | (3) -2

Notese que y = (OLL-HS) z+ (QLM) x es una combinacién convexa y por tanto

se tiene que
(55) 7+ (55) st =

ER VRN

Fy) - ) < (

<

< 20.

Como consecuencia

o+

)2M1§

(5
(

2N e =y
5 yll-

Como x,y € X son arbitrarios también se tiene que

) - 1) < (B2 he -l



Finalmente se tiene que

)= 11 < (355) el

asi que M = % es la constante buscada.

Teorema 2.9. Sean X un espacio de Banach, a € X vy
f: X—R

una funcion convexa y continua. Entonces 0f(a) es compacto respecto a la
topologa debil*.

Demostracion. Por el lema anterior existen 6 > 0y M > 0 tal que si x,y €
Bs(a) entonces

[f(y) = fa)] < Mlly — al|

Sean z* € 0f(a) y x € X tal que ||z]] < 1. Nétese que a + dx € Bs(a),
entonces

|Re 2*(x)| =

|Re 2"(a+ 0z —a

|[f(a+dx) — f(a)

Mlla+ dz —a| =
Mo,

)l
|

<
<

por lo que
[Re 27| = [|z7] < Mé.

Como z* es arbitrario se sigue que df(a) C Bps(0) vy dado que Jf(a) es
cerrado con respecto a la topologia débil*, por el teorema de Banch-Alaoglu,
se tiene que Of(a) es compacto con respecto a la misma topologia. [

Definicién 2.10. Sean X un espacio de Banach complejo y A C X no vacio.
La funcion
oa: X" — RU {400},
definida por
oy (x*) = sup{Re 2" (a),a € A},

es llamada funcion soporte de A.



Ahora, sea B C X* no vacio. A la funcion
op: X — RU {+o0},

dada por
op(r) = sup{Re y*(z) : y* € B},

se le llama funcion soporte de B.

Teorema 2.11. Sean X y Y espacios de Banach complejos, y
T: X —Y

un operador acotado. Entonces, si B C Y™ es no vacio se tiene que
UT*(B)@) = op(T(v)),

para todo x € X, donde
T°:Y" — X~

es el operador adjunto de T.
Demostracion. Sea y* € B, entonces se tiene que
Ty (z) = y*(T)
para todo x € X, y como consecuencia
Re T"y*(z) = Re y*(T'z)

para todo x € X.
De la ultima igualdad, al tomar supremo sobre B, se sigue que si x € X
entonces

sup{Re T"y*(x) : y* € B} =sup{Re y*(Tx): y" € B},

asi
sup{Re T"y*(z) : Ty* € T(B)} = sup{Re y*(Tz) : y* € B}

y esto equivale a que
or«p)(z) = op(T(z)).



Lema 2.12. Sean X un espacio de Banach complejo y
f: X —R
una funcion convexa. Sean a, v € X y considérese la funcion dada por

fla+tx) — f(a)
t

g(t) =
para todo t € R. Entonces g(t) es creciente en (—00,0) y en (0, 00).

Demostracion. Sean sy t nimeros reales tales que 0 < s < t. Como s € (0,1),
existe A € (0,1) tal que s = At. Ahora, nétese que

a+sr=a+ Nz =a(l— )+ \a+ tz)
y puesto que f es convexa

fla+Xs) = fla(l =N+ Ma+tx)) <

(I=XN)f(a) + Af(a+tz).
Entonces
fla+As) = fla) < (1 =A)f(a) = fla) + Af(a+tx) =
AM(a+tx) — Af(a))

y esto implica que

flatrs) — fla) _ flattz) = fla)
t - t

para todo t > 0. Esto tltimo es equivalente a que

flatAs) = fla) _ flattz) - f(a)
At - t

para todo t > 0y por tanto g(s) < g(t).
El otro caso es analogo.
O

Observacién 2.13. Dado el lema anterior y puesto que f es continua se

stgue que existe
lim fla+tz)— f(a)

t—0+ t




y éste es iqual a

inf{f(a”"?_f(a) :t>0}.

Se denotard por f'(a,z) al limite

lim fla+tx) — f(a).

t—0+ t

Teorema 2.14. Sean X un espacio de Banach y
f: X—R
una funcion continua y convezra. Sea a € X, entonces
Of(a) = {z* € X* : Re 2%(2) < f,(a,2),Vz € X}.

Demostracion. Sea x* € X* tal que Re 2%(2) < f(a,2) para todo z € X,
entonces se sigue que

fla+tz) = f(a)
t

Re z*(z) <

paratodot >0y z € X.
Tomando y = a + tz, si z varia en todo X, nétese que y varia en todo X.
Usando esto en la desigualdad anterior se obtiene que

e ((o-n) <2522

Re 2" (y —a) < f(y) — f(a)
y esto implica que que z* € df(a).
Ahora supéngase que x* € df(a), entonces

Re 2" (y —a) < f(y) — f(a)

para todo y € X. Sea z = 2%, con t > 0, entonces si y varfa en X, z varia

en X. Sustituyendo en la desigualdad anterior se tiene que

fla+1tz) = f(a)
" ,

por lo que

Re z*(z) <

por lo que
Re o*(2) < £, (a, ).



Teorema 2.15. Sean X un espacio de Banach y
f: X —R
una funcion continua y convexa. Sea a € X, entonces
fila, ) = max{Re 2*(z) : 2* € df(a)}.
Demostracion. Por el teorema anterior es claro que
fila,x) > sup{Re 2*(z) : * € Of(a)} =

méax{Re z*(z) : z* € 0f(a)}.

Este maximo se alcanza puesto que el subdiferencial es compacto en la topo-
logia débil* y como las funciones

Re:C—R
y

E,: X" —C,
dadas por

Re(z+1iy) ==

para todo x +1y € Cy
Ey(27) = 2" (x),

para todo z* € X*, son continuas con respecto a la topologia débil*, pues esta
topologia es la minima respecto a la cual son continuos los elementos de X*.
Entonces

{Re z*(x) : z* € Of(a)}

es compacto.

Ahora se demostrard que para todo z € X, existe ¢, € Jdf(a) tal que
Re ¢,(z) < f.(a,z). Consideramos el espacio affn W, = a + Rz y la funcién
afin

h, : W, — R
dada por
hola+tz) = f(a) + tf(a,2).

Es sencillo ver que h, < f en W,. Por el teorema de Hahn-Banach, existe

una funcién afin
hy, : X —R



que extiende a h, donde z* € X* es una extensién de

g(tx) = tfjr(a, x)

y es tal que o
hy = f(a) + 2"

puesto que h,(a) = h,(a) = f(a) y en consecuencia z*(a) = 0.

Asi

=
S

I
—
&
_I_

Z(y) = fla) +2"(y —a)
por lo que
2(x) = haa+2) = f(a) = ho(a+2) — f(a) = fi(a,7)

y de aqui se sigue que

Re 2*(z) = £, (a, ).

Teorema 2.16. Sean X y Y espacios de Banach. Sea
S: X —Y

un operador acotado y sea
L: X —Y

la funcion afin dada por
L(z) = 5(z) + yo,

donde yo € Y y para todo v € X. Sea
g:Y — RTU{0}
una funcion convexa y continua. Entonces para todo a € X se cumple que
d(go L)(a) = S*0(L(a)).
Demostracion. Por el teorema anterior se tiene que
Oogorya) = (90 L), (a, ).
Por otro lado

(goL)(a+tx) —(goL)(a) _
t




g(L(a + tx)) — g(L(a))

t
9(S(a+tx) +yo) — g(L(a)) _
t
9(S(a) + yo +tS(2))) — 9(L(a)) _
t
9(L(a) +15(x)) — 9(L(a))
t

Tomando infimos en (0, 00) se sigue que

(9o L), (a,2) = g\ (L(a), S()),

esto es
TagoL)(a)(T) = Tag(r(a)) (S(7)).

Finalmente, por el teorema 1.6 se sigue que

d(g o L)(a) = S*O(L(a)).

Teorema 2.17. Sea X un espacio de Banach y sea
f: X—R

la funcion dada por
fz) = =]
Entonces

9f(a) = {z" € X" : Re 2*(a) = |Jal|, |l2"| < 1}.
Demostracion. Sea a € X y x* € df(a). Entonces se sigue que
Izl = llall = Rez*(z — a)
para todo z € X, en particular para z = 2a y z = 0 se tiene que

lall = Re 27(a)

—[lall = = Re 2"(a),



respectivamente, y estas desigualdades implican que Re z*(a) = ||al|. Ademas
si |ly|| = 1, entonces Re 2*(y) < 1 por lo que

[2*] = [ Re «™[| < 1.
Ahora, supdngase que z* € X* es tal que z*(a) = |[ja]| v [|z*| < 1.
Entonces
Re 2*(z —a) = Re z*(z) — Re z"(a) < ||z]| — ||al|
pues

Re 27(z) < [a"(2)] < [l2"[[ll=]| < [I=]I-

]

Observacién 2.18. Notese que el espacio de matrices con entradas complejas
y de tamano n, M(n), es un espacio de Hilbert con el producto interior dado
por

(A, B) =tr(A*B),

para A, B € M(n) y donde tr denota el operador traza en M(n). Por el
teorema anterior se sigue que

|| Al ={G € M(n) : Re tr(G"A) = [|A[, [|G]] < 1}.

Sea A una matriz de tamano n con entradas complejas. Considérese el
conjunto

R(A) ={(v,w) € C"xC" : p.a. u € C", [Jul| = ||v|| = 1, Av = [|Alju,w € Of|ul]}.

Este conjunto sera de gran utilidad en los siguientes resultados que caracte-
rizan al subdiferencial de la norma en M (n).

Teorema 2.19. Sea
g:M(n) —R

la funcidon definida por g(A) = ||A||. Entonces

(A, X)= méx Re (w,Xv).
9 ( ) (vw)ER(A) ( )

Demostracion. Sea (v, w) € R(A), entonces

(A +tX)v] < [[A+2X].



Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que
(A + tX)v]| = [[(A+ tX)o|l[lw]] = [(w, (A+tX)v) | =
Re (w,(A+tX)v) =
| Al Re (w, u) + t Re (w, Xv) .
De estas ultimas desigualdades se puede concluir que
|A+tX| > ||A]| Re (w,u) +tRe (w, Xv).

Nétese que como w € J||ul|, por el teorema anterior se sigue que Re (w, u) =
||u|| = 1, en consecuencia

|A+tX| > ||A]l +tRe (w, Xv) .
Pot tanto, para t > 0 se tiene que

[A+ X — [[All
t

> Re (w, Xv)

y se puede concluir que

A+tX]|—|A
IA+ X = 4] > max Re(w, Xv).
t (v,w)ER(A)

Al tomar infimos sobre t > 0, se tiene que

‘" (A, X)> méx Re(w, Xv).
g+( ) T (v,w)ER(A) < >

Para obtener la otra desigualdad los argumentos son similares. Sea (v(t), w(t)) €
R(A+tX), entonces se tiene que

[A[[l[o@)] = |Av(@®)]] = [|Av(@)[[[[w@)]-
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
[Av(@)[[w (@) = | {w(t), Av(t)) | = Re (w(t), Av(t)) =
Re (w(t), Av(t) + tXv(t) — tXv(t)) =
Re (w(t), Av(t) + tXv(t)) — Re (w(t), tXv(t)) =
[A + X[ (w(t), u(t)) — t(w(t), Xv(t)) = [[A+ X =t (w(t), Xv(t))



y de esta desigualdad, para t > 0 se sigue que

A+tX| - ||A
I tH 141l ¢ ge (w(t), Xo()
Sea (t,) una sucesién de nimeros reales positivos tales que ¢, — 0.
Como la bola unitaria cerrada en C" es un conjunto compacto, existe una
subsucesion (t,,) de (t,), y vectores de norma uno u, v y w, tales que,

u(tn,) — u

v(ty,) — v
w(ty,,) — w,

si k — oo. Como consecuencia (v, w) € R(A). Entonces por la desigualdad
anterior se sigue que

9, (A, X) =

A+tX||—]|A
lim |4+ X[ = 4] < Re (w.Xv) <
t—0 t

max Re (w, Xv).
(v,w)ER(A)

Esto completa la demostracién. [

Teorema 2.20. Sea A € M(n). Entonces
J||Al| = conv{wv* : (v,w) € R(A)}.

Demostracion. Sea G € conv{wv* : (v,w) € R(A)}. Entonces

n
*
n=1

donde \; € (0,1), Y7 A = 1y (vi,w;) € R(A), esto para todo i €
{1,2,...,n}. Asi
Re tr(G*A) =

Re tr (Z )\iviw;‘A> =
n=1

Z Ai Re tr(v;wfA) =

i=1



i )\1 Re (wi, A’Ul> =

i=1
AN A Re (wisw) = A Y A = (A,
i=1 =1
pues, como w; € Jlul|, se sigue que
Re (ui, wi) = Jlull =1

para todo ¢ € {1,2,3,...,n}. También

G|l = max {Re tr(G*A)} = ma X Ai Re ({w;, u; <1
G = mix {Re tx(G"4)} x{u I3 Ame >>}

X]=1

y por la observacién 2.17 se sigue que G € 0| A]].
Ahora sea G € J||A| y supéngase que G no esta en

conv{wv”® : (v,w) € R(A)}.

Entonces por el teorema de Hahn-Banach existe X € M (n) tal que
Re tr(z*wv*) < Re tr(X*G)

para todo (v, w) € R(A). Entonces

max {Re (w,Xv)} < mdax {Re tr(X*G)}.
(v,w)eR(A){ < )} (v,w)eR(A){ ( )}

En la desigualdad anterior ambos maximos coinciden con la derivada por la
derecha de la funcién norma en el punto A y en la direcciéon de X, lo cual es

una contradiccion. Por tanto

J||Al| C conv{wv® : (v,w) € R(A)}.

Observacién 2.21. Con la notacion del teorema anterior y por el capitulo

1.4 de [9] se obtiene la demostracion de los siguientes resultados.

Corolario 2.22. Se tiene que

Ol All = conv{wv” : [Jul] = J[o] = 1, Av = [|Al|u}.



Corolario 2.23. Sea A # 0 semidefinida positiva definida. Se tiene que
J||A|l = conv{uu®: ||u|| =1, Au = || A||u}.

El siguiente teorema sera de gran utilidad en la demostracion del teorema
de Bhatia-Semri.

Teorema 2.24 (Toeplitz-Haussdorf). Sea H un espacio de Hilbert y
T:DH)CH-—H
un operador lineal. Entonces el conjunto
{(z,Tx) - ||z]| = 1,z € D(A)}
es convexo.

La demostracién puede verse en [18].

Teorema 2.25 (Teorema de Bhatia-Semri (caso real)). Sean A, B € M(n).
Entonces,
[A+1B| > [A]

para todo t € R, si y solo si existe un vector unitario x tal que

[Az]| = [|A]

Re (Az, Bx) = 0.
Demostracion. Primero supdngase que existe un vector unitario x tal que

[Az]| = [|A]

Re (Az, Bx) = 0.
Entonces, si t € R se sigue que
|A+tB|* >
[(A+tB)z||* = ((A+tB)x, (A +tB)x) =
| Az||* + 2t Re (Az, Bx) + t*||Bz||* =
| Az ]| + || Ba||* > || Az|* =



1A%
Por tanto para todo t € R,

[A+1tB| = ||A]
Reciprocamente, supéngase que para todo t € R,
|A+ B[l = || Al

El objetivo serd, suponiendo que A es semidefinida positiva, encontrar un
vector y de norma 1 tal que Ay = \y y Re (Ay, By) = 0.

Si existe tal y como en el parrafo anterior, para el caso general es posible
escribir a la matriz A en su descomposicién de valores singulares (la existen-
cia de tal desomposicién estd demostrada en [14]), A = USV*, donde S es
triangular superior y donde elementos de la diagonal son reales mayores o
iguales a cero, ademés U y V son matrices unitarias. Entonces, si

[A+1tB| = ||A]
para todo t € R, se sigue, por las propiedades del adjunto, que
IS +tU" BV = ||5]

para todot € R. Asi, como S es semidefinida positiva existe un vector unitario
y tal que
Sy = [I5ly

Re (Sy,U*BVy) = 0.

Por tanto se tiene para z = Vy (el cual es de norma 1 al ser V' una isometria)
que

Az = [|Al|z
y que
Re (Az, Bx) = 0.
Por esta razon es posible suponer que A es semidefinida positiva.
Sea
S:R— M(n)
dada por

S(t) = tB



y sea
L:R— M(n)

dada por L(t) = A+ S(t). Sea
g: M(n)—R
dada por
g(T) = [IT°]|
Entonces, ||A + tB]| > ||A|| para todo t € R es equivalente a que

(go L)(t) = (go L)(0),

lo que equivale a que 0 € d(g o L)(0) y por el teorema 1.13 esto equivale a
que 0 € S*(9||Al)).
Notese que
(S(t),X)=t(B,X)=tRe tr(B*X)

por lo que

S*(X) =Re tr(B*X).
Asi, por el Corolario 2.21 se sigue que
S ol Al =
conv{Re (B*,uu*) : ||u|| = 1, Au = ||Alju} =
conv{Re (u, Bu) : ||ul]| = 1, Au = || A||u}.

Ahora, sea M el eigenespacio correspondiente al eigenvalor ||Al| de A, sea
Py, la proyeccion ortogonal de C™ en M y sea iy, la inclusién de M en C™.

Considérese el operador
Tg :C" — C"

dado por Tg(x) = Bz para todo = € C". Definase T' = Py/Tpgiys, entonces
por el teorema de Toeplitz-Hausdorff el conjunto

{{u,Tu) : ||ul]| = 1,u € Dom(T)} =

{{u, Tu) - flu] =1, Au = [|Alju}

es convexo. Por tanto

{Re (u, Bu) : ||lul = 1, Au = || Al|u}



es CONvexo y como
0 € conv{Re (u, Bu) : ||ul]| = 1, Au = ||A||u}

debe existir u tal que
Re (u, Bu) =0

Au = || Au.

Esto completa la demostracién.
m

Teorema 2.26 (Teorema de Bhatia-Semri (caso general)). Sean A, B €
M (n). Entonces,
A+ AB| = [|Al

para todo A € C si y solo si existe un vector unitario x tal que

[Az|| = [|A]

Re (Az, Bx) = 0.
Demostracion. Si existe un vector unitario z tal que

[Az]| = [|A]

Re (Az, Bz) =0,

entonces haciendo un calculo similar al del caso real se tiene que A y B son
Birkhoff-James ortogonales.
Ahora supongamos que A, B son Birkhoff-James ortogonales, esto equivale
a que
[A+AB| = [|A]

para todo A € C y esto se puede escribir como
|A+re? Bl > || A

para todos 7 > 0 y # € R. Ahora se fijard el valor de 0 y sea By = €B,
entonces se sigue que
|A+ 7Bl = [|A]

para todo r € R.



También, como en el caso real, se puede suponer que A es semidefinida
positiva. En este caso existe un vector unitario yg tal que

Ayo = [|Allyo

Re ¢ (Ayy, Byo) = 0... (%)

Considérese M el eigenespacio correspondiente al eigenvalor ||A|l y la
transformacién lineal

T:- M —M

definida por
T = PyB*Aiy

donde P, es la proyeccion ortogonal de C™ en M y i, es el adjunto de P,;.
Entonces por el teorema de Toeplitz-Hausdorff el conjunto

{{v,Ty) : Iyl =1,y € M} =
{{y, B*Ay) : [yl = 1Ay = [|Ally}
es compacto y convexo. Si
0¢ {(y, B"Ay) : Ay = [|Ally}

por el teorema de Hahn-Banach debe existir un funcional lineal que separa a
estos conjuntos, es decir, existe A\g € C tal que para todo y € M se tiene que

Re Ao (y, B*Ay) > Re X0 = 0

lo que contradice (x).
Finalmente debe pasar que

0 € {(y,B"Ay) : |ly|| = LAy = || Al|ly}

y por tanto existe y unitario tal que (By, Ay) =0y Ay = ||A|ly. Esto implica
que (By, Ay) =0y [[A]| = [[Ay]|. N

2.2. Ortogonalidad de Birkhoff James para ope-
radores en espacios de dimensién infini-
ta.

El objetivo de esta seccion es generalizar el teorema de Bhatia-Semri para
operadores en espacios de Hilbert de dimension infinita.



Teorema 2.27. Sean H un espacio de Hilbert y A, B € B(H). Entonces
A+ ABJ| = [[Al

para todo A € C si y solo si existe una sucesion de vectores unitarios (z,), C
H tales que

lim_ || Az, || = [|A]

n—oo

y limy, o (Az,, Bx,) = 0.
La demostracién puede verse en [2] (Teorema 1.1 y Observacién 3.1).

Teorema 2.28. Sean H y K espacios de Hilbert, y A, B € B(H, K). Enton-
ces

A+ AB| = [|Al

para todo A € C si y solo si existe una sucesion de vectores unitarios (,), C
H tales que

Tim | Az, | = 4]
y limy, o (Az,,, Bx,) = 0.

Demostracion. Supéngase que existe una sucesion de vectores unitarios (x,,), C
H tales que

lim_ || Az, || = [|A]

n—oo

lim (Ax,, Bx,) = 0.

n—00

Entonces, si A € C se sigue que
A+ B> > (A +tB)a,|* =

((A+tB)x,, (A+tB)x,) =
HAa:nH2 + 2tRe (Ax,, Bx,) + tQHanﬂz >
| Az, ||? + 2t Re (Ax,, Bx,,)

para todo n € N. Por tanto, al tomar limite se sigue que ||A + AB|| > ||A]|
para todo A € C.

Reciprocamente supéngase que ||A + AB|| > ||A] para todo A € C. Si
T € B(H, K), es posible definir un operador T € B(H ® K) como

r[3d



y es tal que ||T'|| = ||T||. Como consecuencia || A+AB|| > || Al para todo A € C.
Por el Teorema 2.26, existe una sucesion (h,, & k,),, de vectores unitarios en
H & K tales que

[ AChn ® kn)[| — || All

' (A(hn @ ko), B(hn @ ky)) — 0,

si n — 00, de esto se sigue que
[ Ahn|| — [JA]

si n — oo. Como ||A|| > 0 es posible suponer que Ah,, # 0 para todo n. De
lo anterior se sigue que

]l = tim [|Ah, | < [|A]|limin [,

por lo que liminf,, ., ||h,|| > 1. Puesto que ||h,|| < 1 se sigue que limsup,, . ||| <

1, por tanto lim,, .« [|hn]].

Sea x, = HZ_ZH para todo n. Entonces se sigue que

[Azn| — (Al

(Az,, Bx,) — 0,

sin — 00. O

Corolario 2.29. Sean H y K espacios de Hilbert de dimension finita, y
A,B € B(H,K). Entonces A y B son Birkhoff-James ortogonales si y solo
st existe un vector unitario x tal que

[Az|| = [|A]

(Az, Bz) = 0.

Demostracion. Del teorema anterior se sigue que existe una sucesion de vec-
tores unitarios (x,), C H tales que

lim Az, | = 4]
y lim, . (Az,, Bx,) = 0. Como la sucesién (z,), es acotada, tiene una

subsucesion que converge a algin x € H y éste es el vector buscado.
m



Corolario 2.30. Sean H y K espacios de Hilbert de dimension finita, y
A,B € B(H,K). Entonces A y B son Birkhoff-James ortogonales si y solo
st existe un estado ¢ sobre B(H) tal que

o(A"A) = || A]"

$(A*B) = 0.

Demostracion. Primero supongase que existe un estado ¢ como en el enun-
ciado del teorema, entonces como ¢(X*) = ¢(X) y es un funcional positivo,
se sigue que

|A+AB||* = ¢((A+AB)*(A+ AB)) =

P(A* A+ AB* A+ A*B+ |\*B*B) =
G(A*A) + o(I\*B*B) > [|A]*.

Por tanto

[A+AB[| > [ A]

para todo A € C.
Reciprocamente, supéngase que ||A + AB|| > ||A]| para todo A € C. En-
tonces debe existir una sucesién (h,,), de vectores unitarios tales que

[Ahy || — [IA]

(Ahy,, Bh,) — 0
si n — 00. Para cada n € x, definase el funcional lineal como
On(T) = (hy, Thy,) .

Sea T € B(H), entonces ¢,(T*T) = (h,,, T*Th,,) = (Thy, Th,) > 0, también
Gn(I) = (hy, Ihy,) = ||h,||* = 1, por lo que ¢, es un estado sobre B(H) para
toda n. Notese que

Pn(A*A) = (Ah,, AR,) — || Al]?

¢u(A*B) = (Ahy, Bh,) — 0



si n — 00. Como el conjunto de estados en un algebra C* es compacto
con respecto la topologia débil*, entonces existe una subsucesién (¢,,) que
converge a un estado ¢ con respecto a la topologia débil*. Entonces

B(A°A) = lim ¢(A°A) = ||AJ?

$(A*B) = lim ¢;,(A*B) = 0.

k—o00

]

Los siguientes corolarios son inmediatos a partir del Corolario 2.27 y son
una reformulacién de éste teniendo en cuenta que si

{H;}o

es una familia finita de espacios de Hilbert entonces

H - é Hi7
i=1

la suma directa de dicha familia, es un espacio de Hilbert con el producto
interior dado por

n

(P, by b, (R Ky k) =) (hay k)

i=1
para todos (hy, ha, ..., hy), (k1, ko, ... k) € H.

Corolario 2.31. Sean H y K; espacios de Hilbert de dimension finita, donde
jgeA{l,2,...,d}, y sea A; € B(H, K;) para todo j. Considérese el operador

A1 Al(ZE)
A2 Ag(l‘)
. H — Ki® Ky @ ... ® Ky que mapea a cada x € H en .
Ay Ad(x)
Entonces
A1+ A\B; Ay
Ag 4+ ABy - As

Ag+ ABy Ay



s1 y solo si existe un vector unitario x € H tal que
d d
2
Do lAz)? =) AsA,
j=1 J=1

d

Z (Ajz, Bjx) = 0.

J=1

Corolario 2.32. Sean H; y K espacios de Hilbert de dimension finita, donde
je{1,2,...,d}, ysea A; € B(H;, K) para todo j. Definase

(Al,AQ,...,Ad)Zﬂl@Hg@"'@Hd—)K
X1

T2
como el operador que mapea a | . en Ajxy + Asxg + - - - + Agxg. Entonces

Ld
||(A1 + ABlvAQ + )\BQa "'7Ad + A‘Bd)H Z ||(A17A2)7 s aAd“
€

o)
sty solo si existe un vector unitario | . en HH® Hy @ --- @ Hy tal que

Td
d d
(A1 As, o ADIP =D 1A P+ D (A, Ajay)
i=1 ij=1,i#
()
d
Z <A1[E2, bj(lfj> =0
ij=1

Corolario 2.33. Sean H; y K; espacios de Hilbert de dimension finita, donde
jeA{1,2,...,d}, y sea Aj € B(H;, K;) para todo j. Considérese el operador

(Al,AQ,...,Ad)ZHl@Hg@,...,@Hd—>H1€BHQEB,...,EBHd

dado por
I Ay

i) AQiL‘Q
(Al,AQ,...,Ad) . —

Xd AdId



T
T2
para | . | € HL & Hoy®,...,BH,;. Entonces
Tq
[(Ar + ABs, Ay + ABo, . A+ ABS)| > (A1 As, . Ay
T
: o .
sty solo si existe un vector unitario | . | € Hy & Hy®, ..., ®Hy tal que
Td

d
méx || Apzil|® =) |42

1<k<d

d
> (Ajz;, Bjay) = 0.
7j=1

2.3. Ortogonalidad de Birkhoff-James en C*
modulos de Hilbert.

Teorema 2.34. Sean A una dlgebra C* y a,b € A. Entonces
la + Abl| = |lall

para todo X € C si y solo si existe un estado ¢ sobre A tal que ¢p(a*a) = ||a|*
y 6(a"b) = 0.

Demostracion. Si existe un estado ¢ como en el enunciado del teorema, en-
tonces como ¢ es positivo y ¢(z*) = ¢(x) para todo x € A, se sigue que

la + || = ¢((a+ Ab)*(a + \b)) =
¢(a*a + Xb*a + Aa*b + |A*b*D) =
d(a*a) + ¢(|A[*b*b) > ||al*.

Por tanto
|a + Ab|| > [la]



para todo A € C. Para el reciproco consideramos la representacién de A,
m: A— B(H)

(cuya existencia estd garantizada por el Teorema 1.57). Entonces existen ope-
radores A, B € B(H) tales que A =m(a)y B =7(b), y se sigue que

la + Abl| = [|all
para todo A € C. Como consecuencia existe un estado ¢ en B(H) tal que

P(A™A) = [|A]" y ¢ (A"B) = 0.

Definase ¢(a) = ¢(m(a)), el cual claramente es un estado. Las ecuaciones
anteriores implican que

¢(a*a) = [la]" y ¥(a”b) = 0.

Dada un algebra unitaria A, C1 denotara al conjunto
{A\l: X eC},

donde 1 es la unidad en el algebra.

Definicion 2.35. Sea A un dlgebra C* y ¢ un estado en A. Dado a € A, se
define la varianza de a respecto a ¢ como

varg(a) = ¢(a*a) - |¢(a)|*.

Definicion 2.36. Sea A un dlgebra C*. Sea a € A, se define la distancia de
a a C1l como
d(a,Cl) = min{|la — A1|| : A € C}.

Corolario 2.37. Sean A un dlgebra C* y a € A. Entonces
d(a,Cl) = méx{vary(a) : ¢ € S(A)},

donde S(A) es el conjunto de estados definidos sobre A.



Demostracion. Sea ¢ € S(A), como ||¢|| = 1 entonces
¢(a"a) < ||a]®
y como consecuencia
varg(a) = ¢(a*a) —[d(a)|* < [|a]*.

Sea A € C, entonces por lo anterior se sigue que vary(a — A1) < |la — A1[].
Por otro lado nétese que

varg(la — A1) =
#((a"=A1)(a=A1))=|p(a—AL)|* = §((a"=A1)(a—A1))—¢(a — AL)p(a—Al) =
d((a*—A1)(a—A1))—p(a*—A1)p(a—A1) = ¢(a*a—a* N1 —Ala+A1A1)—(¢(a)p(a®)—

$a")Ad(1) — Ap(1)¢(a) + Ap(1)A(1))
= d(a*a — Aa* — Aa + A1) — (¢(a)p(a*)—
$(a*)Ap(1) = Ad(1)d(a) + Ad(1)Ad(1)) = ¢(aa”) — ¢(a*)¢(a)
= vary(a),
puesto que ¢(1) = 1y ¢(a*) = ¢(a). De esto se sigue que
vars(a) < fla - A1]?

para todo A € C y por tanto

méx{varg(a) : ¢ € S(A)} < d(a,C1)*.

Para el reciproco sea Ay € C tal que d(a,Cl) = ||a — A\pl|| y dendtese a
a — Al como ag, entonces

llap + A1|| = |la — A1 + Al|| > min{||ja — A1]| : A € C} = ||ao|

para todo A € C. Entonces debe existir un estado ¢ sobre A tal que 1 (aag) =
laoll® v ¥(agl) = ¥(af) = 0. Asi,

d(a,C1)* = [lao||* = ¥(agao) = ¥(a*a) — Aog(a) — Ad(a”) + [ Aof*,
y como ¢(ag) = 0 es posible concluir que ¢(a) = Ag. Por tanto
d(a, C1)* = ¢(a*a) — Xog(a) — Agp(a*) + |Xo|* =

Y(a*a) — [Ao|? = vary(a) < max{vary(a) : ¢ € S(A)}.



Lema 2.38. Sea E un C* mddulo de Hilbert sobre un dlgebra C* A. Entonces
E se puede encajar isométricamente en B(H, K), donde H y K son espacios
de Hilbert. Ademas H es tal que existe una representacion inyectiva

m: A— B(H),

Y St
L:F— B(H K)

es el encaje isometrico, entonces
(L{e)ha, L(ez)ha) = (h(1, 7({e1, €2))h2) -

Demostracion. Sea m: A — B(H) una representacion inyectiva. Considére-
se el producto tensorial de médulos £ ® H sobre C y definase el mapeo

(,):—C
dado por
<€1®h17€2®h2>

para vectores basicos. Este se puede extender linealmente a F ® H. Esta

funcién define un semiproducto interior en £ ® H. Sea N = {zr € E® H :
E®H

(x,x) = 0} y definase el producto interior en como

(x+ N,y +N) = (z,y)

para todos x,y € F'® H.

Sea K la completacién de . Para cada e € F definase la funcién

L.:H— K
como L.(h) =e® h+ N,y ndtese que es lineal. También se tiene que
ILe(h)II* =
(h,m({e, e) h) < [[All[lm({e, e))hll = [Il*[lw({e, e} | =
1A% le]]?,

por lo que h, es acotada.
Sea L : F — B(H,K) dada por L(e) = L. la cual es una isometria
lineal. [l



Teorema 2.39. Sea E un C* mddulo de Hilbert sobre un dlgebra C* A. Sean
e1,e0 € E. Entonces
ler + Azl = |led]]

para todo A € C si y solo si existe un estado ¢ definido en A tal que

o((er, e1)) = |lea”

p((e1,e2)) =0

Demostracion. Sean eq,es € E.
Primero supdéngase que existe un estado ¢ definido en A tal que

o((er,e1)) = flerl”

¢({e1,e2)) = 0.

Entonces para A € C se tiene que
lex + Aes|* =
| (e1 4+ Aea, €1 + Aea) || >
|6({e1, 1)) + Ad({ea, e1)) + Ad({ea,€1)) + [AB({ea, €2))| >

leall?,

puesto que ||¢|| = 1.
Para el reciproco supéngase que

lex + Aeal| > [lea ]

para todo A € C. Sea L el isomorfismo isométrico dado por el lema anterior.
Entonces se sigue que

[1L(ex) + AL(ea)l| = [[L(ed) ]

para todo A € C. Asi, por el Teorema 2.24, existe una sucesion de vectores
unitarios (x,), en H tales que

i Lo, (5) = Lo

<L61 (xn)a L62 (xn)> — 0.



Definase para cada n € N

Pn(a) = (wn, m(a)Tn)

para todo a € A. Entonces se tiene que (¢,), es una sucesién de estados y
puesto que el conjunto de estados es compacto con respecto a la topologia
débil* de A*, se sigue que tiene una subred (¢ ) er convergente con respecto
a la topologia débil* a un estado ¢ definido en A. Asi, se tiene que

d((ersen)) = lm ga((er, e1)) = [lea|”

Ol(e1, e2)) = 1im gu((e1, €2)) = 0.



Capitulo 3

Ortogonalidad de Saidi

En este capitulo L denotara al conjunto {1,2,3,..., N} donde N es untero
positivo o a N. También se denotara como F' al campo de los niimeros reales
o complejos.

Es sencillo ver que si H es un espacio de Hilbert, z,y € H son ortogonales
si y solo si

laz + byl = [llalz + |o]y]l

para cualesquiera escalares a y b. Con base en esto se tiene la siguiente defi-
nicién:

Definicién 3.1. Sea X un espacio de Banach. Una sucesion (T,)ner, en X
es Saidi ortogonal si

9

E Apn Ty

neL

D laale

ner

siempre que (an)per, © F y
Z lay |z, € X.
nelL

En tal caso, si||z,|| = 1 para todo n € L, decimos que (x,)ner €s Saidi
ortonormal.

Se escribird = L y si x y y son Saidi ortogonales.

Observaciéon 3.2. Si (z,)ner. € X es Saidi ortogonal, entonces para todo
J C L, (xn)nes es Saidi ortogonal, pues si (an)nes € F y

Z lan |z, € X,

neJ

66



entonces tomando a, = 0 para todon € L\ J, se sigue que

S ] = | S | = | Slenlen| = |l

neJ neL nelL neJ

En este capitulo el término ortogonal hara referencia al concepto de orto-
gonalidad de Saidi.

Definicion 3.3. Sea X un espacio de Banach y sean A, B C X. Se dice que
A es ortogonal a B, denotado A L B, si x 1Ly para todos x € A yy € B.

En los siguientes resultados, dado un espacio de Banach X y S C X, (S)
denotara el subespacio vectorial de X generado por S y (S) se refiere a la
cerradura respecto a la norma de éste conjunto.

Teorema 3.4. Sea X un espacio de Banach. Dada una sucesion (z,),., en
X, las siguientes propiedades son equivalentes:

1. La sucesion (x,),., es ortogonal en X.

2. 8i I y J son subconjuntos ajenos no vacios de L, entonces

(@n)ner) L {(@n)ne,)-

3. Para cada i € L,
z; L <($n)neL\{i}>-

Demostracion. 1. = 2. Sean [ y J subconjuntos ajenos y no vacios de L
y sean @ € ((zn),e;) ¥ Y € ((Tn),er), entonces existen {iy, iz, ...,i,} C I
v {Jj1, 92, -, Jm} C J, finitos, tales que = = a1z, + agy, + ... + apzy, v
y = bixj, + boxj, + ... + by, donde a;,b; € F para todo i € {1,2,...,n}y
j€{1,2,...,m}. Entonces, si a,b € F

laz + byl =

a1z, + aasx;, + ... + aa,x;, + bbix;, + bbax;, + ... + bbyxj, || =
llaai|xi, + |aas|xiy, + ... + |aa,|z;, + |bby|xj, + [bbo|zj, + ... + |bby|z;,. | -

Esta tltima igualdad se debe a que la sucesién (xy),,., es ortogonal en X.
Por otro lado,
llalz + [blyll =



lalares, + lalasti, + .. + lalane, + [blbias, + blbos + .+ [blbaz, | =
alasles + lalaglzs, + ... + llalaale,, + [16lbil2y, + [1Blbele, + . + [olbalay, |

Esta ultima igualdad se debe a que la sucesion (z,),, es ortogonal en X,y
esto es igual a

llaai|x:, + |aas|xiy, + ... + |aa,|z;, + |bby|xj, + [bbo|z,, + ... + |bby|z;,. ]| -
Por tanto se tiene que
llalz +[bly]l = [laz + by]|.

Asi se tiene que x L y.
Ahora si

T € m\ <(xn)nel>

Y€ <(xn>neJ> \ <(I77»)n6]> )

existen sucesiones (z;)ken € ((#n),cr) ¥ (Wk)ken € ((zn),cs) tales que,

2k —> X

Y — Y

cuando k — oo. Entonces si a,b € F,
laz + byl =
tim [laz, + byl = lim [la]z, + Byl =
k—o00 k—00

llalz + [blyll

dada la continuidad de la norma y puesto que x; L y, para todo k € N. En
este caso x L y.

2. = 3. Es inmediato, pues para todo i € L, (z;) = {\z; : A € R}.

Para de mostrar que 3. = 1. supongamos que ) ., 4y, € X.

Sea {ny,ng,....,nm} € L el conjunto de los primeros m elementos de L
respecto al orden usual en N, entonces

m
E (U, T,
i=1




I

m m
Upy Ty + E Qn; T, |y [T, + E :amxm
i=2 =2

pues z; L <(mn)n€L\{1}>. Ahora, se tiene que

m
Oy Ty + ‘amlxl + E ,amxm
1=3

Y

m
|G| Ty, + [y [T, + Z i T,
i=3

pues z,, L <(xn)neL\{2}>.
Siguiendo este proceso tenemos que

m

E U, Ty,

1=l

m

Z |G, |,

1=l

y puesto que ), |an|v, converge, > _, a,x, converge. Si L es finito, ter-
minamos el proceso anterior, en caso contrario tomamos el limite cuando m
tiende a infinito. En cualquier caso se tiene que

D autal = 1> lanlz,

nel nerL

por lo que (x,)ner es ortogonal en X. ]

Definicién 3.5. Una funcion f definida en C y que toma valores en R se
llama radial si f(z) = f(|z|) para todo z € C.

Lema 3.6. Sea f una funcion convezxa definida sobre C y que toma valores
reales. Si f es radial entonces, dados z,w € C, |z| < |w| implica que f(z) <

fw).
Demostracion. Supongase que f es radial. Como f es convexa se tiene que
1 1 1 1
= —(— — < — _ _
10 =1 (594 56)) < 3760+ 57(-2)

para todo z € C, pero como f(z) = f(|z|) se sigue que f(0) < f(z) para todo
z € C. Por tanto, f restringida al rayo [0, 00) es convexa y tiene un minimo



en 0. Sean z1,29 € C tal que |z1] < |22, entonces existe t € [0,1] tal que
|z1] = 0(1 — t) + |22|t. Por tanto

flzal) = FO(1 = 1) + [za]t) < tf(|22]) < f(]z2]),

y entonces se sigue que

f(z1) = flz]) < f(lz]) = f(z).
[l

Teorema 3.7. Sea X un espacio de Banach y (x,)ner, una sucesion en X.
Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. La sucesion (xp)ner, €s Saidi ortogonal.

2. Si(bp)ner Y (cn)ner son sucesiones de escalares que satisfacen que |by,| <
len| para todo n € L, y si ., _, cyx, converge entonces Y, _; bpxy,
converge y ademds

neL nel

<

Z by,

nel

E CnTnp

neL

3. 81 (bp)ner Y (cn)ner son sucesiones de escalares que satisfacen que
|bn| = |cn| para todon € L, 3, ., cpry converge siy solo siy ., by,
converge y ademds

neL

E CnTn|| =

ner

Z b,y

ner

Demostracion. 1. = 2. Supéngase que (x,,)ner es ortogonal y sean (b, )ner v
(¢n)ner sucesiones de escalares que satisfacen que |b,| < |¢,| para todon € L
y tal que ) ., chx, converge. Para cada ¢ € Ly cada y; € (z,:n #1) la
funcion

9(A) = [[Azi + uil

es convexa puesto que si t € R se sigue que
gth + (1 —=t)X) =

1A+ (1 = ) Ao)i + il =



1A+ (1 =) Aa)a; + (t+ (1 — 1)yl =
1A + tys) + (1= t)dow; + (1 — t)ys)|| <
iz + yill + (1 = )| Aezi +yi)|| =
tg(A) + (1 = t)g(A2)

para cualesquiera Aj, Ay escalares. Dado que x; L y; entonces dicha funcion
también es radial. Por el lema anterior, si |b;] < |¢;| entonces

g(b;) = [bizi + yil|| < |lcizi + vil| < g(e).

Sean {ny,na, ..., Ny} los primeros m elementos de L, entonces de esta ultima
desigualdad se sigue que

m

g by, Tn,;

i=1

<

m
b, Tn, + E by, T,
i=2

m m
CnyTny + Z bmxm = bngmng + <Cn1xn1 + Z bnzxm> <
=2 =3
m m—1
Cnny + Cngny + Y b, || < D e, + by, || <

=3 =1

m

E Cn; T,

=1

I

puesto que m es arbitrario se sigue la afirmacion.

La implicacién 2. = 3. es inmediata.

Para demostrar que 3. = 1. sea (a,)necr una sucesion de escalares tal que
ZneL a,x, converge. Definanse b, = a, y ¢, = |a,|, esto para todo n € L.
Es evidente que estas sucesiones satisfacen las hipdtesis, por lo que

D autal = 1> Janlz,

neL nelL

]

Observaciéon 3.8. En vista del teorema 3.6 la ortogonalidad de Saidi implica
la ortogonalidad de Birkhoff-James.



En [12] es introducida la siguiente nocién de ortogonalidad en un espacio
de Banach.

Definicién 3.9. Una sucesion (xy,)ner en un espacio de Banach X se llama

semiortonormal si ||x,|| =1 para todon € L y
sup [A,| < Z)\nxn
nel

nerL

siempre que Y . ATy € X.

La nocién de ortogonalidad introducida en este capitulo implica el con-
cepto de semiortonormalidad, asi que los resultados probados en [12] también
son validos para dicha nocion.

Lema 3.10. Sea X un espacio de Banach. Sea (x,)ner, una sucesion en X,
entonces si (Tp)ner, €s Saidi ortonormal, (x,)ner €s semiortonormal.

Demostracion. Sea (A, )ner una sucesion de escalares tal que Y -, A\, € X.
Sea i € L, definase u,, = 0sin # iy u; = N, entonces |u,| < |A,| y por el

Teorema 3.6
Z JU Z AnTn

nel neL

| Aill| Aizil| = <

Como esto es valido para todo ¢ € L, se tiene que

Z A,

nel

sup [A\o] <
neL

Y

lo que completa la prueba. [

Observaciéon 3.11. Ndtese que si (T)ner, € X es semiortonormal entonces
{z, :n € L} es linealmente independiente.

Sea (z,,)ner, € X un conjunto semiortonormal, entonces definase (z}, x;) =
d;j, donde ¢;; es la delta de Kronecker, para todo j € L. De este modo, para

cada i € L se obtiene un funcional lineal acotado x} € ({z,, : n € L}) . Por
el teorema de Hahn-Banach podemos extender cada elemento z} a todo X,
es decir, la sucesion (z7),cr, estd contenida en X*.

Definicién 3.12. A (z}),cr se le llama sucesion de coeficientes funcionales
asociada a (Tp)ner -



Nétese que si Y ., Az, € X y 27 es un elemento de la sucesién de
coeficientes funcionales asociados a (2, )ner, entonces

*
xj,g Ay ) = Aj.
nel

Observacién 3.13. Notese que la sucesion de coeficientes funcionales aso-
ciada a (Tp)ner, Mo €s Unica.

Definicién 3.14. Sean X wun espacio de Banach y (x})ner una sucesion
semiortonormal en X, y sea (x})ner una sucesion de coeficientes funcionales
asociada a dicha sucesion. Decimos que (x)),er €s ortonormal en el sentido
de coeficientes funcionales si para cada sucesion acotada de escalares (A )ner
yre X, oA {x),x) T, converge y

> (@, x)w|| < ] sup Al
nelL

nelL

. . -/ l‘
Decimos que (x*),cp €s ortogonal si la sucesion | —— es ortonor-
e ]|
n nelL

mal.

Lema 3.15. Sea X un espacio de Banach y (x,,)ner una sucesion en X. En-
tonces si (Ty)ner, €S ortonormal en el sentido de una sucesion de coeficientes
funcionales, (x,)ner es ortonormal.

Demostracion. Sea (,)ner, ortonormal respecto a la sucesion de coeficientes
funcionales (z%)ner. Sean (an)ner, ¥ (by)ner sucesiones de escalares tales que
Y oner nTn € X ¥ |ay| < |by] para todo n € L. Entonces para todo n € L
existe \, tal que b\, = a, y |A\,] < 1.

Sea © = (an)ner, entonces (xf,z) = b;. Asi, como (x,)ner ortonormal
respecto a la sucesion de coeficientes funcionales (z7),er, se tiene que

E An Ty

nelL

Z Abnn |l = Z An (2, ) Xy,

nel neL

< lellsup Al <zl = |3 b
nel el

Por el Teorema 3.6 se sigue que (2, )ner, ortonormal. O



Teorema 3.16. Sea X un espacio de Banach y (x,)ner, € X. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

1. (xp)ner es Saidi ortonormal.

2. (Tp)ner es semiortonormal y la sucesion de coeficientes funcionales

*

(x)ner es ortonormal en ({x, :n € L})

Demostracion. 1. = 2. Si (x,)ner es ortonormal, por el Lema 3.14, (,)ner
es semiortonormal. Ahora, sean z* = Y _ an,x; v y* = > ., byx), dos

elementos en ({z,, : n € L}) que satisfacen que |a,| < |b,| para todo n € L.
Para cada n € L existe un escalar A\, tal que a, = A\,b, v |[\,| < 1. Sea
x € ({z,:n €L}, entonces

neL

donde 7, € C para todo n € N. Puesto que |A,| <1 se tiene que

Z VY AnTn € X

nel

> nAnin

neL

<

> A

ner

» . .
Puesto que ) ., A\pb,z}; es continuo se tiene que

> Aabna, (Z W)

neL kel

2" ()| =

> Aebeyeri(an)| =

kel

> b, (Z AWMk)
nelL kel
y' Z /\n%iﬂk)

keL

(5

keL

<

1yl <




= [ly[[ll«]

ly”l H (Z wk)
keL

y esto implica que ||z*|| < ||y*||. Por tanto (z}),cr es ortonormal en

*

({x, :ne€L})

2. = 1. Sea (x,)ner, una sucesién semiortonormal y supéngase que la
sucesion de coeficientes funcionales (z7),cr es ortonormal en

*

({z, :n € L})

Sean z* = >, anxh ¥y y* = Y., baxh, dos elementos en ({x, :n € L})
que satisfacen que |a,| < |b,| para todo n € L. En la prueba de 1. = 2.
intercambiando y*, =* y x) por y, x y x,, respectivamente, se sigue que
llz|l < |ly|| v esto completa la prueba. O

3.1. Caracterizaciéon geométrica de la ortogo-
nalidad de Saidi.

En este capitulo, dado el espacio de Banach X, Bx denotara la bola
unitaria cerrada en dicho espacio, y B; denotara la bola unitaria cerrada en
el espacio ({z,, : n € J}), donde J C L.

Lema 3.17. Sean X un espacio de Banach y (T,)ner, C X una sucesion
tal que ||z,|| = 1 para todo n € L. Entonces son equivalentes las siguientes
afirmaciones.

1. (xp)ner es semiortonormal.

2. Para cada sucesion de escalares (an)ner tal que Y. _,a,x, € B se

cumple que sup,,¢; |a,| <1

nel

Demostracion. 1. = 2. Puesto que (z,)ner s semiortonormal se cumple que

E AnTn

nel

)

sup |a,| <
nelL

pero por hipétesis ), an®, € Bx, por lo cual sup,,c; |a,| < 1.

2.=>1.Seax =7 ,ayz, € X.



Note que la afirmacién 2 implica que (z,,)ner, es linealmente independiente,
pues suponga existen escalares A1, Ay, ..., A\, n0 todos cero y {n,, Ty ooy Tn,p } C
(Tn)ner tales que

MTn, + Aoy + oo + Ay, = 0.

Supoéngase que \;, # 0 entonces

201 n 209 - 2,
DY VA Ao

xnm::()€<BX

} S 17
lo cual es una contradiccion.
Si z = 0 es inmediato del hecho que (x,,),er, es linealmente independiente.
. — Qn_ ]
Si x no es cero, entonces x = ), 4o, € By como consecuencia
SUP,,c, Tartn < 1, lo que equivale a que sup,,¢, la,| < ||z|| y esto implica que

y esto implica que
2
A

2 <  max
]6{1,2,,777,}

10

(Tn)ner €s semiortonormal.

[]

Lema 3.18. Sea X wun espacio de Banach y (x,)ner, € X una sucesion
ortogonal. Entonces para cada J C L propio y no vacio, la proyeccion

Pr:{{z,:nel}) — {zx,:neJ},

dada por

Py (Z an:vn) = a2,

ner neJ

tiene norma 1.

Demostracion. Supdéngase que Zne 1 @y, € X y definase ¢, = a,, para todo
n € Ly, b, =a, para todon € J y b, = 0 para todo n € L\ J. Entonces
|6, < |cn| y por el Teorema 3.6

(gl
> any > boy

neJ ner

<




E CnTn|| =

nelL

E ApnTp

nel

Entonces || P;|| < 1. Ahora si x € ({z,, : n € J}) y no es cero, Py(53n) = 1

por tanto || Py|| = 1.
O]

Teorema 3.19. Sea X un espacio de Banach y (x,)ner, © X una sucesion
Saidi ortonormal que satisface que ({z,, :n € L}) # X. Entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones.

1. Para cada sucesion (xf),er, € X* de coeficientes funcionales, (z)ner
es ortonormal respecto a (x))ner, sty solo si la proyeccion

P: X — ({z,:nelL}

definida por

P(x) =) ()2,

nelL
estd bien definida y tiene norma 1.
2. Eziste una sucesion (x))ner, € X* de coeficientes funcionales tal que

(Tn)ner es ortonormal respecto a dicha sucesion si y solo si existe una
proyeccion

P: X — ({z,:nelL}

de norma 1.

Demostracion. 1. Sea P(x) = ), ., oy(x)zy,, se sigue de la definicién de
ortonormalidad respecto a coeficientes funcionales y tomando la sucesién de

escalares acotada (\,)ner definida por A, = 1 para todo n € L, que

P(z) =) ) (x)a, < ||

neL

para todo x € X, por lo que P estd bien definida y tiene norma 1. Para el
reciproco supongase que P esta bien definida y tiene norma uno. Considera-
mos la sucesion acotada de escalares (\,)ner v la desigualdad

Z A ()2,

nel




< (sup{|Anl :n € L) | D a2l ()| =
(sup{|Aa| : n € L}) | P(2)]
< (sup{|Aal : n € L}) || P[]

la cual muestra que la sucesion (x,,),er es ortonormal respecto a (27)ner.

2. Si existe una sucesién (z),er, € X* de coeficientes funcionales tal que
(Zn)ner es ortonormal respecto a dicha sucesién, por el punto anterior queda
demostrado. Para el converso supéngase que existe

P: X — ({x,:nelL}

de norma 1. Cada x € X se escribe de manera tinica como r = u, +v,,, donde
u € ({z,:n€L}) yv € ker P. Como la sucesion (x,),er, es semiortonor-
mal, entonces existe una sucesion (z%)ner, € ({z, : n € L}) que satisface que
x(x) = k. Ahora, para cada n € L se puede extender el funcional z} a
todo X usando la siguiente relaciéon

Tn(T) = xp(uy).
Ahora, sea (A,)ner, una sucesién de escalares acotada y x € X. Podemos

escribir
P(z) = u, = Z ATy,
nelL
donde
() = zp(uy) = ay,

para todo n € L, y se sigue que
Ay, (2)] < (sup [An])]an]
kel

para todo n € L, por el Teorema 3.6 se tiene que »_ _, A,z (x)z, converge
puesto que ), anx, converge y ademads

Z/\n:v;i(x)xn <

nerL
Z(sup\)\no anTnl|l < (sup])\n\) Zanxn =
nel kel kel nel

1P@)| (sup|An|) < 2] (sup|An|) .
kel kel

Lo cual completa la demostracion. [



3.2. Caracterizacién de operadores compac-
tos.

Para operadores en espacios de Hilbert se tiene el siguiente resultado de-
mostrado en el capitulo de preliminares, que caracteriza a los operadores
compactos.

Teorema 3.20. Sean H y K espacios de Hilbert. T' € B(H, K) es compacto
sty solo si eziste (Ty)reny C B(H, K) una sucesion operadores de rango finito
tal que limy_, ||T, — T'|| = 0.

Para los espacios de Banach no siempre se tiene este resultado. En espacios
de Banach, en general, solo es verdadero que si un operador es el limite de
operadores de rango finito dicho operador es compacto. El siguiente teorema
da condiciones para que el reciproco de sea verdadero.

Teorema 3.21. Sean Y wun espacio de Banach tal que tiene una base de
Schauder ortonormal y X un espacio normado. Sea {e;, }nen la base de Schau-
der ortonormal de Y. Para cada k € N sea

P.:Y — ({e,: 1 <n<k})

la proyeccion dada por

00 k
P, E A €n :E AnCn.

Entonces un operador T € B(X,Y) es compacto si y solo si (Py o T)gen
converge a T en B(X,Y).

Demostracion. Sabemos que el limite de operadores de rango finito es un ope-
rador compacto. Asi, basta probar que si T' € B(X,Y) es compacto entonces
T, = P,oT converge a T en B(X,Y). Sean k € Ny > ™  a,e, € Y, nitese
que como {e, }nen es ortonormal se sigue del Teorema 3.6 tomando b, = a,
para todo 1 <n <k y b, =0 para todon > k, y ¢, = a,, que

o) k 00
Pk E Ap€n | = g Ap€n E ApCn
n=1 n=1 n=1

por lo que Py es acotada y de norma 1. Nétese que como {e, }nen es una base
de Schauder limy_,, Pix(y) = y para todo y € Y. Definase K = T(Bx), el

<

)




cual es compacto puesto que T' es compacto en Y. Es necesario demostrar
que
lim sup [|Tx(z) — T'(z)|| = 0.
k—o0 rE€Bx
Suponga que no pasa, es decir, que existen £ > 0y, subsucesiones (z;)jen C
Bx y (Tk,;)jen, tales que
||Tk] (’rk]’) - T(mk])|| > €

para todo j, ademds, como K es compacto, es posible suponer que (1'(x4,)) en
converge a y € Y. Entonces para todo j, como || P;|| = 1, se tiene que

[T, (xr,) — Ty, <

[1Pe; (T' () = Pry (I + 1T (2x;) = Biy ()l =
1Pk (T (zx;) = )| + T (n;) = B ()] <
1T (r;) = yll + (1T (2x;) = Pr; ()| — 0,

pues T'(zy,) — y ¥ P, (y) — y cuando j — o0, y esto es una contradic-
cion.

O

Corolario 3.22. Sean Y un espacio de Banach con base de Schauder {ep }nen
ortonormal y X es un espacio normado, entonces T € B(X,Y') es compacto

sty solo si T es limite en de una sucesion de operadores de rango finito en
B(X,Y).

Demostracion. Por el teorema anterior se tiene que los operadores T}, tienen
rango finito y convergen a 7. ]

Corolario 3.23. Sea X un espacio de Banach con base de Schauder {e, }nen
ortonormal. Entonces el operador

T:X—X
dado por

T(x)= Z Anér (T)en,

donde e} son los coeficientes funcionales en ({en}nen), €5 compacto si y solo
st lim, oo A, = 0.



Demostracion. Sean Tj, los operadores como en el Teorema 3.20, entonces
para todo x € X y por el Teorema 3.6

ITu(x) — T)]| =
Z Aner(x)e,|| <
n=k+1
(sup |An|) S e@)en| < (sup |An|) el
n>k-+1 Bl n>k-+1

y esto implica que

[T =T < sup [An].
n>k+1

Noétese que T'(e,) = A, para todo n y T,,(ex) = 0 para n > k, por lo que

T — T = sup |Anl.
n>k+1

Esta ultima igualdad implica que Ty converge a T en B(X,Y) si y solo si
lim,, o0 A, = 0. O



Capitulo 4

Ejemplos de la ortogonalidad en

(7(C)

En este capitulo se presentan algunos resultados de ortogonalidad, tanto
de Birkhoff-James como de Saidi, que caracterizan este concepto en el espacio
de sucesiones

G(F) ={(@n)ner € F : [[(zn)nerll, < 00}
donde

|a)ncslly = (Z \xn\p) p

nel
y F' es el campo de los nimeros reales o complejos.
SiL={1,23,.., N}, se escribird ¢ (F) en lugar de ¢} (F) y si L =N
simplemente se escribira ¢P(F).

4.1. Caracterizaciéon de la ortogonalidad de
Birkhoff-James en #(C).

La caracterizacion presentada en este capitulo fue desarrollada por Saidi
en [24].

Teorema 4.1. Sean © = (Tp)nens Y = (Yn)nen € P(C) sobre el campo de
los nimeros reales, donde p € (1,00). Entonces x y y son Birkhoff-James
ortogonales si y solo si

oo
Z |xn|p_2$_kyk = 0.
n=0

82



Demostracion. Nétese que para todo A > 0,
[+ AyllP = [|l]|”
si y solo si

S 7w+ Ayl >,
n=0 n=0

lo cual sucede si y solo si

D ([ + Aya| = |za]) 2 0.

=0

3

También nétese que

WE

(20 + Ayn| = |2n]) = 0

3
Il
o

si y solo si
|Tn + Ayn| — |74
A

>0
n=0

y esto equivale a que

(o)
)\ _
lim S :'5‘:”* ynl = Il S
n=0

A—0t A

’ . / A —
noétese que como f(N\) = |z, + Ay, [P es convexa, existe lfmy_,q+ M

Dada la convergencia de las serie se sigue que para todo A > 0,
2+ Ayl[” = [J]]”

si y solo si
o0

lim
A—0+
n=0

|17n + Ayﬂ| - |xn| > 0.
\ >

Por otro lado, considérese la funcion real

SIS

J) = |z + Ayl = (20 + Ayn) (T + ATn))

Al calcular su derivada por la derecha se sigue que

FL) = 5 (@ + M) @ 4 A7) F " (9 (@ 4+ XT) + T+ M)



De la dltima igualdad se sigue que

; ’xn + /\yn‘p — |xn|p
lim —

A—01 A
£(0) = 5 ()

p _ _ _ _
§|xn|p 22 Re(Tnyn) = plzn |’ QRe(xnyn)'

_l(xny_n + ynm_n) =

Esto nos permite concluir que para A > 0,
[+ Ayl| = ||=|

si y solo si

> plral” ™ Re(Taya) > 0.

n=0
Haciendo un procedimiento similar para A < 0 se obtiene

[z + Ayl =[]

si y solo si

oo
> plan P Re(@ayn) < 0.
n=0
Por tanto
o
> plaa P2 Re(iy,) = 0.
n=0
Ahora considérese la sucesion z, = ix,, se sigue que

> " plaa P~ Re(izy,) = 0.

n=0

Pero

Re(iaznyn) = Im(Tnyn)
por lo que
> pleal Im(izy,) = 0.
n=0

Finalmente debe pasar que

Z ‘x”‘piz(myn) =0.
n=0



4.2. Caracterizacion de la ortogonalidad de
Saidi en ¢ (C).

Definicién 4.2. Sea x = (z,)ner, € ¢ (F), donde p > 2. Definimos el soporte
de x como el conjunto {n € L : x, # 0} y se denotard por supp(x).

Para dos sucesiones de nimeros complejos a = (an)ner ¥ b = (bp)ner,
considérense los conjuntos siguientes:

J = supp(a) Nsupp(b) = {n € L : a,b, # 0}

bn
A:{— :nGJ}
Qp
y para cada r > 0
Jrz{nGJ: - :r}
a”l’b
Jf:{TLGJ: = >7’}
Qn
JT—{nEJ: — <r}.
Qn

Nétese que para cada r > 0,
J=J uUJ.uJh
bn

!

y J es la unién ajena

n

n n

:nEJr}U{r}U{

J:UJT.

reA

:nGJj}

Para el siguiente lema considérese la funcion f : C — R dada por
f(r,0) = Z b, + €% a,|?,
neJ

la cual estd bien definida si a,b € ¢ (C).

Teorema 4.3. Dos elementos a = (an)ner Y b = (bp)ner en €5 (C) son orto-
gonales si y solo si para cada r > 0 que satisface que, r y % no estan en A, f
no depende de 0.



Demostracion. Nétese que, por definicién, a L b en ¢4 (C) siy solo si a L b
en £7(C). Asi, a L b en ¢7(C) siy solo si, para A\, u € C\ {0},

[Ab + pall, = [[IAlb+ [ulall,, ,
si y solo si
1D + pally = l[AJD + [plall;
y esto es equivalente a que
™ A0 + anl” = ST A b + ala”
neJ neJ
Como A es distinto de cero, al dividir por |A| esto es equivalente a que

2. =Z

neJ

ne

W P

b, + —a,

ul,
A

bn n
A

bt [

|u]

A

Esta ultima desigualdad es valida por el Teorema 3.6 y puesto que

En otras palabras § = re® para r > 0, es equivalente a que

Z |bn + rewan‘p = Z by, + ray,|”

neJ neJ

para todor >0y 0 € R.
Notese que como

> lbn + ran|”

neJ
no depende de 6, entonces ningin sumando depende de @, pues de lo contrario
si b, + rax| estuviera en funcién de 6 para algin k € J, esto implicaria que
|bx, + rax| = 0 para algin k € J y por tanto se tendria que by, + ra; = 0. Esta
igualdad implicaria que r € A o % € A. O]

Considérese la siguiente notacién que sera de gran utilidad en las demos-
traciones de los siguientes teoremas.
Definase

Cp(0) =1
y si k > 1 definase



B0 = G0 X e () ()

neJ; bn
!

e (2] )

neJ.

Teorema 4.4. Dos elementos a = (an)ner Y b = (bp)ner en €5 (C) son orto-
gonales si y solo si para cada entero m > 1 se tiene que

S B 3B et
k=0 k=0

para todo r > 0.

Demostracion. Si «, 8 € C, considerando la rama principal del logaritmo de
(a4 B)2 = e+ ge tiene por el teorema del binomio que

[e'¢) ﬁ k
@+ 9 =3k ()
=0

B

—| < 1, dicha serie es absolutamente convergente.
Q@

Si

0

bn

Z b + reay|P = Z (bn, + rewan)g(b + e~ _n)g

5 (o () (S (£))-
(5 (Soven ) () )

neJ,
neJ;t =

Puesto que

n‘<1sij€<]r+,sesigueque

Sk

Puesto que la serie es absolutamente convergente es posible intercambiar
el orden de la suma, de este modo se sigue que

Z b +reay|P =

neJd;



[e's) 00 k ,—~\1
(n On k+l | Ji(k—D)o _
2 (2 (eman Zme (i) () ) )

i <i Bj(k‘, l)TkJrl) ei(k*l)e'

k=0 \1=0
Tomando [ = k — m e intercambiando el orden en la suma, es posible
separarla del siguiente modo:

Z b, + €% a,|P =

neJ;t

m=—1 o0 oo o
Z (Z B,j_(k, k — m>r2k—m> el(m)9+z <Z B:_(k’, k— m)r2k—m> Gi(m)e,
m=0 \k=m

—00 k=0
Ahora, escribiendo —m en vez de m en el primer sumando y reemplazando
k por k + m en el segundo sumando se sigue que

Z b, + 1e%a,|P =

neJ;t

i (i B;r(k, k+ m)r2k+m> ei(m)9+i <i B:r(k +m, k)r2k+m> pi(m)o

m=1 \ k=0 m=0 \k=0

n

Similarmente, puesto que

‘ < 1sije J -, sesigue que

re‘a,, "
Z by, + rea,|P =
neJ,
o) o) b k b_ l :
_n n —(k+1) —i(k=01)6 __
Do Gmc,d) > lanl (an) (m) P e —
k=0 \ i=0 neJs
Z (Z B;(k, l),r,k:+l> efi(kfl)e
k=0 \1=0

Tomando [ = k+ m e intercambiando el orden, es posible separar la suma
del siguiente modo:

Z by, + rea,|P =

ned,



m=—1 e’}
Z < Z B, (k,k+ m)rp(%m)> e im 4

—00 k=—m

Z (Z B (k,k+ m)rp_(2k+m)> eim)?

m=0 \k=m

Ahora, sumando sobre m en vez de —m y sobre m + k en vez de k se obtiene

Z by, 4+ €% a,|P =

neJ,

Z <Z B (k+m, k)rp(%m)> e Moy
Z <Z B (k,k+ m)rp(2k+m)> etm)e.

m=0 \k=m

Sabemos que si f no depende de 6 entonces

f(r,0) = Z b, + re%a,|P = Z by, + re%a,|P + Z b, + rea, P,

neJ,

que:

neJr neJ;t

y por el trabajo en los parrafos anteriores se sigue que

f(ra 9) =
Z (Z B:’(k, k+ m)r2k+m> ei(—m)0+z <Z B:'(k: +m, k)r2k+m) eim)o
m=1 k=0 s —
Z <Z Br_ (]{} +m, k)rp—(Qk—m)> e—i(m)0+
m=1 \k=0
m=0 \k=0

B (k, k+m)r® ™ 3" B (k + m, k)= hm) ) emimd
k=0

e

0

3

(Z B (k +m, k)r?*tm 4 Z B (k, k + m)rp=(@ktm) | gimb
k=0

M 10

0 k=0

3
]



i Em —imG + i Dm<7,,)eim9'

m=1

D,.(r) y que, dado 7 > 0, f(r,0) no depende de 8 si

iEm(r —im#@ + ZD zm@
m=1

puesto que cuando m no es cero el sumando correspondiente depende de 6.
Nétese que el conjunto de funciones de 6, {e"™ : m € Z}, es linealmente
independiente, por tanto, por el lema anterior, f(r,0) no depende de 6 si y
solo si para todo r > 0 tal que 7",% no estan en A, D,,(r) = 0 para todo
m > 0.

Nétese que por definicién de J*, sin € J*t ‘b—‘ < 1y por tanto

Noétese que E,,(r)
y solo si

B (k + m, k)r? | < Cy(k +m)Cy(k) | D [y
]EJ+

Lbn]|

De manera similar, sin € J+, o]

< 1y por tanto

| By (k, k + m)r? =R < Cu(k)Cy(k+m) | Y Jagl” | 7.

JEJ

Por definicién, la convergencia de Y, Cp(k)Cy(k + m) se sigue de la con-
vergencia de la serie Y, | Cp(k). Nétese que por la desigualdad de Bernoulli,

3 -+
Cok+ D], 1+5 3 <(1 1)"’ (++1F
|C, (k)| k+1~ k+1—

Puesto que la serie Y -, k% converge se sigue que »_ -, C,(k)Cp(k 4+ m) es
2
convergente y por tanto

Don(r) = 37 B (ke +m k)™ 437 By (k, b+ m)r? =)
k=0 k=0

converge absolutamente para cada r > 0 que cumple que r,% no estan en
A, por tanto esta serie converge en compactos sobre (0,00) y esto implica la
continuidad de D,, (7). Puesto que {r > 0: r ¢ A} es denso en (0, 00) se sigue
que D,,(r) = 0 para todo r > 0.

O]



Teorema 4.5. Sea p € [1,00) un nimero que no es par. Entonces dos ele-
mentos a = (an)ner Y b = (bn)ner en €4 (C) son ortogonales si y solo si para

cada r >0 m
Qn
Sir (i) ¢
para todo entero m > 1.

Equivalentemente a = (an)ner Yy b = (bp)ner en €1 (C) son ortogonales si
y solo si para cada r >0

para todo entero m > 1.

Demostracion. Nétese que sir ¢ A, entonces J, = &, por lo que ) = 0.
Por otro lado, como p no es par, entonces para cada m < 1 el conjunto de
funciones

{g(r) = 47 0k > 0} U {h(r) = r7 ) 1 > 0},

definidas en (0,00), es linealmente independiente. Del Teorema 4.4 de esta
seccion se sigue que para todos k > 0 y para todo m > 1

Bf(k+m,k) = B, (k,k+m)

para todo r > 0.
Sea 1 > 0 fijo, entonces, si r € (0,771) se cumple que

B (k+m, k) — B} (k+m,k) = 0.
Nétese que como p no es par, Cy(k 4+ m)C,(k) # 0 y se sigue que si

Bf(k:+m,k:)—B;;(k+m,k):

C,(k +m)C, Z|b |p(“")k+m<
C,(k +m)C Z|b |p< )Hm(

S
N———
| ol

Sl
N——
ol
I
\‘O



entonces

a k+m o k a k+m - k
b7 (2 T R T T -
J; g
k+m ,—\ k
= () () o
T " "

m k
1 P Gn an _
Puesto que la serie > FAVES by <bn) (T) es absolutamente conver

gente, tomando limite cuando r tiende a 7y, se tiene que

2k a m
n =0
(i) o

k+m k
a'f‘b an
> bl (b—) (b:) = > [bal”
7 " A

Qn
bn

G, .
pero como | = = ry para todo n € J,, se sigue que
an\"
Z |bn|p (_) = 07
Jh bn
anP\ (B \" 00\ .

multiplicando por r?~*" = <||b ||p) <:) <—) y conjugando resulta
que

by, mn
E ’an’p( ) =0
+ an
I

Reciprocamente, si se cumplen las identidades

a\"™
bnp — :07
§+\ | <bn)
I

m
Z |an|p (b_n) =0
Qn
7
2% respecti-

y al multiplicar por C,(k + m)C,(k)r?* y por C,(k +m)C,(k)r;
se sigue que para todo r; > 0

1951

vamente, y notando que que r; = |
J

B (k+m.k) = B (k,k +m) =0,



para todo k > 0 y m > 1. En consecuencia, por el Teorema 4.4, se tiene que
a = (an)ner ¥ b = (bn)ner son ortogonales en ¢ (C). O

Teorema 4.6. Supdngase que p es un entero par positivo. Dos elementos
a = (an)ner Y b= (bp)ner en €5 (C) son ortogonales si y solo si

3 Jb |p (Z-:)m:o

neJ
para cualesquiera enteros, m y k, que satisfacen 1 <m <5 0<k <L —m.
Equivalentemente, dos elementos a = (an)ner, ¥ b= (bp)ner en 4 (C) son

ortogonales si y solo st
b\
Ty
a”l’b

para cualesquiera enteros, m y k, que satisfacen 1 <m <5 0<k <5 —m.

> el |

neJ

Demostracion. Sea p = 2t donde t > 1. Utilizando la expresién binomial se
sigue que

f(r,0) = Z (b +71e"a,) (b, +re ?a,) =

neJ

Okbt k Z k zk9 Cl —l l —zl49 —
5 (o) (e o)
chkc«l (Za anlbt k—t l> R ik=D0

k=0 =0 neJ

Tomando [ = k — m e intercambiando el orden se la suma se obtiene que:

-1 t+m
Z chok m (Za ank mbt kb t— k—i—m) r2k—m€im6+

m=—t k=0 neJ

t t
_ I _p—t—k+m _ ;
2 E Ctkctk m (E aﬁank mbz k:bn > 7’2k mezmé

m=0 k=m neJ
Intercambiando m por —m en la primer doble suma y reemplazando k
por k 4+ m en la segunda se sigue que

t—k+m i
E § Ck0k+m <§ a ank—l-mbt kb ) r2k+m€ zm9+
m=1 k=0 neJ



t t—m
e e ;
§ E :Ctkcvtk+m <§ alrcLerankb:l k mbn ) 7,,2k+mezm€.
m=0 k=0 neJ

Noétese que f(r,6) no depende de 6 cuando en la expresiéon anterior la
suma definida por m # 0 son cero, es decir, cuando

t t—m
_ _—t—k+m o
E E szcf-‘rm <§ :aﬁanHmbz k:bn ) T2k+m€ zm0+

m=1 k=0 neJ
t t—m k
k ~k+m k+m—Fkypt—k—m7 t— 2k+m im0 __
E E CyCy g a, "a,"b, bn r e = 0.
m=1 k=0 neJ

Dada la independencia lineal del conjunto
{e :n €7}
f(r,0) no depende de 6 si y solo si

chck+m (Z ak—k+mbt kb - k+m) 7,2k+m -0

neJ

Z C«kc«k—&-m <Z k+m kbfl—k—mat—k> 7’2k+m -0

neJ
para todo 1 § m <ty donde r > 0.
Puesto que una suma es el conjugado de la otra se puede concluir que
f(r,0) no depende de 6 si y solo si

Z Ckck+m <Z aker—kbt k— mb ) 2k+m 0

neJ
para todo 1 <m <t y donde r > 0.
Notese que el conjunto de funciones
{gm(r) = pRme <k <t —m}

definidas en (0, 00) es linealmente independiente y como consecuencia f(r, 0)
no depende de @ si y solo si
b\
() -
an

Zak+m—kbt k— mb Z ‘an|p
neJ neJ

para todo 1 < m <t y para todo 0 < k <t — m. El resto de la prueba se

hace de manera andloga intercambiando a por b. O]




Corolario 4.7. Dos elementos a = (ap)ner ¥ b = (bn)ner en £2(C) son
ortogonales si y solo si
Z anby, = 0.
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