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Resumen

En el presente trabajo se utilizó un modelo de materia nuclear extendido a altas densi-
dades para la descripción de estrellas de neutrones, en el marco de la Teoŕıa Relativista
de Campo Medio. Éste incluye protones y neutrones que interactúan mediante el in-
tercambio de un mesón escalar (atracción), σ, un mesón vector (repulsión), ω, y un
mesón vector-isovector (restauración de simetŕıa de isoesṕın), ρ; electrones y muones
en equilibrio β; y una auto-interacción a tercero (auto-repulsión) y otra a cuarto orden
(auto-atracción) del mesón σ. Las amplitudes de dichas interacciones están sujetas a
los valores de sus respectivas constantes de acoplamiento. En esta tesis se variaron las
constantes de acoplamiento y se realizó un análisis de las modificaciones obtenidas de
las propiedades nucleares de la materia en saturación, tales como la densidad barióni-
ca, la enerǵıa de ligadura, el coeficiente de compresibilidad, la masa de Landau y la
enerǵıa de simetŕıa; y del perfil gravitacional de las estrellas de neutrones generadas,
en particular de sus masas y radios estelares. A partir de dicho análisis se determinó
que las constantes de acoplamiento que mayor efecto tienen en todas las propiedades de
materia nuclear y astronómicas en estrellas de neutrones son gω y gσ. La constante gρ
modifica únicamente la enerǵıa de simetŕıa, es decir, sólo está “acoplada” a esta propie-
dad, aspecto importante a la hora de ajustar las propiedades nucleares teóricas con las
experimentales, aunque sus modificaciones a la ecuación de estado y perfil gravitacional
son menores. Las constantes de auto-interacción, b y c poseen menor influencia sobre
todas las propiedades nucleares, la ecuación de estado y el perfil de la estrella, siendo c
de menor peso que b; sin embargo, la inclusión de ambas constantes genera dos grados
de libertad extra, por lo que resultan eficaces para ajustes finos de las propiedades
nucleares y astronómicas.
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4.10. Curvas de enerǵıa por nucleón vs. densidad bariónica de materia simétri-
ca para las variaciones de gω. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

En 1932, el f́ısico J. Chadwick demostró la existencia del neutrón (Chadwick, 1932).
Dos años más tarde, en 1934, Baade y Zwicky propusieron la existencia de estrellas
de neutrones como resultado final de la evolución de una estrella tras su explosión
como super nova (Baade and Zwicky, 1934). Posteriormente, en noviembre de 1967, la
astrónoma Jocelyn Bell, bajo la supervisión del astrónomo Antony Hewish, observó la
primera señal pulsante de radio con una frecuencia de un pulso cada 1.34 segundos. A
tal frecuencia de rotación existen aceleraciones centŕıfugas que son contrarestadas por
la fuerza gravitacional del objeto, de tal manera que éste no se deshace; esto impone
una condición de densidad de alrededor de 1013 g cm−3 (Hewish et al., 1968). Esta fue la
primera observación sugiriendo la existencia de las estrellas de neutrones. Algunas otras
estrellas de neutrones observadas posteriormente se encuentran en una órbita binaria
con algún compañero, por lo que aplicando mecánica orbital nos permite calcular sus
masas. La masa de una estrella de neutrones, t́ıpicamente, es de 1.5 masas solares.
De esta manera se puede inferir su radio: veinte kilómetros, aproximadamente. En un
objeto tan pequeño se encuentra compactada toda la masa del Sol, y más; por esta
razón las estrellas de neutrones reciben el nombre de objetos compactos, junto con otro
tipo de objetos llamados enanas blancas. (Glendenning, 2000, p. 1)

Por las propiedades inferidas anteriormente, los objetos compactos, en particular
las estrellas de neutrones en sus diversas formas, llevan a la materia a tales extremos de
densidad que la f́ısica de part́ıculas es escencial para su entendimiento (Glendenning,
2000, p. 2). Aśı, los modelos f́ısicos generados deben reproducir, por un lado, las can-
tidades astronómicas como la masa y radio de las estrellas de neutrones que incluyen
altas densidades; y por otro lado, las propiedades de la materia a densidades nucleares,
tales como la densidad de saturación, la enerǵıa de ligadura, la compresibilidad, y la
enerǵıa de simetŕıa de los nucleos atómicos. (Glendenning, 2000, p. 149)

Para lograr una descripción adecuada de la materia de estrellas de neutrones,
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1. INTRODUCCIÓN

que además describiera materia nuclear a densidades bajas, autores como Walecka
(1974), Boguta and Bodmer (1977) y Boguta (1981) desarrollaron un método teórico,
comúnmente llamado Teoŕıa Relativista de Campo Medio (RMFT por sus siglas en
inglés), que es un caso particular del marco general de la Teoŕıa de Funcional de Den-
sidad (DFT por sus siglas en Inglés). En este procedimiento se hace uso de la densidad
Lagrangiana para incluir (la densidad de enerǵıa de) las part́ıculas del modelo y sus in-
teracciones, cuyas intensidades están establecidas mediante constantes de acoplamiento.
Con ello es posible obtener la ecuación de estado del sistema y el perfil gravitacional
de la estrella de neutrones. De esta manera, las constantes de acoplamiento son de
particular utilidad para anclar el modelo a mediciones experimentales, proporcionando
una manera efectiva de reproducir propiedades de la materia tanto a densidad nuclear
como a altas densidades.

1.2. Objetivos

El objetivo general del presente trabajo es construir y utilizar el modelo nuclear
relativista extendido a altas densidades en el marco de la RMFT de Boguta (1981)
para la descripción de materia de estrellas de neutrones.

Como objetivo particular se tiene analizar los cambios que sufren las propiedades de
la materia, la ecuación de estado y el perfil gravitacional de una estrella de neutrones
al variar las constantes de acoplamiento del modelo.

1.3. Contenido

Esta tesis está ordenada de la siguiente manera.
El Caṕıtulo 2 presenta el marco teórico en el que se basa el modelo a desarrollar. En

la Sección 2.1 se introducen los siguientes conceptos: los mesones y sus propiedades re-
sultantes del modelo estándar para la reproducción de propiedades nucleares; el modelo
nuclear de gota para la generación teórica de resultados obtenidos experimentalmente;
aśı como las propiedades nucleares que se buscan reproducir con el modelo a desarro-
llar. En la Sección 2.2 se obtiene la ecuación de estado de un gas ideal formado por
neutrones, protones y electrones ultra-relativistas sin interacción, con el propósito de fa-
milizarizarnos con los procedimientos requeridos para obtener tal ecuación. La Sección
2.3 aborda los conceptos necesarios de la Teoŕıa de relatividad para la obtención de la
expresión general de la ecuación de estado. A su vez, introduce la expresión matemática
del modelo f́ısico, la densidad lagrangiana, donde se representan los campos clásicos de
las part́ıculas en el modelo y sus interacciones. Posteriormente se obtienen las ecuacio-
nes de movimiento de dicha densidad lagrangiana, con el objetivo de resolverlas, pues
sus soluciones están directamente relacionadas con la ecuación de estado. Para obtener
dichas soluciones se hace uso de la aproximación del campo medio de materia infinita e
isotrópica. Aśımismo, se obtiene la forma expĺıcita de la densidad de enerǵıa y presión
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como función de las densidades de las part́ıculas inclúıdas. En la Sección 2.4 se describe
la obtención de las ecuaciones relativistas de equilibrio hidrostático, para generar el
perfil gravitacional de una estrella de neutrones estable.

El Caṕıtulo 3 aborda la metodoloǵıa para resolver tanto las ecuaciones para obte-
ner la ecuación de estado, como las ecuaciones de equilibrio hidrostático. La Sección
3.1 describe el método numérico a utilizar para obtener la solución de la ecuación de
estado. Además se hace un recorrido histórico por los modelos utilizados hasta antes
del desarrollo del utilizado en el presente trabajo. Aqúı se reproducen algunas gráficas
generadas por los autores de tales modelos, con el fin de verificar la funcionalidad del
procedimiento y la solución numérica. En la Sección 3.2 se describe el método numérico
para la solución de las ecuaciones de equilibrio hidrostático.

En el Caṕıtulo 4 se hace el análisis de los cambios en las propiedades nucleares de la
materia, y en las propiedades astronómicas de la estrella de neutrones, generados por
los cambios de los valores de las constantes de acoplamiento del modelo. El propósito
de estos estudios es entender con más detalle e intuición la importancia y el efecto de
cada componente de la densidad lagrangiana utlilizada.

Por último, en el Caṕıtulo 5 se concluyen los resultados del presente trabajo.

3





Caṕıtulo 2

Marco Teórico

2.1. Materia Nuclear

Con el fin de obtener la ecuación de estado de una estrella de neutrones, se busca
desarrollar un modelo que describa el comportamiento de la materia de la que está
compuesta. Las propiedades de esta materia deben ser aquellas de la materia nuclear a
densidades “normales”, y aquellas de las estrellas de neutrones a densidades altas (Glen-
denning, 2000, p. 163). En el presente caṕıtulo se establecen las part́ıculas, interacciones
y propiedades de materia nuclear que queremos reproducir con nuestra RMFT.

La mayoŕıa de la información expuesta en este Caṕıtulo fue obtenida (y traducida)
de (Glendenning, 2000, pp. 145-146, 163-166), a menos que se especifique lo contrario.

2.1.1. Part́ıculas nucleares

El modelo nuclear estándar establece que los nucleos de los átomos están compuestos
de bariones como protones y neutrones que interactúan a través de las fuerzas nuclear
fuerte y electromagnética mediadas por el intercambio de mesones. Aśımismo, dicho
modelo explica el decaimiento de algunos nucleos y la transformación de un bosón en
otro mediante el intercambio de los mesones correspondientes a la interacción (fuerza)
electro-débil.

Los bariones más importantes en estrellas de neutrones son el octeto de bariones de
spin 1

2 con menor masa, en particular el neutrón y protón, los cuales serán considerados
dos estados de una sola part́ıcula, el nucleón, N , en el presente trabajo. Los mesones
más importantes son el escalar σ, de esṕın 0, que tiene largo alcance y menor intensidad;
el vector de esṕın 1, ω, de corto alcance y mayor intensidad (su masa es mayor a la
de σ); y el vector-isovector de isoesṕın 1, ρ, de corto alcance (su masa es parecida a la
de ω) y mayor intensidad. Éstos serán los hadrones a utilizar en la teoŕıa del presente
trabajo. Sus números cuánticos se muestran en la Tabla 2.1.

La teoŕıa nuclear de campos relativista es especialmente apropiada para la descrip-
ción de materia de estrellas de neutrones. Al estar constrúıda bajo principios relati-
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2. MARCO TEÓRICO

Hadrón m [MeV] J I b q s

N 938 1/2 1/2 1 0, 1 0

σ ≈ 550 0 0 0 0 0

ω 783 1 0 0 0 0

ρ 770 1 1 0 -1, 0, 1 0

Tabla 2.1: Estados de bariones (neutrón y protón) y mesones. J es esṕın, I es isoesṕın, b

es número bariónico, q es carga, y s es extrañeza. (Glendenning, 2000, p. 146)

vistas, dicha teoŕıa es naturalmente causal. Además, sus constantes de acomplamiento
pueden relacionarse algebráicamente a las propiedades de masa de la materia nuclear,
lo que permite reproducir teóricamente mediciones f́ısicas. De esta manera, la teoŕıa
puede ajustarse adecuadamente a la información que se tiene de mateŕıa de densidad
alta: (1) causalidad; (2) estabilidad microscópica; y (3) propiedades de materia nuclear
en saturación.

Para ello, primero se debe ajustar la teoŕıa con cinco propiedades importantes cerca
de la densidad de saturación de materia nuclear. Dos de ellas, la enerǵıa de ligadura
y la densidad de saturación, normalizarán la ecuación de estado. Otras dos, el módulo
de compresión y la masa de Landau, permiten controlar la extrapolación a altas densi-
dades y las excitaciones térmicas, respectivamente. Finalmente, la enerǵıa de simetŕıa
(de isoesṕın) permitirán que extrapolaciones a sistemas de isoesṕın asimétrico sean
correctas.

2.1.2. Propiedades de la materia nuclear

Nuestra descripción de la materia densa de estrellas de neutrones debe ajustarse a
lo que se conoce emṕıricamente sobre la materia nuclear. Este conocimiento se refiere
a las propiedades de materia nuclear en una densidad de saturación, es decir, a la
densidad en la que la presión es cero y a la que la materia permaneceŕıa estática si no
se perturbara.

La materia uniforme e infinita es una idealización que tiene propiedades bien de-
finidas relacionadas con núcleos finitos. Tal noción surgió a partir del modelo de la
gota ĺıquida del núcleo, que busca caracterizar la enerǵıa de un núcleo por sus números
atómico y de protones, A y Z, respectivamente.

Una propiedad básica de la materia nuclear es que son sistemas saturados. La sa-
turación significa que mientras más nucleones se agregan al núcleo, la densidad de la
región central permanece básicamente constante. Es por esto que el radio nuclear está
dado por R = rsatA

1/3 donde rsat es una constante y A es el número másico. Las ra-
zones para esto se centran en el rango corto de la fuerza nuclear, su fuerte repulsión a
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2.1 Materia Nuclear
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Figura 2.1: Valle de la estabilidad nuclear β, donde se muestra la vida media de los

núcleos con N neutrones y Z protones. Gráfica obtenida y traducida del National Nuclear

Data Center, Brookhaven National Laboratory de Estados Unidos (National Nuclear Data

Center, Brookhaven National Laboratory, 2020).

distancias cortas, y al principio de Pauli, que establece que un sistema no puede tener
dos (o más) fermiones con los mismos números cuánticos.

Como la densidad de enerǵıa es aproximadamente constante, se puede escribir la
enerǵıa de un núcleo como la densidad de enerǵıa de materia simétrica a densidad
normal, εsat, por su volumen. Esto debe ser modificado por el hecho emṕırico de que los
núcleos con número de neutrones, N , cerca del número de protones, Z, están enlazados
más fuertemente que sus vecinos1, efecto al cual se suma la repulsión Coulombiana a
Z mayores. La repulsión cambia el mı́nimo de la enerǵıa de núcleos con A crecientes a
aquellos con una fracción (A−Z)/Z = N/Z mayor. El bien conocido valle de estabilidad
β (Figura 2.1) enfatiza la preferencia de simetŕıa en isoesṕın de la fuerza nuclear.

Además de las contribuciones de volumen a la enerǵıa mencionadas, existirá una

1Por ejemplo, el deuterio, que tiene un neutrón y un protón, existe y es estable, mientras que el

“dineutronio”, formado de dos neutrones, no existe, lo cual muestra que la atracción neutrón-protón es

más fuerte que la interacción neutrón-neutrón.
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2. MARCO TEÓRICO

enerǵıa de superficie repulsiva. Esta contribución se genera debido a que los nucleones
en la superficie interactúan con menos vecinos, por lo que sienten menos atracción que
aquellos del interior. La enerǵıa de superficie será proporcional al área (del núcleo).
Adicionalmente habrá una enerǵıa Coulombiana repulsiva generada por los protones.

Por las consideraciones anteriores, se puede escribir la masa total del núcleo como

M(A,Z) = A

[
4

3
πr3satεsat + Esim

(
N − Z

A

)2
]
+ 4πr2satA

2/3σsurf +
3

5

e2Z2

rsatA1/3
. (2.1)

La ecuación anterior se denomina la ecuación de masa semiemṕırica. En otras ocasiones
se usa la notación Evol ≡ 4

3πr
3
satεsat para el término de volumen y Esurf ≡ 4πr2satσsurf

para el término de superficie.
Para materia simétrica, es decir, con misma cantidad de neutrones que de protones,

se tienen medidas experimentalmente varias cantidades f́ısicas. Restando (A−Z)mn+
Zmp ≈ AmN a la masa total (con mn la masa del neutrón, mp la del protón, y ambas
siendo iguales a la masa del nucleón, mN ) y dividiendo por A, se genera la enerǵıa por
nucleón, denotada por E

E ≡ M(A,Z)/A−mN . (2.2)

A la enerǵıa por nucleón a densidad de saturación nsat se le llama la enerǵıa de ligadura
(Binding Energy en inglés), denotada por BE o BEsat, con valor experimental (Han
et al., 2019)

E |nsat
= BE = −16± 1 MeV , (2.3)

a densidad numérica de saturación, nsat, de (Han et al., 2019)

nsat = 0.16± 0.01 fm−3 , (2.4)

que es equivalente a una densidad de masa ρsat:

ρsat = mNnsat =
(
938 MeVc−2

) (
0.16 fm−3

)
= 2.68× 1014 g cm−3 . (2.5)

El parámetro de radio rsat está relacionado con nsat mediante

rsat =

[
4π

3
nsat

]−1/3

= 1.14 fm . (2.6)

Un parámetro equivalente a la densidad numérica de saturación es el momento de Fermi,
que es igual en los neutrones y protones de materia simétrica. La densidad (numérica)
y el momento de Fermi (usando � = 1 el momento de Fermi es igual al número de
onda), kF , en saturación se relacionan mediante

nsat = 4

∫ �kF,sat

0

d	k

(2π)3
=

2k3F,sat
3π2

, (2.7)

donde el 4 surge por la degeneración de esṕın-isoesṕın de los estados de momento del
nucleón. Por ello,

kF,sat = 1.33 fm−1 . (2.8)
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2.1 Materia Nuclear

En términos de la densidad de enerǵıa como función de la densidad numérica bariónica,
ε = ε(n), la enerǵıa por nucleón se relaciona con ésta mediante

E = E(n) =
ε(n)

n
−mN , (2.9)

siendo igual a la enerǵıa de ligadura en n = nsat; conm = 938 MeV/c2 = 4.753(�c) fm−1;
la segunda expresión siendo útil cuando se utilizan unidades naturales � = c = 1. De
esta manera se tiene que la densidad de enerǵıa en saturación es

εsat = 148 MeV/fm3 . (2.10)

La enerǵıa de ligadura por nucleón y la densidad numérica nuclear, en saturación,
deberán ser reproducidas por la teoŕıa, donde serán de utilidad dos constantes de aco-
plamiento.

A su vez se tienen constricciones adicionales. Por un lado, las estrellas deben ser
eléctricamente neutras, por lo que el sistema tiende a igualar el número de protones
con electrones. Por el otro, la fuerza nuclear de corto alcance junto con las enerǵıas
de Fermi de los bariones con isoesṕın, energéticamente prefieren configuraciones con
isoesṕın simétrico, por lo que el sistema tiende a igualar el número de neutrones con
el de protones. Sin embargo, las estrellas de neutrones a primera aproximación están
compuestas de neutrones, por lo que son asimétricas en isoesṕın. De esta manera, la
constricción de neutralidad de carga iguala la condición de enerǵıa de isoesṕın, y debe
estar correctamente reflejado por la teoŕıa. Aśı, se define la enerǵıa de simetŕıa como

Esim =
1

2

(
∂2 (ε/n)

∂t2

)
t=0

, t ≡ nn − np
n

. (2.11)

En el Apéndice A se muestra la equivalencia de la definición anterior con la siguiente:

Esim ≡ Eneutrones − Esimetrica , (2.12)

donde Eneutrones y Esimetrica son la enerǵıa por nucleón de materia de neutrones y
simétrica, respectivamente. Esta última definición será la utilizada a lo largo del pre-
sente trabajo. El valor esperado para la enerǵıa de simetŕıa en saturación es (Han et al.,
2019)

Esim|nsat
= 28− 35 MeV . (2.13)

El módulo de compresión, K, definido como la curvatura de la ecuación de estado
por nucleón, ε(n)/n, a nsat, es otro punto de contacto importante con conocimiento
emṕırico, pues influencia directamente el máximo de la masa de la estrella de neutrones:

K|nsat
≡
[
k2

d2

dk2

( ε
n

)]
kF,sat

= 9

[
n2

d2

dn2

( ε
n

)]
nsat

, (2.14)

cuyo valor esperado a densidad de saturación es (Han et al., 2019)

K|nsat
= 240± 20 MeV ; (2.15)
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2. MARCO TEÓRICO

nsat BEsat Ksat Esim,sat mLsat/mN

0.16± 0.01 fm−3 −16.2± 1 MeV 240± 20 MeV 28− 35 MeV 0.75± 0.1

Tabla 2.2: Propiedades nucleares a densidad de saturación. (Han et al., 2019)

a K también se le llama simplemente la incompresibilidad. Finalmente, la masa efectiva
de Landau del nucleón juega un papel importante a la hora de incorporar exitaciones
térmicas en el sistema. Dicho concepto involucra la siguiente integral en el espacio de
momentos de las part́ıculas participantes

∫∫∫
d	k

(2π)3
F(	k) =

∫∫∫
k2dk dΩk

(2π)3
F(	k) , (2.16)

que comúnmente se resuelve en coordenadas esféricas, donde F(	k) es alguna función
que difiere de cero solamente en la vecindad de la superficie de Fermi, k � kF . Haciendo
cambio de variable de k a ε:

dk =
dk

dε
dε ≡ mL

k
dε , (2.17)

de donde se obtiene la masa efectiva de Landau, mL:

mL =
k
dε
dk

∣∣∣∣∣
k=kF

=
√
k2F +m∗2 ; (2.18)

a m∗ se le conoce como la masa efectiva de Dirac. Las expresiones para mL y m∗

serán obtenidas más adelante en el presente trabajo. El rango esperado para la masa
de Landau a densidad de saturación es (Han et al., 2019)

mLsat/mN = 0.75± 0.1 . (2.19)

Las propiedades nucleares a reproducir con el modelo se resumen en la Tabla 2.2.
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2.2 Materia de gas ideal de Fermi

2.2. Materia de gas ideal de Fermi

Un hecho sobresaliente sobre los núcleos es que, aproximadamente, un núcleo se
comporta como si estuviera compuesto de nucleones independientes moviéndose en
un campo promedio, a pesar de la interacción entre ellos en vaćıo. Esto se sigue de la
combinación del principio de exclusión de Pauli, la parte repulsiva de la fuerza fuerte de
corto alcance, y la baja amplitud de la fuerza atractiva de largo alcance (Glendenning,
2000, p. 167). Como primera aproximación para la descripción de la composición de
estrellas de neutrones se utilizará un modelo de gas ideal de Fermi. Esto nos dará una
introducción a los procedimientos a seguir cuando se utilice un modelo más complejo,
además de proporcionar un punto de comparación contra modelos más complejos.

El procedimiento descrito en esta sección fue tomado de Shapiro and Teukolsky
(2004, pp. 39-40).

2.2.1. Gas ideal de neutrones y protones

Primero se considerará un modelo aproximado en el que el sistema es un gas ideal
degenerado de neutrones con masamn y protones con masamp. Además, que el sistema
tiene una densidad numérica de bariones nB, de neutrones nn y de protones np. Se define
la variable adimensional x = np/nB, por lo que np = xnB y nn = (1 − x)nB. O bien,
frecuentemente se usa también xp ≡ x y xn ≡ 1 − x. La relación entre la densidad
numérica y el momento de Fermi de la part́ıcula es

n =
k3F
3π2

kF = (3π2n)
1
3 . (2.20)

Dada la densidad nB, los momentos de Fermi para los neutrones y los protones son,
respectivamente,

kF,n =
(
3π2nn

) 1
3 =

(
3π2(1− x)nB

) 1
3

kF,p =
(
3π2np

) 1
3 =

(
3π2xnB

) 1
3 .

(2.21)

En el gas ideal no hay interacciones ni potenciales, por lo que la enerǵıa de Fermi de
una part́ıcula j y su potencial qúımico, μj , son los de una part́ıcula libre:

μj =

√
(mjc2)

2 + (pF,jc)
2 , (2.22)

con
pF,j = �kF,j . (2.23)

Tomando en cuenta todas las part́ıculas del sistema se obtiene la enerǵıa total μ:

μ =
∑
j

μj =
∑
j

√
(mjc2)

2 + (pjc)
2 . (2.24)
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2. MARCO TEÓRICO

O bien, se puede obtener la densidad de enerǵıa de las part́ıculas j, εj , haciendo uso de
la densidad de estados con momento k, f(k):

εj = 2

∫
dk

(2π)3
μj(k)f(k)

= 2

∫
dk

(2π)3

√
(mjc2)

2 + (pjc)
2f(k) ,

(2.25)

donde el 2 multiplicando la integral surge del hecho de que es un gas degenerado en
esṕın, por lo que dos mismas part́ıculas pueden tener la misma enerǵıa con dos distintos
esṕınes, up y down. El principio de exclusión de Pauli establece que los fermiones de un
sistema no pueden ocupar el mismo estado, mientras que el principio de mı́nima enerǵıa
asegura que los estados energéticos se llenan de menor a mayor isotrópicamente en el
espacio de momentos para este sistema. De esta manera se considera la distribución
de densidad de estados de Fermi-Dirac a T = 0: f(k) = 0 si ||k|| > kf y f(k) = 1 si
||k|| ≤ kf ). Aśı, la densidad de enerǵıa total de las part́ıculas j, es de la forma

εj =
2 (4π)

(2π)3

∫ kF,j

0
k2
√

(mjc2)
2 + (c�k)2dk

=
mjc

2

λ3j
χ(yj) ,

(2.26)

con

yj =
�kF,j
mjc

, λj =
�

mjc
, (2.27)

donde λj es la longitud de Compton de la part́ıcula j, y

χ(y) =
1

8π2

(
y
√

1 + y2(1 + 2y2)− Ln
[
y +
√

1 + y2
])

. (2.28)

Aśı, la densidad de enerǵıa del sistema de neutrones y protones es

ε = εn + εp

=
mnc

2

λ3n
χ(yn) +

mpc
2

λ3p
χ(yp) .

(2.29)

Debido a la ecuación (2.21), ε es función tanto de nB como de x. Imponiendo nue-
vamente el principio de mı́nima acción, dada una densidad bariónica nB, el sistema
tenderá a adoptar el estado con fracción de protones x que sea menos energético. Aśı,
para determinar qué valor de x genera tal estado basta con derivar ε con respecto a x,
igualar tal derivada a cero, y resolver la ecuación resultante.

Notar que si se tomara mn = mp, resulta que x = 0.5 para toda densidad bariónica;
aśı, la densidad de neutrones y protones seŕıa, respectivamente nn = (1−x)nB = 0.5nB
y np = xnB = 0.5nB. Sin embargo, al considerar masas distintas para neutrones y
protones, para cada densidad bariónica nB se tienen las soluciones mostradas en la
Figura 2.2.
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Figura 2.2: Curva de fracciones de part́ıculas que minimizan la enerǵıa del sistema pa-

ra cada nB en el sistema neutrón-protón. En negro, considerando mn �= mp, y en rojo

considerando mn = mp.

La presión para un sistema isotrópico en momento formado por fermiones con masa
mj a T = 0 se define como

P =
1

3

2

h3

∫
pvf(μ− E)d3p , (2.30)

donde el 1/3 surge por isotroṕıa (en las tres direcciones), y el 2 por degeneración de
esṕın. Como v = pc2/E, entonces

Pj =
1

3

2(4π)

h3

∫ pF,j

0

p2c2√
p2c2 +m2

jc
4
p2dp

=
8πm4

jc
5

3h3

∫ yj

0

y4dy√
1 + y2

=
mjc

2

λ3j
φ(yj) ,

(2.31)

con

φ(yj) =
1

8π2

[
yj

√
1 + y2j

(
2y2j
3

− 1

)
+ Ln

[
yj +

√
1 + y2j

]]
. (2.32)
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2. MARCO TEÓRICO

Por lo que la presión total del sistema neutrón-protón es

P = Pn + Pp

=
mnc

2

λ3n
φ(yn) +

mpc
2

λ3p
φ(yp) .

(2.33)

El modelo anterior genera una primera aproximación para la descripción de materia
nuclear simétrica. Sin embargo, es importante notar que debido a que sólo incluye
neutrones y protones, el sistema posee carga eléctrica positiva.

2.2.2. Gas ideal de neutrones, protones y electrones

Para generar un sistema más complejo, y con carga neutral, se pueden agregar
electrones con densidad numérica ne. Para obtener el momento de los electrones se
utiliza la definición de la ec. (2.20). Nuevamente el potencial qúımico del electrón estará
dado por la ecuación (2.22), por lo que la enerǵıa generada por todos los electrones del
sistema también está descrita por la ecuación (2.26). La expresión matemática para la
neutralidad de carga impuesta tiene la forma

ne = np = xnB . (2.34)

Aśı, la densidad de enerǵıa total del sistema neutrón-protón-electrón, ε, es

ε = εn + εp + εe

=
mnc

2

λ3n
χ(yn) +

mpc
2

λ3p
χ(yp) +

mec
2

λ3e
χ(ye) .

(2.35)

Nuevamente se busca el valor de x que minimiza la enerǵıa para cada densidad bariónica
nB. Éstos se muestran en la Figura 2.3. En ella se puede ver que a densidades bajas
es energéticamente más eficiente tener solamente protones y electrones, sin neutrones,
debido a que mn > mp, los cuales aparecen a densidades ≈ 10−8 fm−3. Sin embargo, a
densidades más altas, la fracción de neutrones rápidamente se eleva a valores cercanos
a 1, debido a que por cada protón presente habŕıa un electrón (por conservación de
varga), y este gas de electrones es energeticamente desfavorable a tales densidades.

Para completar la ecuación de estado del sistema se obtiene la presión. Basta con
agregar la presión generada por los electrones,

Pe =
mec

2

λ3e
φ(ye) . (2.36)

Entonces la presión total del sistema resulta ser

P (nB, x) = Pn + Pp + Pe

=
mnc

2

λ3n
φ(yn) +

mpc
2

λ3p
φ(yp) +

mec
2

λ3e
φ(ye) ,

(2.37)
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Figura 2.3: Curva de valores xi, con i = n, p, ó e, que minimizan la enerǵıa del sistema

para cada nB en el sistema neutrón-protón-electrón (conmn �= mp). La ĺınea vertical marca

el valor de la densidad nuclear en saturación.

donde las xj que minimizan la enerǵıa del sistema para cada nB también se utilizan en
la presión. En las Figura 2.4 se muestra la densidad de enerǵıa y la presión, ε = ε(nB),
P = P (nB), usando los valores adecuados de xi(nB). La Figura 2.5 muestra la ecuación
de estado P = P (ρ), con ρ = ε/c2.

Por otro lado, las curvas de los potenciales qúımicos (con mn �= mp) evaluados en
los valores xi que minimizan la enerǵıa del sistema para cada nB se muestran en la
gráfica de la Fig. 2.6. En esta Figura es importante notar que para toda nB, se cumple
que Δμ = μp + μe − μn = 0. Esto no es coincidencia, y se puede demostrar invocando
la Primera Ley de la Termodinámica:

dU = TdS − PdV + μndNn + μpdNp + μedNe , (2.38)

donde U es la enerǵıa del sistema, T la temperatura, S la entroṕıa, P la presión y
V el volumen. Se quiere obtener la enerǵıa U como función de x y nB. Recordando
las definiciones realizadas, se tiene que la relación entre la cantidad de bariones, NB,
y la cantidad de protones, Np, es Np = xNB; con la cantidad de neutrones, Nn, es
Nn = (1 − x)NB. Al imponer neutralidad de carga en el sistema, se toma la cantidad
de electrones Ne, tal que Ne = Np; por ello, dNp = dNe. Para obtener las variables
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Figura 2.4: Densidad de enerǵıa y presión como función de nB usando los valores xi(nB)

que minimizan ε.
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Figura 2.5: Ecuación de estado P = P (ρ) = P (ε/c2) usando los valores xi(nB) que

minimizan ε a cada nB .
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Figura 2.6: Potenciales qúımicos del neutrón, protón y electrón, usando los valores xi que

minimizan sus valores para cada nB .

deseadas, se tiene que

dNn =
∂Nn

∂nB
dnB +

∂Nn

∂x
dx = (1− x)dNB −NBdx

dNp =
∂Np

∂nB
dnB +

∂Np

∂x
dx = xdNB +NBdx .

(2.39)

Además, la temperatura T es nula en este sistema. De esta manera la Primera Ley de
la Termodinámica queda

dU = −PdV + dNB [μn(1− x) + (μp + μe)x] + dx [−NBμn +NB(μp + μe)] . (2.40)

De ello se obtiene

∂U

∂x
|NB=cte;P=cte = −NBμn +NB(μp + μe) = NB(μp + μe − μn) . (2.41)

Se debe cumplir la condición de que x debe tomar valores que minimicen la enerǵıa,
entonces se tiene ∂U/∂x = 0; como NB �= 0, debe suceder que

μp + μe = μn . (2.42)

De esta manera se demuestra que la condición de minimización de la enerǵıa con res-
pecto a la fracción relativa de part́ıculas es equivalente a la condición de igualdad de
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potenciales qúımicos. En el presente caso, esta ecuación establece la condición para la
existencia de un proceso de transferencia en el que un neutrón decae en un protón y un
electrón, al que se le llama equilibrio-β. Dicha relación entre potenciales de part́ıculas
será de utilidad en el modelo de materia de estrella de neutrones.

El anterior es un modelo sencillo y no reproduce las propiedades nucleares de los
sistemas que queremos describir, como la enerǵıa de ligadura ni alguna otra, debido a
la ausencia de interacción entre part́ıculas. Sin embargo, resulta útil para dar un primer
paso en los procedimientos necesarios para construir un modelo más complejo.
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2.3 Materia de estrella de neutrones

2.3. Materia de estrella de neutrones

Para construir una ecuacion de estado que permita reproducir las propiedades de
bulto de la materia resulta útil hacer uso de los resultados de la Teoŕıa de campos
relativista. El tensor de enerǵıa-momento empleado en Relatividad General proporcio-
na una relación entre la densidad de enerǵıa y la presión asociadas al sistema, y los
campos inclúıdos en una teoŕıa por medio de su densidad Lagrangiana (o simplemente
Lagrangiano). Aśımismo, dicha relación permitirá determinar la dependencia entre la
densidad y la presión, al ser ambas funciones de la densidad bariónica; a dicha depen-
dencia se le conoce como la “Ecuación de estado”. Como paso intermedio se deben
resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange del Lagrangiano, donde el uso de la aproxi-
mación del campo medio es de utilidad. De esta manera, para obtener la ecuación de
estado del sistema basta con definir una densidad Lagrangiana adecuada que incluya
las part́ıculas deseadas y sus interacciones para reproducir el comportamiento de la
materia nuclear. A este conjunto de técnicas se le conoce como Teoŕıa de Campo Medio
Relativista, RMFT, que entra en el esquema mas general de Teoŕıa del funcional de
densidad, DFT.

En 1974, Walecka publicó un modelo en el que incluyó solamente un campo ba-
riónico para describir al nucleón, aśı como un par de campos de mesones, uno escalar
que media la atracción (campo σ) y otro vectorial que media la respulsión (campo ω),
para la descripción de las interacciones entre los bariones. En éste introdujo dos cons-
tantes de acoplamiento para reproducir la enerǵıa de ligadura por nucleón de materia
nuclear a densidad de saturación, descritas en el Caṕıtulo 2.1. En 1977, Boguta and
Bodmer introdujeron auto-interacciones del mesón escalar, incluyendo dos constantes
de acoplamiento más; con éstas además reprodujeron valores deseados de módulo de
compresibilidad y masa efectiva a densidad de saturación. En 1981, además de las con-
sideraciones teóricas anteriores, Boguta introdujo a su modelo la estabilidad β, lo que
permite agregar electrones y muones al modelo y establecer neutralidad de carga en el
sistema. Además incluyó un campo extra, el mesón vector-isovector, aśı como su co-
rrespondiente constante de acoplamiento, con lo que introdujo la tendencia del sistema
a ser simétrico en isoesṕın; además con dicho parámetro extra pudo ajustar la enerǵıa
de simetŕıa en saturación.

Este último modelo será utilizado en el presente trabajo para generar la densidad
Lagrangiana. Se incluirán los hadrones protón, neutrón, sigma, omega y rho, aśı como
los leptones electrón y muón. Se tomarán en cuenta las interacciones entre protón y
neutrón a través de los tres mesones mencionados, además de una auto-interacción a
tercer y otra a cuarto orden de σ. El sistema anterior permitirá la reproducción de las
propiedades nucleares, aśı como la adecuada extrapolación a densidades altas presentes
en las estrellas de neutrones.
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2.3.1. Tensor de enerǵıa momento

Para obtener una relación entre la ecuación de estado y la densidad bariónica, se
define el tensor de enerǵıa-momento Tμν como sigue:

Tμν ≡ ∂L

∂(∂μφi)
∂νφi − gμνL , (2.43)

donde L es la densidad lagrangiana del sistema, φi representa al campo i y gμν es la
métrica. En el sistema de referencia propio del flúıdo la métrica a utilizar es gμν = ημν =
diag(1,−1,−1,−1). Para un flúıdo sin estrés transversal y sin masa en movimiento, el
tensor de enerǵıa momento toma la forma

Tμν = diag(ε, P, P, P ) . (2.44)

Entonces

ε = T 00 =
∂L

∂(∂0φi)
∂0φi − η00L

P = T jj =
∂L

∂(∂jφi)
∂jφi − ηjjL .

(2.45)

Estas ecuaciones, (2.45), serán resueltas para obtener la Ecuación de estado. Para ello
se debe definir una densidad lagrangiana adecuada al sistema que se busca describir.

2.3.2. Densidad lagrangiana del sistema

La densidad lagrangiana de materia hadrónica a construir se puede obtener utilizan-
do las part́ıculas a utilizar en el modelo, multiplicando escalares entre śı, obteniendo el
producto de matrices que genere un escalar, o contrayendo ı́ndices entre cuadrivectores
y entre trivectores de esṕın, de tal manera que sólo aparezcan escalares (invariantes
ante transformaciones de Lorentz y de isoesṕın) en dicha expresión. El Lagrangiano
generalizado para describir materia nuclear a utilizar es el siguiente (Boguta, 1981)

L =
c5

�3
Ψ̄N

(
i
�

c
γμ∂

μ −mN + gσσ − gωγμω
μ − 1

2
gργμ	τ · 	ρ μ

)
ΨN

+
1

2

c3

�
∂μσ∂

μσ − 1

2

c5

�3
m2
σσ

2 − 1

4

c3

�
ωμνω

μν +
1

2

c5

�3
m2
ωωμω

μ

− 1

4

c3

�
	ρμν · 	ρ μν + 1

2

c5

�3
m2
ρ	ρμ · 	ρ μ − Uef(σ, ωμ, 	ρμ)

+
c5

�3

∑
λ

ψ̄λ

(
i
�

c
γμ∂

μ −mλ

)
ψλ ,

(2.46)

donde los tensores que aparecen con doble sub́ındice o supeŕındice se definen como
sigue:

ωμν ≡ ∂μων − ∂νωμ

	ρμν ≡ ∂μ	ρν − ∂ν	ρμ .
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Para el propósito del presente trabajo se escogieron los siguientes términos de interac-
ción:

Uef(σ, ωμ, 	ρμ) =
c5

�3

mNb

3
(gσσ)

3 +
c5

�3

ĉ

4
(gσσ)

4 . (2.47)

El espinor bariónico se denota por ΨN ; es un doblete que incluye las funciones de
onda del protón y neutrón, y Ψ̄N ≡ Ψ†

Nγ0 denota su espinor adjunto. A su vez, los
espinores correspondientes de los leptones λ, electrones y muones, son representados
por ψλ, cuyo adjunto es ψ̄λ ≡ ψ†

λγ0. Éstos transforman como espinor bajo transfor-
maciones de Lorentz, y como doblete bajo transformaciones de Isoesṕın. El campo σ
es un escalar-isoescalar (transforma como escalar bajo transformaciones de Lorentz y
de Isoesṕın); éste se encargará de simular la atracción entre nucleones. El campo ωμ
es un cuadrivector-isoescalar (transforma como cuadri-vector bajo transformaciones de
Lorentz y como escalar bajo transformaciones de Isoesṕın); éste simulará la repulsión
entre nucleones. El campo 	ρμ es un cuadrivector-isovector (transforma como cuadri-
vector bajo transformaciones de Lorentz y como trivector bajo transformaciones de
Isoesṕın); este campo será el encargado de incorporar la interacción restauradora de
simetŕıa en isoesṕın, discutido en el modelo nuclear de la gota.

La constante mN representa la masa del nucleón, y gσ, gω, gρ, b y ĉ, son constantes
de acoplamiento para la teoŕıa, que servirán para anclar los resultados teóricos a los
experimentales descritos anteriormente. En esta expresión, c representa la rapidez de
la luz en el vaćıo (aunque dicha letra será usada con otro fin posteriormente), y � es la
constante de Planck dividida por 2π. El triplete 	τ es un arreglo cuyas entradas son las
matrices de Pauli (D.1), y el cuadri-vector γμ está formado por matrices relacionadas
con las de Pauli mediante (D.4).

La primera ĺınea del lagrangiano representa la enerǵıa cinética y de masa de los
bariones, además de las interacciones de los bariones con los mesones escalar, vector, y
vector-isovector. La segunda ĺınea contiene los términos de enerǵıa de masa y cinética
para los mesones escalar y vector. La tercera ĺınea incluye la enerǵıa de masa y cinética
del campo vector-isovector. Además incluye un potencial efectivo, Uef, que describe las
interacciones entre mesones. En este caso se incluyen términos de autointeracción del
campo escalar a orden 3 y 4. La última ĺınea contiene los términos de masa y enerǵıa
cinética para los leptones, con sub́ındice λ (electrones y muones en este caso). Estos son
agentes importantes en la neutralidad de carga de materia de estrellas de neutrones, y
carecen de interacciones en el presente modelo.

Usando unidades naturales c = � = 1, el Lagrangiano anterior se reduce a

L = Ψ̄N

(
iγμ∂

μ −mN + gσσ − gωγμω
μ − 1

2
gργμ	τ · 	ρ μ

)
ΨN

+
1

2
∂μσ∂

μσ − 1

2
m2
σσ

2 − 1

4
ωμνω

μν +
1

2
m2
ωωμω

μ

− 1

4
	ρμν · 	ρ μν + 1

2
m2
ρ	ρμ · 	ρ μ − Uef(σ, ωμ, 	ρμ)

+
∑
λ

ψ̄λ (iγμ∂
μ −mλ)ψλ ,

(2.48)
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con

Uef(σ, ωμ, 	ρμ) =
mNb

3
(gσσ)

3 +
c

4
(gσσ)

4 , (2.49)

donde la c que aparece en el potencial efectivo es nueva notación para la constante
anteriormente denotada por ĉ, no la rapidez de la luz (la rapidez de la luz ya no
aparece expĺıcitamente); a partir de ahora se usará tal notación (Glendenning, 2000, p.
242).

Para la obtención de las ecuaciones de movimiento del sistema se seguirá el proce-
dimiento descrito en (Glendenning, 2000, pp. 168-173) generalizado para el lagrangiano
concerniente en el presente Caṕıtulo. Las ecuaciones de Euler-Lagrange, ecs. (B.8),
expĺıcitas para los campos σ, ω y ρ son, respectivamente,(

�+m2
σ

)
σ(x) + bmNg

3
σσ

2(x) + cg4σσ
3(x) = gσΨ̄N (x)ΨN (x) (2.50)(

�+m2
ω

)
ωμ(x) + ∂μ∂

ν	ων(x) = gωΨ̄N (x)γμΨN (x) (2.51)(
�+m2

ρ

)
	ρμ(x) + ∂μ∂

ν	ρν(x) =
gρ
2
Ψ̄N (x)γμ	τ ΨN (x) , (2.52)

donde � = ∂α∂
α. Y las ecuaciones para el campo bariónico y los leptónicos son, res-

pectivamente,[
iγμ∂

μ −mN + gσσ(x)− gωγμω
μ(x)− gρ

2
γμ	τ · 	ρ μ(x)

]
ΨN (x) = 0 (2.53)

[iγμ∂
μ −mλ]ψλ(x) = 0 . (2.54)

2.3.3. Aproximación de campo medio

El sistema de ecuaciones diferenciales acoplado obtenido es claramente dif́ıcil. Para
resolverlo se introduce la llamada aproximación de campo medio. El sistema en el que es-
tamos interesados es de materia uniforme en su estado base. Aśı, en las ecuaciones (2.50)
- (2.54) se reemplazan los campos mesónicos por su valor medio (espacio-temporal) en
tal estado: σ(x) → 〈σ〉, ωμ(x) → 〈ωμ〉, 	ρμ(x) → 〈	ρμ〉. Se utilizará a partir de ahora
la nueva notación σ ≡ 〈σ〉, ωμ ≡ 〈ωμ〉 y 	ρμ ≡ 〈	ρμ〉. Aśımismo se utilizarán los valores
medios de las fuentes de corrientes del lado derecho de las ecuaciones (2.50) - (2.52). Los
términos que incluyen derivadas sobre los valores medios de los campos se anulan, pues
tales valores son indepentientes de coordenadas espacio-temporales. De esta manera se
obtiene el nuevo sistema de ecuaciones para los mesones

m2
σσ + bmg3σσ

2 + cg4σσ
3 = gσ〈Ψ̄NΨN 〉 (2.55)

m2
ωωμ = gω〈Ψ̄NγμΨN 〉 (2.56)

m2
ρ	ρμ =

gρ
2
〈Ψ̄Nγμ	τ ΨN 〉 , (2.57)

y las ecuaciones de Dirac son de la siguiente forma[
iγμ∂

μ −mN + gσσ − gωγμω
μ − gρ

2
γμ	τ · 	ρ μ

]
ΨN (x) = 0 (2.58)

[iγμ∂
μ −mλ]ψλ(x) = 0 . (2.59)
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En las ecuaciones (2.58) y (2.59) los operadores derivadas espacio-temporales actúan
sobre las funciones ΨN y ψλ dependientes de x, sin embargo, el resto de términos son
constantes, por lo que no dependen de la posición; de esta manera, las soluciones a
dichas ecuaciones son ondas planas de la forma

Ψ(x) = Ψ(k)e−ikμx
μ

(2.60)

ψ(x) = ψ(k)e−ikμx
μ
, (2.61)

donde kμx
μ = k0t− kjx

j . Al sustituir y aplicar el operador derivada se obtiene

[
γμ

(
kμ − gωω

μ − 1

2
gρ	τ · 	ρ μ

)
− (mN − gσσ)

]
ΨN (x) = 0 (2.62)

[γμk
μ −mλ]ψλ(x) = 0 . (2.63)

Comparando la ecuación (2.62) con la ecuación de Dirac canónica se pueden definir las
siguientes variables

Kμ ≡ kμ − gωω
μ − 1

2
gρ	τ · 	ρ μ (2.64)

m∗(σ) ≡ mN − gσσ . (2.65)

A m∗ se le llama la masa efectiva de Dirac, y es reducida por el campo escalar. Las
ecuaciones de Dirac quedan de la siguiente forma

[γμK
μ −m∗] ΨN (k) = 0 (2.66)

[γμk
μ −mλ]ψλ(k) = 0 . (2.67)

Las ecuaciones (2.66) y (2.70) son ecuaciones de eigenvalores. Para encontrar los eigen-
valores de la ecuación para los nucleones, se multiplica la ecuación por [γνK

ν +m∗]:

[γμK
μ −m∗] [γνKν +m∗] = γμK

μγνK
ν −m∗2 (2.68)

= KμKν γμγν + γνγμ
2

−m∗2 = KνKν −m∗2 , (2.69)

donde la última igualdad se da por la propiedad (D.5). Desarrollando lo mismo para la
ecuación de leptones, el resultado es

[KνKν −m∗] ΨN (k) = 0 (2.70)

[kνkν −mλ]ψλ(k) = 0 . (2.71)

Los operadores sobre las funciones de onda se convirtieron en múltiplos que anulan a
dichas funciones; por ello,

K0 =

√
	K · 	K +m∗2 (2.72)

k0 =

√
	k · 	k +m2

λ . (2.73)
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Denotando la componente temporal del cuadri-vector kμ como e = e(	k), se obtiene la
siguiente relación

e(	k) ≡ k0(	k) = K0 + gωω0 +
1

2
gρ	τ · 	ρ 0 . (2.74)

Por lo que el eigenvalor del tres-momento kj del nucleón es

e(	k) ≡ k0(	k) = E(	k) + gωω0 +
1

2
gρ	τ · 	ρ 0 , (2.75)

con

E(	k) ≡ K0 =

√√√√ 3∑
i=1

(
ki − gωωi − 1

2
gρ	τ · 	ρ i

)2

+ (mN − gσσ)2 . (2.76)

Y los eigenvalores para las ecuaciones de leptones son

eλ(	k) ≡ k0(	k) =

√
	k · 	k +m2

λ . (2.77)

De esta manera se obtuvieron los eigenvalores de la ecuación de Dirac para los nucleones
expresados en términos del valor medio de los campos mesónicos; aśı como para los
leptones, que no dependen de los valores medios de los mesones al no interactuar los
primeros con los segundos.

2.3.4. Obtención de fuentes de corriente bariónica

Para encontrar los valores expĺıcitos de las corrientes bariónicas en las ecuaciones
de movimiento (2.55) - (2.59) (lado derecho de las ecuaciones), se utilizará el siguiente
método, descrito en (Glendenning, 2000, pp. 170-172), ajustado al Lagrangiano del
presente trabajo.

El estado de un solo nucleón en esta teoŕıa se caracteriza por su tri-momento 	k y
la proyección de esṕın e isoesṕın, que denotaremos por κ. Cada estado de momento de
neutrón y protón pueden tener una de las dos proyecciones de esṕın ±1/2. Denotemos
por un paréntesis el valor de expectación de un operador Λ en un estado de una sola
part́ıcula con momento 	k,

(
Ψ̄ΛΨ

)
�kκ
. El valor de expectación de dicho operador en el

estado menos energético posible en un sistema de muchas part́ıculas es

〈
Ψ̄ΓΨ

〉
=
∑
κ

∫
d	k

(2π)3
(
Ψ̄ΓΨ

)
�kκ

Θ
[
μ− e(	k)

]
, (2.78)

donde la suma en κ es sobre los estados de esṕın-isoesṕın de los estados de momento
ocupados y Θ(x) es la función de paso que es la unidad para x ≥ 0 y cero en otro caso.
Se denota la enerǵıa de Fermi por μ. La integral va de cero hasta el valor de 	k para el
cual los eigenvalores e(	k) quedan debajo del potencial qúımico μ, i. e., debajo de cierta
enerǵıa designada. En nuestro caso, la superficie de Fermi generada por la igualdad
e(	k) = μ es una esfera.
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Por otro lado, el tipo de operador Γ en el que se tiene interés también aparece en el
Hamiltoniano de Dirac. Para hallarlo, se usará la Densidad lagrangiana de Dirac, LD,
que aparece en la ecuación (2.62). Recordando que la Densidad hamiltoniana de Dirac
se define como HD = q̇ipi−LD, donde q

i son las coordenadas generalizadas del sistema
(en nuestro caso, los campos utilizados) y pi los momentos generalizados; y que q̇i = 0
pues estamos considerando la aproximación de campo medio, se tiene que HD = −LD,
por lo que

HD = −γμkμ + gωγμω
μ +

1

2
gργμ	τ · 	ρ μ +m∗

= −γ0k0 + γik
i + gωγμω

μ +
1

2
gργμ	τ · 	ρ μ +m∗ .

(2.79)

Como LDΨ(k) = 0, entonces debe suceder que HDΨ(k) = 0, es decir, que los eigenva-
lores de esta última ecuación deben ser cero:

− γ0k
0 + γik

i + gωγμω
μ +

1

2
gργμ	τ · 	ρ μ +m∗

N = 0 . (2.80)

Por ello, despejando γ0k
0 de la ec. (2.80) y multiplicando ambos lados por γ0, se obtiene

el Hamiltoniano de Dirac:

HD ≡ k0 = γ0

[
γik

i + gωγμω
μ +

1

2
gργμ	τ · 	ρ μ +m∗

N

]
. (2.81)

Este operador es tal que si se toma el valor de expectación en un estado de momento
de una sola part́ıcula como se definió con anterioridad, se obtiene(

Ψ†HDΨ
)
�kκ

= k0(	k) = E(	k) + gωω0 +
1

2
gργμ	τ · 	ρ 0 . (2.82)

En este caso, el lado derecho de la ecuación es independiente de la etiqueta de la
proyección de esṕın, κ, es decir, los estados de momento son degenerados con ocupación
2.

Tomando la derivada del lado izquierdo de la ecuación (2.82) con respecto a cual-
quier variable ξ en el Hamiltoniano,

∂

∂ξ

(
Ψ†HDΨ

)
�kκ

=

(
Ψ†∂HD

∂ξ
Ψ

)
�kκ

+ E(	k)
∂

∂ξ

(
Ψ†Ψ

)
�kκ

. (2.83)

Como Ψ(	k) es una eigenfunción del momento, sólo el primer término de la derecha
sobrevive, por lo que

∂

∂ξ

(
Ψ†HDΨ

)
�kκ

=

(
Ψ†∂HD

∂ξ
Ψ

)
�kκ

. (2.84)

De ahora en adelante se utilizará este resultado (junto con las ecuaciones (2.81) y (2.82))
para obtener las fuentes de corriente.
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Como primer caso se tomará la derivada con respecto a ω0. Esto establece de inme-
diato la normalización (

Ψ†Ψ
)
kκ

= 1 . (2.85)

Usando la ecuación (2.78) se tiene la densidad numérica bariónica, n, de la forma

n =
〈
Ψ†Ψ

〉
= (2Jp + 1)

∫ �kp

0

d	k

(2π)3
Θ
[
μ− e(	k)

]
+ (2Jn + 1)

∫ �kn

0

d	k

(2π)3
Θ
[
μ− e(	k)

]
.

(2.86)
Esto es el resultado obtenido con anterioridad para la densidad numérica.

De igual manera se puede derivar con respecto a ki, generando la siguiente ecuación:

(
Ψ̄γiΨ

)
�kκ

=
∂

∂ki
E(	k) . (2.87)

Por lo que la corriente de nucleones es

〈
Ψ̄γiΨ

〉
=
∑
b

(2Jb + 1)

∫
d	k

(2π3)

(
∂

∂ki
E(	k)

)
Θ
[
μ− e(	k)

]

=
∑
b

2

∫
dkidkjdkq

(2π3)

(
∂

∂ki
E(	k)

)
Θ
[
μ− e(	k)

]

=
∑
b

2

∫
dkjdkq

(2π3)

∫
dE(kj , kq)Θ

[
μ− e(	k)

]
= 0 .

(2.88)

La integral es sobre los estados de momento ocupados; se anula porque E(	k) iguala
a la constante μ − gωω0 − 1

2gρ	τ · 	ρ0 en toda la frontera de la superficie de la región
de integración (al tratarse de un sistema isotrópico). Por ello, dE es la diferencia de
dos números iguales. Como consecuencia de que dicha corriente sea nula, se sigue de la
ecuación de movimiento para ωi que el valor medio de la componente i de dicho mesón
se anula; aśımismo, que la superficie del espacio de momento ocupado es una esfera (de
Fermi). Entonces el eigenvalor a la ecuación de Dirac se escribe simplemente como

e(k) ≡ k0(k) = E(k) + gωω0 +
1

2
gρ	τ · 	ρ 0 , (2.89)

con E(k) =
√∑3

i=1(k
i − 1

2gρ	τ · 	ρ i)2 + (m− gσσ)2. De lo anterior, resolviendo la ecua-

ción (2.86) en coordenadas esféricas se obtiene

n =
〈
Ψ†Ψ

〉
= (2Jp + 1)

∫ kfp

0

d	k

(2π)3
+ (2Jn + 1)

∫ kfn

0

d	k

(2π)3

=
2(4π)

(2π)3

∫ kFp

0
k2dk +

2(4π)

(2π)3

∫ kFn

0
k2dk

=
k3Fp

3π2
+
k3Fn

3π2
= np + nn ,

(2.90)
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donde np ≡
k3Fp

3π2 y nn ≡ k3Fn
3π2 . Esto es conocido comúnmente como la densidad vectorial, a

diferencia de la densidad escalar que obtendremos a continuación. La densidad vectorial
es la componente temporal de la corriente bariónica conservada.

La densidad escalar es de la forma
〈
Ψ̄Ψ
〉
. Derivando con respecto a mN ,

∂HD

∂mN
= γ0 , (2.91)

por lo que (
Ψ† ∂HD

∂mN
Ψ

)
kκ

=
(
Ψ̄γ0γ0Ψ

)
kκ

=
(
Ψ̄Ψ
)
kκ

. (2.92)

Aśı, (
Ψ̄Ψ
)
kκ

=
∂E(k)

∂mN
=

mN − gσσ√
k2 + (mN − gσσ)2

. (2.93)

Entonces la densidad escalar, ns, es

ns ≡
〈
Ψ̄Ψ
〉
= (2Jp + 1)

4π

(2π)3

∫ kFp

0
k2dk

mN − gσσ√
k2 + (mN − gσσ)2

+ (2Jn + 1)
4π

(2π)3

∫ kFn

0
k2dk

mN − gσσ√
k2 + (mN − gσσ)2

=
1

π2

∫ kFp

0
k2dk

mN − gσσ√
k2 + (mN − gσσ)2

+
1

π2

∫ kFn

0
k2dk

mN − gσσ√
k2 + (mN − gσσ)2

=
m∗kFp

2π2

√
m∗2 + k2Fp

− m∗3

2π2
log

⎛
⎝kFp +

√
m∗2 + k2Fp

m∗

⎞
⎠

+
m∗kFn

2π2

√
m∗2 + k2Fn

− m∗3

2π2
log

⎛
⎝kFn +

√
m∗2 + k2Fn

m∗

⎞
⎠ .

(2.94)

Por último, falta obtener las corrientes para las ecuaciones del mesón ρ. Haciendo uso
nuevamente del método, derivando con respecto a 	ρ i,

gρ
2

(
Ψ̄γi	τΨ

)
=
∂E(	k)

∂	ρ i
=

−gρ
2 	τk

i + (
gρ
2 	τ)

2	ρ i

E(	k)
. (2.95)

Entonces

gρ
2

〈
Ψ̄γi	τΨ

〉
=
∑
b

(2Jb + 1)

∫
d	kb
(2π)3

−gρ
2 	τk

i + (
gρ
2 	τ)

2	ρ i

E(	k)

= 2
∑
b

∫
d	kb
(2π)3

−gρ
2 	τk

i

E(	k)

+ 2
∑
b

∫
d	kb
(2π)3

(
gρ
2 	τ)

2	ρ i

E(	k)
,

(2.96)
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donde la suma sobre b significa sumar sobre los espacios de momentos del protón y del
neutrón, b = p, n. Para facilitar los cálculos de dichas integrales se utilizarán coorde-
nadas esféricas, pues ya sabemos que la superficie de Fermi es una esfera. Sin embargo,
en la expresión anterior se tiene el ı́ndice i que corre sobre i = 1, 2, 3 = x, y, z, coorde-
nadas cartesianas, no sobre coordenadas esféricas. También se sabe que E es isotrópica
pues el sistema lo es, por lo que E = E(kr) sólo depende de la coordenada radial
del momento. Utilizando el cambio a coordenadas esféricas: kx = kr sin(kθ) cos(kφ),
ky = kr sin(kθ) sin(kφ), kz = kr cos(kθ), con r, θ y φ las nuevas variables y kr, kθ y kφ

sus respectivos números de onda, se tiene que la siguiente integral expresada de manera
general con una función arbitraria f = f(kr) por un vector arbitrario vi∫ kf

0

∫ 2π

0

∫ π

0
dkrdkφdkθkr

2
sin(kθ)f(kr)vi , (2.97)

se puede descomponer en tres casos. Caso i = x:∫ kf

0

∫ 2π

0

∫ π

0
dkrdkφdkθkr

2
sin(kθ)f(kr)vx

=

∫ kf

0

∫ 2π

0

∫ π

0
dkrdkφdkθkr

2
sin(kθ)f(kr)v(kr) sin(kθ) cos(kφ)

=

∫ kf

0
dkrkr

2
f(kr)v(kr)

∫ π

0
dkθ sin2(kθ)

∫ 2π

0
dkφ cos(kφ) = 0 ,

(2.98)

pues
∫ 2π
0 dkφ cos(kφ) = 0. Caso i = y:

∫ kf

0

∫ 2π

0

∫ π

0
dkrdkφdkθkr

2
sin(kθ)f(kr)vy

=

∫ kf

0

∫ 2π

0

∫ π

0
dkrdkφdkθkr

2
sin(kθ)f(kr)v(kr) sin(kθ) sin(kφ)

=

∫ kf

0
dkrkr

2
f(kr)v(kr)

∫ π

0
dkθ sin2(kθ)

∫ 2π

0
dkφ sin(kφ) = 0 ,

(2.99)

ya que
∫ 2π
0 dkφ sin(kφ) = 0. Caso i = z:

∫ kf

0

∫ 2π

0

∫ π

0
dkrdkφdkθkr

2
sin(kθ)f(kr)vz

=

∫ kf

0

∫ 2π

0

∫ π

0
dkrdkφdkθkr

2
sin(kθ)f(kr)v(kr) cos(kθ)

=

∫ kf

0
dkrkr

2
f(kr)v(kr)

∫ 2π

0
dkφ

∫ π

0
dkθ sin(kθ) cos(kθ) = 0 ,

(2.100)

debido a que
∫ π
0 dkθ sin(kθ) cos(kθ) = 0. En particular, si se toma f(kr) =

− 1
2
gρτ3

E(kr) y

vi = ki como en la primera integral en (2.96); o f(kr) =
( 1
2
gρ�τ)2

E(kr) y vi = 	ρ i como en la
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segunda integral, se tiene que
gρ
2

〈
Ψ̄γi	τΨ

〉
= 0 . (2.101)

Aśı, la solución de las tres ecuaciones espaciales que aparecen en (2.57) es 	ρ i = 0. Esto
implica que

E(k) ≡ E(	k) =

√
	k2 + (m− gσσ)2 . (2.102)

De esta manera, los eigenvalores de enerǵıa de los nucleones quedan descritos por la
siguiente relación.

e(k) =
√
k2 + (m− gσσ)2 + gωω0 +

1

2
gρ	τ · 	ρ0 . (2.103)

Por otro lado, en este sistema se proh́ıbe la transformación por medio de una part́ıcula
ρ de un neutrón en un protón, y viceversa. Dichas transformaciones se pueden llevar a
cabo por medio del intercambio de las componentes ρ01 y ρ02. Por ello, sus valores de
expectación sobre el estado base deben anularse, de lo contrario el número de carga no
se conservaŕıa en este sistema. De esta manera la única componente distinta de cero
del mesón vector-isovector será ρ03. Esto reduce el número de ecuaciones relacionadas
con el campo ρ, y simplifica en las que éste aparece. Además, en la fuente de corriente
(valor de expectación) de la componente 3 de la parte vectorial del mesón ρ, el operador
τ3 produce un factor ±1, relacionado con el isoesṕın, que depende de si se trata del
valor de expectación para protón o neutrón. Aśı, para la ecuación temporal de (2.57)
relacionada con ρ03, se tiene que

1

2
gρ
〈
Ψ̄Nγ0τ3Ψ

〉
=

1

2
gρ

〈
Ψ†
Nτ3ΨN

〉

=
gρ
2
(np − nn) =

gρ
2

(
k3Fp

3π2
− k3Fn

3π2

)
,

(2.104)

pues el valor de expectación del isoesṕın es la densidad de isoesṕın del protón y electrón,
que tienen isoespines 1/2 y −1/2 y densidades numéricas np, nn, respectivamente.

En resumen, las eigenenerǵıas de protón y neutrón son, respectivamente,

ep(k) =
√
k2 + (m− gσσ)2 + gωω0 +

1

2
gρρ03

en(k) =
√
k2 + (m− gσσ)2 + gωω0 − 1

2
gρτ3ρ03 .

(2.105)

La eigenenerǵıa del leptón λ (electrón o muón) es

eλ(k) =
√
k2 +mλ . (2.106)
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Y el nuevo sistema de ecuaciones es el siguiente.

m2
σσ + bmg3σσ

2 + cg4σσ
3 =

gσ
m∗kFp

2π2

√
m∗2 + k2Fp

− gσ
m∗3

2π2
log

⎛
⎝kFp +

√
m∗2 + k2Fp

m∗

⎞
⎠

+gσ
m∗kFn

2π2

√
m∗2 + k2Fn

− gσ
m∗3

2π2
log

⎛
⎝kFn +

√
m∗2 + k2Fn

m∗

⎞
⎠

(2.107)

m2
ωω0 = gω

(
k3Fp

3π2
+
k3Fn

3π2

)
(2.108)

m2
ρρ03 =

gρ
2

(
k3Fp

3π2
− k3Fn

3π2

)
. (2.109)

Las soluciones de los campos medios en las ecuaciones anteriores se deben obtener
para un conjunto de densidades numéricas bariónicas, n (kF está en función de n).
Además, la ecuación para σ es impĺıcita, por lo que se utilizarán métodos numéricos
para resolverla.

2.3.5. Ecuación de Estado del sistema

Una vez resueltas las ecuaciones de Euler Lagrange con aproximación de campo
medio, se pueden sustituir las soluciones en las ecuaciones (2.45). Debido a que los
valores obtenidos son únicamente el valor esperado de los campos, estas ecuaciones
también proporcionarán el valor medio de la densiad de enerǵıa y presión, ε y P .
Entonces los términos con derivadas espacio temporales de los campos del lado derecho
de ambas ecuaciones se anulan. Aplicando el valor esperado, se tiene

ε = −〈L〉+ 〈Ψ̄γ0k0Ψ〉
P = 〈L〉+ 1

3

〈
Ψ̄γikiΨ

〉
,

(2.110)

ya que i∂μΨ(k) = kμΨ(k) y ∂μω
μ = 0. El valor 1/3 en la presión aparece debido a que

cada una de las tres componentes espaciales del tensor de enerǵıa-momento involucra
la suma γik

i, con i sumada.
El valor esperado del Lagrangiano sólo contendrá los términos que no se anulan,

es decir, los términos que no contengan derivadas o que no se anulen debido a las
ecuaciones de movimiento del valor esperado de los campos (incluyendo la ecuación de
Dirac). Entonces

〈L〉 = −1

2
m2
σσ

2 +
1

2
m2
ωω

2
0 +

1

2
m2
ρρ

2
03 − 〈Uef〉 , (2.111)

con

〈Uef〉 = b

3
mNg

3
σσ

3 +
c

4
g4σσ

4 . (2.112)
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El segundo término de ε en la ecuación (2.110) es el valor de expectación de los eigen-
valores de la ecuación de Dirac;

〈Ψ̄Nγ0k0ΨN 〉 = 〈Ψ̄Nγ0e(	k)ΨN 〉
= gωω0〈Ψ̄Nγ0ΨN 〉+ 1

2
gρρ03〈Ψ̄Nγ0τ3ΨN 〉+ 〈Ψ†

NE(	k)ΨN 〉

=
[
m2
ωω

2
0

]
+
[
m2
ρρ

2
03

]
+
∑
b

(2Jb + 1)

∫
d	k

(2π)3
E(	k) ,

(2.113)

donde se usaron las ecuaciones de campo (2.56) - (2.57) en la última igualdad para

sustituir las fuentes de corriente. Definiendo xb ≡ kFb
m∗

b
y Jb como el esṕın del barión b,

se obtiene la integral:

∑
b

(2Jb + 1)

∫
d	k

(2π)3
E(	k) =

∑
b

1

π2

∫ kFb

0
dk k2E(k)

=
∑
b

1

π2
m∗4
b

8

[
xb

√
1 + x2b(1 + 2x2b)− ln

(
xb +

√
1 + x2b

)]
.

(2.114)

Para obtener el valor esperado de la presión se tiene que

(
Ψ̄NγjΨN

)
kκ

=
∂E(k)

∂kj
, (2.115)

por lo que

〈Ψ̄NγikiΨN 〉 =
∑
b

(2Jb + 1)

∫
d	k

(2π)2
k2

E(k)
=
∑
b

1

π2

∫ kFb

0

k4dk

E(k)

=
∑
b

1

π2
3m∗4

b

8

[
xb

√
1 + x2b

(
2

3
x2b − 1

)
+ ln

(
xb +

√
1 + x2b

)]
.

(2.116)

El término obtenido tiene suma sobre el ı́ndice b para los bariones, pero también se
debe considerar la componente energética proporcionada por los leptones posibles del

sistema, que serán denotados con el ı́ndice l; aśı se define xl ≡ kFl
ml

. De esta manera, la
densidad de enerǵıa resulta ser la siguiente.

ε =
1

2
m2
σσ

2 +
1

2
m2
ωω

2
0 +

1

2
m2
ρρ

2
03 +

b

3
mNg

3
σσ

3 +
c

4
g4σσ

4

+
∑
b=n,p

m∗4
b

8π2

[
xb

√
1 + x2b(1 + 2x2b)− ln

(
xb +

√
1 + x2b

)]

+
∑
l=e,μ

m4
l

8π2

[
xl

√
1 + x2l (1 + 2x2l )− ln

(
xl +

√
1 + x2l

)]
.

(2.117)
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La presión está dada por

P = −1

2
m2
σσ

2 +
1

2
m2
ωω

2
0 +

1

2
m2
ρρ

2
03 −

b

3
mNg

3
σσ

3 − c

4
g4σσ

4

+
∑
b=n,p

m∗4
b

8π2

[
xb

√
1 + x2b

(
2

3
x2b − 1

)
+ ln

(
xb +

√
1 + x2b

)]

+
∑
l=e,μ

m4
l

8π2

[
xl

√
1 + x2l

(
2

3
x2l − 1

)
+ ln

(
xl +

√
1 + x2l

)]
.

(2.118)

Ambas relaciones generan funciones ε = ε(nB) y P = P (nB), por lo que dada una den-
sidad numérica bariónica nB se puede obtener la relación P = P (ε), que es la ecuación
de estado buscada.

2.3.6. Constricciones f́ısicas del sistema

Debido a que el sistema permite el intercambio de unas part́ıculas por otras, se nece-
sitan asegurar constricciones apropiadas para el estado de la materia en el que uno está
interesado. Dicho estado estará caracterizado por valores espećıficos de cantidades con-
servadas como el número bariónico y la carga (eléctrica), los cuales están especificados
en (Glendenning, 2000, pp. 173-174, 190-191) y se describen en esta sección:

nb = (2Jb + 1)k3b,F /(6π
2) (2.119)

Qi = (2Ji + 1)qik
3
i,F /(6π

2) , (2.120)

donde nb representa la densidad numérica de los distintos tipos de bariones (protones
y neutrones), b; y Qi las cargas de las part́ıculas con carga (protones, electrones y
muones), i. Las densidades totales cumplen

n =
∑
b

nb = np + nn = nB (2.121)

q =
∑
i

Qi = np − ne − nμ = 0 . (2.122)

Por otro lado, para que una part́ıcula pueda decaer en otras, debe suceder una condición
de igualdad de potenciales qúımicos de las part́ıculas i, definidos como μi. Como se
desea incluir conversión de electrones en muones, y neutrones en protones y electrones
(y viceversa) en el sistema, se deben imponer condiciones matemáticas que representan
dichos procesos (Glendenning, 2000, p. 190):

μn = μp + μe (2.123)

μe = μμ . (2.124)

Tales condiciones de equilibrio-β son de hecho equivalentes a pedir que la enerǵıa sea
mı́nima bajo variaciones de las concentraciones xi de las distintas familias de fermiones,
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2.3 Materia de estrella de neutrones

como se mostró en la sección 2.2.2. Los potenciales qúımicos, iguales a las enerǵıas de
Fermi en sistemas tales que T = 01, se relacionan con los momentos de Fermi que
aparecen en la expresión (2.119) y (2.120) mediante

μi = ei(kFi) , (2.125)

donde el eigenvalor de ei(kFi) es el dado por (2.105) para los bariones, y por (2.106)
para los leptones.

Dichas constricciones se suman a las ecuaciones matemáticas que describen al siste-
ma uńıvocamente. De esta manera, para obtener los valores de (2.117) y (2.118) se debe
resolver el sistema de ecuaciones que consiste de: tres ecuaciones de Euler-Lagrange pa-
ra los mesones σ, ω y ρ, ecs. (2.107), (2.108) y (2.109); dos ecuaciones que imponen
la conservación de números bariónicos y de carga en el sistema, ecs. (2.121) y (2.122);
y dos ecuaciones que imponen las condiciones energéticas para los decaimientos β y
de leptones, ecs. (2.123) y (2.124). Este sistema de siete ecuaciones es función de siete
variables: los valores esperados de los campos σ, ω0, ρ03; y las densidades numéricas
de las part́ıculas electrón, muón, neutrón y protón, ne, nμ, nn y np. Dichas variables
son dependientes entre śı, pero al final todo el sistema se puede considerar únicamente
función de la densidad bariónica, nB. Para la solución de dicho sistema de ecuaciones
se optará por la utilización de métodos numéricos.

1Ésta es una suposición válida dado que temperaturas mayores a cero en estrellas de

neutrones modifican mı́nimamente el potencial qúımico, pues para casos relativistas, μ(T ) =

EF

[
1− π2

3

(
T
TF

)2

+O
(

T
TF

)6
]
, siendo T ≈ 106 K y TF ≈ 1012 K en estrellas de neutrones. (Lan-

dau and Lifshitz, 1980, pp. 168-170)
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2.4. Perfil gravitacional de la estrella de neutrones

Las estrellas de neutrones están en equilibrio hidrostático. En estos sistemas la
presión generada por la materia equilibra la compresión generada por la interacción
gravitacional, que a altas densidades se vuelve relativista. Dicho equilibrio hidrostático
relativista está descrito por las Ecuaciones Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV), don-
de se incluye la Ecuación de estado. Resolver dichas ecuaciones significa determinar
una relación entre la masa, el potencial gravitacional, la densidad y la presión con el
radio. A dichas relaciones se les conoce como el perfil de la estrella de neutrones. Este
perfil servirá para verificar la validez (o invalidez) de un modelo teórico sobre la com-
posición de las estrellas de neutrones al compararlo con datos experimentales, siendo
de particular utilidad la masa y radio estelares máximos que la estrella puede alcanzar
considerando dicho modelo.

En este caṕıtulo se obtendrán las ecuaciones TOV, con el método descrito en Shutz
(2009, pp. 151-262).

2.4.1. Ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

En el presente modelo se tomará a la estrella de neutrones con forma esférica, por
lo que una métrica adecuada para la descripción de dicho sistema es la siguiente:

ds2 = −e2Φdt2 + e2Λdr2 + r2dΩ2 , (2.126)

donde Φ y Λ son funciones de t y r, la coordenada de tiempo y radial, respectivamente;
además se usó la rapidez de la luz, c = 1. Esta métrica sirve para describir el campo
gravitacional dentro y fuera de la estrella. Considerando que la estrella se encuentra
en equilibrio hidrostático, se puede tomar a Φ y λ independientes de t (Shapiro and
Teukolsky, 2004, p. 124). Dicho equilibrio implica a su vez que en este sistema la única
componente de la cuatro-velocidad 	u = (u0, ui) que no se anula es u0. La condición de
normalización 	u · 	u = −1 implica que

u0 = e−Φ ; u0 = −eΦ . (2.127)

Usando la definición del tensor de esfuerzos, ec. (2.43), se obtienen sus componentes

T00 = εe2Φ (2.128)

Trr = Pe2Λ (2.129)

Tθθ = r2P (2.130)

Tφφ = sin2 θTθθ . (2.131)

Las leyes de conservación en relatividad general aseguran que

Tαβ;β = 0 , (2.132)
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2.4 Perfil gravitacional de la estrella de neutrones

donde la “;β” representa la derivada covariante del término a su izquierda, con respecto
a la coordenada β; éstas son cuatro ecuaciones, una para cada ı́ndice α. Debido a la
simetŕıa esférica y la independencia temporal impuesta, sólo la ecuación para α = r es
no trivial, y resulta ser

(ε+ P )
dΦ

dr
= −dP

dr
. (2.133)

Esta es la ecuación que determina el gradiente de presión necesario para mantener al
fluido estático en el campo gravitacional.

Por otro lado, las ecuaciones de campo de Einstein (para un universo estático lo-
calmente) son

Gαβ = 8πTαβ , (2.134)

donde la constante de gravitación universal G = 1; Gαβ ≡= Rαβ − 1
2gαβR es el tensor

de Einstein; gαβ es la métrica del sistema; R = Rσ
σ es el escalar de Ricci; Rαβ = Rμ

αμβ

es el tensor de Ricci; Rδ
γμν = Γδγν,μ − Γδγμ,ν + ΓδσμΓ

σ
γν − ΓδσνΓ

σ
γμ con “,μ” denotando la

derivada parcial con respecto a la coordenada μ, es el tensor de curvatura de Riemann;
y Γδμμ = 1

2g
δσ (gσμ,ν + gσν,μ − gμν,σ) son los śımbolos de Christoffel de la métrica.

De esta manera, usando la definición del tensor de Einstein, con la métrica definida
en la ec. (2.126), se obtiene lo siguiente.

G00 =
1

r2
e2Φ

d

dr

[
r
(
1− e−2Λ

)]
(2.135)

Grr = − 1

r2
e2Λ
(
1− e−2Λ

)
+

2

r
Φ′ (2.136)

Gθθ = r2e−2Λ

[
Φ′′ + (Φ′)2 +

Φ′

r
− Φ′Λ′ − Λ′

r

]
(2.137)

Gφφ = sin2 θGθθ , (2.138)

con Φ′ = dΦ/dr. Todas las demás componentes del tensor de Einstein se anulan.
Usando las ecuaciones (2.128) y (2.135), se puede determinar expĺıcitamente la

componente (0,0) de las ecuaciones de Einstein (2.134). Primero, si se define la siguiente
función,

m(r) ≡ 1

2
r(1− e−2Λ) , (2.139)

entonces se tiene que

grr ≡ e2Λ =

(
1− 2m(r)

r

)−1

. (2.140)

Por ello, la forma expĺıcita de la ecuación (0,0) es de la forma

dm(r)

dr
= 4πr2ρ , (2.141)

donde ρ = ε/c2, y c es la rapidez de la luz en el vaćıo (en nuestro caso se toma c = 1 pero
para utilizar otro tipo de unidades es importante tomarlo en cuenta). Esta ecuación es
de la misma forma que la ecuación para el caso Newtoniano, en cuyo caso la función
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m(r) es conocida como “la masa” dentro de una esfera de radio r. Por ello a m(r) se
le llama la “función de masa” o “masa gravitacional”. Con esto podemos obtener la
distancia radial propia:

dl = g1/2rr dr =
dr√

1− 2m(r)
r

, (2.142)

de tal manera que el volumen propio de una capa de espesor dr es dV = 4πr2 dl. Si en
lugar de usar la diferencial de la coordenada r se usa la diferencial de intervalo dl, se
obtiene la “masa propia”:

dmprop = 4πr2ρdl , (2.143)

o equivalentemente, usando la densidad bariónica, nbar, en lugar de la densidad de masa,
se obtiene el “numero bariónico” (el cual es a fuerza un “número bariónico propio”):

dNbar = 4πr2nbardl , (2.144)

que al multiplicar por la unidad de masa atómica, mu, genera la “masa bariónica” (que
también es una “masa bariónica propia”):

dmbar = 4πr2munbardl . (2.145)

Esta masa bariónica es relevante cuando se considera la evolución de las estrellas,
ya que se conserva, pues es proporcional al número bariónico, mientras que las masas
gravitacionales y propias no se conservan. La masa gravitacional es de relevancia ya que
es la que se mide en sistemas binarios. La masa propia se menciona solo por curiosidad
y nunca se considera.

La ecuación expĺıcita para la componente (r,r) de Einstein tiene la forma

dΦ

dr
=
m(r) + 4πr3P

r [r − 2m(r)]
. (2.146)

Las ecuaciones (2.133), (2.141) y (2.146), además de la ecuación de estado P = P (ρ),
son cuatro ecuaciones para las cuatro incógnitas Φ, m, ρ y P en función del radio de
la estrella, que es la única variable libre. A estas ecuaciones se les llama las Ecuaciones
de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV).

Al resolver este sistema de ecuaciones se obtiene el perfil gravitacional de la estrella,
es decir, la información gravitacional de la estrella como función de su radio.

2.4.2. Valores experimentales de masa y radio de estrellas de neutro-

nes

Los resultados obtenidos al resolver el sistema de ecuaciones TOV pueden ser com-
parados con datos reales sobre la masa total y radio total de estrellas de neutrones.
La Figura 2.7 muestra las masas de varias estrellas de neutrones, medidas experimen-
talmente. Las Double Neutron Stars, como su nombre lo indica, hacen referencia a las
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estrellas de neutrones dobles; los Slow Pulsars se refieren a los pulsares con periodo
corto y estrellas de neutrones con compañeras de masa grande; los Recycled Pulsars
incluyen todos los Pulsares de periodo en milisegundos (MSP por sus siglas en inglés)
aśı como las estrellas de neutrones acretando compañeras de baja masa; y los Bursters,
que generan erupciones de rayos X (Özel and Freire, 2016). Aśımismo, en las Figuras
2.8 y 2.9 se grafican las curvas de radio estelar contra masa estelar, también conocidas
como curvas MR, para distintos modelos teóricos (en gris claro), y varios intervalos de
masas y radios estelares observados (en colores). De esta manera, un requerimiento
mı́nimo para los modelos a altas densidades es poder reproducir estrellas de neutro-
nes con masas tan altas como la de J1748-2021B en la Figura 2.7, y perfiles tales que
coincidan con las mediciones en las Figuras 2.8 y 2.9.
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Figura 2.7: Gráfica de masas estelares con incertidumbre medidas experimentalmente

para varias estrellas de neutrones. Generada a partir de la tabla de datos proporcionada

por Xtreme Astrophysics Group at the University of Arizona (2020), también publicada en

Özel and Freire (2016), modificada de los valores de incertidumbre para la masa de J1614-

2230, a la que además se le agregó la estrella de neutrones J0740+6620 con sus respectivos

valores experimentales, obtenidos de Cromartie et al. (2020).
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Figura 2.8: Curvas MR de algunos modelos teóricos (en gris claro), e intervalos de masas y

radios de estrellas de neutrones observados (en colores), obtenidas de Xtreme Astrophysics

Group at the University of Arizona (2020), también publicadas en Özel and Freire (2016).
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Figura 2.9: Curvas MR de algunos modelos teóricos (en gris claro), e intervalos de masas y

radios de estrellas de neutrones observados (en colores), obtenidas de Xtreme Astrophysics

Group at the University of Arizona (2020), también publicadas en Özel and Freire (2016).
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Caṕıtulo 3

Métodos

3.1. Solución de la ecuación de estado

Para determinar los valores expĺıcitos que la Ecuación de Estado toma en función de
la densidad bariónica se debe resolver el sistema de ecuaciones obtenido en el Caṕıtulo
2.3. Con ese fin, se debe proporcionar un conjunto de densidades bariónicas donde la
Ecuación de estado estará evaluada, y otro de condiciones inicales del problema, que
incluya el valor esperado de los mesones y las densidades de los bosones y leptones. Los
métodos numéricos a utilizar serán el método de Newton y de Newton-Raphson para
obtener la solución de ecuaciones impĺıcitas. Aśımismo, se deben asignar a las constan-
tes inclúıdas en el modelo valores adecuados para la reproducción de las propiedades
nucleares en saturación.

3.1.1. Método numérico

El sistema de ecuaciones acoplado por resolver está compuesto de las ecuaciones
(2.107) - (2.109), y (2.121) - (2.124). Este sistema tiene como variables al conjunto X,
compuesto por las densidades σ, ω0, ρ03, ne, nμ, nn y np. Dadas las caracteŕısticas y
constricciones del sistema, los valores que tomen éstas dependerán únicamente de la
densidad bariónica, nB; por ello, el sistema de ecuaciones se resolverá para un conjunto
de valores de nB escogido.

La ecuación (2.107) es impĺıcita, por lo que se puede resolver con el método de
Newton al definir una función fσ y su ráız Xr, tal que f(Xr) = 0. En este caso el
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método actuará únicamente sobre la variable σ, dejando las demás fijas, por lo que

fσ(X) = fσ(σ) ≡ m2
σσ + bmNg

3
σσ

2 + cg4σσ
3

− gσ
m∗kFp

2π2

√
m∗2 + k2Fp

+ gσ
m∗3

2π2
log

⎛
⎝kFp +

√
m∗2 + k2Fp

m∗

⎞
⎠

− gσ
m∗kFn

2π2

√
m∗2 + k2Fn

+ gσ
m∗3

2π2
log

⎛
⎝kFn +

√
m∗2 + k2Fn

m∗

⎞
⎠ ,

(3.1)

de donde se busca la ráız σr tal que fσ(σr) = 0. El método de Newton requiere la
derivada de dicha función, dfσ, que se obtendrá numéricamente. Entonces en cada
iteración del método de Newton se definirá la correción de la ráız, δσ ≡ dfσ/fσ. Una vez
que este método converja se pueden resolver las ecuaciones (2.108) y (2.109), y obtener
los valores para ω0 y ρ03 directamente, al ser ecuaciones que dependen únicamente de
las densidades nn y np, cuyos valores están dados de antemano.

Posteriormente, usando los mismos valores de nB, ne, nμ, nn, np y los nuevos de
σ, ω0, ρ03, se procede a resolver las ecuaciones (2.121) - (2.124). De (2.123) se des-
peja directamente np, quedando np = np(ne, nn;σ, ω0, ρ03) y de (2.124) se despeja nμ
quedando nμ = nμ(ne;σ, ω0, ρ03). Entonces las cuatro ecuaciones se reducen a dos ecua-
ciones acopladas con dos incógnitas, ne y nn (aunque alternativamente se pueden tratar
las cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas). Para resolver éstas se utiliza el método
de Newton-Raphson (NR) de dos dimensiones sobre una función vector cuyas entradas
son equivalentes a las dos ecuaciones restantes, (2.121) y (2.122):

	F (	Y ) = 	F (ne, nn) ≡
(
np(ne, nn)− ne − nμ(ne, nn)

nn + np(ne, nn)− nB

)
(3.2)

tal que 	F
(
	Yr

)
= 	F (ne,r, nn,r) = (0, 0). El método de NR requiere la inversa de la

Jacobiana de F, J−1, para determinar las correcciones de la ráız para cada iteración,
J−1Y . Notar que es necesario correjir nμ y np cada que se corrijan ne y nn (resol-
viendo (2.123) y (2.124) a cada paso de NR). Una vez que se obtengan los valores de
convergencia ne,r, nn,r, estos entrarán como condiciones iniciales del nuevo conjunto X
para el método de Newton (una dimensión), nuevamente, y aśı sucesivamente. Este
proceso se repetirá hasta que el conjunto X deje de cambiar entre iteración e itera-
ción, es decir, cuando δX/X sea lo suficientemente pequeño (tanto como se quiera y
como el sistema computacional lo permita). Este conjunto final Xf será el conjunto
de soluciones para el sistema de ecuaciones en cuestión, para la densidad bariónica nB
dada en un inicio. El diagrama de flujo de la Figura 3.1 resume el proceso descrito.
Éste se repetirá para todas las nB deseadas. De esta manera, las soluciones se pueden
sustituir en las ecuaciones (2.117) y (2.118) y de esta manera obtener la ecuación de es-
tado en función de la densidad bariónica nB, ε = ε(nB) y P = P (nB); o bien, P = P (ε).
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3.1 Solución de la ecuación de estado

Definición de constantes físicas

Definición de constantes de acoplamiento del modelo: 
 gσ, gω, gρ, b, c

Definición de  funciones

Definición de condiciones iniciales para: 
σ, ω, ρ, ne, nμ, nn, np

Definición de condiciones iniciales para la nueva : nB
σ, ω, ρ, ne, nμ, nn, np

Obtención de corrección para :  σ δσ

¿Precisión  es lo 
suficientemente pequeña?

δσ /σNo

¿Está convergiendo?
Sí

No

Sí Obtención de valores 
solución de  y ω ρ

Obtención de corrección para  y :  

Obtención de corrección para  y 

ne nn J−1Y
nμ np

¿Precisión  y  es lo 
suficientemente pequeña?

δne /ne δnn /nn
No

¿Está convergiendo?
No

¿Precisión  es lo 
suficientemente pequeña?

δX /X

Sí

Sí

No

Fin

Sí

Figura 3.1: Diagrama de flujo del programa utilizado para la solución numérica de la

ecuación de estado.
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3. MÉTODOS

3.1.2. Constantes de acoplamiento: un recorrido histórico

Para resolver el sistema de ecuaciones anterior se deben proporcionar las constantes
f́ısicas necesarias para generar resultados relacionados con la realidad. Éstas son las que
aparecen en el Lagrangiano (en unidades naturales) del Caṕıtulo 2.3, es decir, gσ, gω,
gρ, b y c, además de mn, mp, mσ, mω y mρ. Las masas de las part́ıculas se muestran en
la Tabla 3.1; además se usarán los valores de la Tabla 2.1. Estos valores serán utilizados
en todos los casos.

mn mp me mμ mσ mω mρ

fm−1 4.753 4.753 0.003 0.535 2.787 3.968 3.902

MeV 938 938 0.511 105.66 550 783 770

Tabla 3.1: Valores de las masas de bariones, leptones y mesones utilizadas en el presente

trabajo.

3.1.2.1. Walecka (1974)

Históricamente, el primer modelo fue el propuesto por Walecka (1974). En éste
únicamente se utilizaron los campos σ y ω y no teńıa auto-interacción del campo σ.
Sus constantes de acoplamiento se muestran en la Tabla 3.2.

gσ gω gρ b c

9.579 11.678 0.000 0.000 0.000

Tabla 3.2: Constantes de acoplamiento usados en el modelo Walecka (1974).

La Figura 3.2 reproduce la curva de enerǵıa por barión registrada en Walecka (1974),
para materia simétrica y de neutrones. En este modelo ni los electrones ni los muones
juegan papel alguno. Al tener únicamente dos constantes de acoplamiento no nulas,
Walecka ajustó la densidad de saturación y la enerǵıa de ligadura, mientras que el
resto de valores experimentales quedan determinados por el sistema, sin posibilidad de
ajustarlos. Los valores obtenidos con este modelo se muestran en la tabla 3.3. Se puede
notar que a densidad de saturación, el coeficiente de compresibilidad, Ksat, y la masa
efectiva de Landau, mLsat , están lejos de los valores descritos en el Caṕıtulo 2.1.
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3.1 Solución de la ecuación de estado
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Figura 3.2: Reproducción de las curvas de enerǵıa por barión vs. momento de Fermi

bariónico para materia simétrica y materia de neutrones, registradas en Walecka (1974).
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3. MÉTODOS

nsat [fm
−3] BEsat [MeV] Ksat [MeV] mLsat [mN ] Esimsat [MeV]

0.195 -15.76 537.67 0.67 23.24

Tabla 3.3: Valores experimentales en saturación generados con el modelo Walecka (1974).

3.1.2.2. Boguta y Bodmer (1977)

Para corregir los valores experimentales obtenidos con el modelo de Walecka, Boguta
and Bodmer (1977) agregaron los términos de auto-interacción para el campo sigma,
con un nuevo conjunto de constantes de acoplamiento mostradas en la Tabla 3.4. Con

gσ gω gρ b c

4.691 0.835 0.000 -0.445 9.465

Tabla 3.4: Constantes de acoplamiento del modelo Boguta and Bodmer (1977).

estas nuevos constantes obtuvieron los valores mostrados en la Tabla 3.5. También

nsat [fm
−3] BEsat [MeV] Ksat [MeV] mLsat [mN ] Esimsat [MeV]

0.194 -15.76 94.83 1.01 15.13

Tabla 3.5: Valores experimentales en saturación generados con el modelo Boguta and

Bodmer (1977), usando las constantes de las Tablas 3.1 y 3.4.

para este caso la enerǵıa de simetŕıa Esimsat queda completamente determinada por
la diferencia de enerǵıa cinética efectiva (de Fermi) entre los neutrones y protones, al
no poder ajustar con otro constante la restauración de isoesṕın del sistema. La curva
de la Figura 3.3 reproduce la enerǵıa por nucleón para materia simétrica, descrita por
Boguta and Bodmer (1977).

3.1.2.3. Boguta (1981) y Glendenning (1985)

Posteriormente, Boguta (1981) propuso un modelo en donde se separan los nucleo-
nes en neutrón y protón mediante el uso del mesón vector-isovector ρ, agregando un
constante de acoplamiento, gρ. Con este nuevo constante es posible ajustar la enerǵıa
de simetŕıa a un valor deseado. Aśımismo se permitió el equilibrio β, permitiendo la
aparición de electrones y muones.

Desafortunadamente con el conjunto de constantes reportado en dicho art́ıculo no
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Figura 3.3: Reproducción de la curva de enerǵıa por nucleón vs. momento de Fermi

bariónico de materia simétrica del modelo Boguta and Bodmer (1977).

he podido reproducir los valores experimentales consistentes1. Sin embargo, debido a
que dicho modelo propone un nuevo paso en complejidad en la dirección correcta, este
modelo fue usado por Glendenning (1985), cuyo conjunto de constantes se reportan en
la Tabla 3.6.

gσ gω gρ b c

8.795 9.181 9.716 4.14×10−3 7.16×10−3

Tabla 3.6: Constantes de acoplamiento del modelo Glendenning (1985).

Los valores experimentales obtenidos son los especificados en la Tabla 3.7. En ésta
se muestra la diferencia que genera la inclusión del mesón ρ en la enerǵıa de simetŕıa.
Aśımismo, en la Figura 3.4 se reproducen las curvas de fracción de las part́ıculas i,
xi = ni/nbar, para gρ = 9.716, mientras que las curvas para gρ = 0.000 se muestran en
la Figura 3.5.

1Los valores de las constantes de acoplamiento usados por Boguta (1981) no están todos reportados

en este art́ıculo y se tienen que “adivinar” de sus otros art́ıculos, pero ¡no he tenido éxito en hacerlo!

Sin embargo, los resultados de la Tabla 3.7 y las figuras 3.4 y 3.5, que coinciden con los resultados de

Glendenning (1985), demuestran que mi código resuelve las ecuaciones correctamente.
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Figura 3.4: Reproducción de curvas de fracción de part́ıculas xi = ni/nbar contra densidad

bariónica, con gρ = 9.716 del modelo Glendenning (1985).
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Figura 3.5: Reproducción de curvas de fracción de part́ıculas xi = ni/nbar contra densidad

bariónica, con gρ = 0.000 del modelo Glendenning (1985).
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3.1 Solución de la ecuación de estado

nsat [fm
−3] BEsat [MeV] Ksat [MeV] mLsat [mN ] gρ Esimsat [MeV]

0.145 -16.00 285.3 0.846 9.716 37.04

0.000 14.88

Tabla 3.7: Valores experimentales en saturación generados con las constantes del modelo

Glendenning (1985), usando también las constantes de las Tablas 3.1 y 3.6.
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Figura 3.6: Curvas de densidad de mesones escalada con su respectivo constante de

acoplamiento (con gρ �= 0) como función de la densidad bariónica, del modelo Glendenning

(1985).

En la Figura 3.4 se observa que a altas densidades, la diferencia entra la fracción
de neutrones y protones es aproximadamente constante ≈ 1/3, lo que implica que la
diferencia de densidades de neutrones y protones es proporcional a la densidad barióni-
ca, nn − np ≈ nB/3. De esta manera, haciendo uso de la ecuación (2.109), se obtiene
que −ρ03 ≈ gρ

m2
ρ

1
6nB a altas densidades. Además, de la ecuación (2.108) se obtiene que

ω0 = gω
m2

ω
nB. Por ello, dado que para este conjunto de constantes gω ≈ gρ y mω ≈ mρ,

se tiene que la diferencia de magnitudes entre la densidad de los mesones ω0 y ρ03 es
ω0/ρ03 ≈ 6. Esta diferencia en magnitudes se puede corroborar en la Figura 3.6. Por
esta razón, el campo ω0 tendrá más peso que ρ03 en las expresiones de densidad de
enerǵıa y presión, (2.117) y (2.118), y por lo tanto, el hecho de modificar gω tendrá más
peso sobre la ecuación de estado que modificar gρ. Aśımismo, modificar gσ tendrá un
peso intermedio sobre la ecuación de estado, lo que se puede deducir de la Figura 3.6.
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Figura 3.7: Comparación de las ecuaciones de estado (Presión y Densidad de enerǵıa) vs.

densidad bariónica obtenidas con los modelos de gas ideal (GI) y Glendenning (1985) (G),

como función de la densidad bariónica.

Lo anterior se corroborará en el Caṕıtulo 4 de resultados.
Usando las constantes de la Tabla 3.6 y permitiendo equilibrio β se puede comparar

la ecuación de estado de este modelo con aquella del gas ideal, con el fin de observar los
efectos que la inclusión de interacciones y sus respectivos mesones generan en el sistema;
esto se muestra en las Figuras 3.7 y 3.8. En la Figura 3.8 se observa la relevancia de
la inclusión de interacciones entre part́ıculas, donde a altas densidades, la presión de
(G) llega a ser un orden de magnitud mayor que la de (GI). Aśımismo se observa una

discrepancia con las ecuaciones de estado del tipo politrópico, que suponen P = Kρ1+
1
n ,

descritas por una ĺınea recta con cierta pendiente en este tipo de gráficas.
Con todo lo anterior se observa que el conjunto de part́ıculas y sus interacciones

(junto con sus constantes de acoplamiento) utilizadas determina las propiedades nu-
cleares de la materia generada por el modelo, a la vez que determina la relación entre
presión y densidad, que modificará el perfil de la estrella de neutrones, como se verá en
el siguiente caṕıtulo.
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Figura 3.8: Comparación de las ecuaciones de estado en su forma P = P (ρ) = P (ε/c2)

obtenidas con los modelos de gas ideal (GI) y Glendenning (1985) (G).
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3.2. Solución a las ecuaciones TOV

Las ecuaciones TOV son ecuaciones diferenciales de primer orden, lineales, acopla-
das, y en general resultan imposibles de resolver anaĺıticamente, por lo que se recurre
a métodos numéricos para su solución.

3.2.1. Método numérico

En el presente trabajo se utilizó el método de Runge-Kutta de orden 4 (RK4), con
intervalo de paso adaptativo, que se describe a continuación. Primero se obtiene una
tabla de datos de la Ecuación de estado, en la que se relacionan valores de densidad
con presión. Con dichos datos se define una función que interpola dicha relación para
cualquier valor de densidad que no esté en dicha tabla.

Como las ecuaciones TOV (ecs. (2.133), (2.141) y (2.146)) son de primer orden,
basta con definir un sistema de tres ecuaciones diferenciales más la ecuación de estado,
para la utilización del método RK4. Además se proporciona la densidad central (a
r = 0) deseada en la estrella de neutrones (ésta no es única, pues distintas estrellas con
misma composición pueden tener densidades centrales distintas). Dada ésta, quedan
definidas en r = 0 su presión (mediante la ecuación de estado), la masa integrada
(igual a cero) y el potencial gravitacional (que se le puede asignar valor nulo).

Para obtener las soluciones para otros radios usando el método RK4 se define un
arreglo con las variables por resolver, 	Y = (m,φ, P ), y la función vectorial cuyas en-
tradas son las ecuaciones diferenciales por resolver:

	F (m,φ, P ) = 	F (	Y ) =

⎛
⎝dm

dr (m,φ, P )
dφ
dr (m,φ, P )
dP
dr (m,φ, P )

⎞
⎠ (3.3)

De esta manera, dado un radio r + dr, el método tomará como entrada el arreglo
	Y (r) y devolverá la solución 	Y (r + dr). En este caso dr es adaptativo, lo que significa
que vaŕıa dependiendo de los valores que toma 	Y (r), de tal manera que si el sistema
de ecuaciones cambian abruptamente conforme cambia el radio, el paso se reduce, y
viceversa. Se realizarán iteraciones del RK4 hasta que la presión se vuelva negativa
o hasta que la razón dr/r sea menor a la precisión deseada. Este procedimiento se
representa en el diagrama de flujo de la Figura 3.9. Dicha iteración genera un conjunto
de valores solución m, ε, P y φ para cada radio r, dada una densidad central ρc, con
los cuales se tiene el perfil de la estrella de neutrones, y de los cuales se puede obtener
su radio y masa total.

Usando la ecuación de estado del modelo Glendenning (1985) se pueden resolver
las ecuaciones TOV1. La Figura 3.10 muestra la relación directa entre esta densidad

1Se utilizó una ecuación de estado “h́ıbrida” formada por la ecuación de estado Glendenning (1985)

para densidades mayores a 10−2 fm−3, por aquella de Negele and Vautherin (1973) para densidades
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Definición de constantes físicas

Def. función de Ecuación de estado basado en tablas 
Def. funciones diferenciales de TOV
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 : Obtención de soluciones RK4
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Figura 3.9: Diagrama de flujo del programa utilizado para la solución numérica de las

ecuaciones TOV.
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Figura 3.10: Curva de masa total contra densidad central de la estrella, usando la ecuación

de estado del modelo Glendenning (1985). La densidad correspondiente a la masa total

máxima alcanzada con este modelo corresponde a ρcmax = 2.20× 1015 g/cm3.

central y la masa alcanzada por la estrella (masa estelar) (en unidades de masas solares,
M�); notar que la densidad central correspondiente a la masa estelar máxima alcanzada
es ρcmax = 2.20 × 1015 g/cm3. Por otro lado, la Figura 3.11 muestra la relación entre
densidad central y el radio total de la estrella (radio estelar).

En la Figura 3.12 se muestra una comparación de la curva de la masa estelar vs.
radio estelar obtenida con la ecuación de estado del modelo Glendenning (1985) (G) vs.
la del modelo de gas ideal (GI) del Caṕıtulo 2.2. Cada punto en esta curva representa
una densidad central, y de ella es posible obtener la masa máxima que las estrellas
de neutrones de estos modelos pueden alcanzar y su correspondiente radio (total), que
para la ecuación de estado de Glendenning (1985) es 2.12 M� y cuyo radio estelar
corresponde a 11.59 km, mientras que para el GI es de 0.77 M� con radio total igual a
8.81 km (Oppenheimer and Volkoff, 1939).

entre esa y 3 × 10−4 fm−3, por la de estado de Haensel et al. (1989) a densidades entre la anterior y

1× 10−8 fm−3, y la ecuación de estado de Feynman et al. (1949) a densidades menores, debido a que

la primera no es válida para densidades tan bajas.
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Figura 3.11: Curva de radio estelar contra densidad central de la estrella, usando la

ecuación de estado del modelo Glendenning (1985).

8 10 12 14 16 18

R [km]

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

M
[M

�]

G

GI

Rmax = 9.18 km ;Mmax = 0.69M�
Rmax = 11.59 km ;Mmax = 2.12M�

Figura 3.12: Curva de masa vs. radio estelares para distintas densidades centrales de la

estrella, usando la ecuación de estado del modelo Glendenning (1985) (G) y del Gas Ideal

(GI). La estrella con mayor masa que (G) puede generar es Mmax = 2.12 M� cuyo radio

es de Rmax = 11.59 km; mientras que la estrella con mayor masa que (GI) alcanza es de

Mmax = 0.77 M� con Rmax = 8.81 km (Oppenheimer and Volkoff, 1939).
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Caṕıtulo 4

Resultados y Discusión: Variación de las

constantes de acoplamiento

Como se vio en los Caṕıtulos anteriores, todos los resultados experimentales nuclea-
res predichos por un modelo dependerán de sus constantes de acoplamiento. La misma
situación presenta la ecuación de estado, y por ello, el perfil gravitacional de la estrella
de neutrones a través de las ecuaciones TOV.

En este caṕıtulo se utilizará el modelo propuesto por Boguta (1981) desarrollado en
el Caṕıtulo 2.3, el cual está representado por la densidad Lagrangiana de la Ecuación
(2.48). Se utilizará un conjunto de constantes base que se variará con el fin de generar y
analizar los cambios que ello genera en los valores experimentales predichos, la ecuación
de estado y el perfil de la estrella.

Para resolver las ecuaciones TOV se utilizó una ecuación de estado “h́ıbrida” forma-
da por la ecuación de estado del modelo Boguta (1981) (con sus respectivas constantes
modificadas) para densidades mayores a 10−2 fm−3 (la ecuación de estado del núcleo),
por la ecuación de estado de Negele and Vautherin (1973) para densidades entre esa y
6× 10−4 fm−3, por la ecuación de estado de Haensel et al. (1989) a densidades entre la
anterior y 10−8 fm−3, y la ecuación de estado de Feynman et al. (1949) a densidades
menores (éstas tres últimas son la ecuación de estado de la corteza, que llamaremos
“HZD-NV”), debido a que la primera no es válida para densidades tan bajas. Para
juntar las diferentes ecuaciones de estado con la de la corteza, dado que ésta está fija,
se compararon los valores en la corteza de presión y densidad de masa del valor de
densidad bariónica mayor, con sus equivalentes de la ecuación del nucleo a densidad
bariónica menor, de tal manera que la ecuación resultante del pegado tuviera tanto
presiones como densidades de masa crecientes a densidades bariónicas crecientes.

Las constantes base de acoplamiento a utilizar se muestran en la Tabla 4.1, y la
Tabla 4.2 muestra expĺıcitamente los valores experimentales obtenidos con este conjunto
de constantes.
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4. RESULTADOS Y DISCUSIÓN: VARIACIÓN DE LAS CONSTANTES DE
ACOPLAMIENTO

gσ gω gρ b c

9.662 10.448 7.203 4.883×10−3 -5.475×10−3

Tabla 4.1: Constantes de acoplamiento del modelo Boguta (1981) que generan los valores

experimentales de la Tabla 2.2.

nsat [fm
−3] BEsat [MeV] Ksat [MeV] Esimsat [MeV] mLsat/mN

0.16 -16.2 230 30.8 0.78

Tabla 4.2: Valores experimentales en saturación generados con las constantes de la Tabla

4.1, usando también las constantes de las Tablas 3.1 y 3.6.

4.1. Variación de gσ

Al variar únicamente el parámetro gσ a partir de la Tabla 4.1 se obtienen los si-
guientes resultados.

La Tabla 4.3 muestra los valores experimentales nucleares, donde gσ0 es el valor base.
Para el caso gσ/gσ0 = 0.8 las definiciones de los valores experimentales “en saturación”
para materia simétrica no tienen sentido, pues la enerǵıa por nucleón no alcanza un
mı́nimo (esto se observa en las Figuras siguientes). Además se observa que conforme gσ
aumenta, nsat, Ksat y Esimsat aumentan, mientras que BEsat y mLsat/mN disminuyen.

gσ/gσ0 nsat [fm
−3] BEsat [MeV] Ksat [MeV] Esimsat [MeV] mLsat/mN

0.8 NA NA NA NA NA

0.9 0.06 0.2 35 12.5 0.91

1.0 0.16 -16.2 230 30.8 0.78

1.1 0.25 -41.5 597 50.6 0.68

1.2 0.30 -71.3 1508 65.5 0.63

Tabla 4.3: Valores experimentales en saturación generados con la variación de gσ con

respecto a los valores de la Tabla 4.1, usando también las constantes de las Tablas 3.1 y

3.6.

En la Figuras 4.1 y 4.2 se aprecian los cambios en el comportamiento de las curvas
de enerǵıa por nucleón para enerǵıa simétrica y de neutrones, respectivamente. En las
Figuras 4.3 y 4.4 se observa la manera en que las fracciones de part́ıculas y la densidad
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de mesones en equilibrio β, respectivamente, son alteradas por el valor gσ. Las Figuras
4.5, 4.6 y 4.7 muestran las alteraciones a la ecuación de estado en equilibrio β. Aśımismo,
las Figuras 4.8 y 4.9 muestran el perfil gravitacional usando la ecuación de estado en
equilibrio β.

La Figura 4.1 hace evidente el papel de atracción entre nucleones que juega el
campo σ, pues mientras mayor es esta atracción (es decir, el valor de gσ), más negativa
es la enerǵıa por nucleón. Un comportamiento similar se observa en la Figura 4.2, pues
incluso para el modelo de materia de neutrones los valores más altos de gσ generan una
“enerǵıa de ligadura” al existir un mı́nimo en la curva.

En la Figura 4.3 se observan las esperadas modificaciones de σ debido a las varia-
ciones de gσ, generadas por las soluciones a su ecuación de E-L. Por otro lado, como
se alcanza a notar, gρρ03 es alterada muy ligeramente, lo cual se debe a que los po-
tenciales qúımicos de los bariones dependen de gσσ a través de la masa efectiva m∗

(ecuaciones (2.105) y (2.125)), y dichos potenciales determinarán la cantidad de unos
u otros bariones en el sistema, modificando el valor de ρ03.

La influencia sobre la densidad de enerǵıa generada por las variaciones de gσ parece
menos importante. En la Figura 4.5 se observa que los cambios se vuelven relevantes
a altas densidades, teniendo el mismo efecto de antes: a mayor atracción gσ, “más
negativa” tiende a ser la densidad de enerǵıa (en este caso simplemente menor). Esto se
debe a que en la ecuación (2.117) existe un término negativo correspondiente al valor
esperado de la enerǵıa de los nucleones relacionada con su momento de Fermi; es decir,
conforme gσ aumenta, la enerǵıa de Fermi de los nucleones disminuye, traduciéndose
en disminución de la densidad de enerǵıa general, a pesar de que ésta es proporcional
a potencias de gσσ como establece esta misma ecuación.

Las alteraciones a la presión se muestran en la Figura 4.6. Aqúı se observa que la
presión no presenta un comportamiendo homogéneo con respecto a gσ: para densidades
bariónicas menores a ≈ 0.6 fm−3 la presión disminuye conforme gσ aumenta, y vice-
versa para densidades mayores. Esto se puede entender a partir de la ecuación (2.118),
que establece la dependendia de la presión sobre las densidades de mesones como la
diferencia entre el término con ω0 y los términos con σ. Y como lo muestra la Figura
4.3, a partir de esta misma densidad ≈ 0.6 fm−3 (depende del valor de gσ) el valor
gωω0 adquiere mayor magnitud que el valor gσσ, provocando que su diferencia cambie
el comportamiento de la presión. La Figura 4.7 muestra la ecuación de estado en su
versión P = P (ρ) (junto con la ecuación de estado de la corteza), donde ρ = ε/ĉ2 es
la densidad de masa, con ĉ la velocidad de la luz. Aqúı también se observa el com-
portamiento disforme de la ecuación de estado con respecto a los cambios en gσ. Es
importante notar que la curva de gσ/gσ0 = 1 śı intercepta con la curva de la corteza,
mientras que el resto de casos no. Esto significa que las ecuaciones de estado del núcleo
modificadas en general no son compatibles con la de la corteza, lo que es de esperarse,
pues las ecuaciones modificadas no reproducen los valores experimentales en satura-
ción, mientras que la de la corteza śı está hecha de tal manera. De cualquier manera
es posible realizar el pegado de ambas con el criterio descrito anteriormente, aunque
ello genere discontinuidades en la presión para algunos casos (eso no debeŕıa suceder
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en transiciones de fase f́ısicas reales).
En la Figura 4.8 se muestra la masa estelar alcanzada por una estrella de neutrones

a cada densidad central de la misma. En la Figura 4.9 se muestran las curvas de masa
estelar contra radio estelar para todos los casos, a pesar de la incompatibilidad entre
ecuaciones de estado. Notar que los casos gσ/gσ0 = 1.1, 1.2 śı generan “colas” de masa
baja y radios altos, al igual que el caso original, mientras que gσ/gσ0 = 0.8, 0.9 no,
lo que se debe a que es posible generar un “pegado” de las ecuaciones de estado sin
generar discontinuidad en la presión para los primeros, situación que no es posible para
los segundos. Una vez tomada en cuenta la falta de compatibilidad para las curvas
gσ/gσ0 = 0.8, 0.9, se puede obtener la siguiente información de dicha Figura. Por un
lado, el radio de estrellas con densidad central baja aumenta conforme gσ disminuye;
por el otro, se observa el comportamiento de las curvas de la Figura 4.7, donde a bajas
densidades la presión aumenta conforme gσ disminuye. De esta manera se tiene que
a densidades centrales bajas, el radio de las estrellas aumentan conforme la presión
aumenta. Aśımismo, a densidades centrales altas, la masa de la estrella de neutrones
aumenta conforme gσ aumenta; y se tiene que a altas densidades, la presión aumenta
conforme gσ aumenta. Aśı, se cumple que a densidades centrales altas, la masa de la
estrella aumenta conforme la presión aumenta. Estos dos resultados coinciden con los
expuestos en Lattimer and Prakash (2001), en donde se afirma que el radio de estrellas
de masas ∼ (1.2 − 1.4)M� es determinado por la presión a densidades ∼ (1 − 3)nsat
mientras la masa máxima es determinada por la presión a las mas altas densidades.
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Figura 4.1: Curvas de enerǵıa por nucleón vs. densidad bariónica de materia simétrica

para las variaciones de gσ.

60



4.1 Variación de gσ

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

nbar [fm
−3]

−50

0

50

100

150

200

250

300
E
[M

eV
]

gσ/gσ0 = 0.8

gσ/gσ0 = 0.9

gσ/gσ0 = 1.0

gσ/gσ0 = 1.1

gσ/gσ0 = 1.2

Figura 4.2: Curvas de enerǵıa por nucleón vs. densidad bariónica de materia de neutrones

para las variaciones de gσ.
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Figura 4.6: Curvas de presión en equilibrio β vs. densidad bariónica para las variaciones

de gσ.
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4.2. Variación de gω

Variar gω a partir de la Tabla 4.1 genera los siguientes resultados.
La Tabla 4.4 muestra los valores experimentales, donde gω0 es el valor base. Para

el caso gω/gω0 = 1.2 las definiciones de los valores experimentales en “saturación”
para materia simétrica no tienen sentido, pues la enerǵıa por nucleón no alcanza un
mı́nimo (esto se observa en las Figuras de enerǵıa por nucleón). Además se observa un
comportamiento contrario al caso anterior, pues al aumentar gω, disminuyen nsat, Ksat

y Esimsat , mientras que BEsat y mLsat/mN aumentan.

gω/gω0 nsat [fm
−3] BEsat [MeV] Ksat [MeV] Esimsat [MeV] mLsat/mN

0.8 0.42 -88.7 1861 83.5 0.60

0.9 0.31 -46.5 815 60.6 0.64

1.0 0.16 -16.2 230 30.8 0.78

1.1 0.05 -1.6 43 10.8 0.92

1.2 NA NA NA NA NA

Tabla 4.4: Valores experimentales en saturación generados con la variación de gω con

respecto a los valores de la Tabla 4.1, usando también las constantes de las Tablas 3.1 y

3.6.

En la Figuras 4.10 y 4.11 se aprecian los cambios en el comportamiento de las curvas
de enerǵıa por nucleón para enerǵıa simétrica y de neutrones, respectivamente. Para
ambos casos el aumento de la constante gω genera un aumento en la enerǵıa. Para el caso
de enerǵıa de materia simétrica, aumentar esta constante puede generar la desaparición
de un mı́nimo (i. e., de la enerǵıa de ligadura); mientras que para enerǵıa de materia
de neutrones su disminución puede generar la aparición de uno. Esto evidencia el papel
de repulsión entre nucleones que juega ω0, cuya amplitud está representada por gω.

Las curvas de la Figura 4.13 exponen el cambio nulo de las fracciones de bariones
y leptones en equilibrio β al variar el parámetro. La Figura 4.12 muestra el compor-
tamiento de las densidades de mesones en equilibrio β. En este caso el cambio en el
parámetro gω provoca una significativa diferencia en gωω0. Esto se ve reflejado en la
densidad de enerǵıa y en la presión (en equilibrio β) de las Figuras 4.14 y 4.15, donde
es evidente la fuerte dependencia sobre gωω0. Aśımismo se observa el comportamiento
esperado, pues aumentar la repulsión entre nucleones (gω) generará una mayor densi-
dad de enerǵıa y presión en el sistema. La Figura 4.16 despliega la ecuación de estado,
mostrando el aumento en la presión dada una densidad de enerǵıa, al hacer crecer gω,
para toda densidad. Por dicha razón, las curvas de las Figuras 4.17 y 4.18 muestran que
la masa máxima y el radio aumentan conforme aumenta gω, reproduciendo nuevamente
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Figura 4.10: Curvas de enerǵıa por nucleón vs. densidad bariónica de materia simétrica

para las variaciones de gω.
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Figura 4.11: Curvas de enerǵıa por nucleón vs. densidad bariónica de materia de neutrones

para las variaciones de gω.
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para las variaciones de gω.
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Figura 4.14: Curvas de densidad de enerǵıa en equilibrio β vs. densidad bariónica para

las variaciones de gω.
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Figura 4.15: Curvas de presión en equilibrio β vs. densidad bariónica para las variaciones

de gω.
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Figura 4.16: Ecuación de estado en equilibrio β (P = P (ρ) = P (ε/c2)) para las variaciones

de gω.

los resultados de Lattimer and Prakash (2001).
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Figura 4.17: Curvas de masa estelar contra densidad central de la estrella, usando la

ecuación de estado en equilibrio β para las variaciones de gω.
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Figura 4.18: Curvas MR usando la ecuación de estado en equilibrio β para las variaciones

de gω.
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4.3. Variación de gρ

Las variaciones de gρ a partir de la Tabla 4.1 se presentan a continuación.
La Tabla 4.5 muestra los valores experimentales, donde gρ0 es el valor base. Como

es de esperarse, modificar el parámetro gρ no modifica la densidad bariónica, enerǵıa
de ligadura, coeficiente de compresibilidad, o masa de Landau en saturación, pues
dichas definiciones están definidas para materia simétrica, donde se considera la misma
cantidad de neutrones que de protones. De esta manera, por la ecuación (2.109), la
densidad del campo ρ03 siempre es nula en este caso, invalidando su parámetro de
acoplamiento. Por el contrario, tomando en cuenta que la enerǵıa de simetŕıa aumenta
con la diferencia de enerǵıa por barión entre materia de neutrones y materia simétrica,
el valor de gρ afecta directamente dicho valor (debido a esa misma ecuación).

gρ/gρ0 nsat [fm
−3] BEsat [MeV] Ksat [MeV] Esimsat [MeV] mLsat/mN

0.8 0.16 -16.2 230 26.0 0.78

0.9 0.16 -16.2 230 28.3 0.78

1.0 0.16 -16.2 230 30.8 0.78

1.1 0.16 -16.2 230 33.7 0.78

1.2 0.16 -16.2 230 36.8 0.78

Tabla 4.5: Valores experimentales en saturación generados con la variación de gρ con

respecto a los valores de la Tabla 4.1, usando también las constantes de las Tablas 3.1 y

3.6.

Las Figura 4.19 muestra la nula influencia de las alteraciones en gρ sobre la enerǵıa
por nucleón en materia simétrica. La Figura 4.20 muestra la proporcionalidad de la
enerǵıa por nucleón de materia de neutrones con gρ. Debido a que el potencial qúımico
de los bariones depende de gρρ03 (ecs. (2.105) y (2.125)), y que éste está directamente
relacionado con la proporción de bariones y leptones (ecs. (2.123) y (2.124)), el hecho
de alterar dicho parámetro cambiará la proporción de part́ıculas. Esto se muestra en
la Figura 4.22. De esta manera, como la proporción de part́ıculas cambia con gρ, las
ecuaciones (2.107) y (2.109) generarán que tanto gσσ (en muy baja proporción) como
gρρ03 (en baja proporción, amplificada o reducida principalmente por gρ) sean alteradas,
como lo muestra la Figura 4.21.

La presión y densidad de enerǵıa se muestran en las Figuras 4.23 y 4.24. Éstas
sufren una mı́nima alteración, sobre todo a altas densidades. Sin embargo, como la
Figura 4.25 muestra, estas pequeñas alteraciones generan algunos cambios más visibles
en las curvas de P = P (ρ) (por estar en escala Log-Log). Esto se ve reflejado en las
curvas M vs. ρc y MR de las Figuras 4.26 4.27, donde no se observan cambios en la
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Figura 4.19: Curvas de enerǵıa por nucleón vs. densidad bariónica de materia simétrica

para las variaciones de gρ.
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Figura 4.20: Curvas de enerǵıa por nucleón vs. densidad bariónica de materia de neutrones

para las variaciones de gρ.
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Figura 4.21: Curvas de densidad de los mesones en equilibrio β vs. densidad bariónica

para las variaciones de gρ.
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nuas), Yi = ni/nbar, en equilibrio β vs. densidad bariónica para las variaciones de gρ.
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Figura 4.23: Curvas de densidad de enerǵıa en equilibrio β vs. densidad bariónica para

las variaciones de gρ.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

nbar [fm
−3]

0

1000

2000

3000

4000

P
[M

eV
fm

−3
]

gρ/gρ0 = 0.8

gρ/gρ0 = 0.9

gρ/gρ0 = 1.0

gρ/gρ0 = 1.1

gρ/gρ0 = 1.2

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

nbar [fm
−3]

−1
.0

−0
.5

0.
0

0.
5

1.
0

P
[M

eV
fm

−3
]

Figura 4.24: Curvas de presión en equilibrio β vs. densidad bariónica para las variaciones

de gρ.
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Figura 4.25: Ecuación de estado en equilibrio β (P = P (ρ) = P (ε/c2)) para las variaciones

de gρ.

masa estelar a densidades altas, al no haber diferencias en las ecuaciones de estado, y
donde śı se observan aumentos en los radios estelares a bajas densidades, heredados de
las diferencias en la ecuación de estado. Esto reproduce nuevamente los resultados de
Lattimer and Prakash (2001).
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Figura 4.26: Curvas de masa estelar contra densidad central de la estrella, usando la

ecuación de estado en equilibrio β para las variaciones de gρ.
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Figura 4.27: Curvas MR usando la ecuación de estado en equilibrio β para las variaciones

de gρ.
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4.4. Variación de b

Los cambios que representa cambiar el parámetro b a partir de la Tabla 4.1 se pre-
sentan a continuación.

La Tabla 4.6 muestra los valores experimentales, donde b0 es el valor base. Aqúı
resulta que cuando se deja crecer b, BEsat y mLsat/mN aumentan, contrario a la dismi-
nución de nsat, Ksat y Esimsat , presentando un comportamiento contrario al generado
por la variación de gσ.

b/b0 nsat [fm
−3] BEsat [MeV] Ksat [MeV] Esimsat [MeV] mLsat/mN

0.8 0.26 -25.8 433 52.0 0.65

0.9 0.20 -19.8 282 38.8 0.73

1.0 0.16 -16.2 230 30.8 0.78

1.1 0.14 -13.7 208 27.0 0.81

1.2 0.12 -11.9 180 23.3 0.84

Tabla 4.6: Valores experimentales en saturación generados con la variación de b con

respecto a los valores de la Tabla 4.1, usando también las constantes de las Tablas 3.1 y

3.6.

En las curvas de la Figura 4.28 se aprecia la enerǵıa por nucleón para materia
simétrica. El comportamiento observado por estas curvas obedece a la ecuación (2.117),
que establece que el mesón σ y su auto-interacción a orden cúbico (en este caso, auto-
repulsión) aumentan la densidad de enerǵıa del sistema. Por ello, también la enerǵıa
de materia de neutrones aumenta con b en la Figura 4.29 (aunque no en tal proporción
como con materia simétrica, pues de todos modos se observa una disminución en la
enerǵıa de simetŕıa). La Figura 4.30 muestra que la densidad del mesón más afectada
es la de σ, lo que vuelve a indicar el sentido en que modificará la densidad de enerǵıa. Por
otro lado, en la Figura 4.31 se muestra que tanto bariones como leptones son afectados
por el aumento o disminución de b. La presión y densidad de enerǵıa en las Figuras 4.32 y
4.33 es alterada ligeramente, sobre todo a altas densidades, obedeciendo las ecuaciones
(2.117) y (2.118): conforme b aumenta la densidad de enerǵıa aumenta y la presión
disminuye (aunque aqúı nuevamente se observa un cambio en el comportamiento a ≈
0.6 fm−3). La Figura 4.34 muestra la ecuación de estado y sus respectivas variaciones;
notar que la dependencia de la ecuación con b es contraria a su dependencia con gσ, lo
que muestra el papel de auto-repulsión que juega b entre mesones σ. Las variaciones
provocan cambios en las curvas de M vs. ρc y MR, desplegados en las Figuras 4.35
y 4.36. Nuevamente, los resultados generados por las variaciones en b son consistentes
con los resultados de Lattimer and Prakash (2001).
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Figura 4.28: Curvas de enerǵıa por nucleón vs. densidad bariónica de materia simétrica

para las variaciones de b.
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Figura 4.29: Curvas de enerǵıa por nucleón vs. densidad bariónica de materia de neutrones

para las variaciones de b.
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Figura 4.30: Curvas de densidad de los mesones en equilibrio β vs. densidad bariónica

para las variaciones de b.
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Figura 4.32: Curvas de densidad de enerǵıa en equilibrio β vs. densidad bariónica para

las variaciones de b.
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Figura 4.33: Curvas de presión en equilibrio β vs. densidad bariónica para las variaciones

de b.
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Figura 4.34: Ecuación de estado en equilibrio β (P = P (ρ) = P (ε/c2)) para las variaciones

de b.
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Figura 4.35: Curvas de masa estelar contra densidad central de la estrella, usando la

ecuación de estado en equilibrio β para las variaciones de b.
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ACOPLAMIENTO

8 10 12 14 16 18

R [km]

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

M
[M

�]

b/b0 = 0.8

b/b0 = 0.9

b/b0 = 1.0

b/b0 = 1.1

b/b0 = 1.2

Figura 4.36: Curvas MR usando la ecuación de estado en equilibrio β para las variaciones

de b.
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4.5. Variación de c

Por último, los cambios que representan cambiar el parámetro c a partir de la Tabla
4.1 se presentan a continuación.

La Tabla 4.6 muestra los valores experimentales, donde c0 es el valor base. En
el presente conjunto de constantes c0 es negativa. De esta manera si c/c0 disminuye,
entonces c es más positiva. Entonces cuando se aumenta c (cuando c/c0 disminuye),
también aumentan BEsat, mLsat/mN , e incluso Ksat, y lo contrario para nsat y Esimsat .
Aśı, las variaciones de c presentan un comportamiento similar a las propias de gσ, con
la excepción del resultado de Ksat.

c/c0 nsat [fm
−3] BEsat [MeV] Ksat [MeV] Esimsat [MeV] mLsat/mN

0.8 0.14 -14.9 222 27.1 0.81

0.9 0.15 -15.5 229 28.9 0.79

1.0 0.16 -16.2 230 30.8 0.78

1.1 0.17 -17.0 222 32.8 0.77

1.2 0.19 -18.1 211 36.7 0.74

Tabla 4.7: Valores experimentales en saturación generados con la variación de c con

respecto a los valores de la Tabla 4.1, usando también las constantes de las Tablas 3.1 y

3.6.

Las curvas de la enerǵıa de materia simétrica en la Figura 4.37 obedecen lo espe-
rado: conforme c/c0 aumenta, la enerǵıa se volverá más negativa, pues el término de
auto-interacción a orden cuarto representa una auto-atracción (notar que como c < 0,
el término a orden cuarto de σ en (2.48) resulta ser positivo). Lo mismo sucede para
materia de neutrones en la Figura 4.38. Por supuesto, las curvas de densidad de enerǵıa
en equilibrio β mostradas en la Figura 4.41 presentará el mismo comportamiento, des-
crito por la ecuación (2.117), sobre todo a densidades altas. Las curvas de presión en
la Figura 4.42 nuevamente presentan un comportamiento tal que las curvas para cada
c/c0 se cruzan a una densidad bariónica ≈ 0.8 fm−3. Esto, a su vez, puede ser explicado
con el mismo argumento presentado anteriormente, donde las densidades relativas de
los mesones, gσσ y gρρ (gσσ en mayor medida), juegan un papel importante en el com-
portamiento de la presión y la ecuacuón de estado. Estas densidades se muestran en la
Figura 4.39. Además, la Figura 4.40 muestra los cambios en las fracciones de part́ıculas
del sistema generados por el cambio en c. La Figura 4.43 muestra la ecuación de esta-
do, en donde se observan ligeras variaciones en general, sobre todo a bajas densidades,
aspecto que se ve reflejado en las Figuras 4.44 y 4.45, que confirma nuevamente los
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Figura 4.37: Curvas de enerǵıa por nucleón vs. densidad bariónica de materia simétrica

para las variaciones de c.

cambios descritos por Lattimer and Prakash (2001).
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Figura 4.38: Curvas de enerǵıa por nucleón vs. densidad bariónica de materia de neutrones

para las variaciones de c.
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Figura 4.39: Curvas de densidad de los mesones en equilibrio β vs. densidad bariónica

para las variaciones de c.
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Figura 4.40: Curvas de fracción de bariones (ĺıneas continua) y leptones (ĺıneas disconti-

nuas), Yi = ni/nbar, en equilibrio β vs. densidad bariónica para las variaciones de c.
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Figura 4.41: Curvas de densidad de enerǵıa en equilibrio β vs. densidad bariónica para

las variaciones de c.
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Figura 4.42: Curvas de presión en equilibrio β vs. densidad bariónica para las variaciones

de c.
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Figura 4.43: Ecuación de estado en equilibrio β (P = P (ρ) = P (ε/c2)) para las variaciones

de c.
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Figura 4.44: Curvas de masa estelar contra densidad central de la estrella, usando la

ecuación de estado en equilibrio β para las variaciones de c.
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Figura 4.45: Curvas MR usando la ecuación de estado en equilibrio β para las variaciones

de c.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y perspectiva

El método de la DFT presenta una forma sencilla para ajustar los valores experi-
mentales deseados. De esta manera, el modelo propuesto por Boguta (1981) permite
ajustar cinco propiedades nucleares deseadas gracias a sus constantes de acoplamiento,
y con él producir estrellas de neutrones. Dichas constantes controlan la magnitud de la
acción de sus respectivos campos: el σ, que actúa como atractor entre part́ıculas; el ω,
que funciona como repulsor; y el ρ, que distingue entre neutrones y protones (mientras
que σ y ω no lo hacen).

Como resultado del análisis llevado a cabo en la presente tesis se puede concluir lo
siguiente.

1. Se confirma que el campo σ genera atracción, el ω repulsión, y el ρ distingue
(energéticamente) entre nucleones.

2. Se confirman los resultados de Lattimer and Prakash (2001) sobre la relación
entra la ecuación de estado y las masas y radios de estrellas de neutrones.

La masa estelar máxima generada por una ecuación de estado depende del
comportamiento de la presión a altas densidades: ecuaciones de estado con
más alta presión resultan en masas máximas mayores.

El radio a masas del orden de 1.2−1.4M� depende de la presión a densidades
entre 1 − 3 nsat: ecuaciones de estado con presiones más grandes generan
radios estelares mayores.

3. Efecto de gσ sobre la materia nuclear: Aumentar su valor (es decir, la atracción)
aumenta la densidad de σ, cuyos efectos nucleares son aumentar la densidad de
saturación nsat, el valor absoluto de la enerǵıa de ligadura |BEsat| y la incompre-
sibilidad Ksat (además de modificar Esim,sat y mLsat).

4. Efecto de gσ sobre la ecuación de estado de estrellas de neutrones: Aumentar su
valor (es decir, la atracción) aumenta la densidad de σ, lo que reduce la presión
a bajas densidades, y aumenta la presión a altas densidades. Ver Punto 2 para
efectos astronómicos sobre estrellas de neutrones.
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5. Efecto de gω sobre la materia nuclear simétrica: Aumentar su valor (es decir, la
repulsión) disminuye nsat, |BEsat| yKsat (además de modificar Esim,sat y mLsat).

6. Efecto de gω sobre la ecuación de estado de estrellas de neutrones: Aumentar su
valor (es decir, la repulsión) aumenta la presión para toda densidad. Ver Punto
2 para efectos astronómicos sobre estrellas de neutrones.

7. Efecto de gρ sobre la materia nuclear: Aumentar su valor (es decir, la fuerza de
restauración de simetŕıa de isoesṕın) únicamente aumenta la enerǵıa de simetŕıa
a densidad de saturación, Esim,sat.

8. Efecto de gρ sobre la ecuación de estado de estrellas de neutrones: Aumentar
su valor (es decir, la fuerza de restauración de simetŕıa de isoesṕın) aumenta la
presión a bajas densidades. Ver Punto 2 para efectos astronómicos sobre estrellas
de neutrones.

9. Efecto de b: Aumentar su valor (es decir, la auto-repulsión de σ) disminuye la
densidad de σ, por lo que tiene el efecto contrario a aumentar el valor de gσ
de los Puntos 3 y 4 sobre las propiedades nucleares y astronómicas. Sin embar-
go, las efectos sobre dichas propiedades son menores que los de gσ al depender
cúbicamente sobre la densidad de σ.

10. Efecto de c: Aumentar su valor absoluto (es decir, la auto-atracción de σ) aumenta
la densidad de σ, por lo que tiene un efecto equivalente a aumentar el valor de
gσ de los Puntos 3 y 4 sobre las propiedades nucleares (con excepción de Ksat) y
astronómicas. Sin embargo, los efectos sobre dichas propiedades son menores que
los de gσ al depender cuárticamente sobre la densidad de σ.

De esta manera, las constantes de acoplamiento que mayor efecto tienen sobre todas
las propiedades de materia nuclear y astronómicas en estrellas de neutrones son gω y
gσ, propuestos en el modelo original de Walecka (1974). La constante gρ, propuesta por
Boguta (1981) modifica únicamente la enerǵıa de simetŕıa, es decir, sólo está acoplada a
esta propiedad, aspecto importante a la hora de ajustar las propiedades nucleares teóri-
cas de cierto modelo con las experimentales, aunque sus modificaciones a la ecuación
de estado y perfil gravitacional son menores. Las constantes de auto-interacción, b y
c, propuestos por Boguta and Bodmer (1977), poseen menor influencia sobre todas las
propiedades nucleares, la ecuación de estado y el perfil de la estrella, siendo c de menor
peso que b; sin embargo, la inclusión de ambas constantes genera dos grados de libertad
extra, por lo que resultan eficaces para ajustes finos de las propiedades nucleares.

Los resultados obtenidos en esta tesis aportan información útil sobre el tipo de
interacciones que se pueden agregar al modelo para obtener propiedades deseadas de
la materia generada. Con ello, se puede dar un uso mejor dirigido y más eficaz a los
modelos basados en la RMFT, y aśı ajustar más propiedades nucleares tales como la
pendiente de la enerǵıa de simetŕıa a densidad de saturación, o propiedades astronómi-
cas de estrellas de neutrones como la masa estelar máxima posible y su respectivo radio,
como ya hacen varios grupos en el mundo (véase, por ejemplo, el trabajo de Fattoyev
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et al. (2010)). Esta última posibilidad es de interés astrof́ısico para generar modelos que
empaten con mediciones experimentales, en un marco en el que tan sólo recientemente
existen mediciones más precisas de masas y radios de estrellas de neutrones obtenidas
con los detectores de ondas gravitacionales (Abbott B. P. et al., 2017); o indirectamen-
te a partir de mediciones de temperatura de polvo alrededor del centro de SN 1987A
(Page et al., 2020).

Además de las variantes de part́ıculas e interacciones inclúıdas en el modelo del
presente trabajo, es posible agregar otro tipo de part́ıculas y sus interacciónes, como
hiperones o quarks, que modificaŕıan la ecuación de estado a altas densidades (entre 2 y
3 veces la densidad de saturación) ((Blaschke and Chamel, 2018) y (Han et al., 2019));
con dichas part́ıculas habŕıa que agregar aśımismo sus constantes de acoplamiento a
la densidad lagrangiana, lo cual permitiŕıa analizar el papel de la inclusión de estas
part́ıculas y sus constantes en el modelo. Aśımismo, otra manera de variar el modelo
aqúı presentado es establecer temperatura distinta de cero al inicio de la vida de la
estrella de neutrones (la proto-estrella de neutrones), lo cual modificaŕıa la ecuación
de estado a través de la inclusión de neutrinos atrapados en la materia, que a su vez
modificaŕıa las fracciones relativas de los bariones y leptones. A su vez, al disminuir
la temperatura de la proto-estrella de neutrones, su momento de inercia cambiaŕıa, lo
cual modifica la métrica del sistema, aspecto que se ve reflejado en el Radio y Masa
máxima del modelo (Dexheimer and Schramm, 2008).

Es un excelente momento, tecnológicamente hablando, para obtener mediciones
astronómicas de estrellas de neutrones, por lo que se le presenta a la Astrof́ısica teórica
una gran oportunidad para poner a prueba sus modelos sobre el cosmos.
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Apéndice A

Parametrización de la Materia nuclear

Un método alternativo a la ecuación de masa semiemṕırica descrita en la Sección
2.1.2 para describir la densidad de enerǵıa de un núcleo, es por medio de la Parame-
trización de la Materia nuclear. Éste consiste en expresar dicha enerǵıa como una serie
de potencias de la variable

δ ≡ 1− 2x = 1− 2
np
n

(A.1)

donde np es la densidad numérica de los protones, y n la densidad numérica bariónica
(incluyendo protones y neutrones). Aśı, la densidad de enerǵıa de la materia nuclear
seŕıa de la forma:

εN (n, x) = n [mN + E(n, x)]

= n
[
mN + E0(n) + Esim(n)δ

2 + O(δ3)
]

= n
[
mN + E0(n) + Esim(n)(1− 2x)2 + O((1− 2x)3)

]
(A.2)

donde mN es la masa del nucleón (938 MeV/c2), E0 es la enerǵıa por barión en la
materia simétrica y Esim la energia de simetŕıa. Es decir,

E(n, x) ≡ εN (n, x)/n−mN

= E0(n) + Esim(n)δ
2 + O(δ3)

(A.3)

donde, claramente, Esim es la mitad de la segunda derivada de E(n, x), conforme a la
ecuación (2.11). En términos de la cantidades introducidas en la Sección 2.1.2 podemos
escribir a E0(n) como función de la variable

χ ≡ n− nsat
3nsat

(A.4)

mediante una expansión de Taylor:

E0(n) = BEsat +
1

2
Ksat

(
n− nsat
3nsat

)2

+ . . . (A.5)
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Figura A.1: Comparación entre enerǵıas por nucleón usando ambas expresiones en (A.3).

En negro se muestra la solución numérica de las ecuaciones de campo (primera ĺınea de

la ecuación (A.3)); en rojo y azul las aproximaciones parabólicas (segunda ĺınea de (A.3))

con los dos valores del coeficiente Esim, ecuaciones (2.11) y (2.12). Notar que la diferencia

entre las curvas de ambas expresiones aproximadas es de alrededor del 3% para x = 0.

y de manera similar para Esim(n):

Esim(n) = J + L

(
n− nsat
3nsat

)
+

1

18
Ksim

(
n− nsat
nsat

)2

+ . . . (A.6)

donde J es el valor de la enerǵıa de simetŕıa, L su pendiente y Ksat su curvatura, a
densidad n = nsat. Si limitamos la expansión (A.3) a orden (1 − 2x)2 se puede definir
(aproximadamente) Esim(n) simplemente como

Esim(n) ≡ E(n, x = 0)− E(n, x = 1/2) (A.7)

que es la ecuación (2.12) empleada a lo largo de este trabajo. La Figura A.1 muestra la
equivalencia de estas dos definiciones de Esim, ecuación (2.11) y (2.12). En este trabajo
evaluamos Esim con la segunda definición, ecuación (A.7) o (2.12).

94



Apéndice B

Obtención de las ecuaciones de

Euler-Lagrange

El principio de Hamilton asegura que las ecuaciones de movimiento son aquellas
para las cuales la acción clásica, S, es un extremo,

S =

∫ t2

t1

L[q, q̇]dt (B.1)

donde el Lagrangiano depende de las coordenadas generalizadas del sistema, q ≡
q1, ...qn, y las velocidades, q̇ = dq/dt. Por analoǵıa consideramos la densidad Lagran-
giana, L, dependiente de los campos, φ(x), y sus cuatro derivadas espacio-temporales,
∂μφ(x),

L ≡ L[φ(x), ∂μφ(x)] (B.2)

donde x ≡ xμ = (t, x, y, z), xμ = (t,−x,−y,−z).
El Lagrangiano es la integral sobre el espacio

L ≡
∫
drL[φ(x), ∂μφ(x)] (B.3)

La acción correspondiente es

S =

∫ t2

t1

d4xL[φ(x), ∂μφ(x)] (B.4)

La variación de la acción está dada por

δS =

∫ t2

t1

d4x

(
∂L

∂φ
− ∂μ

∂L

∂(∂μφ)

)
δφ(x) (B.5)

La condición para que la acción sea un extremo se satisface si δS = 0, para cualquier
δφ(x), por lo que se cumple lo siguiente

∂L

∂φ
− ∂μ

∂L

∂(∂μφ)
= 0 (B.6)
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B. OBTENCIÓN DE LAS ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

La anterior es la ecuación de Euler-Lagrange (de movimiento) para el campo φ(x). En el
presente trabajo se utilizarán campos escalares, espinores, vectores (cuadri-vectores) y
vectores-isovectores (cuadri-vectores, con cuatro componentes del vector por cada una
de las tres componentes del isovector, discutidos más adelante); por lo que se utilizará
una densidad Lagrangiana de la forma

L = L[Φ(x), ∂μΦ(x),Ψ(x), ∂μΨ(x), Aν , ∂μAν , Bjν , ∂μBjν ] (B.7)

Las ecuaciones de movimiento para dichos campos se obtienen de manera análoga al
campo escalar; para el espinor, el vector y el vector-isovector, respectivamente, resultan
ser de la forma:

∂L

∂Ψ
− ∂μ

∂L

∂(∂Ψ)
= 0

∂L

∂Aν
− ∂μ

∂L

∂(∂μAν)
= 0

∂L

∂Bjν
− ∂μ

∂L

∂(∂μBjν)
= 0

(B.8)

Si el Lagrangiano (densidad lagrangiana) es un escalar de Lorentz, entonces las ecua-
ciones de movimiento de la teoŕıa son covariantes de Lorentz. Por ello, utilizar tales
escalares representa una manera efectiva para construir teoŕıas invariantes ante tales
transformaciones. De esta manera se requiere que L′(x′) = L(x) bajo transformaciones
de Lorentz.
(Glendenning, 2000, pp. 150, 151)
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Apéndice C

Teoŕıa de Isoesṕın

En 1932 Heisenberg observó el gran parecido entre el protón y el neutrón, en par-
ticular, en sus masas, las cuales son muy similares (mp = 938.28 MeV/c2, mn =
939.57 MeV/c2). Heisenberg propuso que se trataran a tales part́ıculas como dos esta-
dos de una sola part́ıcula, el nucleón. Escribiendo al nucleón como una matriz columna
de dos componentes,

N =

(
α
β

)
= α

(
1
0

)
+ β

(
0
1

)
(C.1)

con p =

(
1
0

)
, n =

(
0
1

)
, y α y β complejos. Ahora se introduce el isoesṕın I, un vector

en el espacio de isoesṕın, con componentes I1, I2 e I3. Usando por analoǵıa la teoŕıa de
momento angular del esṕın, el nucleón posee isoesṕın 1

2 , y la tercera componente, I3,
tiene eigenvalores +1

2 para el protón, y −1
2 para el neutrón. Por convención, el isoesṕın

no tiene unidades. En notación de kets se tiene

p =
∣∣1
2

1

2

〉
n =

∣∣1
2

−1

2

〉
(C.2)

El protón es ”isoesṕın up”; el neutrón ”isoesṕın down”. La conexión con la f́ısica viene
con la afirmación de Heisenberg de que las interacciones fuertes son invariantes bajo
rotaciones en el espacio de isoesṕın. La anterior es una simetŕıa interna, por lo que
el Teorema de Noether afirma que el isoesṕın se conserva en todas las interacciones
fuertes. (Heisenberg, 1932)
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Apéndice D

Matrices de Pauli y matrices γ

Las tres matrices de Pauli de 2× 2 entradas, τi, se definen como sigue

τ1 ≡
(
0 1
1 0

)
; τ2 ≡

(
0 −i
i 0

)
; τ3 ≡

(
1 0
0 −1

)
(D.1)

De esta manera se puede definir el triplete 	τ ≡ (τ1, τ2, τ3). Además se definen las
siguientes matrices

	α ≡
(
O 	τ
	τ O

)
= αi =

(
O τi
τi O

)
; β ≡

(
I O

O −I

)
(D.2)

con

I ≡
(
1 0
0 1

)
; O ≡

(
0 0
0 0

)
(D.3)

Aśı, se puede definir el cuatro-vector covariante γμ cuyas entradas son matrices,

γμ ≡ (γ0, γ1, γ2, γ3) ; γ0 = β ; γi = βαi (D.4)

Dichas matrices gama satisfacen algunas reglas tales como

γμγν + γνγμ = 2ημν = 2

⎛
⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎠ (D.5)

cuyos casos particulares indican que (γ0)
2 = 1, (γi)

2 = −1. (Glendenning, 2000, pp.
159-160)
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Shapiro, S. L. and Teukolsky, S. A. (2004). Black Holes, White Dwarfs, and Neutron
Stars. The hysics of Compact Objects. Wiley-VCH. 11, 34

Shutz, B. (2009). A First Course in General Relativity. Cambridge University Press,
second edition. 34

Walecka, J. D. (1974). A theory of highly condensed matter. Annals of Physics, 83:491–
529. xviii, xxiii, xxiii, 2, 19, 44, 45, 46, 90

Xtreme Astrophysics Group at the University of Arizona (acceso el 10 de Noviembre
de 2020). Neutron Star Masses. http://xtreme.as.arizona.edu/neutronstars/.
xvii, xvii, xvii, 38, 39, 40

103


	Portada
	Resumen
	Índice General
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Marco Teórico
	Capítulo 3. Métodos
	Capítulo 4. Resultados y Discusión: Variación de las Constantes de Acoplamiento
	Capítulo 5. Conclusiones y Perspectiva
	Apéndice
	Referencias Bibliográficas



