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Resumen

En el presente trabajo se utilizé un modelo de materia nuclear extendido a altas densi-
dades para la descripcién de estrellas de neutrones, en el marco de la Teoria Relativista
de Campo Medio. Este incluye protones y neutrones que interactian mediante el in-
tercambio de un mesén escalar (atraccién), o, un mesén vector (repulsién), w, y un
mesén vector-isovector (restauracién de simetria de isoespin), p; electrones y muones
en equilibrio ; y una auto-interaccién a tercero (auto-repulsién) y otra a cuarto orden
(auto-atraccién) del mesén o. Las amplitudes de dichas interacciones estdn sujetas a
los valores de sus respectivas constantes de acoplamiento. En esta tesis se variaron las
constantes de acoplamiento y se realizé un anélisis de las modificaciones obtenidas de
las propiedades nucleares de la materia en saturacion, tales como la densidad bariéni-
ca, la energia de ligadura, el coeficiente de compresibilidad, la masa de Landau y la
energia de simetria; y del perfil gravitacional de las estrellas de neutrones generadas,
en particular de sus masas y radios estelares. A partir de dicho anédlisis se determiné
que las constantes de acoplamiento que mayor efecto tienen en todas las propiedades de
materia nuclear y astronémicas en estrellas de neutrones son g,, y g,. La constante g,
modifica inicamente la energia de simetria, es decir, s6lo estd “acoplada” a esta propie-
dad, aspecto importante a la hora de ajustar las propiedades nucleares tedricas con las
experimentales, aunque sus modificaciones a la ecuacién de estado y perfil gravitacional
son menores. Las constantes de auto-interaccién, b y ¢ poseen menor influencia sobre
todas las propiedades nucleares, la ecuacion de estado y el perfil de la estrella, siendo ¢
de menor peso que b; sin embargo, la inclusion de ambas constantes genera dos grados
de libertad extra, por lo que resultan eficaces para ajustes finos de las propiedades
nucleares y astrondmicas.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

En 1932, el fisico J. Chadwick demostré la existencia del neutrén (Chadwick, 1932).
Dos anos mas tarde, en 1934, Baade y Zwicky propusieron la existencia de estrellas
de neutrones como resultado final de la evolucion de una estrella tras su explosién
como super nova (Baade and Zwicky, 1934). Posteriormente, en noviembre de 1967, la
astrénoma Jocelyn Bell, bajo la supervisién del astrénomo Antony Hewish, observé la
primera senal pulsante de radio con una frecuencia de un pulso cada 1.34 segundos. A
tal frecuencia de rotacion existen aceleraciones centrifugas que son contrarestadas por
la fuerza gravitacional del objeto, de tal manera que éste no se deshace; esto impone
una condicién de densidad de alrededor de 10'3 g cm™3 (Hewish et al., 1968). Esta fue la
primera observacién sugiriendo la existencia de las estrellas de neutrones. Algunas otras
estrellas de neutrones observadas posteriormente se encuentran en una Orbita binaria
con algin compafiero, por lo que aplicando mecanica orbital nos permite calcular sus
masas. La masa de una estrella de neutrones, tipicamente, es de 1.5 masas solares.
De esta manera se puede inferir su radio: veinte kilémetros, aproximadamente. En un
objeto tan pequeno se encuentra compactada toda la masa del Sol, y maés; por esta
razon las estrellas de neutrones reciben el nombre de objetos compactos, junto con otro
tipo de objetos llamados enanas blancas. (Glendenning, 2000, p. 1)

Por las propiedades inferidas anteriormente, los objetos compactos, en particular
las estrellas de neutrones en sus diversas formas, llevan a la materia a tales extremos de
densidad que la fisica de particulas es escencial para su entendimiento (Glendenning,
2000, p. 2). Asi, los modelos fisicos generados deben reproducir, por un lado, las can-
tidades astronémicas como la masa y radio de las estrellas de neutrones que incluyen
altas densidades; y por otro lado, las propiedades de la materia a densidades nucleares,
tales como la densidad de saturacion, la energia de ligadura, la compresibilidad, y la
energfa de simetria de los nucleos atémicos. (Glendenning, 2000, p. 149)

Para lograr una descripcién adecuada de la materia de estrellas de neutrones,
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que ademads describiera materia nuclear a densidades bajas, autores como Walecka
(1974), Boguta and Bodmer (1977) y Boguta (1981) desarrollaron un método tedrico,
cominmente llamado Teoria Relativista de Campo Medio (RMFT por sus siglas en
inglés), que es un caso particular del marco general de la Teoria de Funcional de Den-
sidad (DFT por sus siglas en Inglés). En este procedimiento se hace uso de la densidad
Lagrangiana para incluir (la densidad de energia de) las particulas del modelo y sus in-
teracciones, cuyas intensidades estan establecidas mediante constantes de acoplamiento.
Con ello es posible obtener la ecuacién de estado del sistema y el perfil gravitacional
de la estrella de neutrones. De esta manera, las constantes de acoplamiento son de
particular utilidad para anclar el modelo a mediciones experimentales, proporcionando
una manera efectiva de reproducir propiedades de la materia tanto a densidad nuclear
como a altas densidades.

1.2. Objetivos

El objetivo general del presente trabajo es construir y utilizar el modelo nuclear
relativista extendido a altas densidades en el marco de la RMFT de Boguta (1981)
para la descripcién de materia de estrellas de neutrones.

Como objetivo particular se tiene analizar los cambios que sufren las propiedades de
la materia, la ecuacion de estado y el perfil gravitacional de una estrella de neutrones
al variar las constantes de acoplamiento del modelo.

1.3. Contenido

Esta tesis estd ordenada de la siguiente manera.

El Capitulo 2 presenta el marco tedrico en el que se basa el modelo a desarrollar. En
la Seccién 2.1 se introducen los siguientes conceptos: los mesones y sus propiedades re-
sultantes del modelo estandar para la reproduccion de propiedades nucleares; el modelo
nuclear de gota para la generacién teodrica de resultados obtenidos experimentalmente;
asi como las propiedades nucleares que se buscan reproducir con el modelo a desarro-
llar. En la Seccién 2.2 se obtiene la ecuacién de estado de un gas ideal formado por
neutrones, protones y electrones ultra-relativistas sin interaccion, con el proposito de fa-
milizarizarnos con los procedimientos requeridos para obtener tal ecuacién. La Seccién
2.3 aborda los conceptos necesarios de la Teoria de relatividad para la obtencion de la
expresion general de la ecuacion de estado. A su vez, introduce la expresion matematica
del modelo fisico, la densidad lagrangiana, donde se representan los campos clasicos de
las particulas en el modelo y sus interacciones. Posteriormente se obtienen las ecuacio-
nes de movimiento de dicha densidad lagrangiana, con el objetivo de resolverlas, pues
sus soluciones estan directamente relacionadas con la ecuacion de estado. Para obtener
dichas soluciones se hace uso de la aproximacion del campo medio de materia infinita e
isotrépica. Asimismo, se obtiene la forma explicita de la densidad de energia y presién
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como funcién de las densidades de las particulas incluidas. En la Seccion 2.4 se describe
la obtencién de las ecuaciones relativistas de equilibrio hidrostatico, para generar el
perfil gravitacional de una estrella de neutrones estable.

El Capitulo 3 aborda la metodologia para resolver tanto las ecuaciones para obte-
ner la ecuacién de estado, como las ecuaciones de equilibrio hidrostdtico. La Seccion
3.1 describe el método numérico a utilizar para obtener la solucién de la ecuacion de
estado. Ademds se hace un recorrido histérico por los modelos utilizados hasta antes
del desarrollo del utilizado en el presente trabajo. Aqui se reproducen algunas gréaficas
generadas por los autores de tales modelos, con el fin de verificar la funcionalidad del
procedimiento y la soluciéon numérica. En la Seccién 3.2 se describe el método numérico
para la solucién de las ecuaciones de equilibrio hidrostatico.

En el Capitulo 4 se hace el anélisis de los cambios en las propiedades nucleares de la
materia, y en las propiedades astronémicas de la estrella de neutrones, generados por
los cambios de los valores de las constantes de acoplamiento del modelo. El propésito
de estos estudios es entender con mas detalle e intuiciéon la importancia y el efecto de
cada componente de la densidad lagrangiana utlilizada.

Por 1ltimo, en el Capitulo 5 se concluyen los resultados del presente trabajo.







Capitulo 2

Marco Tedrico

2.1. Materia Nuclear

Con el fin de obtener la ecuacién de estado de una estrella de neutrones, se busca
desarrollar un modelo que describa el comportamiento de la materia de la que esta
compuesta. Las propiedades de esta materia deben ser aquellas de la materia nuclear a
densidades “normales”, y aquellas de las estrellas de neutrones a densidades altas (Glen-
denning, 2000, p. 163). En el presente capitulo se establecen las particulas, interacciones
y propiedades de materia nuclear que queremos reproducir con nuestra RMFT.

La mayorfia de la informacién expuesta en este Capitulo fue obtenida (y traducida)
de (Glendenning, 2000, pp. 145-146, 163-166), a menos que se especifique lo contrario.

2.1.1. Particulas nucleares

El modelo nuclear estandar establece que los nucleos de los &tomos estan compuestos
de bariones como protones y neutrones que interactian a través de las fuerzas nuclear
fuerte y electromagnética mediadas por el intercambio de mesones. Asimismo, dicho
modelo explica el decaimiento de algunos nucleos y la transformacién de un bosén en
otro mediante el intercambio de los mesones correspondientes a la interaccién (fuerza)
electro-débil.

Los bariones més importantes en estrellas de neutrones son el octeto de bariones de
spin % con menor masa, en particular el neutrén y protoén, los cuales seran considerados
dos estados de una sola particula, el nucledn, N, en el presente trabajo. Los mesones
mdas importantes son el escalar o, de espin 0, que tiene largo alcance y menor intensidad;
el vector de espin 1, w, de corto alcance y mayor intensidad (su masa es mayor a la
de 0); y el vector-isovector de isoespin 1, p, de corto alcance (su masa es parecida a la
de w) y mayor intensidad. Estos seran los hadrones a utilizar en la teorfa del presente
trabajo. Sus nimeros cuanticos se muestran en la Tabla 2.1.

La teoria nuclear de campos relativista es especialmente apropiada para la descrip-
cién de materia de estrellas de neutrones. Al estar construida bajo principios relati-
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Hadrén m [MeV] J I b q s

N 938  1/2 1/2 1 0,1 0
o ~50 0 0 0 0 0
w 783 1 0 0 0 0
p 770 1 1 0 -1,0,1 0

Tabla 2.1: Estados de bariones (neutrén y protén) y mesones. J es espin, I es isoespin, b

es nimero bariénico, q es carga, y s es extrafieza. (Glendenning, 2000, p. 146)

vistas, dicha teoria es naturalmente causal. Ademads, sus constantes de acomplamiento
pueden relacionarse algebraicamente a las propiedades de masa de la materia nuclear,
lo que permite reproducir tedricamente mediciones fisicas. De esta manera, la teoria
puede ajustarse adecuadamente a la informacién que se tiene de materia de densidad
alta: (1) causalidad; (2) estabilidad microscépica; y (3) propiedades de materia nuclear
en saturacion.

Para ello, primero se debe ajustar la teoria con cinco propiedades importantes cerca
de la densidad de saturacién de materia nuclear. Dos de ellas, la energia de ligadura
y la densidad de saturacién, normalizaran la ecuacién de estado. Otras dos, el médulo
de compresién y la masa de Landau, permiten controlar la extrapolacion a altas densi-
dades y las excitaciones térmicas, respectivamente. Finalmente, la energia de simetria
(de isoespin) permitirdn que extrapolaciones a sistemas de isoespin asimétrico sean
correctas.

2.1.2. Propiedades de la materia nuclear

Nuestra descripcion de la materia densa de estrellas de neutrones debe ajustarse a
lo que se conoce empiricamente sobre la materia nuclear. Este conocimiento se refiere
a las propiedades de materia nuclear en una densidad de saturacion, es decir, a la
densidad en la que la presién es cero y a la que la materia permaneceria estatica si no
se perturbara.

La materia uniforme e infinita es una idealizacién que tiene propiedades bien de-
finidas relacionadas con ntcleos finitos. Tal nocién surgié a partir del modelo de la
gota liquida del nicleo, que busca caracterizar la energia de un nicleo por sus ntimeros
atémico y de protones, A y Z, respectivamente.

Una propiedad bésica de la materia nuclear es que son sistemas saturados. La sa-
turacion significa que mientras m&s nucleones se agregan al nucleo, la densidad de la
region central permanece basicamente constante. Es por esto que el radio nuclear esta
dado por R = reat AL/3 donde 74 es una constante v A es el nimero maésico. Las ra-
zones para esto se centran en el rango corto de la fuerza nuclear, su fuerte repulsion a
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Figura 2.1: Valle de la estabilidad nuclear §, donde se muestra la vida media de los
nucleos con N neutrones y Z protones. Grafica obtenida y traducida del National Nuclear
Data Center, Brookhaven National Laboratory de Estados Unidos (National Nuclear Data
Center, Brookhaven National Laboratory, 2020).

distancias cortas, y al principio de Pauli, que establece que un sistema no puede tener
dos (0 més) fermiones con los mismos nimeros cudnticos.

Como la densidad de energia es aproximadamente constante, se puede escribir la
energia de un nicleo como la densidad de energia de materia simétrica a densidad
normal, €g,¢, por su volumen. Esto debe ser modificado por el hecho empirico de que los
nucleos con nimero de neutrones, IV, cerca del nimero de protones, Z, estan enlazados
més fuertemente que sus vecinos', efecto al cual se suma la repulsién Coulombiana a
Z mayores. La repulsién cambia el minimo de la energia de niicleos con A crecientes a
aquellos con una fraccién (A—Z2)/Z = N/Z mayor. El bien conocido valle de estabilidad
B (Figura 2.1) enfatiza la preferencia de simetrfa en isoespin de la fuerza nuclear.

Ademads de las contribuciones de volumen a la energia mencionadas, existird una

LPor ejemplo, el deuterio, que tiene un neutrén y un protén, existe y es estable, mientras que el
“dineutronio”, formado de dos neutrones, no existe, lo cual muestra que la atraccién neutrén-protén es

més fuerte que la interaccién neutrén-neutrén.
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energia de superficie repulsiva. Esta contribucién se genera debido a que los nucleones
en la superficie interactiian con menos vecinos, por lo que sienten menos atraccién que
aquellos del interior. La energia de superficie serd proporcional al drea (del nicleo).
Adicionalmente habra una energia Coulombiana repulsiva generada por los protones.
Por las consideraciones anteriores, se puede escribir la masa total del nicleo como

4 . N —Z\?
gﬁrgatesat + Egim (A)

La ecuacion anterior se denomina la ecuacion de masa semiempirica. En otras ocasiones
se usa la notacion Fyy = %Wrg’atesat para el término de volumen y FEgut = 47T7"52at0'surf
para el término de superficie.

Para materia simétrica, es decir, con misma cantidad de neutrones que de protones,
se tienen medidas experimentalmente varias cantidades fisicas. Restando (A — Z)m,, +
Zmy, =~ Amy a la masa total (con m, la masa del neutrén, m, la del protén, y ambas
siendo iguales a la masa del nucleén, my) y dividiendo por A, se genera la energia por
nucleén, denotada por E

. 3 €272
+ 47rr§atA2/3asurf + =

M(A,Z)=A _—.
( ’ ) 57"5atA1/3

(2.1)

E=M(A Z)JA—my . (2.2)

A la energia por nucleén a densidad de saturacion ng,; se le llama la energia de ligadura
(Binding Energy en inglés), denotada por BE 0 BEg,, con valor experimental (Han
et al., 2019)

El,, =BE=-16+1MeV, (2.3)

a densidad numérica de saturacién, ng,g, de (Han et al., 2019)
Ngat = 0.16 +0.01 fm ™3 (2.4)
que es equivalente a una densidad de masa pgay:
Psat = MNNsar = (938 MeVe™?) (0.16 fm %) = 2.68 x 10" gem™.  (2.5)

El parametro de radio rg,: esta relacionado con ng,t mediante

4 -1/3
T'sat — |:3nsat:| = 114 fm . (26)
Un parametro equivalente a la densidad numérica de saturacién es el momento de Fermi,
que es igual en los neutrones y protones de materia simétrica. La densidad (numérica)
y el momento de Fermi (usando & = 1 el momento de Fermi es igual al nimero de
onda), kp, en saturacién se relacionan mediante

EFA,sat d];; 2]{% }
ot = 4 = hat 2.7
Nsat /O (271_)3 371'2 ) ( )

donde el 4 surge por la degeneracion de espin-isoespin de los estados de momento del
nucleén. Por ello,
kpsa = 1.33 fm ™1, (2.8)
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En términos de la densidad de energia como funcién de la densidad numérica baridénica,
€ = €(n), la energia por nucleén se relaciona con ésta mediante

EzE(n)z?—mN, (2.9)

siendo igual a la energfa de ligadura en n = ng,; con m = 938 MeV /¢ = 4.753(hc) fm™!;
la segunda expresion siendo 1util cuando se utilizan unidades naturales h = ¢ = 1. De
esta manera se tiene que la densidad de energia en saturacién es

€sat = 148 MeV /fm? . (2.10)

La energia de ligadura por nucleén y la densidad numérica nuclear, en saturacion,
deberan ser reproducidas por la teoria, donde seran de utilidad dos constantes de aco-
plamiento.

A su vez se tienen constricciones adicionales. Por un lado, las estrellas deben ser
eléctricamente neutras, por lo que el sistema tiende a igualar el ntimero de protones
con electrones. Por el otro, la fuerza nuclear de corto alcance junto con las energias
de Fermi de los bariones con isoespin, energéticamente prefieren configuraciones con
isoespin simétrico, por lo que el sistema tiende a igualar el nimero de neutrones con
el de protones. Sin embargo, las estrellas de neutrones a primera aproximacién estan
compuestas de neutrones, por lo que son asimétricas en isoespin. De esta manera, la
constriccion de neutralidad de carga iguala la condicion de energia de isoespin, y debe
estar correctamente reflejado por la teorfa. Asi, se define la energia de simetria como

2 _
Esim - 1 67(6/171) s t= Ln "p . (211)
2\ oz ).,

En el Apéndice A se muestra la equivalencia de la definicién anterior con la siguiente:

Esim = Lneutrones — Esimetrica ) (212)

donde FEyeutrones ¥ Fsimetrica Son la energia por nucleén de materia de neutrones y
simétrica, respectivamente. Esta iltima definicion serd la utilizada a lo largo del pre-
sente trabajo. El valor esperado para la energia de simetria en saturacién es (Han et al.,
2019)

E, = 28 — 35 MeV . (2.13)

1m |nsat

El médulo de compresién, K, definido como la curvatura de la ecuacién de estado
por nucleén, €(n)/n, a ngg, es otro punto de contacto importante con conocimiento
empirico, pues influencia directamente el médximo de la masa de la estrella de neutrones:

d® /e d? /e
O (—) —9|n2 (—) , 2.14
|nsat |: dk2 n kE sat ! dn2 n Nsat ( )
cuyo valor esperado a densidad de saturacion es (Han et al., 2019)

K| =240+ 20 MeV; (2.15)

Nsat
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Nsat BEqa; Kat Esim,sat Mgt /mN

0.164+0.01 fm™2 —16.2+1 MeV 240 +20 MeV 28 — 35 MeV  0.75+0.1

Tabla 2.2: Propiedades nucleares a densidad de saturacién. (Han et al., 2019)

a K también se le llama simplemente la incompresibilidad. Finalmente, la masa efectiva
de Landau del nucleén juega un papel importante a la hora de incorporar exitaciones
térmicas en el sistema. Dicho concepto involucra la siguiente integral en el espacio de
momentos de las particulas participantes

[ o= I

que comtinmente se resuelve en coordenadas esféricas, donde F(k) es alguna funcién
que difiere de cero solamente en la vecindad de la superficie de Fermi, k ~ kr. Haciendo
cambio de variable de k a e:

\/

(2.16)

dk mL

dk = —de = —d 2.17
7 . de, (2.17)
de donde se obtiene la masa efectiva de Landau, mp,:
k 2 *2
mp = - kf +m*=; (2.18)
dk =k p

a m* se le conoce como la masa efectiva de Dirac. Las expresiones para my y m*
seran obtenidas mas adelante en el presente trabajo. El rango esperado para la masa
de Landau a densidad de saturacién es (Han et al., 2019)

M./ my =0.75+0.1. (2.19)

Las propiedades nucleares a reproducir con el modelo se resumen en la Tabla 2.2.

10
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2.2. Materia de gas ideal de Fermi

Un hecho sobresaliente sobre los nticleos es que, aproximadamente, un ntcleo se
comporta como si estuviera compuesto de nucleones independientes moviéndose en
un campo promedio, a pesar de la interaccién entre ellos en vacio. Esto se sigue de la
combinacién del principio de exclusién de Pauli, la parte repulsiva de la fuerza fuerte de
corto alcance, y la baja amplitud de la fuerza atractiva de largo alcance (Glendenning,
2000, p. 167). Como primera aproximacién para la descripcién de la composicién de
estrellas de neutrones se utilizara un modelo de gas ideal de Fermi. Esto nos dard una
introduccion a los procedimientos a seguir cuando se utilice un modelo mas complejo,
ademads de proporcionar un punto de comparacion contra modelos mas complejos.

FEl procedimiento descrito en esta seccion fue tomado de Shapiro and Teukolsky
(2004, pp. 39-40).

2.2.1. Gas ideal de neutrones y protones

Primero se considerard un modelo aproximado en el que el sistema es un gas ideal
degenerado de neutrones con masa m,, y protones con masa m,. Ademas, que el sistema
tiene una densidad numérica de bariones ng, de neutrones n,, y de protones n,. Se define
la variable adimensional = n,/npg, por lo que n, = anp y n, = (1 — z)np. O bien,
frecuentemente se usa también x, = v y v, = 1 — x. La relacién entre la densidad

numérica y el momento de Fermi de la particula es
kﬁ% 2 1

Dada la densidad np, los momentos de Fermi para los neutrones y los protones son,
respectivamente,

W=
Wl

k= (37%n,)} = (352(1 — 2)np) (221)

kpp = (3772np)% = (3772xn3)% .

En el gas ideal no hay interacciones ni potenciales, por lo que la energia de Fermi de
una particula j y su potencial quimico, p;, son los de una particula libre:

pj = \/(mg'CQ)2 + (prjc)?, (2.22)

con
pFJ‘ = hkF,j . (2.23)

Tomando en cuenta todas las particulas del sistema se obtiene la energia total u:

= =y \/(m102)2 + (pje)*. (2.24)
j j

11



2. MARCO TEORICO

O bien, se puede obtener la densidad de energia de las particulas j, €;, haciendo uso de
la densidad de estados con momento k, f(k):

=2 (Qﬁ},w(kv(m

(2.25)
=2 [ s me) + e 00,

donde el 2 multiplicando la integral surge del hecho de que es un gas degenerado en
espin, por lo que dos mismas particulas pueden tener la misma energia con dos distintos
espines, up y down. El principio de exclusion de Pauli establece que los fermiones de un
sistema no pueden ocupar el mismo estado, mientras que el principio de minima energia
asegura que los estados energéticos se llenan de menor a mayor isotrépicamente en el
espacio de momentos para este sistema. De esta manera se considera la distribucién
de densidad de estados de Fermi-Dirac a 7' = 0: f(k) = 0 si |[k|| > ky y f(k) =1 si
||k|| < kf). Asi, la densidad de energfa total de las particulas j, es de la forma

,_2(47T) e o2 2
€ = o /O kz\/(m]@) + (chk)*dk

)3
) (2.26)
= B (wy)
3 )
/\j
con - 5
F7j

C_ N = 2.27

Yi mjc J mjc’ ( )

donde )\; es la longitud de Compton de la particula j, y

) = 55 (y 1+42(1+2y%) — Ln [y +/1 +y2D . (2.28)

Asi, la densidad de energia del sistema de neutrones y protones es
E=¢€n 1€

M’ myc? (2.29)
=3 X(yn) + %X(yp) .
n D

Debido a la ecuacién (2.21), € es funcién tanto de np como de x. Imponiendo nue-
vamente el principio de minima accién, dada una densidad bariénica npg, el sistema
tendera a adoptar el estado con fraccién de protones x que sea menos energético. Asi,
para determinar qué valor de x genera tal estado basta con derivar € con respecto a x,
igualar tal derivada a cero, y resolver la ecuacién resultante.

Notar que si se tomara m,, = m,,, resulta que = 0.5 para toda densidad bariénica;
asi, la densidad de neutrones y protones seria, respectivamente n,, = (1—a)np = 0.5npg
y np, = zng = 0.5np. Sin embargo, al considerar masas distintas para neutrones y
protones, para cada densidad baridénica np se tienen las soluciones mostradas en la
Figura 2.2.

12
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Figura 2.2: Curva de fracciones de particulas que minimizan la energia del sistema pa-

ra cada np en el sistema neutrén-protén. En negro, considerando m,, # my, y en rojo
considerando m,, = m,,.

La presion para un sistema isotrépico en momento formado por fermiones con masa
m; al" = 0 se define como

P = %% /pvf(u — E)d’p, (2.30)

donde el 1/3 surge por isotropia (en las tres direcciones), y el 2 por degeneracién de
espin. Como v = pc?/E, entonces

12(4 PF,j 2.2
}?]_ i ( :—) / p-c dep
3 h 0 /p202+m?c4

_ 87rm?c5 Yj y4dy (231)
33 Jo 1442

2
mic
= #d’(%) )
J
con
2

1 2y3
o) = g3 [yj\/ler? <3J—1> +1Ln [yj+\/1+y§

(2.32)
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2. MARCO TEORICO

Por lo que la presién total del sistema neutrén-protén es

P=P,+P,

2 2 2.33
— o)+ ol 23

El modelo anterior genera una primera aproximacién para la descripcién de materia
nuclear simétrica. Sin embargo, es importante notar que debido a que sélo incluye
neutrones y protones, el sistema posee carga eléctrica positiva.

2.2.2. Gas ideal de neutrones, protones y electrones

Para generar un sistema mdas complejo, y con carga neutral, se pueden agregar
electrones con densidad numérica n.. Para obtener el momento de los electrones se
utiliza la definicién de la ec. (2.20). Nuevamente el potencial quimico del electrén estara
dado por la ecuacién (2.22), por lo que la energfa generada por todos los electrones del
sistema también estd descrita por la ecuacién (2.26). La expresion matemética para la
neutralidad de carga impuesta tiene la forma

Ne =Ny = INR. (2.34)
Asi, la densidad de energia total del sistema neutrén-protén-electron, e, es
€= €p + € + €

Mpc? myc? mec? (2.35)
=0 X(yn) + %X(yp) + Tx(ye) :
n D e

Nuevamente se busca el valor de x que minimiza la energia para cada densidad bariénica
ng. Estos se muestran en la Figura 2.3. En ella se puede ver que a densidades bajas
es energéticamente mas eficiente tener solamente protones y electrones, sin neutrones,
debido a que m,, > m,, los cuales aparecen a densidades =~ 108 fm~3. Sin embargo, a
densidades mas altas, la fraccion de neutrones rapidamente se eleva a valores cercanos
a 1, debido a que por cada protén presente habria un electrén (por conservaciéon de
varga), v este gas de electrones es energeticamente desfavorable a tales densidades.

Para completar la ecuacion de estado del sistema se obtiene la presién. Basta con
agregar la presién generada por los electrones,

mec?

A

P = b(ye) - (2.36)

Entonces la presion total del sistema resulta ser

P(np,z) =P, + P, + P,
(2.37)

My My Mec?
= —59(yn) + %(ﬁ(yp) + Tﬁb(ye) )
n D e
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2.2 Materia de gas ideal de Fermi

0.0

—0.5

—25

-3.5

—10 -8 —6 —4 -2 0
logyy np [fm~?]

Figura 2.3: Curva de valores x;, con i = n,p, 6 e, que minimizan la energia del sistema
para cada np en el sistema neutrén-protén-electrén (con m,, # my). La linea vertical marca

el valor de la densidad nuclear en saturacién.

donde las ; que minimizan la energia del sistema para cada np también se utilizan en
la presién. En las Figura 2.4 se muestra la densidad de energia y la presion, € = e(np),
P = P(np), usando los valores adecuados de z;(np). La Figura 2.5 muestra la ecuacién
de estado P = P(p), con p = ¢/c>.

Por otro lado, las curvas de los potenciales quimicos (con m,, # m,) evaluados en
los valores x; que minimizan la energia del sistema para cada np se muestran en la
grafica de la Fig. 2.6. En esta Figura es importante notar que para toda npg, se cumple
que Ap = pu, + fte — ftn, = 0. Esto no es coincidencia, y se puede demostrar invocando
la Primera Ley de la Termodindmica:

dU = TdS — PdV + pindNy, + ppdN, + p1edN, , (2.38)

donde U es la energia del sistema, T la temperatura, S la entropia, P la presién y
V el volumen. Se quiere obtener la energia U como funcién de x y np. Recordando
las definiciones realizadas, se tiene que la relacién entre la cantidad de bariones, Npg,
y la cantidad de protones, N,, es N, = xNp; con la cantidad de neutrones, IV,, es
N, = (1 — ) Np. Al imponer neutralidad de carga en el sistema, se toma la cantidad
de electrones N, tal que N, = Np; por ello, dN, = dN.. Para obtener las variables

15



2. MARCO TEORICO
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Figura 2.4: Densidad de energfa y presiéon como funcién de np usando los valores x;(ng)

que minimizan e.
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Figura 2.5: Ecuacién de estado P = P(p) = P(¢/c?) usando los valores z;(ng) que

minimizan € a cada ng.
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2.2 Materia de gas ideal de Fermi

350 T T T T T

— ftal0) = mac?

so0f| = Hp(wo) —mye? b

250

100k -

50k -

np [fm 2

Figura 2.6: Potenciales quimicos del neutrén, protén y electréon, usando los valores x; que

minimizan sus valores para cada ng.

deseadas, se tiene que

dN,, = aNndnB + aNndw = (1 —x)dNp — Npdzx
onp ox
(2.39)
ON, ON,
AN, = dnp + ——dx = xdNp + Npdx .
onp ox

Ademas, la temperatura 7" es nula en este sistema. De esta manera la Primera Ley de
la Termodinamica queda

dU = —PdV + dNp [jta(1 — ©) + (p + pe)a] + dz [~ Npjin + Np(p + )] - (2.40)

De ello se obtiene

ou

%|NB:cte;P:cte = —Npjin + NB(Np + Ne) = NB(:u'p + pe — ,Un) . (2~41)

Se debe cumplir la condicién de que = debe tomar valores que minimicen la energia,
entonces se tiene OU/Jz = 0; como Np # 0, debe suceder que

Hp + fe = fin . (2.42)

De esta manera se demuestra que la condicién de minimizaciéon de la energia con res-
pecto a la fraccion relativa de particulas es equivalente a la condicién de igualdad de

17



2. MARCO TEORICO

potenciales quimicos. En el presente caso, esta ecuacion establece la condicién para la
existencia de un proceso de transferencia en el que un neutrén decae en un protén y un
electréon, al que se le llama equilibrio-3. Dicha relacién entre potenciales de particulas
sera de utilidad en el modelo de materia de estrella de neutrones.

Fl anterior es un modelo sencillo y no reproduce las propiedades nucleares de los
sistemas que queremos describir, como la energia de ligadura ni alguna otra, debido a
la ausencia de interaccién entre particulas. Sin embargo, resulta til para dar un primer
paso en los procedimientos necesarios para construir un modelo méas complejo.

18



2.3 Materia de estrella de neutrones

2.3. Materia de estrella de neutrones

Para construir una ecuacion de estado que permita reproducir las propiedades de
bulto de la materia resulta tutil hacer uso de los resultados de la Teoria de campos
relativista. El tensor de energia-momento empleado en Relatividad General proporcio-
na una relacién entre la densidad de energia y la presion asociadas al sistema, y los
campos incluidos en una teorfa por medio de su densidad Lagrangiana (o simplemente
Lagrangiano). Asfmismo, dicha relacién permitird determinar la dependencia entre la
densidad y la presién, al ser ambas funciones de la densidad bariénica; a dicha depen-
dencia se le conoce como la “Ecuacién de estado”. Como paso intermedio se deben
resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange del Lagrangiano, donde el uso de la aprozi-
macion del campo medio es de utilidad. De esta manera, para obtener la ecuacién de
estado del sistema basta con definir una densidad Lagrangiana adecuada que incluya
las particulas deseadas y sus interacciones para reproducir el comportamiento de la
materia nuclear. A este conjunto de técnicas se le conoce como Teoria de Campo Medio
Relativista, RMFT, que entra en el esquema mas general de Teoria del funcional de
densidad, DFT.

En 1974, Walecka publicé un modelo en el que incluyé solamente un campo ba-
riénico para describir al nucleén, asi como un par de campos de mesones, uno escalar
que media la atraccién (campo o) y otro vectorial que media la respulsién (campo w),
para la descripcion de las interacciones entre los bariones. En éste introdujo dos cons-
tantes de acoplamiento para reproducir la energia de ligadura por nucleén de materia
nuclear a densidad de saturacion, descritas en el Capitulo 2.1. En 1977, Boguta and
Bodmer introdujeron auto-interacciones del mesén escalar, incluyendo dos constantes
de acoplamiento mas; con éstas ademas reprodujeron valores deseados de médulo de
compresibilidad y masa efectiva a densidad de saturaciéon. En 1981, ademas de las con-
sideraciones tedricas anteriores, Boguta introdujo a su modelo la estabilidad 3, lo que
permite agregar electrones y muones al modelo y establecer neutralidad de carga en el
sistema. Ademads incluyé un campo extra, el mesén vector-isovector, asi como su co-
rrespondiente constante de acoplamiento, con lo que introdujo la tendencia del sistema
a ser simétrico en isoespin; ademds con dicho pardmetro extra pudo ajustar la energia
de simetria en saturacién.

Este ultimo modelo sera utilizado en el presente trabajo para generar la densidad
Lagrangiana. Se incluirdan los hadrones protén, neutrén, sigma, omega y rho, asi como
los leptones electrén y muén. Se tomaran en cuenta las interacciones entre protén y
neutron a través de los tres mesones mencionados, ademéds de una auto-interaccién a
tercer y otra a cuarto orden de o. El sistema anterior permitira la reproduccion de las
propiedades nucleares, asi como la adecuada extrapolacién a densidades altas presentes
en las estrellas de neutrones.
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2.3.1. Tensor de energia momento

Para obtener una relacion entre la ecuacion de estado y la densidad baridnica, se
define el tensor de energia-momento T*” como sigue:

0L
™ = ——9%¢; — g"" L, 2.43
90,00 (249
donde £ es la densidad lagrangiana del sistema, ¢; representa al campo ¢ y g es la
métrica. En el sistema de referencia propio del fluido la métrica a utilizar es g = n#” =
diag(1,—1,—1,—1). Para un fluido sin estrés transversal y sin masa en movimiento, el
tensor de energia momento toma la forma

T = diag(e, P, P, P) . (2.44)
Entonces
€ = TOO _ oL 8()(]51 _ ’I]OOL
0(0oi)
or (2.45)
P =T = Hoy — L.
80560 7"

Estas ecuaciones, (2.45), serdn resueltas para obtener la Ecuacién de estado. Para ello
se debe definir una densidad lagrangiana adecuada al sistema que se busca describir.

2.3.2. Densidad lagrangiana del sistema

La densidad lagrangiana de materia hadrénica a construir se puede obtener utilizan-
do las particulas a utilizar en el modelo, multiplicando escalares entre si, obteniendo el
producto de matrices que genere un escalar, o contrayendo indices entre cuadrivectores
y entre trivectores de espin, de tal manera que sdlo aparezcan escalares (invariantes
ante transformaciones de Lorentz y de isoespin) en dicha expresién. El Lagrangiano
generalizado para describir materia nuclear a utilizar es el siguiente (Boguta, 1981)

5
¢ - h 1 -
L= ﬁ‘I[N (zcmﬁ“ — My + o0 — Gu YW — 390WT p“) Uy
1e 15 5, 5 16 15
+ 5%(9“08“0 — igmg(f — Z%www‘w + iﬁmww#wu
13 165 (2.46)
Ry N R eer’y Sy I N 5
4Hh Puv - P + 9 hg mppu p ef(O', Wy pﬂ)

b - (.h "
+ﬁz/\:¢)‘ Zgwa —my | ¥y,

donde los tensores que aparecen con doble subindice o superindice se definen como
sigue:

Wur = Opwy — Oy,

ﬁ,uu = aﬂﬁl/ - 81/p_:u .
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2.3 Materia de estrella de neutrones

Para el propésito del presente trabajo se escogieron los siguientes términos de interac-
cion: Bk 5o

gTN(QUU)g ﬁl(900)4- (2.47)
El espinor bariénico se denota por Wy; es un doblete que incluye las funciones de
onda del protén y neutrén, y ¥y = \I,J]rv% denota su espinor adjunto. A su vez, los
espinores correspondientes de los leptones A, electrones y muones, son representados
por 1y, cuyo adjunto es 1) = djf\'yo. Estos transforman como espinor bajo transfor-
maciones de Lorentz, y como doblete bajo transformaciones de Isoespin. El campo o
es un escalar-isoescalar (transforma como escalar bajo transformaciones de Lorentz y
de Isoespin); éste se encargara de simular la atraccién entre nucleones. El campo wy,
es un cuadrivector-isoescalar (transforma como cuadri-vector bajo transformaciones de
Lorentz y como escalar bajo transformaciones de Isoespin); éste simulard la repulsién
entre nucleones. El campo g, es un cuadrivector-isovector (transforma como cuadri-
vector bajo transformaciones de Lorentz y como trivector bajo transformaciones de
Tsoespin); este campo serd el encargado de incorporar la interaccién restauradora de
simetria en isoespin, discutido en el modelo nuclear de la gota.

Uef(0'7 Wua ﬁu) =

La constante my representa la masa del nucleén, y g,, gw, gp, b y ¢, son constantes
de acoplamiento para la teoria, que serviran para anclar los resultados tedricos a los
experimentales descritos anteriormente. En esta expresion, ¢ representa la rapidez de
la luz en el vacio (aunque dicha letra serd usada con otro fin posteriormente), y & es la
constante de Planck dividida por 27. El triplete 7 es un arreglo cuyas entradas son las
matrices de Pauli (D.1), y el cuadri-vector ~, estéd formado por matrices relacionadas
con las de Pauli mediante (D.4).

La primera linea del lagrangiano representa la energia cinética y de masa de los
bariones, ademads de las interacciones de los bariones con los mesones escalar, vector, y
vector-isovector. La segunda linea contiene los términos de energia de masa y cinética
para los mesones escalar y vector. La tercera linea incluye la energia de masa y cinética
del campo vector-isovector. Ademads incluye un potencial efectivo, Uy, que describe las
interacciones entre mesones. En este caso se incluyen términos de autointeraccion del
campo escalar a orden 3 y 4. La tltima linea contiene los términos de masa y energia
cinética para los leptones, con subindice A (electrones y muones en este caso). Estos son
agentes importantes en la neutralidad de carga de materia de estrellas de neutrones, y
carecen de interacciones en el presente modelo.

Usando unidades naturales ¢ = i = 1, el Lagrangiano anterior se reduce a

- ) 1 R
L=Uy (ma“ —MN + o0 — Gu YW — S GpVuT p") Uy

2
1 o 1 2 2 ny 1 2
+ 58#03 0 = 5MG0" — S W + §mwwuw”
(2.48)

1, . 1, B
_ZPW'PM +§mzpu'pu_ ef(anlmpu)

+ ) (190" — ma) U
X
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con b
T3 (9,0)° + 19000, (2.49)
donde la ¢ que aparece en el potencial efectivo es nueva notacién para la constante
anteriormente denotada por ¢, no la rapidez de la luz (la rapidez de la luz ya no
aparece explicitamente); a partir de ahora se usard tal notacién (Glendenning, 2000, p.
242).

Para la obtencion de las ecuaciones de movimiento del sistema se seguird el proce-
dimiento descrito en (Glendenning, 2000, pp. 168-173) generalizado para el lagrangiano
concerniente en el presente Capitulo. Las ecuaciones de Euler-Lagrange, ecs. (B.8),
explicitas para los campos o, w y p son, respectivamente,

Uef(o'a Wi ﬁu) =

(O+m2) o(z) + bmygio®(z) + cgro®(z) = goUn(z) TN (2) (2.50)
(O +m2) wu(x) + 0,0" G, (7) = gu¥n (2)7, TN (2) (2.51)
(O+m2) () + 0,06 () = LU ()7, 7 Un(a). (252)

donde [0 = 0,0%. Y las ecuaciones para el campo bariénico y los lepténicos son, res-
pectivamente,

—

(700" = + 950 (@) = guret (@) = Ly, 7 57(@)| W) =

0
[i7, 0" —my]Ya(x) =0.

2.3.3. Aproximacion de campo medio

El sistema de ecuaciones diferenciales acoplado obtenido es claramente dificil. Para
resolverlo se introduce la llamada aproximacion de campo medio. El sistema en el que es-
tamos interesados es de materia uniforme en su estado base. Asi, en las ecuaciones (2.50)
- (2.54) se reemplazan los campos mesénicos por su valor medio (espacio-temporal) en
tal estado: o(z) — (o), wyu(z) = (wu), Pu(r) — (Pu). Se utilizard a partir de ahora
la nueva notacién o = (o), w, = (wu) ¥ Pu = (Pu). Asimismo se utilizaran los valores
medios de las fuentes de corrientes del lado derecho de las ecuaciones (2.50) - (2.52). Los
términos que incluyen derivadas sobre los valores medios de los campos se anulan, pues
tales valores son indepentientes de coordenadas espacio-temporales. De esta manera se
obtiene el nuevo sistema de ecuaciones para los mesones

m2o 4+ bmg2o? + cgio® = g, (TN U y) (2.55)
mEwy = gu(UNYu T N) (2.56)
m>p, = %’J@mﬁ Un), (2.57)
y las ecuaciones de Dirac son de la siguiente forma
(190" = + 950 — oy = L7 5] Un(a) = 0 (2.58)
[i7,0" = mal Ya(2) = 0 (2.59)
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2.3 Materia de estrella de neutrones

En las ecuaciones (2.58) y (2.59) los operadores derivadas espacio-temporales actiian
sobre las funciones ¥y y 1 dependientes de z, sin embargo, el resto de términos son
constantes, por lo que no dependen de la posicién; de esta manera, las soluciones a
dichas ecuaciones son ondas planas de la forma

U(z) = U(k)e Hu” (2.60)
U(z) = p(k)e”Hua" (2.61)

donde kya* = kot — kja?. Al sustituir y aplicar el operador derivada se obtiene

{’Yu (k“ — gow* — %gpf'- ﬁ") —(my — gUJ)J TUpy(x)=0 (2.62)
[kt —my]a(z) = 0. (2.63)

Comparando la ecuacién (2.62) con la ecuacién de Dirac canénica se pueden definir las
siguientes variables

1
Kt =k — gt — 59’07?. ot (2.64)
m*(o) =my — go0 . (2.65)

A m* se le llama la masa efectiva de Dirac, y es reducida por el campo escalar. Las
ecuaciones de Dirac quedan de la siguiente forma

K" —m* Wy (k) =0 (2.66)
[kt —ma]a(k) = 0. (2.67)

Las ecuaciones (2.66) y (2.70) son ecuaciones de eigenvalores. Para encontrar los eigen-
valores de la ecuacién para los nucleones, se multiplica la ecuacién por [y, K¥ + m*]:

[y K* = m*] [y KY +m*] = 4, K*y, KY — m*? (2.68)
— gy T ;’m" —m*? = KK, - m*?, (2.69)

donde la ultima igualdad se da por la propiedad (D.5). Desarrollando lo mismo para la
ecuacion de leptones, el resultado es

[KYK, —m*]|Un(k)=0 (2.70)
[k”kl, — m,\] ’lﬂ)\(k‘) =0. (2.71)

Los operadores sobre las funciones de onda se convirtieron en multiplos que anulan a
dichas funciones; por ello,

Ko=\/K - K +m*? (2.72)

ko= \/k-k+m2. (2.73)
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Denotando la componente temporal del cuadri-vector k* como e = e(E), se obtiene la
siguiente relacién

- - 1 oL
e(k) = ko(k) = Ko + guwo + 5957 - Fo - (2.74)

Por lo que el eigenvalor del tres-momento &/ del nucleén es

- - = 1 oo
e(k) = ko(k) = E(k) + guwo + 59,7 - o, (2.75)
con
-, 3 1 2
E(k)=Ko=,|>, (ki — oW’ = 50,7 ﬁi> + (my — g,0)%. (2.76)
i=1

Y los eigenvalores para las ecuaciones de leptones son

ex(k) = ko(k) = \/k -k +m?2. (2.77)

De esta manera se obtuvieron los eigenvalores de la ecuacion de Dirac para los nucleones
expresados en términos del valor medio de los campos mesonicos; asi como para los
leptones, que no dependen de los valores medios de los mesones al no interactuar los
primeros con los segundos.

2.3.4. Obtencién de fuentes de corriente barionica

Para encontrar los valores explicitos de las corrientes bariénicas en las ecuaciones
de movimiento (2.55) - (2.59) (lado derecho de las ecuaciones), se utilizara el siguiente
método, descrito en (Glendenning, 2000, pp. 170-172), ajustado al Lagrangiano del
presente trabajo.

El estado de un solo nucleén en esta teoria se caracteriza por su tri-momento k y
la proyeccién de espin e isoespin, que denotaremos por x. Cada estado de momento de
neutrén y protén pueden tener una de las dos proyecciones de espin +1/2. Denotemos
por un paréntesis el valor de expectacién de un operador A en un estado de una sola
particula con momento I; (@A\I/) P El valor de expectacién de dicho operador en el
estado menos energético posible en un sistema de muchas particulas es

(Irv) =" / (2‘173_‘5)3 (TT); © [ e(F)] | (2.78)

donde la suma en x es sobre los estados de espin-isoespin de los estados de momento
ocupados y O(x) es la funcién de paso que es la unidad para x > 0 y cero en otro caso.
Se denota la energia de Fermi por u. La integral va de cero hasta el valor de k para el
cual los eigenvalores e(E) quedan debajo del potencial quimico p, i. e., debajo de cierta
energia designada. En nuestro caso, la superficie de Fermi generada por la igualdad
e(k) = p es una esfera.
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2.3 Materia de estrella de neutrones

Por otro lado, el tipo de operador I" en el que se tiene interés también aparece en el
Hamiltoniano de Dirac. Para hallarlo, se usara la Densidad lagrangiana de Dirac, £p,
que aparece en la ecuacion (2.62). Recordando que la Densidad hamiltoniana de Dirac
se define como Hp = ¢'p; — L p, donde ¢’ son las coordenadas generalizadas del sistema
(en nuestro caso, los campos utilizados) y p’ los momentos generalizados; y que ¢* = 0
pues estamos considerando la aproximacién de campo medio, se tiene que Hp = —Lp,
por lo que

1 S S
Hp = =kt + guyuwt + 9,77 - p* +m”
2
_ 1 (2.79)
= =0k + %k’ + goyu + S g7 P M
Como Lp¥ (k) = 0, entonces debe suceder que Hp¥ (k) = 0, es decir, que los eigenva-
lores de esta ultima ecuacion deben ser cero:

. 1 o .
= 0k" + ik + goyu + Sgo7T - B+ miy = 0. (2.80)

Por ello, despejando yok® de la ec. (2.80) y multiplicando ambos lados por g, se obtiene
el Hamiltoniano de Dirac:

1

zgp’yui"- ot 4+ my| - (2.81)

Hp = ko =0 [%ki + Gy +
Este operador es tal que si se toma el valor de expectacién en un estado de momento
de una sola particula como se definié con anterioridad, se obtiene

- - 1 oo
(WP HDW) . = ko(k) = B(R) + guwo + 5957 o (2.82)
En este caso, el lado derecho de la ecuacién es independiente de la etiqueta de la
proyecciéon de espin, k, es decir, los estados de momento son degenerados con ocupacion
2.
Tomando la derivada del lado izquierdo de la ecuacién (2.82) con respecto a cual-
quier variable £ en el Hamiltoniano,

;5 (\IITHD\I/)ER = (xpfag? )k + E(l%')é‘?5 (\IIT\P)k : (2.83)

Como ¥(k) es una eigenfuncién del momento, sélo el primer término de la derecha
sobrevive, por lo que

23 o€

K

2 (wipu) - (\IJT%\P) | (2.84)
ki

De ahora en adelante se utilizard este resultado (junto con las ecuaciones (2.81) y (2.82))
para obtener las fuentes de corriente.
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Como primer caso se tomard la derivada con respecto a wg. Esto establece de inme-
diato la normalizacién

<‘I’T‘P>kﬂ —1. (2.85)

Usando la ecuacién (2.78) se tiene la densidad numérica baridnica, n, de la forma

ko dk , bn dk .
= (0Uiw) = (27, +1 —e(k 2J, +1 —e(k)] -
n=(10) = a4 1) [ 50 [ el®)] + 1) [ 0 - e(®)
(2.86)
Esto es el resultado obtenido con anterioridad para la densidad numérica.

De igual manera se puede derivar con respecto a k*, generando la siguiente ecuacion:

0 -
b= B (2.87)

(77')

Por lo que la corriente de nucleones es
_— dk (0 _ - -
(T = Z(?Jb + 1)/(%3) (WE(/@) o [u— e(k:)]
dk'dkidke (0 _ - -
_ Z / 5o <akiE( )) e [n—e®)] (2.88)

- Z /dk Ak /dE(k] kq)@[ —e(E)} ~0.

La integral es sobre los estados de momento ocupados; se anula porque E(IZ) iguala
a la constante p — g,wo — %g,ﬁ' - po en toda la frontera de la superficie de la regién
de integracién (al tratarse de un sistema isotrépico). Por ello, dE es la diferencia de
dos numeros iguales. Como consecuencia de que dicha corriente sea nula, se sigue de la
ecuacién de movimiento para w; que el valor medio de la componente ¢ de dicho mesén
se anula; asimismo, que la superficie del espacio de momento ocupado es una esfera (de
Fermi). Entonces el eigenvalor a la ecuacién de Dirac se escribe simplemente como

T .
e(k) = ko(k) = E(k) + guwo + 59,7 o, (2.89)

con E(k) =
cién (2.86) en coordenadas esféricas se obtiene

= (wwy =) [ e [

\/Z (kP = 19,7 )2 + (m — g,0)2. De lo anterior, resolviendo la ecua-

2(4m) kry 9 2(4m) kpy 9 9

_ .90

2 /0 k*dk + (%)3/0 k> dk (2.90)
k3 k:3

=32 T3 T
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2.3 Materia de estrella de neutrones

k3 3
F . , . .
donde n, = 52 Y i = 3?2‘ . Esto es conocido comtinmente como la densidad vectorial, a
diferencia de la densidad escalar que obtendremos a continuacion. La densidad vectorial
es la componente temporal de la corriente bariénica conservada.

La densidad escalar es de la forma <\TJ\IJ> Derivando con respecto a my,

OHp
L _ 2.91
8mN Y0 5 ( 9 )
por lo que
+OHp - s
( . \Il> L (\Ilyovg\ll)km = (\If\IJ)kR ) (2.92)
Asi,
(pw), = IEW) ___ my 900 (2.93)

ke Omn /K2 + (my — go0)?

Entonces la densidad escalar, ng, es

— 47 krp MN — Go0
=(0V) = (2J, + 1 / k2dk
(o) = )(QW)?’ 0 VE2+ (my — go0)2

4m Fen MmN — goO
+(2Jn + 1) / k*dk
CRE It G — g0
1 MmN — g0 mN — go0

ka 9 kF 9
= — dk + */ k“d
w2 /0 \/k2+(mN — 900)? 2 Jo \/k2+(mN—900)2

* *3 k + m*2+k2
m ka\/TW—m Fp T4/ Fp

272 272 log m*

* kp, + \/m*? + k2
m*kp 2 5 m*3 Fn Fn
AT _ 1
+ or2 V' +hE, o2 08 m*

(2.94)

Por 1ltimo, falta obtener las corrientes para las ecuaciones del mesén p. Haciendo uso
nuevamente del método, derivando con respecto a p*,

- E(k) —%7K + (%7)% 5
9o (g0 = £k> _ TR (3T (2.95)
2 9p E(k)
Entonces
dky, —%7k + (%7)25°

L (yr¥) = > (205 +1) / @) (1;2

b

—22/ dkb —F (2.96)
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donde la suma sobre b significa sumar sobre los espacios de momentos del protén y del
neutrén, b = p, n. Para facilitar los calculos de dichas integrales se utilizaran coorde-
nadas esféricas, pues ya sabemos que la superficie de Fermi es una esfera. Sin embargo,
en la expresion anterior se tiene el indice ¢ que corre sobre i = 1,2,3 = z,v, z, coorde-
nadas cartesianas, no sobre coordenadas esféricas. También se sabe que E es isotrdpica
pues el sistema lo es, por lo que E = FE(k") sbélo depende de la coordenada radial
del momento. Utilizando el cambio a coordenadas esféricas: k¥ = k7 sin(k?) cos(k?),
kY = k" sin(k?) sin(k?), k* = k" cos(k?), con r, 6 y ¢ las nuevas variables y k", k y k?®
sus respectivos nimeros de onda, se tiene que la siguiente integral expresada de manera
general con una funcién arbitraria f = f(k") por un vector arbitrario v’

ky 2 T ]
/ / / Ak dk®dkC k" sin(k?) (KW' (2.97)
0 0 0
se puede descomponer en tres casos. Caso i = x:
ky 2 T )

/ / / dk"dk®dkP k" sin(k?) f(E")o®

0 0 0
ky 21 T

= / / / Ak kAR k™ sin(k?) £ (K)o (k") sin(k?) cos(k?) (2.98)
0 0 0
ky R s 2

= / A"k f (K )o(k") / dk? sin? (k%) / dk® cos(k?) =0,
0 0 0

pues f027T dk® cos(k?) = 0. Caso i = y:
ky 2 s )

/ / / dk"dk®dkO k" sin(k?) f(k")vY

0 0 0
ky 2 i )

= / / / dk"dk?dk? k" sin(k9) f (k"o (k") sin(k?) sin (k) (2.99)
0 0 0
ky 5 T 2

= / dE"E" f(E")u(E") / dk? sin?(k?) / dk?sin(k?) =0,
0

0 0

ya que f027r dk?sin(k?) = 0. Caso i = z:
ky 2w T 9
/ / / dk"dk®dkP k" sin(k?) f(k")v*
0 0 0
ky 2 T 9
= / / / dk"dk?dkP k" sin(k?) f (k" )v (k") cos(k?) (2.100)
0 0 0

kyf 2 s
:/ dk:’"krzf(kr)v(kr)/ dk¢/ dk? sin(k?) cos(k?) = 0,
0 0 0

_1
debido a que [ dk? sin(k?) cos(k?) = 0. En particular, si se toma f(k") = % y
. . Lo =2 . ,
v' = k' como en la primera integral en (2.96); o f(k") = (%EE’,’;; y v" = p* como en la
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2.3 Materia de estrella de neutrones

segunda integral, se tiene que
L (Wyire) = 0. (2.101)

Asi, la solucién de las tres ecuaciones espaciales que aparecen en (2.57) es p* = 0. Esto
implica que

E(k) = E(k) = \/ K2+ (m — gs0)?. (2.102)

De esta manera, los eigenvalores de energia de los nucleones quedan descritos por la
siguiente relacién.

(k) = v/EF (1 — 900 )2 + gutio + 30,7 55 (2.103)
Por otro lado, en este sistema se prohibe la transformacién por medio de una particula
p de un neutrén en un protdn, y viceversa. Dichas transformaciones se pueden llevar a
cabo por medio del intercambio de las componentes pg1 ¥ po2. Por ello, sus valores de
expectacién sobre el estado base deben anularse, de lo contrario el niimero de carga no
se conservaria en este sistema. De esta manera la tnica componente distinta de cero
del mesén vector-isovector sera pgs. Esto reduce el nimero de ecuaciones relacionadas
con el campo p, y simplifica en las que éste aparece. Ademaés, en la fuente de corriente
(valor de expectacién) de la componente 3 de la parte vectorial del mesén p, el operador
73 produce un factor +1, relacionado con el isoespin, que depende de si se trata del
valor de expectacién para protén o neutrén. Asi, para la ecuacién temporal de (2.57)
relacionada con pgs, se tiene que

1 - 1
59 (Uny73¥) = 59 <‘I/}rvT3‘I’N>

:gp(np_’nn):gp< & Fn>7

2 2 \ 372 3x2

pues el valor de expectacion del isoespin es la densidad de isoespin del proton y electron,
que tienen isoespines 1/2 y —1/2 y densidades numéricas n,, n,, respectivamente.
En resumen, las eigenenergias de protén y neutrén son, respectivamente,

1
6p(k) = \/k2 +(m — 900')2 + Guwwo + §gpP03
(2.105)

1
en(k) = VE2 4 (m — g50)% + guwo — 39973003

La eigenenergia del leptén A (electrén o mudn) es

e,\(k) =VkZ24+m,. (2.106)
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Y el nuevo sistema de ecuaciones es el siguiente.
3

m2o 4+ bmg2o? + cgio® =

9o

2 2
m*ka > 5 m*3 ka + 4/ ka
A/ M +ka_go—W10g m*

- (2.107)
o m;;vn \/m - gog%j log ot \/WW

e (i ’ ];7%2) (2.108)

i = <§7%2 B 5%2) ' (2.109)

Las soluciones de los campos medios en las ecuaciones anteriores se deben obtener
para un conjunto de densidades numéricas bariénicas, n (kp estd en funcién de n).
Ademas, la ecuacién para o es implicita, por lo que se utilizaran métodos numéricos
para resolverla.

2.3.5. Ecuacion de Estado del sistema

Una vez resueltas las ecuaciones de Euler Lagrange con aproximacion de campo
medio, se pueden sustituir las soluciones en las ecuaciones (2.45). Debido a que los
valores obtenidos son unicamente el valor esperado de los campos, estas ecuaciones
también proporcionaran el valor medio de la densiad de energia y presién, € y P.
Entonces los términos con derivadas espacio temporales de los campos del lado derecho
de ambas ecuaciones se anulan. Aplicando el valor esperado, se tiene

€= — <L> + <\T/’70k‘0\11>
é@/%k,\m | (2.110)

ya que 0,V (k) = k,V(k) y 0wt = 0. El valor 1/3 en la presién aparece debido a que
cada una de las tres componentes espaciales del tensor de energia-momento involucra
la suma ~;k%, con i sumada.

El valor esperado del Lagrangiano sélo contendra los términos que no se anulan,
es decir, los términos que no contengan derivadas o que no se anulen debido a las
ecuaciones de movimiento del valor esperado de los campos (incluyendo la ecuacién de
Dirac). Entonces

P= (L) +

1 1 1
(£) = —gmio® + SmZud + Sm2ody — (Ua) (2111)
con b
c
(W) = Lmnvgio® + g, 2112
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2.3 Materia de estrella de neutrones

El segundo término de € en la ecuacién (2.110) es el valor de expectacion de los eigen-
valores de la ecuacion de Dirac;

(T nv0koln) = (T ny0e(k) )

_ 1 _ .
= guwo(UNnYYN) + §gppo3<‘I’N7073‘I’N> + <‘I’T E(k)¥n)

= med] + D] + X 2+ 1) [ oG,
b

(2.113)

donde se usaron las ecuaciones de campo (2.56) - (2.57) en la tultima igualdad para

sustituir las fuentes de corriente. Definiendo z, =

se obtiene la integral:
> (27 +1)/dEE(E) Zl/ka dk K2E(k
— @mp " T aew?
1 *4
= Z?Wg’ [mb\/l—kmg(l—i—ng) —In (xb—l— \/1"‘9”1%)] .
b

(2.114)
Para obtener el valor esperado de la presiéon se tiene que
- OE (k)
(TN ON), = R (2.115)
por lo que
_ ke, k4dk
(UnyikiUn) =Y (25 + 1)/ Z /
b (2.116)

—Z ! 3m {qu/l—kxg <§m§—1>+ln(xb+\/1+xg>} .

El término obtenido tiene suma sobre el indice b para los bariones, pero también se
debe considerar la componente energética proporcionada por los leptones posibles del
. ’ ’ . ’ F

sistema, que seran denotados con el indice [; asi se define z; = Wll De esta manera, la
densidad de energia resulta ser la siguiente.

€= §m -+ 2m w0+ 2mpp03+ 3mNgaa + 4g0

mi’i 2 2y 2
+ D o [xb,/1+mb(1+2xb) In (:L‘b—b—\/l—i-xb)} 2.117)

b=n.p

mA
+ Z 8712 {xl\/1+xl2(1+2xl2)—ln <xl—|—\/1—|—x12)} .

l=e,p
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La presién estd dada por

P =~ Sm2o® 4 smluh + smiey — Smgio® — Sgho’
+ Z m—;’q {mb\/l—i-m? (212— 1) +1In (mb—l— \/1—1—:52)]
W 8 b\37" b (2.118)
mi 2
+ 3 8712 {xm/l—i—xf (335% - 1> +1In <xl +4/1 +a:l2>} .
l=e,p

Ambas relaciones generan funciones € = e(ng) y P = P(ng), por lo que dada una den-
sidad numérica bariénica np se puede obtener la relacién P = P(e), que es la ecuacién
de estado buscada.

2.3.6. Constricciones fisicas del sistema

Debido a que el sistema permite el intercambio de unas particulas por otras, se nece-
sitan asegurar constricciones apropiadas para el estado de la materia en el que uno estd
interesado. Dicho estado estard caracterizado por valores especificos de cantidades con-
servadas como el nimero bariénico y la carga (eléctrica), los cuales estan especificados
en (Glendenning, 2000, pp. 173-174, 190-191) y se describen en esta seccién:

ny = (2Jy + kil g/ (67°) (2.119)
Qi = (2J; + 1)qik} p/ (67%) , (2.120)

donde ny, representa la densidad numérica de los distintos tipos de bariones (protones
y neutrones), b; y @Q; las cargas de las particulas con carga (protones, electrones y
muones), i. Las densidades totales cumplen

n:an:np—l—nn:nB (2.121)
b

= Qi=ny—nc—n,=0. (2.122)

Por otro lado, para que una particula pueda decaer en otras, debe suceder una condicién
de igualdad de potenciales quimicos de las particulas i, definidos como p;. Como se
desea incluir conversién de electrones en muones, y neutrones en protones y electrones
(y viceversa) en el sistema, se deben imponer condiciones mateméticas que representan
dichos procesos (Glendenning, 2000, p. 190):

[ = Hp + fle (2.123)
e = fhy - (2.124)

Tales condiciones de equilibrio-8 son de hecho equivalentes a pedir que la energia sea
minima bajo variaciones de las concentraciones x; de las distintas familias de fermiones,
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2.3 Materia de estrella de neutrones

como se mostré en la seccién 2.2.2. Los potenciales quimicos, iguales a las energias de
Fermi en sistemas tales que T = 0', se relacionan con los momentos de Fermi que
aparecen en la expresién (2.119) y (2.120) mediante

wi = eilkr,), (2.125)

donde el eigenvalor de e;(kr,) es el dado por (2.105) para los bariones, y por (2.106)
para los leptones.

Dichas constricciones se suman a las ecuaciones matemaéticas que describen al siste-
ma univocamente. De esta manera, para obtener los valores de (2.117) y (2.118) se debe
resolver el sistema de ecuaciones que consiste de: tres ecuaciones de Euler-Lagrange pa-
ra los mesones o, w y p, ecs. (2.107), (2.108) y (2.109); dos ecuaciones que imponen
la conservacién de nimeros bariénicos y de carga en el sistema, ecs. (2.121) y (2.122);
y dos ecuaciones que imponen las condiciones energéticas para los decaimientos 5y
de leptones, ecs. (2.123) y (2.124). Este sistema de siete ecuaciones es funcién de siete
variables: los valores esperados de los campos o, wq, po3; v las densidades numéricas
de las particulas electrén, muén, neutrén y protén, n., n,, n, y np. Dichas variables
son dependientes entre si, pero al final todo el sistema se puede considerar inicamente
funcién de la densidad baridénica, npg. Para la solucién de dicho sistema de ecuaciones
se optard por la utilizacién de métodos numéricos.

Fsta es una suposicién viélida dado que temperaturas mayores a cero en estrellas de
neutrones modifican minimamente el potencial quimico, pues para casos relativistas, u(T) =
Er {1 — "—32 <%>2 + 0 <%)6}7 siendo T' ~ 10° K y Tr ~ 10'? K en estrellas de neutrones. (Lan-
dau and Lifshitz, 1980, pp. 168-170)
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2.4. Perfil gravitacional de la estrella de neutrones

Las estrellas de neutrones estan en equilibrio hidrostatico. En estos sistemas la
presién generada por la materia equilibra la compresion generada por la interaccion
gravitacional, que a altas densidades se vuelve relativista. Dicho equilibrio hidrostatico
relativista estd descrito por las Ecuaciones Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV), don-
de se incluye la Ecuacion de estado. Resolver dichas ecuaciones significa determinar
una relacion entre la masa, el potencial gravitacional, la densidad y la presién con el
radio. A dichas relaciones se les conoce como el perfil de la estrella de neutrones. Este
perfil servird para verificar la validez (o invalidez) de un modelo tedrico sobre la com-
posicién de las estrellas de neutrones al compararlo con datos experimentales, siendo
de particular utilidad la masa y radio estelares maximos que la estrella puede alcanzar
considerando dicho modelo.

En este capitulo se obtendréan las ecuaciones TOV, con el método descrito en Shutz
(2009, pp. 151-262).

2.4.1. Ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

En el presente modelo se tomara a la estrella de neutrones con forma esférica, por
lo que una métrica adecuada para la descripcién de dicho sistema es la siguiente:

0% = — PV 4 N 4 2002 (2.126)

donde ® y A son funciones de t y r, la coordenada de tiempo y radial, respectivamente;
ademads se usé la rapidez de la luz, ¢ = 1. Esta métrica sirve para describir el campo
gravitacional dentro y fuera de la estrella. Considerando que la estrella se encuentra
en equilibrio hidrostatico, se puede tomar a ® y A independientes de ¢ (Shapiro and
Teukolsky, 2004, p. 124). Dicho equilibrio implica a su vez que en este sistema la tinica
componente de la cuatro-velocidad @ = (u°, u’) que no se anula es u’. La condicién de
normalizacién @ - 4 = —1 implica que

w=e"®;uy=—e®. (2.127)

Usando la definicién del tensor de esfuerzos, ec. (2.43), se obtienen sus componentes

Too = ee?® (2.128)
T., = Pe2? (2.129)
Tyo = 1P (2.130)
Ty = sin® 0Tpg . (2.131)

Las leyes de conservacion en relatividad general aseguran que

Ty =0, (2.132)
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donde la “.3” representa la derivada covariante del término a su izquierda, con respecto
a la coordenada (3; éstas son cuatro ecuaciones, una para cada indice «. Debido a la
simetria esférica y la independencia temporal impuesta, solo la ecuaciéon para o = r es

no trivial, y resulta ser

dd dP
P)— = ——.
(e + )dr dr

Esta es la ecuacion que determina el gradiente de presion necesario para mantener al
fluido estatico en el campo gravitacional.

Por otro lado, las ecuaciones de campo de Einstein (para un universo estdtico lo-
calmente) son

(2.133)

Gaop =8mT,p, (2.134)
donde la constante de gravitacién universal G' = 1; Gog == Rop — % Jgap R es el tensor
"

de Einstein; gag es la métrica del sistema; R = R7 es el escalar de Ricci; Rag = Ry, 5

es el tensor de Ricci; R%V = I‘iy,u - Fgu,u + I‘gufgy - F‘fwfgu con “ u” denotando la
derivada parcial con respecto a la coordenada p, es el tensor de curvatura de Riemann;

y Fiu = 20° (Yopw + Yovyu — Guv,e) son los simbolos de Christoffel de la métrica.

De esta manera, usando la definicién del tensor de Einstein, con la métrica definida
en la ec. (2.126), se obtiene lo siguiente.

1 90 d —2A
Goo = ﬁe . [T (1 —e )] (2.135)
L o —ony , 2

Grr = =5 (1= e + "0/ (2.136)
(pl Al

Goo = r2e M | + (/)2 + — — DA — — (2.137)
T T

Gy = sin® 0Gyy (2.138)

con ®' = d®/dr. Todas las demds componentes del tensor de Einstein se anulan.

Usando las ecuaciones (2.128) y (2.135), se puede determinar explicitamente la
componente (0,0) de las ecuaciones de Einstein (2.134). Primero, si se define la siguiente
funcién,

m(r) = Zr(1 —e 2, (2.139)

entonces se tiene que

g = 2N = <1 — er(r)) - : (2.140)

Por ello, la forma explicita de la ecuacién (0,0) es de la forma

dm(r)
dr

= dmr?p, (2.141)

onde p = €/c*, y c es la rapidez de la luz en el vacio (en nuestro caso se toma ¢ = 1 pero
dond 2, 1 dez de lal 1 t t 1

para utilizar otro tipo de unidades es importante tomarlo en cuenta). Esta ecuacién es
de la misma forma que la ecuaciéon para el caso Newtoniano, en cuyo caso la funcién
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m(r) es conocida como “la masa” dentro de una esfera de radio r. Por ello a m(r) se
le llama la “funcién de masa” o “masa gravitacional”. Con esto podemos obtener la

distancia radial propia:
d
dl =g 2 dr = —2 (2.142)
1_ 2m(r)

T

de tal manera que el volumen propio de una capa de espesor dr es dV = 47nr? dl. Si en
lugar de usar la diferencial de la coordenada r se usa la diferencial de intervalo dl, se
obtiene la “masa propia”:

dMprop = 412 pdl (2.143)

o equivalentemente, usando la densidad bariénica, npa,, en lugar de la densidad de masa,
se obtiene el “numero bariénico” (el cual es a fuerza un “ntmero bariénico propio”):

dNpar = 47 npedl (2.144)

que al multiplicar por la unidad de masa atémica, m,,, genera la “masa bariénica” (que
también es una “masa bariénica propia”):

dmiay = AT mynpardl . (2.145)

Esta masa barionica es relevante cuando se considera la evolucién de las estrellas,
ya que se conserva, pues es proporcional al niimero bariénico, mientras que las masas
gravitacionales y propias no se conservan. La masa gravitacional es de relevancia ya que
es la que se mide en sistemas binarios. La masa propia se menciona solo por curiosidad
y nunca se considera.
La ecuacién explicita para la componente (r,r) de Einstein tiene la forma
3
d® _ m(r) +4xr°P . (2.146)
dr r[r—2m(r)]
Las ecuaciones (2.133), (2.141) y (2.146), ademds de la ecuacién de estado P = P(p),
son cuatro ecuaciones para las cuatro incégnitas ®, m, p y P en funcién del radio de
la estrella, que es la tinica variable libre. A estas ecuaciones se les llama las Ecuaciones
de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV).
Al resolver este sistema de ecuaciones se obtiene el perfil gravitacional de la estrella,
es decir, la informacién gravitacional de la estrella como funcién de su radio.

2.4.2. Valores experimentales de masa y radio de estrellas de neutro-
nes

Los resultados obtenidos al resolver el sistema de ecuaciones TOV pueden ser com-
parados con datos reales sobre la masa total y radio total de estrellas de neutrones.
La Figura 2.7 muestra las masas de varias estrellas de neutrones, medidas experimen-
talmente. Las Double Neutron Stars, como su nombre lo indica, hacen referencia a las
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2.4 Perfil gravitacional de la estrella de neutrones

estrellas de neutrones dobles; los Slow Pulsars se refieren a los pulsares con periodo
corto y estrellas de neutrones con companeras de masa grande; los Recycled Pulsars
incluyen todos los Pulsares de periodo en milisegundos (MSP por sus siglas en inglés)
asi como las estrellas de neutrones acretando companeras de baja masa; y los Bursters,
que generan erupciones de rayos X (Ozel and Freire, 2016). Asimismo, en las Figuras
2.8 y 2.9 se grafican las curvas de radio estelar contra masa estelar, también conocidas
como curvas MR, para distintos modelos tedricos (en gris claro), y varios intervalos de
masas y radios estelares observados (en colores). De esta manera, un requerimiento
minimo para los modelos a altas densidades es poder reproducir estrellas de neutro-
nes con masas tan altas como la de J1748-2021B en la Figura 2.7, y perfiles tales que
coincidan con las mediciones en las Figuras 2.8 y 2.9.
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Figura 2.7: Gréfica de masas estelares con incertidumbre medidas experimentalmente
para varias estrellas de neutrones. Generada a partir de la tabla de datos proporcionada
por Xtreme Astrophysics Group at the University of Arizona (2020), también publicada en
Ozel and Freire (2016), modificada de los valores de incertidumbre para la masa de J1614-
2230, a la que ademas se le agregé la estrella de neutrones J0740+6620 con sus respectivos

valores experimentales, obtenidos de Cromartie et al. (2020).
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Figura 2.8: Curvas MR de algunos modelos tedricos (en gris claro), e intervalos de masas y
radios de estrellas de neutrones observados (en colores), obtenidas de Xtreme Astrophysics

Group at the University of Arizona (2020), también publicadas en Ozel and Freire (2016).
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Figura 2.9: Curvas MR de algunos modelos tedricos (en gris claro), e intervalos de masas y
radios de estrellas de neutrones observados (en colores), obtenidas de Xtreme Astrophysics

Croup at the University of Arizona (2020), también publicadas en Ozel and Freire (2016).
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Capitulo 3

Métodos

3.1. Solucion de la ecuacion de estado

Para determinar los valores explicitos que la Ecuacion de Estado toma en funcion de
la densidad baridnica se debe resolver el sistema de ecuaciones obtenido en el Capitulo
2.3. Con ese fin, se debe proporcionar un conjunto de densidades bariénicas donde la
Ecuacién de estado estard evaluada, y otro de condiciones inicales del problema, que
incluya el valor esperado de los mesones y las densidades de los bosones y leptones. Los
métodos numéricos a utilizar seran el método de Newton y de Newton-Raphson para
obtener la solucién de ecuaciones implicitas. Asimismo, se deben asignar a las constan-
tes incluidas en el modelo valores adecuados para la reproduccién de las propiedades
nucleares en saturacion.

3.1.1. Método numérico

El sistema de ecuaciones acoplado por resolver estd compuesto de las ecuaciones
(2.107) - (2.109), y (2.121) - (2.124). Este sistema tiene como variables al conjunto X,
compuesto por las densidades o, wo, po3, Ne, Ny, Ny y Np. Dadas las caracteristicas y
constricciones del sistema, los valores que tomen éstas dependeran unicamente de la
densidad bariénica, npg; por ello, el sistema de ecuaciones se resolvera para un conjunto
de valores de np escogido.

La ecuacién (2.107) es implicita, por lo que se puede resolver con el método de
Newton al definir una funcién f, y su raiz X,, tal que f(X,) = 0. En este caso el
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3. METODOS

método actuard unicamente sobre la variable o, dejando las demaés fijas, por lo que

fo(X) = fo(o) = mio + bm]\fgl?;a2 + cg§03

%2 2
m*kp m*3 kr, + VAl + ki,
L Im*? + k%p + ooz log .

- gU 2 *
. m (3.1)

— Yo

* % k + m*Z + k‘2
m kg, [ .5 19 m*3 o T/ Fy
212 m*+ kg, + 90 2m2 log m*

de donde se busca la raiz o, tal que f,(0,) = 0. El método de Newton requiere la
derivada de dicha funcion, df,, que se obtendra numéricamente. Entonces en cada
iteracién del método de Newton se definird la correcién de la raiz, do = df,/ f». Una vez
que este método converja se pueden resolver las ecuaciones (2.108) y (2.109), y obtener
los valores para wg y po3 directamente, al ser ecuaciones que dependen tUnicamente de
las densidades n, y n,, cuyos valores estan dados de antemano.

Posteriormente, usando los mismos valores de ng, ne, 1, 7y, np y los nuevos de
o, wo, po3, se procede a resolver las ecuaciones (2.121) - (2.124). De (2.123) se des-
peja directamente n,, quedando n, = n,(ne, ny; o,wo, po3) y de (2.124) se despeja ny,
quedando n,, = n,(ne; o,wo, po3). Entonces las cuatro ecuaciones se reducen a dos ecua-
ciones acopladas con dos incégnitas, n. y n, (aunque alternativamente se pueden tratar
las cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas). Para resolver éstas se utiliza el método
de Newton-Raphson (NR) de dos dimensiones sobre una funcién vector cuyas entradas
son equivalentes a las dos ecuaciones restantes, (2.121) y (2.122):

DV — & _ np(n€>nn) _ne_nu(neann)
F7) = Fneyng) = (0] - el o)) (32

tal que F (Y’;) = ﬁ(ne,r,nn,T) = (0,0). El método de NR requiere la inversa de la

Jacobiana de F, J~!, para determinar las correcciones de la raiz para cada iteracién,
J~1Y. Notar que es necesario correjir n, y np cada que se corrijan n. y n, (resol-
viendo (2.123) y (2.124) a cada paso de NR). Una vez que se obtengan los valores de
convergencia ne ., nip, -, €stos entraran como condiciones iniciales del nuevo conjunto X
para el método de Newton (una dimensién), nuevamente, y asi sucesivamente. Este
proceso se repetird hasta que el conjunto X deje de cambiar entre iteracion e itera-
cién, es decir, cuando 6X/X sea lo suficientemente pequefio (tanto como se quiera y
como el sistema computacional lo permita). Este conjunto final Xy serd el conjunto
de soluciones para el sistema de ecuaciones en cuestion, para la densidad bariénica npg
dada en un inicio. El diagrama de flujo de la Figura 3.1 resume el proceso descrito.
Este se repetira para todas las np deseadas. De esta manera, las soluciones se pueden
sustituir en las ecuaciones (2.117) y (2.118) y de esta manera obtener la ecuacién de es-
tado en funcién de la densidad bariénica np, e = e(ng) y P = P(np); o bien, P = P(e).
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3.1 Solucién de la ecuacién de estado

Definicion de constantes fisicas

Definicién de constantes de acoplamiento del modelo:
8o 8ur 8 bsC
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A 4

No

¢ Esta convergiendo?
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¢Precision on,/n,y on,/n, es lo
suficientemente pequena?

No

¢Precision 6X /X es lo
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Si

Fin

Figura 3.1: Diagrama de flujo del programa utilizado para la solucién numérica de la

ecuacion de estado.
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3.1.2. Constantes de acoplamiento: un recorrido histérico

Para resolver el sistema de ecuaciones anterior se deben proporcionar las constantes
fisicas necesarias para generar resultados relacionados con la realidad. Estas son las que
aparecen en el Lagrangiano (en unidades naturales) del Capitulo 2.3, es decir, g5, g,
9p, by ¢, ademds de my,, my, mq, my, y m,. Las masas de las particulas se muestran en
la Tabla 3.1; ademds se usaran los valores de la Tabla 2.1. Estos valores seran utilizados
en todos los casos.

mp myp me my Mgy My myp

fm=1  4.753 4.753 0.003 0.535 2.787 3.968 3.902
MeV 938 938 0.511 105.66 550 783 770

Tabla 3.1: Valores de las masas de bariones, leptones y mesones utilizadas en el presente

trabajo.

3.1.2.1. Walecka (1974)

Histéricamente, el primer modelo fue el propuesto por Walecka (1974). En éste
Unicamente se utilizaron los campos ¢ y w y no tenia auto-interaccion del campo o.
Sus constantes de acoplamiento se muestran en la Tabla 3.2.

9o G 9p b c

9.579 11.678 0.000 0.000 0.000

Tabla 3.2: Constantes de acoplamiento usados en el modelo Walecka (1974).

La Figura 3.2 reproduce la curva de energia por barién registrada en Walecka (1974),
para materia simétrica y de neutrones. En este modelo ni los electrones ni los muones
juegan papel alguno. Al tener Unicamente dos constantes de acoplamiento no nulas,
Walecka ajusté la densidad de saturacién y la energia de ligadura, mientras que el
resto de valores experimentales quedan determinados por el sistema, sin posibilidad de
ajustarlos. Los valores obtenidos con este modelo se muestran en la tabla 3.3. Se puede
notar que a densidad de saturacién, el coeficiente de compresibilidad, K¢, v la masa
efectiva de Landau, my_,, estan lejos de los valores descritos en el Capitulo 2.1.

sat?
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Figura 3.2: Reproduccién de las curvas de energia por barién vs. momento de Fermi

bariénico para materia simétrica y materia de neutrones, registradas en Walecka (1974).
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Ngat [fmf?’] BEgat [MeV]  Kgat [MeV] myr_., [my]  Esimg,, [MeV]

0.195 -15.76 537.67 0.67 23.24

Tabla 3.3: Valores experimentales en saturacién generados con el modelo Walecka (1974).

3.1.2.2. Boguta y Bodmer (1977)

Para corregir los valores experimentales obtenidos con el modelo de Walecka, Boguta
and Bodmer (1977) agregaron los términos de auto-interaccién para el campo sigma,
con un nuevo conjunto de constantes de acoplamiento mostradas en la Tabla 3.4. Con

9o 9w 9p b c

4.691 0.835 0.000 -0.445 9.465

Tabla 3.4: Constantes de acoplamiento del modelo Boguta and Bodmer (1977).

estas nuevos constantes obtuvieron los valores mostrados en la Tabla 3.5. También

Nsat [fm ™3]  BEga [MeV] Kt [MeV] mr., [my]  Esimg, [MeV]

0.194 -15.76 94.83 1.01 15.13

Tabla 3.5: Valores experimentales en saturacién generados con el modelo Boguta and

Bodmer (1977), usando las constantes de las Tablas 3.1 y 3.4.

para este caso la energia de simetria FEgn,,, queda completamente determinada por
la diferencia de energia cinética efectiva (de Fermi) entre los neutrones y protones, al
no poder ajustar con otro constante la restauracion de isoespin del sistema. La curva
de la Figura 3.3 reproduce la energia por nucleén para materia simétrica, descrita por
Boguta and Bodmer (1977).

3.1.2.3. Boguta (1981) y Glendenning (1985)

Posteriormente, Boguta (1981) propuso un modelo en donde se separan los nucleo-
nes en neutréon y protén mediante el uso del mesén vector-isovector p, agregando un
constante de acoplamiento, g,. Con este nuevo constante es posible ajustar la energia
de simetria a un valor deseado. Asimismo se permitié el equilibrio £, permitiendo la
aparicion de electrones y muones.

Desafortunadamente con el conjunto de constantes reportado en dicho articulo no
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Figura 3.3: Reproducciéon de la curva de energia por nucleén vs. momento de Fermi

bariénico de materia simétrica del modelo Boguta and Bodmer (1977).

he podido reproducir los valores experimentales consistentes'. Sin embargo, debido a
que dicho modelo propone un nuevo paso en complejidad en la direccion correcta, este
modelo fue usado por Glendenning (1985), cuyo conjunto de constantes se reportan en
la Tabla 3.6.

9o Juw 9p b c

8.795 9.181 9.716 4.14x10~% 7.16x1073

Tabla 3.6: Constantes de acoplamiento del modelo Glendenning (1985).

Los valores experimentales obtenidos son los especificados en la Tabla 3.7. En ésta
se muestra la diferencia que genera la inclusiéon del mesén p en la energia de simetria.
Asimismo, en la Figura 3.4 se reproducen las curvas de fraccién de las particulas i,
Zj = Nj/Nbar, para g, = 9.716, mientras que las curvas para g, = 0.000 se muestran en

la Figura 3.5.

1Los valores de las constantes de acoplamiento usados por Boguta (1981) no estén todos reportados
en este articulo y se tienen que “adivinar” de sus otros articulos, pero jno he tenido éxito en hacerlo!

Sin embargo, los resultados de la Tabla 3.7 y las figuras 3.4 y 3.5, que coinciden con los resultados de
Glendenning (1985), demuestran que mi cédigo resuelve las ecuaciones correctamente.
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Figura 3.4: Reproduccién de curvas de fraccién de particulas @; = n; /npa, contra densidad

bariénica, con g, = 9.716 del modelo Glendenning (1985).
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3.1 Solucién de la ecuacién de estado

Tgat [fm*B} BEgt [MeV]  Kgor [MeV] mr_., [mny] 9p Esin,,, [MeV]

0.145 -16.00 285.3 0.846 9.716 37.04
0.000 14.88

Tabla 3.7: Valores experimentales en saturacién generados con las constantes del modelo

Glendenning (1985), usando también las constantes de las Tablas 3.1 y 3.6.
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Figura 3.6: Curvas de densidad de mesones escalada con su respectivo constante de
acoplamiento (con g, # 0) como funcién de la densidad bariénica, del modelo Glendenning

(1985).

En la Figura 3.4 se observa que a altas densidades, la diferencia entra la fraccién
de neutrones y protones es aproximadamente constante =~ 1/3, lo que implica que la
diferencia de densidades de neutrones y protones es proporcional a la densidad barioni-
ca, np, —n, ~ np/3. De esta manera, haciendo uso de la ecuacién (2.109), se obtiene
que —po3 ~ i—%%ng a altas densidades. Ademads, de la ecuacién (2.108) se obtiene que

wo = %nB. Por ello, dado que para este conjunto de constantes g, ~ g, y my, =~ m,,

se tienewque la diferencia de magnitudes entre la densidad de los mesones wg y po3 es
wo/po3 ~ 6. Esta diferencia en magnitudes se puede corroborar en la Figura 3.6. Por
esta razén, el campo wp tendrda mds peso que po3 en las expresiones de densidad de
energia y presion, (2.117) y (2.118), y por lo tanto, el hecho de modificar g,, tendrd mas
peso sobre la ecuacién de estado que modificar g,. Asimismo, modificar g, tendrd un
peso intermedio sobre la ecuacién de estado, lo que se puede deducir de la Figura 3.6.
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Figura 3.7: Comparacién de las ecuaciones de estado (Presién y Densidad de energfa) vs.
densidad bariénica obtenidas con los modelos de gas ideal (GI) y Glendenning (1985) (G),

como funcién de la densidad bariénica.

Lo anterior se corroborara en el Capitulo 4 de resultados.

Usando las constantes de la Tabla 3.6 y permitiendo equilibrio 5 se puede comparar
la ecuacién de estado de este modelo con aquella del gas ideal, con el fin de observar los
efectos que la inclusién de interacciones y sus respectivos mesones generan en el sistema,
esto se muestra en las Figuras 3.7 y 3.8. En la Figura 3.8 se observa la relevancia de
la inclusion de interacciones entre particulas, donde a altas densidades, la presion de
(G) llega a ser un orden de magnitud mayor que la de (GI). Asimismo se observa una
discrepancia con las ecuaciones de estado del tipo politrépico, que suponen P = K pH%,
descritas por una linea recta con cierta pendiente en este tipo de gréaficas.

Con todo lo anterior se observa que el conjunto de particulas y sus interacciones
(junto con sus constantes de acoplamiento) utilizadas determina las propiedades nu-
cleares de la materia generada por el modelo, a la vez que determina la relacion entre
presién y densidad, que modificard el perfil de la estrella de neutrones, como se vera en
el siguiente capitulo.
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Figura 3.8: Comparacién de las ecuaciones de estado en su forma P = P(p) = P(e/c?)

obtenidas con los modelos de gas ideal (GI) y Glendenning (1985) (G).
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3.2. Solucion a las ecuaciones TOV

Las ecuaciones TOV son ecuaciones diferenciales de primer orden, lineales, acopla-
das, y en general resultan imposibles de resolver analiticamente, por lo que se recurre
a métodos numéricos para su solucién.

3.2.1. Método numérico

En el presente trabajo se utilizé el método de Runge-Kutta de orden 4 (RK4), con
intervalo de paso adaptativo, que se describe a continuacion. Primero se obtiene una
tabla de datos de la Ecuacién de estado, en la que se relacionan valores de densidad
con presiéon. Con dichos datos se define una funcién que interpola dicha relacién para
cualquier valor de densidad que no esté en dicha tabla.

Como las ecuaciones TOV (ecs. (2.133), (2.141) y (2.146)) son de primer orden,
basta con definir un sistema de tres ecuaciones diferenciales mas la ecuacién de estado,
para la utilizacién del método RK4. Ademds se proporciona la densidad central (a
r = 0) deseada en la estrella de neutrones (ésta no es tnica, pues distintas estrellas con
misma composicién pueden tener densidades centrales distintas). Dada ésta, quedan
definidas en r = 0 su presién (mediante la ecuacién de estado), la masa integrada
(igual a cero) y el potencial gravitacional (que se le puede asignar valor nulo).

Para obtener las soluciones para otros radios usando el método RK4 se define un
arreglo con las variables por resolver, Y = (m, ¢, P), y la funcién vectorial cuyas en-
tradas son las ecuaciones diferenciales por resolver:

I (m, ¢, P)

(m, ¢, P) (3.3)
- (m, ¢, P)

o=

F(m,$,P)=F(Y)=

&‘ %%\ &&‘3

De esta manera, dado un radio r + dr, el método tomard como entrada el arreglo
17(7") y devolverd la solucién )7(7’ + dr). En este caso dr es adaptativo, lo que significa
que varia dependiendo de los valores que toma }7(7“), de tal manera que si el sistema
de ecuaciones cambian abruptamente conforme cambia el radio, el paso se reduce, y
viceversa. Se realizaran iteraciones del RK4 hasta que la presién se vuelva negativa
o hasta que la razén dr/r sea menor a la precisiéon deseada. Este procedimiento se
representa en el diagrama de flujo de la Figura 3.9. Dicha iteracién genera un conjunto
de valores solucién m, ¢, P y ¢ para cada radio r, dada una densidad central p., con
los cuales se tiene el perfil de la estrella de neutrones, y de los cuales se puede obtener
su radio y masa total.

Usando la ecuacién de estado del modelo Glendenning (1985) se pueden resolver
las ecuaciones TOV'. La Figura 3.10 muestra la relacién directa entre esta densidad

!Se utilizé una ecuacién de estado “hibrida” formada por la ecuacién de estado Glendenning (1985)

para densidades mayores a 1072 fm ™2, por aquella de Negele and Vautherin (1973) para densidades
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3.2 Solucién a las ecuaciones TOV

Definicién de constantes fisicas

|

Def. funcién de Ecuacién de estado basado en tablas
Def. funciones diferenciales de TOV

l

Definicién de densidad central ¢,

. Definicién de condiciones de ¢, P, m, ¢ anteriores.
r =r + dr : Obtencién de soluciones RK4

¢Precision 6r/r pequefia o P<0?

Si

Fin

Figura 3.9: Diagrama de flujo del programa utilizado para la solucién numérica de las

ecuaciones TOV.
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20pm

| —_— ey, =220 x 108 gem™3

0.0 I I I I I I I I

1 2 3 1 5 6 7 8 9
pe[10 g em ™)

Figura 3.10: Curva de masa total contra densidad central de la estrella, usando la ecuacién
de estado del modelo Glendenning (1985). La densidad correspondiente a la masa total

méxima alcanzada con este modelo corresponde a p, .. = 2.20 x 10'% g/cm3.

central y la masa alcanzada por la estrella (masa estelar) (en unidades de masas solares,
M); notar que la densidad central correspondiente a la masa estelar mdxima alcanzada
€S Pemae = 2.20 x 10 g/cm?. Por otro lado, la Figura 3.11 muestra la relacién entre
densidad central y el radio total de la estrella (radio estelar).

En la Figura 3.12 se muestra una comparacién de la curva de la masa estelar vs.
radio estelar obtenida con la ecuacién de estado del modelo Glendenning (1985) (G) vs.
la del modelo de gas ideal (GI) del Capitulo 2.2. Cada punto en esta curva representa
una densidad central, y de ella es posible obtener la masa maxima que las estrellas
de neutrones de estos modelos pueden alcanzar y su correspondiente radio (total), que
para la ecuacién de estado de Glendenning (1985) es 2.12 Mg y cuyo radio estelar
corresponde a 11.59 km, mientras que para el GI es de 0.77 Mg, con radio total igual a
8.81 km (Oppenheimer and Volkoff, 1939).

entre esa y 3 x 107% fm ™3, por la de estado de Haensel et al. (1989) a densidades entre la anterior y
1 x 1078 fm =3, y la ecuacién de estado de Feynman et al. (1949) a densidades menores, debido a que

la primera no es vélida para densidades tan bajas.
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Figura 3.11: Curva de radio estelar contra densidad central de la estrella, usando la

ecuacién de estado del modelo Glendenning (1985).

2.5 T T T T T

—  Ryax = 9.18km; M. = 0.69 Mg
—  Rpax = 11.59km ; My = 2.12 Mg
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_R [km]

Figura 3.12: Curva de masa vs. radio estelares para distintas densidades centrales de la
estrella, usando la ecuacién de estado del modelo Glendenning (1985) (G) y del Gas Ideal
(GI). La estrella con mayor masa que (G) puede generar es M,.x = 2.12 Mg cuyo radio
es de Rpax = 11.59 km; mientras que la estrella con mayor masa que (GI) alcanza es de

Mpax = 0.77 Mg con Ryax = 8.81 km (Oppenheimer and Volkoff, 1939).
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Capitulo 4
Resultados y Discusion: Variacion de las

constantes de acoplamiento

Como se vio en los Capitulos anteriores, todos los resultados experimentales nuclea-
res predichos por un modelo dependeran de sus constantes de acoplamiento. La misma
situacion presenta la ecuacion de estado, y por ello, el perfil gravitacional de la estrella
de neutrones a través de las ecuaciones TOV.

En este capitulo se utilizard el modelo propuesto por Boguta (1981) desarrollado en
el Capitulo 2.3, el cual esta representado por la densidad Lagrangiana de la Ecuacion
(2.48). Se utilizard un conjunto de constantes base que se variara con el fin de generar y
analizar los cambios que ello genera en los valores experimentales predichos, la ecuacion
de estado y el perfil de la estrella.

Para resolver las ecuaciones TOV se utilizé una ecuacién de estado “hibrida” forma-
da por la ecuacién de estado del modelo Boguta (1981) (con sus respectivas constantes
modificadas) para densidades mayores a 1072 fm=3 (la ecuacién de estado del niicleo),
por la ecuacién de estado de Negele and Vautherin (1973) para densidades entre esa y
6 x 107* fm=3, por la ecuacién de estado de Haensel et al. (1989) a densidades entre la
anterior y 1078 fm~3, y la ecuacién de estado de Feynman et al. (1949) a densidades
menores (éstas tres ultimas son la ecuacién de estado de la corteza, que llamaremos
“HZD-NV”), debido a que la primera no es vélida para densidades tan bajas. Para
juntar las diferentes ecuaciones de estado con la de la corteza, dado que ésta estd fija,
se compararon los valores en la corteza de presién y densidad de masa del valor de
densidad bariénica mayor, con sus equivalentes de la ecuaciéon del nucleo a densidad
bariénica menor, de tal manera que la ecuacién resultante del pegado tuviera tanto
presiones como densidades de masa crecientes a densidades bariénicas crecientes.

Las constantes base de acoplamiento a utilizar se muestran en la Tabla 4.1, y la
Tabla 4.2 muestra explicitamente los valores experimentales obtenidos con este conjunto
de constantes.

57



4. RESULTADOS Y DISCUSION: VARIACION DE LAS CONSTANTES DE
ACOPLAMIENTO

9o Jw 9p b c

9.662 10.448 7.203 4.883x1073 -5.475x1073

Tabla 4.1: Constantes de acoplamiento del modelo Boguta (1981) que generan los valores

experimentales de la Tabla 2.2.

Neat [fm™3]  BEga [MeV]  Kgat [MeV]  Fgm.,, [MeV] mr_,/my

0.16 -16.2 230 30.8 0.78

Tabla 4.2: Valores experimentales en saturacion generados con las constantes de la Tabla

4.1, usando también las constantes de las Tablas 3.1 y 3.6.

4.1. Variacién de g,

Al variar unicamente el parametro g, a partir de la Tabla 4.1 se obtienen los si-
guientes resultados.

La Tabla 4.3 muestra los valores experimentales nucleares, donde gy, es el valor base.
Para el caso go/gs, = 0.8 las definiciones de los valores experimentales “en saturacién”
para materia simétrica no tienen sentido, pues la energia por nucleén no alcanza un
minimo (esto se observa en las Figuras siguientes). Ademds se observa que conforme g,
aumenta, Nsat, Keat ¥ Fsim.,, aumentan, mientras que BEgy y my,,,/my disminuyen.

9o/Gos  Msat [fm™3] BEgy [MeV] Kgut [MeV]  Egm.,, [MeV] myr_,/my

0.8 NA NA NA NA NA
0.9 0.06 0.2 35 12.5 0.91
1.0 0.16 -16.2 230 30.8 0.78
1.1 0.25 -41.5 097 50.6 0.68
1.2 0.30 -71.3 1508 65.5 0.63

Tabla 4.3: Valores experimentales en saturacion generados con la variaciéon de g, con
respecto a los valores de la Tabla 4.1, usando también las constantes de las Tablas 3.1 y
3.6.

FEn la Figuras 4.1 y 4.2 se aprecian los cambios en el comportamiento de las curvas

de energia por nucledén para energia simétrica y de neutrones, respectivamente. En las
Figuras 4.3 y 4.4 se observa la manera en que las fracciones de particulas y la densidad
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4.1 Variacion de g,

de mesones en equilibrio 3, respectivamente, son alteradas por el valor g,. Las Figuras
4.5, 4.6 y 4.7 muestran las alteraciones a la ecuacion de estado en equilibrio 5. Asimismo,
las Figuras 4.8 y 4.9 muestran el perfil gravitacional usando la ecuacién de estado en
equilibrio 3.

La Figura 4.1 hace evidente el papel de atraccién entre nucleones que juega el
campo o, pues mientras mayor es esta atraccién (es decir, el valor de g, ), més negativa
es la energia por nucleén. Un comportamiento similar se observa en la Figura 4.2, pues
incluso para el modelo de materia de neutrones los valores mas altos de g, generan una
“energia de ligadura” al existir un minimo en la curva.

En la Figura 4.3 se observan las esperadas modificaciones de o debido a las varia-
ciones de g,, generadas por las soluciones a su ecuacién de E-L. Por otro lado, como
se alcanza a notar, g,po3 es alterada muy ligeramente, lo cual se debe a que los po-
tenciales quimicos de los bariones dependen de g,0 a través de la masa efectiva m*
(ecuaciones (2.105) y (2.125)), y dichos potenciales determinaran la cantidad de unos
u otros bariones en el sistema, modificando el valor de pgs.

La influencia sobre la densidad de energia generada por las variaciones de g, parece
menos importante. En la Figura 4.5 se observa que los cambios se vuelven relevantes
a altas densidades, teniendo el mismo efecto de antes: a mayor atraccién g,, “mas
negativa” tiende a ser la densidad de energfa (en este caso simplemente menor). Esto se
debe a que en la ecuacién (2.117) existe un término negativo correspondiente al valor
esperado de la energia de los nucleones relacionada con su momento de Fermi; es decir,
conforme g, aumenta, la energia de Fermi de los nucleones disminuye, traduciéndose
en disminucién de la densidad de energia general, a pesar de que ésta es proporcional
a potencias de g,0 como establece esta misma ecuacién.

Las alteraciones a la presién se muestran en la Figura 4.6. Aqui se observa que la
presion no presenta un comportamiendo homogéneo con respecto a g,: para densidades
bariénicas menores a ~ 0.6 fm™3 la presién disminuye conforme g, aumenta, y vice-
versa para densidades mayores. Esto se puede entender a partir de la ecuacién (2.118),
que establece la dependendia de la presién sobre las densidades de mesones como la
diferencia entre el término con wy y los términos con o. Y como lo muestra la Figura
4.3, a partir de esta misma densidad ~ 0.6 fm™ (depende del valor de g,) el valor
Jowo adquiere mayor magnitud que el valor g,o, provocando que su diferencia cambie
el comportamiento de la presién. La Figura 4.7 muestra la ecuacion de estado en su
version P = P(p) (junto con la ecuacién de estado de la corteza), donde p = ¢/é? es
la densidad de masa, con ¢ la velocidad de la luz. Aqui también se observa el com-
portamiento disforme de la ecuacién de estado con respecto a los cambios en g,. Es
importante notar que la curva de ¢g,/¢,, = 1 s intercepta con la curva de la corteza,
mientras que el resto de casos no. Esto significa que las ecuaciones de estado del nicleo
modificadas en general no son compatibles con la de la corteza, lo que es de esperarse,
pues las ecuaciones modificadas no reproducen los valores experimentales en satura-
cion, mientras que la de la corteza si estd hecha de tal manera. De cualquier manera
es posible realizar el pegado de ambas con el criterio descrito anteriormente, aunque
ello genere discontinuidades en la presién para algunos casos (eso no deberia suceder
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4. RESULTADOS Y DISCUSION: VARIACION DE LAS CONSTANTES DE
ACOPLAMIENTO

en transiciones de fase fisicas reales).

En la Figura 4.8 se muestra la masa estelar alcanzada por una estrella de neutrones
a cada densidad central de la misma. En la Figura 4.9 se muestran las curvas de masa
estelar contra radio estelar para todos los casos, a pesar de la incompatibilidad entre
ecuaciones de estado. Notar que los casos g»/go, = 1.1,1.2 si generan “colas” de masa
baja y radios altos, al igual que el caso original, mientras que g,/gs, = 0.8,0.9 no,
lo que se debe a que es posible generar un “pegado” de las ecuaciones de estado sin
generar discontinuidad en la presion para los primeros, situacién que no es posible para
los segundos. Una vez tomada en cuenta la falta de compatibilidad para las curvas
9o /90, = 0.8,0.9, se puede obtener la siguiente informacién de dicha Figura. Por un
lado, el radio de estrellas con densidad central baja aumenta conforme g, disminuye;
por el otro, se observa el comportamiento de las curvas de la Figura 4.7, donde a bajas
densidades la presién aumenta conforme g, disminuye. De esta manera se tiene que
a densidades centrales bajas, el radio de las estrellas aumentan conforme la presion
aumenta. Asimismo, a densidades centrales altas, la masa de la estrella de neutrones
aumenta conforme g, aumenta; y se tiene que a altas densidades, la presion aumenta
conforme g, aumenta. Asi, se cumple que a densidades centrales altas, la masa de la
estrella aumenta conforme la presion aumenta. Estos dos resultados coinciden con los
expuestos en Lattimer and Prakash (2001), en donde se afirma que el radio de estrellas
de masas ~ (1.2 — 1.4) M es determinado por la presién a densidades ~ (1 — 3) ngat
mientras la masa méxima es determinada por la presién a las mas altas densidades.

250 T T T T T T

— 90/95, =038
200k gd/gﬂu =09
—_— 95/90, = 1.0

9o/ 9oy = 1.1
9o/ 9oy = 1.2

E[MeV]

100 M M M M M M
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Nar [fm ]

Figura 4.1: Curvas de energia por nucleén vs. densidad bariénica de materia simétrica

para las variaciones de g,.
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Figura 4.2: Curvas de energia por nucleén vs. densidad bariénica de materia de neutrones

para las variaciones de g, .
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Figura 4.3: Curvas de densidad de los mesones en equilibrio 3 vs. densidad bariénica para

las variaciones de g, .
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Figura 4.4: Curvas de fraccién de bariones (lineas continua) y leptones (lineas disconti-

nuas), Y; = n;/npar, en equilibrio § vs. densidad bariénica para las variaciones de g,.
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Figura 4.5: Curvas de densidad de energia en equilibrio  vs. densidad bariénica para las

variaciones de g, .
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Figura 4.7: Ecuacién de estado en equilibrio 8 (P = P(p) = P(¢/c?)) para las variaciones

de g,
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Figura 4.8: Curvas de masa estelar contra densidad central de la estrella, usando la

ecuacion de estado en equilibrio 8 para las variaciones de g,.
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Figura 4.9: Curvas MR usando la ecuacién de estado en equilibrio S para las variaciones

de g,.
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4.2. Variacion de g,

Variar g, a partir de la Tabla 4.1 genera los siguientes resultados.

La Tabla 4.4 muestra los valores experimentales, donde g, es el valor base. Para
el caso gu/guw, = 1.2 las definiciones de los valores experimentales en “saturacién”
para materia simétrica no tienen sentido, pues la energia por nucleén no alcanza un
minimo (esto se observa en las Figuras de energfa por nucleén). Ademds se observa un
comportamiento contrario al caso anterior, pues al aumentar g,,, disminuyen ngu, Kgat
Y Esim,,,, mientras que BEgy vy myp,, /my aumentan.

Gw/Gwy  Msat [fm™3] BEg MeV] Kt [MeV]  Fsm,, [MeV] mp../my

0.8 0.42 -88.7 1861 83.5 0.60
0.9 0.31 -46.5 815 60.6 0.64
1.0 0.16 -16.2 230 30.8 0.78
1.1 0.05 -1.6 43 10.8 0.92
1.2 NA NA NA NA NA

Tabla 4.4: Valores experimentales en saturaciéon generados con la variacién de g, con
respecto a los valores de la Tabla 4.1, usando también las constantes de las Tablas 3.1 y

3.6.

En la Figuras 4.10 y 4.11 se aprecian los cambios en el comportamiento de las curvas
de energia por nucledén para energia simétrica y de neutrones, respectivamente. Para
ambos casos el aumento de la constante g,, genera un aumento en la energia. Para el caso
de energia de materia simétrica, aumentar esta constante puede generar la desaparicién
de un minimo (i. e., de la energia de ligadura); mientras que para energia de materia
de neutrones su disminucion puede generar la aparicion de uno. Esto evidencia el papel
de repulsion entre nucleones que juega wy, cuya amplitud esta representada por g,.

Las curvas de la Figura 4.13 exponen el cambio nulo de las fracciones de bariones
y leptones en equilibrio 8 al variar el pardmetro. La Figura 4.12 muestra el compor-
tamiento de las densidades de mesones en equilibrio 5. En este caso el cambio en el
parametro g, provoca una significativa diferencia en g,wp. Esto se ve reflejado en la
densidad de energia y en la presién (en equilibrio 3) de las Figuras 4.14 y 4.15, donde
es evidente la fuerte dependencia sobre g, wg. Asimismo se observa el comportamiento
esperado, pues aumentar la repulsién entre nucleones (g,,) generard una mayor densi-
dad de energia y presién en el sistema. La Figura 4.16 despliega la ecuacién de estado,
mostrando el aumento en la presién dada una densidad de energia, al hacer crecer g,
para toda densidad. Por dicha razén, las curvas de las Figuras 4.17 y 4.18 muestran que
la masa maxima y el radio aumentan conforme aumenta g,,, reproduciendo nuevamente
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Figura 4.10: Curvas de energia por nucleén vs. densidad bariénica de materia simétrica

para las variaciones de g,,.
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Figura 4.11: Curvas de energia por nucleén vs. densidad bariénica de materia de neutrones

para las variaciones de g,,.
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Figura 4.12: Curvas de densidad de los mesones en equilibrio 8 vs. densidad bariénica

para las variaciones de g, .
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Figura 4.13: Curvas de fraccién de bariones (lineas continua) y leptones (lineas disconti-

nuas), Y; = n;/npar, en equilibrio 8 vs. densidad bariénica para las variaciones de g,.
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Figura 4.16: Ecuacién de estado en equilibrio 8 (P = P(p) = P(¢/c?)) para las variaciones
de g,

los resultados de Lattimer and Prakash (2001).
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Figura 4.17: Curvas de masa estelar contra densidad central de la estrella, usando la

ecuacion de estado en equilibrio 8 para las variaciones de g, .
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de g.,.
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4.3. Variacion de g,

Las variaciones de g, a partir de la Tabla 4.1 se presentan a continuacion.

La Tabla 4.5 muestra los valores experimentales, donde g,, es el valor base. Como
es de esperarse, modificar el pardmetro g, no modifica la densidad bariénica, energia
de ligadura, coeficiente de compresibilidad, o masa de Landau en saturacion, pues
dichas definiciones estan definidas para materia simétrica, donde se considera la misma
cantidad de neutrones que de protones. De esta manera, por la ecuacién (2.109), la
densidad del campo pg3 siempre es nula en este caso, invalidando su parametro de
acoplamiento. Por el contrario, tomando en cuenta que la energia de simetria aumenta
con la diferencia de energia por barién entre materia de neutrones y materia simétrica,
el valor de g, afecta directamente dicho valor (debido a esa misma ecuacion).

9p/Gpo  Msat [fm=3] BEgt [MeV] Kt MeV] B, [MeV] mr_,/my

0.8 0.16 -16.2 230 26.0 0.78
0.9 0.16 -16.2 230 28.3 0.78
1.0 0.16 -16.2 230 30.8 0.78
1.1 0.16 -16.2 230 33.7 0.78
1.2 0.16 -16.2 230 36.8 0.78

Tabla 4.5: Valores experimentales en saturacién generados con la variacién de g, con
respecto a los valores de la Tabla 4.1, usando también las constantes de las Tablas 3.1 y

3.6.

Las Figura 4.19 muestra la nula influencia de las alteraciones en g, sobre la energia
por nucleén en materia simétrica. La Figura 4.20 muestra la proporcionalidad de la
energfa por nucleén de materia de neutrones con g,. Debido a que el potencial quimico
de los bariones depende de g,po3 (ecs. (2.105) y (2.125)), y que éste esta directamente
relacionado con la proporcién de bariones y leptones (ecs. (2.123) y (2.124)), el hecho
de alterar dicho parametro cambiara la proporcion de particulas. Esto se muestra en
la, Figura 4.22. De esta manera, como la proporcién de particulas cambia con g,, las
ecuaciones (2.107) y (2.109) generarédn que tanto g,o (en muy baja proporcién) como
gppo3 (en baja proporcién, amplificada o reducida principalmente por g,) sean alteradas,
como lo muestra la Figura 4.21.

La presion y densidad de energia se muestran en las Figuras 4.23 y 4.24. Estas
sufren una minima alteracion, sobre todo a altas densidades. Sin embargo, como la
Figura 4.25 muestra, estas pequenas alteraciones generan algunos cambios més visibles
en las curvas de P = P(p) (por estar en escala Log-Log). Esto se ve reflejado en las
curvas M vs. p. y MR de las Figuras 4.26 4.27, donde no se observan cambios en la
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Figura 4.19: Curvas de energia por nucleén vs. densidad bariénica de materia simétrica

para las variaciones de g,,.
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Figura 4.20: Curvas de energia por nucleén vs. densidad bariénica de materia de neutrones

para las variaciones de g,.
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Figura 4.21: Curvas de densidad de los mesones en equilibrio 8 vs. densidad bariénica

para las variaciones de g,.
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Figura 4.22: Curvas de fraccién de bariones (lineas continua) y leptones (lineas disconti-

nuas), Y; = n;/Npar, en equilibrio 8 vs. densidad bariénica para las variaciones de g,.
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Figura 4.23: Curvas de densidad de energia en equilibrio § vs. densidad bariénica para

las variaciones de g,.
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Figura 4.24: Curvas de presion en equilibrio 8 vs. densidad baridnica para las variaciones

de g,.
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Figura 4.25: Ecuacién de estado en equilibrio 8 (P = P(p) = P(e/c?)) para las variaciones
de g,.

masa estelar a densidades altas, al no haber diferencias en las ecuaciones de estado, y
donde si se observan aumentos en los radios estelares a bajas densidades, heredados de
las diferencias en la ecuaciéon de estado. Esto reproduce nuevamente los resultados de
Lattimer and Prakash (2001).
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Figura 4.26: Curvas de masa estelar contra densidad central de la estrella, usando la

ecuacion de estado en equilibrio 3 para las variaciones de g,,.
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4.4 Variacién de b

4.4. Variacion de b

Los cambios que representa cambiar el parametro b a partir de la Tabla 4.1 se pre-
sentan a continuacion.

La Tabla 4.6 muestra los valores experimentales, donde by es el valor base. Aqui
resulta que cuando se deja crecer b, BEgy y my,,, /my aumentan, contrario a la dismi-
nucién de ngat, Ksat ¥ Esim..» presentando un comportamiento contrario al generado
por la variacion de g, .

b/by  Msat [fmf?’] BEgat [MeV]  Ket [MeV]  Egp,,, [MeV] mpr.,/mn

0.8 0.26 -25.8 433 52.0 0.65
0.9 0.20 -19.8 282 38.8 0.73
1.0 0.16 -16.2 230 30.8 0.78
1.1 0.14 -13.7 208 27.0 0.81
1.2 0.12 -11.9 180 23.3 0.84

Tabla 4.6: Valores experimentales en saturacién generados con la variacién de b con
respecto a los valores de la Tabla 4.1, usando también las constantes de las Tablas 3.1 y

3.6.

En las curvas de la Figura 4.28 se aprecia la energia por nucleén para materia
simétrica. El comportamiento observado por estas curvas obedece a la ecuacién (2.117),
que establece que el mesén o y su auto-interaccién a orden cibico (en este caso, auto-
repulsién) aumentan la densidad de energfa del sistema. Por ello, también la energia
de materia de neutrones aumenta con b en la Figura 4.29 (aunque no en tal proporcién
como con materia simétrica, pues de todos modos se observa una disminucion en la
energia de simetria). La Figura 4.30 muestra que la densidad del mesén mas afectada
es la de o, lo que vuelve a indicar el sentido en que modificara la densidad de energia. Por
otro lado, en la Figura 4.31 se muestra que tanto bariones como leptones son afectados
por el aumento o disminucién de b. La presion y densidad de energia en las Figuras 4.32 y
4.33 es alterada ligeramente, sobre todo a altas densidades, obedeciendo las ecuaciones
(2.117) y (2.118): conforme b aumenta la densidad de energia aumenta y la presién
disminuye (aunque aqui nuevamente se observa un cambio en el comportamiento a =
0.6 fm=3). La Figura 4.34 muestra la ecuacién de estado y sus respectivas variaciones;
notar que la dependencia de la ecuacién con b es contraria a su dependencia con g,, lo
que muestra el papel de auto-repulsiéon que juega b entre mesones ¢. Las variaciones
provocan cambios en las curvas de M vs. p. y MR, desplegados en las Figuras 4.35
y 4.36. Nuevamente, los resultados generados por las variaciones en b son consistentes
con los resultados de Lattimer and Prakash (2001).
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Figura 4.28: Curvas de energia por nucleén vs. densidad bariénica de materia simétrica

para las variaciones de b.
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Figura 4.29: Curvas de energia por nucleén vs. densidad bariénica de materia de neutrones

para las variaciones de b.
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Figura 4.30: Curvas de densidad de los mesones en equilibrio 8 vs. densidad bariénica

para las variaciones de b.
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Figura 4.31: Curvas de fraccién de bariones (lineas continua) y leptones (lineas disconti-

nuas), Y; = n;/npar, en equilibrio 8 vs. densidad bariénica para las variaciones de b.
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Figura 4.32: Curvas de densidad de energia en equilibrio § vs. densidad bariénica para

las variaciones de b.
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Figura 4.35: Curvas de masa estelar contra densidad central de la estrella, usando la

ecuacion de estado en equilibrio 8 para las variaciones de b.
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4.5 Variacién de ¢

4.5. Variacion de c¢

Por dltimo, los cambios que representan cambiar el parametro c a partir de la Tabla
4.1 se presentan a continuacién.

La Tabla 4.6 muestra los valores experimentales, donde ¢y es el valor base. En
el presente conjunto de constantes ¢y es negativa. De esta manera si ¢/¢y disminuye,
entonces ¢ es mas positiva. Entonces cuando se aumenta ¢ (cuando ¢/¢y disminuye),
también aumentan BEg,y, my,, /my, € incluso Ky, y lo contrario para ngt y Fsimg,, -
Asi, las variaciones de ¢ presentan un comportamiento similar a las propias de g,, con
la excepcién del resultado de Kgut.

cfco Mgat [fmf?’] BEgat [MeV]  Ket [MeV]  Egn,,, [MeV] mp.,/mn

0.8 0.14 -14.9 222 27.1 0.81
0.9 0.15 -15.5 229 28.9 0.79
1.0 0.16 -16.2 230 30.8 0.78
1.1 0.17 -17.0 222 32.8 0.77
1.2 0.19 -18.1 211 36.7 0.74

Tabla 4.7: Valores experimentales en saturaciéon generados con la variacién de ¢ con
respecto a los valores de la Tabla 4.1, usando también las constantes de las Tablas 3.1 y

3.6.

Las curvas de la energia de materia simétrica en la Figura 4.37 obedecen lo espe-
rado: conforme ¢/c¢y aumenta, la energia se volverd mas negativa, pues el término de
auto-interaccién a orden cuarto representa una auto-atraccién (notar que como ¢ < 0,
el término a orden cuarto de ¢ en (2.48) resulta ser positivo). Lo mismo sucede para
materia de neutrones en la Figura 4.38. Por supuesto, las curvas de densidad de energia
en equilibrio 8 mostradas en la Figura 4.41 presentara el mismo comportamiento, des-
crito por la ecuacién (2.117), sobre todo a densidades altas. Las curvas de presién en
la Figura 4.42 nuevamente presentan un comportamiento tal que las curvas para cada
¢/co se cruzan a una densidad bariénica =~ 0.8 fm~3. Esto, a su vez, puede ser explicado
con el mismo argumento presentado anteriormente, donde las densidades relativas de
los mesones, g,0 ¥ gpp (g0 en mayor medida), juegan un papel importante en el com-
portamiento de la presién y la ecuacuén de estado. Estas densidades se muestran en la
Figura 4.39. Ademas, la Figura 4.40 muestra los cambios en las fracciones de particulas
del sistema generados por el cambio en c. La Figura 4.43 muestra la ecuacién de esta-
do, en donde se observan ligeras variaciones en general, sobre todo a bajas densidades,
aspecto que se ve reflejado en las Figuras 4.44 y 4.45, que confirma nuevamente los
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Figura 4.37: Curvas de energia por nucleén vs. densidad bariénica de materia simétrica

para las variaciones de c.

cambios descritos por Lattimer and Prakash (2001).
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectiva

El método de la DFT presenta una forma sencilla para ajustar los valores experi-
mentales deseados. De esta manera, el modelo propuesto por Boguta (1981) permite
ajustar cinco propiedades nucleares deseadas gracias a sus constantes de acoplamiento,
y con él producir estrellas de neutrones. Dichas constantes controlan la magnitud de la
accion de sus respectivos campos: el o, que actiia como atractor entre particulas; el w,
que funciona como repulsor; y el p, que distingue entre neutrones y protones (mientras
que o y w no lo hacen).

Como resultado del andlisis llevado a cabo en la presente tesis se puede concluir lo
siguiente.

1. Se confirma que el campo o genera atraccién, el w repulsion, y el p distingue
(energéticamente) entre nucleones.

2. Se confirman los resultados de Lattimer and Prakash (2001) sobre la relacién
entra la ecuacién de estado y las masas y radios de estrellas de neutrones.

= La masa estelar méaxima generada por una ecuacion de estado depende del
comportamiento de la presion a altas densidades: ecuaciones de estado con
mas alta presion resultan en masas maximas mayores.

= Elradio a masas del orden de 1.2—1.4 M, depende de la presion a densidades
entre 1 — 3 ng,t: ecuaciones de estado con presiones mas grandes generan
radios estelares mayores.

3. Efecto de g, sobre la materia nuclear: Aumentar su valor (es decir, la atraccién)
aumenta la densidad de o, cuyos efectos nucleares son aumentar la densidad de
saturacién ngay, el valor absoluto de la energia de ligadura | BEg,y| y la incompre-
sibilidad Kgat (ademds de modificar Egim gat ¥ ML, )-

4. Efecto de g, sobre la ecuacion de estado de estrellas de neutrones: Aumentar su
valor (es decir, la atraccién) aumenta la densidad de o, lo que reduce la presién
a bajas densidades, y aumenta la presion a altas densidades. Ver Punto 2 para
efectos astrondémicos sobre estrellas de neutrones.
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5. Efecto de g, sobre la materia nuclear simétrica: Aumentar su valor (es decir, la
repulsion) disminuye ngag, |BEsat| yKsar (ademas de modificar Egimgat ¥ M, )-

6. Efecto de g, sobre la ecuacién de estado de estrellas de neutrones: Aumentar su
valor (es decir, la repulsién) aumenta la presién para toda densidad. Ver Punto
2 para efectos astronémicos sobre estrellas de neutrones.

7. Efecto de g, sobre la materia nuclear: Aumentar su valor (es decir, la fuerza de
restauracion de simetria de isoespin) tnicamente aumenta la energia de simetria
a densidad de saturacion, Egm sat-

8. Efecto de g, sobre la ecuacién de estado de estrellas de neutrones: Aumentar
su valor (es decir, la fuerza de restauracién de simetria de isoespin) aumenta la
presion a bajas densidades. Ver Punto 2 para efectos astronémicos sobre estrellas
de neutrones.

9. Efecto de b: Aumentar su valor (es decir, la auto-repulsién de o) disminuye la
densidad de o, por lo que tiene el efecto contrario a aumentar el valor de g,
de los Puntos 3 y 4 sobre las propiedades nucleares y astronémicas. Sin embar-
go, las efectos sobre dichas propiedades son menores que los de g, al depender
cubicamente sobre la densidad de o.

10. Efecto de ¢: Aumentar su valor absoluto (es decir, la auto-atraccién de o) aumenta
la densidad de o, por lo que tiene un efecto equivalente a aumentar el valor de
go de los Puntos 3 y 4 sobre las propiedades nucleares (con excepcién de Kguy) y
astronémicas. Sin embargo, los efectos sobre dichas propiedades son menores que
los de g, al depender cuérticamente sobre la densidad de o.

De esta manera, las constantes de acoplamiento que mayor efecto tienen sobre todas
las propiedades de materia nuclear y astronémicas en estrellas de neutrones son g, y
Jo, propuestos en el modelo original de Walecka (1974). La constante g,, propuesta por
Boguta (1981) modifica inicamente la energfa de simetria, es decir, s6lo esta acoplada a
esta propiedad, aspecto importante a la hora de ajustar las propiedades nucleares tedri-
cas de cierto modelo con las experimentales, aunque sus modificaciones a la ecuacién
de estado y perfil gravitacional son menores. Las constantes de auto-interaccién, b y
¢, propuestos por Boguta and Bodmer (1977), poseen menor influencia sobre todas las
propiedades nucleares, la ecuacion de estado y el perfil de la estrella, siendo ¢ de menor
peso que b; sin embargo, la inclusion de ambas constantes genera dos grados de libertad
extra, por lo que resultan eficaces para ajustes finos de las propiedades nucleares.

Los resultados obtenidos en esta tesis aportan informacién 1til sobre el tipo de
interacciones que se pueden agregar al modelo para obtener propiedades deseadas de
la materia generada. Con ello, se puede dar un uso mejor dirigido y més eficaz a los
modelos basados en la RMFT, y asi ajustar mas propiedades nucleares tales como la
pendiente de la energia de simetria a densidad de saturacion, o propiedades astronémi-
cas de estrellas de neutrones como la masa estelar méaxima posible y su respectivo radio,
como ya hacen varios grupos en el mundo (véase, por ejemplo, el trabajo de Fattoyev
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et al. (2010)). Esta tdltima posibilidad es de interés astrofisico para generar modelos que
empaten con mediciones experimentales, en un marco en el que tan sélo recientemente
existen mediciones mas precisas de masas y radios de estrellas de neutrones obtenidas
con los detectores de ondas gravitacionales (Abbott B. P. et al., 2017); o indirectamen-
te a partir de mediciones de temperatura de polvo alrededor del centro de SN 1987A
(Page et al., 2020).

Ademds de las variantes de particulas e interacciones incluidas en el modelo del
presente trabajo, es posible agregar otro tipo de particulas y sus interacciénes, como
hiperones o quarks, que modificarfan la ecuacién de estado a altas densidades (entre 2 y
3 veces la densidad de saturacién) ((Blaschke and Chamel, 2018) y (Han et al., 2019));
con dichas particulas habria que agregar asimismo sus constantes de acoplamiento a
la densidad lagrangiana, lo cual permitiria analizar el papel de la inclusién de estas
particulas y sus constantes en el modelo. Asimismo, otra manera de variar el modelo
aqui presentado es establecer temperatura distinta de cero al inicio de la vida de la
estrella de neutrones (la proto-estrella de neutrones), lo cual modificaria la ecuacién
de estado a través de la inclusién de neutrinos atrapados en la materia, que a su vez
modificaria las fracciones relativas de los bariones y leptones. A su vez, al disminuir
la temperatura de la proto-estrella de neutrones, su momento de inercia cambiaria, lo
cual modifica la métrica del sistema, aspecto que se ve reflejado en el Radio y Masa
méxima del modelo (Dexheimer and Schramm, 2008).

Es un excelente momento, tecnolégicamente hablando, para obtener mediciones
astronémicas de estrellas de neutrones, por lo que se le presenta a la Astrofisica tedrica
una gran oportunidad para poner a prueba sus modelos sobre el cosmos.
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Apéndice A

Parametrizacion de la Materia nuclear

Un método alternativo a la ecuacién de masa semiempirica descrita en la Seccién
2.1.2 para describir la densidad de energia de un nicleo, es por medio de la Parame-
trizacién de la Materia nuclear. Este consiste en expresar dicha energia como una serie
de potencias de la variable

551—233:1—2% (A1)

donde n, es la densidad numérica de los protones, y n la densidad numérica bariénica
(incluyendo protones y neutrones). Asi, la densidad de energia de la materia nuclear
seria de la forma:

en(n,z) = nlmy+ E(n,z))
n [my + Eo(n) + Fgim(n)6* + (9(63)]
= n[my + Eo(n) + Esm(n)(1 — 22)* + O((1 — 22)*)] (A.2)

donde my es la masa del nucleén (938 MeV/c?), Ey es la energfa por barién en la
materia simétrica y Fgny la energia de simetria. Es decir,

E(n,z) =en(n,x)/n—mpy

= Eo(n) + Egm(n)0? + 0(8°) (#.3)

donde, claramente, Fg, es la mitad de la segunda derivada de E(n,x), conforme a la
ecuacién (2.11). En términos de la cantidades introducidas en la Seccién 2.1.2 podemos
escribir a Ey(n) como funcién de la variable

= e (A4)
mediante una expansién de Taylor:
1 N — Ngat 2
Bulw) = BB + 3 (1554 ) (A5)
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A. PARAMETRIZACION DE LA MATERIA NUCLEAR

15 T T T T
B2 == €/n—my
w0k v e Ey+ ABEG§? |
. e Eo+ Kppd?

—15k .N-'."""-:-, o

Figura A.1: Comparacién entre energias por nucleén usando ambas expresiones en (A.3).
En negro se muestra la solucién numérica de las ecuaciones de campo (primera linea de
la ecuacién (A.3)); en rojo y azul las aproximaciones parabdlicas (segunda linea de (A.3))
con los dos valores del coeficiente Egy,, ecuaciones (2.11) y (2.12). Notar que la diferencia

entre las curvas de ambas expresiones aproximadas es de alrededor del 3 % para x = 0.

y de manera similar para Egy,(n):

2
N — Ngat 1 N — Ngat
FEg =J+L|———— — K S .. A.6
) = 74 (M) g (M) (A.6)
donde J es el valor de la energia de simetria, L su pendiente y Kg, su curvatura, a
densidad n = ngag. Si limitamos la expansién (A.3) a orden (1 — 2x)? se puede definir
(aproximadamente) Fg,(n) simplemente como

Egm(n) = E(n,x =0) — E(n,x =1/2) (A.7)

que es la ecuacién (2.12) empleada a lo largo de este trabajo. La Figura A.1 muestra la
equivalencia de estas dos definiciones de Egp,, ecuacion (2.11) y (2.12). En este trabajo
evaluamos Fgj,, con la segunda definicién, ecuacién (A.7) o (2.12).
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Apéndice B
Obtencion de las ecuaciones de

Euler-Lagrange

El principio de Hamilton asegura que las ecuaciones de movimiento son aquellas

para las cuales la accion clésica, S, es un extremo,

t2
S = Lq, gldt (B.1)
t1
donde el Lagrangiano depende de las coordenadas generalizadas del sistema, ¢ =
q1,---qn, y las velocidades, ¢ = dg/dt. Por analogfa consideramos la densidad Lagran-
giana, L, dependiente de los campos, ¢(z), y sus cuatro derivadas espacio-temporales,
aﬂ(b(‘r))

£ = L[d(x), (@) (B.2)

donde z = 2t = (t,2,y,2), v, = (t, —x, —y, —2).
El Lagrangiano es la integral sobre el espacio

L= / drL[é(z), 0,6(x)] (B.3)

La accion correspondiente es

S = : d*zL[p(x), 0,0 ()] (B.4)

t1
La variacion de la accién esta dada por
t2 0L 0L
68 = dz ( — > 0p(x B.5
& a¢ Ha(au(b) ¢( ) ( )

La condicién para que la accién sea un extremo se satisface si S = 0, para cualquier
0¢(x), por lo que se cumple lo siguiente
0L oL

% o0, " o
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B. OBTENCION DE LAS ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

La anterior es la ecuacién de Fuler-Lagrange (de movimiento) para el campo ¢(z). En el
presente trabajo se utilizardn campos escalares, espinores, vectores (cuadri-vectores) y
vectores-isovectores (cuadri-vectores, con cuatro componentes del vector por cada una
de las tres componentes del isovector, discutidos més adelante); por lo que se utilizard
una densidad Lagrangiana de la forma

L= L[®(x),0,0(x), U(z),0,¥(x), Ay, 0, Ay, Bjy, 0, ;) (B.7)

Las ecuaciones de movimiento para dichos campos se obtienen de manera analoga al
campo escalar; para el espinor, el vector y el vector-isovector, respectivamente, resultan
ser de la forma:

% oL
av ~ %apw 0
% Y
ba. g = (B.8)
oL oL
05, ~ o0,

Si el Lagrangiano (densidad lagrangiana) es un escalar de Lorentz, entonces las ecua-
ciones de movimiento de la teoria son covariantes de Lorentz. Por ello, utilizar tales
escalares representa una manera efectiva para construir teorias invariantes ante tales
transformaciones. De esta manera se requiere que £'(z') = £(z) bajo transformaciones
de Lorentz.

(Glendenning, 2000, pp. 150, 151)
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Apéndice C

Teoria de Isoespin

En 1932 Heisenberg observé el gran parecido entre el protén y el neutrén, en par-
ticular, en sus masas, las cuales son muy similares (m, = 938.28 MeV/c?, m,, =
939.57 MeV /c?). Heisenberg propuso que se trataran a tales particulas como dos esta-
dos de una sola particula, el nucleén. Escribiendo al nucleén como una matriz columna

de dos componentes,
N= (g) =a <(1)> +8 (g) (C.1)

1 . . . .
con p = <0>, n= <(1]>, y a 'y B complejos. Ahora se introduce el isoespin I, un vector

en el espacio de isoespin, con componentes I1, Iz e I3. Usando por analogia la teoria de
momento angular del espin, el nucleén posee isoespin %, y la tercera componente, I3,
tiene eigenvalores —i—% para el protén, y —% para el neutrén. Por convencién, el isoespin
no tiene unidades. En notacién de kets se tiene

11 1-1
r=l33) rn=lzz (C.2)

El protén es ”isoespin up”; el neutrén ”isoespin down”. La conexién con la fisica viene
con la afirmacién de Heisenberg de que las interacciones fuertes son invariantes bajo
rotaciones en el espacio de isoespin. La anterior es una simetria interna, por lo que
el Teorema de Noether afirma que el isoespin se conserva en todas las interacciones
fuertes. (Heisenberg, 1932)
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Apéndice D

Matrices de Pauli y matrices ~y

Las tres matrices de Pauli de 2 x 2 entradas, 7;, se definen como sigue

O E ) R (R B

De esta manera se puede definir el triplete 7 = (71, 72,73). Ademds se definen las
siguientes matrices

@D () e
= (é ?) . 0= (8 8) (D.3)

Asi, se puede definir el cuatro-vector covariante v cuyas entradas son matrices,

con

=) s AP=8; 4 =Bu (D.4)

Dichas matrices gama satisfacen algunas reglas tales como

1 0 0 0
0 -1 0 0
AV V. Kn — HV —
YA = =2 5 (D.5)
0 O 0 -1
cuyos casos particulares indican que (y0)? = 1, (v)? = —1. (Glendenning, 2000, pp.

159-160)
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