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Introduccion

La geometria es una de las disciplinas méas antiguas en la historia de las cien-
cias. Solemos entenderla como el estudio de las propiedades de formas y medi-
das en un espacio. Con la axiomatizacion de Euclides se abstrajeron conceptos
como punto, recta, distancia, etcétera, que prevalecen hoy en dia como parte
importante de la matematica clasica. Con la llegada de las computadoras y con
el hecho de que ha sido natural su utilizacién como herramienta para resolver
algunos problemas matematicos, surge en el siglo pasado la geometria compu-
tacional, disciplina de estudio que podriamos describir como la encargada de
transformar problemas clasicos de geometria en problemas computacionales, o
viceversa.

La geometria computacional tiene dos objetivos principales:

= Usar la computaciéon como herramienta para resolver problemas de geo-
metria clasica.

» Usar la geometria cldsica adaptada como herramienta para avances tec-
nolégicos.

En relacién a estas dos finalidades, podriamos dividir el estudio de la geo-
metia computacional en dos enfoques:

= Al primer enfoque lo llamaremos algoritmico y lo podemos pensar co-
mo la manera en que logramos que una computadora resuelva algunos
problemas geométricos, para lo cual deben ser planteados de manera
abstracta y, en especifico, de manera computable. Mas adelante veremos
qué significa que un problema sea computable y qué se requiere para
resolverlo.

= El segundo enfoque seria el de aplicar la geometria en problemas que sur-
gen en el desarrollo de la computacién y de la tecnologia. Con el potencial
actual de las computadoras, cada vez es mas comun utilizar elementos
graficos, tanto en dos dimensiones como simulaciones de un espacio tri-
dimensional, por ejemplo lo que se conoce como realidad virtual. En este
contexto, es necesario computar el manejo de esos objetos graficos y es
importante que esto se haga de manera correcta y eficiente.

En realidad ambos enfoques estan muy relacionados, pues en esta tltima
finalidad mencionamos que es importante computar de manera eficiente y para
garantizar esto, es necesario el estudio formal de los problemas.



Indice general

El desarrollo de este trabajo de tesis estd basado fuertemente en el enfoque
algoritmico, pues nos centraremos en abordar, entender y resolver problemas
geométricos abstractos, sin ahondar en alguna aplicacién directa de ellos.

Para entender por completo el planteamiento de dichos problemas y la ma-
nera de resolverlos, es necesario contar con nociones previas sobre computabili-
dad, complejidad computacional, disenio y analisis de algoritmos, y estructuras
de datos.

En el primer capitulo desarrollaremos de manera muy general estos y otros
conceptos relacionados, los cuales seran utilizados mas adelante para exponer
los resultados de esta tesis.

En el segundo capitulo veremos particularmente las definiciones y herra-
mientas de geometria computacional que son ttiles en el tipo de problemas
estudiados y planteados.

En el tercer capitulo se abordan planteamientos y resultados de problemas
existentes, necesarios para entender el problema de nuestro interés, asi como
para poner en contexto su relevancia en el area.

En el cuarto capitulo se plantea el problema principal de este trabajo de
tesis, se exponen sus resultados de manera tedrica y, por ultimo, se detallan
los algoritmos para su resolucion. En el quinto y ultimo capitulo, cerramos con
las conclusiones de dicho problema y planteamos algunos problemas abiertos
que pueden ser interesantes para abordar en el futuro.



1 Preliminares sobre Teoria de la
Computacion

En este capitulo presentaremos algunas nociones necesarias para entender el
resto de la tesis.

1.1. Resolucion de problemas y computabilidad

Tanto en la vida cotidiana como en la labor matematica es comin hablar de
problemas, intuitivamente entendemos qué son y sabemos que el interés es resol-
verlos. Matematicamente, es posible determinar propiedades de los problemas
y de sus soluciones. Por ejemplo, dada una solucién, es posible y util demostrar
que es correcta o demostrar que es la mejor respecto a cierto parametro. Tam-
bién es ttil, por otro lado, demostrar que algin problema no tiene solucién.
A lo largo de los anos se han desarrollado diversas herramientas para resolver
toda clase de problemas, de la que nos interesa hablar es de la computado-
ra. Las primeras computadoras eran llamadas simplemente calculadoras y en
ocasiones, de hecho, se llegan a utilizar como sinénimos los verbos calcular y
computar. Es claro que un problema de tipo calcular 267352, una computado-
ra lo resuelve facil y rapidamente, en cambio hay otros en los que no nos sera
“tan util”, por ejemplo: ;cudl es el mejor lugar para ir de vacaciones? o ;debo
invertir en la bolsa de valores?, comenzando con que estos dos tltimos ni si-
quiera tienen una soluciéon determinada. Sin embargo, existen problemas cuya
solucion esta bien definida y aun asi una computadora no la puede encontrar,
0 no en un tiempo razonable.

En teoria de la computabilidad se estudia qué tipo de problemas puede re-
solver una computadora, esto se hace definiendo formalmente los modelos de
computo, de manera que se puede demostrar cuando un problema es resolu-
ble por determinado modelo. Por no ser tema relevante para los fines de esta
tesis, no ahondaremos demasiado en esto. Lo que nos interesa mencionar, en
resumen, es que estd demostrado que los diversos modelos de cémputo son
equivalentes, es decir, que cada uno puede simular a los otros existentes; y es
por eso que esta bien definido que un problema sea computable, incluso sin acla-
rar cudl es el modelo que se esta considerando. El tema se aborda ampliamente
en [14].
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1.2. Algoritmos

El concepto clave para especificar un proceso computable es el de algoritmo.
Un algoritmo se suele definir informalmente como una secuencia finita de pasos
bien definidos, cada uno de ellos realizable en tiempo finito. La finalidad de un
algoritmo es “saber resolver” un problema.

Un problema se especifica formalmente como una pregunta que depende de
ciertos parametros que se conocen como datos de entrada y que, para valores
fijos de estos, existe una solucién bien definida. A los datos de la solucién,
los que seran dados por el algoritmo una vez que resuelve el problema, se les
conoce como salida.

Se le llama instancia de un problema a un conjunto fijo de datos de entrada.

Un algoritmo correcto para un problema, es aquel que, para cualquier entra-
da, al ejecutarse (es decir, seguir los pasos descritos) produce la salida correcta.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 1.1. Consideremos el problema de determinar si un niumero natural
dado es primo.

El parametro de entrada es el nimero n del que se quiere saber si es 0 no
primo, y la respuesta debe ser si o no. Una posible instancia del problema
es la pregunta jes el 5 un numero primo?, para la cual la respuesta correcta
es si. Otra posible pregunta es jes el 256 un numero primo?, para la cual la
respuesta correcta es no.

Por definicién, un ntmero es primo si tiene exactamente dos divisores: él
mismo y la unidad.

Vamos a describir un algoritmo que resuelve correctamente este problema
de decidir si un nimero entero es o no primo. La secuencia de pasos inicia
dividiendo a n por cada entero mayor que 1 y menor que n, en ese orden.
Si alguna de esas divisiones resulta en un nimero entero, entonces n es un
nimero compuesto y el algoritmo responde no. Si, por el contrario, se ejecutan
las n — 2 divisiones y en ninguna se obtiene un resultado entero, entonces el
algoritmo responde si.

Es claro que el algoritmo termina en tiempo finito, ya que su entrada corres-
ponde a un numero natural n y, para calcular la salida, se hicieron a lo mas
n — 2 operaciones. Por ahora, es importante el hecho de que sea finito, puesto
que es parte de la definicién de algoritmo. Sin embargo, mas adelante veremos
la importancia de la cantidad de pasos que ejecuta un algoritmo respecto al
tamano de su entrada.

Es facil convencerse de que el algoritmo descrito anteriormente es correcto,
ya que se busca entre todos los posibles candidatos a ser divisores del ntimero
y se comprueba si lo son, haciendo la divisién. La ejecucion termina antes de
comprobar todos los candidatos, solamente si alguno resulta si ser divisor, en
cuyo caso se tiene la solucién al problema.
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En general, al expresar o describir un algoritmo, intentaremos que sea de la
forma mas transparente posible, de manera que sea facil convencerse de que es
correcto, o bien, demostraremos formalmente que lo es.

1.3. Complejidad

Vimos que la teoria de la computabilidad se encarga de determinar cuéles
problemas son los que se pueden resolver. Por otro lado, la teoria de la comple-
jidad se encarga de considerar la cantidad de recursos necesarios para resolver
un problema computable.

Es importante destacar que para resolver un mismo problema pueden existir
varios algoritmos distintos. Una vez asegurando que son correctos, lo siguiente
que resulta relevante cuestionarnos es cudal de ellos es mas eficiente. Para pensar
en eficiencia, vamos a destacar dos aspectos medibles en un algoritmo, estos
son el tiempo y el espacio requeridos para su ejecucion.

La medicién de estos pardmetros de la eficiencia de un algoritmo nos lleva
al concepto de complejidad.

Para un estudio mas extenso sobre temas de complejidad computacional se
recomienda consultar [8].

Para el propdsito de esta tesis nos interesa inicamente destacar la nocion de
complejidad de un algoritmo y saber como expresarla. La complejidad en tiem-
po es, a grandes rasgos, la cantidad de pasos ejecutados durante el algoritmo,
y la complejidad en espacio es la cantidad de datos que se requiere almacenar
durante dicha ejecucién. La medicion especifica de estos parametros depende
de algunos aspectos, como del modelo de computacién que se esté consideran-
do, asi como del hardware en el que sea implementado, sin embargo, para fines
de este trabajo, no se ahondarda en estos aspectos.

La complejidad de un algoritmo se suele expresar como una funciéon que de-
pende del tamano de la entrada. Para clasificar a las funciones de complejidad
se utiliza la notacién de cotas asintoticas. Para mayor referencia, consultar
[15]. En este trabajo la que més utilizaremos es la cota superior, que se denota
con la letra O.

Definicién 1.1. Dadas dos funciones f y g, decimos que f estd en O(g) si
existen constantes positivas ¢ y ng tales que, siempre que n > ngy, se cumple

f(n) < cg(n).

La definiciéon anterior nos dice que la funcién f estd acotada superiormente
por la funcién g para valores suficientemente grandes de n. En el caso de la
complejidad en tiempo, la funcion f representa el niimero de pasos que toma
la ejecucién de un algoritmo que resuelva el problema para una entrada de
tamano n, en el peor caso. La funcién ¢ suele ser la mas sencilla que acota por
arriba, salvo tal vez una constante. Por ejemplo, si decimos que el algoritmo

A tiene complejidad O(n?) significa que alguna funcién g de la forma cn?®, con



1 Preliminares sobre Teoria de la Computacion

f(n} = 0O(g(n))
cgin)

fin)

Figura 1.1: Cota superior asintética.

¢ constante, acota por arriba (para valores suficientementes grandes de n) a
la funcién f, la cual expresa el nimero de pasos que ejecuta el algoritmo para
resolver a la peor instancia posible (la que toma més pasos) con tamano de
entrada n. La cota superior es la que més utilizaremos al analizar un algoritmo,
ya que, como en general se busca reducir el tiempo de ejecucion, lo primero que
nos interesa garantizar es que ese tiempo esté acotado por arriba. Sin embargo,
notemos que una cota superior podria dar informacién no muy precisa, pues
por ejemplo, la funcién f(n) = 2n, es cierto que estd en O(n®), pero claramente
su crecimiento es mucho més lento que el de la funcién n®. Por esta razén, es
importante en ocasiones utilizar también cotas inferiores o cotas justas.
Veamos la definicion de la cota inferior que se denota como 2.

Definicién 1.2. Dadas dos funciones f y g decimos que [ estd en €(g), si
existen constantes positivas ¢ y ng tales que, siempre que n > ng se cumple

f(n) > cg(n).

A f(n) =Q(g(n)) fin)

cg(n)

>

No n
Figura 1.2: Cota inferior asintética.

La cota inferior se usa sobre todo para mostrar que un algoritmo es 6ptimo,
o para hablar del mejor de los casos de ejecucién del mismo. Al igual que la
cota superior, hay ocasiones en que podria dar informacion poco precisa, ya
que por ejemplo la funcién f(n) = 3n? estd en Q(logn), sin embargo f crece

10
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mucho mas rapido. Para expresar de manera mas precisa el crecimiento de una
funcién para valores grandes de n, es mucho més util (pero también en muchas
ocasiones mas dificil de encontrar) una cota justa, que es aquella que cumple
con ser cota inferior y cota superior a la vez. Pero, jcomo es posible que una
funcién acote tanto por arriba como por abajo a otra?, esto es gracias a las
constantes, la funcién ¢ multiplicada por la constante ¢; es la que acota por
abajo, y la funcién g multiplicada por la constante c¢; es la que acota por arriba
a la funcién f. Técnicamente son distintas funciones las que acotan, pero estas
tienen el mismo ritmo de crecimiento, asinténticamente hablando. Entonces,
decir que f estd en ©(g) es afirmar que f crece de manera muy similar a la
funcién g. Veamos la definicién formal.

Definicién 1.3. Dadas dos funciones f y g decimos que f estd en ©(g), si
existen constantes positivas i, ¢o Yy ng tales que, siempre que n > ng se cumple

c1g(n) < f(n) < cpg(n).

fim=o@gn)y 9™
f(n)

¢, g(n)

Figura 1.3: Cota justa asintética.

11
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1.4. Algoritmos de ordenamiento

Para asentar las definiciones anteriores, veamos como ejemplo el problema
de ordenamiento. Este toma como entrada una lista de numeros enteros (o
cualquier tipo de nimeros que sean comparables y ordenables), y como salida
se desea obtener la lista con los nimeros ordenados del menor al mayor.

Hay varios algoritmos conocidos que resuelven este problema, vamos a ana-
lizar Bubblesort y Mergesort. Usamos los nombres en inglés ya que es como
son mayormente reconocidos en la literatura.

1.4.1. Bubblesort u ordenamiento de burbuja

Algorithm 1 Bubblesort

1: function BUBBLESORT(A) > A es un arreglo con n elementos por
ordenar

2 int 7, j, k

3 n = length(A)

4 fortv=0ton—1do

5: forj=i+1ton—1do

6: if A[i] > A[j] then

€ swap(A[i], Alj])

8 end if

9 end for

10: end for

11: return A

12: end function

Vamos a analizar los pasos de este algoritmo y su complejidad en tiempo.
En las lineas 1 y 2 unicamente se declaran variables, lo cual gasta tiempo y
espacio constante. En la linea 3 inicia un ciclo for, esto nos indica un recorrido
de los elementos del arreglo, por medio de una variable auxiliar ¢ a la que
se le va asignado el valor de cada indice. Para cada uno de esos valores se
ejecuta por completo lo que esté contenido dentro del for. Como hay otro for
anidado, esto significa que para cada valor fijo de i, la variable j tomara los
valores a partir de ¢ + 1 y hasta n — 1 y, por tltimo, para cada valor de j, se
hara la comparacion del elemento i-ésimo con el elemento j-ésimo, y si estan
en orden decreciente se intercambian. En resumidas cuentas, en un recorrido
lineal del arreglo, cada elemento se compara con todos los que aparecen después
de él y se intercambian si es necesario. Notemos que el primer elemento sera
comparado con n — 1 elementos; el segundo, con n — 2; y en general el i-ésimo
se compara con otros n — 7. Por lo que en total hacemos (Z) comparaciones y,
por cada comparacion, a lo mas un intercambio. Esto significa que el algoritmo
se ejecuta en tiempo O(n?) incluso en el peor de los casos.

12
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1.4.2. Mergesort u ordenamiento por mezcla

Algorithm 2 Mergesort

1: function MERGESORT(A)> A es un arreglo con n elementos por ordenar
2: n = lenght(A)

3: if n <1 then

4: sortedlist = A

5: else

6: left = A0... [ %]

7: right = A[["3] +1...n—1]

8: left = MERGESORT (left)

9: right = MERGESORT (right)

10: sortedlist = MERGE(left, right)
11: end if

12: return sortedlist

13: end function

El algoritmo Mergesort utiliza una técnica conocida como divide y vencerdas,
que consiste en resolver subinstancias del problema para después, a partir de
esas subsoluciones, obtener la solucion final. Esto se plantea como un algoritmo
recursivo, donde se parte del hecho de que ordenar una lista vacia o de un
elemento es trivial. Ahora, al ejecutar el algoritmo, siendo n el tamano de la
entrada, sin = 0 o n = 1 se cumple este caso base y se regresa la lista intacta,
pues va esta ordenada, si n > 2 entonces se separa el arreglo en dos partes
de tamano aproximadamente la mitad y se hace la llamada recursiva para
ejecutar el algoritmo sobre cada una de estas dos partes, es decir, se seguira
dividiendo en mitades hasta llegar a alguno de los casos base. Considerando que
cada una de estas ejecuciones del algoritmo regresa una sublista ya ordenada,
nos faltaria, a partir de estas dos sublistas, obtener el orden final de la lista
completa. Esto ultimo se logra con un recorrido simultdneo en ambos arreglos,
comparando cada vez el elemento actual de un arreglo con el del otro y tomando
cada vez al menor de ellos para agregarlo a la lista que sera el resultado, seguido
de aumentar el indice en ese arreglo.

La complejidad de un algoritmo recursivo se puede obtener resolviendo una
recurrencia, sobre esto se puede ahondar en [15]. En este caso la complejidad
de Mergesort es O(nlogn). Notemos que la funcién auxiliar Merge toma tiem-
po lineal, ya que aunque usa un ciclo for para cada arreglo, estos no estan
anidados, es decir, cada uno se recorre solo una vez. Por lo que esta funcién
no afecta a la complejidad del algoritmo Mergesort.

Esta demostrado que la cota inferior para la complejidad en tiempo de los
algoritmos de ordenamiento basados en comparaciones y sin alguna informa-
cién adicional sobre los datos de entrada (solo sabiendo que son n elementos
comparables entre si) es Q(nlogn) [15].

13
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Algorithm 3 Funcion auxiliar Merge

1: function MERGE(L, R) > L y R son dos arreglos ordenados
2 ny = lenght(L)

3 ny = lenght(R)

4: 1=0

9: J=0

6 while i <n; and j < ny do

7 if L[i] < R[j] then

8 add.result(L[i))

9

: 1+ +
10: else
11: add.result(R[j])
12: J++
13: end if
14: end while
15: while 7 <n; do
16: add.result(L[i])

17: end while
18: while j <ny; do

19: add.result(R[j])
20: end while
21: return result

22: end function

14
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1.5. Estructuras de datos

Las estructuras de datos son una herramienta para almacenar y organizar la
informacion, de manera que sea facilmente accesible y modificable. Hay gran
cantidad y variedad de estructuras de datos que se adectian a determinados
requerimientos. Cada algoritmo puede hacer uso de distintas de ellas con el fin
de optimizar recursos de espacio y tiempo. Veamos algunos ejemplos:

= Arreglo:

Un arreglo es una estructura que sirve para almacenar datos, generalmen-
te todos del mismo tipo, en secuencia, es decir, en un orden especifico
dado por sus indices. Si el arreglo es de tamano n, se utiliza el conjun-
to de indices {0,1,...,n — 1} y se puede acceder a cada elemento por
medio del indice correspondiente. En principio, un arreglo tiene tamano
fijo, asi que si se eliminara un elemento de él, los deméds conservaran su
indice original, y simplemente esa entrada, correspondiente al indice del
elemento borrado, quedara vacia. De igual manera, para agregar un ele-
mento nuevo al arreglo se debe establecer en qué indice y se reemplazara
al elemento que esté almacenado ahi, si es que hay alguno.

s Lista:

Una lista es una estructura similar al arreglo, ya que los elementos tam-
bién estan en secuencia. Sin embargo, ésta puede no tener un tamano
fijo, sino que su tamano va cambiando segin se vayan insertando o eli-
minando elementos. Por esta razén podria considerarse que, a diferencia
de un arreglo, una lista nunca tiene entradas vacias.

= Lista ligada:

La caracteristica principal de una lista ligada es que cada elemento esta
enlazado al elemento siguiente. Esto, en términos de almacenamiento,
significa que hay manera de acceder a la direccion de memoria del si-
guiente elemento.

s Lista circular:

Cumple la misma caracteristica que la lista ligada, de que a partir de cada
elemento se puede acceder al siguiente, con una caracteristica extra: que
el dltimo elemento también esta enlazado con el primer elemento, por lo
que se podria recorrer la lista completa y de ahi continuar al inicio.

= Lista doblemente ligada:

Tiene las mismas caracteristicas que una lista ligada, pero, en lugar de
solo tener acceso al siguiente elemento, cada entrada puede acceder tam-
bién al anterior.

15
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s Pila:

La propiedad de una pila es que, siempre que se agrega un elemento,
se agrega al final; y ademas, solo se puede eliminar el elemento que se
encuentre al final. Es decir, el primer elemento que podra salir de la pila
es el ultimo que ha entrado.

s Cola:

La propiedad de una cola es que, siempre que se agrega un elemento, se
agrega al final; pero solo se puede eliminar el elemento que se encuentre
al inicio. Es decir, el primer elemento que podra salir es el primero que
ha entrado.

Estos son sélo ejemplos de algunas de las estructuras de datos béasicas, aunque
existen muchas mas. En abstracto, cada estructura representa la forma en que
estan acomodados los datos, pero en términos reales esto expresa la manera en
que se accede a las direcciones de memoria donde estan almacenados. Depen-
diendo del tipo de problema que se esté resolviendo, puede ser mas 1til cierta
estructura en especifico, siempre con el objetivo de que sea clara y eficiente
la manera de manipular estos datos (modificar entradas, eliminar o agregar
elementos, acceder a sus valores, etcétera).

Las caracteristicas de las estructuras de datos son descritas como propieda-
des abstractas y hay muchas maneras de que sean implementadas cumpliendo
dichas caracteristicas. Los lenguajes de programacion mas usados a la fecha
suelen incluir implementaciones de las estructuras mas conocidas.

Dado que este trabajo no tiene por objetivo el enfoque implementativo, no
se ahondara en eso. Para un estudio mas profundo del tema se puede consultar
[15].
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Computacional

En este capitulo vamos a revisar algunas nociones especificas sobre geometria
computacional que se relacionan con el problema planteado en esta tesis, y que
sirven como preambulo al mismo. También mencionaremos algunos resultados
que seran utilizados més adelante como herramienta para su resolucion.

Se daran por hecho algunos conceptos de geometria clésica euclidiana, tales
como punto, recta, segmento de recta, angulo y poligono.

En adelante, estaremos trabajando sobre conjuntos finitos de puntos en el
plano, para lo que introduciremos algunas definiciones y notaciones.

Sea P C R? con cardinalidad |P| = n, donde n € N.
Notacién 2.1. Podemos referirnos a P como un n-conjunto.

Recordemos que dos puntos distintos siempre definen una recta (Axiomas de
Euclides). Sin embargo, para tres o més puntos, puede o no existir una recta
que pasa por todos ellos simultaneamente.

Definicién 2.1. A tres o mds puntos por los que pasa una misma recta, se les
llama colineales.

Figura 2.1: A, B y C son colineales.
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Definicién 2.2. Decimos que P estd en posicién general! si no existen tres
puntos de P que sean colineales.

A
@
c
]
B
@
G
E @
@
D
(] F
o

Figura 2.2: Conjunto de puntos en posicién general.

A partir de aqui muchos de los resultados de los que hablaremos consideran
unicamente conjuntos de puntos en posicion general.

'El concepto de posicién general puede ser aplicado en otros contextos o para otra clase
de objetos geométricos, y a lo que se refiere siempre es a que no existan relaciones
de dependencia innecesarias entre ellos; como en el caso mencionado anteriormente, la
relacién de colinealidad.
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2.1. Ordenar conjuntos de puntos

Cuando tenemos un conjunto de puntos, por lo regular consideramos sus
coordenadas en los ejes x y y. Para ordenar al conjunto normalmente basta
con ordenar, respecto a alguna de las coordenadas, utilizando cualquier
algoritmo de ordenamiento de nimeros. (Ver seccién 1.4).

Figura 2.3: Puntos ordenados respecto a su coordenada z.

Sin embargo, hay otro tipo de ordenamiento de puntos que, de hecho, nos
sera util en la resolucion del problema planteado en esta tesis; este es el ordena-
miento angular. Para ordenar angularmente debemos considerar un punto fijo
de referencia, digamos p € P, y el orden de los puntos sera dado por el tamano
de los dngulos formados entre una direccion fija, digamos la horizontal, y los
segmentos formados con el punto p. Obtener la lista de angulos se puede hacer
en tiempo lineal y, como sabemos, el ordenamiento nos tomara ©(nlogn).

F

Figura 2.4: Puntos ordenados angularmente respecto al punto A.
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2.2. Convexidad y cierre convexo

En todas las areas matematicas relacionadas con geometria es usual utilizar
el concepto de convexidad.

Definicién 2.3. Decimos que P C R? es un conjunto convexo si para cada
dos elementos x,y € P el segmento Ty C P.

Figura 2.5: Conjunto convexo

Figura 2.6: Conjunto no convexo

Ademas nos interesa el minimo conjunto convexo que contiene a un conjunto
dado, al cual se le denomina cierre convero, (también se conoce como casco
convexo, envolvente, envoltura, o cerradura convexa). Intuitivamente podemos
pensar en una liga o banda elastica que abarca a todo el conjunto P, que es
soltada y se ajusta a su alrededor.

Definicién 2.4. El cierre convexo de un conjunto P es la interseccion de todos
los conguntos convezos que contienen a P y lo denotamos como CC(P).
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2.2 Convexidad y cierre convexo

Figura 2.7: Cierre convexo de un conjunto de puntos.

Notemos que, si P tiene sélo un punto, su cierre convexo es él mismo; si tiene
s6lo dos puntos, CC(P) es el segmento que los une; y si P es un n-conjunto
de puntos en posicién general, con n > 3, entonces C'C(P) es un poligono
convexo, donde cada punto de P puede o no ser vértice de dicho poligono. En
ocasiones, el concepto de cierre convexo se usa para referirse especificamente
a la frontera de ese poligono; en este caso vamos a denotar como CC*(P) a
dicha frontera. Es destacable el caso en que todos los puntos de P pertenecen

a CC*(P).

Definicién 2.5. Decimos que un conjunto de puntos P estd en posiciéon con-
vexa si cada punto de P pertenece a CC*P.

Figura 2.8: Conjunto de puntos en posicién convexa.
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2.3. Algoritmos para calcular el cierre convexo

Un problema clésico en geometria computacional es el de calcular el cierre
convexo de un conjunto de puntos. Vamos a ver dos algoritmos que lo resuelven,
los cuales ademas seran usados para la resolucién del problema planteado en
esta tesis.

2.3.1. Cierre convexo triangulado con barrido de linea

Para explicar este algoritmo requerimos definir lo que es una triangulacién.

Definicién 2.6. Una triangulacién de un conjunto de puntos P es una sub-
division de CC(P) en tridngulos, en la que cada triangulo tiene por vértices a
puntos de P y no contiene ningun elemento de P en su interior.

Vamos a describir un algoritmo que encuentra el cierre convexo de P cons-
truyendo una triangulacién. Primero es necesario darles un orden a los puntos,
tomaremos en este caso un orden de izquierda a derecha, es decir, orden as-
cendente de la coordenada = de cada punto. Para fines de este orden, vamos a
considerar que no hay puntos que coincidan en la misma coordenada z. Sean
P1, D2, ---Pn los puntos de P etiquetados en dicho orden.

La construccion se hara de forma inductiva. Para los puntos pq, ps, p3 su
cierre convexo es el triangulo que los tiene como vértices. Una vez que se tiene
el cierre convexo de los primeros ¢ puntos, llamémoslo C;, se puede encontrar
el de los primeros ¢ + 1 de la siguiente forma: Agregar un segmento de recta
desde p; 41 hacia cada uno de los puntos de C; que sean wvisibles desde p;11, es
decir, para los que dicho segmento no atraviese el interior de C;. Esto nos deja
construido el cierre Cj 4.

Este algoritmo se puede consultar més a detalle en [18].

A este tipo de técnica, en que se van procesando los puntos en el orden de
alguna de sus coordenadas, se le conoce como barrido de linea, o bien, barrido
de plano. Esto hace referencia a que podemos pensar en una recta vertical,
que se va desplazando sobre el plano, y cada uno de los puntos del conjunto
P es una parada del barrido, en la que se ejecuta alguna accién. El nimero
de paradas es |P| = n, por lo que la complejidad de un algoritmo de este tipo
depende de n y del tiempo que tome la accién realizada en cada parada.

Notemos que mediante este algoritmo, la forma de construir el cierre convexo
es anadiendo punto a punto bajo un determinado orden y, de forma anéloga,
es posible desmantelar dicho cierre convexo, siguiendo el orden inverso.
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A

(i) ()

Figura 2.9: Construccion del cierre convexo triangulado de un conjunto de pun-
tos.
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2.3.2. Algoritmo de Graham

Este algoritmo, también conocido como Graham Scan o Escaneo de Graham,

debe su nombre a Ronald Graham, quien lo publicé en 1972. Es un método que
sirve para encontrar, en un conjunto de puntos, a todos aquellos que pertenecen
a la frontera de su cierre convexo.
El primer paso del algoritmo es encontrar al punto mas a la izquierda y (en
segundo lugar de prioridad) més bajo del conjunto P. Esto se puede hacer con
un recorrido de las coordenadas = de los puntos, para encontrar al que tiene
menor coordenada x y, en caso de haber més de un minimo, buscar entre ellos
al que tiene menor coordenada y. Al punto encontrado lo llamaremos py. Esto
es claro que tomard tiempo lineal.

El siguiente paso sera ordenar el resto de los puntos angularmente respecto a
Do, Y en ese orden los nombraremos py, ps, ...pn—1 de manera que las pendientes
de Dop1, Pop2, - - -, PoPn_1 €stan en orden creciente.

Una vez dado este orden, vamos a hacer un recorrido, observando el angulo
formado por cada tres puntos. Por como fueron ordenados los puntos respecto
a po: el primer angulo, formado por pg, p1 y po, siempre va a formar un giro
a la izquierda. Notemos que, si se recorrieran en ese orden los puntos que
pertenezcan a la frontera del cierre convexo, precisamente por la convexidad,
todos los angulos seran de giro a la izquierda. Con esta propiedad en mente,
vamos a evaluar cada punto para determinar si pertenece o no a la frontera
del cierre convexo.

Vamos a almacenar en una pila S a los puntos que forman la frontera del
cierre convexo. Usamos esta estructura para poder almacenar puntos en calidad
de candidatos y si es necesario, eliminarlos de ella.

Comenzaremos almacenando en S a los puntos pg y p1, que necesariamente
forman parte del cierre convexo; después almacenamos a p,; como candida-
to. Nombraremos como si, So, ..., Sk, en orden, a los elementos de la pila de
candidatos.

Para cada punto p;, con ¢ > 3, revisamos el angulo formado con s;_1 y sg, ¥
si éste forma un giro a la izquierda, se agrega p; como candidato a la pila, ya
que al agregarlo se preserva la convexidad. En caso contrario, si forman un giro
a la derecha, significa que el ultimo candidato, s, no es en realidad parte del
cierre convexo, por lo que debe ser removido de la estructura. En este caso, el
punto actual p; debe ser evaluado ahora segiin el angulo que forma con los dos
anteriores en la pila, s;_s v sx_1, y nuevamente se toman las mismas decisiones
dependiendo del giro que forma.

Observemos que, en algtin paso, necesariamente p; sera insertado como can-
didato, y podemos garantizar que, cuando esto suceda, ya se habran descartado
todos los puntos anteriores p; con j < ¢ que definitivamente no formaran parte
del cierre convexo.

Al terminar este proceso para cada p; con 3 < i < n, los puntos que estén
almacenados en la pila S nos daran, en orden, los puntos de la frontera del
cierre convexo. Notemos que pg, p1 v p, siempre formaran parte de ésta.
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2.3 Algoritmos para calcular el cierre convexo

Observemos que cada punto p; es insertado y removido de la estructura a
lo més una vez, y el procesamiento para decidir cudando se agrega y cuando se
elimina toma tiempo constante, por lo que todo el recorrido para determinar los
puntos de la frontera del cierre convexo toma tiempo lineal. Como al inicio es
necesario haber ordenado los puntos, el algoritmo completo tiene complejidad
de tiempo ©(nlogn).
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(1) )

Figura 2.10: Construccion del cierre convexo de un conjunto de puntos, por el
algoritmo de Graham.
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2.4. Transformacion dual

Una técnica bastante utilizada en geometria computacional es un tipo de
transformacién en el plano que mapea puntos a rectas y rectas a puntos. Esta,
en ocasiones, es 1til para reducir la complejidad de la resolucién de algunos
problemas.

Considerando que los puntos en el plano estan definidos con dos valores que
corresponden a sus coordenadas en x y en y, diremos que el punto p es la
pareja ordenada (p,,p,). Por otro lado, una recta en el plano se puede definir
mediante su ecuacion de recta y = mx+0, es decir, también son dos parametros
los que definen a cada recta, el valor de m, que corresponde a la pendiente, y
el valor de b que corresponde a la ordenada al origen, es decir el valor de la
coordenada y en que la recta intersecta al eje de las ordenadas.

La transformacién T estd definida como sigue:

» Para un punto p = (a,b),
T'(p) es la recta definida por la ecuacién y = ax — b.

= Para una recta [ : y = cx + d,
T'(l) es el punto con coordenadas (¢, —d).

Notemos que esta dualidad no considera rectas verticales, ya que no existe
un valor finito para su pendiente, y por lo tanto tampoco un valor finito para
la coordenada en el eje x del que seria su punto dual correspondiente.

Veamos ahora las razones por las que esta transformacion nos sera de mucha
utilidad mas adelante.

Proposicion 2.1. Se cumplen las siguientes propiedades para T .

1.- La composicion de T consigo misma es la identidad, es decir T(T(z)) =
z, siendo z un punto o una recta.

2.- Un punto p pertenece a una recta l si y solo si el punto T(l) pertenece a
la recta T'(p).

3.- Un punto p estd por encima (andlogamente, por debajo) de una recta l
st y solo si el punto T'(l) estd por encima (respectivamente, por debajo)
de la recta T'(p).

La propiedad 3 de la proposicion 2.1 se puede interpretar como que la trans-
formacién T preserva el orden pero invierte la orientacién.

Para los propdsitos del cuarto capitulo de la tesis, nos interesara aplicar esta
transformacién dual a todos los puntos de un n-conjunto dado, P.

Notacién 2.2. Sea P = {p1,p2,...,pn}, denotamos como T(P) al conjunto
de rectas {T'(p1), T(p2), -, T(pa)}-
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Andlogamente, si L es un conjunto de rectas, T'(L) es el conjunto de puntos
obtenidos de aplicar la transformacion 1T a cada una de las rectas.

Por practicidad, al tratar con conjuntos de puntos y de rectas que fueron
obtenidos, uno mediante la transformaciéon 7" aplicada al otro (el orden no es
relevante por la propiedad 1 de la proposicién 2.1), simplemente decimos son
conjuntos duales.

Veamos ahora algunas propiedades interesantes al considerar un conjunto
de puntos y un conjunto de rectas que son duales.

Proposicién 2.2. Sea P un n-conjunto de puntos en el plano y L = T(P) su
dual. Se cumplen las siguientes propiedades:

1.- L no contiene rectas verticales.

2.- L esta en posicion general, esto es, no tiene tres rectas concurrentes si y
solo si P estd en posicion general, esto es, no tiene 3 puntos colineales.

3.- L no contiene rectas paralelas si y sélo si todos los puntos de P tienen
distinto valor en su coordenada x.

2.5. Arreglos de rectas

Para poder utilizar esta transformacion dual para conjuntos de puntos, como
lo haremos en el algoritmo propuesto en el capitulo 4, es necesario dotar de
estructura a los conjuntos de rectas, para esto proporcionaremos en esta seccion
algunas definiciones y notaciones.

Consideremos un conjunto L de n rectas en el plano en posicion general, sin
rectas verticales y sin rectas paralelas.

Definicién 2.7. Llamaremos vértice al punto de interseccion de cada dos
rectas.

Definicién 2.8. Llamaremos arista a cada segmento de recta entre dos vérti-
ces consecutivos (esto es, vértices que estan en una misma recta y sin otro
vértice intermedio). Consideraremos también aristas no acotadas, estas son
las semirectas que quedan con solo un vértice extremo.

Definicién 2.9. Por dltimo, llamaremos cara a cada region del plano acotada
por aristas y sin aristas en su interior.

La estructura completa, que visualmente es equivalente al conjunto de rec-
tas, se conoce como arreglo de rectas y tiene muchas ventajas al momento de
estudiar, disenar o implementar algoritmos con estos conjuntos.

Definicién 2.10. Dado un conjunto L de rectas en el plano, la subdivision del
plano considerando vértices, aristas y caras, inducida por L se conoce como
arreglo inducido por L y se denota como A(L).
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2.5 Arreglos de rectas

Definicién 2.11. Un arreglo de rectas es simple si no hay tres de ellas que se
mntersecan en un mismo punto.

Mencionemos también algunas posibles relaciones destacables entre los ob-
jetos definidos para un arreglo de rectas.

Definicién 2.12. Decimos que un vértice y una arista son incidentes si el
vértice es extremo de esa arista, y que una arista y una cara son incidentes si
esa arista es parte de la frontera de la cara.

Definicién 2.13. Decimos que dos vértices son adyacentes si son los extremos
de una misma arista, y que dos caras son adyacentes si comparten alguna
arista.

El conjunto L tiene n rectas, sin embargo, al utilizar su arreglo inducido
A(L), se estan considerando més objetos y nos interesa conocer la cantidad de
ellos, por lo que es 1til definir la complejidad de un arreglo de rectas.

Definicién 2.14. La complejidad de A(L) es la cantidad total de vértices,
aristas y caras del arreglo.

La cantidad de vértices estd dada por la cantidad de puntos de interseccién
de las rectas que, por ser un arreglo simple, solo se intersecaran dos a dos, y
por lo tanto es igual a la cantidad de posibles parejas del conjunto, esto es

()=

Para contabilizar a las aristas, notemos que cada una de las rectas es inter-
secada por el resto, esto es por n — 1, y entre cada dos de esas intersecciones se
forma una arista, ahi van n — 2 aristas, y ademas se consideran las dos aristas
no acotadas, esto nos da un total de n aristas en cada recta. Por lo tanto, hay
n? aristas en total.

Para contar el nimero de caras, lo podemos pensar de manera inductiva.
Como base, consideremos que el plano sin rectas consta de una region o cara.
Ademas, si consideramos un arreglo de ¢ — 1 rectas y anadimos una i-ésima,
esta aportard ¢ nuevas aristas, a partir de sus intersecciones con las demas
rectas, y cada una de sus aristas dividira en dos a una regiéon existente. Por lo
tanto, al agregar la i-ésima recta, se aumentan ¢ caras al arreglo. De manera
que el conteo total de caras es:

n
, nn—1) n*—n+2
1+ g =1+ = :
, 2 2
=1
Notemos que este conteo es exacto por las condiciones que dimos sobre el
conjunto de rectas: que no haya 3 concurrentes y que no haya rectas paralelas;
ya que gracias a eso, cada dos rectas aportan una interseccién y cada inter-
seccion corresponde unicamente a dos rectas. Para arreglos que no cumplan
dichas condiciones los totales aqui obtenidos son cota superior.
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Proposicion 2.3. Si L es un conjunto de n rectas, la complejidad del arreglo
A(L) es O(n?).

A partir de esto, tenemos el siguiente teoerema, el cual serd usado mas
adelante, para demostrar la complejidad del algoritmo principal de esta tesis.

Teorema 2.1. El arreglo de rectas correspondiente a la transformacion dual
de un conjunto de puntos se puede construir en tiempo O(n?).
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3 Resultados previos

En este capitulo mencionaremos algunos resultados existentes en el area, que
ayudaran a poner en contexto el problema que sera planteado y a destacar su
relevancia.

En geometria computacional, muchos resultados clasicos tienen que ver con
configuraciones de puntos en el plano, de los cuales se pueden considerar dis-
tintas propiedades de interés, por ejemplo, las distancias entre ellos, empa-
rejamientos, triangulaciones, poligonos convexos, poligonos vacios, etcétera.
Comunmente se busca garantizar existencia o contabilizar subestructuras con
determinada caracteristica. Si ademas usamos que los puntos estén coloreados,
dichas subestructuras las podemos restringir describiendo alguna caracteristica
cromatica.

3.1. m-agonos convexos

En el capitulo anterior, en la seccion 2.2 se mencioné la definicién de conve-
xidad y en especifico de conjuntos de puntos en posicién convexa. Sobre esto,
existe un resultado clasico de 1935, dado por Paul Erdos y George Szekeres
[20]. Este resultado generaliza otro, dado por Esther Klein en la misma época,
el cual mostramos en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1. Para toda configuracion de b puntos en el plano en posicion
general, es posible encontrar 4 de ellos que estén en posicion conveza.

Demostracion. Consideremos el cierre convexo de los 5 puntos dados, si al
menos 4 de ellos pertenecen a la frontera, entonces la conclusién es trivial. Asi
que, supongamos que son solo 3: A,B y C, y los dos restantes: D y E estan
al interior de AABC'". Observemos que dos vértices del tridngulo, digamos A y
B, quedan del mismo lado de la recta que pasa por D y E, y por esta razon,

es claro que ABDFE es un cuadrilatero convexo.
m

Asi mismo, fue planteada por la misma Klein la siguiente pregunta, en busca
de una generalizacion de este resultado.

Pregunta 3.1. Dado un entero positivo m jexiste un valor f(m) que garantice
que todo conjunto de f(m) puntos en el plano contiene m de ellos en posicion
convexa?

Erdos y Szekeres mostraron que la respuesta es afirmativa.
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Teorema 3.1 (Erdds-Szekeres). Para cada entero positivo m > 3, existe un
minimo entero f(m) tal que todo n-conjunto, con m > f(m), contiene un
subconjunto de m puntos en posicion convezxa.

Notemos que hacemos mencion a m puntos en posicién convexa, o a un
m-agono convexo, de manera indistinta.

Definicién 3.1. Llamamos m-agono a un poligono simple de m vértices.

Notacién 3.1. Al minimo entero f(m) se le denota como ES(m) y se conoce
como el nimero de Erdos-Szekeres correspondiente a m.

Aunque el teorema 3.1 fue dado en 1935, a la fecha se conocen pocos valores
exactos del pardmetro que nombramos como ES. Es facil ver que ES(3) = 3
y sabemos que ES(4) = 5, por la demostracién de Klein. Mas tarde, fue
publicado por Kalbfleisch [27] que ES(5) = 9.

Figura 3.1: Conjunto de 8 puntos que no contiene 5 en posicién convexa. Esto mues-
tra que ES(5) > 9

En 2006, Szekeres y Peters [35] probaron utilizando herramientas compu-
tacionales que ES(6) = 17. Para valores de m > 7 no se conocen los nimeros
de Erdos-Szekeres.

Con esto se observa que, incluso habiendo garantizado la existencia, encon-
trar el valor exacto de estos parametros es realmente otro problema y de gran
dificultad.

Erdos y Szekeres también dieron las siguientes cotas:

om — 4
2m_2+1§ES(m)§<m )+1.
m — 2

La cota inferior es la mejor que se ha dado hasta ahora y, por los valores
conocidos de E S, se conjetura que es cota justa. La cota superior, (27;”:24) +1,
como cota asintética, es de orden de 4™ °™) y en 2017 fue mostrado por
Andrew Suk en [34] que ES(m) = 2m—°(m),

Por otro lado, en 1973 Erdos y Guy [19] se plantearon contabilizar las apa-
riciones de los poligonos convexos, planteando la siguiente pregunta:
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3.2 m-hoyos

Pregunta 3.2. Dados dos enteros positivos m yn, jcudl es la minima cantidad
de m-dagonos convexos que se garantiza que se forman en cualquier conjunto
de n puntos en el plano?

Para m = 3, es trivial la solucion (g) A partir de m = 4, se vuelve bas-
tante mas complicado y se relaciona con un problema conocido como numero
de cruces rectilineos, del cual no hablaremos en este trabajo, pero se puede
consultar el tema en [1], [2] y [3].

3.2. m-hoyos

A partir del teorema de Erdos-Szekeres han surgido diversas variantes. Un
problema muy directamente relacionado fue planteado por Erdos en 1978, con
la ligera modificaciéon de buscar que el poligono convexo sea vacio, es decir,
que no contenga en su interior puntos del conjunto.

Definicién 3.2. Sea P un conjunto de puntos en el plano en posicion general.
Un m-subconjunto S de P es llamado un m-hoyo si los puntos de S son vértices
de un poligono sin puntos de P en su interior.

El problema es el siguiente:

Pregunta 3.3. ;FEziste un entero h(m), para cada entero m > 3, tal que todo
n-conjunto, con n > h(m) contiene un m-hoyo convero?

Para m < 5 la respuesta es afirmativa. De hecho, la demostracié del caso
m = 4 se puede ver directamente de la demostracién original de Klein, ya
que dicha prueba es exhaustiva y en todos los casos aparece también un cua-
drildtero convexo vacio. Por lo tanto, h(4) = ES(4) = 5. En 1978 Harborth
[24] mostré que h(5) = 10. Sin embargo, anos més tarde Horton [25] probé que,
si n = 7, no existe un valor finito que cumpla con lo requerido, es decir, que
existen conjuntos de puntos arbitrariamente grandes que no contienen algin
subconjunto de 7 puntos que sean vértices de un poligono convexo y vacio.

El caso m = 6 estuvo abierto durante mucho tiempo, hasta que en 2007 y
2008, Nicolds [31] y Gerken [23] respectivamente, probaron de manera inde-
pendiente la existencia de h(6). En [32], se muestra que h(6) > 30, exhibiendo
un conjunto de 29 puntos que no contiene hexagonos convexos vacios.

Erdos planted nuevamente contabilizar las apariciones que se pueden garan-
tizar en cualquier conjunto de puntos.

Pregunta 3.4. Dados dos enteros positivos m yn, scudl es la minima cantidad
de m-hoyos convexos que se garantiza que se forman en cualquier conjunto de
n puntos en el plano?

Por el resultado de Horton [25], sabemos que para m > 7 nunca se garantiza
la existencia de m-hoyos convexos. Para los casos 3 < m < 6 se han dado cotas
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3 Resultados previos
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3.3 Coloraciones

A partir de esta definicion surgen nuevas variantes al problema, que fueron
inicialmente estudiadas por Devillers, Hurtado, Karolyi y Seara [17].

Problema 3.1. Dado un entero k, spodemos asegurar que todo conjunto S
suficientemente grande contiene un k-hoyo con alguna de las caracteristicas
cromdticas de la definicion anterior? ;O un k- subconjunto en posicion conve-
za?

Notemos que los problemas sobre conjuntos de puntos coloreados serian
analogos a los anteriormente expuestos. Vamos a dar nueva notacién para los
parametros.

Notacién 3.2. Denotamos como ny(m, k) (respectivamente ng(m, k) y
np(m,k)) al minimo entero con la propiedad de que cualquier configuracion
con esa cantidad de puntos, en posicion general y k-coloreados contiene un
m-subconjunto en posicion convexa monocromdtico (respectivamente hetero-
cromdtico y policromdtico).

Notacién 3.3. Denotamos como MC(m,n, k) (respectivamente HC(m,n, k)
y PC(m,n,k) a la mdxima cantidad de m-hoyos monocromdticos (respectiva-
mente heterocromdticos y policromdticos) que se puede garantizar en cualquier
n-conjunto k-coloreado.

Mencionaremos como ejemplo algunos de los resultados més importantes
sobre este tipo de variantes.

En [17] se muestra el valor de las funciones na(m, k), ng(m, k) y np(m, k).

Respecto a hoyos en esta variante cromaética, recordemos el resultado de
Horton, que afirma que si m > 7, n puede ser arbitrariamente grande sin que
se garantice la existencia de 7-hoyos convexos en todo n-conjunto. Es facil ver
que esto se cumple por igual en conjuntos coloreados y eso significa que para
toda m > T:

MC(m,n, k) = HC(m,n,k) = PC(m,n, k) = 0.

Para ahondar mas en diversos problemas de este tipo que han sido resueltos,
se pueden consultar [4], [6], [7], [11], [13], [22], [26], [28],]29], [33] ¥ [37].

Con el objetivo de poner en contexto el resultado de esta tesis, mencionare-
mos un poco de lo que se ha estudiado para los valores m =3 y m = 4.

Esta probado que todo conjunto de 10 puntos, 2-coloreado, contiene un
triangulo monocromatico vacio. Mas aun, que cualquier conjunto de n puntos
contiene al menos [ (n — 1)/9] tridngulos monocromadticos vacios.

En 2009, Aichholzer, Fabila-Monroy, Flores-Penaloza, Hackl, Huemer y
Urrutia [4] probaron la cota de Q(n®/*) y poco después fue mejorada por Pach
y Téth a Q(n*/3) [33].

La mejor cota superior asintética para MC(3,n,2) es O(n?) y se cree que
es cota justa.
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3 Resultados previos

Conjetura 3.1. En un conjunto bicoloreado de n-puntos existe una cantidad
cuadrdtica de triangulos monocromdticos vacios.

Se sabe también que MC(3,n,3) = 0, es decir, que hay conjuntos
3-coloreados arbitrariamente grandes sin tridngulos monocromaticos vacios.

Recientemente, Fabila-Monroy, Perz y Trujillo [21] mostraron que, si k > 3y
n = km (la coloracién es balanceada), entonces HC(m,n, k) = O(k?). Esto es,
que se garantiza la existencia de una cantidad ctbica (respecto al nimero de
colores) de tridngulos heterocrométicos. Observemos que en este caso, podria
aumentar el nimero de puntos sin crecer la cantidad de apariciones.

También fue mostrado que para m > 4, existen conjuntos de puntos sin
m-agonos vacios heterocrométicos.

Aichholzer et al. [5] probaron que para n suficientemente grande se asegura
la existencia de cuadrilateros vacios monocromaticos.

Devillers et al. [17] mostraron que para k > 5 y para cualquier n, existen
configuraciones de n puntos sin k-hoyos monocromaticos.

Por otro lado, también se han estudiado problemas del tipo Erdos-Szekeres
bajo una variacién del concepto de convexidad.

Con lo anterior queda claro que se pueden considerar gran cantidad de
variantes de problemas tipo Erdos-Szekeres, se ha estudiado en dimensiones
mayores, y con diversas restricciones, variando la cantidad de colores y las
caracteristicas de la estructura de interés.

Destaquemos que, cuando no se puede garantizar la existencia de la estruc-
tura buscada, es decir, cuando se prueba que hay conjuntos arbitrariamente
grandes que no contienen a dicho objeto, entonces se vuelve interesante poder
detectar si la estructura aparece o no en un conjunto particular. También es
interesante contabilizar la cantidad de apariciones de objetos en ambos casos:
ya sea quelos se garantizan en todo conjunto, o los que aparecen en un conjun-
to dado. Aqui es donde juega un papel fundamental la computacion, ya que se
busca desarrollar algoritmos eficientes para resolver este tipo de cuestiones. En
el siguiente capitulo, se muestra un planteamiento de este tipo, cuyo resultado
de existencia es negativo, y se estudia el problema de detectar su apariciéon.
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4 Planteamiento y resolucion del
problema

En este capitulo se plantea el problema original de esta tesis y se proporciona
un algoritmo para resolverlo, utilizando algunas de las herramientas mencio-
nadas en capitulos anteriores.

Consideremos un n-conjunto, P, de puntos en el plano en posicién general,
coloreados con 4 colores. Notemos que, por el resultado de Erdos-Szekeres
(teorema 3.1), si n > 5, P necesariamente contiene un cuadrildtero convexo;
y de la misma manera, con que una de las clases crométicas tenga al menos 5
puntos contendra uno monocromaético.

Sin embargo, veamos que, sin importar el valor de n, P no necesariamente
contiene un cuadrildtero convexo heterocromatico, es decir, con sus 4 vértices
de colores distintos, incluso cuando las clases cromaticas tengan la misma
cardinalidad.

Figura 4.1: Existen conjuntos arbitrariamente grandes de puntos, coloreados con 4
colores, que no contienen algin cuadrilatero convexo heterocromatico.

Por esta razon, es interesante pensar en disenar algoritmos para detectar
esos cuadrilateros. Notemos que un algoritmo de fuerza bruta puede tener
complejidad de O(n*), que es la cantidad cuadrilateros que se podrian formar
con los puntos de P. Por lo que incluso uno de O(n?®) serfa una mejora en
eficiencia.

Vamos a dar un algoritmo de tiempo cuadratico que determina si P contiene
o no un cuadrilatero convexo heterocromatico, lo cual es el principal resultado
de este trabajo de tesis.

Enseguida daremos el planteamiento formal del problema y algunas defini-
ciones que seran usadas para la explicacién del algoritmo.
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4 Planteamiento y resolucion del problema

4.1. Problema

Problema 4.1. Sea un conjunto P de puntos en el plano, en posicion general,
y coloreados con cuatro colores, P = C7 U Cy U C3UCy. Determinar si existen
puntos a € Cy, b e Cy, c € C3 yd e Cy, en posicion convexa.

Daremos ahora algunas definiciones que seran tutiles para dar solucién a este
probema.

4.2. Definiciones

Definicién 4.1. Dado un punto p en el plano, llamaremos H* (p) al semiplano
superior determinado por la recta horizontal que pasa por p.

Definicion 4.2. Dado un punto p y un conjunto de puntos S € H*(p) , vamos
a considerar un orden angular de los puntos de S con respecto a p, que serd
el orden que se les da a los elementos de S de acuerdo al angulo, formado con
la horizontal, de cada recta que pasa por cada punto q € S y por p.

Notemos que este orden es en contra de las manecillas del reloj, alrededor
del punto p.

Figura 4.2: Orden angular respecto al punto p.

Definicién 4.3. Llamaremos barrido angular a una técnica andloga al barrido
de linea, pero en la que las paradas estdn dadas por el orden angular de los
puntos.

Consideremos dos conjuntos convexos, ajenos. Sabemos que tienen 4 rectas
tangentes en comtn, dos de ellas exteriores y dos interiores. Notemos que,
siempre que las tangentes externas no sean rectas verticales, hay una de ellas
que queda por abajo de los conjuntos y otra por arriba.

38



4.2 Definiciones

Definicién 4.4. Dados dos conjuntos A y B, en caso de existir la tangente ex-
terior por abajo a sus correspondientes cierres convexos (ver pdrrafo anterior),
a esta recta la llamaremos recta de soporte de A y B.

Figura 4.3: Dos poligonos convexos y su recta de soporte.
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4 Planteamiento y resolucion del problema

4.3.

Algoritmo

Proponemos los siguientes pasos:

1.-

4.4,

Fijemos un punto p € P. Buscaremos detectar si existe un cuadrildtero
convexo heterocromatico cuyo vértice mas bajo es p.

Fijemos el orden angular (respecto a p) de la aparicién de los colores
restantes en los otros tres vértices del cuadrilatero.

Sin pérdida de generalidad, suponemos que p € C4, y los vértices de
colores Cy, C3 y Cy, aparecen en ese orden (angularmente respecto a p).

Consideremos a los vértices de color distinto al color de p que estan en
el semiplano H*(p) , Q@ = (P \ C1) N H*(p).

Nombremos a las clases cromaticas de @):
Cy = Cyn H (p)

Cy=CsNH(p)
Ci,=CinHY(p)

Consideremos al conjunto ) con su orden angular respecto a p. En la
siguiente secciéon daremos los detalles de como hacer este ordenamiento.

Haremos un barrido angular sobre los puntos de ), de manera que en
cada parada correspondiente a un punto ¢ € () mantegamos el cierre
convexo de los puntos de C} que estén antes que ¢ (incluyéndolo) y el
cierre convexo de los puntos de C) que estdn después que ¢, asi como
la recta de soporte de dichos cierres. Posteriormente profundizaremos en
cémo es posible mantener esas estructuras.

Durante el mismo barrido, si un punto de parada es ¢ € CY, verificaremos
si estd por encima de la recta de soporte actual. En caso de que si,
entonces sabremos que existe un cuadrilatero convexo heterocromatico
con el orden de colores deseado. A saber, el cuadrilatero formado por los
vértices p, q y los dos extremos de la recta de soporte considerada en ese
paso.

Ordenamiento angular

Dado un punto p en el plano y un conjunto @ de puntos en H*(p), el orden
angular de () con respecto a p es el orden de los elementos de @), dado por los
angulos respecto a la horizontal de las rectas que contienen a cada uno de los
segmentos pq, para cada q € ).
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4.5 Preprocesamiento para la construccion de cierres convexos triangulados

Por el teorema 2.1 sabemos que es posible obtener el arreglo de rectas de
la transformacién dual en tiempo cuadratico. Veamos que, a partir de esto, se
puede obtener el ordenamiento angular respecto a p en tiempo lineal.

Teorema 4.1. Dado el arreglo de rectas correspondiente a la transformacion
dual T de un conjunto de puntos, es posible ordenarlo angularmente respecto
a un punto p, en tiempo O(n).

Demostracion. Recordemos que, bajo la transformacion dual, tanto el punto
p como los puntos de () corresponden a rectas, y por las propiedades de esta
transformacién, sabemos que la recta que pasa por los puntos p y ¢ en el
primal, digamos [(pg), corresponde en el dual al punto de interseccién entre
las rectas T'(p) y T'(q). Es decir, T(I(pq)) = T(p) N T(q). Ademds sabemos
que al aplicar a una recta la transformacién 7', el punto obtenido tendra como
coordenada z el valor de la pendiente de la recta original, con esto concluimos
que para cada punto ¢ € @ la pendiente de la recta [(pg) es la coordenada x
del punto de interseccién entre las rectas T'(p) y T'(¢). Como la pendiente estd
directamente relacionada con su dngulo, nos basta con conocer el orden (por
su coordenada z) de esos puntos de interseccién para saber el orden angular
de los elementos de () con respecto a p. Por la estructura de almacenamiento
del arreglo de rectas, sabemos que es posible acceder a todos los vértices de
una misma recta, en este caso T'(p), en tiempo lineal y los obtendremos en el
orden relativo a sus coordenadas. A partir de esto, linicamente es necesario
hacer un ajuste para determinar cual de los segmentos correspondientes forma
el menor angulo respecto a la horizontal, ya que no necesariamente es el que
tiene la menor abcisa. Esto no aumenta la complejidad.

4.5. Preprocesamiento para la construccion de
cierres convexos triangulados

En la secién 2.3 se describié un algoritmo para construir un cierre convexo
triangulado de un conjunto de puntos, teniendo en cuenta un orden de los pun-
tos, en ese momento se dio por hecho que el orden era respecto a la coordenada
x v se utilizo la técnica de barrido de linea. Notemos que se puede seguir un
algoritmo analogo utilizando un orden angular de los puntos y la técnica de
barrido angular dada por ese orden. El tiempo de construccion de igual mane-
ra serd lineal y una vez construido se puede desmantelar por capas en tiempo
lineal.

Recordemos que en la descripcion del algoritmo de deteccién, presentado
en la seccién 4.3, fijamos a un punto p y el orden de aparicién de los colores,
y llamamos @) al conjunto de puntos de color diferente al de p, los siguientes
pasos ahi mencionados, corresponden a una subrutina para determinar si existe
un cuadrildtero convexo heterocromatico que tenga a p como punto mas bajo
y los otros tres puntos, visitados en orden angular respecto a p tengan colores
Cs, (3 y Cy respectivamente.
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4 Planteamiento y resolucion del problema

El primer paso de esa subrutina fue ordenar a los puntos de () angularmente
respecto a p, lo cual fue explicado en la seccion anterior, el siguiente paso se
enunci6 textualmente como sigue:

“Haremos un barrido angular sobre los puntos de @), de manera que en
cada parada correspondiente a un punto q € Q) mantegamos el cierre convexo
de los puntos de CY que estan antes que q (incluyéndolo) y el cierre convezo
de los puntos de C} que estdn después que q, asi como la recta de soporte de
dichos cierres. Posteriormente profundizaremos en como es posible mantener
esas estructuras”.

Durante ese barrido se esta considerando que en cada paso conocemos a los
cierres convexos de dos conjuntos que se estan actualizando constantemente,
para poder hacer esto requerimos de un preprocesamiento con los puntos de
color Cy y los puntos de color C; que pertenecen a Q). Este usa también la
técnica de barrido angular.

1.- En un primer barrido consideramos a los puntos de C¥ en su orden angu-
lar con respecto al punto p, construimos su cierre convexo triangulado.
Notemos que, por construccién, en la i-ésima parada se tiene al cierre
convexo de los primeros ¢ puntos de C%,.

2.- En un segundo barrido, consideraremos a los puntos de C pero en el
orden contrario al orden angular que tienen respecto a p, de esta manera,
en la j-ésima parada de este barrido inverso se tendré el cierre convexo
de los ultimos j puntos de CY.

De esta manera, en el barrido final, para cada punto ¢ € @, si hay i
puntos de C) antes de ¢ y j puntos de C después de ¢, conocemos
exactamente a los cierres convexos que nos interesan.

Notemos que este preprocesamiento se puede hacer en tiempo lineal, ya que
son dos barridos con una cantidad lineal de paradas cada uno y en la explicacion
del algoritmo de cierre convexo por barrido de linea, vimos que cada parada
toma tiempo constante.

4.6. Barrido angular para la actualizacion de
cierres convexos y rectas de soporte

Vamos a describir ahora al barrido que si es parte del algoritmo, dando por
hecho que antes se hizo el preprocesamiento.

Lo més importante de que en cada parada del barrido se tengan actualizados
los cierres convexos correspondientes a los conjuntos de color Cy y Cy que estan,
respectivamente, antes y después del punto de parada, es tener actualizada
también a su recta de soporte, con la finalidad de que cuando una parada del
barrido corresponda a un punto r € @ de color C3, podamos comprobar si este
queda por encima de la recta de soporte actual y en caso de que la respuesta
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4.7 Pruebas

sea afirmativa, podemos asegurar que el punto r, el punto p y los dos extremos
de la recta de soporte actual, forman un cuadrilatero convexo heterocromatico
que cumple con las condiciones establecidas (tiene como punto més bajo a p
y los otros tres puntos, visitados en orden angular respecto a p, tienen colores
Cy, Cs, Cy respectivamente).

Sabemos que este barrido se hace sobre todos los puntos de @), que incluyen
puntos de color (s, C3 v C4, veamos los pasos a realizar en cada parada del
barrido, segun el color del punto correspondiente.

En la parada que corresponde al punto ¢ € ):

Caso 1. Si g es de color (5, agregamos a ¢ al cierre convexo anterior de color (5,
y revisamos si es necesario actualizar a la recta de soporte.

Caso 2. Si q es de color Cj, los cierres convexos y su recta de soporte no cambian,
unicamente revisamos si ¢ estd por encima de la recta de soporte actual,
y de ser asi, el algoritmo termina con una respuesta afirmativa, pues
como ya vimos, esto exhibiria la existencia de un cuadrilatero convexo
heterocromaético.

Caso 3. Si ¢ es de color Cy, eliminamos a ¢ del cierre convexo anterior de color
Cy, y revisamos si es necesario actualizar a la recta de soporte.

La decisién de si es necesario actualizar a la recta de soporte, es facil de
comprobar. En el caso 1, esto sucederda cuando ¢ quede por debajo de la recta
de soporte que se tenia en el paso anterior, ya que como ahora ¢ también
pertenece al cierre convexo de color (s, ahora ¢ serd extremo de la nueva
recta de soporte. En el caso 3, serd necesario actualizar a la recta de soporte
solamente si g era el extremo de la recta de soporte en el paso anterior, ya que
q sera eliminado del cierre convexo considerado de color Cj.

Notemos que estas actualizaciones no exceden de tiempo lineal en el barrido
completo.

4.7. Pruebas

Vamos a demostrar que el algoritmo es correcto y que la complejidad de su
tiempo de ejecucién es O(n?). En el caso en que la respuesta del algoritmo es
afirmativa es porque, para un punto p, se exhibié un cuadrilatero convexo he-
terocromatico cuyo punto més bajo es p y este es el testigo del problema. En el
caso en que la respuesta es negativa significaria que se ejecuté el procedimiento
para todos los puntos p € S y con ninguno de estos se formé el cuadrilatero
buscado.

Teorema 4.2. Eziste un cuadrildtero convexo heterocromdtico en S si y solo
si el algoritmo da respuesta afirmativa.
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4 Planteamiento y resolucion del problema

Demostracion. La implicacion de regreso es clara porque cuando el algoritmo
responde afirmativo exhibe al cuadrilatero. Demostraremos la otra implicacion
por contradiccién, supongamos que existe (al menos) un cuadrildtero convexo
heterocromético en S y que el algoritmo da respuesta negativa. Tomemos un
cuadrilatero convexo heterocromatico en particular, al que llamaremos R, y
sean a, b, ¢y d sus vértices en sentido antihorario y, sin pérdida de generalidad,
consideremos que a es el que tiene la menor ordenada de los cuatro. Observemos
que en algiin momento del algoritmo se tomé al punto a como el punto p fijo;
y como b, ¢, y d tienen colores distintos entre si y distintos al de a, en algin
momento se consideré ese orden de colores. En el barrido angular, al pasar
por el punto ¢ se tendran computados el cierre convexo de los puntos del color
de b que aparecen antes de ¢ (incluyéndolo) y el cierre convexo de los puntos
del color de d que estén después de ¢, como sabemos que el algoritmo dio
respuesta negativa, entonces ¢ queda por debajo de la recta de soporte de esos
dos cierres. Por la definicién de recta de soporte, esto implica que cualquier
otra recta que una puntos contenidos en esos cierres convexos también esta por
encima de c. Sin embargo, por el orden presupuesto de los puntos b, ¢ y d en
sentido antihorario y por la convexidad de R, tenemos que ¢ estd por encima
del segmento bd, lo cual nos lleva a una contradiccion. En otras palabras, si
el algoritmo no detectara a R = abcd en la evaluaciéon con a como punto mas
bajo y los colores de bed en ese orden, el algoritmo de todas maneras daria
respuesta afirmativa exactamente en el momento en que el barrido se detiene
en c.

]
Teorema 4.3. El algoritmo tiene complejidad en tiempo total de O(n?).

Demostracion. Por el teorema 2.1 de la seccién 2.4, el preprocesamiento que
corresponde a la transformacién dual tiene complejidad O(n?) y teniendo el
arreglo de rectas que corresponde a dicha transformaciéon podemos obtener,
respecto a cualquier punto, el orden angular de un subconjunto de puntos en
tiempo O(n). Una vez fijo un punto p, y un orden de los 3 colores restantes,
se obtiene el orden mencionado en O(n), y se hace el barrido completo con las
actualizaciones correspondientes también en O(n). Esto se repite para cada
punto del conjunto (n veces) y para cada posible orden de 3 colores (6 veces).
La complejidad de este proceso serd 6n(O(n) + O(n)) = O(n?).

O

44



5 Conclusiones y trabajo futuro

Como principal conclusion a este trabajo, primeramente quiero destacar la
relevancia de la interaccién entre las matematicas y las ciencias de la compu-
tacion en un area como geometria computacional.

= Por un lado, vemos que en geometria combinatoria y discreta, incluso
para los problemas puramente tedricos, puede ser de gran importancia
la utilizacion de recursos computacionales. Se sabe que recientemente es
cada vez mas comun que las cotas para parametros geométricos sean
encontradas por medio de programas computacionales, y es claro que
estos deben ser disenados de forma eficiente para obtener soluciones en
tiempo razonable.

= En contraparte, podemos observarque, en el aspecto aplicado de la
computacién, desde que se busca un manejo de objetos geométricos en
la computadora, se vuelve relevante el uso de estructuras de datos y al-
goritmos que permitan almacenar y manipular dichos objetos de manera
eficiente. Esto implica haber llevado a cabo un estudio formal de los
problemas.

= En conjunto, los dos puntos anteriores nos muestran la relevancia del
estudio de la geometria computacional tanto en un aspecto teérico como
aplicado.

= Es interesante observar el fenémeno de cémo a partir de un problema
clasico se plantean tantas variantes como se puede, lo cual lleva a estudiar
un mismo tipo de resultado en distintas formas, en ocasiones colindantes
con diversas areas de las matematicas y de las ciencias de la computacion.

Creemos que el algoritmo aqui mostrado (seccién 4.3), para detectar cua-
drilateros convexos heterocromaticos en conjuntos de puntos 4-coloreados, es
6ptimo en complejidad. Sin embargo, no ha sido demostrado aun.

Por lo tanto, el trabajo pendiente en relaciéon a este tema podria ser:

= Mostrar que el algoritmo es éptimo, o bien, obtener uno de menor com-
plejidad.

= Considerar una modificacién al problema, pidiendo ademés de convexi-
dad que el cuadrilatero sea vacio.
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5 Conclusiones y trabajo futuro
» Estudiar el problema analogo para pentagonos convexos heterocromati-
cos en conjuntos de puntos H-coloreados.

= Contabilizar la cantidad de apariciones para cada uno de los objetos
mencionados.

» Estudiar el problema en dimensiones superiores.
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