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Resumen

La constante de Hubble H0 es un parámetro de gran importancia en cosmoloǵıa,
ya que indica cuál es la edad y la tasa de expansión del Universo, es decir, H0 da
la razón entre la velocidad con la que se aleja un objeto astrof́ısico de nosotros y la
distancia a la que se encuentra; de hecho, podemos tomarnos como punto de referen-
cia no porque estemos en un lugar privilegiado, sino gracias al principio cosmológico.
Asimismo, este parámetro está relacionado con la densidad de materia y la curvatura,
a través de la métrica FLRW y de las ecuaciones de Einstein de la Relatividad General.

Debido a que este parámetro es tan importante, una gran variedad de proyectos
han medido en los últimos años la constante de Hubble usando f́ısica del Universo
temprano y tard́ıo, y conforme han pasado los años lo hacen de manera más preci-
sa. Sin embargo, se ha encontrado que los resultados basados en f́ısica del Universo
temprano dan valores diferentes a los basados en f́ısica del Universo tard́ıo, y no ne-
cesariamente se traslapan entre śı con las incertidumbres, es por eso que se dice que
hay una tensión con la constante de Hubble.

Los métodos que se llevaron a cabo a grandes corrimientos al rojo z (Universo tem-
prano) -con corrimiento al rojo se refiere a la velocidad con la que se aleja un objeto
astrof́ısico-, han obtenido valores de la constante de Hubble de H0 ∼ 67 kms−1Mpc−1,
mientras que los basados en f́ısica del Universo tard́ıo (bajos z) obtienen que H0 ∼
73 kms−1Mpc−1. El experimento más conocido que obtuvo un valor cercano a 67,
además de hacerlo de forma precisa, es el proyecto Planck, el cual se basó en el mo-
delo ΛCDM (el más aceptado en la actualidad en el campo de la cosmoloǵıa porque
coincide con la mayoŕıa de las observaciones) e hizo observaciones del CMB, la radia-
ción electromagnética más longeva del Universo y que es una fuente importante de
infomación para conocer la evolución del Universo; en particular, infiere el valor de
H0 en el contexto del modelo ΛCDM. Por otro lado, los proyectos más conocidos que
hacen observaciones locales y obtienen valores cercanos a 73 son los de la colaboración
SH0ES (Supernovae, H0, for the Equation of State of dark energy, por Riess et al.),
con observaciones de Cefeidas variables (son un tipo de estrella pulsante que, gracias
a que los cambios en su luminosidad tienen un periodo y amplitud estables y por
tanto están muy bien definidos, se puede conocer la distancia a ella) y Supernovas
Tipo Ia (gracias a que sus valores de luminosidad son estables, son buenos objetos
calibradores para ser usados como candelas estándares), pues conforme pasan los años

1



sus resultados son cada vez más precisos.

La pregunta es entonces, ¿cuál de estos experimentos está obteniendo un resulta-
do incorrecto? Porque cada uno tiene sus debilidades: por ejemplo, Planck infirió
el valor de H0 gracias a la información que obtuvo del CMB, basado en el modelo
ΛCDM, pero esta interpretación del CMB por dicho modelo puede estar mal; en el
caso de SH0ES, es dif́ıcil saber si al momento de realizar las mediciones consideró
todos los errores sistemáticos que podŕıan afectar la medición de H0.

Para arreglar la tensión que hay entre estos resultados, existen diversas propues-
tas de solución publicadas en los últimos años que, aunque no resuelven el problema
por completo, intentan aliviar esta tensión y dar ideas para hacerlo en un futuro.

En el presente trabajo se busca agregar f́ısica nueva al modelo estándar cosmológico,
proponiendo part́ıculas relativistas extra en la densidad de radiación a una cierta épo-
ca del Universo temprano, para aśı poder reducir el horizonte de sonido (la distancia
que han viajado las ondas de sonido producidas por el fluido de fotones-bariones en
el Universo temprano hasta una época determinada) en la época de la recombinación
(cuando se formaron los primeros átomos de hidrógeno neutro), y que resulte en un
valor de la constante de Hubble mayor al inferido por Planck con el CMB.

Asimismo, se estudia la Gravedad Teleparalela (TG), una teoŕıa de gravedad ex-
tendida que, en lugar de la curvatura en el caso de la teoŕıa de la Relatividad General
(GR) de Einstein, involucra una herramienta llamada torsión y un término de fron-
tera; esta teoŕıa extiende la teoŕıa de la GR y la propuso inicialmente Einstein para
tratar de unificar la teoŕıa del electromagnetismo y la gravitación. Una de las apli-
caciones de esta teoŕıa es que se puede usar para intentar aliviar la tensión con H0,
proponiendo modelos dentro de la teoŕıa de TG que implican diferentes ecuaciones
de estado (no constantes) para la enerǵıa oscura, y obteniendo diferentes valores de
H0 que resultan parecidos al inferido por Planck.

Estas dos propuestas de solución no arreglan el problema de la tensión con la cons-
tante de Hubble, pero śı dan una idea de cómo se podŕıa aliviar, y que podŕıan ser
investigadas más a fondo en un futuro para encontrar una solución y una explicación
a esta discrepancia.
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Caṕıtulo 1

Breve historia de la cosmoloǵıa

1.1. Introducción a la cosmoloǵıa moderna

Actualmente es bien sabido que el Universo en el que habitamos está expandiéndose
de forma acelerada; este descubrimiento fue gracias a Riess et al. dentro del Equipo de
Supernovas a Altos corrimientos al rojo[3] en 1998, y a Perlmutter et al.[4] dentro del
Proyecto Cosmológico de Supernovas, con datos observacionales de Supernovas Tipo
Ia, ya que este tipo de supernovas tiene una luminosidad bastante estable y por tanto
son buenos objetos calibradores para ser usados como candelas estándares (véase sec-
ción 1.7). A esta fuente de expansión del Universo se le conoce como enerǵıa oscura,
la cual es uno de los elementos que componen el Universo y en mayor porcentaje, de
alrededor del 69 %, a diferencia de las otras componentes como lo es la materia ba-
riónica (protones, neutrones, electrones, toda la materia que vemos f́ısicamente) con
un 4 %, materia oscura con un 25 % y el pequeño porcentaje restante de radiación
(fotones y neutrinos) < 1 % (véase sección 1.5).
Todas estas componentes del Universo y en qué cantidad se encuentran son parte del
modelo estándar cosmológico, o modelo ΛCDM, el cual es el más aceptado hoy en
d́ıa en cosmoloǵıa porque coincide con la mayoŕıa de las observaciones (véase sección
1.6), pero tiene algunos problemas que no se pueden explicar con éste; uno de esos
problemas es la tensión con la constante de Hubble, la cual es el objetivo principal
de esta tesis explicar en qué consiste, cuáles pueden ser sus causas, y de qué formas
es posible tratarla.

Al determinar distancias o hablar sobre alguna época del Universo en el pasado es
más conveniente para los cosmólogos hablar de corrimiento al rojo (sección 1.2). Las
galaxias, por ejemplo, se encuentran a distancias muy grandes de nosotros, pero se
detectan al identificar los elementos qúımicos contenidos en ellas como ĺıneas de emi-
sión o absorción y, como en la mayoŕıa de estas galaxias se observa que las ĺıneas
se agrupan y se van al extremo del espectro electromagnético de las frecuencias más
bajas, se dice que están corridas hacia el rojo; esto se traduce a que las galaxias se
alejan de nosotros. De hecho, Edwin Hubble encontró que entre más lejanas están las
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galaxias de nosotros, más rápido parecen alejarse de nosotros, a lo que llamó Ley de
Hubble (sección 1.4), la cual es una relación entre las distancias a las galaxias y las
velocidades con las que se alejan de nosotros, y esta relación está dada por la cons-
tante de Hubble H0; esta constante es importante en cosmoloǵıa pues da un estimado
de la edad del Universo y dice qué tan rápido se está expandiendo.

Se puede modelar la expansión del Universo con la teoŕıa de Relatividad General
de Einstein, la cual básicamente dice que la materia y la enerǵıa curvan el espacio-
tiempo. Si se supone el Principio Cosmológico -el cual dice que el Universo a grandes
escalas se ve básicamente igual en todas las direcciones- se obtienen unas ecuaciones
llamadas ecuaciones de Friedmann (sección 1.3), las cuales describen cómo el espacio
se curva y su expansión. De hecho, estas ecuaciones dicen que el Universo puede ser
plano o curvo, y las observaciones apuntan a que es casi plano. A partir de ellas se
pueden derivar otras ecuaciones, que pueden servir ya sea para ver cómo modelar la
expansión acelerada del Universo, o la evolución de la densidad de enerǵıa.
Otra cosa por mencionar de estas ecuaciones es que a partir de ellas la constante de
Hubble se puede relacionar con la densidad de enerǵıa cŕıtica (sección 1.3.4), la cual
es la densidad de enerǵıa tal que, si es menor, mayor, o igual a la densidad de enerǵıa
promedio actual, implicaŕıa que el Universo tiene una geometŕıa plana, esférica o hi-
perbólica, respectivamente.

También en este caṕıtulo se da una breve explicación del Fondo Cósmico de Mi-
croondas -la radiación electromagnética más vieja que llega a nosotros (sección 1.8)-,
las Oscilaciones Acústicas Bariónicas -dan una especie de regla estándar para medir
distancias en el Universo (sección 1.9)- y la Estructura a Gran Escala -la cual apunta a
la existencia de la enerǵıa oscura (sección 1.10)-, y por qué son conceptos importantes
en cosmoloǵıa.

1.2. Corrimiento al rojo z

En cosmoloǵıa se habla habitualmente en términos de corrimiento al rojo (redshift
en inglés), lo cual es el análogo del efecto Doppler1 pero aplicado a ondas de luz.
Al observar galaxias se encuentran ĺıneas de emisión o absorción correspondientes a
frecuencias caracteŕısticas ya conocidas, pero si la galaxia se está acercando a nosotros,
se observa que las ĺıneas se agrupan y aumentan su frecuencia; como la luz azul está en
las frecuencias más altas del espectro electromagnético visible, se dice que la galaxia
está corrida al azul (blueshift en inglés). Cuando la galaxia se aleja de nosotros, como
la luz roja está en el extremo del espectro a bajas frecuencias, se dice que la galaxia
está corrida al rojo; de hecho esto es lo más común, por lo que generalmente se habla

1El efecto Doppler dice cómo cambia la frecuencia de una onda cuando un observador se aleja o
se acerca a la fuente de la onda.
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de corrimiento al rojo z y matemáticamente se expresa como:

z =
λobs − λem

λem
, (1.1)

donde λem y λobs son las longitudes de onda de la luz en los puntos de emisión (la
galaxia) y de observación (nosotros), respectivamente. También se le puede definir
-en el contexto de la métrica de FLRW (ec. (4.25), de lo cual se hablará con más
detalle en la siguiente sección), la cual modela al Universo en expansión- en términos
del factor de escala a, el cual mide la tasa de expansión del Universo y es sólo función
del tiempo cósmico:

z(t) =
a(t0)

a(t)
− 1, (1.2)

donde t0 corresponde al d́ıa de hoy y a(t) es el factor de escala en el tiempo en el que
un objeto distante a un corrimiento al rojo z emitió la luz. Se puede observar de la
ecuación anterior que la época actual corresponde a z = 0.

1.3. Ecuaciones de Friedmann

Una ecuación importante en cosmoloǵıa que describe la expansión del Universo
es la ecuación de Friedmann, la cual a continuación se derivará pero, para eso, es
necesario una introducción a la teoŕıa de la Relatividad General de Einstein.

1.3.1. Teoŕıa de la Relatividad General de Einstein

Se considera la métrica de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW) que
describe un espacio-tiempo homogéneo e isotrópico2; se adopta la notación de suma
de Einstein, la velocidad de la luz c se toma como c = 1, y las coordenadas del
espacio-tiempo están denotadas por xµ o xν , donde la coordenada temporal es la
primera componente y las otras tres componentes son coordenadas espaciales, es decir,
xµ = (t, x1, x2, x3):

ds2 = gµνdx
µdxν = −dt2 + a2(t)

[ dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sen2θdφ2)

]
, (1.3)

donde ds es el elemento de ĺınea, gµν es el tensor métrico, a(t) es el factor de es-
cala dependiente del tiempo cósmico t, k es la curvatura constante que puede ser
k = 0, 1,−1 y corresponde a geometŕıa plana (Universo plano), esférica (Universo
cerrado) e hiperbólica (Universo abierto), respectivamente, y (r, θ, φ) corresponde a
las coordenadas esféricas. También se consideran las ecuaciones de Einstein pues a

2A gran escala se cree que el Universo es homogéneo e isotrópico, refiriéndose a homogéneo como
que se ve igual en cada punto, e isotrópico como que se ve igual en todas direcciones.
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partir de estas se puede obtener la dinámica cosmológica, definiendo primero el tensor
de Einstein Gµν :

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR. (1.4)

Las siguientes ecuaciones son las ecuaciones de Einstein:

Rµν −
1

2
gµνR = 8πGTµν , (1.5)

donde G es la constante gravitacional de Newton, R el escalar de Ricci,

R = gµνRµν , (1.6)

Rµν el tensor de Ricci definido en términos de los śımbolos de Christoffel Γµνλ,

Γµνλ =
1

2
gµα(gαν,λ + gαλ,ν − gνλ,α), gαν,λ ≡

∂gαν
∂xλ

, (1.7)

Rµν = Γαµν,α − Γαµα,ν + ΓαµνΓ
β
αβ − ΓαµβΓβαν , (1.8)

Tµν el tensor de enerǵıa-momento de las componentes de materia (tema que se tratará
con más detalle en la sección 1.5), el cual en el espacio-tiempo de FLRW se puede
tomar como el de un fluido perfecto, expresado matemáticamente como:

Tµν = (ρ+ p)uµuν + pgµν , (1.9)

donde uµ = (−1, 0, 0, 0) es la 4-velocidad del fluido en coordenadas comóviles3 y la
densidad de enerǵıa ρ y la presión p son funciones de t.

De la ec. (1.5) se puede notar que el lado izquierdo caracteriza la geometŕıa del
espacio-tiempo, mientras que el lado derecho describe las enerǵıas y momentos de las
componentes de materia, es decir que las ecuaciones de Einstein relacionan la geo-
metŕıa del espacio-tiempo con la materia. Aśı, definiendo el parámetro de Hubble H
como la tasa de expansión del Universo,

H(t) ≡ ȧ

a
, (1.10)

donde el punto representa la derivada respecto al tiempo cósmico t, y calculando los
śımbolos de Christoffel (1.7) a partir de las componentes del tensor métrico en la ec.
(4.25), sustituyéndolos en el tensor de Ricci (1.8) y calculando el escalar de Ricci
(1.6), se llega a que:

R00 = −3(H2 + Ḣ), R0i = Ri0 = 0, Rij = a2(3H2 + Ḣ + 2k/a2)γij, (1.11)

3Las coordenadas comóviles son coordenadas que llevan consigo la expansión del Universo y son
convenientes de usar en cosmoloǵıa pues las coordenadas espaciales se consideran constantes (es
decir que no vaŕıan en el tiempo) para un observador que ve el Universo isotrópico. Para visualizar
estas coordenadas, uno se puede imaginar una cuadŕıcula que se va expandiendo conforme pasa el
tiempo.
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R = 6(2H2 + Ḣ + k/a2), (1.12)

donde los ı́ndices latinos son las componentes espaciales, el 0 corresponde a la compo-
nente temporal, y γij es el tensor métrico espacial. Sustituyendo las ecuaciones (1.11)
y (1.12) en el tensor de Einstein (1.4) se obtiene (y subiendo un ı́ndice mediante el
tensor métrico):

G0
0 = −3(H2 + k/a2), G0

i = Gi
0 = 0, Gi

j = −(3H2 + 2Ḣ + k/a2)δij, (1.13)

con δij la delta de Kronecker. Casi para terminar, se nota que las componentes 00 e
ij de T µν (ec. (1.9)) son T 0

0 = −ρ y T ij = pδij, e igualando con las componentes 00 e ii
de las ecuaciones (1.13), se obtiene:

H2 =
( ȧ
a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2
, (1.14)

3H2 + 2Ḣ = −8πGp− k

a2
. (1.15)

A la ecuación (1.14) (y frecuentemente también a la ec. (1.16)) se le llama la ecuación
de Friedmann y, como ya se mencionó, modela la expansión de un Universo homogéneo
e isotrópico y cómo éste se curva.

1.3.2. Ecuación de aceleración

Las ecuaciones (1.14) y (1.15) son independientes, y a partir de ellas se pueden
obtener otras ecuaciones que también son útiles en cosmoloǵıa, como lo es la ecuación
de aceleración, al sumar (1.14) y (1.15) de manera que se elimine k/a2:

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p). (1.16)

La ecuación de aceleración del factor de escala (1.16) se interpreta de manera que si el
material tiene presión, se incrementa la fuerza gravitacional haciendo que desacelere
la expansión.

1.3.3. Ecuación de continuidad

También si se multiplica la ec. (1.14) por a2, derivando con respecto a t y usando
la ec. (1.16) se obtiene la ecuación de continuidad:

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+ p) = 0. (1.17)

El primer término en paréntesis se interpreta como una disolución en la densidad
porque el volumen ha aumentado4, y el segundo es una pérdida de enerǵıa debido a la

4La ecuación de continuidad (1.17) (o de fluido) también puede surgir de considerar la primera
ley de la termodinámica, derivando con respecto a t el volumen V y la enerǵıa E en términos del
factor de escala a (V = 4π

3 a
3 y E = m = 4π

3 a
3ρ), y asumiendo una expansión reversible (dS = 0,

donde S es la entroṕıa).
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presión del material que hizo trabajo mientras el volumen del Universo incrementaba;
por conservación de enerǵıa, la enerǵıa perdida por el trabajo hecho en el fluido se
vuelve enerǵıa potencial gravitacional.
La densidad de enerǵıa ρ es la densidad total del Universo, la cual tiene varias compo-
nentes: densidad de enerǵıa de materia ρm, de radiación ρr y de enerǵıa oscura ρDE,
y la evolución de la densidad de enerǵıa va a depender de qué componente se esté
hablando, tema que se tratará con más detalle en la sección 1.5.

1.3.4. Densidad cŕıtica ρcrit

Es conveniente definir un parámetro observacional necesario para describir el Uni-
verso, el cual es la densidad cŕıtica:

ρcrit ≡
3H2

8πG
, (1.18)

la cual representa la densidad promedio cosmológica en un Universo con geometŕıa
plana, y es muy útil porque si se conoce el valor de la densidad cŕıtica al d́ıa de hoy,
ρ

(0)
crit, y de G = 6.67× 10−8cm3g−1s−2, se puede obtener el valor de H0; se obtiene al

hacer k = 0 en la ecuación de Friedmann (1.14).

1.3.5. Parámetro de densidad Ωx

También se define el parámetro de densidad Ωx que compara la densidad del Uni-
verso con la densidad cŕıtica (1.18):

Ωx(t) ≡
ρx(t)

ρcrit
. (1.19)

A cada componente de materia del Universo (de esto se hablará un poco más en la
sección 1.5) le corresponde su parámetro de densidad Ωx, y de la ecuación (1.14) se
llega a que

ΩTot + Ωk = 1, (1.20)

en donde ΩTot engloba materia (bariones y materia oscura), radiación y constante
cosmológica (enerǵıa oscura):

ΩTot =
8πG

3H2
(ρm + ρr + ρΛ), Ωk = − k

(aH)2
. (1.21)

Esto quiere decir que al sumarse todas las componentes obtenemos todo lo que confor-
ma el Universo. También uno se puede referir a los parámetros de densidad actuales,
cambiando ρx(t) por ρx(t0) = ρ

(0)
x y H(t) por H(t0) = H0.
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1.4. Ley de Hubble y constante de Hubble H0

Un descubrimiento importante en cosmoloǵıa es la ley de Hubble, atribuida princi-
palmente a Edwin Hubble (1929) pero también fue gracias a Lemâıtre y Friedmann,
la cual dice que la velocidad de recesión de una galaxia (o la velocidad a la que se
aleja, la cual se puede medir con el corrimiento al rojo de las ĺıneas espectrales) es
proporcional a la distancia a la que se encuentra de nosotros (se pueden medir por
medio de paralajes, pero como éstos ya no son tan precisos a grandes escalas, se usan
técnicas como las candelas estándar, entre las que se encuentran las Cefeidas variables
y las Supernovas de Tipo Ia), y esta constante de proporcionalidad es la constante de
Hubble H0:

v = H0r, (1.22)

pero ésta no es exactamente una igualdad ya que, además de que en la época del
descubrimiento de Hubble las mediciones no eran tan precisas como ahora, el prin-
cipio cosmológico5 sólo se cumple a grandes escalas, y las galaxias cercanas tienen
movimientos aleatorios conocidos como velocidades peculiares. De forma más gene-
ral, la ley de Hubble se puede expresar al derivar con respecto a t la definición de
coordenadas comóviles, esto es:

r = a(t)x (1.23)

⇒ ṙ = Hr + aẋ, (1.24)

donde x es la distancia comóvil, H es el parámetro de Hubble (ec. (1.10)), y r es
la distancia f́ısica de un observador a un objeto. Analizando f́ısicamente la ecuación
(1.24), el primer término de velocidad aparece ya que se considera expansión cósmica,

vH ≡ Hr, (1.25)

y al segundo término se le conoce como velocidad peculiar,

vp ≡ aẋ, (1.26)

y describe el movimiento de un objeto con respecto al flujo local de Hubble. Se puede
llegar a la ecuación (1.22) a partir de la ecuación (1.24) haciendo

v ≡ ṙ · r/r, r ≡ |r|, (1.27)

despreciando (1.26) con respecto a (1.25) (pues t́ıpicamente la velocidad peculiar de
galaxias no excede los 106 m/s), y cambiando H por H0, lo cual es válido para z � 1.
El primero en medir el valor de H0 fue Hubble, y obtuvo H0 ' 500 kms−1Mpc−1,

5El principio cosmológico está apoyado por la evidencia de que el Universo a gran escala se vuelve
suave, y dice que no estamos en un lugar privilegiado del Universo, es decir que el Universo se ve
igual donde sea, pero este principio no es exacto porque a bajas escalas no es lo mismo estar en
el interior del Sol que en el espacio donde hay estrellas, planetas, asteroides, etc., pero a grandes
escalas, como por ejemplo considerando un espacio con un millón de galaxias, se ve igual que en
cualquier otra dirección.
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el cual es mucho mayor que en los proyectos más recientes porque en esa época los
aparatos para medir distancias teńıan incertidumbres muy grandes; unos de los más
recientes han obtenido alrededor de 67 kms−1Mpc−1y otros 73 kms−1Mpc−1donde

1Mpc = 3.08568× 1024 cm = 3.26156× 106 años luz, (1.28)

pero esta discrepancia se discutirá en los siguientes caṕıtulos de esta tesis.

El parámetro de Hubble es importante en cosmoloǵıa porque da una medida aproxi-
mada de la edad del Universo, ya que

tH ≡ 1/H0, (1.29)

y también da la escala más grande que podemos observar hoy en d́ıa, mediante la
ecuación

DH ≡ c/H0. (1.30)

1.5. Épocas del Universo

1.5.1. Ecuación de estado w

De aqúı en adelante se supondrá una curvatura nula k = 0 correspondiente a un
Universo plano, a menos que se indique lo contrario, y c = 1.
Algo importante a considerar cuando se quiere estudiar cómo evoluciona el Universo,
es saber de qué está conformado. Para esto, en cosmoloǵıa se busca relacionar la
densidad ρ con la presión p, a lo cual se le llama ecuación de estado w:

w ≡ p

ρ
, (1.31)

la cual depende de qué componente de materia del Universo se esté hablando. La
composición del Universo se clasifica en tres grupos: materia (no relativista), radia-
ción (part́ıculas relativistas) y enerǵıa oscura.
En la ecuación de continuidad (1.17) se puede sustituir (1.31), y si se integra consi-
derando w constante, se obtiene:

ρ(t) = ρ(0)
(a(t)

a0

)−3(1+w)

. (1.32)

donde ρ(0) es una constante de integración que se interpreta como la densidad de
enerǵıa del Universo actual, dependiendo de qué especie de materia se esté hablando.
Esta es la solución a la ecuación de continuidad (1.17) si se tiene una ecuación de
estado (1.31), y depende de qué componente de materia se esté hablando, lo cual se
resolverá a continuación.
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1.5.2. Radiación

La radiación tiene una ecuación de estado w = 1/3, y se refiere a part́ıculas que
se mueven a velocidades relativistas, ya sea cercanas a, o a la velocidad de la luz,
como los fotones y neutrinos. Estas part́ıculas śı producen presión, llamada presión
de radiación y se debe a la enerǵıa cinética de las part́ıculas moviéndose a velocidades
relativistas. Se puede demostrar que esta presión es

pr = ρr/3, (1.33)

y si se aplica w = 1/3 a la ec. (1.32), se obtiene que

w =
1

3
⇒ ρr = ρ(0)

(a0

a

)4

(1.34)

⇒ a(t) =
( t
t0

)1/2

(radiación), (1.35)

y de aqúı se nota que el Universo se expande más lento cuando domina la radiación
a cuando domina la materia; esto es una consecuencia de la desaceleración extra que
aporta la presión en la ecuación de aceleración (1.16).

1.5.3. Materia

El término materia tiene una ecuación de estado w = 0, y se refiere a toda la
materia que no sea relativista, y que la presión que ejerce es despreciable,

pm = 0. (1.36)

Esta es una buena aproximación ya cuando el Universo se enfrió, además de que las
part́ıculas están mucho más separadas y raramente interactúan; también es una buena
aproximación para un conjunto de galaxias, pues no interactúan mas que gravitacio-
nalmente. Para encontrar la evolución de la densidad de enerǵıa ρm se hace w = 0 en
la ecuación (1.32) y se obtiene que

w = 0 ⇒ ρm = ρ(0)
(a0

a

)3

, (1.37)

es decir que la densidad decrece conforme el volumen del Universo aumenta. A partir
de la ecuación de Friedmann (1.14) y la ec. (1.37), se puede encontrar la evolución
del factor de escala a(t):

a(t) =
( t
t0

)2/3

(materia); (1.38)

esto significa que el Universo se expandiŕıa para siempre.
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Materia oscura

Otro elemento que a menudo se considera en la componente de materia (ya que
las observaciones astrof́ısicas requieren que exista otro elemento aparte de la mate-
ria ordinaria), es la materia oscura, la cual casi no interactúa con las part́ıculas del
Modelo Estándar, solamente gravitacionalmente con la materia ordinaria. De hecho,
si la materia oscura hubiera sido no relativista en la época del desacople del fotón,
se le llama Materia Oscura Fŕıa (CDM), contrario a si hubiera sido relativista se le
llama Materia Oscura Caliente (HDM). Aún no se sabe el origen de la materia oscu-
ra, pero se puede clasificar en dos grupos: los candidatos astrof́ısicos (agujeros negros
primordiales, estrellas de neutrones y enanas blancas) y los candidatos de part́ıcu-
las (axiones y WIMPs (Weakly Interacting Massive Particles en inglés, y Part́ıculas
Masivas Débilmente Interactuantes en español).

1.5.4. Enerǵıa oscura

La enerǵıa oscura tiene una ecuación de estado w ≈ −1, que a menudo se dice que
corresponde a considerar una constante cosmológica Λ6 (pero también se puede dar el
caso en el que dependa del tiempo), y fue introducida por Einstein para permitir que
sus ecuaciones (ec. (1.5)) tuvieran una solución estática. Para calcular la densidad
de enerǵıa para enerǵıa oscura ρDE, consideremos la ecuación de estado para enerǵıa
oscura wDE = pDE/ρDE y la ecuación de continuidad (1.17):

˙ρDE + 3H(ρDE + pDE) = 0. (1.39)

Usando la ecuación (1.10) e integrando la ecuación (1.39) se obtiene:

ρDE = ρ
(0)
DE exp

[
−
∫ a

a0

1 + wDE
ã

dã
]
, (1.40)

y si se define una ecuación de estado promedio ŵDE como

ŵDE(a) = − 1

ln(a0/a)

∫ a

a0

wDE(ã)

ã
dã (1.41)

⇒ ρDE = ρ
(0)
DE

( a
a0

)−3(1+ŵDE)

(1.42)

Esta es la forma general de la densidad de enerǵıa de enerǵıa oscura cuando wDE no
es constante.
Cuando se toma a la enerǵıa oscura como una constante cosmológica, se tiene una
ecuación de estado w = −1, y para obtener la presión de la constante cosmológica
pΛ, se nota que la definición de densidad de la constante cosmológica

ρΛ ≡ Λ4, (1.43)

6A Λ se le llama constante cosmológica porque su densidad de enerǵıa es constante en el espacio
y tiempo.
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es constante y para eso el segundo término en la ecuación de continuidad (1.17) para
ρΛ debe anularse, esto es que

w = −1 i.e pΛ = −ρΛ. (1.44)

Que la constante cosmológica tenga una presión negativa quiere decir que mientras
el Universo se está expandiendo, se está haciendo trabajo en el fluido cosmológico
constante. F́ısicamente, a Λ se le puede interpretar como una densidad de enerǵıa del
vaćıo, y en f́ısica cuántica se cree que tiene su origen como una enerǵıa del punto cero.
Además, se cree en la existencia de la enerǵıa oscura debido a la edad del Universo
comparada con las estrellas más viejas, observaciones de Supernovas, el CMB, BAO,
y estructura a gran escala (LSS).

1.6. Modelo estándar cosmológico (ΛCDM)

El modelo ΛCDM es el modelo que mejor coincide con las observaciones cosmológi-
cas, es por eso que se le llama Modelo Estándar Cosmológico, y supone a grandes
rasgos que se puede usar la misma f́ısica en todas partes del Universo observable,
debido a la suposición de homogeneidad e isotroṕıa (esto es lo que dice el Principio
Cosmológico, pero gracias a las observaciones del CMB es básicamente un hecho) y
que la curvatura del Universo es muy pequeña; también supone que la relatividad
general es la teoŕıa correcta de la gravedad a escalas cosmológicas.

Entre los componentes del Universo, supone que está la enerǵıa oscura asociada con
una constante cosmológica Λ y se comporta como la densidad de enerǵıa del vaćıo,
que trata de explicar la expansión acelerada del espacio; materia oscura fŕıa (CDM)
que no tiene presión, es estable e interactúa con la materia ordinaria sólo gravita-
cionalmente; materia ordinaria; fotones como los observados del CMB; y neutrinos,
part́ıculas con masa muy pequeña que interactúan mı́nimamente con otras part́ıculas.

La materia oscura se postuló para considerar los efectos gravitacionales observados en
estructuras a grandes escalas (por ejemplo las curvas de rotación “planas” de estrellas
en las galaxias, las lentes gravitacionales de luz por cúmulos de galaxias) que no pue-
den ser explicados con la cantidad de materia observada, constituyendo aśı el 26.5 %
de la densidad masa-enerǵıa del Universo[5]. En este modelo se considera la CDM,
refiriéndose a que es no bariónica (materia aparte de protones y neutrones), que su
velocidad es mucho menor que la de la luz en la época de igualdad radiación-materia,
es no disipativa, y no colisiona (las part́ıculas de DM interactúan entre ellas pero con
otras sólo lo hacen gravitacionalmente y posiblemente a través de la fuerza débil).

También considera algunas propiedades del cosmos, como la existencia y estructura
del CMB, las abundancias de H, He y Li, y que el Universo se expande aceleradamente
gracias a la observación de luz de galaxias distantes y supernovas.
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En este modelo la fracción de la densidad total de enerǵıa para nuestro Universo que es
enerǵıa oscura, es la que domina y vale ΩΛ = 0.669±0.038 seguún DES (Dark Energy
Survey, en inglés) (2018), usando supernovas de tipo Ia[6], o ΩΛ = 0.6847 ± 0.0073
según Planck (2018)[19].

El modelo también supone la Gran Explosión, el cual no fue una explosión sino
la aparición instantánea del espacio-tiempo que se encontraba a temperaturas de al-
rededor de 1015K, e inmediatamente se expandió exponencialmente, a lo cual se le
conoce como inflación cósmica. Luego el Universo se mantuvo caliente (alrededor de
10,000 K) por varios cientos de miles de años, y esto lo observamos como el CMB,
como una radiación de muy baja enerǵıa que viene de todas partes del cielo.

En este modelo, para describir el Universo observable de justo después de la época in-
flacionaria al presente y futuro, se usa la métrica de FLRW (ec. (4.25)), las ecuaciones
de Friedmann (1.3) y (1.16), y las ecuaciones de estado cosmológicas (1.31).

1.7. Supernovas Tipo Ia

Las Supernovas de Tipo Ia son supernovas que ocurren en sistemas de una enana
blanca orbitando y acretando materia de otra estrella que puede ser desde gigante a
una enana blanca más pequeña y, cuando se rebasa el ĺımite en el que la enana blanca
ya no puede sostenerse por su propio peso con presión degenerativa electrónica7 (ĺımi-
te de Chandrasekhar: 1.44M�[7]), la enana blanca colapsa para convertirse en una
estrella de neutrones; esto se ilustra en la figura 1.1. Estas supernovas se consideran
como un buen método para medir distancias a las galaxias que pertenecen gracias a
los valores de luminosidad estables producidos por la uniformidad en la masa de las
enanas blancas que explotan, ya que la magnitud visual de la explosión depende de
la distancia.

De las explosiones de supernovas se detectan ĺıneas de absorción de elementos
qúımicos, y si se detecta una ĺınea de H, la supernova es de tipo II; en otro caso se
le llama de tipo I, y si contiene una ĺınea de absorción de Silicio una vez ionizado (Si
II), se le llama de tipo Ia (las del tipo Ib contienen una ĺınea de He, mientras que las
del tipo Ic carecen de la ĺınea de He y Si), como la que se muestra en la figura 1.2 y
de donde se logra apreciar la ĺınea de absorción de Si II en 615 nm.

7La presión degenerativa nos da el ĺımite inferior que debe tener la masa de una estrella, y ocurre
por efectos cuánticos al aumentar la densidad. Se puede cuantificar para el caso de una part́ıcula no

relativista y usando el principio de incertidumbre de Heisenberg: pdeg ≈ ~2

2mn
5/3 donde n = N/V es

el número de part́ıculas por unidad de volumen y m la masa del fermión en cuestión; generalmente
se habla de presión degenerativa de electrones puesto que la de los electrones es 2000 veces más
fuerte que la de protones.
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Figura 1.1: Proceso de formación de una Supernova Tipo Ia[9].

Figura 1.2: Espectro de las ĺıneas de absorción de una Supernova Tipo Ia (SN 1981b),
donde se nota la ĺınea del Silicio una vez ionizado (Si II) en 615 nm[10].

En las SN’s Ia un elemento importante es la distancia luminosa dL y sirve para
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relacionar la luminosidad de la supernova con la tasa de expansión del Universo. La
distancia luminosa se define como:

d2
L ≡

Ls
4πF

, (1.45)

donde Ls es la luminosidad absoluta de la fuente y F es el flujo observado. El flujo
F se define como:

F =
L0

S
, (1.46)

donde L0 es la luminosidad observada a una distancia comóvil χ = 0 y z = 0, y
S = 4π(a0fK(χ))2 es el área de una esfera a z = 0 y fK(χ) es la función definida por:

fK(χ) =


senχ (K = +1),

χ (K = 0),

senhχ (K = −1).

(1.47)

la cual representa el cambio de coordenadas que se hace en la métrica FLRW (4.25)
por coordenadas que corresponden a medidas de distancias cosmológicas, y χ es la
distancia comóvil dada por:

χ = dc =
c

a0H0

∫ z

0

dz̃

E(z̃)
, (1.48)

donde

E(z) ≡ H(z)

H0

. (1.49)

La distancia luminosa también se puede expresar en términos del corrimiento al rojo,
al expresar las luminosidades en términos de la enerǵıa de la luz emitida en un inter-
valo de tiempo; la enerǵıa se puede expresar en términos de la longitud de onda del
fotón, y a su vez esta se relaciona con el corrimiento al rojo. Aśı, dL se puede expresar
como

dL =
c(1 + z)

H0

=
c(1 + z)

H0

√
Ω

(0)
K

senh
(√

Ω
(0)
K

∫ z

0

dz̃

E(z̃)

)
, (1.50)

donde Ω
(0)
K está dada por la ec. (1.21).

De esta manera se puede conocer la historia de expansión del Universo para corri-
mientos al rojo del orden de 1, al comparar datos obervacionales -como magnitudes
aparentes y absolutas de SN’s Ia- con las distancias luminosas teóricas.

1.8. CMB

La radiación de Fondo Cósmica de Microondas (Cosmic Microwave Background, en
inglés) es la radiación electromagnética remanente de una etapa temprana del Uni-
verso, y fue descubierta accidentalmente en 1964 por los radioastrónomos americanos

18



Arno Penzias y Robert Wilson[37]; gracias a esto ganaron el Premio Nobel en f́ısica
en 1978, y otra persona que ganó este premio por la radiación del CMB fue George
Smoot en 2006 por el satélite COBE[38], lanzado en 1992. El CMB es una importante
fuente de información del Universo temprano porque es la radiación electromagnética
más vieja del Universo, que data de la época de la recombinación, y para su detección
se necesitan radio telescopios lo suficientemente sensibles como para ver un ruido de
fondo débil; este ruido es más fuerte en la región de microondas del espectro de radio.

Antes de que se formaran las estrellas y planetas, el Universo era más denso, más
caliente, y estaba lleno de un brillo uniforme debido a un plasma de hidrógeno. Mien-
tras el Universo se expand́ıa, el plasma y la radiación que lo llenaba se volvieron más
fŕıos. Cuando el Universo se enfrió lo suficiente, protones y electrones se combinaron
para formar átomos de hidrógeno neutros (época de recombinación); esto ocurrió a
un corrimiento al rojo de z∗ = 1089.95[19]. A diferencia de los protones y electrones
sin combinar, estos nuevos átomos formados no pod́ıan dispersar la radiación térmica
por medio de dispersión de Thomson (dispersión elástica de una part́ıcula cargada
causada por un fotón), y aśı el Universo se volvió transparente en lugar de ser una
neblina opaca[39], por lo que los fotones comenzaron a viajar libremente a través del
espacio (desacople del fotón), y para llegar a nosotros lo hicieron con menor enerǵıa,
pues la expansión del espacio causa que su longitud de onda aumente con el tiempo.
La superficie de la última dispersión (o last scattering en inglés) se refiere al conjunto
de puntos en el espacio a la distancia correcta de nosotros tal que ahora recibimos
fotones emitidos originalmente de esos puntos en el tiempo del desacople del fotón.

Se ha encontrado que el CMB tiene un espectro térmico de cuerpo negro a una
temperatura de 2.72548± 0.00057 K[40], y que en el cielo el brillo que se observa es
casi uniforme, pero a diferentes ángulos de observación se encuentran pequeñas aniso-
troṕıas (figura 1.3), lo cual se traduce en los picos del espectro de potencias. Debido
a que el modelo de la Gran Explosión, además de producir la forma general de un
espectro de cuerpo negro, explica las fluctuaciones de temperatura, se le considera
como la mejor explicación para el CMB.

Figura 1.3: Fondo Cósmico de Microondas visto por Planck[11].
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Las anisotroṕıas, o dependencias de diferentes propiedades en diferentes direccio-
nes, se clasifican entre primarias y secundarias: las primarias se deben a efectos que
ocurrieron en la superficie de la última dispersión y antes; las secundarias se deben a
interacciones entre la radiación de fondo con gas caliente o a potenciales gravitacio-
nales, y estos efectos ocurren entre la superficie de la última dispersión y el observador.

Los picos del fondo cósmico tienen significado f́ısico, por ejemplo el primero represen-
ta la curvatura del Universo, el segundo determina la densidad de bariones[41], y del
tercero se puede obtener información sobre la densidad de materia oscura[42].

1.8.1. Polarización

Los fotones del CMB pueden estar polarizados de dos maneras: modos E y modos
B, en analoǵıa con la electrostática, en donde el campo eléctrico (campo E) tiene un
rotacional nulo y el campo magnético (campo B) una divergencia nula. Los modos
E surgen naturalmente de la dispersión de Thomson en un plasma heterogéneo. Los
modos B pueden ser creados por dos maneras: lentes gravitacionales de modos E (los
cuales se han medido con el SPT en 2013[43]), y por ondas gravitacionales que surgen
de la inflación cósmica.

1.9. BAO

El Universo temprano consist́ıa de un plasma denso de electrones y bariones (proto-
nes y neutrones), en el cual los fotones que viajaban en este Universo no pod́ıan viajar
alguna distancia considerable antes de interactuar con el plasma por medio de la dis-
persión de Thomson[44]. Mientras el Universo se expand́ıa, el plasma se fue enfriando
(a menos de 3000 K), hasta llegar a un punto en el que los electrones y protones en
el plasma se combinaron y formaron átomos de hidrógeno neutro (recombinación).
Como los fotones casi no interactúan con la materia neutra, en la recombinación el
Universo se volvió prácticamente transparente para los fotones, permitiéndoles des-
acoplarse de la materia y transmitirse libremente por el Universo[44]. A la época
en la que los bariones fueron liberados por el arrastre de los fotones se le conoce co-
mo la época de arrastre zdrag, y ocurrió a un corrimiento al rojo de zdrag = 1059.93[19].

Para explicar qué son las Ondas Acústicas Bariónicas (BAO), en esta tesis no nos
meteremos con la expresión matemática de las perturbaciones pero, para ilustrarlas
cualitativamente, imaginemos una región sobredensa del plasma primordial. Mien-
tras que esta región atrae gravitacionalmente materia a ella, es decir que el fluido de
fotones-bariones se ve comprimido por la gravedad, la presión comienza a incrementar
provocando que el fluido se expanda hacia afuera. Eventualmente, la presión cae hasta
que la gravedad causa que el fluido de fotones-bariones caiga hacia adentro de nuevo,
y este ciclo de compresión y expansión continúa hasta el tiempo del desacople del
fotón. Estas oscilaciones hacia adentro y hacia afuera del fluido de fotones-bariones
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se llaman oscilaciones acústicas (Baryon Acoustic Oscilations, en inglés), pues re-
presentan un tipo de onda de sonido constante en el fluido de fotones-bariones[46].
En la figura 1.4 se ilustra cómo fue evolucionando el contenido de materia con las
Oscilaciones Acústicas Bariónicas.

Figura 1.4: Evolución del contenido de materia de las Oscilaciones Acústicas Barióni-
cas. La curva negra corresponde a materia oscura, la azul a materia bariónica, la roja
a fotones y la azul a neutrinos, siendo estas dos últimas lo que se le considera como
radiación. Esta imagen fue tomada de la Ref. [12].

Esta región sobredensa contiene materia oscura, bariones y fotones, y la presión
se traduce en ondas de sonido esféricas de bariones y fotones que se mueven a una
velocidad de un poco más de la mitad que la velocidad de la luz[47][48], hacia afuera
de la sobredensidad. La materia oscura interactúa sólo gravitacionalmente, por lo que
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se mantiene en el centro de la onda de sonido, el origen de la sobredensidad; para
ilustrar estas ondas de sonido se muestra la figura 1.5.

Figura 1.5: Una caricatura producida por el proyecto BOSS que muestra las esferas
de bariones alrededor de los grumos iniciales de materia oscura. Los radios son de 150
Mpc[13].

Antes del desacople, los fotones y bariones se mov́ıan hacia afuera juntos, mientras
que después, los fotones ya no interactuaban con la materia bariónica y se difundieron;
eso alivió la presión del sistema, dejando atrás cáscaras de materia bariónica. Fuera
de esas cáscaras, que representan diferentes longitudes de onda de ondas de sonido,
la cáscara resonante corresponde a la primera como lo es esa cáscara que viaja la
misma distancia para todas las sobredensidades antes del desacoplo. A este radio
normalmente se le llama el horizonte de sonido[49] y se define matemáticamente
como8

rs(a) ≡
∫ a

ai

cs(a
′)

(a′)2H(a′)
da′, (1.51)

donde cs es la velocidad del sonido definida por

cs ≡
δp

δρ
=

1√
3(1 +R)

, R ≡ 3ρb
4ργ

=
3

4

Ωb

Ωγ

a

a0

. (1.52)

Otra cantidad importante en este contexto es la distancia diametral angular comóvil,
la cual representa la distancia que hay entre nosotros y la radiación emitida por el
CMB, y matemáticamente se expresa como (en el caso de un Universo plano, k = 0):

DA(a) ≡
∫ a0

a

da′

(a′)2H(a′)
. (1.53)

Las dos distancias anteriores son parecidas matemáticamente pero se diferenćıan en
que rs representa la distancia que viajaron las ondas de sonido en el tiempo antes de

8A la ecuación (1.51) se le llama horizonte de sonido comóvil.
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una época determinada, mientras que DA representa la distancia de nosotros a esa
época determinada.

Regresando a la explicación de las oscilaciones acústicas: sin la presión de fotones-
bariones llevando al sistema hacia afuera, sólo quedó la fuerza gravitacional entre los
bariones. Aśı, los bariones y la materia oscura (que quedó en el centro de la pertur-
bación) formaron una configuración tal que las sobredensidades de materia quedaron
en el sitio original de la anisotroṕıa y en la cáscara en el horizonte de sonido para
esa anisotroṕıa[49]. Gracias a la propagación de las ondas bariónicas, los cosmólogos
pueden predecir el tamaño del horizonte de sonido en la época de recombinación y,
gracias al CMB, se puede obtener una medida de esta escala con gran precisión[49].

En el tiempo entre la recombinación y la época actual, el Universo se ha estado expan-
diendo; esta expansión está bien apoyada por las observaciones y es uno de los funda-
mentos del Modelo de la Gran Explosión. En los 90’s observaciones de supernovas[4]
determinaron que, además de que el Universo se esté expandiendo, lo está haciendo
de forma acelerada. Entonces una de las preguntas más importantes en la cosmoloǵıa
actual, es entender la aceleración del universo, o a lo que se le llama enerǵıa oscura.
Para entender la naturaleza de esta, es importante tener una variedad de maneras de
medir la aceleración, y una de esas maneras es medir BAO, al comparar observaciones
del horizonte de sonido hoy en d́ıa (usando agrupamiento de galaxias) con horizontes
de sonido en la época de recombinación (usando el CMB)[49].

1.10. Estructura a gran escala

Otra de las maneras en la que los cosmólogos prueban la existencia de la enerǵıa
oscura es con la Estructura a Gran Escala (LSS, en inglés); esta consiste en los patro-
nes que forman las galaxias y la materia a grandes escalas, principalmente causados
por la gravedad y la expansión acelerada del Universo, o lo que se cree es enerǵıa
oscura. Por ejemplo, aśı como se observa que la gravedad actúa a bajas escalas, es
decir que junta part́ıculas de gas para formar estrellas y junta estrellas para formar
galaxias, también actúa a grandes escalas, en el sentido de que las galaxias se juntan
hasta llegar a observar filamentos de galaxias y vaćıos entre ellas, algo aśı como una
red de araña, que se le denomina como “red cósmica”[8].

La LSS da información sobre la enerǵıa oscura, pues en la mayoŕıa de los modelos
teóricos la enerǵıa oscura contrarresta a la gravedad que crea las grandes estructuras;
esto se refiere a que mientras el Universo se expande de forma acelerada, la mate-
ria tarda en juntarse más tiempo y tiene que viajar una distancia más grande para
hacerlo.
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1.11. Cronómetros cósmicos

Otros objetos astrof́ısicos que pueden ayudar a medir la tasa de expansión del
Universo son los Cronómetros Cósmicos (CC), los cuales calculan la edad diferencial
del Universo al medir directamente la derivada dt/dz, y esta representa el cambio en el
tiempo cósmico como función del corrimiento al rojo. Esta derivada está relacionada
con el parámetro de Hubble mediante la ecuación (1.10), la cual también se puede
escribir de la siguiente manera:

H(z) ≡ ȧ

a
= − 1

1 + z

dz

dt
. (1.54)

Los mejores CC parecen ser galaxias que evolucionan muy lentamente en una escala
de tiempo mucho más grande que su diferencia de edad. De hecho, las observaciones
muestran que las galaxias más masivas (o que están en regiones de muy alta densidad
en cúmulos) contienen poblaciones de las estrellas más viejas, y que dichas galaxias
formaron su contenido estelar a z & 2 [14] y han evolucionado pasivamente desde ese
tiempo, sin que se formaran más estrellas nuevas.

Una de las maneras para determinar de forma directa la edad de la galaxia, es al
analizar las ĺıneas de absorción de metales en su espectro continuo, en particular, la
ĺınea de 4000 Å que tiene una dependencia lineal con la edad de poblaciones estelares
viejas. Aśı, si se conoce la metalicidad se puede saber la diferencia en edades entre
dos galaxias, que es proporcional a la diferencia entre las amplitudes de sus ĺıneas de
4000 Å.

Una de las ventajas de usar CC, en lugar de otros métodos para medir H(z), es
que no se necesita integrar cantidades, como por ejemplo la distancia luminosa, por
lo que no requiere una suposición de un modelo en particular, el cual puede sesgar
las intepretaciones de los datos.

24



Caṕıtulo 2

Datos observacionales de H0

2.1. La tensión con la Constante de Hubble H0

La mayoŕıa de los proyectos que midieron la constante de Hubble H0 han usado
f́ısica del Universo temprano y tard́ıo, pero los resultados del primero dan valores
diferentes a los del segundo, y no necesariamente se traslapan entre śı con las incer-
tidumbres.

Los proyectos que realizaron estas mediciones de H0 (o que las infirieron), usaron
diferentes tipos de observaciones, como es el Fondo Cósmico de Microondas (CMB),
Oscilaciones Acústicas Bariónicas (BAO), Cronómetros Cósmicos (CC), Cefeidas va-
riables, sirenas estándar, edades estelares, Punta de la Rama Gigante Roja (TRGB),
estrellas Mira variables, lentes gravitacionales, masers, y Fluctuaciones de Brillo en
Superficie (SBF). Dichos métodos se explican con un poco más de detalle en las si-
guientes secciones.

Los primeros dos métodos mencionados se llevaron a cabo a grandes corrimientos
al rojo z (Universo temprano), y han obtenido valores de H0 ∼ 67 kms−1Mpc−1. La
radiación del CMB dio lugar a dos Premios Nobel, en 1978 por el descubrimiento de
Penzias y Wilson en 1965 [37] y a George Smoot en 2006 por el satélite COBE[38],
lanzado en 1992.

Los métodos restantes están basados en f́ısica del Universo tard́ıo (bajos z), es decir
que están basadas en la astrof́ısica de estrellas. El estudio de las Supernovas tipo
Ia, dio lugar al descubrimiento de la aceleración del Universo a tiempos tard́ıos en
1998 y fue galardonado con el Premio Nobel en 2011, a Riess y su equipo en el Equi-
po de Supernovas a Altos corrimientos al rojo[3], y a Perlmutter y su equipo en el
Proyecto Cosmológico de Supernovas[4]. Estos experimentos obtuvieron valores de
H0 ∼ 73 kms−1Mpc−1.

Cuando se habla de corrimientos al rojo en esta sección, aśı como se explicó en la sec-
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ción 1.2, se refiere a qué tan rápido se está alejando un determinado objeto astrof́ısico
de nosotros; por ejemplo un objeto que se aleja a 10,000 km/s de nosotros está a un
corrimiento al rojo de[36] z = 10, 000km

s
· 1
c
' 10, 000km

s
· 1

300,000 km
s

' 0.033.

A continuación se presentan con un poco más de detalle los proyectos que usaron
estos métodos y una breve descripción de en qué consisten; algunos de estos proyec-
tos se mencionan aqúı gracias al resumen del trabajo de Licia Verde[15][16]. Todo se
resume en la tabla 2.1, junto con los corrimientos al rojo z en los que fueron llevados
a cabo estos proyectos, y para ilustrar estos valores de una mejor manera se muestra
la figura 2.2.

2.2. Escalera de distancias cósmica

Para determinar distancias a objetos astronómicos que se encuentran muy lejos de
nosotros, en astrof́ısica se usa la escalera de distancias cósmica, la cual consiste en
medir primero la distancia a objetos relativamente cercanos (unos miles de pársecs)
con distintos métodos, y usar estos resultados para medir objetos cada vez más lejanos
(desde cientos de miles hasta millones de pársecs). Este método para medir distancias
se ilustra en la figura 2.1.

Figura 2.1: Diagrama que ilustra la escalera de distancias. A la izquierda se encuentran
algunos ejemplos de métodos para medir distancias a escalas bajas, mientras que a la
derecha están otros ejemplos de métodos para medir distancias a escalas altas, pero
que necesitan de la calibración de los métodos de la izquierda. Imagen tomada de
[17].
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Nombre Método Valor de H0 Corrimiento al
del equipo utilizado [km s−1 Mpc−1] rojo utilizado z

WMAP (2012) CMB+BAO+SNIa 69.32± 0.80 0.08 < z < 1.06
Planck (2018) CMB+BAO+SNIa 67.36± 0.54 0 . z . 10

Abbott et al. (2018) DES+BAO+BBN 67.4+1.1
−1.2 0.106 < z < 2.40

Haridasu et al. (2018) Cronómetros 68.5± 2.9 0.0708 . z < 1.965
cósmicos

Riess et al. (2016) Cefeidas variables 73.24± 1.74 0.01 < z < 0.15
Riess et al. (2018) Cefeidas variables 73.48± 1.66 -

LIGO (2017) Sirenas estándar 70+12
−8 ' 0.055

LIGO (2019) 68+14
−7 0.09 ≤ z ≤ 0.35

Verde et al. (2019) Edades estelares 71.0± 2.8 11 < zf < 30
de GC

Verde et al. (2019) Edades de 69.3± 2.7 11 < zf < 30
estrellas con

muy baja metalicidad
CCHP (2019) TRGB 69.8± 1.9 0.0023 < z < 0.15

Yuan, Riess, et al. (2019) 72.4± 2.0 -
Riess et al. (2019) Estrellas Mira 73.6± 3.9 -

variables
H0LiCOW (2019) Lentes 73.3+1.7

−1.8 zd = 0.6304, zs = 1.394;
gravitacionales zd = 0.295, zs = 0.654;

zd = 1.693, zs = 0.4546;
zd = 0.661, zs = 1.662;
zd = 0.729, zs = 2.316

Reid et al. (MCP, 2008) Masers 74.8± 3.1 ' 0.011
Pesce et al. (MPC, 2020) 73.9± 3.0 0.002 ≤ z ≤ 0.033
Reid, Pesce, Riess (2019) Masers+TRGB 71.1± 1.9 -

Jensen et al. (2000) SBF 72± 2.3 ' 0.033

Cuadro 2.1: Tabla comparativa de los proyectos que midieron H0 con el método que
utilizaron y a qué corrimiento al rojo z lo llevaron a cabo. Los que no incluyen dicho
z se deben a que en dicho trabajo no especificaron los corrimientos al rojo utilizados.

2.3. CMB

A través de datos de anisotroṕıas en la radiación del CMB (Fondo Cósmico de
Microondas) se ha podido medir H0; esta radiación es la radiación electromagnética
remanente de la Gran Explosión y ocurrió en z ' 1084[19]. WMAP (2012) obtu-
vo con estos datos H0 = 69.32 ± 0.80 kms−1Mpc−1[18], y Planck (2018) obtuvo
H0 = 67.36 ± 0.54 kms−1Mpc−1[19], derivado de los espectros de potencias de la
temperatura del CMB, polarización y de lente, además de que se basó en el modelo
ΛCDM; cabe mencionar que tanto WMAP como Planck, además de usar mediciones
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del CMB, usaron BAO y SN’s Ia. Como se puede observar de estos valores de H0,
sus márgenes de error son bastante pequeños, del 1.1 % (WMAP) y del 0.8 % (Planck).

WMAP llevó a cabo sus mediciones con corrimientos al rojo de 0.08 < z < 1.06,
mientras que el satélite Planck llevó a cabo las mediciones con 0 . z . 10. El CMB
es una importante fuente de información del Universo temprano porque es la radiación
electromagnética más vieja del Universo, que data de la época de la recombinación,
y gracias a ella se puede saber más sobre el Universo detallado; de hecho el valor de
H0 es predicho con el CMB en el contexto del modelo ΛCDM. En la sección 1.8 se
habla de la radiación del CMB con más detalle.

2.4. BAO

Como ejemplo de un proyecto que usó BAO (Oscilaciones Acústicas Bariónicas),
está el equipo de Abbott (2018) que combinó resultados de DES (Dark Energy Sur-
vey), BAO y BBN (Big Bang Nucleosynthesis en inglés, Nucleośıntesis de la Gran
Explosión1 en español) para constreñir la constante de Hubble, para lo cual asumie-
ron un modelo ΛCDM, y obtuvo que H0 = 67.4+1.1

−1.2 kms−1Mpc−1 con medidas de
corrimiento al rojo de 0.106 < z < 2.40[21]. Los márgenes de error son pequeños, del
1.6 % (ĺımite superior) y 1.7 % (ĺımite inferior).
Este resultado es independiente de las determinaciones de la constante de Hubble
con anisotroṕıas del CMB (de temperatura y polarización), con las distancias tipo
escalera, y con lentes gravitacionales. Se detalla un poco más el concepto de BAO en
la sección 1.9.

2.5. Cronómetros Cósmicos

Un equipo que usó Cronómetros Cósmicos (CC) para calcular la constante de Hub-
ble, fue el de B. S. Haridasu en 2018, en donde obtuvieron un valor de la cons-
tante de Hubble de H0 = 68.5 ± 2.9 kms−1Mpc−1[22], con corrimientos al rojo de
0.0708 . z < 1.965; los márgenes de error son un poco más grandes, del 4.2 %. Este
método consiste en considerar estrellas o galaxias en las que se conozca de manera
precisa su evolución para aśı obtener medidas de la tasa de expansión cósmica; tam-
bién se les conoce como relojes estándar, y se describen con un poco más de detalle
en la sección 1.11.

2.6. Cefeidas variables

Un equipo que ha utilizado el método de las Cefeidas variables -un tipo de método
de las distancias tipo escalera- para medir la constante de Hubble, fue el de SH0ES

1BBN se refiere a la época en el Universo donde se formaron determinados elementos ligeros.
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(Supernovas, H0, para la Ecuación de Estado de la Enerǵıa Oscura) liderado por
Adam Riess en 2016, de donde obtuvieron que H0 = 73.24 ± 1.74 kms−1Mpc−1

con corrimientos al rojo de 0.01 < z < 0.15[23], y en 2018 obtuvieron que H0 =
73.48 ± 1.66 kms−1Mpc−1[24] con Cefeidas que están a distancias de nosotros de
1.7 kpc < D < 3.6 kpc (no especifican corrimientos al rojo en su trabajo); los márge-
nes de error son del 2.3 % (Riess 2016) y del 2.2 % (Riess 2018), lo cual quiere decir
que la medición del 2018 fue más precisa al hacerla dos años después de la prime-
ra. Una Cefeida variable es un tipo de estrella que pulsa radialmente, variando en
diámetro y temperatura y produciendo cambios en la luminosidad con un periodo y
amplitud estables que ya están muy bien definidos. Aśı, se puede conocer la verda-
dera luminosidad de una Cefeida observando su periodo de pulsación, lo que permite
conocer la distancia a la estrella, comparando la luminosidad conocida con el brillo
observado.

2.7. Sirenas estándar

Otro método para calcular la constante de Hubble son las sirenas estándar, lo cual
hizo el equipo de B. P. Abbott (2017) como parte del proyecto LIGO; usaron el evento
GW170817 (fusión de un sistema binario de estrellas de neutrones) a un corrimiento al
rojo de z ' 0.055 como una sirena estándar para medir la constante de Hubble, para
lo cual combinaron la distancia a la fuente inferida únicamente de la señal de la onda
gravitacional, con la velocidad de recesión inferida de medidas de corrimiento al rojo
usando los datos electromagnéticos. Aśı obtuvieron H0 = 70+12

−8 kms−1Mpc−1[25], el
cual es consistente con los valores obtenidos con métodos de la escalera de distancias
cósmica, aunque es completamente independiente de ellos; los márgenes de error son
bastante grandes, del 17.1 % (ĺımite superior) y 11.4 % (ĺımite inferior), pues midieron
sólo un evento, y se necesitaŕıan más para hacer una mejor estad́ıstica. Dos años
después usaron el mismo evento (GW170817) junto con detecciones de agujeros negros
binarios, con corrimientos al rojo de 0.09 ≤ z ≤ 0.35, y obtuvieron una medida
actualizada de H0 = 68+14

−7 kms−1Mpc−1[26]; los márgenes de error siguien siendo
bastante grandes, del 20.5 % (ĺımite superior) y del 10.2 % (ĺımite inferior). Las sirenas
estándar son eventos generadores de ondas gravitacionales cuya teoŕıa permite estimar
la forma y la intensidad de las ondas emitidas; la intensidad de las ondas observadas
permite calcular la distancia al evento (en analoǵıa con las candelas estándar y las
ondas electromagnéticas, por ejemplo Cefeidas o Supernovas de tipo Ia).

2.8. Edades estelares

En el 2019, el equipo de Licia Verde calculó la constante de Hubble usando edades
estelares de cúmulos globulares y de estrellas de muy baja metalicidad, al combinar
constricciones en la edad del Universo tU con estimados del parámetro de densidad de
materia Ωm,0 (ya que en el modelo ΛCDM tU y H0 están relacionados con Ωm,0 v́ıa la
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ecuación Ωm,0 = 8πGρm(t=t0)

3H2
0

). Aśı, obtuvieron valores de H0 = 71.0±2.8 kms−1Mpc−1

para cúmulos globulares y H0 = 69.3 ± 2.7 kms−1Mpc−1 para las estrellas con muy
baja metalicidad, y llevaron a cabo estos cálculos con corrimientos al rojo de formación
estelar zf en el intervalo de 11 < zf < 30[15]. Los márgenes de error son del 3.9 %
para el caso de cúmulos globulares y del 3.8 % para el caso de estrellas con muy baja
metalicidad.

2.9. Punta de la Rama Gigante Roja

En el 2019, el proyecto CCHP (Carnegie-Chicago Hubble Program) usó el método
de calibración de TRGB (Tip of the Red Giant Branch en inglés, Punta de la Rama
Gigante Roja en español) en Supernovas de tipo Ia, y con corrimientos al rojo de
0.0023 < z < 0.15 obtuvo un valor de H0 = 69.8 ± 1.9 kms−1Mpc−1[27], el cual se
encuentra en medio del rango de la tensión de Hubble actual; el margen de error es
del 2.7 %.
Otro equipo que en ese mismo año usó este método para calcular H0 fue el de Yuan,
Riess, et al., el cual calibró las magnitudes de la TRGB en la Gran Nube de Magalla-
nes y en SN’s Ia para obtener H0 = 72.4 ± 2.0 kms−1Mpc−1[28]; el margen de error
es del 2.8 %.
El método de TRGB es bastante preciso y es paralelo al de las Cefeidas pero in-
dependiente de las distancias tipo escalera. También este método usa estrellas en
poblaciones estelares viejas (de Población II); en particular, usa la luminosidad de las
estrellas más brillantes de la rama gigante roja (RGB, la cual es la parte de la rama
gigante donde ocurre la ignición de helio en el curso de la evolución estelar; es la etapa
que le sigue a la secuencia principal para estrellas de masas bajas a intermedias) en
una galaxia como una candela estándar para medir la distancia a esa galaxia.

2.10. Estrellas Mira variables

Otro método para obtener el valor de H0 es el de las estrellas Mira variables,
por Riess et. al (2019); usaron observaciones (en el infrarrojo cercano) por el HST
(Hubble Space Telescope) de estrellas Mira variables en la galaxia NGC 1559 -en la
cual se encuentra la Supernova de tipo Ia 2005df- que se encuentran a distancias de
5Mpc < D < 50Mpc de nosotros (no especifican corrimientos al rojo en el trabajo),
y obtuvieron un valor de H0 = 73.6±3.9 kms−1Mpc−1[29] (con un margen de error de
5.2 %); esto es parecido al valor derivado usando Cefeidas y varias Supernovas de tipo
Ia calibradoras. Las Mira variables son estrellas pulsantes altamente evolucionadas
y con bajas masas, y caracterizadas por sus colores muy rojos. Estas estrellas son
lo suficientemente masivas que han sufrido fusión de helio en sus núcleos pero son
menores a dos masas solares.
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2.11. Lentes gravitacionales

La colaboración de H0LiCOW (H0 Lenses in COSMOGRAIL’s Wellspring, 2019)
obtuvo un valor de la constante de Hubble, de su análisis a cinco sistemas de cuásares
a través de lentes gravitacionales fuertes, de H0 = 73.3+1.7

−1.8 kms−1Mpc−1 (con un
margen de error de 2.3 % para el ĺımite superior y 2.4 % para el ĺımite inferior), con
cinco pares de corrimientos al rojo de los lentes zd y de las fuentes zs: zd = 0.6304,
zs = 1.394; zd = 0.295, zs = 0.654; zd = 1.693, zs = 0.4546; zd = 0.661, zs = 1.662;
zd = 0.729, zs = 2.316[31]. Esta medición de H0 es independiente de las mediciones
de la escalera de distancias local pero está de acuerdo con ellas.
Las lentes gravitacionales se refieren a que cuando la luz de un objeto distante (fuente)
llega a nosotros, se ve curveada debido a que atravesó un objeto muy masivo (lente).

2.12. Masers

Mark Reid en el MCP (Megamaser Cosmology Project, 2008) presentó mediciones
de cuatro masers, los cuales son una fuente natural de emisión estimulada de ĺıneas
espectrales, por lo general en la parte del microondas en el espectro electromagnético;
en otras palabras son, por ejemplo, galaxias que su luz actúa como un tipo láser y
se pueden usar para determinar distancias. Dicha emisión puede ocurrir en nubes
moleculares, cometas, atmósferas planetarias, o atmósferas estelares. Al combinar los
masers, medidos a distancias de D > 20 Mpc de nosotros y con una velocidad de
recesión de 3325kms−1 (es decir, z ' 0.011), se obtuvo un valor de la constante
de Hubble de H0 = 74.8 ± 3.1 kms−1Mpc−1[32], con un margen de error del 4.1 %.
Asimismo, en el 2019 Reid, Pesce y Riess calcularon la distancia a la galaxia NGC
4258 (D = 7.576± 0.082(estat)± 0.076(sist)Mpc) gracias a que contiene masers de
agua en su núcleo. Con esta distancia, calibraron la magnitud absoluta de la TRGB
y, como consecuencia, determinaron que H0 = 71.1±1.9 kms−1Mpc−1[33]; el margen
de error es del 2.7 %.
El año siguiente, en el 2020, Reid et al. midió la constante de Hubble a partir de
mediciones mejoradas de distancias a cuatro galaxias (las mismas que consideró el
MCP, y que se encuentran a corrimientos al rojo de 0.002 ≤ z ≤ 0.033) que contienen
megamasers; la H0 que obtuvieron fue de H0 = 73.9 ± 3.0 kms−1Mpc−1, y tiene un
margen de error del 4.1 %.

2.13. Fluctuaciones de Brillo en Superficie

Un último método por mencionar son las SBF (Surface Brightness Fluctuations en
inglés, Fluctuaciones de Brillo en Superficie en español), las cuales son indicadores
de distancia que se usan para estimar distancias a galaxias, y es útil a 100 Mpc;
las amplitudes de estas fluctuaciones son más notorias en las longitudes de onda en
el infrarrojo que en el óptico. Este método mide la varianza en la distribución de
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luz de una galaxia que surge de fluctuaciones en los números y luminosidades de
estrellas individuales. También cabe resaltar que el método es independiente del uso
de Supernovas de tipo Ia y se calibra con Cefeidas, TRGB y modelos de población
estelar. El valor obtenido por el equipo de Jensen (2000), a un corrimiento al rojo de
z ' 0.033, fue de H0 = 72 ± 2.3 kms−1Mpc−1[35][36], con un margen de error del
3.1 %.

2.14. Discusión sobre la tensión con H0

Los valores de la constante de Hubble H0 considerados en este caṕıtulo se pueden
apreciar con más claridad en la figura 2.2 obtenida a partir de los datos de la tabla
2.1; en dicha gráfica se ilustra la discrepancia que hay al medir H0 con diferentes
métodos, con valores que van desde 67.36 ± 0.54 kms−1Mpc−1 (Planck 2018) hasta
74.8± 3.1 kms−1Mpc−1 (MCP 2008).

Al menos con los valores incluidos en este caṕıtulo, se ve que hay seis que están
cercanos a 67 kms−1Mpc−1 (los primeros siete de la figura 2.2, de abajo hacia arriba)
y once están cercanos a 73 kms−1Mpc−1 (los últimos once, de arriba hacia abajo). Si
se hace un aproximado de la edad del Universo sacando los inversos de estos valores
de H0 y haciendo la conversión de 1 megapársec (ecuaciones (1.29) y (1.28)), se tiene
que:

H0 ∼ 67 kms−1Mpc−1 → tH ' 14.6Gyr, (2.1)

H0 ∼ 73 kms−1Mpc−1 → tH ' 13.4Gyr, (2.2)

de donde se ve que entre un valor de H0 al otro, hay una gran diferencia de lo que
seŕıa la edad del Universo, de al menos 1 Gyr.

Asimismo, cada valor tiene su margen de error, unos más grandes que otros, co-
mo por ejemplo el de Planck (2018) es el que tiene el error más pequeño (del 0.8 %)
mientras que los de la colaboración LIGO (2017, 2019) son los que tienen el error más
grande (del 17.1 % y 20.5 %, respectivamente); al menos en estos últimos, como para
obtener el valor de H0 usaron un solo evento de ondas gravitacionales, era evidente
que el error iba a ser muy grande, pues se necesita una muestra de datos más grande
para hacer una mejor estad́ıstica.

Actualmente se dice que hay una tensión entre el valor de la constante de Hubble
que obtuvo Planck -porque fue uno de los experimentos que dedujo H0 de forma
precisa-, y entre la que se obtiene al considerar observaciones locales, como por ejem-
plo las de Riess et al. (2018) -porque conforme pasan los años las mediciones las hace
cada vez más precisas, además de que sus mediciones no tienen una teoŕıa de fondo-,
pues obtienen valores que no coinciden y que ni con los márgenes de error se traslapan.

Es importante mencionar que Planck infirió el valor de H0 a través del CMB en
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el contexto del modelo estándar cosmológico, y el problema con esto es que la inter-
pretación del CMB por este modelo puede ser incorrecta, dando como resultado un
valor erróneo de H0. En cambio, la mayoŕıa de los demás proyectos que han medido
H0, como por ejemplo Riess con su equipo, lo han hecho con observaciones astrof́ısi-
cas, en su mayoŕıa con Cefeidas y SN’s Ia; conforme pasan los años, los instrumentos
de medición van siendo cada vez más precisos y, por tanto, las mediciones de H0 son
cada vez más precisas, aśı como los márgenes de error. El problema con este tipo
de mediciones es que acarrean errores sistemáticos, como por ejemplo al calibrar los
instrumentos con los que se harán las mediciones, o si se usan filtros.

Con lo anterior se tiene la pregunta entonces, de si la tensión puede ser causada
debido a que hay f́ısica nueva que se debe agregar al modelo ΛCDM, o se debe pro-
poner una nueva teoŕıa, o si hay errores sistemáticos que no se están considerando a
la hora de hacer mediciones locales.

En la actualidad se han publicado una gran variedad de art́ıculos en donde inten-
tan dar una explicación del por qué existe esta tensión y cómo se podŕıa arreglar.
Algunos ejemplos son: partir de la teoŕıa de la Relatividad General de Einstein pero
modificando la ecuación de estado[79]; extensiones al modelo ΛCDM[54]; interacciones
de materia oscura con neutrinos[80]; decaimiento de materia oscura a una part́ıcula
sin masa y otra con masa[81]; interacción de enerǵıa oscura con materia oscura[82][83],
sólo por mencionar algunos.

En los próximos dos caṕıtulos se abordan dos maneras de tratar de aliviar la ten-
sión con la constante de Hubble H0: la primera, la cual se discute en el caṕıtulo 3,
agrega f́ısica nueva al Universo temprano, a través de unas part́ıculas relativistas ex-
tra a la densidad de radiación; la segunda, la cual se discute en el caṕıtulo 4, consiste
en una teoŕıa extendida de la gravedad, la llamada Gravedad Teleparalela. Estas pro-
puestas no resuelven el problema de la tensión pero śı dan una idea de cómo se podŕıa
aliviar.
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Figura 2.2: Gráfica comparativa de los valores de H0 que han obtenido algunos pro-
yectos.
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Caṕıtulo 3

Propuesta de solución con grados
de libertad extra

3.1. Introducción

Ya que se presentaron los principales proyectos que han medido H0, se pudo notar
que los resultados obtenidos en el Universo temprano, y que se basan en el modelo
estándar cosmológico, tienden a valores de H0 ∼ 67 kms−1Mpc−1, mientras que los
de mediciones locales tienden a H0 ∼ 73 kms−1Mpc−1, por lo que claramente hay
una discrepancia entre los valores obtenidos; a lo anterior se le conoce como la tensión
con la constante de Hubble. Para identificar qué es lo que puede causar esta tensión, se
necesitaŕıa mejorar las medidas locales y enfocarse en mejorar la precisión, exactitud,
y diseño experimental, para controlar los efectos sistemáticos en las medidas. Una
opción para intentar explicar la tensión es tratar de agregar f́ısica nueva al modelo
estándar cosmológico (ΛCDM, sección 1.6).

En el presente caṕıtulo se presenta una propuesta para aliviar la tensión, inspira-
da en un trabajo que está elaborando mi director de tesis, el Dr. Axel De la Macorra
(De la Macorra, A., et al., work in preparation), en la que se considera una canti-
dad de grados de libertad (d.o.f., degrees of freedom en inglés) relativistas extra en
el Universo temprano para, de esta manera, poder reducir el horizonte de sonido en
la época de la recombinación, y que resulte en un valor de la constante de Hub-
ble mayor al inferido por Planck con el CMB[19]; lo anterior se da debido a que el
parámetro de Hubble es inversamente proporcional al horizonte de sonido (ec. (1.51)).
En la sección 3.2 se explica a detalle la teoŕıa detrás de la propuesta, incluyendo las
ecuaciones que habitualmente se usan en cosmoloǵıa, además de los datos observa-
cionales útiles para esta propuesta. En la sección 3.3 se muestran las ecuaciones que
se resolvieron numéricamente para tratar de arreglar la tensión, aśı como los resulta-
dos más relevantes; los cálculos de esta sección fueron hechos por mı́ y aún no están
publicados. Por último, en la sección 3.4 se muestran las conclusiones de este caṕıtulo.
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3.2. Desarrollo de la propuesta

Antes de empezar a explicar el desarrollo de la propuesta, es importante tener
en cuenta que, cuando se mencione que un parámetro se extrajo del trabajo Planck
(2018) (Ref. [19]), el parámetro se obtuvo de la cuarta columna de la tabla 2 de di-
cho trabajo, la cual considera datos del espectro del CMB de TT (de anisotroṕıas
de temperatura), TE (de anisotroṕıas de temperatura con polarización), EE+bajoE
(de polarización) con ĺımites del 68 %, y en conjunto dan básicamente la medición
de la luz con polarización del CMB. Asimismo, en todo el caṕıtulo se considera un
Universo plano, es decir k = 0 en la ecuación de Friedmann (1.14).

Uno de los parámetros que se puede tomar como fijos, pues ha sido medido de manera
precisa por Planck, es la escala angular de los picos del CMB[19] θ∗ = θ(a∗), donde
a∗ es el factor de escala en la época de recombinación; θ∗ está dada por el cociente
entre el horizonte de sonido comóvil en la recombinación rs(a∗) -la cual representa
la distancia de las perturbaciones en el fluido de fotones y bariones, en la época de
la recombinación (ec. (1.51))- con la distancia diametral angular comóvil DA(a∗) -la
cual mapea la distancia a un ángulo subtendido en el cielo, o la distancia que le tomó
a los fotones del CMB llegar a nosotros (ec. (1.53))-:

θ∗ =
rs(a∗)

DA(a∗)
. (3.1)

Aśı, si se quiere mantener constante la θ∗ medida por Planck, hay que disminuir la
rs y DA en la misma proporción, haciendo pequeños cambios en otros parámetros
cosmológicos, como lo es la densidad de radiación y la constante de Hubble.

La propuesta de solución consiste en agregar una cantidad de part́ıculas extra (o
d.o.f. extra) a la densidad de enerǵıa ρ (o a Neff ) en el Universo temprano, es decir,
hasta un cierto corrimiento al rojo cŕıtico zc (o factor de escala cŕıtico ac) para reducir
el horizonte de sonido rs, y después de esta ac dichas part́ıculas extra desaparecen.
Esta disminución de rs se da porque la cantidad de part́ıculas está relacionada con
el parámetro de Hubble H y este es inversamente proporcional a rs, mediante las
ecuaciones (1.14) y (1.51).

Consideremos dos modelos para abordar el problema: el primero es el modelo estándar
(ΛCDM), en el que se considera la cantidad de part́ıculas que ya se conocen en el mo-
delo estándar. Los parámetros que en este caṕıtulo tengan sub́ındice sm indican que
se consideran dentro del modelo estándar. En este sentido, la ecuación de Friedmann
es (ec. (1.14)):

H2
sm =

8πG

3
ρsm, (3.2)

donde ρsm es la densidad de enerǵıa y H es el parámetro de Hubble en el modelo
estándar. Supongamos que el valor de la constante de Hubble considerado en este

36



modelo es el inferido por Planck[19],

Hsm(a(t0)) ≡ Hsm(a0) ≡ H0(Planck) ≡ HP
0 = 67.27± 0.60 kms−1Mpc−1, (3.3)

donde t0 indica el tiempo actual; en este caṕıtulo, cada vez que se tenga un parámetro
con sub́ındice cero se refiere a dicho parámetro evaluado al d́ıa de hoy.

El segundo modelo es el modelo estándar junto con una cantidad extra de part́ıculas
en un cierto periodo del Universo temprano. Los parámetros que en este caṕıtulo
tengan sub́ındice exsm indican que se consideran dentro del modelo estándar junto
con las part́ıculas extra. La densidad de enerǵıa en este modelo, ρexsm, es la densidad
en el modelo estándar, ρsm, más la densidad de part́ıculas extra, ρex:

ρexsm = ρsm + ρex. (3.4)

Esta densidad está definida en un rango de a ≤ ac ≤ a∗, donde ac es un factor de
escala cŕıtico y a∗ es el factor de escala en la época de recombinación; en el caso de
a > ac se tiene que ρex = 0. Aśı, la ecuación de Friedmann en este modelo es:

H2
exsm =

8πG

3
(ρsm + ρex), (3.5)

y el valor de la constante de Hubble considerado es el medido por Riess[20],

Hexsm(a0) ≡ H0(Riess) ≡ HR
0 = 74.03± 1.42 kms−1Mpc−1. (3.6)

Para relacionar estos dos modelos se recurre a la definición de la escala angular en la
época de la recombinación θ∗ (ec. (3.1)); esta cantidad fue precisamente medida por
Planck[19], con

100θ(a∗) = 1.0411 (3.7)

⇒ θ(a∗) = 0.0104. (3.8)

De esta manera, debe pasar que con los dos modelos esta cantidad sea la misma, es
decir,

θ∗ =
rs(a∗)sm
DA(a∗)sm

=
rs(a∗)exsm
DA(a∗)exsm

, (3.9)

o equivalentemente,
rs(a∗)sm
rs(a∗)exsm

=
DA(a∗)sm
DA(a∗)exsm

, (3.10)

y como DA(a∗)sm ∝ 1
HP

0
y DA(a∗)exsm ∝ 1

HR
0

(ec. (1.53)), entonces

DA(a∗)sm
DA(a∗)exsm

' HR
0

HP
0

=
74.03

67.27
= 1.10049. (3.11)

Esta última aproximación implica que el horizonte de sonido en el SM rs(a∗)sm es ma-
yor que en el EXSM rs(a∗)exsm; igualmente, dicha aproximación implica que DA(a∗)sm
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es mayor que DA(a∗)exsm. Más adelante se calcula el valor exacto de DA(a∗) en ambos
modelos (ec. (3.42)) y se confirma que el del SM es mayor que el del EXSM.

Para relacionar el parámetro de Hubble H con el número de d.o.f. relativistas Neff ,
primero relacionemos este último con la densidad de enerǵıa. Como vimos en la sec-
ción 1.5, la densidad de enerǵıa en el SM está compuesta por materia (bariones y
materia oscura), radiación y enerǵıa oscura, es decir:

ρsm = ρm + ρr + ρΛ, (3.12)

mientras que en el EXSM a la densidad de enerǵıa del SM se le agrega una densidad
de part́ıculas extra ρex, esto es:

ρexsm = ρm + ρr + ρΛ + ρex, (3.13)

con la evolución de cada una de las densidades, en términos del factor de escala a,
dada por:

ρm(a) = ρm0

(a0

a

)3

, ρr(a) = ρr0

(a0

a

)4

, ρΛ = constante, (3.14)

y la ρex se explica más adelante (véase ec. (3.24)); los valores con sub́ındice 0 indican
que se trata de la densidad correspondiente a la época actual. Como hipótesis de
trabajo se consideran las mismas densidades de materia y radiación en los dos modelos
-debido a que la contribución de part́ıculas en el modelo estándar está bien medida-
(pero la densidad de enerǵıa oscura no es la misma), es decir, si por simplicidad al
SM le llamamos modelo A y al EXSM modelo B, y usamos las ecuaciones (1.18) y
(1.19), se tiene que

ρAm0
= ρBm0

⇒ ΩA
m0

(ρ(0)
c )A = ΩB

m0
(ρ(0)
c )B (3.15)

⇒ ΩB
m0

=
(HA

0 )2

(HB
0 )2

ΩA
m0

=
(HP

0 )2

(HR
0 )2

ΩA
m0
. (3.16)

donde los parámetros de densidad con supeŕındice P y R denotan si son los valores
deducidos por Planck y Riess, respectivamente. Las ecuaciones anteriores son para el
caso de materia, y el mismo cálculo se puede hacer para el caso de radiación; la ecua-
ción (3.16) muestra la relación entre la cantidad de materia en el modelo B con la del
modelo A, y sólo difieren por el cociente de la constante de Hubble en los dos modelos.

Ahora, usando la ecuación de Friedmann (1.14) para un Universo plano en los dos
modelos y considerando que en el modelo B se agregan part́ıculas extra:

HA =

√
8πG

3
(ρAm + ρAr + ρAΛ), (3.17)
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HB =

√
8πG

3
(ρBm + ρBr + ρBΛ + ρex)

=

√
8πG

3
(ρAm + ρAr + ρBΛ + ρex).

(3.18)

De las ecuaciones anteriores es evidente que el parámetro de Hubble H no es el mismo
para ambos modelos: la densidad de materia y radiación son las mismas pero lo que
cambia es la enerǵıa oscura y la densidad de part́ıculas relativistas extra.

Ahora, si en las expresiones de H anteriores se usa la ecuación que da la evolu-
ción de la densidad de las especies de materia en términos del factor de escala (3.14),
la definición del parámetro de densidad (1.19), y la definición de la densidad cŕıtica
(1.18), se obtiene para cada modelo:

HA = HP
0

√
ΩA
m0
a−3 + ΩA

r0
a−4 + ΩA

Λ0
, (3.19)

HB = HR
0

√
ΩB
m0
a−3 + ΩB

r0
a−4 + Ωexa−4 + ΩB

Λ0
, (3.20)

donde se hizo a0 = 1, y las part́ıculas extra evolucionan como radiación por suponer
que son relativistas (véase ec. (3.24)). Usando que la suma de los parámetros de
densidad debe ser 1 (es decir que el parámetro de densidad total debe ser 1, ec.
(1.20)) para un Universo plano, las ecuaciones anteriores se pueden reescribir como

HA = HP
0

√
1 + ΩA

m0
(a−3 − 1) + ΩA

r0
(a−4 − 1), (3.21)

HB = HR
0

√
1 +

(HP
0 )2

(HR
0 )2

[ΩA
m0

(a−3 − 1) + ΩA
r0

(a−4 − 1)] + Ωex(a−4 − 1), (3.22)

donde en el caso del modelo B (ec. (3.22)), se usó la ecuación (3.16) y la ecuación del
parámetro de densidad total escrita de la siguiente manera:

ΩB
Λ0

= 1− ΩB
m0
− ΩB

r0
− Ωex. (3.23)

De las ecuaciones anteriores se puede ver cómo difiere H del modelo B con la del
modelo A: tienen la misma cantidad de materia y de radiación pero no de enerǵıa
oscura, además de que hay un factor (el cociente de la constante de Hubble en los
dos modelos) que multiplica a las cantidades de materia y radiación; asimismo, en el
modelo B se incluye la cantidad de part́ıculas extra.

Las part́ıculas relativistas que entran dentro de la densidad de radiación en el SM son
los fotones (γ) y neutrinos (ν), junto con la cantidad extra de part́ıculas considera-
das en el EXSM. Como la radiación del CMB se puede considerar un cuerpo negro,
entonces la densidad de enerǵıa de radiación es proporcional a la temperatura a la
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cuarta potencia. De esta manera, las componentes de radiación tienen las siguientes
densidades de enerǵıa1:

ργ =
π2

30
gγT

4
γ , ρν =

π2

30

(7

4

)
gνT

4
ν , ρex =

π2

30

(7

4

)
gexT

4
ex, (3.24)

donde el factor de (7/4) en la densidad de neutrinos tiene que ver con la suposición
de que estos son fermiones de Majorana, es decir que se supone que los neutrinos son
su propia antipart́ıcula; por convención, también se le agrega este factor a la densidad
de part́ıculas extra. Se tomó por simplicidad c = ~ = κB = 1. Los d.o.f. g dan una
descripción de cómo el número de diferentes part́ıculas evolucionan.

Usando la relación (Tν/Tγ)
4 = (4/11)4/3 2 y gγ = 2[1], se tiene que

ρν =
π2

30

(7

4

)
gνT

4
ν =

π2

30
gν

(7

4

)( 4

11

) 4
3
T 4
γ = gν

(7

8

)( 4

11

) 4
3
ργ, (3.25)

es decir que se puede expresar la densidad de enerǵıa de neutrinos en términos de la
de los fotones. Definiendo Nν = gν = 3.0463 y tomando por convención Tex = Tν ,
podemos definir la densidad de enerǵıa efectiva como una suma de la densidad extra
y la de neutrinos, es decir,

ρeff = Neff

(7

8

)( 4

11

) 4
3
ργ, Neff ≡ Nν +Nex. (3.26)

Por tanto, la cantidad total de radiación es[1]

ρr = ργ + ρeff = ργ

(
1 +Neff

(7

8

)( 4

11

) 4
3
)
, (3.27)

siendo Nex la contribución extra de part́ıculas relativistas al SM (Neff = Nν = 3.046
para tres neutrinos y si Nex = 0). También se pueden definir los d.o.f. en el SM,
EXSM y los extra, si se toma Tsm = Tγ:

gsm ≡ 1 +Nν

(7

8

)( 4

11

)4/3

, (3.28)

gex ≡ Nex

(7

8

)( 4

11

)4/3

, (3.29)

gexsm ≡ 1 +Neff

(7

8

)( 4

11

)4/3

, (3.30)

1Las constantes de proporcionalidad entre la densidad de enerǵıa y la temperatura se obtienen
con un análisis de mecánica estad́ıstica; para ver la derivación se puede consultar la Ref. [53].

2Esta relación viene de la conservación de la entroṕıa antes y después de la aniquilación de
electrones (e−) y positrones (e+).

3Que el valor de grados de libertad de los neutrinos Nν sea igual a 3.046 y no a 3, tiene que ver
con que los 3 tipos de neutrinos del modelo estándar no estaban completamente desacoplados en la
aniquilación electrón-positrón.
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lo cual resulta en el siguiente parámetro de densidad de las part́ıculas extra, en térmi-
nos de Nex:

Ωex ≡
ρex
ρexsm

=
gex
gexsm

=
Nex

(
7
8

)(
4
11

)4/3

1 + (3.046 +Nex)
(

7
8

)(
4
11

)4/3
. (3.31)

Aśı, metiendo la ecuación (3.27) en la (3.22), el parámetro de Hubble en el EXSM se
puede reescribir de la siguiente forma:

H(a)exsm = HR
0

√
1 + ΩR

m0
(a−3 − 1) + ΩR

γ0

(
1 +Neff

(7

8

)( 4

11

) 4
3
)

(a−4 − 1). (3.32)

En el caso del SM, el parámetro de Hubble se puede escribir de la siguiente manera:

H(a)sm = HP
0

√
1 + ΩP

m0
(a−3 − 1) + ΩP

γ0

(
1 +Nν

(7

8

)( 4

11

) 4
3
)

(a−4 − 1). (3.33)

Las ecuaciones (3.33) y (3.32) son útiles en la siguiente sección, para resolver las in-
tegrales de rs y DA.

Para concluir esta sección, cabe mencionar que se usaron los siguientes valores[19]:

Ωb0h
2
0 = 0.02236, Ωc0h

2
0 = 0.1202, Ωm0h

2
0 = 0.1432, Ωγ0h

2
0 = 2.469× 10−5,

(3.34)
donde los sub́ındices b, c, m y γ denotan la cantidad de bariones, materia oscura
fŕıa, materia (bariones + materia oscura fŕıa) y fotones, en ese orden; asimismo, estos
parámetros dependen de los valores de h0 = H0/100: el de Riess, hR0 = 0.7403 para el
EXSM y el de Planck hP0 = 0.6727 para el SM. Se usaron los valores de la ec. (3.34)
porque están en términos de H0, por lo que se tiene la libertad de poner el valor de H0

dependiendo del modelo que se considere. También se puede notar que los parámetros
de densidad Ω para los dos modelos son diferentes, y vaŕıan dependiendo del valor
de H0 en cuestión, a diferencia de las densidades ρ de materia y radiación que, por
hipótesis de trabajo, son iguales en los dos modelos.

3.3. Resultados y discusión

En esta sección, es importante mencionar que los cálculos fueron hechos por mı́ y
aún no están publicados.

Con las herramientas de la sección anterior podemos calcular el horizonte de soni-
do (ec. (1.51)) en el SM y en el EXSM, con las siguientes expresiones, y usando las
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ecuaciones (3.33) y (3.32):

rs(a∗)sm =

∫ a∗

ai

cPs
a2Hsm

da

=

∫ a∗

ai

cPs

a2HP
0

√
1 + ΩP

m0
(a−3 − 1) + ΩP

γ0

(
1 +Nν

(
7
8

)(
4
11

) 4
3
)

(a−4 − 1)

da,

(3.35)

rs(a∗)exsm =

∫ a∗

ai

cRs
a2Hexsm

da

=

∫ ac

ai

cRs

a2HR
0

√
1 + ΩR

m0
(a−3 − 1) + ΩR

γ0

(
1 + (Nν +Nex)

(
7
8

)(
4
11

) 4
3
)

(a−4 − 1)

da

+

∫ a∗

ac

cRs

a2HR
0
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1 + ΩR

m0
(a−3 − 1) + ΩR

γ0

(
1 +Nν

(
7
8

)(
4
11

) 4
3
)

(a−4 − 1)

da,

(3.36)

donde Ωm0h
2
0 = 0.1432, Ωγ0h

2
0 = 2.469 × 10−5 (ec. (3.34)), la velocidad del sonido

cs viene dada por la ecuación (1.52), es decir,

cs =
1√

3
(

1 + 3
4

Ωb0
Ωγ0

a
a0

) , Ωb0h
2
0 = 0.02236, Ωγ0h

2
0 = 2.469× 10−5, (3.37)

con valores de Ωb0 y Ωγ0 tomados de la ecuación (3.34) -además se puede notar que
el valor de cs depende del valor de h0 que se maneje-, ai es un factor de escala inicial
muy pequeño (también puede ser cero y la integral en cuestión se puede resolver),
a∗ = 9.314 × 10−4 es el factor de escala en la época de la recombinación[19], ac con
ai < ac ≤ a∗ es el factor de escala cŕıtico en donde se cuenta la cantidad de part́ıculas
relativistas extra y, además, domina la radiación.
Las cantidades de radiación se calcularon con las ecuaciones (3.27), (3.34), hR0 =
0.7403 y, como la ecuación (3.27) depende de Neff (dada por la ec. (3.26)), los valores
que se usaron fueron de Neff = 4, 5, 7, obteniendo como resultado:

Neff = 4 → (Ωr0)exsm = 8.59769× 10−5,

Neff = 5 → (Ωr0)exsm = 9.62083× 10−5,

Neff = 7 → (Ωr0)exsm = 1.16671× 10−4.

(3.38)

Asimismo, la integral en la ecuación (3.36) se dividió en dos integrales, para consi-
derar en la primera las part́ıculas extra y, después de ac, estas part́ıculas desapare-
cen. La diferencia entre las ecuaciones (3.35) y (3.36) es que se usaron los valores
hP0 = 0.6727 y hR0 = 0.7403 en rs(a∗)sm y rs(a∗)exsm, respectivamente, además de que
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Figura 3.1: Gráfica de rs(a∗)exsm como función de ac para Neff = 3.046, 4, 5, 7.

en el EXSM se agregó una densidad extra en la radiación, parametrizada por Nex. Se
resolvieron estas integrales numéricamente usando Mathematica, de donde se varió
ac en la rs(a∗)exsm en el intervalo ai < ac < a∗ para Neff = 4, 5, 7, es decir para
Nex = 0.954, 1.954, 3.954, y con una ai = 1× 10−5.

De la gráfica de rs(a∗)exsm como función de ac obtenida en la figura 3.1, para Neff =
3.046, 4, 5, 7, se puede concluir que si se aumenta Neff disminuye rs; además se com-
probó que rs(a∗)sm > rs(a∗)exsm para a < ac < a∗. Como el objetivo es mantener
constante la θ∗ de la ecuación (3.9) -lo cual es equivalente a tener la igualdad en la
ecuación (3.10)-, se calcularon las distancias diametrales angulares DA(a∗) en el SM
y EXSM (ec. (1.53)), metiendo las siguientes expresiones (considerando un Universo
plano, k = 0) en Mathematica:

DA(a∗)sm =

∫ a0

a∗

da

a2Hsm

=

∫ a0

a∗

da

a2HP
0

√
1 + ΩP

m0
(a−3 − 1) + ΩP

γ0

(
1 +Nν

(
7
8

)(
4
11

) 4
3
)

(a−4 − 1)

,

(3.39)
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DA(a∗)exsm =

∫ a0

a∗

da

a2Hexsm

=

∫ a0

a∗

da

a2HR
0

√
1 + ΩR

m0
(a−3 − 1) + ΩR

γ0

(
1 +Nν

(
7
8

)(
4
11

) 4
3
)

(a−4 − 1)

,

(3.40)

de donde la única diferencia entre estas ecuaciones es el valor de h0 (de Planck o de
Riess). Cabe mencionar que en las integrales de DA no hay contribución de part́ıculas
extra (parametrizada por Nex), pues las integrales están tomadas después de a∗ y, por
hipótesis, las part́ıculas extra se consideran antes de a∗. De esta manera, al resolver
las integrales (3.39) y (3.40) en Mathematica, se obtuvo que:

DA(a∗)sm = 13, 886.9Mpc, DA(a∗)exsm = 13, 627.1Mpc, (3.41)

⇒ DA(a∗)sm
DA(a∗)exsm

= 1.01907. (3.42)

Algo importante a mencionar es que, para obtener tanto DA como rs en unidades
de Mpc, se multiplicaron las respectivas definiciones (ecuaciones (3.39) y (3.40) en
el caso de DA, y (3.35) y (3.36) en el caso de rs) por c = 299, 792.458 km/s. De la
ecuación (3.42) se puede comprobar que la distancia angular diametral en el SM es
mayor que en el EXSM. Aśı, se hizo coincidir el cociente de los horizontes de sonido
en los dos modelos con el valor fijo en la ecuación (3.42), donde se obtuvo una rs en
el SM de:

rs(a∗)sm = 143.253Mpc, (3.43)

y los valores de ac que logran esto son:

Nex = 0.954 → ac = 3.40576× 10−4 → zc ' 2, 935, (3.44)

Nex = 1.954 → ac = 1.36181× 10−4 → zc ' 7, 342, (3.45)

Nex = 3.954 → ac = 7.32861× 10−5 → zc ' 13, 644, (3.46)

es decir, a mayor cantidad de part́ıculas extra añadidas al modelo estándar, menor
es el factor de escala en lo que esto pasa o, equivalentemente, la época a la que pasa
esto es cada vez más lejana de la época actual. Con estas ac se obtuvo una rs(a∗)exsm
de

rs(a∗)exsm = 140.572Mpc, (3.47)

de la cual se puede ver que efectivamente es menor a rs(a∗)sm (ec. (3.43)).

Para verificar que se hayan obtenido valores de rs y DA razonables con resultados
ya publicados en la comunidad cosmológica (por ejemplo Planck, con una rs(a∗) =
144.39Mpc[19] y DA(a∗) = 13, 883.6Mpc4), si se hace el cociente entre la rs(a∗)sm

4El valor de DA(a∗) se calculó usando los valores de rs(a∗) y θ∗ obtenidos por Planck y susti-
tuyéndolos en la ec. (3.9)
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(ec. (3.43)) y DA(a∗)sm (ec. (3.41)), calculadas numéricamente, se obtiene una θ∗ de:

θ∗ = 0.0103. (3.48)

Igualmente, al hacer el cociente entre la rs(a∗)exsm (ec. (3.47)) y DA(a∗)exsm (ec.
(3.41)), calculadas numéricamente, se obtiene una θ∗ idéntica a la de la ecuación
(3.48); esto significa que se cumplió con el objetivo de reducir rs y DA en este nuevo
modelo EXSM, en la misma proporción para que dé lo mismo al hacer el cociente de
estas distancias en el modelo estándar; además, se comprobó que las distancias obte-
nidas en este trabajo son del mismo orden de magnitud que las distancias registradas
por Planck y, por consecuencia, la θ∗ obtenida en este caṕıtulo es congruente con el
valor que midió Planck (ec. (3.8)), de θ∗(Planck) = 0.0104.

Asimismo, con la ecuación (3.31) se puede calcular el parámetro de densidad de las
part́ıculas extra para cada caso de Nex:

Nex = 0.954 → Ωex = 0.113528, (3.49)

Nex = 1.954 → Ωex = 0.207801, (3.50)

Nex = 3.954 → Ωex = 0.346745. (3.51)

Al analizar todas las soluciones, en la primera en la ecuación (3.44) se tiene un número
de d.o.f. efectivo, Neff = 4, un poco mayor al que se tiene en el SM, de Nν = 3.046,
que implica una Ωex = 0.113528 (ec. (3.49)); ésta seŕıa entonces la contribución de
part́ıculas extra relativistas al modelo estándar, la cual es menor a cualquier paráme-
tro de densidad de materia considerado en este caṕıtulo. Cabe mencionar que la
cantidad de enerǵıa oscura en este caso, si se hace uso de la ecuación (3.23) y los
valores de Ωm0 , Ωr0 y Ωex correspondientes, es de ΩB

Λ0
= 0.626261.

En la segunda solución (ec. (3.45)) se tiene un número de d.o.f. efectivo mayor respec-
to al anterior (Neff = 5), por lo que Ωex = 0.207801 (ec. (3.50)), el cual es parecido
al parámetro de densidad de materia inferido por Riess, de ΩR

m0
= 0.260125. En este

caso, haciendo un cálculo parecido al de la solución anterior, se obtiene una cantidad
de enerǵıa oscura de ΩB

Λ0
= 0.531978.

En la tercera y última solución (ec. (3.46)) se tiene un número de d.o.f. efectivo mayor
respecto al anterior (Neff = 7), por lo que Ωex = 0.346745 (ec. (3.51)), el cual es pa-
recido al parámetro de densidad de materia inferido por Planck, de ΩR

m0
= 0.315032.

Para este último caso, la cantidad de enerǵıa oscura obtenida es de ΩB
Λ0

= 0.393013.

De estos resultados podemos corroborar que, entre más d.o.f. extra relativistas se agre-
guen al SM, es mayor la contribución de la cantidad de part́ıculas extra al parámetro
de densidad total, además de que la contribución de enerǵıa oscura obtenida es cada
vez menor, por construcción.
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A modo de resumen, en la tabla 3.3 se incluyen los resultados relevantes de esta
sección.

Neff 4 5 7
Nex 0.954 1.954 3.954

ac(×10−4) 3.40576 1.36181 0.73286
zc 2,935 7,342 13,644

Ωex 0.113528 0.207801 0.346745
Ωr0(×10−4) 0.859769 0.962083 1.16671

ΩΛ0 0.626261 0.531978 0.393013
θ∗
a 0.0103 - -

rs(a∗)exsm [Mpc]a 140.572 - -
rs(a∗)sm [Mpc]b 143.253 - -

DA(a∗)sm [Mpc]b 13,886.9 - -
DA(a∗)exsm [Mpc]b 13,627.1 - -

θ∗(Planck)b 0.0104 - -
rs(a∗)(Planck) [Mpc]b 144.39 - -

DA(a∗)(Planck) [Mpc]b 13,883.6 - -

Cuadro 3.1: Tabla comparativa de cómo cambian algunos parámetros (si no se espe-
cifica, en el EXSM) dependiendo de Nex. Los parámetros con supeŕındice a tienen
el mismo valor para Nex = 0.954, 1.954, 3.954, y los parámetros con supeŕındice b
tienen valores que no dependen de Nex. Los parámetros que tienen entre paréntesis
“Planck”fueron extráıdos del Proyecto Planck (2018)[19], y se muestran en este tabla
sólo para comparar con los parámetros obtenidos en este caṕıtulo.

3.4. Conclusión

En resumen, se puede tratar la tensión con la constante de Hubble suponiendo
como cierto el mayor valor de H0 en este caṕıtulo (en este caso el de Riess) y plantear
un nuevo modelo, parecido al modelo estándar pero que difiere por unos grados de
libertad (d.o.f.) relativistas extra considerados en el Universo temprano y parametri-
zados por Neff (o Nex); al hacer esto se logra reducir tanto el horizonte de sonido
comóvil rs como la distancia diametral angular comóvil DA de este nuevo modelo, con
ambas cantidades evaluadas en la época de recombinación, a∗. Para llevar a cabo lo
anterior, se calculó el cociente entre la distancia diametral angular comóvil DA en el
SM con la del EXSM, usando los valores de H0 de Planck y de Riess respectivamente
y, como era de esperarse, la primera distancia es mayor que la segunda; además, los
valores de esta distancia, tanto en el SM como en el EXSM, dieron del mismo orden
de magnitud que la DA(a∗) registrada por Planck. Gracias a la relación que hay entre
rs y DA evaluados en a∗ (la escala angular θ∗ que Planck midió precisamente), se pudo
comparar el cociente de las DA con el cociente de las rs del SM y del EXSM evaluadas
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en a∗ (las cuales dieron del mismo orden de magnitud que la rs(a∗) registrada por
Planck), usando valores de H0 de Planck y de Riess respectivamente; de esta manera,
dado un número de d.o.f. relativistas extra, se obtuvo un factor de escala cŕıtico ac en
donde el cociente de las rs coincide con el de las DA, donde este último es un valor fijo
(pues no depende de los d.o.f relativistas extra, por construcción). Esto significa que
se puede resolver el problema de la tensión agregando unos d.o.f. relativistas extra a la
densidad de radiación en el Universo temprano hasta una cierta época (lo cual viene
parametrizado por la ac) y, después de esta época, estas part́ıculas extra desaparecen.
Cabe mencionar que no existe sólo una solución para este modelo, sino que hay toda
una familia de soluciones y en este trabajo se incluyen tres de ellas. También se notó
que entre más d.o.f. relativistas extra se consideraban, resultaban cada vez menores
las rs y las ac y, además de lo anterior, se mostró que con un mayor número de d.o.f.
la época en la que se tienen estas part́ıculas extra es cada vez más lejana a nosotros.

Asimismo, se cumplió con el objetivo de este caṕıtulo, el cual era disminuir el ho-
rizonte de sonido comóvil en la recombinación rs(a∗) y la distancia diametral angular
comóvil en la recombinación DA(a∗) en la misma proporción de manera que, al hacer
el cociente de estas cantidades para obtener la escala angular θ∗, se obtenga lo mismo
que midió el Proyecto Planck, o lo que en este caṕıtulo denotamos como SM (modelo
estándar).

Respecto a los parámetros de densidad de part́ıculas extra obtenidos se puede concluir
que, entre más part́ıculas extra se agreguen, resulta mayor el parámetro de densidad
correspondiente pero menor el parámetro de densidad de enerǵıa oscura, pues aśı se
construyó. En particular, los parámetros de densidad de part́ıculas extra para los últi-
mos dos casos son del orden de magnitud de los parámetros de densidad de materia
deducidos por Riess y Planck.
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Caṕıtulo 4

Propuesta de solución con
Gravedad Teleparalela Cosmológica

4.1. Introducción

Como ya se discutió en caṕıtulos anteriores, la tensión con la constante de Hubble
H0 es uno de los problemas que presenta el modelo estándar cosmológico (ΛCDM)
(sección 1.6), pues experimentos que han medido H0 con f́ısica del Universo temprano,
como por ejemplo Planck (2018)[19], obtienen1 H0 = 67.4 kms−1Mpc−1, mientras
que los que lo hacen con mediciones locales, por ejemplo SH0ES+H0LiCOW[30][31],
obtienen una H0 = 73.8 kms−1Mpc−1.

En los últimos años se han propuesto diversas soluciones para aliviar la tensión de
Hubble; en el caṕıtulo anterior se habló de una propuesta que agrega unas part́ıculas
extra a tiempos tempranos (caṕıtulo 3). En este caṕıtulo se habla de una propuesta
que intenta aliviar la tensión de Hubble agregando nuevos términos a las ecuaciones
de Einstein de la teoŕıa de la Relatividad General.

La propuesta de solución tratada en este caṕıtulo es un reporte del art́ıculo de la
Ref. [54] (Escamilla y Levi, 2019) y consiste en hacer una modificación a la teoŕıa
de la Relatividad General de Einstein en la parte de gravedad o geometŕıa: en lugar
de considerar la curvatura del espacio-tiempo, se considera la torsión, la cual busca
conectarse con un fenómeno observable, que en este caso es un término de frontera.
La teoŕıa en cuestión es la Gravedad Teleparalela, y se habla con más detalle de ella
en la sección 4.2. Después, en la sección 4.3 se habla sobre cómo se puede aplicar esta
teoŕıa en la cosmoloǵıa para tratar de aliviar la tensión con H0.

1Este valor de H0 es ligeramente diferente al de la tabla 2.1 (sección 2.1) porque considera datos
del espectro del CMB de TT (de anisotroṕıas de temperatura), TE (de anisotroṕıas de temperatura
con polarización), EE+bajoE+lensing (de polarización, y lensing da una noción del camino de la
luz, qué tanto se desvió) con ĺımites del 68 %, y en conjunto dan básicamente la medición de la luz
con polarización del CMB[19].
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Es importante mencionar que todos los cálculos de este caṕıtulo no fueron hechos
por mı́, sino que se encuentran publicados en el art́ıculo de la Ref. [54].

En la sección 4.4 se muestran los datos observacionales que usaron en la Ref. [54] para
hacer el análisis estad́ıstico, para lo cual utilizaron datos de CC+Pantheon+BAO y
los ajustaron con la teoŕıa en cuestión, para aśı obtener los mejores valores posibles
de parámetros cosmológicos, como lo es la constante de Hubble. Asimismo, en esta
sección se da una breve explicación de cómo trabajan los códigos utilizados para en-
contrar los mejores valores de los parámetros cosmológicos.

Después, en la sección 4.5, se investigan 4 modelos dentro de la teoŕıa de la Gra-
vedad Teleparalela, para observar la evolución de las ecuaciones de estado resultantes
y analizar qué modelos reproducen valores de H0 que coinciden con las mediciones en
el Universo temprano o si alguno coincide con las mediciones locales. En la sección
4.6 se discuten qué valor de H0 obtuvo cada modelo y las implicaciones que tienen di-
chos resultados. Por último, en la sección 4.7, se discuten las conclusiones del caṕıtulo.

También es importante mencionar que en este caṕıtulo sólo se toca la teoŕıa ne-
cesaria para entender cómo funciona la propuesta, pues el objetivo de esta tesis es
exponer que existen diversas propuestas de solución para aliviar la tensión de Hubble,
que van desde una propuesta más sencilla como la que se vio en el caṕıtulo 3, hasta
una más complicada como la de este caṕıtulo.

4.2. Breve Resumen de la Teoŕıa de la Gravedad

Teleparalela f (T,B)

Para entender qué tiene de diferente la teoŕıa de la Gravedad Teleparalela con la
teoŕıa de la Relatividad General de Einstein, primero hay que hacer notar que lo que
hace el modelo estándar cosmológico (ΛCDM) es tomar las ecuaciones de Einstein
(1.5) (véase sección 1.3.1) y modificar la parte de la materia, agregando una constante
cosmológica Λ para satisfacer las observaciones, es decir, que modifica la parte del
tensor enerǵıa momento Tµν . Otra opción es, en lugar de considerar modificar la parte
de la materia, cambiar la parte de la gravedad o geometŕıa, es decir, la parte con el
tensor de Ricci Rµν . Este es el caso de la Gravedad Teleparalela (TG, Teleparallel
Gravity en inglés) que, en lugar de considerar la curvatura en Relatividad General
(GR, General Relativity en inglés) para manifestar a la gravedad, considera a la tor-
sión[60] y, en lugar de usar la conexión de Levi-Civita en GR, se usa la conexión de
Weitzenböck, que se definirá a continuación.

En términos matemáticos, la TG se expresa a nivel de la acción gravitacional como un
escalar de torsión T (en lugar del escalar de Ricci R en la acción de Einstein-Hilbert),
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a lo cual se le conoce como el Equivalente Teleparalelo de la Relatividad General
(TEGR, Teleparallel Equivalent of General Relativity en inglés); este consiste en ha-
cer iguales la GR y TG hasta un término de frontera B, que igualmente se definirá
más adelante en esta sección.

Antes de empezar a describir matemáticamente la teoŕıa, es importante mencionar
que en este caṕıtulo se considera la signatura:

ηµν = diag(−1, 1, 1, 1), (4.1)

y aclaramos que los ı́ndices latinos corresponden a las coordenadas del espacio tan-
gente2, y los ı́ndices griegos a las coordenadas generales de la variedad. También se
adopta de ahora en adelante la convención de que, cuando se escriba R̊, se refiere al
escalar de Ricci calculado con la conexión de Levi-Civita Γ̊σµν , mientras que cuando se
escriba R, se refiere al escalar de Ricci calculado con la conexión de Weitzenböck Γσµν .

A continuación introduciremos con mayor detalle la TG, para lo cual empezamos
recordando la conexión de Levi-Civita (śımbolos de Christoffel) (ec. (1.7)) de la sec-
ción 1.3.1, denotada por Γ̊σµν .

Existen otras herramientas en la geometŕıa Riemanniana para describir a la gra-
vedad como deformación geométrica, como lo es la conexión de Weitzenböck Γσµν ,
una conexión sin curvatura y que satisface la condición de metricidad[60][61]:

gµν;ρ = ∂ρgµν − Γαµρgαν − Γανρgµα = 0, (4.2)

donde el “;” representa la derivada covariante respecto a la conexión de Weitzenböck.
Esta conexión está definida como

Γσµν := e σ
a ∂µe

a
ν + e σ

a ω
a
bµe

b
ν , (4.3)

donde eaρ es la tétrada o campo tétrado (e µ
a es el transpuesto), y ωabµ es la conexión

de esṕın. En gravedad teleparalela, las tétradas ea(x
µ) son las variables fundamentales

que describen la geometŕıa de la variedad. Estas forman una base ortonormal para el
espacio tangente en cada punto xµ de la variedad, es decir que ea · eb = ηab, donde
ηab es la métrica de Minkowski en el espacio-tiempo tangente. La tétrada en su forma
componente se escribe como:

ea = eµa∂µ. (4.4)

Las componentes de la tétrada cumplen con las siguientes condiciones de ortogonalidad[61]:

eaµe
µ
b = δab , eaµe

ν
a = δνµ. (4.5)

2El espacio tangente en geometŕıa diferencial a grandes rasgos es el conjunto formado por todos
los vectores tangentes a un punto de una variedad diferenciable. En una variedad se pueden extender
las nociones de cálculo diferencial que normalmente usamos en Rn.
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donde δλν es la delta de Kronecker.
Algo interesante es que se puede pasar de la métrica de Minkowski a una variedad
general por medio de tétradas:

gµν = eaµe
b
νηab, ηab = e µ

a e
ν
b gµν . (4.6)

En relatividad especial un marco inercial está representado en términos de una base
coordenada por eaµ = ∂µx

a. Se pueden relacionar marcos inerciales con transforma-
ciones globales de Lorentz Λa

c. Los marcos no inerciales se pueden obtener al llevar a
cabo Transformaciones Locales de Lorentz[61] (LLT, Local Lorentz Transformations
en inglés),

xa → Λa
c(x)xc. (4.7)

donde Λa
c(x) es una LLT y xa son las coordenadas. En gravedad teleparalela, dichos

marcos no inerciales se expresan por medio de la tétrada, la cual es la derivada
covariante de Fock-Ivanenko de las coordenadas del espacio tangente, es decir:

eaµ ≡ Dµx
a = ∂µx

a + ωabµx
b, (4.8)

donde la conexión de esṕın ωabµ es:

ωabµ = Λa
c∂µΛ c

b . (4.9)

La conexión de esṕın es una conexión de Lorentz y su función es conservar la inva-
riancia de las teoŕıas teleparelas bajo LLT[84]. Los efectos de la conexión de esṕın
pueden interpretarse como sólo locales[85][86][87]. Aśı la conexión de esṕın se puede
expresar como la combinación completamente inercial de LLT, tal como se muestra
en la ec. (4.9).

En conjunto, la tétrada y su conexión de esṕın asociada juegan el papel del ten-
sor métrico en teoŕıas de gravedad basadas en la curvatura.

También hay una clase de marcos en donde no hay presentes efectos inerciales, aśı
que la conexión inercial de esṕın es nula:

ωabµ = 0, (4.10)

lo cual consideraron en el trabajo de Escamilla y Levi [54]. De hecho con esta condi-
ción, la definición de conexión de Weitzenböck (4.3) se reduce a:

∂µe
a
ν − Γσµνe

a
σ = 0. (4.11)

A esto se le llama condición de paralelismo absoluto, y está caracterizada por una
conexión de Lorentz particular (se tiene el caso en el que la conexión de esṕın es cero)
que transporta paralelamente a las tétradas por todos lados.
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Como punto de comparación, el tensor métrico gµν lo que hace es expresar la defor-
mación geométrica a través de medir distancias, mientras que la tétrada eaµ relaciona
el espacio tangente con la variedad general.

El tensor de torsión se define como[64]

T σµν := Γσµν − Γσνµ, (4.12)

y es una medida de la intensidad del campo de gravitación, en analoǵıa con el tensor
de Riemann.

Algo importante por mencionar es que la curvatura medida por el tensor de Rie-
mann (calculado con la conexión de Weitzenböck) es cero en TG porque la conexión
de Weitzenböck es de curvatura nula, mientras que el tensor de torsión depende de la
forma de la tétrada y su conexión de esṕın asociada. De esta manera, en esta teoŕıa
la gravedad está representada por la torsión, no por la curvatura.

Otro tensor importante en esta teoŕıa es el de contorsión, el cual es la diferencia
entre la conexión de Levi-Civita y la de Weitzenböck[65]

Kσ
µν := Γσµν − Γ̊σµν =

1

2
(T σ

µ ν + T σ
ν µ − T σµν ), (4.13)

y el superpotencial, definido como:

S µν
a := Kµν

a − e ν
a T

αµ
α + e µ

a T
αν
α . (4.14)

El escalar de torsión, que es de gran interés para la propuesta de solución de este
caṕıtulo, se obtiene al contraer el tensor superpotencial y el de torsión:

T := S µν
a T aµν . (4.15)

El escalar de Ricci calculado con la conexión de Weitzenböck R se define en términos
del escalar de Ricci calculado con la conexión de Levi-Civita R̊, el escalar de torsión
T , y un término de divergencia total[67]:

R = R̊ + T − 2

e
∂µ(eT σ µ

σ ) = 0 ⇒ R̊ = −T +
2

e
∂µ(eT σσµ ) := −T +B, (4.16)

donde la segunda igualdad se da porque la conexión de Weitzenböck es cero, además
de que

B =
2

e
∂µ(eT σσµ ), (4.17)

es el término de frontera entre el escalar de Ricci y el de torsión, y e es el determinante
del campo de tétrada,

e = det(eaµ) =
√
−g. (4.18)
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Para motivar la teoŕıa de Gravedad Teleparalela f(T,B), hay que mencionar que una
manera de modificar la teoŕıa de la gravedad es con las teoŕıas f(R̊) en donde, en
lugar de considerar el escalar de Ricci R̊ en la acción de Einstein-Hilbert (E-H),

SEH = − 1

κ2

∫
d4x
√
−gR̊ + Sm, (4.19)

(donde κ2 = 8πG/c4, g = det(gµν) y Sm es la acción de materia) se cambia R̊ por una

función de este, f(R̊) (por ejemplo R̊2, log(R̊)):

Sf(R̊) = − 1

κ2

∫
d4x
√
−gf(R̊) + Sm. (4.20)

De esta manera, para definir la Gravedad Teleparalela f(T,B) se puede definir una
acción en la teoŕıa de TG con la torsión T como densidad Lagrangiana, a lo cual se
le llama TEGR; en lugar de R̊ en la acción de E-H (ec. (4.19)), se tiene que:

STEGR =
1

κ2

∫
d4x eT + Sm

=
1

κ2

∫
d4x e(−R̊ +B) + Sm,

(4.21)

de donde en la última igualdad se usó la ecuación (4.16). Un dato curioso es que,
debido a que el escalar de torsión T sólo difiere por un término de frontera B con el
escalar de Ricci R̊, las ecuaciones de campo obtenidas al variar la acción de E-H (ec.
(4.19)) son las mismas que al variar la acción TEGR (ec. (4.21)).

Otro hecho importante es que las teoŕıas f(T ) son de segundo orden, por lo que
el manejo de las ecuaciones es un poco más fácil que con las teoŕıas f(R̊), que por lo
general son de órdenes más altos.

Aśı, se puede generalizar la acción de una función de la torsión, f(T ):

Sf(T ) =
1

κ2

∫
d4x ef(T ) + Sm. (4.22)

Algo que vale la pena mencionar es que, aśı como al variar la acción de E-H se hace
con respecto a la métrica, ahora al variar la acción de TEGR se hace con respecto a
la tétrada.

Si ahora se supone que la función f(T ) depende también del término de frontera
B, se llega a la gravedad f(T,B):

Sf(T,B) =
1

κ2

∫
d4x ef(T,B) + Sm. (4.23)
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Al variar esta acción con respecto a la tétrada (cuyo cálculo no se hará en esta tesis
para fines prácticos), se obtienen las siguientes ecuaciones (Ref.[62], [63]):

2eδλν�fB − 2e∇λ∇νfB + eBfBδ
λ
ν + 4e

[
(∂µfB) + (∂µfT )

]
S µλ
ν

+4eaν∂µ(eS µλ
a )fT − 4efTT

σ
µν S

λµ
λ − efδλν = 16πeΘλ

ν

(4.24)

donde δλν es la delta de Kronecker, fT = ∂f/∂T , fB = ∂f/∂B, ∇σ es la derivada
covariante con respecto a la conexión de Levi-Civita, Θλ

ν es el tensor de enerǵıa-
momento, y � = ∇µ∇µ.

4.3. Cosmoloǵıa f (T,B)

Para llevar la teoŕıa f(T,B) a un enfoque más cosmológico, consideremos una
métrica, plana, homogénea e isotrópica, como la de FLRW, en coordenadas cartesia-
nas:

ds2 = −dt2 + a(t)2(dx2 + dy2 + dz2), (4.25)

con a(t) el factor de escala. Se escoge la tétrada[68]

eaµ = diag(1, a(t), a(t), a(t)), (4.26)

para que las componentes de conexión de esṕın resulten ser cero, i.e. ωabµ = 0 [62];
además se satisface la condición (4.5).

Con la elección de la tétrada (4.26) y la métrica (4.25) podemos calcular el esca-
lar de torsión de la ec. (4.15), usando las definiciones de S µν

ρ (ec. (4.14)) y T λµν (ec.
(4.12)), se tiene que:

T ≡S µν
ρ T ρµν

=
1

2

[
− 1

2
(T µνρ − T νµρ − T µν

ρ ) + δµρT
αν
α − δνρTαµα

]
T ρµν

=
1

2

[
− 1

2

(
gνβT µβρ − g

µβT νβρ − gραgµβgνγTαβγ
)

+ δµρ g
νβTαβα − δνρgµβTαβα

]
T ρµν

=
1

2

[
− 1

2

(
gνβ{e µ

a (∂βe
a
ρ − ∂ρeaβ)} − gµβ{e ν

a (∂βe
a
ρ − ∂ρeaβ)} − gραgµβgνγ{e α

a (∂βe
a
γ − ∂γeaβ)}

)
+ δµρ g

νβ{e α
a (∂βe

a
α − ∂αeaβ)} − δνρgµβ{e α

a (∂βe
a
α − ∂αeaβ)}

]
e ρ
a (∂µe

a
ν − ∂νeaµ).

(4.27)

Los términos que sobreviven de esta última igualdad, debido a la forma de la tétrada
(4.26) y de la métrica (4.25), son los siguientes (los ı́ndices repetidos implican una
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suma):

T =
1

4
g00e i

I (∂0e
I
j)e

j
J (∂0e

J
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1

4
gijg

00gk`e j
I (∂0e

I
`)e

i
J (∂0e

J
k)−

1

2
δijg

00e k
I (∂0e

I
k)e

j
J (∂0e

J
i)

+
1

4
g00e i

I (∂0e
I
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j
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J
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4
gijg

k`g00e j
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I
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=
(
− 12

4
+

36

4

)( ȧ
a

)2

.

(4.28)

Esto implica que el escalar de torsión está dado por

T = 6H2, (4.29)

De forma similar al cálculo anterior, se puede obtener el término de frontera (4.17)
usando la forma de la tétrada (4.26), el cual resulta ser:

B = 6(3H2 + Ḣ). (4.30)

Sustituyendo las ecuaciones (4.29) y (4.30) en (4.16), se obtiene el valor del escalar
de Ricci calculado con la conexión de Levi-Civita:

R̊ = −T +B = 6(Ḣ + 2H2). (4.31)

Al evaluar las ecuaciones de Einstein para un fluido perfecto, se llega a las siguientes
ecuaciones de Friedmann modificadas (Ref. [62], [63]):

− 3H2(3fB + 2fT ) + 3HḟB − 3ḢfB +
1

2
f = κ2ρm, (4.32)

− (3H2 + Ḣ)(3fB + 2fT )− 2HḟT + f̈B +
1

2
f = −κ2pm, (4.33)

donde ρm y pm son la densidad y presión del contenido de materia (radiación, bario-
nes, materia oscura, y enerǵıa oscura), respectivamente.

Al hacer el siguiente mapeo de la densidad Lagrangiana:

f(T,B) −→ −T + f(T,B), (4.34)

las ecuaciones (4.32) y (4.33) se convierten en las siguientes:

3H2 = κ2(ρm + ρeff ), (4.35)

3H2 + 2Ḣ = −κ2(pm + peff ), (4.36)
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pues fB −→ fB, fT −→ fT − 1, f −→ f − T = f − 6H2; de las ecuaciones anteriores
se definieron la densidad y presión del fluido efectivo como

κ2ρeff = 3H2(3fB + 2fT )− 3HḟB + 3ḢfB −
1

2
f, (4.37)

κ2peff =
1

2
f − (3H2 + Ḣ)(3fB + 2fT )− 2HḟT + f̈B. (4.38)

Esta forma de escribir a la densidad de enerǵıa como una efectiva, implica que se
incluyen varios fluidos o sólo un fluido y su evolución en varias etapas del Universo.
Combinando las ecs. (4.35) y (4.36), se obtiene

2Ḣ = −κ2(ρm + pm + ρeff + peff ). (4.39)

Es importante mencionar que el fluido efectivo satisface la ecuación de continuidad:

ρ̇eff + 3H(ρeff + peff ) = 0. (4.40)

Además, lo más importante de este desarrollo es que se puede escribir una ecuación
de estado con este fluido efectivo:

weff =
peff
ρeff

= −1 +
f̈B − 3HḟB − 2ḢfT − 2HḟT

3H2(3fB + 2fT )− 3HḟB + 3ḢfB − 1
2
f
, (4.41)

de donde se nota que se puede volver al modelo ΛCDM (weff = −1) si se apagan los
términos con B y T .

Ya que weff depende de la forma de f(T,B), en la Ref. [54] consideraron 4 mo-
delos cosmológicos con diferentes f(T,B), de los cuales se hablará en detalle en la
sección 4.5. De esta manera, a través de la ecuación de estado (4.41) se puede aplicar
la teoŕıa de TG en la cosmoloǵıa y describir la dinámica tanto del fluido como de la
ecuación de Friedmann.

También se puede notar que, al sumar 3H2 a la ec. (4.37):

H2 =
1

3
[3H2(1− 3fB − 2fT ) + 3HḟB − 3ḢfB +

1

2
f ] +

κ2

3
ρ, (4.42)

de donde se ve que esta ecuación se puede comparar con la ec. de Friedmann (1.14)
para una geometŕıa plana, H2 = κ2

3
(ρ + ρX), donde ρX corresponde a un fluido-X, y

definiendo a ρX como el término en los paréntesis cuadrados de la ec. (4.42), es decir:

κ2ρX := 3H2(1− 3fB − 2fT ) +
1

2
f + 3HḟB − 3ḢfB. (4.43)
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4.4. Datos observacionales utilizados

Para estudiar el Universo actual en el sentido de estudiar el fenómeno que vemos
como aceleración cósmica, en la Ref. [54] usaron distintos conjuntos de datos que indi-
can que hay aceleración cósmica: distancias luminosas dL de SN’s Ia por Pantheon[69]
(1048 puntos), muestras de corrimiento al rojo y cocientes de distancias de BAO (7
puntos), y medidas de H(z) con edades de Galaxias (Cronómetros Cósmicos, CC)[70]
(38 puntos); esto da un total de 1093 puntos, los cuales son suficientes para hacer
una buena estad́ıstica. Se usó el código CLASS para meter la ecuación de Friedmann
(1.14) escrita de la siguiente forma(H(z)

H2
0

)2

=
8πG

3
(ρm + ρDE)[Ωm0(1 + z)3 + ΩDE0f(z)], (4.44)

f(z) = exp
[
3

∫ z

0

1 + w(z̃)

1 + z̃
dz̃
]
, (4.45)

de donde los prefijos “m” y “DE” indican que se trata de materia y enerǵıa oscu-
ra, respectivamente; no se considera radiación pues es despreciable con respecto a los
demás parámetros de densidad en el Universo tard́ıo. En f(z) se introduce la ecuación
de estado (4.41) con una cierta f(T,B) (véase sección 4.5 para las formas expĺıcitas
de f(T,B)). Junto con CLASS, se usó un código Monte Python, el cual es una he-
rramienta estad́ıstica que calcula los mejores valores posibles de parámetros libres
cosmológicos, en este caso los de la ecuación de estado (4.41) y la ecuación (4.44),
para lo cual usa conjuntos de datos astrof́ısicos. Para calcular los mejores valores
posibles de estos parámetros libres, Monte Python usa Cadenas de Markov, el cual
es un método que toma datos observacionales (en este caso de CC, SNIa, ó BAO) y
cada dato lo compara con el valor que diŕıa la teoŕıa en cuestión; la Cadena de Mar-
kov empieza en el primer punto del conjunto de datos, calcula el valor de χ2 (es una
medida estad́ıstica que permite obtener el mejor valor de un parámetro determinado,
y Monte Python ya trae incluida la fórmula de χ2) y se va al siguiente punto más
cercano, de ah́ı al siguiente, y aśı sucesivamente hasta acabar con toda la muestra,
para después sacar el promedio de todos esos mejores valores que calculó punto por
punto.

4.4.1. Edades de galaxias (CC)

Las distancias tipo escalera (para ejemplos de estos métodos, véase el caṕıtulo
2) teóricamente integran H(z) pero, como en estas integrales se pierde información
además de que aumentan el error, es más conveniente usar datos observacionales
de H(z). Para ello, se usó una muestra de Cronómetros Cósmicos (CC), el cual es
un método que consiste en considerar estrellas o galaxias en las que se conozca de
manera precisa su evolución para aśı obtener medidas de la tasa de expansión cósmica;
también se les conoce como relojes estándar.
Las 38 medidas consideradas de H(z) por CC se encuentran en el rango 0.07 < z <
2.36 y están en la Ref. [70].
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4.4.2. Distancias luminosas de SN’s Ia

Las Supernovas Tipo Ia (SN Ia) son buenos objetos astrof́ısicos para medir dis-
tancias luminosas dL (véase sección 1.7); con estas distancias se puede determinar el
módulo de distancia µ -que está en términos de la magnitud aparante y absoluta de
las SN’s Ia-:

µ(z) = 5 ln
[ dL(z)

1Mpc

]
+ 25, (4.46)

donde la distancia luminosa está en unidades de Mpc y dada por la ecuación (1.50);
además, a este módulo de distancia se le agrega un parámetro libre de “ruido” M . En
general, los parámetros de ruido se toman en cuenta porque cuando una supernova
explota, el telescopio que la observa tiene que estar calibrado, y la calibración depende
de varios factores: del filtro que se haya usado, del color de la estrella, y del ancho de
la estrella en el momento que explotó y se reportó la luminosidad. A lo anterior se le
llama parámetros de ruido y, como no es conveniente tener tantos de estos parámetros
libres, lo que se hace es hacerlos constantes; el único parámetro de ruido que no se
dejó libre es M .

Asumiendo que el espacio es plano, la distancia luminosa se relaciona con la dis-
tancia comóvil D al hacer el caso ĺımite K = 0 en la ec. (1.50), pues sinh(x)/x→ 1
si x→ 0:

dL(z) =
c

H0

(1 + z)D(z), (4.47)

con c la velocidad de la luz y, al usar las ecuaciones (4.46) y (4.47), se obtiene:

D(z) =
H0

c
(1 + z)−110

µ(z)
5
−5. (4.48)

Dado que la distancia comóvil está dada por la ec. (1.48), se puede obtener el paráme-
tro de Hubble H(z) al tomar el inverso de la derivada de D(z) con respecto al corri-
miento al rojo y, aśı, incluir la teoŕıa f(T,B) a través de la ecuación de Friedmann
(4.44).

Al hacer el análisis estad́ıstico en Monte Python con la muestra de 1048 puntos de
Pantheon[69], fijando el valor deH0 por Planck (ec. (4.49)) con TT, TE, EE+bajoE+lentes
y después el valor de H0 del Universo tard́ıo (ec. (4.50))3,

H0 = 67.4± 0.5 kms−1Mpc−1 (Planck, 2018), (4.49)

H0 = 73.8± 1.1 kms−1Mpc−1 (Universo tard́ıo, SH0ES+H0LiCOW). (4.50)

obtuvieron queM = −19.63 para Planck (2018) yM = −32.79 para SH0ES+H0LiCOW[54].

3El valor de H0 en esta ecuación es el mismo que el que se muestra en la tabla 2.1 por H0LiCOW,
pero en el art́ıculo de la Ref. [54] está escrito de esta manera para que sea un antecedente (prior, en
inglés) gaussiano, es decir, que el valor de H0 sea una distribución gaussiana.
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4.4.3. Distancias en BAO

Las Oscilaciones Acústicas Bariónicas (BAO), como ya se explicó en la sección 1.9,
son consideradas una regla estándar en cosmoloǵıa, pues dan una escala de lo que
viajaron las ondas de sonido del fluido de fotones-bariones (en el Universo temprano)
hasta una época determinada; a esto se le llama horizonte de sonido. En el trabajo de
Escamilla[54] usaron 7 cocientes de distancias de BAO a varios corrimientos al rojo
z, mostrados en la tabla 4.4.3.

Para entender un poco las mediciones de dicha tabla, en las mediciones de BAO
es común calcular el cociente rs(zdrag)/DV (z)[72], donde DV es una escala de distan-
cia que mezcla la distancia diametral angular DA (dada por la ecuación (1.53)) con
H(z):

DV (z) =
[
(1 + z)2D2

A

cz

H(z)

]1/3

, (4.51)

y el horizonte de sonido comóvil rs en la época de arrastre de bariones zd se expresa
como:

rs(zdrag) =

∫ ∞
zdrag

cs(z)

H(z)
dz, (4.52)

con cs la velocidad del sonido:

c2
s =

c2

3
[
1 +

3Ωb0
4Ωγ0 (1+z)

] , (4.53)

donde c es la velocidad de la luz, y Ωb0 y Ωγ0 son los parámetros de densidad de
bariones y fotones al presente, respectivamente.
De las distancias en las ecuaciones anteriores, se observa que en H(z) se puede incluir
la teoŕıa f(T,B) a través de la ecuación de Friedmann (4.44).

Los datos de la tabla 4.4.3 fueron registrados por muestreos de corrimiento al ro-
jo de la galaxia como 6dFGS (six-degree-field galaxy survey, en inglés), SDSS DR7
(Sloan Digital Sky Survey Data Release 7, en inglés) y SDSS(R) (el valor reconstrui-
do de SDSS), aśı como también medidas del último resultado de la sonda completa
de BOSS (Baryon Oscillation Spectroscopic, en inglés), SDSS DR12 y medidas del
bosque Lyman-α por BOSS DR11.

4.5. Modelos cosmológicos f (T,B)

En el art́ıculo de Escamilla[54] consideraron cuatro modelos de f(T,B) que repro-
dujeran la aceleración cósmica que dicen las observaciones, en los que se cambia la
densidad Lagrangiana f(T,B) de la acción (4.23) por diferentes funciones del escalar
de torsión T y el término de frontera B, para ver cómo evoluciona la ecuación de
estado (4.41). El primer modelo es una expansión de Taylor de f(T,B); el segundo
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Conjunto de datos z rs(zdrag)/DV (z)
6dF 0.106[72] 0.336

SDSS DR7 0.15[73] 0.2239
SDSS(R) DR7 0.35[74] 0.1137

SDSS(R)-III DR12 0.38[75] 0.100
0.61[76] 0.0691
2.34[77] 0.0320
2.36[78] 0.0329

Cuadro 4.1: Medidas de rs(zdrag)/DV (z) y z consideradas en la Ref. [54].

expresa a f(T,B) como una suma de Ley de Potencias de T y B; el tercero es pa-
recido al segundo modelo sólo que combina potencias de T y B; y el último modelo
considera una función lineal de T con una contribución de una función logaŕıtmica de
B. Asimismo, se incluyen gráficas y tablas que son resultado de hacer el ajuste con los
datos descritos en la sección 4.4, para aśı obtener la constante de Hubble respectiva
a cada modelo cosmológico f(T,B).

4.5.1. Modelo de Expansión de Taylor

El primer modelo considerado en el art́ıculo de Escamilla[54], está inspirado en la
Ref. [71], y considera tomar a f(T,B) como una Expansión de Taylor en términos de
T y B:

f(T,B) =f(T0, B0) + fT (T0, B0)(T − T0) + fB(T0, B0)(B −B0)+

1

2!
fTT (T0, B0)(T − T0)2 +

1

2!
fBB(T0, B0)(B −B0)2+

fTB(T0, B0)(T − T0)(B −B0) +O(T 3, B3).

(4.54)

Si T0 y B0 son el escalar de torsión y el término de frontera en un espacio-tiempo
local, es decir de Minkowski, estos tienen los siguientes valores:

T0 = 0, B0 = 0. (4.55)

Si se consideran las diferentes fi(T0, B0) como constantes Ai, la expansión de Taylor
de la densidad Lagrangiana se puede escribir como:

f(T,B) ' A0 + A1T + A2T
2 + A3B

2 + A4TB, (4.56)

donde se eliminó el término lineal B porque una forma lineal de una función de B no
introduce ningún cambio en las ecuaciones de campo.

Para obtener la ecuación de estado en la cosmoloǵıa f(T,B) (ec. (4.41)), se cal-
cularon las derivadas necesarias de la densidad Lagrangiana (4.56), y se usaron las
ecuaciones (4.29) y (4.30). Las derivadas resultantes se encuentran en el anexo A,
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en las ecuaciones (A.1)-(A.5) y, para fines del análisis numérico, es mejor expresar la
ecuación de estado en términos del corrimiento al rojo z; este cálculo, por simplicidad,
no se desarrolla en la presente tesis, pero viene detallada en la Ref. [54] que se tomó
como base. Aśı, la ecuación de estado para el modelo de la expansión de Taylor de
f(T,B) en términos del corrimiento al rojo z, obtenida en dicho art́ıculo es:

w(z) =
w(z)1 + 6[w(z)2 − w(z)6] + 24[w(z)3 − w(z)4 − w(z)5]

−w(z)1 − 6w(z)7 + 72[w(z)8 − w(z)9 − w(z)10]− 12
(z+1)7

, (4.57)

con las respectivas definiciones de w(z)i, incluidas en el anexo A, en las ecuaciones
(A.6)-(A.15).

Para hacer el análisis del comportamiento de la ecuación de estado (4.57) asocia-
da con el fluido-X, los parámetros libres -propios de la teoŕıa de TG- en el código
descrito en la sección 4.4 son las Ai con i = 0, 1, 2, 3, 4, y se consideraron cuatro casos
(f́ısicos, en el sentido de que sólo se consideran parámetros reales, no imaginarios):

Caso 1.1 : si T < B y Ai > 0: el escalar de torsión domina sobre el término de
frontera.

Caso 1.2 : si T > B y Ai > 0: el término de frontera domina sobre el escalar de
torsión.

Caso 2.1 : si T < B y Ai+1 > Ai: el escalar de torsión domina sobre el término
de frontera.

Caso 2.2 : si T > B y Ai+1 < Ai: el término de frontera domina sobre el escalar
de torsión.

Figura 4.1: Evolución de la ecuación de estado w (4.57) como función de z, del modelo
f(T,B) como expansión de Taylor. Izquierda: Ai > 0 con T < B (ĺınea sólida) y
T > B (ĺınea discontinua). En medio: Ai+1 > Ai con T < B (ĺınea sólida) y T > B
(ĺınea discontinua). Derecha: Ai+1 < Ai con T < B (ĺınea sólida) y T > B (ĺınea
discontinua)[54].

Para fines ilustrativos de mostrar la evolución de la ecuación de estado w con un
modelo f(T,B) en series de Taylor, se incluye la gráfica de la figura (4.1) que obtu-
vieron en la Ref. [54]. En dichas gráficas se puede observar que, en el caso cuando
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Ai > 0 (gráfica de la izquierda), para z < 1 y z’s grandes no se nota gran diferencia
entre T y B, es decir, que eran indistinguibles al d́ıa de hoy y a tiempos tempranos;
asimismo, en z ≈ 1 el caso más cercano al modelo ΛCDM (w = −1) es el de T < B.
A grandes z, es decir en el Universo temprano, la ecuación de estado tiende a la del
ΛCDM. Sin embargo, las gráficas donde Ai+1 > Ai y Ai+1 < Ai (en medio y derecha)
muestran una divergencia debido a las degeneraciones de las constantes Ai, pero en
ciertas épocas (dependiendo de cada caso) se acercan al modelo ΛCDM.

También ajustaron el conjunto de datos observacionales discutido en la sección 4.4
con este modelo f(T,B) (ec. (4.57)). El resultado de este análisis hecho en la Ref.
[54], donde los parámetros libres propios de las ecuaciones de Friedmann son Ωm y w,
se muestra en la figura (4.2), de donde los puntos de la elipse representan los valores
posibles de w y Ωm y los del centro representan los mejores valores posibles (estos
corresponden a los picos de la función de distribución posterior (PDF) en el segundo
cuadro de la figura 4.2), los cuales tienden a una w < −1 (tipo fantasma) y a un
parámetro de densidad de materia de Ωm ≈ 0.3, es decir que está de acuerdo con los
datos de Planck[19].

Algo por mencionar es que en este modelo de expansión de Taylor no calcularon
la constante de Hubble H0 porque en este tipo de series es dif́ıcil saber dónde dete-
nerlas y que no diverjan. Es por eso que propusieron el modelo de Ley de Potencias en
la siguiente sección, el cual tiene coeficientes que acompañan al escalar de torsión T
y al término de frontera B elevados a potencias, para aśı garantizar la convergencia.

Figura 4.2: Gráficas de mejores valores posibles de los parámetros w y Ωm en el modelo
f(T,B) en expansión de Taylor para los casos 1.1 (color naranja) y 1.2 (color azul)
usando datos de CC+Pantheon+BAO[54].

4.5.2. Modelo de Ley de Potencias

El segundo modelo de f(T,B) está inspirado en la Ref. [62], y es una densidad
Lagrangiana en forma de potencias de T y B:

f(T,B) = b0B
k + t0T

m. (4.58)
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Nuevamente, se calcularon las derivadas de esta densidad Lagrangiana f(T,B) para
obtener la ecuación de estado (4.41) en términos del corrimiento al rojo z, las cuales
se encuentran en el anexo B, en las ecuaciones (B.1)-(B.5). La ecuación de estado
para el modelo de Ley de potencias que obtuvieron en la Ref. [54] es:

w(z) = −1+

b03k8k−2(k − 1)k(z + 1)12
[

1
(z+1)2

]k
w(z)1 − t02m+23m(m− 1)m(z + 1)5w(z)2

[
1

(z+1)2

]m+1

3
{
− b0Bk − (z + 1)3w(z)3 − b023k−13k(k − 1)k

[
1

(z+1)2

]k
− t0Tm + 6

(z+1)2

} ,

(4.59)

con las definiciones de w(z)i incluidas en el anexo B en las ecuaciones (B.6)-(B.8).

De la ec. de estado (4.59) se puede notar que si f(T,B) = 0 se recupera el modelo
ΛCDM, w = −1 pero, en general, se analiza tomando 7 casos, donde los parámetros
libres -propios a la teoŕıa de TG- son m, k, b0, y t0:

Caso 1.1 : si T < B.

Caso 1.2 : si T > B.

Caso 2.1 : si m > k.

Caso 2.2 : si m < k.

Caso 3.1 : si b0 < t0.

Caso 3.2 : si b0 > t0.

Caso 4 : si t0 < 0 y m < 0.

Nuevamente, para fines ilustrativos de mostrar la evolución de w con un modelo
f(T,B) en Ley de Potencias, se incluye la gráfica de la figura (4.3) que obtuvieron
en la Ref. [54]. De dichas gráficas se puede observar que en el caso de T < B y
T > B (izquierda superior) para antes de z ≈ 3 hay una expansión cósmica acelerada
y después de esta z es desacelerada, aunque en el caso T > B dicha desaceleración
comienza antes que en el caso T < B; a z = 0 (época actual) se tiene el modelo ΛCDM.

En el caso de m < k y m > k (derecha superior) se observa una w que sólo vale
w = −1 en la época actual, pero entre z = 2 y z = 4 para el caso de m < k, w tiende
al modelo ΛCDM. Si m < k hay expansión acelerada y desacelerada antes y después
de z ≈ 0.5, respectivamente, y después de z ≈ 6 de nuevo es acelerada. Si m > k la
expansión es acelerada y desacelerada antes y después de z ≈ 2.5, respectivamente.

Para cuando b0 < 0 con t0 > 0, y b0 > 0 con t0 < 0 (izquierda inferior), entre
z = 0 y z = 2 no se nota diferencia entre las w; además, para z’s grandes w tiende
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Figura 4.3: Evolución de la ecuación de estado w de Ley de Potencias (4.59) como
función de z. Izquierda superior: T < B (ĺınea sólida) y T > B (ĺınea discontinua).
Derecha superior: m < k (ĺınea sólida) y m > k (ĺınea discontinua). Izquierda inferior:
b0 < 0, t0 > 0 (ĺınea sólida), y b0 > 0, t0 < 0 (ĺınea discontiua). Derecha inferior:
t0 < 0 y m < 0[54].

a cero, es decir, una ecuación de estado tipo materia. Igualmente que en la gráfica
izquierda superior, se observa una expansión acelerada y después una desacelerada,
alrededor de z ≈ 4.

En el caso cuando t0 < 0 y m < 0 (derecha inferior) la w tiene un comportamiento
oscilatorio antes de z ≈ 6, pero en z = 2 hay una divergencia debido a que la densidad
de enerǵıa (de la ec. de Friedmann) correspondiente se vuelve cero.

También ajustaron el conjunto de datos observacionales discutido en la sección 4.4
con este modelo f(T,B) (ec. (4.59)). El resultado de este análisis hecho en la Ref. [54],
donde el parámetro libre propio de las ecuaciones de Friedmann es H0, se muestra en
la tabla 4.5.2[54].

4.5.3. Modelo de Ley de Potencias Mezcladas

El siguiente modelo igualmente está inspirado en la Ref. [62], en donde se considera
una densidad Lagrangiana con una Ley de potencias combinada, es decir:

f(T,B) = f0B
kTm, (4.60)

con f0 una constante positiva y k,m constantes arbitrarias; estos son los parámetros
libres propios de la teoŕıa de TG para este modelo. Las derivadas de f(T,B) necesarias
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Parámetros Mejor ajuste
H0 67.74 kms−1Mpc−1

m 78.93
k 49.62
b0 8.16×1015

t0 8.94×1015

Cuadro 4.2: Mejores valores posibles de parámetros para el modelo de Ley de
Potencias[54].

para calcular la ecuación de estado (4.41) se muestran en el anexo C en las ecuaciones
(C.1)-(C.5). Sustituyendo las derivadas en la ecuación de estado (4.41), y recalcando
que el cálculo completo está en la Ref. [54], se obtuvo que:

w(z) =
(z + 1)[w(z)1 + w(z)2 + 24w(z)3 + 12w(z)4 − 12w(z)5 + 576w(z)6 − 6w(z)7]

B[w(z)8 + 36w(z)9 − w(z)10 + w(z)11]
,

(4.61)
con las definiciones de w(z)i incluidas en el anexo C en las ecuaciones (C.6)-(C.20).
De esta ecuación de estado no se puede ver a simple vista si, al apagar los términos
con T y B se regrese al modelo ΛCDM pero, para eso y para ver la evolución de w
(ec. 4.61), se analizaron 4 casos:

Caso 1.1 : si T < B.

Caso 1.2 : si T > B.

Caso 2.1 : si m > k.

Caso 2.2 : si m < k.

Figura 4.4: Evolución de la ecuación de estado w de Ley de Potencias combinadas
(4.61) como función de z. Izquierda: T < B (ĺınea sólida) y T > B (ĺınea discontinua).
Derecha: m < k (ĺınea sólida) y m > k (ĺınea discontinua)[54].
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De nuevo se incluye una gráfica para ilustrar la evolución de w con un modelo f(T,B)
en Ley de Potencias Mezcladas (figura 4.4), extráıda de la Ref. [54]. Cuando T < B
y T > B (izquierda) se observa una expansión acelerada antes de z ≈ 2.5 y, después
de ese punto, una expansión desacelerada; también se observa que a grandes z la
ecuación de estado tiende al modelo ΛCDM.

Cuando m > k y m < k (gráfica derecha) la ecuación de estado antes de z ≈ 4
es menor a -1 y, conforme z crece, w tiende a la del modelo ΛCDM.

También ajustaron el conjunto de datos observacionales discutido en la sección 4.4
con este modelo f(T,B) (ec. (4.61)). El resultado de este análisis hecho en la Ref. [54],
donde el parámetro libre propio de las ecuaciones de Friedmann es H0, se muestra en
la tabla 4.5.3[54].

Parámetros Mejor ajuste
H0 67.92 kms−1Mpc−1

m 36.59
k 2.55
f0 1.653×1011

Cuadro 4.3: Mejores valores posibles de parámetros para el modelo de Ley de Poten-
cias Mezcladas[54].

4.5.4. Modelo de Desviaciones del Término de Frontera al
TEGR

El último modelo que propusieron, inspirado también en la Ref. [62], consiste en
un Lagrangiano en donde se considera un escalar de torsión lineal y una función
logaŕıtmica del término de frontera multiplicada por una lineal:

f(T,B) = −T + g(B), (4.62)

g(B) = f1B lnB, (4.63)

con f1 una constante, la cual es el parámetro libre propio de la teoŕıa de TG. Las
derivadas de f(T,B) necesarias para calcular la ecuación de estado (4.41) se encuen-
tran en el anexo D en las ecuaciones (D.1)-(D.5).

Aśı, la ecuación de estado para el modelo de desviación del término de frontera al
TEGR resultante es[54]:

w(z) =
B2(z + 1)4[T (z + 1)2 + 6]− f1[B3(z + 1)6 lnB + 288(B(z + 1)(z + 4)− 16)]

B(z + 1)[f1(B2(z + 1)5 lnB + 288(z + 4))−B(z + 1)3(T (z + 1)2 + 6)]
,

(4.64)
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Figura 4.5: Evolución de la ecuación de estado w de desviación del término de frontera
al TEGR (4.64) como función de z, si T < B (ĺınea sólida) y si T > B (ĺınea
discontinua)[54].

Parámetros Mejor ajuste
H0 79.77 kms−1Mpc−1

f1 0.203

Cuadro 4.4: Mejores valores posibles de parámetros para el modelo de Desviaciones
del TEGR[54].

en la cual no se puede ver a simple vista si para f(T,B) = 0 se recupera el modelo
ΛCDM, pero para eso se analizan dos casos: cuando T < B y T > B.

Para ilustrar la evolución de w en este modelo, se incluye la gráfica de la figura
4.5 de la Ref. [54], y se observa que antes de z ≈ 4 las dos gráficas tienen comporta-
mientos contrarios: si T > B (ĺınea discontinua) la ecuación de estado es menor a -1,
y si T < B (ĺınea continua) la ecuación de estado es mayor a -1; sin embargo, después
de esta z las dos ecuaciones de estado tienden al modelo ΛCDM.

También ajustaron el conjunto de datos observacionales discutido en la sección 4.4
con este modelo f(T,B) (ec. (4.64)). El resultado de este análisis hecho en la Ref. [54],
donde el parámetro libre propio de las ecuaciones de Friedmann es H0, se muestra en
la tabla 4.5.4[54].

4.6. Discusión sobre H0

A modo de resumen, se incluyen en la tabla 4.6 los mejores valores posibles de la
constante de Hubble H0 para cada modelo discutido en la sección 4.5. En el modelo
de serie de Taylor no se calculó H0 (porque en este tipo de series es dif́ıcil saber dónde
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detenerlas y que no diverjan, por eso se calculó H0 en el modelo de Ley de Potencias,
parecido al modelo de Expansión de Taylor pero con coeficientes que detengan esa
divergencia), pero se calculó el parámetro de densidad de materia Ωm que resultó ser
de 0.3, en concordancia con Planck (2018), y este valor se fijó para hacer el análisis
de los tres modelos restantes.
En el modelo de Ley de Potencias el valor de H0 obtenido es un poco más bajo que

Modelo f(T,B) Valor de H0

[ kms−1Mpc−1]
Serie de Taylor A0 + A1T + A2T

2 + A3B
2 + A4TB -

Ley de Potencias b0B
k + t0T

m 67.34
Ley de Potencias Mezcladas f0B

kTm 67.92
Desviaciones de B −T + f1B lnB 79.77

Cuadro 4.5: Tabla comparativa de los mejores valores ajustados de H0 para varios
modelos f(T,B).

el registrado por Planck (ec. (4.49)), mientras que en el de Ley de Potencias Mez-
cladas es un poco más alto, pero los dos coinciden bastante bien con el resultado de
Planck, lo que quiere decir que estos dos modelos sirven para aliviar la tensión con la
constante de Hubble.

En el modelo de Desviaciones del Término de Frontera la constante de Hubble resultó
ser muy alta, incluso mayor que la obtenida por SH0ES+H0LiCOW (ec. (4.50)), lo
cual significa que este modelo no es muy bueno para resolver la tensión.

De esta manera, a partir de una teoŕıa extendida de la gravedad, la Gravedad Tele-
paralela f(T,B), se puede abordar el problema de la tensión con H0 sin necesidad de
tener como teoŕıa de fondo el modelo ΛCDM, sino una extensión de él; para abordar
el problema de la tensión se probaron distintas funciones del escalar de torsión T
y el término de frontera B. Dos de las funciones consideradas (Ley de Potencias, y
Ley de Potencias Mezcladas) indican que los resultados de Planck están bien, aunque
Planck en su estad́ıstica śı usa el modelo ΛCDM, y lo ideal es medir un parámetro
cosmológico sin tener una teoŕıa de fondo tan restringida.

Los modelos considerados aqúı no coinciden con los resultados de la medición de
H0 por observaciones locales (como por ejemplo SH0ES+H0LiCOW que usó obser-
vaciones de Cefeidas), las cuales no usan una teoŕıa de fondo pero śı están sujetas a
tener errores sistemáticos. Esto implicaŕıa que la tensión está en los errores sistemáti-
cos. Sin embargo, puede que existan modelos f(T,B) bien definidos4 que, al hacer el
análisis estad́ıstico, indiquen que el resultado de H0 obtenido por mediciones locales

4Para que un modelo f(T,B) esté bien definido, tiene que cumplir con varias caracteŕısticas:
entre ellas, la conservación de enerǵıa, que el Laplaciano del tensor enerǵıa-momento sea cero, que
no hayan divergencias.
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es correcto y, por tanto, la tensión estaŕıa al suponer el modelo ΛCDM.

4.7. Conclusiones

El objetivo de este caṕıtulo fue mostrar una forma de aliviar la tensión con la
constante de Hubble H0, al tener una nueva teoŕıa de la gravedad, la Gravedad Tele-
paralela, y proponer cuatro modelos que son funciones del escalar de torsión T y el
término de frontera B, de los cuales dos (Ley de Potencias, Ley de Potencias Mezcla-
das) resultan coincidir con el valor de H0 inferido por Planck, sin necesidad de basarse
en el modelo ΛCDM; uno de estos modelos (Desviaciones del Término de Frontera)
arroja unaH0 mucho más alta, incluso más alta que la que obtuvo SH0ES+H0LiCOW,
por lo que no es buena opción para aliviar la tensión. Estos modelos conducen a di-
ferentes ecuaciones de estado w (no constantes) en función del corrimiento al rojo
z, las cuales se puede ver su evolución haciendo un análisis estad́ıstico para encon-
trar los mejores valores posibles de los parámetros libres -tanto propios de la teoŕıa
de TG como los propios a las ecuaciones de Friedmann-, al meter datos observacio-
nes que reproduzcan la expansión acelerada del Universo (CC+SNIa+BAO) en los
códigos CLASS y Monte Python. En algunas de estas ecuaciones de estado se puede
reproducir lo que observamos en el Universo actual, es decir expansión cósmica ace-
lerada, además de que en algún momento del Universo se asemejan al modelo ΛCDM.

En el modelo expresado en Series de Taylor se pudo encontrar el mejor valor posible
del parámetro de densidad Ωm igual a 0.3, que concuerda con el resultado medido por
Planck.

De esta manera, se puede ver que esta teoŕıa extendida de la gravedad, la Grave-
dad Paralela f(T,B), puede aliviar la tensión con la constante de Hubble, pues los
modelos considerados en este caṕıtulo indican que el valor inferido por Planck de H0

es el correcto y que la tensión está entonces en los errores sistemáticos en las medi-
ciones locales de H0, como lo hizo por ejemplo SH0ES+H0LiCOW. Esto no significa
que no existan modelos dentro de esta teoŕıa que obtengan un valor de H0 parecido
al que se obtiene con observaciones locales, haciendo parecer que la tensión está al
suponer como base el modelo ΛCDM.

Esta teoŕıa de Gravedad Teleparalela es complicada principalmente en el manejo
de las ecuaciones y en el formalismo que hay detrás pero, como ya se mencionó, el
propósito de este caṕıtulo no era dar una explicación completa de esta teoŕıa, sino
hacer visible que existen maneras de tratar el problema de la tensión con la constante
de Hubble, y una de esas son las teoŕıas extendidas de la gravedad.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Para finalizar con este trabajo escrito, se procede a resumir lo que se estudió en los
caṕıtulos anteriores, aśı como dar las conclusiones finales del trabajo en general.
Entre los objetivos de este trabajo estuvo mostrar la importancia de la constante de
Hubble, qué información nos da acerca del Universo, con qué métodos la miden y
qué valor obtienen, mostrar que hay una discrepancia entre estos valores medidos,
qué propuestas de solución han tratado de resolver esta discrepancia, e investigar dos
propuestas de solución a detalle.

La constante de Hubble H0 es una cantidad importante en cosmoloǵıa, pues da la
tasa de expansión del Universo y su edad; para entender cómo esta constante se
relaciona con estos conceptos, se estudiaron las ecuaciones de Friedmann, unas ecua-
ciones que modelan la expansión de un Universo homogéneo e isotrópico y cómo éste
se curva y, para deducirlas, se estudió un poco de la teoŕıa de Relatividad General de
Einstein. Primero se partió de la métrica Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker que
describe a un Universo homogéneo e isotrópico y cómo se miden distancias en él; esta
métrica se evaluó en las ecuaciones de Einstein, las cuales relacionan la geometŕıa
del espacio-tiempo con la materia que lo contiene, y se obtuvieron las ecuaciones de
Friedmann, que relacionan el parámetro de Hubble con la densidad de enerǵıa del
Universo (incluye a la materia bariónica, materia oscura, radiación y enerǵıa oscura)
y su curvatura. Después con la Ley de Hubble se estudió que la constante de Hubble a
grandes escalas es la proporción entre la velocidad a la que se alejan las galaxias y la
distancia hasta nosotros; a pequeñas escalas también entran en juego los movimientos
aleatorios de las galaxias. Asimismo, esta constante da un aproximado de la edad del
Universo al sacar su inverso y, si H0 ∼ 67 kms−1Mpc−1, la edad del Universo seŕıa de
tH ' 14.6Gyr, mientras que si H0 ∼ 73 kms−1Mpc−1 la edad seŕıa de tH ' 13.4Gyr,
por lo que una pequeña diferencia entre los valores de H0 obtenidos por diferentes
proyectos implicaŕıa un gran margen de error en la edad del Universo.

Se estudió también la definición de ecuación de estado w, la cual caracteriza las
componentes del Universo a través de la razón entre su densidad de enerǵıa y su pre-
sión. Después, se dio una introducción a fenómenos astrof́ısicos importantes que dan
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información acerca de la evolución del Universo, como lo son: las Supernovas Tipo Ia
(SNIa) son buenas para medir distancias a las galaxias que las contienen porque tie-
nen una luminosidad estable; la radiación del Fondo Cósmico de Microondas (CMB)
es la radiación electromagnética más vieja del Universo, por lo que da información
valiosa del Universo temprano; las Oscilaciones Acústicas Bariónicas (BAO) son con-
sideradas una regla estándar en cosmoloǵıa porque dan una escala de lo que viajaron
las ondas de sonido del fluido de fotones-bariones en el Universo temprano hasta una
época determinada; y la Estructura a Gran Escala (LSS) consiste en que las galaxias
y la materia forman ciertos patrones a gran escala, causados principalmente por la
acción de la gravedad y la expansión del Universo.

Posteriormente, se investigaron varios proyectos que midieron la constante de Hubble
con distintos métodos, de entre los que figuran el CMB, BAO, SNIa, Cronómetros
Cósmicos, Cefeidas variables, sirenas estándar, edades estelares de cúmulos globulares
y de estrellas con muy baja metalicidad, Punta de la Rama Gigante Roja, estrellas Mi-
ra variables, lentes gravitacionales, masers, y Fluctuaciones de Brillo en la Superficie.
Cada uno de estos métodos da un valor de H0 diferente, pero generalmente apuntan
a que H0 es 67 kms−1Mpc−1 o 73 kms−1Mpc−1; los más relevantes son: el proyecto
Planck (2018), que con datos del CMB basado en el modelo ΛCDM, infirió un valor de
H0 de 67.27± 0.60 kms−1Mpc−1[19], y las observaciones a Cefeidas y SNIa por Riess
y su equipo (2019), que dan como resultado una H0 de 74.03±1.42 kms−1Mpc−1[20].
El problema con estos valores es que ni con los márgenes de error se traslapan, y en la
presente tesis se discutió que esta discrepancia puede ser debida a que: o la interpre-
tación del CMB por el modelo ΛCDM no es correcta y por tanto se obtiene un valor
de H0 incorrecto, o en las observaciones en Cefeidas y SNIa hay errores sistemáticos
que no se consideraron y pudieron afectar en la medición de H0.

Para tratar de aliviar la tensión, se discutieron dos propuestas de solución que, aun-
que no resuelven el problema de la tensión, dan ideas para investigarlas más a fondo
en un futuro; estas dos propuestas básicamente añaden f́ısica nueva al modelo ΛCDM.

La primera propuesta consistió en considerar la constante de Hubble obtenida por
Planck y la de Riess como ciertas, y se adaptaron a dos modelos: el primero era el
modelo estándar cosmológico suponiendo la H0 de Planck; el segundo era un nuevo
modelo que difiere del modelo estándar cosmológico en que tiene part́ıculas relativis-
tas extra (o grados de libertad extra, parametrizados por Nex, donde para el modelo
estándar Nex = 0) agregadas sólo en una cierta época del Universo temprano (des-
pués de esta época desaparecen), y suponiendo la H0 de Riess. El objetivo de hacer
esto fue relacionar estos dos modelos mediante la escala angular en la época de re-
combinación θ(a∗), la cual Planck midió de forma precisa (θ(a∗) = 0.0104), y que se
define como el cociente del horizonte de sonido comóvil en la época de recombinación
rs(a∗) y la escala diametral angular comóvil en esta misma época DA(a∗). Para hacer
esta relación, se tuvo que reducir tanto rs(a∗) como DA(a∗) en el nuevo modelo en
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una cierta época, porque lo que se buscó fue hacer iguales los cocientes en el modelo
estándar y en el nuevo modelo; esta reducción se dio gracias a las part́ıculas relativis-
tas extra y suponiendo un valor de H0 mayor, en este caso el de Riess. Se obtuvo que
esta igualdad de cocientes se pudo haber dado desde el inicio del Universo (z →∞)
hasta varios corrimientos al rojo cŕıticos zc: en zc ' 2, 935 si el número de grados de
libertad extra era de Nex = 0.954; en zc ' 7, 342 si Nex = 1.954; y en zc ' 13, 644 si
Nex = 3.954; para zc’s menores a las anteriores, las part́ıculas extra desaparecen. Asi-
mismo, en el contexto del nuevo modelo se obtuvo que conforme Nex fuera mayor, el
parámetro de densidad de radiación Ωr0 aumentó (lo cual era de esperarse), mientras
que el parámetro de densidad de enerǵıa oscura ΩΛ0 disminuyó, lo cual es congruente
para compensar el aumento en la densidad de radiación. También se hizo notar que
estas tres soluciones no son las únicas, sino que hay toda una familia de soluciones:
dada la Nex se puede obtener la zc, o a la inversa.

La segunda propuesta consistió en estudiar la teoŕıa de la Gravedad Teleparalela
(TG) f(T,B), una teoŕıa extendida de la gravedad que agrega nuevos términos a las
ecuaciones de Einstein de la teoŕıa de la Relatividad General (GR), y que trata de
aliviar la tensión con la constante de Hubble; estos nuevos términos fueron el escalar
de torsión T y un término de frontera B, que jugaron el papel del escalar de Ricci R̊ en
GR. Se hizo notar que algunas de las diferencias entre TG y GR eran que GR maneja
la conexión de Levi-Civita, mientras que TG maneja la conexión de Weitzenböck, la
cual se definió en términos de la tétrada eaµ, que en este caso jugó el papel de la
métrica gµν en GR (pues la conexión de esṕın ωabµ se hizo nula en ese caṕıtulo, lo
cual se hizo para no considerar efectos inerciales). Otra diferencia que se hizo notar
es que el tensor de Riemann en TG es cero porque la conexión de Weitzenböck es
de curvatura nula, mientras que en GR no necesariamente es aśı; esto quiere decir
que en TG la gravedad no se representó por medio de curvatura, sino por medio de
la torsión. El resultado más relevante de la teoŕıa de TG f(T,B) fue que se pudo
aplicar en la cosmoloǵıa para obtener unas ecuaciones de Friedmann modificadas y
que llevaron a una ecuación de estado efectiva weff , que representó al Universo como
un fluido perfecto y su evolución; además, esta weff se escribió en términos de f y
sus derivadas y, si se apagaban estos términos de f , se recuperaba el modelo ΛCDM
(w = −1). Aśı, para esta ecuación de estado se estudiaron cuatro modelos f(T,B) que
estaban en términos de funciones del escalar de torsión T y del término de frontera
B, de los cuales dos arrojaron valores de la constante de Hubble que resultaron ser
parecidos al valor inferido por Planck (2018), por lo que estos modelos indicaron que
la tensión está entonces en los errores sistemáticos en las mediciones locales de H0;
esto no significa que no existan modelos dentro de esta teoŕıa que puedan obtener
un valor de H0 parecido al que se obtiene con observaciones locales, haciendo parecer
que la tensión está al suponer como base el modelo ΛCDM. Asimismo, el comporta-
miento de las ecuaciones de estado (que eran no constantes) para los modelos que se
consideraron, reprodujo lo que se observa en el Universo al d́ıa de hoy, además de que
en algún momento en la evolución del Universo se asemejaron al modelo ΛCDM.
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Para concluir con esta tesis, se reitera que las propuestas discutidas aqúı no arre-
glan el problema de la tensión con la constante de Hubble, y que en la actualidad
todav́ıa nadie ha encontrado una solución, pero śı dan ideas sobre cómo hacerlo en
un futuro.
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Anexo A

Ecuaciones del Modelo de
Expansión de Taylor

Para obtener la ecuación de estado weff en la cosmoloǵıa f(T,B) (ec. (4.41)), se
calcularon las derivadas necesarias de la densidad Lagrangiana (4.56) en el Modelo
de Expansión de Taylor, y se usaron las ecuaciones (4.29) y (4.30). Se obtiene que:

fT = A1 + 2A2T + A4B, (A.1)

ḟT = 24A2HḢ + 6A4(6HḢ + Ḧ), (A.2)

fB = 2A3B + A4T, (A.3)

ḟB = 12A3(6HḢ + Ḧ) + 12A4HḢ, (A.4)

f̈B = 12A3(6Ḣ2 + 6HḦ +
...
H) + 12A4(Ḣ2 +HḦ). (A.5)

Las definiciones de w(z)i de la ecuación de estado w para el modelo de la expansión
de Taylor de f(T,B) en términos del corrimiento al rojo z, son las siguientes:

w(z)1 = −A3B
2 + T (A4B + A2T + A1) + A0

(z + 1)5
, (A.6)

w(z)2 =

2
(z+1)3

− 96A3

(z+1)5)

(z + 1)4
, (A.7)

w(z)3 =
(8A2 + 36A3 + 17A4)

(z + 1)10
, (A.8)

w(z)4 =

2(4A2+27A3+11A4)
(z+1)3

+ 4A2+12A3+7A4

(z+1)2

(z + 1)7
(A.9)

w(z)5 =

6(9A3+2A4)
(z+1)6

+
2

(
2(4A2+3A4)

(z+1)3
− 2(2A2+9A3+4A4)

(z+1)2

)
(z+1)3

(z + 1)4
, (A.10)
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w(z)6 =

16(3A3+A4)
(z+1)6

−
24

(
− 2A3

(z+1)2
− 2A4

(z+1)3

)
(z+1)4

+ 1
(z+1)4

(z + 1)3
, (A.11)

w(z)7 = −
72A3

(z+1)4
+ 1

(z+1)2

(z + 1)5
, (A.12)

w(z)8 =
(3A3 + A4)

[
2

(z+1)3
+ 6

(z+1)4

]
(z + 1)6

, (A.13)

w(z)9 =
4A2 + 12A3 + 7A4

(z + 1)10
, (A.14)

w(z)10 =

4A3+A4

(z+1)2
− 2(4A2+9A3+6A4)

(z+1)3

(z + 1)7
. (A.15)
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Anexo B

Ecuaciones del Modelo de Ley de
Potencias

Para obtener la ecuación de estado weff en la cosmoloǵıa f(T,B) (ec. (4.41)), se
calcularon las derivadas necesarias de la densidad Lagrangiana (4.58) en el Modelo
de Ley de Potencias, y se usaron las ecuaciones (4.29) y (4.30). Se obtiene que:

fT = t0mT
m−1, (B.1)

ḟT = 12t0m(m− 1)HḢ(6H2)m−2, (B.2)

fB = b0kB
k−1, (B.3)

ḟB = 6b0k(k − 1)[6(3H2 + Ḣ)]k−2(6HḢ + Ḧ), (B.4)

f̈B = 6b0k(k− 1)[6(3H2 + Ḣ)]k−2
{ k − 1

3H2 + Ḣ
(6HḢ + Ḧ) + 6Ḣ2 + 6HḦ +

...
H
}
. (B.5)

Las definiciones de w(z)i de la ecuación de estado w para el modelo de Ley de
Potencias de f(T,B) en términos del corrimiento al rojo z, son las siguientes:

w(z)1 = −6(k + 1)

(z + 1)9
+

2
[

24
(z+1)5

− 3(k−1)
(z+1)2

]
(z + 1)7

+

24
(z+1)9

−
12

(z+1)7)
−

2

[
2(k−1)

(z+1)2
+ 24

(z+1)5

]
(z+1)2

(z+1)2

(z + 1)3
− 108

(z + 1)12
,

(B.6)

w(z)2 =
1

(z + 1)4
−

2
(z+1)3

− 1
(z+1)2

z + 1
, (B.7)

w(z)3 =
b023k−13k+1(k − 1)k

[
1

(z+1)2

]k
(z + 1)4

+
t02m+23m(m− 1)m

[
1

(z+1)2

]m
(z + 1)4

. (B.8)
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Anexo C

Ecuaciones del Modelo de Ley de
Potencias Mezcladas

Para obtener la ecuación de estado weff en la cosmoloǵıa f(T,B) (ec. (4.41)), se
calcularon las derivadas necesarias de la densidad Lagrangiana (4.60) en el Modelo
de Ley de Potencias Mezcladas, y se usaron las ecuaciones (4.29) y (4.30). Se obtiene
que:

fT = f0mB
kTm−1, (C.1)

ḟT = 6f0mB
k−1Tm−2[kT (6HḢ + Ḧ) + 2HḢ(m− 1)B], (C.2)

fB = f0kB
k−1Tm, (C.3)

ḟB = 6f0kB
k−2Tm−1[(k − 1)(6HḢ + Ḧ)T + 2mBHḢ], (C.4)

f̈B =6f0k{[(m− 1)Bk−2Tm−2 + 6(k − 2)Bk−3Tm−1(6HḢ + Ḧ)][2mBHḢ+

(k − 1)(6HḢ + Ḧ)] +Bk−2Tm−1[12HḢ(k − 1)(6HḢ + Ḧ) + (k − 1)T

(6Ḣ2 + 6HḦ +
...
H) + 2m(6HḢ(6HḢ + Ḧ) +BḢ2 +BHḦ)]}.

(C.5)

Las definiciones de w(z)i de la ecuación de estado w para el modelo de Ley de Po-
tencias Mezcladas de f(T,B) en términos del corrimiento al rojo z, son las siguientes:

w(z)1 = −T
m+2f0B

k+3

(z + 1)6
, (C.6)

w(z)2 =
6
(

2B2T 2

(z+1)3
− 2Bk(k − 1)kTm

(
24T 2

(z+1)5
− 6(m−1)

(z+1)4

)
f0

)
B

(z + 1)5
, (C.7)

(z + 1)9f0w(z)3 =
12kT (((k − 1)(7B + 12k − 24) + 7B(k − 2)m)TmBk + 7mTB3)

(z + 1)3

− Bk+1Tm(4(m− 1)mB3 − (8B + 9)kmTB − 18(k − 1)kT 2)

(z + 1)2
,

(C.8)
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(z + 1)6w(z)4 = BkTm
(
− 72k((k − 1)(2B + 3k − 6) + 2B(k − 2)m)T

(z + 1)6

− w(z)12 + w(z)13

)
− 6B3kmT 2

( B

(z + 1)4
+

12

(z + 1)6

)
f0,

(C.9)

w(z)5 =
Tmw(z)14B

k +
4kmT 2

(
36

(z+1)4
− 5B

(z+1)2

)
B3

(z+1)3
f0

(z + 1)5
, (C.10)

w(z)6 =
kT (Bk((1− k)(B + 2k − 4)−B(k − 2)m)Tm −B3mT )f0

(z + 1)12
, (C.11)

(z + 1)4w(z)7 = 2kTm
(
w(z)15 +

216(k − 2)(k − 1)T

(z + 1)8
+

2B

(z + 1)3[6(k − 1)T 2

(z + 1)3
− (m− 1)(3k + 2Bm− 3)

(z + 1)2

])
f0B

k + T 2
(40Bkmf0

(z + 1)6
+

1

(z + 1)4

)
B3,

(C.12)

w(z)8 =
36kTm+1

[
2(2Bm+3(k−1)T )

(z+1)3
− 6(−2mB2−3kT+3T )

(z+1)4

]
f0B

k

(z + 1)6
, (C.13)

w(z)9 =
Tm
[

2(−4(m−1)mB3+6(B+1)kmTB+9(k−1)kT 2)
(z+1)3

− 2kT (Bm+2(k−1)T )
(z+1)2

]
f0B

k

(z + 1)7
, (C.14)

w(z)10 =
72Tm(−2(m− 1)mB3 + (4B + 3)kmTB + 6(k − 1)kT 2)f0B

k

(z + 1)10
, (C.15)

w(z)11 =
Tm+2f0B

k−2

(z + 1)5
− 12T 2B2

(z + 1)7
−

6T 2
(
− 36(k−1)kTmf0Bk

(z+1)4
− B2

(z+1)2

)
(z + 1)5

, (C.16)

w(z)12 =

2B(−4(m−1)mB3+2(2B+9)kmTB+27(k−1)kT 2

(z+1)3
− 72k((k−1)(B+4k−8)+B(k−2)m)T

(z+1)4

(z + 1)2
.

(C.17)

w(z)13 =
4B[(m− 1)mB3 − 2kmTB2 − 3(k − 1)kT 2]

(z + 1)4
, (C.18)

w(z)14 =2B
(4m(−2mB + 2B + 3kT )B2

(z + 1)6
+
k(m− 1)(2k +Bm− 2)

(z + 1)4

− 2(−2(m− 1)mB3 + 3kmTB2 + 9(k − 1)kT 2)

(z + 1)5

)
−

6kT
(
− 24((k−1)(B+3k−6)+B(k−2)m)

(z+1)3
− B(4mB2+9(k−1)T )

(z+1)2

)
(z + 1)4

,

(C.19)

w(z)15 =
12B

[
2B2m
(z+1)3

− mB2−kT+T
(z+1)2

]
T

(z + 1)4
. (C.20)
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Anexo D

Ecuaciones del Modelo de
Desviaciones del Término de
Frontera al TEGR

Para obtener la ecuación de estado weff en la cosmoloǵıa f(T,B) (ec. (4.41)), se
calcularon las derivadas necesarias de la densidad Lagrangiana (4.62) en el Modelo
de Desviaciones del Término de Frontera al TEGR, y se usaron las ecuaciones (4.29)
y (4.30). Se obtiene que:

fT = −1, (D.1)

ḟT = 0, (D.2)

fB = f1 lnB + f1, (D.3)

ḟB = 6f1
6HḢ + Ḧ

B
, (D.4)

f̈B =
6f1

B2
[(6Ḣ2 + 6HḦ +

...
H)B − 6(6HḢ + Ḧ)2]. (D.5)
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