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DE MÉXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

Espacios Vectoriales en la Teorı́a
de Gráficas
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Prefacio

C
uando iba en el tercer semestre de la licenciatura, tomé el curso Gráficas
y Juegos con la maestra Laura Pastrana, en la Facultad de Ciencias.
Era tal el amor con el que Laura daba su clase que me lo transmitió
inmediatamente, y supe desde ese momento que queŕıa dedicarme a
la Teoŕıa de Gráficas. Es una rama de las Matemáticas tan elegante y
bella, pero al mismo tiempo intrigante. Después de varias experiencias,
me di cuenta que me sent́ıa más atráıdo por las Matemáticas Aplicadas
y deseaba estudiar algo que aplicado que al mismo tiempo involucrara
a las gráficas.

Conoćı al Dr. Gilberto Calvillo a finales de junio del 2017, mientras él impart́ıa una conferencia
en la Escuela de Verano de Cuernavaca que suele organizarse anualmente. La plática se titulaba
Los Teoremas del Problema de Asignación Óptima y recuerdo perfectamente que él hablaba de cómo
ciertos problemas del Álgebra Lineal pueden ser modelados y resueltos en la Teoŕıa de Gráficas. Quedé
maravillado: ¿cómo era posible que esas dos ramas de las Matemáticas (aparentemente sin relación
alguna) tuvieran tanto en común? Fue como si un horizonte infinito se extendiera ante mis ojos y yo
queŕıa ser parte de eso.

Decid́ı, en diciembre de ese mismo año pedirle al Dr. Calvillo que fuera mi director de tesis y, para
mi fortuna, aceptó. En enero de 2018, él me recomendó (que a su vez ya hab́ıa sido sugerido por el
Dr. Jesús López Estrada) el tema que he plasmado en este trabajo.

Mi tesis fue fruto de un esfuerzo de, más o menos, un año y medio: de junio a diciembre de 2018
me dediqué a leer varios libros y comprender los conceptos y los teoremas; y en 2019 segúı leyendo
y escribiendo mi trabajo, mientras lo complementaba trabajando como ayudante de profesor en la
Facultad de Ciencias y siendo becario del Instituto de Matemáticas.

Realmente esta tesis fue terminada a finales de enero de 2020 para después ser léıda y corregida
por mis sinodales. Pero nadie se imaginaŕıa que a mediados de marzo de ese mismo año la pandemia
de la enfermedad COVID-19 azotaŕıa al mundo entero, interrumpiendo de golpe las actividades que
requeŕıan la presencia humana y encerrándonos de forma obligada a una larga cuarentena.

Probablemente desde los eventos de la Segunda Guerra Mundial de los años 40 del siglo XX,
la humanidad entera no se hab́ıa visto envuelta en un evento tan traumático y de tal magnitud
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como el de esta pandemia mundial. Inevitablemente, este acontecimiento ha cambiado el mundo para
siempre. Desde una gran crisis económica, provocando que millones de personas perdieran sus negocios
y sus empleos, hasta el lamentable fallecimiento de numerosas vidas humanas que, quizás, en otras
circunstancias estaŕıan hoy con nosotros.

Por otro lado, ha supuesto una revolución tecnológica como nunca se hab́ıa visto. Paradójicamente,
a pesar de estar separados por el confinamiento, estamos más conectados que antes: las videollamadas,
las videoconferencias, las clases virtuales, hacer transacciones bancarias, pedir comida, comprar la
despensa, solicitar un taxi, etc., y todo desde la comodidad del hogar y a través de un celular.
Lo anterior nos ha permitido afrontar esta problemática de formas que hace tan sólo diez años no
hubiéramos podido. Es en este contexto en el que escribo estas palabras y en el que esta tesis queda
registrada. Los exámenes profesionales por el momento son en ĺınea y aśı será el mı́o en el 2021.

No me cabe duda de que estamos viviendo en una de las mejores épocas de la humanidad: desde
tecnoloǵıa, educación y comodidades hasta la inclusión de minoŕıas que, en otros tiempos, fueron
calladas. Tenemos a nuestro alcance hoy lo que los reyes, conquistadores y emperadores más opulentos
del pasado ni se hubieran imaginado. Que esta sea de las mejores épocas nos significa que sea perfecta.
Todav́ıa nos quedan retos que superar como el cambio climático, la difusión de noticias falsas, el mal
uso de los datos, el arribo de personas de dudosa capacidad a los puestos más altos de poder, la
ignorancia y, en general, los problemas existenciales del ser humano moderno.

Sin embargo, en cada momento tenemos la responsabilidad de elegir hacia dónde queremos dirigir-
nos. La decisión está en nuestras manos en cada momento y en cada pequeño detalle de la vida diaria:
somos capaces de actuar a favor de nuestro progreso como seres humanos y de nuestra sociedad, o
podemos quedarnos cruzados de brazos y no hacer nada al respecto. Como dijo el filósofo italiano
Giovanni Pico Della Mirandola en su Discurso sobre la Dignidad Humana:

“El Óptimo Art́ıfice [. . . ] tomó entonces al hombre aśı concebido, obra de la naturaleza indefinida y,
poniéndolo en el centro del mundo, le habló de esta manera: No te di, Adán, ni un puesto determinado
ni un aspecto propio ni función alguna que te fuera peculiar, con el fin de que aquel puesto, aquel
aspecto, aquella función por la que te decidieras, los obtengas y conserves según tu deseo y designio.
La naturaleza limitada de los otros se halla determinada por las leyes que yo he dictado. La tuya,
tú mismo la determinarás sin estar limitado por barrera ninguna, por tu propia voluntad, en cuyas
manos te he confiado. Te puse en el centro del mundo con el fin de que pudieras observar desde al ĺı
todo lo que existe en el mundo. No te hice ni celestial ni terrenal, ni mortal ni inmortal, con el fin
de que –casi libre y soberano art́ıfice de ti mismo- te plasmaras y te esculpieras en la forma que te
hubieras elegido. Podrás degenerar hacia las cosas inferiores que son los brutos; podrás -de acuerdo
con la decisión de tu voluntad- regenerarte hacia las cosas superiores que son divinas”.

En esta tesis se hablará de una parte de la Teoŕıa Algebraica de Gráficas, que es la rama de
las matemáticas que se ocupa de aplicar los métodos algebraicos en problemas que conciernen a
las gráficas. Estos métodos pueden incluir, por ejemplo, el uso de la teoŕıa de grupos para estudiar
invariantes en gráficas. Pero también, como ya mencionamos al principio, el Álgebra Lineal juega un
papel importante en el estudio de la Teoŕıa de Gráficas y en este trabajo nos enfocamos en estudiar
esa relación.

El texto base de esta tesis es el libro escrito por J. A. Bondy y U. S. R. Murty titulado Graph
Theory [3]. Además de considerarlo modernos, nos pareció conveniente su notación y su terminoloǵıa.
El lector podrá hallar en [6] y [15] un desarrollo mucho más detallado de estos temas, aunque son
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textos un poco antiguos.
En primer lugar, ofrecemos una introducción histórica para situar al lector en contexto. No pre-

tendemos ser exhaustivos, sino más bien dar un panorama general de cómo el Álgebra Lineal y la
Teoŕıa de Gráficas han ido creciendo y coincidiendo a lo largo del tiempo.

El caṕıtulo 1 está dedicado a establecer los conceptos principales y las definiciones de las que hare-
mos uso en este trabajo. Se divide en dos secciones, una dedicada al Álgebra Lineal y la otra dedicada
a la Teoŕıa de Gráficas. La mayoŕıa de los teoremas en este caṕıtulo se enuncian sin demostración y
damos las referencias en las que el lector puede encontrar más información al respecto.

En el caṕıtulo 2 estudiamos las propiedades de los conjuntos de corte y las gráficas pares. Este es
el más largo y más “pesado” de los demás caṕıtulos porque es, prácticamente, el soporte teórico del
resto. Casi todos los teoremas del caṕıtulo 3, por ejemplo, son una consecuencia directa de los que se
enunciaron en el caṕıtulo2 y, por lo tanto, facilitan mucho las demostraciones.

El caṕıtulo 3 es mi favorito y es el más “profundo” porque retomamos las ideas del caṕıtulo
anterior y las consideramos desde el punto de visto algebraico. Es aqúı donde aparecen de forma
natural los espacios vectoriales de una gráfica y de una digráfica. Tendemos el puente entre el mundo
del Álgebra Lineal y el de la Teoŕıa de Gráficas.

Finalmente, la tesis se concluye con el caṕıtulo 4, en el cual presentamos algunas de las consecuen-
cias que han tenido las ideas del caṕıtulo anterior. Las aplicaciones de este caṕıtulo son tan bastas
que fácilmente podŕıa hacerse una tesis de cada uno. Aśı que hablamos de ellas de manera breve y
sin ahondar tanto los aspectos técnicos.

Hemos incluido varias imágenes para explicar algunos conceptos y nuestros ejemplos terminan con
el śımbolo “�” para separarlos del resto del texto. De igual modo, las demostraciones de los teoremas
se terminan con “QED”, que abrevia la frase latina Quod Erat Demonstrandum y significa “que era
lo que queŕıamos demostrar”.

Diciembre, 2020.
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en mi corazón. A través de los años he sido bendecido por la presencia de personas muy especiales
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abuelita, porque cada uno dejó algo en mi corazón, y cada uno siempre me apoyó a su manera. Estoy
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a punto de titularme y terminando mi segundo semestre de la maestŕıa en tus Institutos. Gracias,
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devolverte lo mucho que me diste, sirviendo a los demás con los conocimientos que me otorgaste.

Por mi raza hablará el esṕıritu.
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((Si la vida es, por esencia, un proceso de
crecimiento y un proceso de integración y
no puede ser amada con medios de con-
trol o de fuerza, entonces el amor a la vi-
da es el núcleo de todo tipo de amor. El
amor es el amor a la vida en un ser hu-
mano, en un animal, en una planta. Lejos
de ser algo abstracto, el amor a la vida es
el núcleo, un núcleo muy concreto y real,
de todo tipo de amor. Quien crea que ama
a los seres humanos sin amar la vida, pue-
de desear apegarse a otra persona, pero no
amarla de verdad.
))Cuando alguien dice de otra persona que
“ama realmente la vida” la mayoŕıa de
la gente entiende lo que se quiere decir
con ello. Nos imaginamos entonces a una
persona que ama todo lo que crece y está
vivo, que se siente atráıda por el creci-
miento infantil, por la maduración, por
una idea que va tomando forma, por una
organización que no deja de crecer. Para
semejante persona, incluso lo que no está
vivo, como una piedra o el agua, se con-
vierte en algo vivo. Y lo que está vivo lo
atrae, no porque sea algo grande y pode-
roso sino por estar vivo)).

ERICH FROMM
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1.2. Teoŕıa de Gráficas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Introducción

E
n los años 1670, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) escribió a
Christiaan Huygens (1629 - 1695): “Necesitamos un análisis propia-
mente geométrico o lineal, que exprese directamente la situación (el
situs), como el álgebra expresa la magnitud”. Leibniz no estaba con-
forme con el enfoque geométrico de Euclides ni con el de la recién
creada Geometŕıa Anaĺıtica de René Descartes (1596 - 1650). Su sueño
era crear una especie de lenguaje universal en el que todos los teo-
remas pudieran ser demostrados mediante manipulaciones de algunos
śımbolos. Su Análisis Situs pretend́ıa seguir esta dirección, aunque no

cosechó muchos frutos en su época. No obstante, esta idea de la Geometŕıa de la Posición estaŕıa en
constante búsqueda por parte de los matemáticos que sucedieron a Leibniz.

Fig. 1. Gottfried Leibniz

Se sabe que la Teoŕıa de Gráficas tuvo su origen en
1736 de la mano de Leonhard Euler (1707 - 1783) al re-
solver el famoso problema de los Puentes Königsberg (hoy
Kaliningrado, Rusia). De hecho, Euler consideraba que sus
nuevos métodos eran parte del ansiado Análisis Situs de
Leibniz, dando inicio a lo que posteriormente se conoceŕıa
como Topoloǵıa.

Respecto al Álgebra Lineal, sus oŕıgenes pueden ras-
trearse hasta las culturas babilónica y egipcia. En el mundo
oriental, los matemáticos chinos lograron desarrollar méto-
dos de resolución de sistemas de ecuaciones.

Hallamos en Leibniz y en el matemático japonés Seki
Kowa (1642 - 1708) las primeras menciones de los determi-
nantes. Aunque no seŕıa hasta 1850 cuando James Joseph
Sylvester (1814 - 1897) acuña por primera vez el término
matriz para designar los arreglos rectangulares de núme-
ros asociados a los sistemas de ecuaciones. En esta época,
Arthur Cayley (1821 - 1895) desarrolla el álgebra de matri-
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ces definiendo sus operaciones básicas aśı como la inversa de una matriz y su construcción. El francés
Camile Jordan (1838 - 1922) también hace importantes contribuciones al respecto.

Fig. 2. Leonhard Euler

Es curioso que tanto Sylvester, Jordan y Cayley estudiaron
los árboles de las gráficas, siendo este último el más proĺıfico.
Debe mencionarse aqúı que fue el propio Sylvester el primero en
usar el término gráfica para designar a los sistemas de puntos y
ĺıneas (aśı eran llamadas las gráficas en esos tiempos).

Quizás no es tan conocido que la Teoŕıa de Gráficas ter-
minó por consolidarse con las contribuciones del f́ısico alemán
Gustav Robert Kirchhoff (1824 - 1887), nacido en Königsberg.
Kirchhoff estableció dos leyes fundamentales en el análisis de las
redes eléctricas que dan lugar a ciertos sistemas de ecuaciones.
Para resolverlos, el f́ısico hizo uso de la gráfica asociada a la red
eléctrica y, con ayuda de los árboles generadores, construyó sis-
temas de ecuaciones linealmente independientes más fáciles de
solucionar. Este fue de los primeros momentos en que el Álgebra
Lineal y la Teoŕıa de Gráficas se relacionaron.

Años después, Henri Poincaré retomaŕıa estas ideas sistematizándolas en su fundamental art́ıculo
(junto con cinco suplementos) titulado Analysis Situs y dando nacimiento a la Topoloǵıa Algebraica.
Encontramos en este art́ıculo la primera mención de la matriz de incidencia de una gráfica.

Fig. 3. Gustav Kirchhoff

A su vez, el matemático estadounidense Oswald Veblen (1880
- 1960) retomó el trabajo de Poincaré y publicó en 1922 un libro
llamado también Analysis Situs. Fue el primer libro de texto
de Topoloǵıa en inglés. Entre sus muy diversas contribuciones,
se encuentran por primera vez sistematizados los conceptos de
Teoŕıa de Gráficas junto con el Álgebra Lineal. Aqúı se hace
mención, por ejemplo, del rango y la nulidad de una gráfica
como las dimensiones, respectivamente, del espacio de renglones
y el espacio nulo de la matriz de incidencia de la gráfica. Veblen
también aportó al estudio de las gráficas planas, de los ciclos y
en el Problema de los Cuatro Colores.

En los años 1930, Hassler Whitney (1907 - 1989) se interesó
también en el Problema de Los Cuatro Colores y en hallar una
caracterización combinatoria de las gráficas planas. Para ésto,
Whitney utilizó conceptos algebraicos como los mencionados en
el libro de Veblen. Logró darse cuenta de varias similitudes entre
los espacios vectoriales y las subgráficas de una gráfica dada y
generalizó estas relaciones en unas nuevas estructuras que llamó
matroides.

Después de la Segunda Guerra Mundial, se produjo un desarrollo en la Programación Lineal
gracias a George B. Dantzig y su Método Simplex. Este acontecimiento provocó el surgimiento de la
Optimización Combinatoria (que ya veńıa gestándose paralelamente a la Teoŕıa de Gráficas) como
disciplina en los años 50, donde los matroides encontraron sus aplicaciones más importantes.

La historia de la Teoŕıa de Gráficas está documentada (con todo detalle) en el libro de Biggs,
Lloyd y Wilson [2].
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(a) Oswald Veblen
(b) Hassler Whitney
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1
Conceptos Preliminares

E
s imposible estudiar una teoŕıa matemática sin antes establecer sus definiciones
básicas y su notación respectiva. En este caṕıtulo desglosaremos brevemente
las ideas y la terminoloǵıa de las dos ramas de las Matemáticas involucradas
en esta tesis. Muchos de los resultados mencionados aqúı los dejaremos sin
demostración ya que no es nuestro objetivo principal.

1.1. Álgebra Lineal
A continuación abordaremos los conceptos y las notaciones de las que haremos uso a lo largo de este

trabajo. Si el lector está interesado en profundizar en estos temas, y desea conocer las demostraciones
de los teoremas mencionados, se le invita a revisar [9, 12, 19, 16].

1.1.1. ¿Qué es un espacio vectorial?
Un campo F es un conjunto, en el cual están definidas dos operaciones + y •, llamadas suma y

multiplicación, respectivamente, de tal manera que por cada par de elementos x, y ∈ F, existen únicos
x+ y y x • y en F. Además, para todo a, b, c ∈ F, deben cumplirse las siguientes condiciones:

1. Conmutatividad de la suma y multiplicación: a+ b = b+ a y a • b = b • a

2. Asociatividad de la suma y multiplicación: (a+ b) + c = a+ (b+ c) y (a • b) • c = a • (b • c).

3. Existencia del neutro aditivo y del neutro multiplicativo:
Existen 0, 1 ∈ F, tales que: 0 + a = a y 1 • a = a.

4. Existencia del inverso aditivo y del inverso multiplicativo:
Para cualesquiera a en F y b 6= 0 en F, existen c y d en F tales que: a+ c = 0 y b • d = 1.
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5. Distributividad de la multiplicación sobre la suma: a • (b+ c) = a • b+ a • c

El campo más sencillo con el que trabajaremos en esta tesis es el campo de Galois GF (2) (también
denotado por Z2 ó F2). Este campo es el conjunto {0, 1} con las operaciones dadas por las siguientes
tablas (puede notarse que aqúı la suma coincide con el álgebra módulo 2 en los números enteros):

+ 0 1
0 0 1
1 0 0

• 0 1
0 0 0
1 0 1

Otros campos más utilizados son los números reales R y los complejos C con la suma y multipli-
cación usuales.

Un espacio vectorial V sobre un campo F consiste de un conjunto V con dos operaciones definidas
en él, llamadas suma + y multiplicación escalar ·, tales que, para cualesquiera x,y ∈ V y todo k ∈ F,
existen únicos x + y ∈ V y k · x ∈ V . Además, estas operaciones deben cumplir lo siguiente:

1. Para cualesquiera x,y ∈ V , x + y = y + x.

2. Para cualesquiera x,y, z ∈ V , (x + y) + z = x + (y + z).

3. Existe un elemento 0 ∈ V tal que, para todo x ∈ V , x + 0 = x.

4. Para todo x ∈ V , existe −x ∈ V tal que x + (−x) = 0.

5. Para todo x, 1 · x = x.

6. Para cualesquiera a, b ∈ F, y todo x ∈ V , (ab) · x = a(b · x).

7. Para todo a ∈ F, y cualesquiera x,y, a · (x + y) = a · x + a · y.

8. Para cualesquiera a, b ∈ F, y todo x, (a+ b) · (x) = a · x + b · x.

A los elementos de F y V les llamamos escalares y vectores, respectivamente. Un subconjunto W
de un espacio vectorial V sobre F es un subespacio vectorial si W es un espacio vectorial sobre F con
las mismas operaciones definidas en V . De hecho, se sabe que W es un subespacio si y sólo si 0 ∈ W ,
x + y ∈ W , para cualesquiera x,y ∈ W ; y kx ∈ W , para todo k ∈ F y x ∈ W .

Una n−ada ordenada es un vector del espacio Fn y la escribimos en forma de columna. Aśı, dados
a1, . . . , an ∈ F, escribimos 

a1
...
an

 ∈ Fn.

Dependiendo de la situación, estas n−adas se escribirán en forma de renglón:
[
a1 · · · an

]
. Si

agregamos el supeŕındice “T” al vector renglón, entonces obtenemos un vector columna, es decir:

[
a1 · · · an

]T
=


a1
...
an

 .
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Resulta que Fn es uno de los espacios vectoriales más conocidos, cuya suma y producto escalar
se hacen entrada a entrada con la suma y producto del campo F. En efecto, sean

[
a1 · · · an

]T
y[

b1 · · · bn
]T

en Fn y k ∈ F. Entonces

a1
...
an

+


b1
...
bn

 =


a1 + b1

...
an + bn

 ∈ Fn

y

k ·


a1
...
an

 =


ka1

...
kan

 ∈ Fn.

De lo anterior, se desprende que Rn y Cn también son espacios vectoriales. Si F = GF (2), entonces
denotamos por ⊕ a la suma en GF (2)n. Ésta, desde luego, se hace entrada a entrada siguiendo las ope-
raciones que exhibimos en tablas ĺıneas arriba. Por ejemplo, tomemos

[
1 0 1 1

]T
y
[
0 1 1 1

]T
en GF (2)4. Entonces 

1
0
1
1

⊕


0
1
1
1

 =


1
1
0
0

 .

1.1.2. Combinaciones lineales e independencia lineal
Dados un espacio vectorial V y S ⊆ V , decimos que v ∈ V es una combinación lineal de vectores

de S si existe una cantidad finita de vectores u1, . . . ,un ∈ S y escalares k1, . . . , kn ∈ F tales que
v = k1u1 + · · ·+ knun. Usualmente llamamos coeficientes a los escalares de la combinación lineal.

El conjunto de todas las posibles combinaciones lineales de vectores en S es llamado el espacio
generado de S y lo escribimos span(S) y es un subespacio de V . Si span(S) = V , se dice que S genera
a V .

Si hacemos una combinación lineal k1u1 + · · · + knun = 0, con k1 = . . . = kn = 0, entonces ésta
es llamada combinación lineal trivial del 0. Un conjunto de vectores S se dice que es linealmente
dependiente si existe una combinación lineal del 0 no trivial con vectores de S. En caso contrario,
esto es, cuando la única combinación lineal del 0 es la trivial, se dice que S es un conjunto linealmente
independiente.

Se sabe que si S ⊆ T y T es linealmente independiente, entonces S es también linealmente
independiente. Si S es linealmente dependiente, necesariamente T también lo es. De igual modo, se
conoce que, si u /∈ S, entonces S ∪ {u} es linealmente dependiente si y sólo si u ∈ span(S).

Una base β de V es un subconjunto linealmente independiente de V tal que span(β) = V . Las
bases de los espacio vectoriales son de suma importancia. Por ejemplo, todo vector de V puede
expresarse de manera única como combinación lineal de vectores de β y cualesquiera de sus bases
tienen la misma cardinalidad. Este número es la dimensión del espacio vectorial y se le denota como
dim(V ). En particular, todos los espacios que trataremos en esta tesis son de dimensión finita.

Una base de Fn es aquella conformada por los vectores canónicos ei (cuya i−ésima entrada es 1
y 0 en las demás). Por lo que dim(Fn) = n.
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Si W es un subespacio de V , entonces dim(W ) ≤ dim(V ). La cantidad de elementos en un
conjunto linealmente independiente no puede exceder la dimensión del espacio. Tampoco el número
de vectores en un conjunto generador es menor que dicha dimensión. En otras palabras, si S es
linealmente independiente en V y span(T ) = V , entonces |S| ≤ dim(V ) ≤ |T |.

Dados A y B subespacios de V , la suma de A y B es el subespacio

A+B := {x + y ∈ V |x ∈ A,y ∈ B}.

Decimos que V es suma directa de A y B si y sólo si A ∩ B = {0} y A + B = V . Si ocurre lo
anterior, escribimos V = A⊕B y se cumple que dim(V ) = dim(A) + dim(B). Además, si β1 y β2 son
bases de A y B, respectivamente, entonces β1∪β2 es una base de V . Observe que esta última definición
(junto con sus propiedades) se pueden extender a cualquier cantidad de subespacios vectoriales.

1.1.3. Transformaciones lineales
Las transformaciones lineales entre espacios vectoriales son una clase especial de funciones que

preservan la estructura de los espacios. En [9] hay un estudio extenso sobre ellas. Formalmente, si V y
W son espacios vectoriales (ambos sobre F), una función T : V → W es una transformación lineal si
para cualesquiera x,y ∈ V y todo c ∈ F, se cumple que T (x + y) = T (x) + T (y) y T (cx) = c · T (x).

Hay dos subespacios vectoriales asociados a una transformación T : el Kernel (o núcleo) de T , que
es el conjunto Ker(T ) := {x ∈ V |T (x) = 0}; y la imagen de T , que es Im(T ) := {T (x)|x ∈ V }. El
rango de T es la dimensión de su imagen y la nulidad de T es la dimensión de su kernel, es decir,

rank(T ) := dim(Im(T )),
null(T ) := dim(Ker(T )).

El teorema de la dimensión (o teorema de rango-nulidad) establece que, si V tiene dimensión finita,
entonces dim(V ) = rank(T ) + null(T ).

Decimos que dos espacios V y W son isomorfos si y sólo si existe una transformación lineal
biyectiva T : V → W . A tal transformación se le llama isomorfismo. Importantes teoremas se deducen
de esta definición: si dos espacios son isomorfos, entonces tienen la misma dimensión; aún más, si V
es un espacio vectorial sobre F y dim(V ) = n, entonces V es isomorfo a Fn.

1.1.4. Ortogonalidad
Un espacio vectorial sobre el campo F = R (ó F = C) es un espacio con producto interior si

está dotado de un producto interior 〈·,·〉 (también llamado producto escalar o producto interno) que
satisface, para todo k ∈ F y para cualesquiera u,v,w ∈ V , lo siguiente:

1. 〈u,u〉 ≥ 0 y 〈u,u〉 = 0 si y sólo si u = 0.

2. 〈u + v,w〉 = 〈u,w〉+ 〈v,w〉.

3. 〈ku,v〉 = k〈u,v〉.

4. 〈u,v〉 = 〈v,u〉.
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Al tener un producto interior definido en V , obtenemos una noción de ortogonalidad entre vectores.
De hecho, se dice que dos vectores x,y ∈ V son ortogonales si y sólo si 〈x,y〉 = 0. Si S es un
subconjunto no vaćıo de V , entonces el complemento ortogonal de S es el subespacio S⊥ de vectores
ortogonales a todo vector de S, o sea,

S⊥ := {x ∈ V |〈x,y〉 = 0, para todo y ∈ S}.

Dados x,y ∈ Rn, el producto interior usual en Rn es

〈x,y〉 :=
n∑
i=1

xiyi.

Para espacios vectoriales sobre campos finitos, como GF (2), también podemos considerar el mismo
producto interior usual. No obstante, como se verá más adelante, este producto escalar (en espacios
sobre campos finitos) falla en el primer punto de la definición de producto interno: hay vectores u
tales que 〈u,u〉 = 0 pero u 6= 0. Entonces hay vectores ortogonales a śı mismos. Sólo se cumple que
〈u,u〉 ≥ 0 y, si u = 0, necesariamente 〈u,u〉 = 0. Los productos escalares que verifican esto último
(en vez del punto 1 de la definición) se llaman productos interiores degenerados.

1.1.5. Matrices
Una matriz A de n×m sobre un campo F es un arreglo rectangular de m renglones y n columnas.

El conjunto de estas matrices se escribe como Mn×m(F). Los vectores columna de n entradas, en
particular, se pueden considerar como matrices de tamaño 1×n. La matriz cuyas entradas son todas
0 se escribe O y frecuentemente escribimos A = [aij] para denotar, de manera abreviada, a la matriz
A y sus entradas, es decir,

A :=


a11 · · · a1m
... . . . ...
an1 · · · anm

 .
Definimos la j−ésima columna de A como el vector de tamaño n× 1

cj :=


a1j
...
anj


Entonces escribimos A =

[
c1| · · · |cm

]
. Análogamente, el i−ésimo renglón de A es el vector de

tamaño 1× n, ri :=
[
ai1 · · · aim

]
. Y escribimos:

A =



r1
−
...
−
rn

 .

Démonos cuenta que cj ∈ Fn y ri ∈ Fm.
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La suma de dos matrices del mismo tamaño, A = [aij] y B = [bij], es la matriz A + B := [aij+bij].
También definimos el producto de un vector renglón y un vector columna como sigue:

Supongamos que a :=
[
a1 · · · am

]
y b :=


b1
...
bm

. Entonces

ab =
[
a1 · · · am

] 
b1
...
bm

 := [a1b1 + · · ·+ ambm].

De esta manera, dadas A ∈ Mn×m(F) y B ∈ Mm×q(F), el producto de A y B es la matriz
AB ∈Mn×q(F) de la forma

AB :=
[
r1Ac1B| · · · |rmAcmB

]
,

donde riA es el i−ésimo renglón de A y ciB es la i−ésima columna de B.
El producto de una matriz de tamaño n×m por un vector de tamaño m×1 nos arroja otro vector

de tamaño n× 1. Dicho de otro modo, dado

x =


x1
...
xm

 ∈ Fm,

el producto Ax está dado por

Ax =
[
c1| · · · |cm

] 
x1
...
xm

 = x1c1 + · · ·+ xmcm ∈ Fn.

El espacio generado por las columnas de A lo denotamos como C(A); y al espacio generado por los
renglones lo escribimos como R(A). Al igual que las transformaciones lineales, las matrices también
tienen un Kernel (o espacio nulo) y es el conjunto

Ker(A) := {x ∈ Fm|Ax = 0}.

Estos espacios vectoriales nos permiten definir el rango y la nulidad de una matriz. En efecto, el
rango de A es rank(A) := dim(C(A)) y la nulidad de A es null(A) := dim(Ker(A)).

Puede probarse que rank(A) = dim(R(A)). Entonces, dados los conocimientos de espacios vecto-
riales y sus dimensiones, suele decirse que el rango de una matriz es el máximo número de sus columnas
linealmente independientes o el máximo número de sus renglones linealmente independientes. Otra
propiedad importante es que (R(A))⊥ = Ker(A) y (Ker(A))⊥ = R(A).

Si las columnas y renglones de una matriz B están contenidas en las columnas y renglones de A,
entonces decimos que B es submatriz de A.

Una matriz A puede partirse en varias submatrices. Por ejemplo, A puede escribirse de la forma

A =
[
B C
I O

]
.
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En tal caso, se dice que A tiene una partición por bloques. Si A es de la forma

A =


A1 · · · O
... . . . ...
O · · · An


(donde, para todo i ∈ {1, . . . , n} Ai es submatriz de A), decimos que A es una matriz diagonal
por bloques. Entonces podemos probar que C(A) = C(A1) ⊕ · · · ⊕ C(An) y también que R(A) =
R(A1)⊕ · · · ⊕ R(An). Aśı, rank(A) = rank(A1) + · · ·+ rank(An).

Se dice que una matriz A es cuadrada si tiene el mismo número de renglones que de columnas.
Estas matrices poseen una gran relevancia en las aplicaciones del Álgebra Lineal. La diagonal de una
matriz cuadrada son sus entradas de la forma aii, con i ∈ {1, . . . , n}; y se dice que A es una matriz
diagonal si aij = 0 con i 6= j. En particular, la matriz identidad In es aquella que en su diagonal tiene
entradas iguales a 1 y, en el resto, entradas iguales a 0.

El determinante es número que se asocia a las matrices cuadradas y otorga información relevante
sobre dicha matriz. Dada A ∈ Mn×n(F), su determinante se calcula recursivamente mediante la
fórmula de Laplace:

det(A) :=
n∑
j=1

(−1)1+ja1j det(Ã1j),

donde Ã1j es la submatriz obtenida de A eliminando el renglón 1 y la columna j.
El estudio de las matrices es un campo bastante amplio. Si se quiere profundizar más al respecto,

recordamos al lector que puede consultar [9, 12, 19, 16].

1.2. Teoŕıa de Gráficas
Para ser capaces de dar una definición satisfactoria de gráfica (o grafo) conviene primero recordar

las siguientes definiciones. Dado un conjunto A, el conjunto de todos sus subconjuntos se le conoce
como conjunto potencia de A y se denota por P(A). Supongamos ahora que A tiene n elementos y
tomemos k ≤ n. Entonces

(
A
k

)
es la familia de subconjuntos de A cuya cardinalidad es k, esto es:(

A

k

)
=
{
S ∈ P(A)

∣∣∣∣ k = |S|
}

Gracias a la Combinatoria sabemos que
∣∣∣(A
k

)∣∣∣ =
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! . Usualmente llamamos pares no
ordenados a los elementos de

(
A
2

)
y de

(
A
1

)
.

1.2.1. Gráficas
Con lo comentado en los párrafos anteriores, decimos que una gráfica G es un par ordenado

(V (G), E(G)) que consiste de un conjunto V (G) de vértices y un conjunto E(G) de aristas (ajeno
con V (G)); junto con una función de incidencia ψG : E(G)→

(
V (G)

1

)
∪
(
V (G)

2

)
que asocia a cada arista

de G un par no ordenado de vértices de G (no necesariamente distintos).Véase el ejemplo 1.1.
Si e es una arista y u y v son vértices de G de tal manera que ψG(e) = {u, v}, entonces a u y

v les llamamos extremos de e. También es común decir que e une a los vértices u y v, y que u es
adyacente a v (y viceversa). De igual modo, cuando varias aristas comparten un extremo, decimos
que tales aristas son adyacentes.
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Ejemplo 1.1
Sea G = (V (G), E(G)), con V (G) = {u1, u2, u3, u4} y E(G) = {a, b, c, d, e, f} y ψG definida

como sigue:

ψG(a) = {u1}, ψG(b) = {u1, u2}, ψG(c) = {u2, u3},
ψG(d) = {u2, u4}, ψG(e) = {u3, u4}, ψG(f) = {u3, u4}.

�

Es usual representar a las gráficas mediante diagramas que nos ayudan a visualizar mucho mejor sus
caracteŕısticas. Estos diagramas consisten de puntos y ĺıneas que simbolizan los vértices y las aristas,
respectivamente. Un diagrama de este estilo muestra las relaciones de incidencia de forma sencilla.
En la figura 1.1 se muestra el diagrama de la gráfica del ejemplo 1.1.

Fig. 1.1

Es común referirse al diagrama como la gráfica en śı. Por tanto, los puntos del diagrama serán
llamados también vértices y sus ĺıneas aristas. La función de incidencia queda ya impĺıcita, pues en
el diagrama están claras las adyacencias entre vértices y aristas.

Para simplificar el discurso (y cuando no haya riesgo de ambigüedad), suele omitirse la letra “G”
de los śımbolos que usamos para denotar los conjuntos de vértices y aristas; aśı, escribimos “V ” en
vez de “V (G)” y “E” en lugar de “E(G)”. También la función de incidencia queda sobreentendida.

Sea G una gráfica y tomemos e ∈ E. Si sus extremos son iguales, se dice que e es un lazo. Si hay
alguna otra arista, digamos f , con los mismos extremos que e, entonces decimos que e y f son aristas
paralelas.
Ejemplo 1.2

En la gráfica de la figura 1.1, la arista a es un lazo, pues u1 es su único extremo. Mientras que
las aristas e y f son paralelas, ya que u3 y u4 son sus extremos.

�

El grado de un vértice es la cantidad total de aristas adyacentes en un vértice dado (los lazos se
cuentan doble). A tal número se le denota por d(v), y dG(v) para enfatizar a qué gráfica pertenece
el vértice v. Por ejemplo, basándonos en la figura 1.1, d(u1) = 3 y d(u4) = 3. Una de las propiedades
más importantes de los grados es que la suma total de todos los grados de los vértices de una gráfica
es, necesariamente, igual al doble del número de aristas en dicha gráfica. En la sección 1.2.6 se dará
una justificación de este hecho.

Decimos que G es una gráfica simple si no tiene lazos ni aristas paralelas. En tal caso, suele
considerarse que E(G) ⊆ V (G)× V (G) (y la función de incidencia es la función inclusión de E(G)).
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1.2.2. Tipos de gráficas
Una gráfica es finita si sus conjuntos de vértices y aristas son finitos. Todas las gráficas que se

estudian en este trabajo son finitas. Si estos conjuntos son vaćıos, entonces la gráfica (∅, ∅) es nula.
Tomemos n vértices (con n ≥ 1), digamos u1, . . . , un . La gráfica vaćıa es la gráfica

∅ := ({u1, . . . , un}, ∅),

es decir, ∅ es una gráfica que no tiene aristas. Si se quiere enfatizar el número de vértices de la gráfica
vaćıa, entonces escribimos ∅n. Si la gráfica consiste de un sólo vértice, decimos que es trivial. Cabe
aclarar lo siguiente: cuando hablemos del conjunto vaćıo, lo haremos utilizando el śımbolo “∅”; por
otro lado, el śımbolo “∅” representa a la gráfica vaćıa. El conjunto vaćıo y la gráfica vaćıa no deben
ser confundidos.

Decimos que H es subgráfica de G si V (H) ⊆ V (G) y E(H) ⊆ E(G) y ψH es la restricción de ψG
a E(H). Si lo anterior sucede, escribimos H ⊆ G. Una subgráfica de G es generadora si su conjunto
de vértices es exactamente el mismo que G, es decir, H ⊆ G es generadora si y sólo si V (H) = V (G).

Sea X ⊆ V (G). La subgráfica inducida por X, G[X], es aquella cuyo conjunto de vértices es
X y sus aristas son aristas de G que tienen sus extremos en X. Similarmente, si S ⊆ E(G), G[S]
denota la subgráfica inducida por S, cuyo conjunto de aristas es S y su conjunto de vértices queda
determinado por los extremos de las aristas en S. Para evitar confusiones, también decimos que G[S]
es una subgráfica inducida por aristas. En particular, G[S] es una subgráfica generadora inducida por
aristas si S es su conjunto de aristas y conserva todos los vértices originales, es decir, su conjunto de
vértices es V (G).

Una gráfica completa es una gráfica simple en la que cualesquiera dos vértices son adyacentes. Si
tal gráfica consta de n vértices, se le escribe como Kn. En el inciso (a) de la figura 1.2 mostramos la
gráfica completa de 5 vértices.

Una gráfica bipartita es una gráfica simple en la que su conjunto de vértices puede partirse en dos
conjuntos, digamos X y Y , de tal forma que cualquier arista tenga uno de sus extremos en X y el
otro en Y (y, por tanto, que no haya aristas que unan dos vértices de X, ni tampoco de Y ). Suele
denotarse como G[X, Y ].

Sea G[X, Y ] gráfica bipartita y supongamos que en X y Y hay n y m vértices, respectivamente. Si
sucediera que todos los vértices de X son adyacentes a todos los de Y , entonces decimos que G[X, Y ]
es una gráfica bipartita completa y se escribe Kn,m. En el inciso (b) de la figura 1.2 está la gráfica
K3,2.

Fig. 1.2
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Una gráfica conexa es aquella en la que dada cualquier partición (X, Y ) de su conjunto de vértices,
siempre hay al menos una arista con un extremo en X y otro en Y . Si sucediera lo contrario, es decir,
que exista una partición de sus vértices en los que no hay aristas entre tales conjuntos, entonces
decimos que la gráfica no es conexa (o inconexa).

La definición clásica de ciclo nos dice que es una gráfica conexa en la que todos sus vértices tienen
grado 2. La notación que suele utilizarse es Cn, donde n es el número de vértices del ciclo; y es fácil
notar que también debe tener n aristas. A este número n se le conoce como la longitud del ciclo. Aśı,
bajo esta definición, un ciclo de longitud 1 es, necesariamente, un lazo; y uno de longitud 2 consta de
un par de aristas paralelas. Véase la figura 1.3.

Fig. 1.3

Los ciclos y su longitud son bastante útiles para caracterizar ciertas gráficas. Hechos tales como:
que un ciclo es bipartito si y sólo si es de longitud par ; y que una gráfica es bipartita si y sólo si no
contiene ciclos de longitud impar, son ampliamente usados en la Teoŕıa de Gráficas.

De hecho, el siguiente teorema nos será de mucha ayuda, pues ofrece condiciones necesarias para
la existencia de ciclos.
Teorema 1.1

Si G es una gráfica en la que todos sus vértices tienen grado al menos dos, entonces G contiene
un ciclo.

Teorema 1.2
Si G es una gráfica con n vértices y m aristas, de tal manera que m ≥ n (o sea, que hay más

aristas que vértices), entonces G contiene un ciclo.

1.2.3. Conexidad
Un camino en una gráfica G es una sucesión W := u0e1u1 . . . ul−1elul de vértices y aristas de tal

forma que ui−1 y ui son extremos de ei, con i ∈ {1, . . . , l}. Los vértices y aristas que aparecen en W
no son necesariamente distintos. La longitud W es la cantidad de aristas empleadas en el camino W
(también se cuentan las aristas repetidas).
Ejemplo 1.3

Consideremos la gráfica G con vértices {u1, . . . , u5} y aristas {e1, . . . , e7}, como se muestra en la
figura 1.4. Entonces W1 = u3e5u4e5u3e3u2, W2 = u3e4u3e5u4e6u5 y W3 = u5e7u4e6u5e7u4e5u3e2u1
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son caminos en G.

Fig. 1.4

�

Si x = u0 y y = ul, entonces decimos que W es un xy − camino y que x y y son los extremos
de W , los demás son vértices internos; suele emplearse la notación xWy. También se dice que W
conecta a los vértices x y y. Cuando las gráficas sean simples, los caminos se describen en términos
de sus vértices, es decir, se omiten las aristas.
Ejemplo 1.4

El camino W1 del ejemplo 1.3 es un u3u2 − camino y su longitud es igual a 3 porque utiliza
las aristas e5 (dos veces) y e3.

El camino W2 es un u3u5 − camino de longitud 3 y W3 es un u5u1 − camino de longitud 5.
�

Fig. 1.5

Los caminos se clasifican dependiendo de las caracteŕısticas
de sus vértices y aristas. En efecto, decimos que un camino es
cerrado si sus extremos coinciden; si no, es abierto. Un paseo es
un camino en el que todas sus aristas son distintas (pero puede
repetir vértices); y una trayectoria es un camino en el que todos
sus vértices son diferentes (y, por tanto, sus aristas también).

Un xy − paseo es un paseo cuyos extremos son los vértices
x y y. Una xy − trayectoria se define análogamente. Además,
cuando un paseo es cerrado (es decir, sus extremos son iguales)
lo llamamos circuito. La gráfica inducida por los vértices de un
circuito, en el que todos sus vértices internos son distintos, es
un ciclo.

De manera inversa, a cada ciclo podemos asignarle un circuito, aunque no de manera única. Para
convencerse de esto, consideremos el ciclo C4 de la figura 1.5. Es claro que tanto Γ1 = u1u2u3u4 como
Γ2 = u4u3u2u1 son dos circuitos que describen el mismo ciclo C4.

No obstante, será común que, cuando hablemos de ciclos, lo hagamos considerando alguno de sus
circuitos asociados y referirnos a dicho circuito como el ciclo en śı.
Ejemplo 1.5

Considerando ahora la gráfica 1.6, es sencillo notar que un camino cerrado es W1 = u1u2u6u2u1.
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Fig. 1.6

Un paseo y una trayectoria seŕıan W2 = u5e4u4e3u3e9u5e5u6e7u2 y W3 = u1u2u3u4, respectiva-
mente. Mientras que un circuito es W4 = u2u6u3u5u4u3u2 y W5 = u3u4u5 es un ciclo.

�

Se sabe bien que todo uv − camino cerrado contiene un ciclo. Más aún, que todo uv − camino
contiene una uv − trayectoria. Estos nuevos conceptos nos permiten dar una nueva definición de
conexidad, totalmente equivalente a la que dimos al principio. Efectivamente, una gráfica G es conexa
si y sólo si, para cualquier par de vértices u y v, existe una uv − trayectoria. Ambas versiones de la
definición de conexidad serán usadas indistintamente a lo largo de este trabajo.

1.2.4. Operaciones en gráficas
Hay varias operaciones que se pueden realizar entre gráficas. A continuación, se detallan aquellas

que más se usaremos en este trabajo.
Dadas dos gráficas G y H, su unión G∪H es la gráfica cuyos conjuntos de vértices y aristas son,

respectivamente, V (G) ∪ V (H) y E(G) ∪E(H). Su intersección G ∩H tiene como vértices y aristas
V (G) ∩ V (H) y E(G) ∩E(H), respectivamente. La diferencia simétrica de G y H está determinada
por la diferencia simétrica de sus aristas, o sea, es la gráfica G4H con V (G) ∪ V (H) como conjunto
de vértices y E(G)4E(H). Véase la figura 1.7.

Fig. 1.7

Diremos que G y H son ajenas si no tienen vértices en común, es decir, V (G)∩V (H) = ∅. También
decimos que son ajenas por aristas si E(G) ∩ E(H) = ∅. De esta manera, si G y H son ajenas (o
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ajenas por aristas), decimos que G ∪H es una unión ajena (o ajena por aristas).
Si una gráfica es inconexa, entonces puede expresarse como una unión ajena de gráficas conexas,

las cuales llamamos componentes conexas. A la cantidad total de componentes conexas de una gráfica
G se le denota por c(G). Si G es conexa, entonces c(G) = 1.

Si e ∈ E(G), entonces G \ e es la gráfica que resulta de remover la arista e de G (conservando los
vértices). Si S ⊆ E(G), G \ S se define de manera análoga. Si e es una arista con extremos en V (G),
que no pertenece a E(G), la gráfica G + e es aquella que añade e a la gráfica G. Similarmente, se
define G + S, donde S es un conjunto de aristas que no están en E(G) y sus extremos son vértices
de G.

1.2.5. Bosques y árboles

Fig. 1.8

Un bosque es una gráfica sin ciclos (aćıclica). Si un
bosque es conexo, se le dice árbol. Luego, un árbol es una
gráfica conexa sin ciclos. Se desprende de aqúı que las
componentes conexas de los bosques son, precisamente,
árboles. Un árbol que consta de un sólo vértice es un árbol
trivial. En caso contrario, es no trivial. Desde luego, un
bosque trivial se compone de árboles triviales.

Los árboles son la columna vertebral de las gráficas.
Su importancia es enorme debido a sus aplicaciones. Va-
rios resultados provienen de este concepto. De hecho, ju-
garán un papel clave en esta tesis. En lo que sigue men-
cionaremos algunas de sus propiedades. En [7] pueden
hallarse las demostraciones de los teoremas que enunciaremos en esta subsección.
Proposición 1.1

Dos vértices cualesquiera en un árbol están conectados por una única trayectoria.

En virtud de la contrapositiva del teorema 1.1, todo bosque tiene un vértice de grado a lo más
igual a uno. Aún más:
Proposición 1.2

Todo árbol no trivial tiene al menos dos vértices de grado uno. En general, todo bosque no trivial
también tendrá al menos dos vértices de grado uno.

En un bosque son hojas los vértices que tienen grado uno. Aśı, la proposición 1.2 nos garantiza
que cualquier árbol no trivial tendrá al menos dos hojas. La contrapositiva del teorema 1.2 asegura
que en un bosque hay más vértices que aristas. El teorema que sigue es crucial en el desarrollo de
este trabajo: nos da la cantidad exacta de aristas de un árbol.
Teorema 1.3

Si T es cualquier árbol, entonces |E(T )| = |V (T )| − 1.

Suponiendo que G es una gráfica conexa, las subgráficas generadoras de G, que al mismo tiempo
son árboles, reciben el nombre de árboles generadores. De hecho, cualquier gráfica G es conexa si y
sólo si G contiene un árbol generador. Por supuesto, si G es inconexa, sus subgráficas generadoras
aćıclicas son bosques generadores. Los bosques generadores maximales de G son aquellos que no están
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contenidos en ningún otro bosque generador y, por lo tanto, sus componentes conexas son árboles
generadores de cada componente conexa de G (si G es conexa, sus bosques generadores maximales
son simplemente sus árboles generadores).

Del teorema 1.3, obtenemos el siguiente resultado:
Teorema 1.4

Si G tiene n vértices, sus bosques generadores maximales constan necesariamente de n − c(G)
aristas. En particular, si G es conexa, sus árboles generadores poseen n− 1 aristas.

1.2.6. Matriz de incidencia de una gráfica
Sea G una gráfica cualquiera con n vértices y m aristas. La matriz de incidencia de G es la matriz

MG := [mve] ∈Mn×m(R), donde

mve =


0, si el vértice v no es adyacente a la arista e
1, si v es adyacente a e
2, si e es un lazo en v

En la figura 1.9 mostramos una gráfica y su matriz de incidencia.

Fig. 1.9

Supongamos que G es inconexa y digamos que sus componentes conexas son F1, . . . , Fk. Dado que
los vértices entre diferentes componentes no son adyacentes, se tiene que la matriz de incidencia de
G es una matriz diagonal por bloques, donde cada bloque corresponde a la matriz de incidencia de
cada componente (siempre y cuando los vértices y las aristas estén etiquetados de manera ordenada)
(véase el ejemplo 1.6 ):

MG =


MF1 · · · O

... . . . ...
O · · · MFk

 .
Ejemplo 1.6

Considere la gráfica G de la siguiente figura.
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Fig. 1.10

Entonces su matriz de incidencia es:

MG =

a b c d e f
v1 1 0 0 0 | 0 0
v2 1 1 0 0 | 0 0
v3 0 1 1 0 | 0 0
v4 0 0 1 1 | 0 0
v5 0 0 0 1 | 0 0

– – – – – – –
w1 0 0 0 0 | 1 0
w2 0 0 0 0 | 1 1
w3 0 0 0 0 | 0 1

=
[
MF1 O
O MF2

]
.

�

MG es una matriz que tiene tantos renglones como vértices hay en G, y tantas columnas como
aristas. Cada una de sus entradas indica qué “tipo” de adyacencia hay entre el vértice (renglón) y la
arista (columna) correspondientes.

De lo anterior, es sencillo observar que si tomamos cualquiera de sus renglones, la suma de todas
sus entradas es igual al grado del vértice asociado. En otras palabras: que ∑e∈E(G) mve = d(v), con v
un vértice fijo.

De igual modo, considerando una columna cualquiera, la suma de todos sus renglones es 2, pues
la arista correspondiente es adyacente, a lo más, en dos vértices (recordemos que si la arista es un
lazo, es adyacente a un único vértice cuyo grado seŕıa 2). Luego, ∑v∈V (G) mve = 2, con e una arista
fija.

La demostración del siguiente teorema (que se mencionó antes) es un primer vistazo de la utilidad
y del potencial que la matriz de incidencia posee para representar y estudiar (desde otros puntos de
vista) propiedades de las gráficas. En los caṕıtulos siguientes desarrollaremos estas ideas.

Teorema 1.5
En cualquier gráfica G, se cumple que

∑
v∈V (G)

d(v) = 2 · |E(G)|.
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Demostración: Es un hecho conocido que la suma total de todas las entradas de una matriz
puede obtenerse de dos formas: sumando las entradas columna por columna, o bien sumando las entras
renglón por renglón. Esto, respecto a la matriz de incidencia, se traduce en la siguiente igualdad:

∑
v∈V (G)

(
∑

e∈E(G)
mve) =

∑
e∈E(G)

(
∑

v∈V (G)
mve).

Considerando lo dicho en párrafos anteriores:
∑

v∈V (G)
d(v) =

∑
e∈E(G)

2.

Aśı, concluimos que la suma de los grados de todos los vértices de G es igual al doble de sus
aristas, o sea, ∑v∈V (G) d(v) = 2|E(G)|.

Q.E.D.

1.2.7. Digráficas
Una digráfica D (también llamada gráfica dirigida ) es un par ordenado (V (D), A(D)), donde

V (D) es el conjunto de vértices de D, y A(D) (ajeno con V (D)) su conjunto de arcos; junto con
una función de incidencia ψD : A(D)→ V (D)× V (D) que asigna a cada arco de la digráfica un par
ordenado de vértices (no necesariamente diferentes).

Tomando un arco a cualquiera, y suponiendo que ψD(a) = (u, v), diremos que u y v son extremos
del arco a y que éste une a u con v o, mejor dicho, que u domina a v. También decimos que u es la
cola de a y v su cabeza , y escribimos t(a) = u y h(a) = v, respectivamente.

Igual que en las gráficas, solemos representar las digráficas con diagramas y pensar que éstos son
las digráficas en śı. La diferencia aqúı es que los arcos se dibujan como flechas entre sus vértices
extremos, para indicar la “dominancia” entre ellos. Entonces, las flechas “salen” de las colas de los
arcos y “entran” en la cabeza (la punta de la flecha) de los mismos (ver figura 1.7).

Por otro lado, también se suele no escribir la letra “D” de los śımbolos que representan los
conjuntos de vértices y arcos, y omitir la función de incidencia (quedando sobreentendida con el
diagrama empleado).

El ingrado de v, d−D(v), es la cantidad de arcos cuya cabeza es v. Similarmente, a la cantidad de
arcos cuya cola es v es el exgrado de v, denotado como d+

D(v). El grado de v es sencillamente la suma
de su exgrado y su ingrado, es decir, dD(v) := d+

D(v) + d−D(v). Un pozo es un vértice de exgrado igual
a cero y una fuente uno de ingrado igual a cero.
Ejemplo 1.7

Consideremos la digráfica D = (V (D), A(D)), con V (D) = {u1, u2, u3, u4} y
E(G) = {a, b, c, d, e, f, g}, y ψD definida como sigue:

ψD(a) = (u2, u1) ψD(b) = (u1, u2) ψD(c) = (u2, u3) ψD(d) = (u3, u4)
ψD(e) = (u1, u4) ψD(f) = (u1, u5) ψD(g) = (u5, u5)

El diagrama que representa a D se muestra en la figura 1.11. En particular, el ingrado de u1 es
igual a 1 y su exgrado es 3. Obsérvese que d−(u2) = 1 y que u4 es un pozo pues d+(u4) = 0. Nótese
además que la cola del arco d es u3 y su cabeza es u4. De igual modo, t(f) = u1 y h(f) = u5.
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Fig. 1.11. Diagrama de una digráfica

�

1.2.8. Algunas digráficas, conexidad y matriz de incidencia

A partir de una digráfica D cualquiera, podemos obtener la gráfica subyacente de D, denotada
como G(D). Tal gráfica se obtiene de reemplazar los arcos de D por aristas con los mismos extremos.
En la figura 1.12 se muestra la gráfica subyacente de la digráfica del ejemplo 1.7. Y si invertimos las
orientaciones de sus arcos, obtendremos una nueva digráfica llamada converso.

Fig. 1.12

De una gráfica G es posible construir una digráfica “orientando” sus aristas, es decir, reemplazando
cada arista por uno de los dos posibles arcos entre sus extremos. Tal digráfica se le conoce como
orientación de G, y la escribimos −→G . Debe notarse que una gráfica puede tener varias orientaciones.

Muchos de los conceptos en digráficas son similares a los de las gráficas no dirigidas. Por ejemplo,
la definición de subdigráfica de un digráfica es análogo al de subgráfica. Los ciclos, bosques y árboles
de una digráfica son los mismos de su gráfica subyacente (pero conservando las orientaciones de los
arcos). Véase la figura 1.13.
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Fig. 1.13. Ciclos y árboles en digráficas

Un camino en una digráfica se define de manera análoga a las gráficas: es una sucesión
W := u0a1u1 . . . ul−1alul de vértices y arcos de tal forma que ui−1 y ui son extremos de ai, con
i ∈ {1, . . . , l}. Sin embargo, hay que destacar que ui−1 no necesariamente domina a ui; si fuera el
caso, se dice que el camino es dirigido. La misma terminoloǵıa para los caminos en gráficas se usa
aqúı y las trayectorias, paseos y circuitos también de definen parecido. Retomando la digráfica de
la figura 1.11, W1 = u1eu4du3cu2 y W2 = u1bu2cu3du4 son caminos, y W3 = u1bu2au1fu5gu5 es un
camino dirigido.

Una digráfica D es conexa si su gráfica subyacente es conexa, y es fuertemente conexa si, para
cualquier par de vértices x y y, de D, existen un xy − camino y un yx− camino.

Las gráficas dirigidas también tienen sus propias matrices de incidencia. Suponiendo que D es una
digráfica cualquiera con n vértices y m arcos, su matriz de incidencia es la matriz
MD := [mva] ∈Mn×m(R), donde

mva =


1, si el vértice v es cola de a y a no es un lazo
−1, si v cabeza de a y a no es un lazo

0, en otro caso

Como es de esperarse, las matrices de incidencia de digráficas inconexas son también matrices
diagonales por bloques, siempre y cuando los vértices y arcos estén etiquetados de manera ordenada.
Ejemplo 1.8

En la figura 1.14 observamos la matriz de incidencia de una orientación de la gráfica de la
figura 1.9.

Fig. 1.14
�



2
Conjuntos de corte y ciclos

E
l concepto central de este caṕıtulo es el de subgráfica generadora. Además, abor-
daremos tres clases especiales de subgráficas: los conjuntos de corte, las subgráficas
pares y los árboles generadores. Recuérdese que, si G es una gráfica, una subgráfi-
ca de G, digamos H, es generadora si y sólo si V (H) = V (G). Igualmente, vimos
en el caṕıtulo anterior que G[S] es una subgráfica inducida por aristas si y sólo si

E(G[S]) = S ⊆ E(G) y su conjunto de vértices queda determinado por los extremos de las aris-
tas en S; y G[S] es una subgráfica generadora inducida por aristas si y sólo si V (G[S]) = V (G)
y E(G[S]) = S ⊆ E(G). A lo largo de este trabajo, el śımbolo “G[S]”denotará a una subgráfica
generadora inducida por el conjunto aristas S.

2.1. Conjuntos de corte de G

Supongamos que G es una gráfica cualquiera. Tomando X y Y dos subconjuntos de vértices de G,
denotaremos por E[X, Y ] al subconjunto de aristas de G que tienen un extremo en X y otro en Y . Si
X = Y , sólo escribiremos E[X]. Si sucediera que Y es el complemento de X respecto a V , es decir,
que Y = V \X, entonces al conjunto E[X, V \X] se le llamará conjunto de corte de G asociado a X y
será escrito como ∂(X). Si H es una subgráfica de G y X ⊆ V (H), entonces ∂H(X) := E[X, V (H)\X]
denota al conjunto de corte asociado a X relativo a H . Los conjuntos de cortes relativos serán de
utilidad cuando se hable de gráficas inconexas (ver ejemplo 2.2).

Por comodidad, en lo sucesivo escribiremos X en lugar de V \X. Aśı, ∂(X) = E[X,X]. Es sencillo
observar que ∂(X) = ∂(X) pues, por definición, E[X,X] = E[X,X]. En particular, ∂(V ) = ∂(∅) = ∅
(y, por lo tanto, ∅ es un conjunto de corte). También puede deducirse que, para cada v ∈ V , ∂({v})
es el conjunto de todas las aristas que inciden en v, excluyendo sus lazos. A veces escribimos ∂(v) en
lugar de ∂({v}).

G
[
∂(X)

]
denotará a la subgráfica generadora de G inducida por el conjunto de aristas ∂(X). Tal

subgráfica también es llamada conjunto de corte. Aunque lo anterior es un abuso de notación, algunos



24 Conjuntos de corte y ciclos

autores utilizan el mismo śımbolo “∂(X)” para referirse a ambos conceptos: el conjunto de corte y
la subgráfica generadora inducida por el conjunto de corte. Para evitar confusiones, en este trabajo
preferimos no emplear este abuso de notación.
Ejemplo 2.1

Consideremos la gráfica del inciso (a) de la figura 2.1. En (b) representamos el conjunto de
aristas E[A,B] = {b, c, f, g}, con A = {u1, u2, u3} y B = {u3, u4}. En (c) tomamos X = {u1, u5},
y verificamos que ∂(X) = {a, f, g, d}.

Fig. 2.1

�

Ejemplo 2.2

Fig. 2.2
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En la figura 2.2, H es una subgráfica de G y representamos el conjunto de corte ∂(X) y el corte
relativo a ∂H(X). Nótese que, a pesar de tener en común el conjunto X, en general, ∂(X) 6= ∂H(X)

�

Observe que la definición de conjunto de corte ayuda reformular la concepto de gráfica conexa que
dimos en el caṕıtulo anterior (y que utilizaremos en los teoremas siguientes): una gráfica G es conexa
si y sólo si ∂(X) 6= ∅, para todo X $ V (G). De hecho, suponiendo que G es conexa, podemos darnos
cuenta que, eliminando de G las aristas que pertenecen a ∂(X), la subgráfica G \ ∂(X) será inconexa
(justificando aśı el nombre que se le dio a ∂(X)).
Ejemplo 2.3

Si tomamos en cuenta la gráfica del ejemplo 2.1 y hacemos X = {u1, u4}, vemos que G \ ∂(X)
tiene tres componentes conexas.

Fig. 2.3

�

Ejemplo 2.4

Fig. 2.4

Consideremos la gráfica rueda W4 de la figura 2.4. A continuación se muestra sus conjuntos
de corte. Hemos resaltado los vértices respecto a los cuales se construye el corte en cuestión y las
aristas de éste también se han remarcado.
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Fig. 2.5. Cortes de W4

�

Analizaremos ahora las propiedades que tienen los conjuntos de corte:
Teorema 2.1

Sean G una gráfica y X y Y subconjuntos de V (G). Entonces

∂(X)4∂(Y ) = ∂(X4Y ).

Demostración: Recordemos que

X4Y = (X ∪ Y ) \ (X ∩ Y )
= (X ∪ Y ) ∩ (X ∩ Y )
= (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Y ).

De esta última igualdad, tenemos que

X4Y = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Y ). (2.1)

Por otro lado,

X4Y = (X ∪ Y ) ∩ (X ∩ Y )
= X ∪ Y ∪ (X ∩ Y ).

Aśı, llegamos a que
X4Y = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Y ). (2.2)
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Como V (G) = (X4Y ) ∪ (X4Y ), de las igualdades 2.1 y 2.2 se sigue que

V (G) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Y ). (2.3)

El lado derecho de la igualdad 2.3 sugiere que los cuatro conjuntos involucrados forman una
partición de V (G) (pues son ajenos dos a dos). Tomando en cuenta las definiciones de ∂(X), ∂(Y ) y
∂(X4Y ), en la figura 2.6 se representa el comportamiento de estos conjuntos de corte con respecto a
la partición del conjunto de vértices de G. En esta imagen, una ĺınea remarcada simboliza un conjunto
de aristas cuyos extremos están en algún subconjunto de vértices de la partición anterior.

Fig. 2.6. Diferencia simétrica de dos conjuntos de corte

Si, por simplicidad, hacemos

J =
(
E[X ∩ Y,X ∩ Y ]

)⋃(
E[X ∩ Y ,X ∩ Y ]

)
,

K =
(
E[X ∩ Y,X ∩ Y ]

)⋃(
E[X ∩ Y,X ∩ Y ]

)
,

D =
(
E[X ∩ Y,X ∩ Y ])

⋃
(E[X ∩ Y ,X ∩ Y ]

)
,

entonces es fácil darse cuenta (gracias a la figura 2.6) que ∂(X) = J ∪D, ∂(Y ) = K ∪D y
∂(X4Y ) = J ∪K.
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Luego, observemos que

∂(X)4∂(Y ) = (J ∪D)4(K ∪D)
= (J ∪D)4(K ∪D)
=
(
(J ∪D) \ (K ∪D)

)
∪
(
(K ∪D) \ (J ∪D)

)
= (J \K) ∪ (K \ J)
= J ∪K
= ∂(X4Y ).

Las dos últimas igualdades sean porque los conjuntos de aristas que tomamos son ajenos mutua-
mente. En consecuencia, ∂(X)4∂(Y ) = ∂(X4Y ).

Q.E.D.
Por el Principio de Inducción, podemos generalizar el teorema anterior:

Corolario 2.1
Sean G una gráfica y X1, . . . , Xk subconjuntos de V (G). Entonces

k
4
j=1

∂(Xj) = ∂(
k
4
j=1

Xj).

Los resultados previos pueden expresarse en términos de subgráficas generadoras inducidas por
los conjuntos de corte. En efecto, en el caṕıtulo 1 vimos que la diferencia simétrica de dos gráficas G
y H es la gráfica G4H, en la cual V (G4H) = V (G) ∪ V (H) y E(G4H) = E(G)4E(H).

En particular, si S1 y S2 son subconjuntos de E(G), tomemos las subgráficas generadoras in-
ducidas G[S1] y G[S2]. Entonces, por definición, el conjunto de aristas de la subgráfica generadora
G[S1]4G[S2] es S14S2. Al mismo tiempo, éste es también el conjunto de aristas de la subgráfica
generadora inducida G[S14S2]. Como ambas subgráficas tienen el mismo conjunto de vértices (pues
son generadoras), obtenemos que

G[S1]4G[S2] = G[S14S2].

Claramente, la igualdad anterior puede extenderse a una cantidad finita arbitraria de subconjuntos
de aristas de G. Luego, gracias al corolario 2.1 podemos afirmar que

G
[

k
4
j=1

∂(Xj)
]

= G
[
∂(

k
4
j=1

Xj)
]
.

Por lo que argumentamos ĺıneas arriba, sabemos que G
[
4k
j=1 ∂(Xj)

]
= 4k

j=1G
[
∂(Xj)

]
. Obtene-

mos de esta forma el siguiente corolario:
Corolario 2.2

Sean G una gráfica y X1, . . . , Xk subconjuntos de V (G). Entonces
k
4
j=1

G
[
∂(Xj)

]
= G

[
∂(

k
4
j=1

Xj)
]
.

Veamos ahora otro resultado y su generalización, similares al teorema 2.1 y al corolario 2.1.
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Proposición 2.1
Sean H1 y H2 subgráficas de G. Si X ⊆ V (G), entonces

∂H14H2(X) = ∂H1(X)4∂H2(X).

Demostración: Lo haremos por doble contención. Para la primer contención, tomamos a en
∂H14H2(X). Entonces la arista a es adyacente a dos vértices: u y v; asumiremos (sin pérdida de
generalidad) que el primero está en X y el otro en X. Entonces a ∈ E(H14H2) = E(H1)4E(H2).
Si a está en E(H1) (y no a E(H2)), necesariamente a pertenece a ∂H1(X) por cómo son los vértices
de a. No sucede que a ∈ ∂H2(X) porque a /∈ E(H2).

Análogamente, si a es elemento de E(H2) (y no de E(H1)), entonces a ∈ ∂H2(X) y no pertenece
a ∂H1(X). Por tanto, a ∈ ∂H1(X)4∂H2(X). De esta manera, hallamos que

∂H14H2(X) ⊆ ∂H1(X)4∂H2(X).

Ahora suponemos que la arista a pertenece al conjunto ∂H1(X)4∂H2(X). Por la definición de la
diferencia simétrica existen dos casos.

Caso 1: Supongamos que a pertenece a ∂H1(X) (y, por tanto, no es elemento de ∂H2(X)).
Entonces a ∈ E(H1). No es posible que a ∈ E(H2), pues, inmediatamente, a estaŕıa en ∂H2(X)
(ya que u ∈ X y v ∈ X), y, por lo tanto, es una contradicción. Por consiguiente,

a ∈ E(H1)4E(H2) = E(H14H2).

Dado que un extremo de la arista está en X y el otro en el complemento de X, deducimos que
a ∈ ∂H14H2(X).

Caso 2: Supongamos que a pertenece a ∂H2(X) (y, por tanto, no es elemento de ∂H1(X)).
Procediendo de forma análoga al caso anterior obtenemos, también, que a ∈ ∂H14H2(X).

De ambos casos, afirmamos que ∂H1(X)4∂H2(X) ⊆ ∂H14H2(X) y concluimos, pues, que

∂H14H2(X) = ∂H1(X)4∂H2(X).

Q.E.D.
Corolario 2.3

Sean H1, . . . , Hk subgráficas de G. Entonces

∂H14···4Hk(X) = ∂H1(X)4· · ·4Hk(X).

Por último, antes de continuar a la siguiente subsección, comentaremos un poco sobre los conjuntos
de corte en una gráfica G inconexa. Supongamos que F1, . . . , Fc son sus componentes conexas y que
c := c(G). Entonces G = ⋃c

i=1 Fi. Nótese que esta es una unión ajena de gráficas, por lo que también
podemos expresarla aśı:

G =
c
4
j=1

Fj.
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Tomemos X ⊆ V (G). Luego,

∂G(X) = ∂F14···4Fc(X)
= ∂F1(X)4 . . .4∂F1(X) (por el corolario 2.3)

=
c⋃
j=1

∂Fj(X) (por que la unión es ajena).

Por otro lado, haciendo Xi := X∩V (Fi), con i ∈ {1, . . . , c}, es claro que ⋃cj=1Xj = X y deducimos
que

∂Fi(X) = ∂Fi(
c⋃
j=1

Xj)

= ∂Fi(
c
4
j=1

Xj) (la unión es ajena)

=
c
4
j=1

∂Fi(Xj) (por el corolario 2.1).

Si i 6= j, ∂Fi(Xj) = ∅ porque ∂Fi(Xj) ⊆ E(Fi) y Xj ⊆ V (Fj), pero no hay aristas que conecten
vértices de diferentes componente conexas. Por lo tanto, ∂Fi(X) = ∂Fi(Xi) y ∂G(X) = ⋃c

j=1 ∂Fj(Xj).
La figura siguiente representa la situación anterior:

Fig. 2.7

2.1.1. Conjuntos de corte minimales
Llamamos conjunto de corte minimal de G (en [3], los autores le llaman bond) a un conjunto

de corte no vaćıo con la propiedad de que ninguno de sus subconjuntos propios, no vaćıos, es otro
conjunto de corte. Esto implica que, B es un corte minimal de G y S es un conjunto de corte tal que
S ⊆ B, necesariamente B = S.

En general, un conjunto de corte divide a G en, al menos, dos componentes conexas. No obstante, el
teorema siguiente nos asegura que los cortes minimales son aquellos que dividen a una gráfica conexa
en, exactamente, dos componentes. Recuérdese que G[X] es la gráfica inducida por el conjunto de
vértices X.
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Teorema 2.2
Sean G una gráfica conexa y X un subconjunto de vértices de G, de tal manera que ∂(X) 6= ∅.

Entonces ∂(X) es un conjunto de corte minimal si y sólo si G[X] y G[X̄] son conexas.

Demostración: Asumimos que G es conexa y que X ⊆ V (G). Probaremos la necesidad por
contrapositiva. Supóngase primero que G[X] no es conexa. Entonces existe una partición de X en dos
conjuntos, no vaćıos, entre los cuales no hay aristas; en otros términos, existe Y 6= ∅ tal que Y $ X y
X \ Y $ X, cumpliendo E

[
Y,X \ Y

]
= E

[
X ∩ Y,X ∩ Y

]
= ∅. Además, dado que Y $ X, se cumple

también que X ∩ Y = ∅.
Retomando las ideas de la prueba del teorema 2.1 (compárense las figuras 2.6 y 2.8) y dada la

información del párrafo anterior, deducimos que

∂(Y ) = E[X ∩ Y,X ∩ Y ] y ∂(X) =
(
E[X ∩ Y ,X ∩ Y ]

)⋃(
E[X ∩ Y,X ∩ Y ]

)
.

Aśı, es claro que ∂(Y ) ⊆ ∂(X). Se mencionó previamente que en una gráfica conexa ningún conjunto
de corte puede ser vaćıo. Luego, la conexidad de G garantiza que ∂(Y ) 6= ∅.

Fig. 2.8

Además, por el teorema 2.1, ∂(X4Y ) = ∂(X)4∂(Y ). Entonces, como se muestra en la figura 2.8,
∂(X4Y ) = E[X ∩ Y ,X ∩ Y ]. Una vez más, la conexidad de G asegura que ∂(X4Y ) 6= ∅. Aśı, en
efecto, E[X ∩ Y ,X ∩ Y ] 6= ∅. Esta última afirmación implica que ∂(Y ) $ ∂(X). Por consiguiente,
∂(X) no es un conjunto de corte minimal pues contiene propiamente a otro conjunto de corte no
vaćıo. Si, en segundo lugar, suponemos que G[X̄] no es conexa, mediante razonamientos similares
podremos concluir también que ∂(X) no es un conjunto de corte minimal.

La suficiencia se prueba por contradicción. Supóngase, pues, que G[X] y G[X̄] son conexas y
que ∂(X) no es un conjunto de corte minimal. Entonces existe Y ⊆ V (G) tal que ∂(Y ) $ ∂(X) y
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∂(Y ) 6= ∅. Nótese que este último hecho implica que (ver la figura 2.6)

∂(Y ) =
(
E[X ∩ Y,X ∩ Y ])

⋃
(E[X ∩ Y ,X ∩ Y ]

)
,

de donde
E[X ∩ Y,X ∩ Y ] = ∅ = E[X ∩ Y,X ∩ Y ].

Recordemos que, para llegar a una contradicción, necesitamos argumentar que G[X] es inconexa
ó G[X̄] es inconexa, encontrando alguna partición de sus conjuntos de vértices, de tal manera que no
haya aristas entre los conjuntos de la partición.

Lo haremos analizando las cuatro intersecciones que aparecen en la última igualdad. Éstos for-
marán las particiones que buscamos, pero debemos confirmar que los conjuntos son no vaćıos. Hasta
aqúı nada nos garantiza que alguna de ellos sea distinto del conjunto vaćıo. Pero tenemos dos casos:
que la intersección de X con Y sea vaćıa o que no lo sea.

Caso 1. Asumimos que X ∩ Y = ∅. Veamos que (X ∩ Y,X ∩ Y ) es una partición del conjunto
de vértices X.
Como X∩Y = ∅, entonces Y ⊆ X y, en consecuencia, X∩Y = Y . Dado que ∂(Y ) 6= ∅, entonces
Y es no vaćıo (porque al menos hay una arista con un extremo en Y ). Como X ∩ Y = Y ,
deducimos que X ∩ Y 6= ∅.
Por otra parte, no podŕıa suceder que X ∩Y = ∅, pues tendŕıamos que X ⊆ Y , es decir, X = Y
y, por tanto, ∂(Y ) = ∂(X) = ∂(X), lo cual es una contradicción. Aśı, necesariamente, X∩Y 6= ∅
En resumen, sabemos que X ∩Y 6= ∅, X ∩Y 6= ∅. Por lo tanto, (X ∩Y,X ∩Y ) es una partición
de X.
No obstante, ya vimos que E[X ∩ Y,X ∩ Y ] = ∅, es decir, no hay aristas entre los miembros de
la partición de X. Esto implicaŕıa que G[X̄] no es conexa, y contradice nuestras hipótesis.

Caso 2. Suponemos que X ∩ Y 6= ∅.
Si se cumpliera que X ∩ Y 6= ∅, G[X] no seŕıa conexa pues (X ∩ Y,X ∩ Y ) es una partición de
X y E[X ∩ Y,X ∩ Y ] = ∅, lo cual, de nuevo, es una contradicción.
Entonces debe cumplirse que X ∩ Y = ∅, o sea, que Y ⊆ X. La consecuencia de esta última
afirmación es que tanto X ∩ Y como X ∩ Y son conjuntos distintos del vaćıo.
En efecto, si X∩Y = ∅ sabemos que X ⊆ Y . Dado que Y ⊆ X, entonces Y = X y ∂(Y ) = ∂(X),
lo cual es imposible. Por otro lado, si se diera que X ∩ Y = ∅, tendŕıamos que Y ⊆ X. Como
Y ⊆ X, también X ⊆ Y . Por consiguiente, Y ⊆ Y . Esto último implica que Y = V , pero es
falso debido a que ∂(Y ) = ∂(V ) = ∅, y se vio desde antes que ∂(Y ) 6= ∅.
En resumen, sabemos que X ∩Y 6= ∅, X ∩Y 6= ∅. Por lo tanto, (X ∩Y,X ∩Y ) es una partición
de X. Ya sabemos que E[X ∩ Y,X ∩ Y ] = ∅, es decir, no hay aristas entre los miembros de
la partición de X. Esto implicaŕıa que G[X̄] no es conexa, y contradice, de nuevo, nuestras
hipótesis.

Podemos asegurar que los casos anteriores no son posibles. Las dificultades surgieron a partir
de suponer que ∂(X) no es un conjunto de corte minimal. Concluimos, entonces, que ∂(X) es un
conjunto de corte minimal si y sólo si G[X] y G[X̄] son conexas.

Q.E.D.
Es sencillo darse cuenta que el teorema 2.2 implica el siguiente corolario.
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Corolario 2.4
Si G es una gráfica conexa y X ⊆ V (G), entonces ∂(X) es un conjunto de corte minimal si y sólo

si G \ ∂(X) tiene exactamente dos componentes conexas.

Ejemplo 2.5
En la figura que se muestra a continuación están todos los conjuntos de corte minimales de

la gráfica W4. Observe que si retiráramos de W4 las aristas de cualquiera de estos conjuntos de
corte, nos quedaŕıan dos componentes conexas, como lo asegura el teorema anterior.

Fig. 2.9. Conjuntos de corte minimales de W4

�

Consideremos ahora una gráfica G con c componentes conexas, digamos F1, . . . , Fc. Supongamos
que X ⊆ V (G) es de tal manera que ∂(X) es un conjunto de corte minimal de G. Si Xi = X ∩V (Fi),
con i ∈ {1, . . . , c}, anteriormente vimos que:

∂G(X) = ∂F1(X1) ∪ · · · ∪ ∂Fc(Xc).
Pero ∂Fi(Xi) = ∂(Xi) (porque no hay aristas entre diferentes componentes conexas), y la única
diferencia es que ∂(Xi) es un corte respecto a todoG (y no sólo relativo a Fi). Por tanto, ∂(Xi) ⊆ ∂(X),
para todo i ∈ {1, . . . , c}.

Como ∂(X) es minimal, entonces ∂(X) = ∂(Xj) (para aquellos j ∈ {1, . . . , c} tales que ∂(Xj) 6= ∅).
Ésto sólo es posible (debido a la definición de Xj) si y sólo si, existe un único k ∈ {1, . . . , c}, X = Xk.

Luego, ∂(X) = ∂(Xk), es decir, ∂(X) = ∂Fk(Xk). Concluimos estableciendo una proposición:
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Proposición 2.2
Los conjuntos de corte minimales de una gráfica inconexa son los conjuntos de corte minimales

de sus componentes conexas.

La proposición previa nos ayudará a generalizar el corolario 2.4:
Teorema 2.3

Sea G una gráfica. Si X ⊆ V (G), entonces∂(X) es un corte minimal si y sólo si

c(G \ ∂(X)) = c(G) + 1.

Demostración: Si G es conexa, el teorema es válido por el corolario 2.4.
Supongamos que G es inconexa con F1, . . . , Fc sus componentes conexas y c := c(G). En primer

lugar, supóngase que ∂(X) es un conjunto de corte minimal de G. Por la proposición 2.2, ∂(X) es un
corte minimal de alguna componente conexa Fj, es decir, ∂(X) = ∂Fj(X) y X ⊆ V (Fj). Entonces, de
nuevo por el corolario 2.4, Fk \ ∂(X) = H1 ∪H2, donde H1 y H2 son sus componentes conexas. Por
tanto,

G \ ∂(X) = F1 ∪ · · · ∪ Fk−1 ∪H1 ∪H2 ∪ Fk+1 ∪ · · · ∪ Fc.

De donde c(G \ ∂(X)) = c(G) + 1.
En segundo lugar, supóngase ahora que c(G \ ∂(X)) = c(G) + 1. Si G ya teńıa c componentes y

ahora G \ ∂(X) tiene una más, es imposible ∂(X) tenga aristas de diferentes componentes conexas,
porque a cada una la dividiŕıa en al menos dos partes y ya no habŕıa c+ 1 componentes.

Por lo tanto, existe una componente Fk tal que ∂(X) ⊆ E(Fk). Como G \ ∂(X) tiene c + 1
componentes conexas, necesariamente Fk \ ∂(X) tiene dos componentes conexas. Ésto implica que
∂(X) es un corte minimal de Fk. Por consiguiente, ∂(X) es también un corte minimal de G, por la
proposición 2.2.

En conclusión, ∂(X) es un corte minimal de G si y sólo si c(G \ ∂(X)) = c(G) + 1.
Q.E.D.

Si B es un corte minimal contenido en un corte ∂(X), de una gráfica G conexa, ya sabemos (por
el teorema anterior) que G \B = H1 ∪H2, donde H1 y H2 son sus componentes conexas. Es sencillo
verificar que B = ∂(Y ), haciendo Y := V (F1).

Por otro lado, como vimos en la demostración del teorema 2.3, si G es inconexa y F1, . . . , Fc son
sus componentes conexas, entonces B es el corte minimal de alguna Fk. Digamos que Fk\B = H1∪H2,
donde H1 y H2 son sus componentes conexas. Por lo queG\B = F1∪· · ·∪Fk−1∪H1∪H2∪Fk+1∪· · ·∪Fc.
Entonces, haciendo Y := V (H1), es claro que B = ∂(Y ).

Estos pequeños detalles se usan en la demostración del siguiente teorema que muestra la relación
existente entre los conjuntos de corte minimales y aquellos que no lo son.
Teorema 2.4

Sea G una gráfica. Una subconjunto de E(G) es un conjunto de corte de G si y sólo si es es unión
ajena de conjuntos de corte minimales de G.

Demostración: Para demostrar la necesidad, supongamos que S ⊆ E(G) es un conjunto de
corte. Si S ya es minimal, terminamos. Si no, S contiene a un conjunto de corte minimal, digamos
B1. Entonces, claramente, S = B1 ∪ (S \ B1). De nuevo, si S \ B1 es un conjunto de corte minimal,
terminamos.
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Si no es aśı, tomamos un minimal B2 ⊆ (S \B1) y observamos que S = B1 ∪B2 ∪ (S \ (B1 ∪B2)).
Nos preguntamos si S \ (B1∪B2) es minimal o no, y repetimos el mismo procedimiento anterior hasta
terminar en un q-ésimo paso de tal forma que Bq = S \ (B1 ∪ . . . ∪ Bq−1) sea un conjunto de corte
minimal. Aśı, S = B1 ∪ . . . ∪Bq, y esta unión es ajena por construcción.

Para la suficiencia, asumimos ahora que S = B1 ∪ . . . ∪ Bq es unión ajena de conjuntos de corte
minimales. Como cada Bi es un corte, ya argumentamos, antes de enunciar este teorema, que existe
Yi ⊆ V (G) tal que Bi = ∂(Yi). Luego, S = ∂(Y1) ∪ . . . ∪ ∂(Yq). Sin embargo, la unión es ajena
por hipótesis y, aśı, se tiene que S = ∂(Y1)4 . . .4∂(Yq). Utilizando el teorema 2.1, deducimos que
S = ∂(Y14 . . .4Yq). Por lo tanto, S es un conjunto de corte.

Conclúımos que S ⊆ E(G) es un conjunto de corte si y sólo si es es unión ajena de conjuntos de
corte minimales.

Q.E.D.
Sean G una gráfica cualquiera y X ⊆ V (G). El teorema anterior nos asegura la existencia de

conjuntos de corte minimales (ajenos dos a dos) B1, . . . , Bq ⊆ E(G) tales que

∂(X) = B1 ∪ · · · ∪Bq.

Entonces deducimos que las subgráficas generadoras correspondientes cumplen:

G
[
∂(X)

]
= G[B1 ∪ · · · ∪Bq]

= G[B14· · ·4Bq] (la unión es ajena)
= G[B1]4· · ·4G[Bq] (por el corolario 2.2).

Luego, G
[
∂(X)

]
es una diferencia simétrica de subgráficas generadoras inducidas por cortes mini-

males. Nótese que no es una unión ajena de gráficas pues, al ser generadoras, todas tienen el mismo
conjunto de vértices, pero śı es una unión ajena por aristas (recuerde que el teorema 2.4 se refiere a
una unión ajena en el sentido conjuntista). Resumimos las ideas que acabamos de desarrollar en este
corolario:
Corolario 2.5

Sea G una gráfica. Una subgráfica generadora de G inducida por un conjunto de corte puede
expresarse como una diferencia simétrica de subgráficas generadoras de G inducidas por conjuntos
de corte minimales.

2.1.2. Conjuntos de corte fundamentales
Los árboles generadores de una gráfica están relacionados de forma particular con los conjuntos de

corte. Sea T un árbol generador de G. Es común referirse a las aristas de T como ramas. Asimismo,
llamamos coárbol al complemento de T respecto a G, es decir, a la subgráfica generadora de G cuyas
aristas están determinadas por el conjunto E(G) \ E(T ). Lo denotamos como T .
Proposición 2.3

Sean T y B un árbol generador y un conjunto de corte, respectivamente, ambos una gráfica G
conexa, tales que B 6= ∅. Entonces siempre sucede que ∂(X) ∩ E(T ) 6= ∅.
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Demostración: Supongamos que B ∩ E(T ) = ∅. Entonces B ⊆ E(T ) y, por tanto,
E(T ) = E(G) \E(T ) ⊆ E(G) \B. Aśı, T es una subgráfica de G \B. Sin embargo, G \B es inconexa
y T es un árbol generador conexo, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, B ∩ E(T ) 6= ∅

Q.E.D.
La proposición anterior implica que ∅ es el único conjunto de corte G tal que ∅ ⊆ T , es decir, que

el corte vaćıo es el único conjunto de corte que está contenido en las aristas del coárbol T .
Sea b una rama cualquiera de T . Se sabe que T \ b es inconexa y consta de dos componentes

conexas: si no lo fuera, entonces en T \ b habŕıa una trayectoria W que conecta los extremos de b.
Entonces, en T , la trayectoria W junto con la arista b formaŕıa un ciclo, lo cual es imposible; y consta
de dos componentes porque sólo se retira una arista (que es adyacente a dos vértices).

Como T \ b es inconexa, debe existir X ⊆ V (T ) = V (G) tal que ∂T (X) = {b}. Entonces todas
las aristas del corte ∂G(X) son elementos de E(T ) ∪ {b}. Entonces G \ ∂G(X) = T \ b. Lo anterior
implica que la gráfica G \ ∂G(X) está constituida por dos componentes conexas, es decir, ∂G(X) es
un corte minimal de G.

Además, el corte ∂G(X) es único con la propiedad de estar contenido en E(T ) ∪ {b}. En efecto,
digamos que hay otro corte de minimal B tal que B ⊆ E(T ) ∪ {b}. Luego,

(∂G(X)4B) ∩ E(T ) = (∂G(X) ∩ E(T ))4(B ∩ E(T ))
= {b}4{b}
= ∅.

Entonces ∂G(X)4B ⊆ E(T ). Como el único conjunto de corte contenido en el coárbol es el vaćıo,
entonces ∂G(X)4B = ∅, es decir, ∂G(X) = B. Por tanto, ∂G(X) es el único corte con la propiedad
de estar contenido en las aristas de T + b.

El corte ∂G(X) que construimos en los párrafos anteriores es llamado conjunto de corte fundamen-
tal de G con respecto a T y a b, y lo denotaremos como Bb (quedando el árbol generador impĺıcito).
Es preciso mencionar que árboles generadores distintos darán lugar a cortes fundamentales distin-
tos. Si G tiene n vértices, entonces sabemos (por el caṕıtulo previo) que T tiene n − 1 ramas. Aśı,
necesariamente, E(G) debe contener n− 1 cortes fundamentales respecto a T .
Ejemplo 2.6

Fig. 2.10

Recuérdese la gráfica rueda W4 de la figura 2.4. En la imagen 2.10, en el inciso (a), toma-
mos un árbol generador T cuyas aristas son {a, d, e, g}. En el inciso (b) mostramos dos cortes
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fundamentales, uno respecto a la rama g y el otro respecto a e.
�

Lema 2.1
Sea T un árbol generador de G y S ⊆ G. Consideremos

B = 4
b∈E(S)

Bb.

Entonces B es un conjunto de corte. Además, B ∩E(T ) = E(S) y B es el único conjunto de corte
de G con esta propiedad.

Demostración: Que B sea un conjunto de corte se da por el teorema 2.1. Por otro lado,

B ∩ E(T ) = (4
b∈S

Bb) ∩ E(T )

= 4
b∈S

(Bb ∩ E(T ))

= 4
b∈S
{b}

= S.

Además, si hubiese otro corte B′ tal que B′ ∩ E(T ) = S, entonces (B4B′) ∩ E(T ) = ∅. Aśı,
B4B′ ⊆ E(T ), implicando que B4B′ = ∅. Luego, B = B′, y B es único.

Q.E.D.
El lema anterior da pie al siguiente teorema, que caracteriza a los conjuntos de corte en términos

de los cortes fundamentales.
Teorema 2.5

Si T es un árbol generador de G, entonces todo conjunto de corte de G puede expresarse de
manera única como una diferencia simétrica de conjuntos de corte fundamentales con respecto a
T .

Demostración: Sea ∂(X) un conjunto de corte cualquiera de G. Hacemos S = ∂(X)∩E(T ). Por
el teorema anterior, necesariamente, ∂(X) = 4b∈S Bb y es el único con tales propiedades.

Q.E.D.
En el caso que G sea una gráfica inconexa, se toma un bosque generador maximal y la construcción

de sus cortes fundamentales es análoga. Como los cortes fundamentales son, en particular, cortes
minimales, entonces los cortes fundamentales de G serán los cortes fundamentales de cada componente
conexa; y los teoremas que hemos probado siguen siendo válidos para gráficas inconexas (con sus
respectivas modificaciones). Si G tiene n aristas y c componentes conexas, entonces sabemos que
sus bosques generadores maximales tienen n − c aristas; luego, G tiene n − c conjuntos de corte
fundamentales.

El teorema previo garantiza la unicidad de la representación de los conjuntos de corte (lo que no
aseguraba el teorema 2.4). Además, el teorema que acabamos de probar nos permite caracterizar de
manera única a las subgráficas generadoras inducidas por conjuntos de corte (análogo al 2.5). Esta
unicidad de la que hablamos será importante en el caṕıtulo 3.
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Corolario 2.6
Sea G una gráfica. Una subgráfica generadora de G inducida por un conjunto de corte puede ex-

presarse de manera única como una diferencia simétrica de subgráficas generadoras de G inducidas
por conjuntos de corte fundamentales.

2.2. Gráficas pares de G

Decimos que una gráfica es par si y sólo si todos sus vértices tienen grado par. En particular, los
ciclos son gráficas pares pues todos sus vértices tienen grado 2; aśı como la gráfica vaćıa ∅, cuyos
vértices tienen grado 0. Note que, si H es una subgráfica par de G, la subgráfica generadora inducida
G[E(H)] es también par, pues sólo se están añadiendo vértices aislados. Entonces, en esta sección,
basta con enfocarnos en estudiar las subgráficas pares de G. Primero probaremos algunos resultados
que relacionan a los conjuntos de corte con las gráficas pares.
Lema 2.2

Sean G una gráfica y X ⊆ V (G). Entonces∣∣∣∂(X)
∣∣∣ =

∑
v∈X

d(v)− 2
∣∣∣E[X]

∣∣∣.

Demostración: Para esta prueba haremos uso de la matriz de incidencia MG. Basándonos en
las ideas que expusimos en el caṕıtulo anterior, sabemos que se cumple:∑

v∈X

∑
e∈E(G)

mve =
∑

e∈E(G)

∑
v∈X

mve. (2.4)

Se sabe también que ∑e∈E(G) mve = d(v), con v ∈ X. Aśı, en particular,∑
v∈X

∑
e∈E(G)

mve =
∑
v∈X

d(v). (2.5)

Por otro lado, es sencillo darse cuenta que el conjunto de aristas se puede partir de la siguiente
manera: E(G) = ∂(X)∪E[X]∪E[X̄]. De aqúı, dada una arista e ∈ E(G), y de la definición de MG,
se tiene ∑

v∈X
mve =


1, si e ∈ ∂(X)
2, si e ∈ E[X]
0, si e ∈ E[X̄]

Luego, deducimos que:∑
e∈E(G)

∑
v∈X

mve =
∑

e∈∂(X)

( ∑
v∈X

mve

)
+

∑
e∈E[X]

( ∑
v∈X

mve

)
+

∑
e∈E[X̄]

( ∑
v∈X

mve

)
.

Por tanto, ∑
e∈E(G)

∑
v∈X

mve =
∣∣∣∂(X)

∣∣∣+ 2
∣∣∣E[X]

∣∣∣. (2.6)

Sustituyendo las ecuaciones 2.5 y 2.6 en 2.4, y realizando las operaciones adecuacada, llegamos a la
igualdad deseada:

∣∣∣∂(X)
∣∣∣ = ∑

v∈X d(v)− 2
∣∣∣E[X]

∣∣∣.
Q.E.D.
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Proposición 2.4
G es par si y sólo si |∂(X)| es par, para cualquier X ⊆ V (G).

Demostración: Supongamos que G es par y sea X un subconjunto de vértices de G. De la
paridad de G se deduce que ∑v∈X d(v) es par. Luego entonces ∑v∈X d(v) − 2

∣∣∣E[X]
∣∣∣ es par y, por el

lema 2.2,
∣∣∣∂(X)

∣∣∣ también es par.
En segundo lugar, asumimos que

∣∣∣∂(X)
∣∣∣ es par, con X cualquier subconjunto de vértices de G.

En particular, dado v ∈ V (G),
∣∣∣∂({v})

∣∣∣ es par. En la sección pasada mencionamos que en ∂({v}) se
encuentran todas las aristas que inciden en v, excepto sus posibles lazos. Si ∂({v}) = ∅ y v no tiene
lazos, entonces su grado es cero. Si v tiene lazos, recordemos que estos se cuentan doble para el grado,
de forma que éste seŕıa par de todos modos. Si, ahora, ∂({v}) 6= ∅, como

∣∣∣∂({v})
∣∣∣ es par, inciden en

v un cantidad par de aristas y, si tuviera lazos, éstos se cuentan doble, de tal manera que d(v) es un
número par. Por lo tanto, todos los vértices de G tienen grado par, i.e., G es par.

Luego, G es par si y sólo si, para todo X ⊆ V (G), |∂(X)| es par.
Q.E.D.

Para la demostración del siguiente teorema es necesario recordar que |A4B| = |A|+|B|−2|A∩B|.
Teorema 2.6

DadaG una gráfica, la diferencia simétrica de dos subgráficas pares deG es también una subgráfica
par de G.

Demostración: Sean C1, C2 dos subgráficas pares cualesquiera de G. Tomamos un subconjunto
X de vértices de G. Por la proposición 2.1, es cierto que

∂C14C2(X) = ∂C1(X)4∂C2(X).

Además, en virtud de la proposición 2.4, |∂C1(X)| y |∂C2(X)| son números pares. Entonces

|∂C1(X)4∂C2(X)| = |∂C1(X)|+ |∂C2(X)| − 2|∂C1(X) ∩ ∂C2(X)|

es también un número par, es decir, ∂C14C2(X) tiene cardinalidad par. De nuevo por la proposición
2.4, conclúımos que C14C2 es una subgráfica par.

Q.E.D.
Utilizando el Principio de Inducción, es claro que el teorema anterior puede generalizarse a cual-

quier cantidad arbitraria de subgráficas pares.

2.2.1. Los ciclos de G

Por simplicidad, a partir de aqúı, cuando digamos ciclos ajenos nos referiremos a ciclos ajenos
por aristas. También introducimos un nuevo concepto: una descomposición de una gráfica G es una
familia F de subgráficas ajenas por aristas tales que:⋃

F∈F
E(F ) = E(G).

En [3, 15, 6, 2] se mencionar que a principios del siglo XX, Oswald Veblen (1880 - 1960) caracterizó
las gráficas pares como aquellas que pueden ser descompuestas en ciclos ajenos. A continuación
presentamos dicho resultado y su justificación.
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Teorema 2.7 (Teorema de Veblen)
Una gráfica G es par si y sólo si G se descompone en ciclos ajenos.

Demostración: Probemos la necesidad por inducción fuerte, sobre el número m de aristas de G.
Paso base: m = 0. Entonces G no tiene aristas, i.e., es una gráfica vaćıa (que es par) y se descom-

pone en una familia vaćıa de ciclos.
Hipótesis de inducción: Supongamos que, para cualquier gráfica par H con q aristas y q < m, H

admite una descomposición en ciclos ajenos.
Paso inductivo: Sea G una gráfica par con m aristas. Tomamos F la subgráfica de G inducida

por sus vértices de grado positivo (en otras palabras, ignoramos, de momento, los posibles vértices
aislados de G). Dado un vértice v ∈ V (F ), por la paridad de G, sabemos que dF (v) ≥ 2; y, por el
teorema 1.1, necesariamente F contiene un ciclo, digamos C. Es claro también que C está contenido
en G.

Consideramos a H = G \ E(C). Verifiquemos que esta gráfica, en efecto, es par. Tomamos v un
vértice cualquiera de H. Como V (H) = V (G), entonces v ∈ V (G). Si es un vértice aislado, entonces
su grado es par. Si no es aislado, entonces hay dos posibilidades: que v sea parte del ciclo C o no.
Si v ∈ V (C), significa que hay dos aristas de C que inciden en él. Entonces, en H, se remueven
tales aristas, disminuyendo en dos el grado de v (conservando aśı la paridad). Si v /∈ V (C), su grado
permanece invariante en H. En cualquier caso, debido a que G es par, el grado de v es un número
par.

Podemos resumir las ideas anteriores en la siguiente ecuación:

dH(v) =


0, si dG(v) = 0

dG(v)− 2, si v ∈ V (C)
dG(v), si v /∈ V (C)

.

Por lo tanto, H es una gráfica par con menos aristas que G. Gracias a la hipótesis de inducción
sabemos que H se descompone en una familia Γ de ciclos ajenos, es decir:

E(H) =
⋃
γ∈Γ

E(γ).

Dada la igualdad anterior, y como H = G \ E(C), entonces C es un ciclo ajeno respecto a los
ciclos que pertenecen a Γ. Por lo tanto,

E(G) = E(H) ∪ E(C) =
( ⋃
γ∈Γ

E(γ)
)
∪ E(C).

Por consiguiente, G se descompone en la familia de ciclos ajenos Γ∪ {C}. Por inducción, concluimos
que cualquier gráfica par puede ser descompuesta en ciclos ajenos.

Probaremos ahora la suficiencia. Supongamos que G admite una descomposición en ciclos, es
decir, que existen γ1, . . . , γq ciclos ajenos contenidos en G tales que

q⋃
i=1

E(γi) = E(G).

Sea v un vértice cualquiera de G. Si v es aislado, o sea dG(v) = 0, entonces tiene grado par. Si
dG(v) 6= 0, significa que hay al menos otro vértice u adyacente a v. Supongamos que a es la arista
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cuyos extremos son u y v. Como a ∈ ⋃qi=1E(γi), existe un ciclo γj tal que a ∈ E(γj), esto es, que
v es un vértice del ciclo γj, lo cual implica que existe otro vértice w (éste puede ser el mismo v o,
incluso, u) adyacente a v. En resumen, por cada ciclo al que pertenezca v otros dos vértices (no
necesariamente distintos) son adyacentes a v, de donde dγj(v) = 2.

Por otro lado, es fácil observar que el grado de cada vértice de G es la suma de los grados de ese
mismo vértice respecto a cada subgráfica de la descomposición. Luego, suponiendo que v es vértice
de p ciclos (digamos γj1 , . . . , γjp) en la descomposición, el párrafo anterior nos permite afirmar que

dG(v) =
p∑
i=1

dγji (v) =
p∑
i=1

2 = 2p.

Aśı, el grado de todo vértice de G es el doble del número de ciclos a los que pertenece y, en
consecuencia, G es una gráfica par.

Por lo tanto, G es par si y sólo si G se descompone en ciclos ajenos.
Q.E.D.

En el Teorema de Veblen, la descomposición en ciclos ajenos puede interpretarse como una dife-
rencia simétrica de ciclos ajenos por aristas. Aún más, podemos generalizarlo en el siguiente corolario:
Corolario 2.7

Dada una gráfica G, toda subgráfica generadora de G es par si y sólo si es una diferencia simétrica
de subgráficas generadoras inducidas por ciclos ajenos de G.

Ejemplo 2.7

Fig. 2.11

En la figura 2.11 se encuentran todas las subgráficas pares de la gráfica W4 y hemos resaltado
sus respectivas aristas. El lector podrá darse cuenta cómo cada subgráfica par de W4 o es un ciclo
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o puede ser descompuesto en ciclos ajenos.
�

2.2.2. Ciclos fundamentales

Los ciclos están especialmente relacionados con los complementos de árboles generadores, como
veremos a continuación.

Proposición 2.5
Sean una subgráfica generadora par H de G, distinta de la subgráfica vaćıa ∅, y un árbol generador
T . Entonces H ∩ T 6= ∅.

Demostración: Para llegar a una contradicción, supongamos que H ∩ T = ∅, entonces
E(H) ∩ E(T ) = ∅. Luego, E(H) ⊆ E(T ) y, de este modo, H es una subgráfica de T

Por el corolario del teorema de Veblen, H se descompone en subgráficas generadoras inducidas
por los ciclos de G. Entonces T contiene estos ciclos. Sin embargo, esto es una contradicción pues T
es un árbol. Por tanto, C ∩ T 6= ∅.

Q.E.D.
De este resultado se desprende que la única subgráfica par contenida en T es la subgráfica vaćıa

∅. Ahora tomemos una arista c cualquiera de T y supongamos que x y y son sus extremos. De la
proposición 1.1, sabemos que hay una única trayectoria P , contenida en T , que une a x y a y.

Por tanto, la gráfica T +c contiene al ciclo formado por la trayectoria P y la arista c, llamado ciclo
fundamental de G con respecto a T y a c. Téngase en cuenta que diferentes árboles generadores deter-
minan ciclos fundamentales distintos. Cuando esté impĺıcito el árbol con el que estemos trabajando,
escribiremos como Cc a la subgráfica generadora inducida por el ciclo fundamental con respecto a c
(y, por comodidad, esta subgráfica también será llamada ciclo fundamental). Si G es inconexa, sus
ciclos fundamentales, con respecto a algún bosque generador maximal, son los ciclos fundamentales
de cada componente conexa.

Sabemos que hay m−n+1 aristas en T , entonces G debe contener m−n+1 ciclos fundamentales
con respecto a T . Por último, si G tiene c componentes conexas y, puesto que hay m− n+ c aristas
en el complemento de cualquier bosque generador maximal, necesariamente G tiene m− n+ c ciclos
fundamentales.

De forma análoga al comportamiento de los cortes fundamentales, la diferencia simétrica de dos
ciclos fundamentales es una gráfica par (por el teorema 2.6). Además, por construcción, es claro que
E(Cc)∩E(T ) = {c} y que Cc es una subgráfica de T + c. De hecho, el siguiente teorema hace uso de
estas dos observaciones.

Lema 2.3
Sean S una subgráfica generadora de una gráfica G y T un coárbol de G. Supongamos que S es

una subgráfica de T y consideremos
H = 4

c∈E(S)
Cc

Entonces H es una subgráfica par. Además, H ∩ T = S y H es la única subgráfica par de G con
esta propiedad.



Gráficas pares de G 43

Demostración: Que H sea par se da por el teorema 2.6. Por otro lado, nótese que

H ∩ T = ( 4
c∈E(S)

Cc) ∩ T

= 4
c∈E(S)

(Cc ∩ T )

= G
[
4

c∈E(S)
c
]

= S.

Además, si hubiese otra subgráfica par H ′ tal que H ′∩T = S, entonces (H4H ′)∩T = ∅. Ésto, como
se mencionó previamente, implica que H4H ′ está contenida T . Pero eso significa que H4H ′ = ∅ y,
por tanto, H = H ′. Luego, H es única. Q.E.D.

Hallamos en el lema previo hay una garant́ıa de unicidad en la representación de las subgráficas
pares (y esto no lo aseguraba el Teorema de Veblen). Esta unicidad también será importante en el
caṕıtulo 3. Podemos generalizar lo anterior (en términos de subgráficas generadoras):

Teorema 2.8
Sean G una gráfica y T un árbol generador.Entonces toda subgráfica par de G puede expresarse

de manera única como una diferencia simétrica de subgráficas generadoras inducidas por los ciclos
fundamentales con respecto a T

Demostración: Sea H una subgráfica par cualquiera de G. Hacemos S = H ∩ T . Por el lema
anterior, necesariamente, H = 4c∈E(S) Cc y es el único con tales propiedades.

Q.E.D.

Ejemplo 2.8
Recuérdese el ejemplo 2.6 y el árbol generador T que hab́ıamos escogido para W4 (que vemos

remarcado en el inciso (a) de la imagen 2.12). En el inciso (b) mostramos dos ciclos fundamentales,
uno respecto a la arista h y el otro respecto a b.

Fig. 2.12

�.
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2.3. Relación entre los conjuntos de corte y las gráficas pares
Sea G una gráfica y tomemos un ciclo C de G y un vértice u ∈ V (G). Es sencillo convencerse

de que ∂(u)∩E(C) sólo tiene dos posibilidades: ser vaćıo o tener dos aristas como únicos elementos.
En efecto, si u no está en el ciclo C, no hay aristas en ∂(u) ∩ E(C); y si u es parte del ciclo C,
forzosamente dos aristas de ∂(u) están en C (si hubiera más, C ya no seŕıa un ciclo). En ambos casos,
tal intersección es de cardinalidad par. De hecho, generalizamos estas observaciones en el siguiente
teorema.
Teorema 2.9

En cualquier gráfica, toda subgráfica par y todo conjunto de corte, tienen en común una cantidad
par de aristas.

Demostración: Sean G una gráfica y ∂(X) un conjunto de corte cualquiera, con X ⊆ V (G). Si
este corte es vaćıo, el teorema se cumple.

Supongamos que ∂(X) 6= ∅. Probemos el teorema primero para ciclos y luego para gráficas pares
en general. Recordemos que G \ ∂(X) = G[X] ∪G[X].

Sea C un ciclo de G. Si este ciclo está completamente contenido en G[X] ó G[X], también el
teorema se cumple pues E(C) ∩ ∂(X) = ∅.

La otra posibilidad es que E(C) ∩ ∂(X) 6= ∅. Si ésto ocurre, significa que existe una arista con
un extremo en X y otro en X. De tal manera que, partiendo del extremo en X, el ciclo atraviesa la
gráfica hasta regresar al vértice donde empezó. Entonces C cruza de X a X las mismas veces que
cruza de X a X. Por tanto, en ambos casos, |C ∩ ∂(X)| es un número par .

Ahora, sea H una gráfica par. Gracias al teorema teorema de Veblen, sabemos que existen
C1, . . . , Ck ciclos ajenos tales que ⋃kj=1Cj = H. Entonces

|E(H) ∩ ∂(X)| = |(
k⋃
j=1

E(Cj)) ∩ ∂(X)|

= |
k⋃
j=1

(E(Cj) ∩ ∂(X))|.

Como los ciclos Ci son ajenos, también las intersecciones E(Cj) ∩ ∂(X). Luego,

|
k⋃
j=1

(E(Cj) ∩ ∂(X))| =
k∑
j=1
|E(Cj) ∩ ∂(X)|.

Ya argumentamos al principio de esta prueba que los sumandos |E(Cj) ∩ ∂(X)| son pares, por lo
tanto, su suma es par. Dado que ∑k

j=1 |E(Cj) ∩ ∂(X)| = |E(H) ∩ ∂(X)|, entonces |E(H) ∩ ∂(X)| es
par, es decir, hay una cantidad par de aristas en E(H) ∩ ∂(X).

Q.E.D.
¿Hay conjuntos de corte que son gráficas pares también? ¿O son conceptos mutuamente exclu-

yentes? La respuesta es afirmativa: hay gráficas pares que, al mismo tiempo, son conjuntos de corte,
como vemos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.9
Consideremos a K4, la gráfica completa de cuatro vértices (inciso (a) de la figura 2.13). Es

evidente que contiene al ciclo C4, cuyas aristas son {a, b, c, d}. Si observamos atentamente, uno
puede darse cuenta que ∂{u1, u3} = E(C4).

Fig. 2.13

�

2.4. Cortes y ciclos en digráficas
La teoŕıa de digráficas tiene una amplia literatura, como puede verificarse en [1]. Sin embargo, en

esta tesis realmente lo que nos interesa son las gráficas subyacentes de las digráficas. Concretamente,
nos enfocaremos en sus cortes y sus gráficas pares y, desde luego, en los elementos minimales de estas
clases de subgráficas. Por estas razones, sólo introducimos los conceptos necesarios para tal propósito.

Las digráficas son de interés pues, como se verá en el próximo caṕıtulo, permiten asociarles espacios
vectoriales sobre los números reales (lo cual no seŕıa posible si no tuvieran dirección los arcos).

2.4.1. Conjuntos de corte de D

Sean X ⊆ V y Y ⊆ V . Al conjunto de arcos cuyas colas estén en X y cabezas en Y se le denota
como A[X, Y ]. Si Y = X, ∂+(X) := A[X,X] es el excorte de D asociado a X. Similarmente, el incorte
asociado a X es el conjunto ∂−(X) := A[X,X].

Finalmente el conjunto de corte de D asociado a X es la unión del excorte y el incorte respectivo,
es decir, ∂(X) := ∂+(X) ∪ ∂−(X). Es sencillo observar que ∂+(X) = ∂−(X). En la figura 2.14
mostramos un excorte y un incorte de la digráfica del inciso (a), con X = {u2, u3, u5}.

Podemos utilizar esta nueva notación para reescribir la definición de conexidad fuerte que dimos
en un principio. En efecto, D es fuertemente conexa si y sólo si, para todo X ⊆ V (D), ∂+(X) 6= ∅.

Asimismo, recordando la definición de la matriz de incidencia MD = [mva], podemos ahora esta-
blecer que:

mva =


1, a ∈ ∂+(v)
−1, a ∈ ∂−(v)

0, en otro caso.
(2.7)
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Fig. 2.14

Si G := G(D) es la gráfica subyacente de D, observamos también que los elementos en ∂G(X) son
los mismos que en ∂D(X) pero sin considerar direcciones. De aqúı que un conjunto de aristas es un
corte en G si y sólo si el correspondiente conjunto de arcos es un corte en D.

Lo anterior nos abre paso para definir cortes minimales en digráficas. Aśı, un conjunto de corte
∂D(X) es minimal en D si y sólo si ∂G(X) es un corte minimal en G. También diremos que un
conjunto de corte es dirigido si ∂(X) = ∂+(X), o sea, ∂−(X) = ∅.

Observemos que en cualquier corte dirigido, los cortes minimales que contiene también deben ser
dirigidos. Apoyémonos de la figura 2.15. Si ∂(X) = ∂+(X), cualquier ∂(Y ) ⊆ ∂+(X) es de la forma
∂(Y ) = A[X ∩ Y,X ∩ Y ] ∪ A[X ∩ Y ,X ∩ Y ].

Por otro lado, si B es un corte minimal contenido en ∂(X), podemos tomar a Y como el conjunto
de colas de los arcos de B (pensando en B ⊆ A(D)) y, por lo tanto, ∂(Y ) = B. Lo anterior es posible
porque los arcos de B tiene una sola dirección (al ser elementos de ∂(X)). Sin embargo, por cómo se
construyó Y , en realidad Y ⊆ X y, en consecuencia, X ∩ Y = ∅-

Entonces ∂(Y ) = A[X ∩ Y,X ∩ Y ] = ∂+(Y ). Por lo que todo corte minimal contenido en un corte
dirigido debe ser, a su vez, dirigido.

Fig. 2.15

2.4.2. Los ciclos de D

Sea C un ciclo de D, con vértices V = {u1, . . . , un} y arcos A = {a1, . . . , an}. Dependiendo
del diagrama con el que representemos al ciclo, es sencillo convencerse que puede ser recorrido (o
atravesado) en dos sentidos: a favor de las manecillas del reloj (representado con el śımbolo �) o en
contra de las manecillas del reloj (cuyo śımbolo asociado es 	). Dicho formalment, podemos asociar a
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C dos posibles circuitos distintos: Γ� = u1a1u2 . . . unanu1 y Γ	 = u1anun . . . u2a1u1, suponiendo que
los vértices y arcos han sido etiquetados en orden.

No necesariamente ui−1 domina a ui (en Γ�), ni tampoco siempre se cumple que ui domina a ui−1
(en Γ	). Los arcos ai de Γ� para los cuales śı se da que t(ai) = ui−1 y h(ai) = ui se llaman arcos hacia
adelante (Forward arcs, en inglés); y aquellos tales que t(ai) = ui y h(ai) = ui−1 son arcos hacia atrás
(Reverse arcs, en inglés). Los arcos hacia adelante y atrás de Γ	 son definidos análogamente.

Los conjuntos de arcos hacia adelante y hacia atrás de Γ� inducen dos subdigráficas del ciclo C,
denotados, respectivamente, por C+

� y C−� . De manera similar, Γ	 induce C+
	 y C−	 . Puede verificarse

que C+
� = C−	 y C−� = C+

	

Ejemplo 2.10
En la imagen 2.16 mostramos un ciclo de nueve vértices y, para representar el sentido escogido,

dentro de él colocamos el śımbolo �. Asimismo, resaltamos los arcos hacia adelante C+
� y los arcos

hacia atrás C−� .

Fig. 2.16

�

Sea cual sea el sentido que escojamos, es evidente que C = C+ ∪ C−. Aún más, si para algún
sentido se tiene que C = C+, entonces C es un ciclo dirigido. De hecho, se dice que una digráfica es
Digráfica! aćıclicaaćıclica si no contiene ciclos dirigidos. Por ejemplo, la digráfica de la figura 2.17 es
aćıclica pues, aunque ella misma sea un ciclo, no es un ciclo dirigido. Una de sus propiedades más
importantes que toda digráfica aćıclica tiene, al menos, una fuente y un pozo.

Fig. 2.17
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3
Espacios vectoriales

H
emos llegado a la parte central de esta tesis. En el caṕıtulo anterior definimos
y describimos las propiedades de los conjuntos de corte y las subgráficas pares
de una gráfica G. El lector observador podrá haberse dado cuenta que la
operación diferencia simétrica 4 jugó un papel fundamental. En este caṕıtulo
estaremos dedicados a describir los diferentes espacios vectoriales asociados a
las gráficas y digráficas. Posteriormente, estudiaremos sus relaciones con sus
matrices de incidencia.

3.1. Espacios en gráficas
A menos que se mencione lo contrario, en esta sección supondremos que G es una gráfica conexa

con n vértices y m aristas, de tal manera que V (G) = {u1, . . . , un} y A(G) = {e1, . . . , em}.

3.1.1. Espacio de aristas E(G)
Denotaremos por E(G) al conjunto de subgráficas generadoras de G. Es muy sencillo verificar que

la operación 4 es cerrada en E(G). En efecto, dadas F1, F2 ∈ E(G), se tiene que F1 4 F2 ∈ E(G),
pues E(F1)4E(F2) ⊆ E(G) y los vértices de G se mantienen invariantes. Nótese que la subgráfica ∅
funciona como elemento neutro de 4.

Podemos también definir un producto interior en E(G) bajo el campo GF (2). Dados λ ∈ GF (2)
y H una subgráfica generadora de G, consideramos el producto escalar · dado por:

λ ·H =
{
H, λ = 1
∅, λ = 0.

Debido a la naturaleza y propiedades de la diferencia simétrica 4, es muy fácil darse cuenta que
la terna

(
E(G),4, ·

)
es un espacio vectorial sobre el campo GF (2). Es por esto que a E(G) se le
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conoce como el espacio de aristas de G.
Las subgráficas generadoras inducidas G[{ei}] (es decir, tomamos cada arista de G como una

subgráfica generadora) forman una base de E(G). En efecto,
{
G[{ei}]

∣∣∣∣i = 1, . . . ,m
}

es un conjunto
generador pues, para toda H ∈ E(G),

H = 4
e∈E(H)

G[{e}].

Además, es linealmente independiente debido a que λ1G[{e1}]4· · ·4λmG[{em}] = ∅ si y sólo si,
para toda i = 1, . . . ,m, λi = 0,porque ∅ no tiene aristas. Por lo tanto,

{
G[{ei}]

∣∣∣∣i = 1, . . . ,m
}

es una
base de E(G).

De lo anterior, concluimos que dim(E(G)) = m. Una consecuencia de conocer una base de E(G)
y su dimensión es que podemos saber el número total de elementos en el espacio de aristas. Ya que
nuestro campo GF (2) es finito y consta de dos elementos (el 0 y el 1), tomar combinaciones lineales
de la base es equivalente a tomar subconjuntos de ésta.

¿Cuántos subconjuntos de
{
G[{e1}], . . . , G[{em}]

}
hay? De la Combinatoria se sabe que existen

2m subconjuntos de un conjunto de m elementos. Aśı, sencillamente, deducimos que |E(G)| = 2m.
Ejemplo 3.1

Fig. 3.1. Espacio de aristas
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Fig. 3.2

Consideremos la gráfica de la figura 3.2, la cual consta de cuatro aristas. En la imagen 3.1
desglosamos su espacio de aristas. Nótese que hay 24 = 16 subgráficas generadoras.

�

3.1.2. Espacio de conjunto de cortes B(G)
A la colección de las subgráficas generadoras inducidas por los conjuntos de corte de G se le denota

por B(G). Aśı, B(G) ⊆ E(G). De hecho, B(G) argumentaremos por qué éste resulta ser un subespacio
vectorial de E(G).

Si recordamos el corolario 2.2, su principal consecuencia es que la diferencia simétrica subgráficas
generadoras inducidas por conjuntos de corte es también un conjunto de corte, esto es, que B(G) es
cerrado bajo la diferencia simétrica 4:
Teorema 3.1

Si F1, F2 ∈ B(G), entonces F14F2 ∈ B(G).

Dado que ∅ es un corte y B(G) es trivialmente cerrado bajo el producto escalar, se sigue que
B(G) es un subespacio de E(G) y recibe el nombre de espacio de cortes de G. En la figura 2.5 está
desglosado el espacio de cortes de la gráfica W4.

Asimismo, el corolario 2.5 también puede formularse en términos propios del Álgebra Lineal:
Teorema 3.2

Los conjuntos de corte minimales generan al subespacio B(G).

Además de los cortes minimales, existe otro conjunto de cortes que genera a B(G) y que nos
será de mucha ayuda más adelante. Observemos que cualquier X ⊆ V (G) puede expresarse como
diferencia simétrica de sus elementos, es decir, X = 4u∈X{u}. Por tanto, debido al corolario 2.1, el
conjunto de corte asociado a X puede expresarse aśı:

∂(X) = 4
u∈X

∂({u}).

Lo anterior da lugar al siguiente resultado:
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Proposición 3.1
La colección de subgráficas generadoras inducidas por los cortes de la forma ∂(u), con u ∈ V (G),

es un conjunto generador del subespacio B(G).

Ya hemos construido conjuntos generadores. ¿Qué conjunto de cortes resulta ser una base para el
espacio B(G)? Traigamos a la memoria los cortes fundamentales de G.

Dado T un árbol generador de G, el teorema 2.5 implica que las subgráficas generadoras inducidas
por los cortes fundamentales de G determinan un conjunto generador. Aún más, afirmamos que son
linealmente independientes. Tomemos una combinación lineal cualquiera de ∅, es decir, supongamos
que

4
b∈E(T )

λbG[Bb] = ∅,

con λb ∈ GF (2). Tomando S ⊆ T con E(S) := {b ∈ E(T )|λb 6= 0}, tenemos

4
b∈E(T )

λbG[Bb] = 4
b∈E(S)

λbG[Bb] = ∅.

Por el lema 2.1, ∅ es el único corte tal que ∅ ∩ E(T ) = E(S). Luego, E(S) = ∅ y, en consecuencia,
λb = 0, para toda b ∈ E(T ). Por consiguiente,

{
G[Bb] ∈ B(G)

∣∣∣∣ b ∈ E(T )
}

es un conjunto linealmente
independiente. Ya que este mismo conjunto es generador, necesariamente es una base. Tal hecho lo
dejamos plasmado como un teorema.
Teorema 3.3

La colección de las subgráficas generadoras inducias por los conjuntos de corte fundamentales
respecto a un árbol T es una base para B(G).

Sabemos que hay n− 1 cortes fundamentales asociados a algún árbol generador de G, aśı que el
teorema anterior nos permite deducir que dim(B(G)) = n− 1.

¿Qué sucede si G no es conexa? Supongamos que G = ⋃c
j=1 Fj (esta unión es ajena), con F1, . . . , Fc

sus componentes conexas. Para cada i ∈ {1, . . . , c}, definimos Fi como la subgráfica generadora de G
inducida por las aristas de Fi, es decir,

Fi := G
[
E(Fi)

]
.

Entonces G = ⋃c
j=1Fi (esta unión sólo es ajena por aristas). Con base en los razonamientos que

hicimos en el caṕıtulo pasado, ya sabemos que toda subgráfica generadora inducida por un corte de Fj
es una subgráfica generadora inducida por un corte de G. Por lo que B(Fj) ⊆ B(G). Las subgráficas
generadoras inducidas por cortes en B(Fj) corresponden a las subgráficas generadoras inducidas por
los cortes en B(Fj). Luego, dim(B(Fj)) = dim(B(Fj)) = |V (Fj)| − 1.

Además, todo subgráfica generadora inducida por corte de G es una diferencia simétrica de
subgráficas generadoras inducidas por cortes de cada subgráfica Fj; y también es sencillo ver que
∅ es la única subgráfica generadora inducida por un conjunto de corte que tienen en común las
subgráficas Fi.

Las ideas anteriores nos permiten asegurar que B(G) es suma directa de los subespacios B(Fj)
(correspondientes a sus componentes conexas), es decir, B(G) = B(F1)⊕ · · · ⊕ B(Fc).
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Luego entonces,

dim(B(G)) =
c∑
j=1

dim(B(Fj))

=
c∑
j=1

(|V (Fj)| − 1)

=
c∑
j=1
|V (Fj)| −

c∑
j=1

1

= n− c.

Concluimos, finalmente, con un teorema:
Teorema 3.4

En toda gráfica G, la dimensión de su espacio de cortes B(G) es n− c(G). Aún más, la cantidad
de conjuntos de corte en dicho espacio es 2n−c(G).

3.1.3. Espacio de ciclos C(G)
El conjunto C(G) ⊆ E(G) es la colección de las subgráficas generadoras pares y es el segundo

subespacio vectorial de E(G) a considerar.
El teorema 2.6 implica que C(G) es cerrado bajo diferencias simétricas. Como ∅ es una subgráfica

par y C(G) es trivialmente cerrado bajo el producto escalar, tenemos que C(G) es un subespacio de
E(G) y recibe el nombre de espacio de ciclos de G. En la figura 2.11 está desglosado el espacio de
ciclos de W4.
Teorema 3.5

La diferencia simétrica de dos subgráficas pares es, a su vez, una subgráfica par, es decir, si
C1, C2 ∈ C(G), entonces C14C2 ∈ C(G)

Por otro lado, el corolario 2.7 proporciona un conjunto generador para el espacio de ciclos:
Teorema 3.6

La colección de ciclos de G genera al subespacio C(G).

Como el lector seguramente estará pensando, basándonos en el teorema 2.8, la colección de ciclos
fundamentales es una base de C(G) y lo probamos en seguida.
Teorema 3.7

El conjunto de ciclos fundamentales respecto a un árbol generador T es una base para C(G).

Demostración: Sean T un árbol generador de G y {Cc ∈ C(G)|c ∈ E(T )} el conjunto de
sus respectivos ciclos fundamentales. El corolario 2.8 implica que los ciclos fundamentales respecto
a T conforman un conjunto generador de C(G). Veamos ahora que dicho conjunto es linealmente
independiente.

Supongamos que
4

c∈E(T )
λcCc = ∅,
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con λc ∈ GF (2). Tomando S ⊆ T con E(S) := {c ∈ E(T )|λc 6= 0}, tenemos

4
c∈E(T )

λcCc = 4
c∈E(S)

λcCc = ∅.

Por la proposición 2.3, ∅ es la única subgráfica tal que ∅∩ T = S. Luego, S = ∅ y, en consecuencia,
λc = 0, para toda c ∈ E(T ). Por consiguiente, {Cc ∈ C(G)|c ∈ E(T )} es un conjunto linealmente
independiente.

Al ser linealmente independiente y generador, el conjunto de ciclos fundamentales es una base de
C(G)

Q.E.D.
Sabemos que hay m−n+ 1 ciclos fundamentales asociados a algún árbol generador de G, aśı que

el teorema anterior nos permite deducir que dim(C(G)) = m− n+ 1.
¿Qué sucede si G no es conexa? Suponiendo que G = ⋃c

j=1 Fj, con F1, . . . , Fc sus componentes
conexas; los mismos razonamientos que hicimos antes nos permiten considerar al subespacio
C(Fj) ⊆ C(G). Ya que ∅ es la única subgráfica generadora par que tienen en común los subespacios
C(Fj) y que toda gráfica par es unión ajena de ciclos, entonces C(G) de los subespacios C(Fj), es
decir,

C(G) = C(F1)⊕ · · · ⊕ C(Fc).

Como lo elementos de C(Fj) corresponden a los de C(Fj), entonces

dim(C(Fj)) = dim(C(Fj)) = |E(Fj)| − |V (Fj)|+ 1.

Luego entonces,

dim(C(G)) =
c∑
j=1

dim(C(Fj))

=
c∑
j=1

(|E(Fj)| − |V (Fj)|+ 1)

=
c∑
j=1
|E(Fj)| −

c∑
j=1
|V (Fj)|+

c∑
j=1

1

= m− n+ c.

Concluyendo aśı con el siguiente resultado.
Teorema 3.8

En toda gráfica G, la dimensión de su espacio de ciclos C(G) es m − n + c(G). Aún más, la
cantidad de gráficas pares en dicho espacio es 2m−n+c(G).

3.2. Vectores de incidencia
En el caṕıtulo 1 comentamos que si V es un espacio vectorial sobre un campo F de dimensión n,

entonces V es isomorfo al espacio Fn. Ahora aplicaremos esta idea a los espacios que hemos definido
en las secciones anteriores.



Vectores de incidencia 55

Sabemos que el espacio de aristas E(G) es de dimensión m sobre el campo GF (2). Se sigue entonces
que E(G) es isomorfo a (GF (2))m.

Una forma inmediata de identificar a E(G) con (GF (2))m se describe a continuación. Tomando
H ∈ E(G), la función de incidencia de H es la función caracteŕıstica de E(H),

χH := χE(H) : E(G)→ GF (2),

dada por:

χH(e) =
{

1, si e ∈ E(H)
0, si e /∈ E(H).

Como el conjunto de aristas de G ya está ordenado, es decir, que E(G) = {e1, . . . , em}, las
funciones de incidencia pueden escribirse como vectores. En efecto, dada H ∈ E(G), identificamos la
función de incidencia de H, con el vector χT

H := (χH(e1), . . . , χH(em)) ∈ (GF (2))m y lo llamamos
vector de incidencia de H.

Podemos definir ahora una función que hace corresponder cada subgráfica generadora con su
respectivo vector de incidencia, a saber, la función Φ : E(G)→ (GF (2))m tal que, para cadaH ∈ E(G),
Φ(H) = χH . Entonces Φ es un isomorfismo entre E(G) y el espacio (GF (2))m. En la imagen 3.3
mostramos (de forma simbólica) los vectores de incidencia de algunas subgráficas de la gráfica de la
figura 3.2.

Fig. 3.3

Como el isomorfismo Φ preserva las operaciones entre los espacios vectoriales correspondientes,
la diferencia simétrica 4 en E(G) es equivalente a la operación ⊕ en (GF (2))m (que describimos en
el caṕıtulo 1), es decir,

Φ(H14H2) = Φ(H1)⊕Φ(H2).
La conclusión más importante de esta discusión es que cada subgráfica de G “se codifica” en un vector
binario. Todo vector de ceros y unos puede “traducirse” en una subgráfica generadora de G, cuyas
aristas corresponderán a las entradas del vector que son iguales a 1. El siguiente teorema resume lo
dicho hasta aqúı.
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Teorema 3.9
Sea G una gráfica cualquiera. Para cualesquiera H1, H2 ∈ E(G), se cumple que

χH14H2 = χH1 ⊕ χH2 .

Ejemplo 3.2
Ilustramos lo comentado ĺıneas arriba considerando de nuevo la gráfica G de la figura 3.2. En

esta ocasión, en la imagen 3.4 aplicamos la operación 4 a las dos subgráficas de la figura 3.3 y
también sumamos sus respectivos vectores de incidencia. Puede notarse que la diferencia simétrica
en E(G) es equivalente a la operación ⊕ en (GF (2))m.

Fig. 3.4

�

Naturalmente, los conjuntos de corte y las subgráficas pares también se traducen en vectores bina-
rios. Los espacios −→E (G) := Φ[E(G)], −→B (G) := Φ[B(G)] y −→C (G) := Φ[C(G)] son conocidos también
como los espacios de aristas, de cortes y de ciclos en śı, respectivamente (aunque, formalmente, es un
abuso de la nomenclatura que utilizamos en esta tesis). Note que −→B (G) es isomorfo a (GF (2))n−c(G)

y a B(G); mientras que −→C (G) es isomorfo a (GF (2))m−n+c(G) C(G).
Una ventaja que nos proporcionan los vectores de incidencia es la posibilidad de definir un producto

interior en E(G), utilizando el ya existente en (GF (2))m. Aśı, dadas H y F subgráficas generadoras
cualesquiera de G, definimos el producto interior de H y F como:

〈H,F 〉 := 〈χH ,χF 〉 =
m∑
i=1

χH(ei) · χF (ei) (mod 2).

Cabe recordar que este producto interno es degenerado pues, claramente, si una subgráfica H 6= ∅
tiene una cantidad par de aristas, entonces 〈H,H〉 = 0.

Respecto a la paridad, ésta nos brinda una noción de ortogonalidad. Recordando el teorema 2.9,
sabemos que todo elemento de B(G) y C(G) coinciden en un número par de aristas. Esto, a la luz de
nuestro nuevo producto interno, puede reescribirse aśı:
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Teorema 3.10
Todo conjunto de corte de G es ortogonal a cualquier subgráfica par de G.

Gracias a los conceptos de álgebra lineal desglosados en el primer caṕıtulo, y con apoyo de este
último teorema, concluimos que B(G) y C(G) son complementos ortogonales. Es decir:

B(G) = (C(G))⊥ y C(G) = (B(G))⊥.

Sin embargo, a pesar de ser complementos ortogonales, no siempre sucede que E(G) = B(G)⊕C(G),
pues hay gráficas que tienen subgráficas no vaćıas que son, al mismo tiempo, conjuntos de corte y
gráficas pares (subgráficas ortogonales consigo mismas); en otras palabras, existen gráficas tales que
B(G) ∩ C(G) 6= {∅}. Vimos en el ejemplo 2.9 que K4 es una gráfica con tales caracteŕısticas.

3.3. La matriz de incidencia de G

Cuando se introdujo la matriz de incidencia en el caṕıtulo 1, se hizo considerando sus entradas en
el campo de los número reales R.

No obstante, si tomamos M := MG en Mn×m(GF (2)) surgen propiedades bastante interesantes
que se relacionan con los espacios vectoriales que hemos estudiado a lo largo de este caṕıtulo. En esta
sección cada vez que mencionemos a la matriz de incidencia, lo haremos pensando que sus entradas
están en GF (2). Igualmente, recordemos que los vértices y las aristas de G ya están ordenados, es
decir, que V (G) = {u1, . . . , un} y E(G) = {e1, . . . , em}

Una primera observación tiene que ver con lo que sucede si una gráfica tiene lazos. Cuando
M ∈ Mn×m(R), recordemos que se colocaba un “2” en la entrada del renglón y la columna que
corresponden al vértice y al lazo respectivamente. Al cambiar de campo, ese “2” se vuelve un “0”.
Entonces las columnas de M que representan los lazos de G son columnas cuyas entradas son todas
cero.
Ejemplo 3.3

En la figura 3.5 mostramos la matriz de incidencia (¡pero en GF (2)!) de la misma gráfica de
la imagen 1.9.

Fig. 3.5
�
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Para simplificar nuestra notación, si B es un conjunto de corte de G, entonces denotamos por χB

al vector de incidencia de G[B], la subgráfica generadora inducida por B; y diremos, simplemente,
que χB es el vector de incidencia del conjunto de corte B. En otro términos:

χB := χG[B].

Por otro lado, es fácil notar que cada renglón de M es el vector de incidencia del conjunto de
corte asociado al vértice correspondiente a dicho renglón. Es decir:

M =



χt
∂(u1)
−
...
−

χt
∂(un)

 .

En virtud de la proposición 3.1, junto con el teorema 3.9, deducimos que:

R(M) = span({χ∂(u1), . . . ,χ∂(un)}) = −→B (G).

Esta igualdad la establecemos en el siguiente teorema.
Teorema 3.11

El espacio generado por los renglones de M es −→B (G).

Ya sabemos que Ker(M) = (R(M))⊥. Pero R(M))⊥ = (−→B (G))⊥ y, además, −→C (G) = (−→B (G))⊥.
Entonces Ker(M) = −→C (G). Tenemos, pues, el corolario siguiente.
Corolario 3.1

El espacio nulo de M es −→C (G).

3.3.1. Rango y nulidad de MG

Con la información obtenida de estas últimas proposiciones ya podemos conocer el rango de M y
su nulidad. Gracias al caṕıtulo 1, se sabe que el rango de la matriz de incidencia es la dimensión del
espacio generado por los renglones (o columnas también), es decir, rank(M) = dim(R(M)). Pero el
espacio generado por los renglones es el espacio de cortes, cuya dimensión es n − c (por el teorema
3.4). Luego, haciendo c := c(G),

rank(M) = dim(R(M)) = dim(B(G)) = n− c.

Asimismo, con base en el teorema 3.8, podemos deducir que

null(M) = dim(Ker(M)) = dim(C(G)) = m− n+ c.

Obtenemos aśı lo siguiente.
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Teorema 3.12
En GF (2) se cumple que el rango de M es n− c y su nulidad es m− n+ c.

Definimos el rango de G como el número ρ(G) := rank(M) = n − c y la nulidad de G como
µ(G) := null(M) = m− n+ c.

3.3.2. Matrices reducidas
Otra caracteŕıstica relevante de M es que la suma de todos sus renglones es igual al vector 0. En

efecto, por el teorema 3.9, tenemos:
n⊕
i=1

χ∂(ui) = χ∂(V (G)) = χ∅ = 0.

También uno podŕıa darse cuenta de esto notando que como sólo hay dos “1” en cada columna
(o ninguno si la arista asociada a la columna es un lazo) se obtiene otra vez la igualdad deseada ya
que, en GF (2), 1 + 1 = 0.

Supongamos que G es conexa con n vértices. Como la combinación lineal anterior no es trivial,
entonces podemos afirmar que, para todo j ∈ {1, . . . , n}, el renglón χ∂(uj) es combinación lineal del
resto de los renglones, es decir, ⊕

i 6=j
χ∂(ui) = χ∂(uj).

Por lo tanto,

span
(
{χ∂(u1), . . . ,χ∂(un)}

)
= span

(
{χ∂(u1), . . . ,χ∂(un)} \ {χ∂(uj)}

)
.

Luego,
R(M) = span

(
{χ∂(u1), . . . ,χ∂(un)} \ {χ∂(uj)}

)
= −→B (G).

Estas últimas igualdades quieren decir que no importa qué renglón quitemos de M, la matriz que
queda tendrá el mismo rango. La matriz que resulta de remover cualquier renglón de M se le conoce
como la matriz de incidencia reducida de G y la denotaremos como M̂.

Si ahora G = ⋃c
i=1 Fi es inconexa y suponemos que cada componente conexa Fi tiene ni vértices,

o sea, V (Fi) = {ui1, . . . , uini}, con i ∈ {1, . . . , c}; entonces M es de la forma:

M =



χt
∂F1 (u11)
−
...
−

χt
∂F1 (u1n1 )
−
...
−

χt
∂Fc (uc1)
−
...
−

χt
∂Fc (ucnc )



.
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Por los argumentos expuestos en los párrafos anteriores y dado que Fi es conexa, nótese que:
ni⊕
j=1

χ∂Fi (uij)
= 0.

Luego, también cumple que la suma de los renglones de M es el vector 0 pues
c⊕
i=1

( ni⊕
j=1

χ∂Fi (uij)

)
=

c⊕
i=1

0 = 0.

Por otro lado, también sabemos que, para cada componente conexa Fi, el k−ésimo renglón de
MFi es combinación lineal del resto de los renglones, o sea,⊕

j 6=k
χ∂Fi (uij)

= χ∂Fi (uik).

Aśı, seleccionando un renglón cualquiera de MFi , digamos, el que corresponde al ki−ésimo vértice
de Fi; deducimos que span

(
{χ∂F1 (u11), . . . ,χ∂Fc (ucnc )}

)
es igual a

span
(
{χ∂F1 (u11), . . . ,χ∂Fc (ucnc )} \ {χ∂F1 (u1k1 ), . . . ,χ∂Fc (uckc )}

)
.

Por tanto, éste conjunto es igual a R(M) = −→B (G). Entonces no importa qué renglón removamos de
cada MFi , la matriz que queda (también llamada matriz de incidencia reducida) tiene el mismo rango
que MG. Además, lo anterior implica que la matriz de incidencia reducida de G está compuesta por
las matrices de incidencia reducidas de cada componente conexa, es decir,

M̂G =


M̂F1 · · · O

... . . . ...
O · · · M̂Fk

 .
En la siguiente proposición resumimos toda la discusión de esta subsección.

Proposición 3.2

En GF (2) se cumple que rank(M̂G) = rank(MG) = n− c.

Tomemos ahora un bosque T de n vértices. Como T consta de n− c aristas, es claro que MT es
una matriz de tamaño n× (n− c). Aśı, su matriz de incidencia reducida M̂T es una matriz cuadrada
de tamaño (n− c)× (n− c). Como rank(MT ) = n− c, en virtud del teorema anterior, se cumple que
rank(M̂) = n− c.

Por lo tanto, M̂T es una matriz cuadrada no singular, es decir, det(M̂T ) 6= 0. Observemos que
como nuestro campo es GF (2), el determinante de cualquier matriz con entradas en GF (2) es 1 ó 0.
Entonces tenemos la siguiente proposición.
Proposición 3.3

En GF (2), la matriz de incidencia reducida de todo bosque T es una matriz no singular, es decir,
det(M̂T ) = 1.
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3.3.3. Relaciones de independencia lineal en MG

Sea H ∈ E(G). No es muy dif́ıcil darse cuenta que MH es una submatriz de MG, pues conservan
los mismos renglones (vértices) y las columnas de MH corresponden a E(H) ⊆ E(G).

Recuérdese que E(G) = {e1, . . . , em}. Denotamos por ce a la columna de M que corresponde a la
arista e. Entonces:

M =
[
ce1| · · · |cem

]
Analizaremos ahora el significado que tienen las columnas linealmente independientes de M en la

gráfica G. Notemos primero que si S ⊆ E(G), entonces MG[S] es la submatriz
[
ca
]
a∈S

de MG.

Teorema 3.13
Si S ⊆ E(G), entonces el conjunto de columnas {ca|a ∈ S} es linealmente independiente si y sólo

si G[S] es aćıclica.

Demostración: Para demostrar la necesidad, supongamos que {ca|a ∈ S} es linealmente inde-
pendiente y, para llegar a una contradicción, que hay un ciclo Γ en G[S]. Entonces

MG[S] · χΓ = 0.

No obstante, esto implica que ∑a∈S χΓ(a) · ca = 0. Como {ca|a ∈ S} es linealmente independiente,
se tiene que χΓ(a) = 0, para toda a ∈ S. Luego, Γ = ∅, una contradicción. En consecuencia, G[S] es
aćıclica.

Ahora, para la suficiencia, asumamos que G[S] es aćıclica. Tomemos una combinación lineal
cualquiera de {ca|a ∈ S}, digamos ∑a∈S λaca = 0, con λa ∈ GF (2).

La igualdad anterior implica que MG[S]λ = 0, donde λ es el vector cuyas entradas son λa.
Entonces, λ ∈ Ker(MG[S]) = −→C (G[S]) = {0}, porque G[S] es aćıclica. Aśı, λ = 0 y, en conse-

cuencia, λa = 0, para toda a ∈ S. Por lo tanto, {ca|a ∈ S} es linealmente independiente.
Q.E.D.

Tenemos dos consecuencias de suma importancia:
Corolario 3.2

Sea S ⊆ E(G). Entonces {ce|e ∈ S} es una base para el espacio de columnas C(MG) si y sólo si
G[S] es un bosque generador maximal. Por lo tanto, las bases de C(MG) están en correspondencia
uno a uno con los bosques generadores maximales de G.

La proposición 3.3 está ligada a este corolario:
Corolario 3.3

Toda submatriz cuadrada, de tamaño (n − c) × (n − c), de la matriz de incidencia de G es no
singular si y sólo si es la matriz de incidencia reducida de algún bosque generador maximal de G.

Finalmente, comentaremos que el teorema y los corolarios anteriores implican que G[S] contiene
un ciclo si y sólo si {ca|a ∈ S} es un conjunto linealmente dependiente.

3.4. Espacios en digráficas
A lo largo de esta sección supondremos que D es una digráfica conexa (a menos que se diga lo

contrario) con V (D) = {u1, . . . , un} y A(D) = {a1, . . . , am}. Trabajaremos con funciones definidas
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en los arcos de D, o sea, con funciones q : A(D)→ R. Dado que vértices y arcos ya están ordenados,
podemos representar estas funciones como vectores con m entradas. Dicho de otro modo, podemos
considerar a q como el vector qT := (q(a1), . . . , q(am)) ∈ Rm. Escribiremos indistintamente q o q
para referirnos a las funciones q que van de A(D) en R. Por otro lado, diremos que el vector q es no
negativo si q(ai) ≥ 0, i = 1, . . . ,m; y se escribe q ≥ 0.

Definimos el soporte de q como el conjunto de arcos cuyo valor bajo q es distinto de cero, o sea,
supp(q) := {a ∈ A|q(a) 6= 0}. Cabe aclarar que será común considerar a la subdigráfica genera-
dora inducida por el conjunto de arcos en el soporte, a la cual llamaremos también soporte de q y
denotaremos de igual manera (abusando de la notación) como supp(q).

En la sección anterior nos dimos cuenta que el espacio generado por los renglones de la matriz de
incidencia de una gráfica coincide con su espacio de conjuntos de corte. ¿Qué interpretación podŕıamos
darle al espacio generado por los renglones de la matriz de incidencia de una digráfica? ¿Sucede el
mismo fenómeno que ocurre en las gráficas? ¿Su kernel tendrá alguna relación con los ciclos de la
digráfica? La siguientes subsecciones estarán dedicada a responder tales preguntas.

3.4.1. Espacio de tensiones B(D)
Consideremos la matriz de incidencia M := MD ∈ Mn×m(R) y tomemos g ∈ R(M). Suponiendo

que los renglones de M son los vectores ru1 , . . . , run , entonces existen escalares pu1 , . . . , pun tales que
g = pu1ru1 + · · ·+ punrun . En otras palabras:

gT =
[
pu1 · · · pun

]


ru1

−
...
−
run

 = pTM.

Por otro lado, si cai es la columna de M asociada al arco ai, i ∈ {1, . . . ,m}, entonces también sucede
que

gT = pT
[
ca1| · · · |cam

]
=
[
pTca1| · · · |pTcam

]
.

De lo anterior, obtenemos que gT es el vector (pTca1 , . . . ,pTcam). Considerando g : A(D)→ R y
p : V (D)→ R las funciones asociadas a los vectores g y p, respectivamente; es posible verificar que,
dada a ∈ A,

g(a) = pTca = p(t(a))− p(h(a)). (3.1)

La última igualdad se debe a que en cada columna ca hay un 1 en el renglón que corresponde al
vértice t(a) y un −1 en h(a).

Por razones que explicaremos después, a la función p (y al vector p) se le conoce como potencial;
y a la función g (y, por tanto, a g) le llamamos tensión. La ecuación 3.1 significa, pues, que podemos
describir una tensión g en términos de un potencial p, señalando primero cuál es el potencial de cada
vértice de D y, aśı, deducir cuál es la tensión en cada arista.
Ejemplo 3.4

En la figura 3.6 mostramos en (b) dos posibles tensiones de la gráfica del inciso (a). Indicamos
el potencial de cada vértice con un número dentro del mismo, y la tensión con un número encima
de cada arco.
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Fig. 3.6

�

En resumen, R(M) está conformado por todas las posibles tensiones en D. Luego, el conjunto de
tensiones de una digráfica es un espacio vectorial llamado el espacio de tensiones de D, denotado por
B(D), es decir, B(D) := R(M).

Resulta sencillo asociar tensiones a los conjuntos de corte. En efecto, sea ∂(X) un corte de D y
def́ınase g∂(X) : A(D)→ R como

g∂(X)(a) =


1, a ∈ ∂+(X)
−1, a ∈ ∂−(X)

0, a /∈ ∂(X).

Verifiquemos que g ∈ R(M). Consideramos el potencial p cuya de regla de correspondencia es

p(v) =
{

1, v ∈ X
0, v /∈ X.

Entonces

pTca = p(t(a))− p(h(a)) = p(v) =


1, t(a) ∈ X y h(a) /∈ X
−1, h(a) ∈ X y t(a) /∈ X

0, {t(a), h(a)} ⊆ X.

Por consiguiente,

pTca =


1, a ∈ ∂+(X)
−1, a ∈ ∂−(X)

0, a /∈ ∂(X)
= g∂(X)(a).

De donde se concluye satisfactoriamente que gT
∂(X) = ptM y, aśı, g∂(X) ∈ B(D).

Ejemplo 3.5
En la digráfica del inciso (a) de la imagen 3.7 se muestra el conjunto de corte asociado a

X = {u1, u2}, mientras que en (b) se encuentra la tensión que corresponde a ∂(X).
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Fig. 3.7

�

Con base en los párrafos anteriores, nos damos cuenta que eT
i M = gT

∂(ui), donde eT
i es el i−ésimo

vector canónico de Rn. Por lo que, de hecho, el vector gT
∂(ui) es el i−ésimo renglón de la matriz de

incidencia, i.e.,

M =



gT
∂(u1)
−
...
−

gT
∂(un)

 .

Ahora exploraremos qué propiedades tiene las tensiones asociadas a los cortes minimales de D.
Lema 3.1

Supongamos que g es una tensión de D y que g 6= 0. Entonces el soporte de g contiene un conjunto
de corte minimal. Más aún, si g ≥ 0, hay un corte minimal dirigido contenido en supp(g).

Demostración: Dado que g ∈ B(D), hay un potencial p tal que gT = pTM. Como g 6= 0,
entonces supp(g) 6= ∅. Aśı, tomemos α ∈ supp(g) haciendo u := t(α) y v := h(α).

Sea X := {w ∈ V |p(w) = p(u)}. Afirmamos que ∂(X) ⊆ supp(g). Si no sucediera, entonces
existiŕıa un arco β en el corte asociado a X que no es elemento del soporte de g. Esto implicaŕıa que
g(β) = 0. Si x := t(β) y y := h(β), entonces p(x)− p(y) = 0, es decir, p(x) = p(y).

Claramente, se tendŕıan dos casos: β ∈ ∂+(X) ó β ∈ ∂−(X). Si se diera el primero, se tendŕıa que
x ∈ X y y ∈ X. Entonces p(u) = p(x) = p(y) y, por definición, y ∈ X, una contradicción. El segundo
caso es análogo. Por lo tanto, es imposible que ∂(X) * supp(g).

Debido a que D es conexa, ∂(X) 6= ∅. Luego, debe existir un conjunto de corte minimal B
contenido en ∂(X). Puesto que ∂(X) ⊆ supp(g), se cumple B ⊆ supp(g).

Ahora, supongamos que g ≥ 0. Puesto que g ≥ 0, se desprende inmediatamente que

supp(g) = {a ∈ A(D)|g(a) > 0}.

Entonces, nótese que, para todo a ∈ supp(g),

g(a) = p(t(a))− p(h(a)) > 0,
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es decir, p(t(a)) > p(h(a)). Esto implica que no existen ciclos dirigidos contenidos en el soporte de g.
En efecto, asumamos que hay uno, digamos (v1, . . . , vl, v1). No obstante, dados los razonamientos de
este párrafo, concluiŕıamos que p(v1) > p(v1), algo imposible. Por tanto, no hay ciclos dirigidos en
supp(g).

Como supp(g) es una digráfica aćıclica, se mencionó en el caṕıtulo anterior que, necesariamen-
te, debe tener al menos una fuente w. Por lo que ∂(w)) es un corte dirigido en supp(g). Por una
observación del caṕıtulo anterior, ∂+(w) contiene un corte minimal dirigido, digamos B+. Entonces
B+ ⊆ supp(g).

Q.E.D.
Teorema 3.14

Toda tensión en D es una combinación lineal de las tensiones asociadas a los cortes minimales
de D.

Demostración: Supongamos que B1, . . . , Bq son los conjuntos de corte minimales de D. Sea
g ∈ B(D). La prueba se hace por inducción fuerte sobre el número de arcos en supp(g).

Paso base. Asumimos que |supp(g)| = 0. Si ésto sucede, sólo resta decir que g = 0 y se cumple el
enunciado del teorema.

Hipótesis de inducción. Supóngase que, para toda q ∈ B(D), si |supp(q)| < k, entonces q es
combinación lineal de las tensiones asociadas a los cortes minimales.

Paso inductivo. Digamos ahora que |supp(g)| = k. Por el lema anterior, debe existir un corte
minimal ∂(X) contenido en el soporte de g. Si tomamos a X de forma adecuada, debe haber un arco
α∗ en ∂(X) tal que g∂(X)(α∗) = 1.

Sea q := g − g(α∗)g∂(X). Ya que g y g∂(X) son elementos de B(D), un espacio vectorial, entonces
q ∈ B(D). Además, afirmamos que supp(q) $ supp(g). Consideremos β ∈ supp(q). Observemos que
g(β) = q(β) + g(α∗)g∂(X)(β). Si β /∈ supp(g), se tendŕıa que g(β) = 0 y 0 = q(β) + g(α∗)g∂(X)(β).

Por otro lado, al no pertenecer β al soporte de g, tampoco perteneceŕıa a ∂(X) y g∂(X)(β) = 0.
Luego, la igualdad anterior se reduce a que q(β) = 0, una contradicción porque β ∈ supp(q). Aśı que,
efectivamente, supp(q) ⊆ supp(g).

Es evidente que α∗ ∈ supp(g) porque α∗ ∈ ∂(X) y ∂(X) ⊆ supp(g). Entonces
q(α∗) = g(α∗) − g(α∗) · g∂(X)(α∗) = g(α∗) − g(α∗) · 1 = 0. Por tanto, α∗ /∈ supp(q) y, con ésto, se
deduce que supp(q) $ supp(g).

Los párrafos previos implican que q ∈ B(D) y |supp(q)| < k. De esta manera, por hipótesis de
inducción, existen escalares λ1, . . . , λq ∈ R tales que

q = g− g(α∗)g∂(X) =
q∑
i=1

λigBi .

De donde
g =

q∑
i=1

λigBi + g(α∗)g∂(X).

Recuérdese que ∂(X) es un corte minimal, lo cual significa que Bj = ∂(X), para alguna j ∈ {1, . . . , q}.
Entonces la igualdad anterior nos permite concluir que g es una combinación lineal de las tensiones
asociadas a los conjuntos de corte minimales.

Q.E.D.
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Corolario 3.4
El conjunto de tensiones asociadas a los cortes minimales de D es un generador del espacio B(D).

¿Qué sucede si D es inconexa? Digamos que D = ⋃c
i=1 Fi, con F1, . . . , Fc las componentes conexas

de D y c := c(D) la cantidad total de sus componentes conexas. Sabemos que si ordenamos de manera
adecuada los vértices y las aristas de D, su matriz de incidencia tiene la forma:

MD =


MF1 · · · O

... . . . ...
O · · · MFc

 .
En otras palabras, MD es una matriz diagonal por bloques. Aqúı podemos considerar las sub-

digráficas generadoras Fi (cuya construcción se hizo en secciones anteriores). Entonces puede verifi-
carse que

MD =
[
MF1 | · · · | MF1

]
.

De esta forma es claro que

R(MD) = R(MF1)⊕ · · · ⊕ R(MFc).

Aśı,
R(MD) = B(F1)⊕ · · · ⊕ B(Fc).

Por otro lado, tomemos g ∈ R(MD). Entonces existe p ∈ Rn tal que

gT = pTMD.

Dados los tamaños de las matrices, podemos partir a g y p como gT =
[
gT

1 · · · gT
c

]
y

pT =
[
pT

1 · · · pT
c

]
de tal manera que:

[
gT

1 · · · gT
c

]
=
[
pT

1 · · · pT
c

] 
MF1 · · · O

... . . . ...
O · · · MFc


=
[
pT

1 MF1 · · · pT
c MFc

]
.

De donde gT
i = pT

i MFi , i.e., cada gi es una tensión en B(Fi). Y aśı, deducimos que

g(a) =


g1(a), a ∈ A(F1)

... ...
gc(a), a ∈ A(Fc)

y

p(a) =


p1(v), v ∈ V (F1)

... ...
pc(v), v ∈ V (Fc)

Es sencillo probar que g(a) = p(t(a)) − p(h(a)), o sea, que g cumple la misma propiedad que las
tensiones en digráficas conexas. Por tanto, definimos el espacio de tensiones de D como el espacio
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generado por los renglones de MD, B(D) := R(MD) (tal como en las digráficas conexas). Finalmente,
por lo argumentado ĺıneas arriba, concluimos que

B(D) = B(F1)⊕ · · · ⊕ B(Fc).

Los teoremas que enunciamos para digráficas conexas, involucrando al espacio de tensiones, también
son válidos para aquellas que son inconexas (con sus respectivas modificaciones).

3.4.2. Espacio de circulaciones C(D)
Ahora exploraremos el kernel de la matriz de incidencia de D y describiremos la naturaleza de

sus elementos. Conviene antes establecer ciertas notaciones que facilitarán nuestro estudio.
Supongamos que q : A(D) → R. Si S ⊆ A, escribimos Q(S) := ∑

a∈S q(a). En particular, si S es
un conjunto de corte usaremos la siguiente notación: Q+(X) := Q(∂+(X)) y Q−(X) := Q(∂−(X)).

En resumen,
Q+(X) =

∑
a∈∂+(X)

q(a) y Q−(X) =
∑

a∈∂−(X)
q(a).

Analizando el producto Mq observamos que, tomando en cuenta la igualdad 2.7 y fijando un vértice
v, ∑

a∈A
mvaq(a) = gT

∂(v) · q =
∑

a∈∂+(v)
q(a)−

∑
a∈∂−(v)

q(a) = Q+(v)−Q−(v).

Por lo tanto,

Mq =


Q+(u1)−Q−(u1)

...
Q+(un)−Q−(un)

 .
Considerando f ∈ Ker(M), con f : A(D) → R y f = (f(a1), . . . , f(am)), por la igualdad anterior
vemos que

Mf =


0
...
0

 =


F+(u1)− F−(u1)

...
F+(un)− F−(un)

 .
Por tanto, un elemento f del kernel de M tiene la propiedad de que, para todo i ∈ {1, . . . , n},
F+(ui)− F−(ui) = 0.

Por otro lado, una circulación en D es una función f : A(D) → R que cumple la condición de
conservación en cada vértice, es decir,

F+(v) = F−(v), para todo v ∈ V (D). (3.2)

La condición 3.2 establece que F+(v)− F−(v) = 0. Aśı, los elementos de Ker(M) son circulaciones,
y viceversa: las circulaciones anulan a la matriz de incidencia, esto es, que pertenecen al kernel de
M. De esta manera, el conjunto de circulaciones de D es un espacio vectorial sobre R. Lo denotamos
como C(D) y lo llamamos el espacio de circulaciones de D; o sea, C(D) := Ker(MD).
Ejemplo 3.6

En la imagen 3.8 están dos ejemplos de circulaciones de la digráfica del inciso (a).
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Fig. 3.8

�

Hay una manera de asociar circulaciones a los ciclos de la digráfica. Supongamos que C es un
ciclo contenido en D. Recordemos que en el caṕıtulo 1 mencionamos que C puede ser recorrido, esen-
cialmente, en dos direcciones: en sentido horario o en sentido antihorario (dependiendo del diagrama
que representa al ciclo y de cómo se etiquetan los vértices). También comentamos que, al elegir un
sentido para recorrer el ciclo, aquél induce dos subdigráficas de C: la de los arcos hacia adelante C+

y la de los arcos hacia atrás C−.
Dicho lo anterior, escogemos un sentido para C y hacemos fC : A(D)→ R dada por:

fC(a) =


1, a ∈ A(C+)
−1, a ∈ A(C−)

0, a /∈ A(C).

Veamos por qué, de hecho, fC es una circulación. Consideremos un vértice v de D. Ya que fC se anula
en arcos que no pertenecen a C, obtenemos que

F+(v)− F−(v) =
∑

a∈∂+(v)
fC(a)−

∑
a∈∂−(v)

fC(a)

=
∑

a∈∂+(v)∩A(C)
fC(a)−

∑
a∈∂−(v)∩A(C)

fC(a)

=
∑

a∈∂(v)∩A(C)
fC(a).

(3.3)

Como sabemos que |∂(v) ∩ A(C)| = 2, asumiremos que ∂(v) ∩ A(C) = {α, β}. Entonces, escogiendo
de antemano un sentido de recorrido para el ciclo C, tenemos cuatro casos (véase la figura 3.9).
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Fig. 3.9

Caso 1. Que α ∈ ∂+(X) y β ∈ ∂−(X). Aqúı fC(α) = fC(β) = 1.

Caso 2. Que α ∈ ∂−(X) y β ∈ ∂+(X). Tenemos que fC(α) = fC(β) = −1.

Caso 3. {α, β} = ∂+(v) ∩ A(C). Deducimos que fC(α) = 1 y fC(β) = −1.

Caso 4. {α, β} = ∂−(v) ∩ A(C). Puede verificarse que fC(α) = −1 y fC(β) = 1.

De todos los casos, puede verificarse que la identidad 3.3 es siempre igual a 0. Con el otro sentido
de C se pueden deducir otros cuatro casos que nos arrojarán los mismos resultados. Dicho de otro
modo, la igualdad 3.9 implica que F+(v) − F−(v) = 0, para cualquier vértice v. Luego entonces,
fC ∈ C(D).
Ejemplo 3.7

En el inciso (a) de la figura 3.10 mostramos un ciclo de la gráfica de la imagen 3.8, con la
respectiva orientación (en sentido contrario a las manecillas del reloj) que hemos escogido; y en
(b) se halla la circulación asociada a dicho ciclo.

Fig. 3.10

�
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Similarmente a como lo hicimos con las tensiones, veamos qué propiedades tienen las circulaciones
asociadas a ciclos.
Lema 3.2

Sea f ∈ C(D). Si f 6= 0, entonces hay un ciclo de D contenido en supp(f). Más aún, si f ≥ 0,
entonces el soporte de f contiene un ciclo dirigido.

Demostración: Supongamos que f 6= 0. Para llegar a una contradicción, asumamos que supp(f)
no contiene ciclos. Entonces, apoyados de la proposición 1.2, sabemos que hay un vértice v de grado 1
en supp(f). Digamos que α ∈ supp(f) es el único arco incidente en v. Aśı, hay dos casos: d+

supp(f)(v) = 1
ó d−supp(f)(v) = 1.

Si d+
supp(f)(v) = 1, entonces ∂+

supp(f)(v) = {α} y ∂−supp(f)(v) = ∅. Luego, al ser f una circulación, se
tiene

F+(v) = f(α) = 0 = F−(v).

Pero esto es una contradicción pues α ∈ supp(f) y, por definición, f(α) 6= 0. El caso cuando
d−supp(f)(v) = 1 es totalmente análogo. Por tanto, supp(f) contiene un ciclo.

Supongamos que f ≥ 0 y, ahora, que supp(f) es aćıclica. Debido a lo comentado en el se-
gundo caṕıtulo respecto a digráficas aćıclicas, sabemos que supp(f) tiene una fuente u, es de-
cir, que ∂−supp(f)(u) = ∅ y ∂+

supp(f)(u) 6= ∅. Puesto que f ≥ 0, se desprende inmediatamente que
supp(f) = {a ∈ A(D)|f(a) > 0}. Entonces nótese que, como ∂+

supp(f)(u) ⊆ supp(f), entonces f(a) > 0,
para toda a ∈ ∂+

supp(f)(u). Por otro lado,

F+(u) =
∑

a∈∂+
supp(f)(u)

f(a) = F−(u) = 0.

La igualdad anterior implica, necesariamente, que f(a) = 0, para cualquier arco a en ∂+
supp(f)(u).

Esto es una contradicción. Luego, supp(f) no tiene ni pozos ni fuentes y, por lo tanto, debe contener
un ciclo dirigido.

Q.E.D.
Teorema 3.15

Toda circulación es una combinación lineal de las circulaciones asociadas a los ciclos de D.

Demostración: La prueba se realiza por inducción fuerte sobre el número de elementos del
soporte de f y es análoga a la demostración del teorema 3.14. Q.E.D.
Corolario 3.5

El conjunto de circulaciones asociadas a los ciclos de D es un generador del espacio C(D).

Veamos qué sucede si D es inconexa. Al igual que la sección pasada, suponemos que G = ⋃c
i=1 Fi,y

tomamos las subgráficas F〉. Sabemos ya del caṕıtulo 1 que

Ker(MD) = Ker(MF1)⊕ · · · ⊕Ker(MFc).

Como, Ker(MFi) = C(Fi), entonces

Ker(MD) = C(F1)⊕ · · · ⊕ C(Fc).
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Si, por otro lado, tomamos f ∈ Ker(MD) y lo partimos según los tamaños de las submatrices,
tenemos:

MDf =


MF1 · · · O

... . . . ...
O · · · MFc



f1
...
fc

 =


0
...
0

 .
Entonces MFif1 = 0, es decir, fi es una circulación en C(Fi), de donde

F+ =


F+

1 (v), v ∈ V (F1)
... ...

F+
c (v), v ∈ V (Fc)

,

y

F− =


F−1 (v), v ∈ V (F1)

... ...
F−c (v), v ∈ V (Fc)

.

Por lo tanto, como cada fi es una circulación, F+(v) − F−(v) = 0. Esto sugiere que los elementos
en Ker(MD) se comportan como las circulaciones en digráficas conexas. De esta manera, definimos
C(D) := Ker(MD) el espacio de circulaciones de D como el kernel de su matriz de incidencia. Luego,

C(D) = C(F1)⊕ · · · ⊕ C(Fc).

Además, los teoremas que dimos para digráficas conexas, involucrando el espacio de circulaciones,
permanecen verdaderos para digráficas inconexas (con sus respectivas modificaciones).

3.4.3. Relación entre B(D) y C(D)
Sabemos del primer caṕıtulo que (R(M))⊥ = Ker(M) y que (Ker(M))⊥ = R(M).
Por lo tanto, (B(D))⊥ = C(D) y (C(D))⊥ = B(D), es decir, los espacios de tensiones y circulaciones

son complementos ortogonales.
Luego, necesariamente B(D) ∩ C(D) = {0}. Ninguna tensión puede ser al mismo tiempo una

circulación y viceversa. Nótese que lo que acabamos de mencionar no ocurŕıa con los espacios de
cortes y de ciclos de las gráficas no dirigidas. En conclusión, Rm = B(D)⊕ C(D).

3.4.4. Rango, nulidad y relaciones de independencia lineal en MD

En digráficas hay un resultado similar al teorema 3.13 y muchas de las ideas que presentamos
en esa sección se siguen cumpliendo. Si H es una subdigráfica generadora de D, sucede que MH

es una submatriz de MD, pues conservan los mismos renglones (vértices) y las columnas de MH

corresponden a A(H) ⊆ A(D).
Si A(D) = {a1, . . . , am}, ce es la columna de M que corresponde al arco e. Entonces:

M =
[
ca1| · · · |cam

]
.

Notemos ahora que si S ⊆ A(D), entonces MD[S] es la submatriz
[
ca
]
a∈S

de MD.
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Teorema 3.16
Si S ⊆ A(D), entonces el conjunto de columnas {ca|a ∈ S} es linealmente independiente si y sólo

si D[S] es aćıclica.

Demostración: Para probar lanecesidad, supongamos que {ca|a ∈ S} es linealmente indepen-
diente y, para llegar a una contradicción, que hay un ciclo Γ en D[S] y consideremos su circulación
asociada fΓ.

Entonces
MD[S] · fΓ = 0.

No obstante, esto implica que ∑a∈S fΓ(a) · ca = 0. Como {ca|a ∈ S} es linealmente independiente,
se tiene que fΓ(a) = 0, para toda a ∈ S. Luego, fΓ = 0 es la circulación trivial y esto implica que el
ciclo Γ en realidad es vaćıo (una contradicción). En consecuencia, D[S] es aćıclica.

Ahora, para la suficiencia, asumamos que D[S] es aćıclica. Tomemos una combinación lineal
cualquiera de {ca|a ∈ S}, digamos ∑a∈S λaca = 0, con λa ∈ R.

La igualdad anterior implica que MD[S]λ = 0, donde λ es el vector cuyas entradas son λa.
Entonces, λ ∈ Ker(MD[S]) = C(D[S]) = {0}, porque G[S] es aćıclica y su única circulación

posible es la trivial. Aśı, λ = 0 y, en consecuencia, λa = 0, para toda a ∈ S. Por lo tanto, {ca|a ∈ S}
es linealmente independiente.

Q.E.D.
Varias implicaciones se siguen de este importante teorema. Es claro que si T es un bosque generador

maximal de D, entonces T es una subdigráfica aćıclica contenida en D más grande posible. De esta
forma {ca|a ∈ A(T )} es el conjunto linealmente independiente más grande posible en C(M) y, por
consiguiente, es una base para este espacio de columnas. Puesto que {ca|a ∈ A(T )} tiene n − c
columnas (pues T tiene n − c arcos), entonces dim(C(M)) = n − c. Sin embargo, esta también es
la dimensión del espacio generado por los renglones R(M). Como B(D) = R(M), concluimos que el
espacio de tensiones de D tiene dimensión n− c; y debido al teorema de la dimensión,
dim(Ker(M)) = m−n+c, es decir, m−n+c es la dimensión del espacio de circulaciones de D. Esto,
a su vez, tiene otra conclusión principal respecto a la matriz de incidencia que dejamos establecida
en el siguiente teorema.
Teorema 3.17

Se tiene que dim(B(D)) = n − c y dim(C(D)) = m − n + c. Por lo tanto, rank(MD) = n − c y
null(MD) = m− n+ c.

Definimos el rango y la nulidad de D, respectivamente, como los números ρ(D) := rank(MD) =
n− c y µ(D) := (MD) = m− n+ c.

El lector atento también podrá imaginarse que, al igual que con las gráficas, las bases del espacio
de columnas están estrechamente ligadas con los bosques generadores maximales.
Corolario 3.6

Sea S ⊆ A(D). Entonces {ca|a ∈ S} es una base para el espacio de columnas C(MD) si y sólo si
D[S] es un bosque generador maximal. Por lo tanto, las bases de C(MD) están en correspondencia
uno a uno con los bosques generadores maximales de D.

Por último, dado S ⊆ A(D), los resultados previos implican que D[S] contiene un ciclo si y sólo
si {ca|a ∈ S} es un conjunto linealmente dependiente.
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3.4.5. Matrices reducidas
He aqúı otra observación: ya se hab́ıa mencionado que en cada columna sólo hay dos entradas: un

“1” y un “−1”. Esto implica que la suma de todos los renglones de M sea igual al vector 0. En otros
términos, tenemos que:

n∑
i=1

g∂(ui) = 0.

Lo que nos permite despejar cualquier renglón y ponerlo en combinación lineal del resto:

g∂(uj) =
∑
i 6=j
−g∂(ui).

Esta última igualdad nos permite definir matrices de incidencia reducidas para digráficas, de una
manera parecida a como lo hicimos para las gráfica no orientadas: si D es conexa, entonces M̂D es la
matriz que resulta de remover cualquier renglón de D; si D no es conexa, entonces M̂D es la matriz
que resulta de eliminar un renglón cualquiera de cada submatriz correspondiente a su respectiva
componente conexa. Por ejemplo, las matrices de incidencia reducidas de los bosques serán matrices
cuadradas de tamaño (n−c)×(n−c). Los razonamientos anteriores nos permiten afirmar lo siguiente.
Proposición 3.4

En R, se cumple que rank(M̂D) = rank(MD) = n − c. En particular, la matriz de incidencia
reducida de todo bosque T es una matriz no singular, es decir, det(M̂T ) 6= 0.

Aún más, de la proposición anterior y el teorema 3.16 se deduce un corolario más.
Corolario 3.7

Toda submatriz cuadrada, de tamaño (n − c) × (n − c), de la matriz de incidencia de G es no
singular si y sólo si es la matriz de incidencia reducida de algún bosque generador maximal de T .

3.5. Cortes y ciclos fundamentales en digráficas
Hasta el momento conocemos la dimensión de los espacios B(D) y C(D) e incluso aprendimos que

las tensiones asociadas a cortes minimales y las circulaciones correspondientes a ciclos conformaban
conjuntos generadores para dichos espacios. No obstante, todav́ıa no hallamos sus bases.

En gráficas no dirigidas, los cortes y ciclos fundamentales resultan ser de gran utilidad pues son
bases para los espacios de corte y de ciclos, respectivamente. Veremos en esta sección cómo estos
cortes y ciclos especiales nos permitirán construir sencillamente unas bases para los espacios B(D) y
C(D).

3.5.1. Tensiones fundamentales
Supongamos primero que D es conexa. Sea T un árbol generador de D. Entonces T define (en la

forma como lo hicimos en el caṕıtulo 2) n− 1 conjuntos de cortes fundamentales en G[D], la gráfica
subyacente de D. Considerando las direcciones de las aristas, también diremos que estos conjuntos
son cortes fundamentales de D asociados a T .

En secciones previas, vimos a cualquier conjunto de corte se le puede asociar una tensión de D.
En particular, también sucede con los cortes fundamentales.
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Sea b ∈ A(T ) y consideremos Bb su corte fundamental correspondiente. Entonces la tensión
asociada gBb

la escogemos de tal forma que gBb
(b) = 1 y le llamamos la tensión fundamental de D

con respecto a b y a T . Véase la figura 3.11.
Ahora bien, supóngase que se ordenan los arcos de D de tal manera que

A(D) = {b1, . . . , bρ, c1, . . . , cµ},

con A(T ) = {b1, . . . , bρ} y A(T ) = {c1, . . . , cµ}. Por otro lado, consideremos todos las tensiones
fundamentales de T y formamos una matriz Bf en la que cada renglón es una tensión fundamental,
es decir,

Bf :=



gT
Bb1
−
...
−

gT
Bbρ

 .

Recordemos que Bb ∩ A(T ) = {b} y b es el único arco con esta propiedad. Esto implica que, en
la matriz Bf , las columnas que corresponden a las ramas de T sólo tienen un “1” en el renglón de la
tensión fundamental asociada a b.

Por tanto, considerando el orden que le dimos a los arcos de D, la matriz Bf es de la forma:

Bf =
[
Iρ K

]
.

Luego, rank(Bf ) = ρ = n − 1. Ya que hay n − 1 renglones en Bf , entonces éstos son linealmente
independientes. Esto es, que el conjunto de tensiones fundamentales {gBb1

, . . . ,gBbρ
} es linealmente

independiente. Dado que dim(B(D)) = n− 1, concluimos que el conjunto de tensiones fundamentales
es una base de B(D).

En el caso que D = ⋃c
i=1 Fi sea inconexa, consideramos un bosque generador maximal T y las

digráficas Fi. Se toma la base de tensiones fundamentales con respecto a T , digamos γi, de cada Fi.
Como B(D) = B(F1) ⊕ · · · ⊕ B(Fc), entonces sabemos que γ = ⋃c

i=1 γi es una base para B(D), con
n− c elementos.

3.5.2. Circulaciones fundamentales
El procedimiento que seguimos aqúı es muy parecido al de la subsección anterior. Los ciclo fun-

damentales de D son aquellos correspondientes a su gráfica subyacente.
Sea c ∈ A(T ) y consideramos su ciclo fundamental con respecto a T . Tomamos su circulación

asociada fCc con la orientación tal que fCc(c) = 1 y la llamamos circulación fundamental de D con
respecto a T . Véase la figura 3.11.

Ordenamos los arcos de D de al forma que A(D) = A(T ) ∪ A(T ) con A(T ) = {c1, . . . , cµ} y
A(T ) = {b1, . . . , bρ}. Acomodamos las circulaciones fundamentales como renglones de una matriz Cf

de tal manera que:

Cf :=



fT
Cc1
−
...
−

fT
Ccµ

 .
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De nuevo, nos damos cuenta que Cc ∩ T = c y es el único ciclo fundamental con esa propiedad.
Esto implica que en la columna de Bf que corresponde a c habrá un sólo “1”, en el renglón de la
respectiva circulación fundamental.

Luego, gracias al orden que le dimos a los arcos de D, la matriz Bf tiene la forma:

Cf =
[
Iµ L

]
.

Por consiguiente, rank(Cf ) = µ = m−n+1. Esto implica que lasm−n+1 circulaciones fundamentales
son linealmente independientes. Como dim(C(D)) = m − n + 1, se sigue que {Cc1 , . . . ,Ccµ} es una
base para el espacio de circulaciones de D.

En el caso que D = ⋃c
i=1 Fi sea inconexa (y de manera muy similar a las tensiones) consideramos

un bosque generador maximal T y se toma la base de circulaciones fundamentales con respecto a
T , digamos γi, de cada subdigráfica Fi. Como C(D) = C(F1) ⊕ · · · ⊕ C(Fc), entonces sabemos que
γ = ⋃c

i=1 γi es una base para C(D), con m− n+ c elementos.
Ejemplo 3.8

En la figura 3.7 representamos un árbol generador de K4. En (b) colocamos una tensión y una
circulación fundamentales respecto a los arcos f y b, respectivamente.

Fig. 3.11
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4
Algunas aplicaciones

E
ste último caṕıtulo está dedicado a la exploración de algunas de las consecuencias que
ha tenido la combinación del Álgebra Lineal y la Teoŕıa de Gráficas. Advertimos al
lector que muchos de los teoremas que estableceremos aqúı quedarán sin demostración
pues están fuera del alcance de la tesis.

4.1. Otras matrices asociadas a gráficas y digráficas
Al final del caṕıtulo anterior hicimos uso de ciertas matrices con el propósito de construir bases

para los espacios B(D) y C(D). En esta sección exploraremos con más detalle estas ideas. Puede
consultarse también [6, 15, 10]. Supondremos de ahora en adelante que G es una gráfica, con n vértices
y m aristas. También vamos a asumir que G tiene k conjuntos de corte minimales: B1, . . . , Bk; y q
ciclos: C1, . . . , Cq. Aclaramos que G puede ser conexa o no.

De igual manera, D denotará una digráfica, con n vértices y m arcos. También supondremos que
tiene k cortes minimales y q ciclos, para los cuales usaremos la misma notación que los cortes y ciclos
de G. T denotará un bosque generador maximal tanto para G como para D.

4.1.1. Matriz de cortes
Definimos la matriz de cortes de G como aquella matriz B ∈Mk×m(GF (2)) cuyos renglones son:

B :=


χT
B1

−
...−

χT
Bk

 .

Es decir, los renglones de B son los vectores de incidencia de los conjuntos de corte minimales de G.
En el inciso (a) de la figura 4.1 se encuentran una gráfica y su matriz B.
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Por el desarrollo hecho en el caṕıtulo anterior, es sencillo darse cuenta que R(B) = −→B (G) y, por
tanto, Ker(B) = −→C (G). Luego, rank(B) = ρ(G) y null(B) = µ(G).

Si H es una subgráfica generadora de G, su respectiva matriz de cortes BH está conformada por
los renglones de la forma χT

Bi∩H , i ∈ {1, . . . , k} (ya que H conserva los mismos vértices de G).
Hay un resultado análogo al teorema 3.13 (cuya demostración también es similar):

Teorema 4.1
Si S ⊆ E(G) entonces el conjunto de columnas de B asociadas a S, {ba|a ∈ S}, es linealmente

independiente si y sólo si G[S] es aćıclica.

Corolario 4.1
Sea S ⊆ E(G). Entonces {be|e ∈ S} es una base para el espacio de columnas C(B) si y sólo si
G[S] es un bosque generador maximal. Por lo tanto, las bases de C(B) están en correspondencia
uno a uno con los bosques generadores maximales de G.

Hasta aqúı, el lector podrá darse cuenta que las matrices de corte y las de incidencias son muy
parecidas.

Una matriz base de cortes de una gráfica G es una matriz cuyos renglones forman una base para el
espacio −→B (G). Obsérvese que su tamaño es ρ(G)×m. Es sencillo verificar que estas matrices cumplen
el teorema anterior. Aún más, podemos confirmar lo siguiente.
Teorema 4.2

Si Q es una matriz base de cortes, entonces cualquiera de sus submatrices cuadradas, de tamaño
ρ×ρ, es no singular si y sólo si sus columnas corresponden a las aristas de algún bosque generador
maximal de G.

Fig. 4.1

Una matriz base de cortes, en particular, es la matriz Bf en la que sus renglones corresponden
a cortes fundamentales respecto a algún bosque generador maximal. En el inciso (b) de la figura 4.1
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mostramos la matriz Bf respecto al árbol generador cuyas ramas se han resaltado.
Tomemos T un bosque generador maximal de G. Notemos que si ordenamos las aristas de G como

E(G) = E(T )∪E(T ) y a los cortes fundamentales de tal forma que sus ramas coincidan con el orden
de E(T ), entonces podemos reescribir a la matriz Bf como

Bf =
[
T | Iρ

]
.

En cuanto a las digráficas, los conceptos son análogos. La matriz de cortes de la digráfica de D es
la matriz B ∈Mk×m(R) cuyos renglones son las tensiones asociadas a sus cortes minimales, es decir,

B :=


gT
B1

−
...−
gT
Bk

 .

Es fácil deducir que R(B) = B(D) y, por tanto, Ker(B) = C(D). Luego, rank(B) = ρ(D) y
null(B) = µ(D). Véase la figura 4.2.

Una matriz base de cortes de la digráfica D es la matriz cuyos renglones son una base para el
espacio de tensiones B(D). Además, las relaciones de dependencia lineal son las mismas: las columnas
linealmente independientes de B corresponden a digráficas sin ciclos.

Bf también denota a la matriz base de cortes cuyos renglones son las tensiones fundamentales
asociadas a un árbol generador maximal de D. Por supuesto, ordenando de manera adecuada las
tensiones fundamentales y los arcos A(D) = A(T ) ∪ A(T ), podemos escribir:

Bf =
[
T | Iρ

]
.

Fig. 4.2
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4.1.2. Matriz de ciclos
La matriz de ciclos de G es la matriz C ∈Mq×m(R) de la forma:

C :=


χT
C1

−
...−
χT
Cq

 ,

donde cada χT
Ci

es el vector de incidencia del ciclo Ci, i ∈ {1, . . . , q}. En la imagen 4.3 mostramos la
matriz C de la figura 4.1.

Debido a la definición de esta matriz, podemos darnos cuenta que R(C) = −→C (G) y, por tanto,
Ker(C) = −→B (G). Luego, rank(C) = µ(G) y null(C) = ρ(G).

Lo anterior implica un teorema dual al 4.1:
Teorema 4.3

Si S ⊆ E(G) entonces el conjunto de columnas de C asociadas a S, {ca|a ∈ S}, es linealmente
independiente si y sólo si G[S] no contiene cortes minimales.

Entonces G[S] contiene un corte minimal si y sólo si {ca|a ∈ S} es un conjunto linealmente de-
pendiente. Además, los conjuntos de aristas más grandes posibles, que no desconectan una gráfica, son
los complementos de los árboles generadores maximales, como lo afirmamos en el siguiente corolario.
Corolario 4.2

Sea S ⊆ E(G). Entonces {ce|e ∈ S} es una base para el espacio de columnas C(C) si y sólo si
G[S] es el complemento de un bosque generador maximal. Por lo tanto, las bases de C(C) están
en correspondencia uno a uno con los complementos de bosques generadores maximales de G.

Fig. 4.3

Una matriz base de ciclos es una matriz cuyos renglones forman una base para el espacio −→C (D).
Obsérvese que su tamaño es µ(G) × m. Además de que estás matrices cumplen las proposiciones
previas, también tenemos lo siguiente.
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Teorema 4.4
Si Q es una matriz base de ciclos, entonces cualquiera de sus submatrices cuadradas, de tamaño
µ × ρ, es no singular si y sólo si sus columnas corresponden a las cuerdas del complemento de
algún bosque generador maximal de G.

Una matriz base de ciclos es la matriz Cf en las que sus renglones corresponden a los ciclos
fundamentales respecto a algún bosque generador maximal. En el inciso (b) de la figura 4.3 mostramos
la matriz Cf respecto al árbol generador de la figura 4.1.

Tomemos T un bosque generador maximal de G. Ordenando las aristas de G como
E(G) = E(T ) ∪ E(T ) y a sus ciclos fundamentales de tal forma que sus cuerdas coincidan con el
orden de E(T ), podemos reescribir a la matriz Cf como

Cf =
[
Iµ | T

]
.

Respecto a las digráficas, las definiciones son parecidas. La matriz de ciclos de la digráfica de D
es la matriz C ∈Mq×m(R) cuyos renglones son las circulaciones asociadas a sus ciclos, es decir,

C :=


fT
C1

−
...−
fT
Ck

 .
Notemos que R(C) = C(D) y, por tanto, Ker(C) = B(D). Luego, rank(C) = µ(D) y

null(C) = ρ(D). Véase la figura 4.4.
Una matriz base de ciclos de D es la matriz cuyos renglones son una base para el espacio de circu-

laciones C(D). Además las relaciones de dependencia lineal que se teńıan para gráficas, aqúı también
se siguen cumpliendo, esto es, que las columnas linealmente independientes de C corresponden a
digráficas que no contienen cortes minimales.

Cf también denota a la matriz base de cortes cuyos renglones son las circulaciones fundamentales
asociadas a un árbol generador maximal de D. Ordenando de manera adecuada las circulaciones
fundamentales y los arcos A(D) = A(T ) ∪ A(T ), podemos escribir:

Cf =
[
Iµ | T

]
.

Fig. 4.4
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4.1.3. Relaciones entre las matrices M, B y C
Ya sean gráficas dirigidas o no, vimos en el caṕıtulo anterior que los ciclos y los cortes son

ortogonales, aśı como las circulaciones y las tensiones. Debido a sus definiciones, la propiedad de
ortogonalidad repercute en las matrices que hemos estudiado en estas secciones.
Teorema 4.5

Supongamos que M, B y C son las matrices de incidencia, de cortes y de ciclos (de tensiones y de
circulaciones), respectivamente, de una gráfica (de una digráfica). Si asumimos que tales matrices
tiene el mismo orden de columnas, entonces se cumplen las siguientes igualdades: MCT = O,
CMT = O, BCT = O y CBT = O.

Aún más, si M̂ es la matriz de incidencia reducida, y Bf y Cf son las matrices base de cortes y
ciclos (tensiones y circulaciones) fundamentales respecto a un bosque generador maximal, también
se cumple que: M̂CT

f = O, CfM̂T = O, BfCT
f = O y CfBT

f = O.

Recordando que las submatrices cuadradas de (n−c)× (n−c), no singulares, de M̂, corresponden
a bosques generadores maximales, enunciamos el corolario que sigue.
Corolario 4.3

Sea T un bosque generador maximal de una gráfica G (o de una digráfica D). Supongamos que
las columnas de las matrices M̂, Bf , Cf se han arreglado según E(G) = E(T ) ∪ E(T )
(o A(D) = A(T )∪A(T )), de forma que M̂ =

[
M̂T | M̂T

]
, Bf =

[
T | Iρ

]
y Cf =

[
Iµ | T

]
.

Entonces podemos afirmar que las matrices de cortes y ciclos fundamentales (tensiones y circula-
ciones) son de la forma:

Bf =
[
M̂−1

T M̂T | Iρ
]

Cf =
[
Iµ | −M̂T

T
(M̂T

T )−1
]

Lo anterior significa que, a partir de la matriz de incidencia y un bosque generador maximal, pode-
mos construir los cortes (tensiones) y ciclos (circulaciones) fundamentales de una gráfica (digráfica).

4.2. ¿Cuántos árboles generadores tiene una gráfica?
t(G) denota a la cantidad total de árboles generadores de una gráfica G conexa. Se sabe que

Arthur Cayley (1821 - 1895) estableció que hay t(Kn) = nn−2 árboles generadores en una gráfica
completa de n vértices.

Las herramientas que hemos desarrollado en todo este trabajo nos permiten elaborar una fórmula
que nos dice cuántos árboles generadores tiene una gráfica conexa arbitraria.

Para lograr nuestro objetivo, haremos uso de la matriz de incidencia de una digráfica. Esta ma-
triz es totalmente unimodular, lo cual significa que cualquiera de sus submatrices cuadradas tiene
determinante 1,−1 ó 0.
Teorema 4.6

Dada D una digráfica conexa, su matriz de incidencia MD es totalmente unimodular.

Demostración: Esta prueba se hace por inducción sobre el tamaño de las submatrices cuadradas
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de M. Téngase en cuenta que M es una matriz cuyas entradas son sólo 1,−1 ó 0. Aśı, una submatriz
cuadrada M, de tamaño 1 × 1, tiene como única entrada alguno de esos valores, cumpliéndose el
enunciado.

Supongamos que toda submatriz cuadrada de tamaño (k− 1)× (k− 1), de M, tiene determinante
1,−1 ó 0.

Sea A una submatriz cuadrada M, de tamaño k× k. Si A tiene un renglón o una columna cuyas
entradas son todas 0, entonces det(A) = 0. Si todas las columnas de A tiene exactamente un 1
y un −1 en sus entradas, también det(A) = 0, pues si sumamos todos renglones de A, mediante
operaciones elementales, obtendremos un renglón con todas sus entradas iguales a 0, regresando al
caso anterior.

El único caso restante es cuando A tiene alguna columna con una única entrada con valor 1 ó −1
(y las demás 0). Utilizando la fórmula de Laplace y expandiendo el determinante sobre esta columna
obtenemos que

A = ±1 · Ãij,

donde Ãij es una matriz de tamaño (k − 1) × (k − 1). De aqúı que, por hipótesis de inducción,
det(A) ∈ {−1, 0, 1}. Por lo tanto, M es totalmente unimodular.

Q.E.D.
Corolario 4.4

La matriz de incidencia reducida de cualquier digráfica es totalmente unimodular.

Haremos uso de una fórmula que nos permite calcular el determinante de un producto de matrices.
La enunciaremos, pero sin demostración (puede hallarse una prueba en [6]). Antes debemos explicar
nuestra notación: tomemos una matriz A, cuyo conjunto de columnas está indexado por un conjunto
E. Si S ⊆ E, entonces A|S es la submatriz de A donde sus columnas son aquellas que corresponden
a los elementos de S.
Teorema 4.7 (Fórmula de Cauchy-Binet)

Si A,B ∈Mk×m(R), entonces

det(ABT) =
∑

S∈({1,...,m}k )
det(A|S) · det(B|S).

Ya tenemos todo lo necesario para poder expresar el número de árboles generadores de una gráfica.
Consideremos de antemano que los árboles generadores de una digráfica son los mismos de los de su
gráfica subyacente (sin las orientaciones de las aristas).

Teorema 4.8 (El teorema Matriz-Árbol)

Sea G una gráfica conexa, con n vértices y m aristas. De igual manera, sea −→G una orientación
cualquiera de G. Entonces

t(G) = det(M̂−→
G

(M̂−→
G

)T).

Demostración: Ya sabemos que las submatrices de M̂−→
G

de tamaño (n − 1) × (n − 1) son no
singulares si las n − 1 columnas corresponden a las aristas de un árbol generador de G; y estas
submatrices tienen determinante 1 ó −1 por el teorema 4.6.
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Por la fórmula de Cauchy-Binet y porque M̂−→
G

es totalmente unimodular, tenemos:

det(M̂−→
G

(M̂−→
G

)T) =
∑

S∈({1,...,m}n−1 )
det(M̂−→

G
|S) · det(M̂−→

G
|S)

=
∑

S∈({1,...,m}n−1 )
(det(M̂−→

G [S]))
2

=
∑

S∈({1,...,m}n−1 )
{1|−→G [S] es árbol generador}

= t(G).

Q.E.D.
Ejemplo 4.1

Consideraremos la gráfica de Petersen y su matriz de incidencia reducida, que se encuentran
en la figura 4.5.

Fig. 4.5

Darle una orientación a esta gráfica se traduce en cambiar algún 1 por un −1 en cada columna:

Fig. 4.6

Puede probarse que det(MMt) = 2000. Por tanto, la gráfica de Petersen tiene 2000 árboles
generadores. �
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4.3. Redes eléctricas
A muy grandes rasgos, una red eléctrica (en otros contextos también se le conoce como circuito

eléctrico) es una colección de elementos (o dispositivos) eléctricos conectados entre śı, tales como
resistencias, capacitores, transistores, etc. El comportamiento de estas redes depende de dos facto-
res: las caracteŕısticas de los elementos eléctricos involucrados y de qué manera estos objetos están
conectados (o sea, de su topoloǵıa). No profundizaremos en el primer aspecto dado que concierne a
sus propiedades f́ısicas. Sin embargo, el segundo es de nuestro interés, pues es donde la Teoŕıa de
Gráficas hace su aparición.

Una red eléctrica se modela con una gráfica, en donde sus aristas corresponden a los dispositivos
eléctricos y los nodos que conectan tales elementos son los vértices.

A cada arista ek (o dispositivo) de la red eléctrica se le asocian dos variables en un momento
dado t: su voltaje vk(t) y su corriente ik(t). Puede considerarse al voltaje como aquella variable que
representa la diferencia de potencial de los extremos de la arista; y la corriente es una variable que
fluye a través de la arista. Precisamente, para indicar las direcciones de los voltajes y del flujo de las
corrientes, es necesario asignarle orientaciones a las aristas de gráfica asociada a la red eléctrica. Por
tanto, las redes pueden ser estudiadas a través de las orientaciones de una gráfica. En la figura 4.7
mostramos en (a) un elemento de una red eléctrica, y en (b) su arista asociada, junto con su dirección
y sus dos variables asociadas. Como una convención, el voltaje + se asume siempre en la cola del
arco.

Fig. 4.7

Supongamos que G = (V,E) representa alguna red eléctrica con V = {u1, . . . , un} y
E = {e1, . . . , em}. Los valores de las corrientes que atraviesan las aristas en un momento t los
representamos en un vector columna llamado el vector de corrientes:

i(t) :=


i1(t)

...
im(t)

 .
De igual manera, el vector de voltajes es el vector columna que representa los voltajes de cada

arista en el tiempo t:

v(t) :=


v1(t)

...
vm(t)

 .
Una de las grandes contribuciones del f́ısico Gustav Kirchhoff (1824 - 1887) fue postular dos leyes

que gobiernan el comportamiento de los voltajes y las corrientes de una red eléctrica, en todo tiempo
t:
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Ley de las corrientes de Kirchhoff: En cualquier vértice v, la suma de las corrientes que entran
en ese vértice es igual a la suma de las corrientes que salen. De forma equivalente, la suma de
todas las corrientes que pasan por el vértice es igual a cero:∑

a∈∂(v)
ia(t) = 0.

Ley de los voltajes de Kirchhoff: La suma de todas las voltajes en un ciclo C de la red eléctrica
es igual a cero: ∑

a∈E(C)
va(t) = 0.

En la primera ley consideramos las direcciones de las aristas (y los signos + y − de los voltajes);
y en la segunda se considera de antemano una orientación arbitraria de los ciclos. Por ejemplo,
consideremos la red eléctrica de la figura 4.8.

Fig. 4.8

Los signos + nos dicen en qué dirección van los voltajes y las corrientes. También indicamos la
orientación de los ciclos de la red. En la figura 4.9 colocamos la digráfica D asociada, mostrando
también las orientaciones de los arcos y los ciclos.

Fig. 4.9

Aśı, según las leyes de Kirchhoff, tenemos las siguientes ecuaciones:
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Ecuaciones de las corrientes:

Vértice u1 : i1(t) + i2(t) = 0
Vértice u2 : − i2(t) + i3(t) + i4(t) = 0
Vértice u3 : − i4(t) + i5(t) = 0
Vértice u4 : − i1(t) − i3(t) − i5(t) = 0

Ecuaciones de los voltajes:

Ciclo 1 : − v1(t) + v2(t) + v3(t) = 0
Ciclo 2 : v3(t) − v4(t) − v5(t) = 0
Ciclo 3 : − v1(t) + v2(t) + v4(t) + v5(t) = 0

En notación matricial, las ecuaciones de las corrientes y voltajes se expresan como:


1 1 0 0 0
0 −1 1 1 0
0 0 0 −1 1
−1 0 −1 0 −1



i1(t)
i2(t)
i3(t)
i4(t)
i5(t)

 =


0
0
0
0


−1 1 1 0 0

0 0 1 −1 −1
−1 1 0 1 1



v1(t)
v2(t)
v3(t)
v4(t)
v5(t)

 =

0
0
0

 .

Si observamos atentamente, podemos darnos cuenta que las matrices asociadas a las corrientes y a
los voltajes son, respectivamente, las matrices de incidencia y de ciclos de la digráfica que representa
a la red eléctrica. Entonces el vector de corrientes está en el kernel de la matriz de incidencia, i.e., es
una circulación del espacio C(D); y el vector de voltajes está en el kernel de la matriz de ciclos, o sea,
es una tensión del espacio B(D). Por estas razones, los espacios B(D) y C(D) recibieron sus nombres.

Este fenómeno no es exclusivo del ejemplo previo, es algo que sucede en general, cualquiera que
sea la cantidad de vértices o de aristas.

Gracias a la herramientas desarrolladas en esta tesis, las leyes de Kirchhoff se reformulan como
sigue:

Ley de las corrientes de Kirchhoff: La corrientes de una red eléctrica forman un circulación de
la digráfica asociada, es decir:

M · i(t) = 0.

Ley de los voltajes de Kirchhoff: Los voltajes de una red eléctrica forman una tensión de la
digráfica asociada, o sea:

C · v(t) = 0.
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Parte del trabajo de Kirchhoff fue determinar qué ecuaciones de las corrientes y los voltajes
eran linealmente independientes. Ahora podemos afirmar que, necesariamente, hay n− 1 ecuaciones
de las corrientes linealmente independientes; y m − n + 1 ecuaciones de los voltajes linealmente
independientes. Aún más, estas ecuaciones se obtienen a partir de un árbol generador de la red y
considerando las matrices M̂ y Cf .

Hay una cantidad considerable de literatura que trata estos temas. El lector interesado puede
consultar [6, 15, 17, 5].

4.4. Gráficas planas
Los conjuntos de corte y los ciclos (y las gráficas pares, en general) parecen estar ı́ntimamente

ligados, como ha quedado demostrado en todo este trabajo. Pareciera, incluso, que tiene un compor-
tamiento dual. Comentaremos esta noción de dualidad desde un punto de vista más formal.

No será nuestro objetivo hacer un estudio de las gráficas planas. El libro [3] es una excelente
referencia al respecto. Sin embargo, también puede hallarse información en [5, 6, 7, 15, 10]. Es necesario
hacer algunas observaciones: como el lector sabrá, en términos muy generales, decimos que una gráfica
es plana si es posible dibujarla en un plano de tal manera que sus aristas sólo se corten en sus extremos
(y no en otros puntos del plano).

Ejemplos de gráficas no planas son K5 y K3,3, ni lo son, tampoco, ninguna de sus subdivisiones.
Una subdivisión de una gráfica G es una gráfica que resulta de subdividir aristas de G. De hecho,
Kazimierz Kuratowski (1896 - 1980) probó lo siguiente:

Teorema 4.9 (Teorema de Kuratowski)
Una gráfica es plana si y sólo si no contiene subdivisiones de K5 o de K3,3.

Cada gráfica plana parte al plano en un número finito f de regiones conexas por trayectorias.
Tales regiones son llamadas las caras de la gráfica. Una de estas caras siempre será no acotada, la
cual se llama cara exterior. En la figura 4.10 se muestra una gráfica plana junto con sus caras.

Fig. 4.10

Si G es plana, podemos construir otra gráfica G∗ donde sus vértices corresponden a las caras de
G y éstos son adyacentes si sus caras respectivas son separadas por una arista. A cada arista e de G,
le corresponde una arista e∗ en G∗. Véase la figura 4.11, en donde dibujamos el dual de la gráfica de
la figura 4.10. Se sabe que G∗ es plana; y que si G es conexa, G∗ también es conexa.
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Fig. 4.11

Si S ⊆ E(G), escribimos S∗ = {e∗|e ∈ S} ⊆ E(G∗). Las propiedades más relevantes que nos
conciernen son enunciadas como un teorema y un corolario:
Teorema 4.10

Sea G una gráfica plana y conexa y consideremos su dual G∗. Se cumple lo siguiente:

Si C es un ciclo de G, entonces C∗ es un corte minimal en G∗.

Si B es un corte minimal en G, entonces B∗ es un ciclo de G∗.

Corolario 4.5
Para toda gráfica plana G, el espacio de ciclos de G, C(G), es isomorfo al espacio de cortes de G∗,
B(G∗).

El teorema de Kuratowski caracteriza las gráficas planas de una manera muy geométrica. Durante
algún tiempo se buscó una caracterización menos topológica y más combinatoria (o más bien, alge-
braica). Quien logró tal hazaña fue el matemático Hassler Whitney (1907-1989) en los años 30 del
siglo XX, en una serie de famosos art́ıculos.

Whitney estudió en [18] las relaciones que hay entre una gráfica y su dual geométrico y propu-
so una noción de dualidad más abstracta. El objetivo entonces era probar que dos gráficas duales
geométricamente, también lo eran en el sentido de Whitney, y viceversa.

Supongamos que tenemos dos gráficas G1 y G2, y una función biyectiva θ : E(G1) → E(G2).
Entonces podemos construir otra función biyectiva θ : E(G1) → E(G2) que manda una subgráfica
generadora de G1 en la correspondiente subgráfica generadora de G2, v́ıa θ; es decir, que para toda
H ∈ E(G1),

θ(H) := G2[θ(E(H)] ∈ E(G2).
Decimos que dos gráficas G1 y G2 son duales en el sentido de Whitney (o también que son duales

algebraicamente) si existe una función θ : E(G1)→ E(G2) tal que, para toda H ∈ E(G1), se cumple:

ρ(G2 \ θ(H)) = ρ(G2)− µ(H).



90 Algunas aplicaciones

Equivalentemente, G1 y G2 son duales en el sentido de Whitney si existe una función θ : E(G1)→
E(G2) tal que C ∈ E(G1) es un ciclo de G1 si y sólo si θ(C) es un corte minimal de G2.

Whitney logró demostrar que ni K5 ni K3,3 tiene duales algebraicos. Aún más, probó que toda
gráfica es plana si y sólo si tiene un dual algebraico. Finalmente, que toda gráfica tiene un dual
algebraico si y sólo si no contiene subdivisiones de K5 ni de K3,3; logrando aśı una caracterización
algebraica de las gráficas planas.

4.5. Optimización Combinatoria
La Optimización Combinatoria es una rama de las Matemáticas que, para resolver los problemas

que se plantea, se vale de otras ramas y técnicas de combinatoria. Su uso de la Teoŕıa de Gráficas y
el Álgebra Lineal es frecuente.

En esta sección mencionaremos brevemente cómo la teoŕıa presentada en este trabajo ha sido, de
una u otra manera, útil para Optimización Combinatoria. A continuación, describiremos algunos de
los problemas más famosos que se han estudiado.

Dada una gráfica, un apareamiento es un subconjunto de aristas que no tienen vértices extremos
en común. El apareamiento es perfecto si todo vértice de la gráfica es extremo de alguna arista del
apareamiento.

El estudio de los apareamientos en gráficas ha sido productivo. Por ejemplo, los problema de
encontrar un apareamiento de cardinalidad máxima y el de hallar un apareamiento de peso máximo
(otorgándole pesos a las aristas) pueden ser modelados usando las herramientas que trabajamos en
los caṕıtulos anteriores.

Otro es el problema de asignación que consiste en encontrar un apareamiento perfecto de peso
mı́nimo. De forma similar, hallar un árbol generador de peso máximo o peso mı́nimo son problemas
clásicos. El lector encontrará en [11] una excelente fuente para profundizar en estos temas.

Las redes de comunicación y de transporte han generado también diversas cuestiones que se han
contestado gracias a la Optimización Combinatoria. El estudio de las redes involucra un concepto
similar (y de cierto modo, equivalente) a las circulaciones en digráficas.

4.5.1. Flujo en redes
Una red es una cuádrupla N := (D, c, s, t) en donde D es una digráfica junto con dos vértices

distinguidos: una fuente s y un pozo t; y una función no negativa c : A(D)→ R. Los demás vértices
de la red son llamados vértices intermedios e I denota el conjunto de éstos. La función c es conocida
como la función de capacidad de la red N , y cada valor c(a) es la capacidad del arco a. A veces a D
se le llama la digráfica subyacente de la red N .

Un flujo en N es una función f : A(D) → R que satisface la condición de conservación en sus
vértices internos, es decir, para todo v ∈ I,

F+(v)− F−(v) = 0.

Se dice que un flujo es factible si satisface la restricción de capacidad:

0 ≤ f(a) ≤ c(a), para todo a ∈ A(D).

Un s− t corte en la red N es un excorte ∂+(X) de su digráfica subyacente, de tal forma que s ∈ X
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y t ∈ X. La capacidad de un s− t corte es la suma de las capacidades de sus arcos, es decir:

cap(∂+(X)) :=
∑

a∈∂+(X)
c(a) = C+(X).

Por otro lado, dado X ⊆ V (D), el flujo que sale de X es el número F+(X) − F−(X) y el flujo
que entra en X es F−(X)− F+(X). Puede probarse que la cantidad F+(X)− F−(X) es constante,
dado cualquier subconjunto X que cumpla que s ∈ X y t ∈ X. Este número es el valor del flujo f y
se escribe val(f).

Un s− t corte es un corte mı́nimo si no hay otro s− t corte en N de menor capacidad; y un flujo
f es de flujo máximo si no hay otro flujo de mayor valor.

Los s−t cortes y los flujos están ı́ntimamente relacionados. Por ejemplo, dado cualquier s−t corte
K y cualquier flujo f , se sabe que val(f) ≤ cap(K). Aún más, si val(f) = cap(K), necesariamente f
es un flujo máximo y K un corte mı́nimo.

Uno de los problemas más famosos de la Optimización Combinatoria es de encontrar un flujo
máximo en una red dada. El algoritmo más famoso para resolverlo es el de Ford y Fulkerson, publicado
en los años 50 del siglo XX. El teorema que sigue es un resultado central que caracteriza los flujos
máximos en redes y los cortes de capacidad mı́nima.
Teorema 4.11 (El teorema Máximo Flujo Mı́nimo Corte)

En toda red, el valor de un flujo máximo es igual a la capacidad de un corte mı́nimo

El teorema anterior es una generalización de otro resultado ampliamente conocido en la Teoŕıa
de Gráficas: dando el valor de 1 a las capacidades de cada arco de una red, se deduce el Teorema de
Menger.
Teorema 4.12 (Teorema de Menger)

En cualquier digráfica con dos vértices distinguidos s y t, el número máximo de (s, t)−trayectorias
ajenas por aristas (dos a dos) es igual al mı́nimo número de arcos en un s− t corte.

Finalmente, asignando pesos y costos a los arcos e imponiendo otras restricciones, los famosos
problemas de Programación Lineal tales como el de la ruta más corta, asignación óptima, el problema
de transporte y el de transbordo, han sido modelados en términos de flujos en redes, encontrándose
que son equivalentes. Los libros [8, 5, 4, 3, 11] tratan con más detalle el estudio de los flujos en redes.

4.5.2. Matroides
En el caṕıtulo 3 de esta tesis pudimos darnos cuenta de cómo se relacionan las matrices de inci-

dencia con los espacios vectoriales asociados a las gráficas. Nos dimos cuenta también cómo las bases
del espacio de columnas de dicha matriz corresponden a los árboles (bosques maximales) generadores
de la gráfica; aśı como los ciclos corresponden a los conjuntos de columnas linealmente dependientes.

Inspirado en estos fenómenos, Whitney dio un paso más allá en su art́ıculo [18] de 1935 generali-
zando a la vez los espacios vectoriales y las gráficas en una nueva estructura llamada matroide. Aśı,
el estudio de los matroides es el estudio de una teoŕıa abstracta de la dependencia lineal. Un buen
libro para estudiar la Teoŕıa de Matroides es [13].

Un matroide M es un par ordenado (E, I) que consiste de un conjunto finito E y una colección
I de subconjuntos de E con las siguientes propiedades:

∅ ∈ I.
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Si I ∈ I e I ′ ⊆ I, entonces I ′ ∈ I.

Si I1 e I2 pertenecen a I y |I1| < |I2|, entonces existe un elemento e ∈ I2\I1 tal que I1∪{e} ∈ I.

Los elementos de I son conocidos como conjuntos independientes del matroide M . Los conjuntos
dependientes de M son los subconjuntos de E que no pertenecen a I. los circuitos son los conjuntos
dependientes minimales de M . Los conjuntos independientes maximales reciben el nombre de bases
de M .

De hecho, los matroides pueden ser definidos de manera equivalente por medio de sus bases. El
siguiente párrafo expresa estas ideas.

Un matroide es un par ordenado (E,B) que consiste de un conjunto finito E y una colección B
de subconjuntos de E llamados bases, que satisfacen dos condiciones:

B 6= ∅.

Propiedad de intercambio. Si B1 y B2 son dos bases y e ∈ B1 \B2, entonces existe f ∈ B2 \B1
tal que (B1 \ {e}) ∪ {f} ∈ B.

Entonces los conjuntos independientes de un matroide son subconjuntos de sus bases. Por ejemplo,
una matriz M con entradas en un campo F da pie al matroide lineal (E,B) en donde E es el conjunto
de columnas de M y B el conjunto de todas las bases del espacio de columnas de M.

El matroide gráfico M(G) := (E,B) asociado a una gráfica G es aquel donde E es el conjunto de
aristas de G y B los conjuntos de aristas correspondientes a los bosques generadores maximales de
G. En ese caso, los conjuntos independientes son las subgráficas aćıclicas y los circuitos son los ciclos
de G.

El dual de un matroide M es el matroide M∗ = (E,B∗) donde B∗ := {E \B|B ∈ B}. En cuanto al
matroide gráfico M(G), las bases de su dual M∗(G) son los complementos de los bosques generadores
maximales y sus circuitos son los conjuntos de corte minimales. M∗(G) es conocido como el matroide
co-gráfico.

Al principio de esta sección mencionamos algunos problemas de maximización y de minización.
Resulta que, gracias a su estructura, incluso éstos pueden ser generalizados con matroides.

El Problema de Maximización en matroides puede ser formulado como sigue: dado un matroide
M = (E, I) con pesos en los elementos de E, es decir, una función no negativa c : E → R, hallar un
conjunto independiente X de peso máximo, o sea, X ∈ I tal que C(X) = ∑

e∈X c(e) es máximo.
El Problema de Minimización se establece de forma análoga: dado un matroide M = (E,B) con

pesos en los elementos de E, encontrar una base de peso mı́nimo.
Otros problemas conocidos son aquellos que involucran la intersección de matroides. Si (E, I1)

y (E, I2) son dos matroides sobre el mismo conjunto E, su intersección es el sistema de conjuntos
(E, I1 ∩ I2). Aunque, en general, tal intersección no es un matroide, es de interés hallar el conjunto
X ∈ I1 ∩ I2 de cardinalidad máxima; más aún, si los matroides tienen pesos, encontrar X ∈ I1 ∩ I2
de peso c(X) máximo. El problema de encontrar un apareamiento de cardinalidad máxima en una
gráfica bipartita puede modelarse en términos de una intersección de matroides.

Podemos darnos cuenta que la Teoŕıa de Matroides es útil por su poder de generalización y
sus aplicaciones. Es por esto que los matemáticos se han esforzado en estudiar y desarrollar teoŕıa y
algoritmos para matroides. A manera de conclusión, los matroides son, de cierto modo, una conclusión
de los temas revisados en la presente tesis, y un comienzo para nuevas áreas cuyas influencias siguen
repercutiendo en las Matemáticas hasta nuestros d́ıas.
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de una gráfica, 11
paralela, 12

Aristas adyacentes, 11

Base, 7
Bosque, 17

de una digráfica, 21
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de cortes de una gráfica, 77
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de una gráfica, 59
de una matriz, 10

Rango de una transformación, 8
Red, 90
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