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Prefacio

UANDO iba en el tercer semestre de la licenciatura, tomé el curso Grdficas
y Juegos con la maestra Laura Pastrana, en la Facultad de Ciencias.
Era tal el amor con el que Laura daba su clase que me lo transmitié
inmediatamente, y supe desde ese momento que queria dedicarme a
la Teoria de Graficas. Es una rama de las Matematicas tan elegante y
bella, pero al mismo tiempo intrigante. Después de varias experiencias,
me di cuenta que me sentia mas atraido por las Matematicas Aplicadas
y deseaba estudiar algo que aplicado que al mismo tiempo involucrara
a las graficas.

Conoci al Dr. Gilberto Calvillo a finales de junio del 2017, mientras él impartia una conferencia
en la Escuela de Verano de Cuernavaca que suele organizarse anualmente. La platica se titulaba
Los Teoremas del Problema de Asignacion Optz'ma y recuerdo perfectamente que él hablaba de cémo
ciertos problemas del Algebra Lineal pueden ser modelados y resueltos en la Teoria de Gréficas. Quedé
maravillado: jcémo era posible que esas dos ramas de las Mateméticas (aparentemente sin relacion
alguna) tuvieran tanto en comin? Fue como si un horizonte infinito se extendiera ante mis ojos y yo
queria ser parte de eso.

Decidi, en diciembre de ese mismo ano pedirle al Dr. Calvillo que fuera mi director de tesis y, para
mi fortuna, acepté. En enero de 2018, él me recomendé (que a su vez ya habia sido sugerido por el
Dr. Jesis Lopez Estrada) el tema que he plasmado en este trabajo.

Mi tesis fue fruto de un esfuerzo de, mas o menos, un ano y medio: de junio a diciembre de 2018
me dediqué a leer varios libros y comprender los conceptos y los teoremas; y en 2019 segui leyendo
y escribiendo mi trabajo, mientras lo complementaba trabajando como ayudante de profesor en la
Facultad de Ciencias y siendo becario del Instituto de Mateméticas.

Realmente esta tesis fue terminada a finales de enero de 2020 para después ser leida y corregida
por mis sinodales. Pero nadie se imaginaria que a mediados de marzo de ese mismo ano la pandemia
de la enfermedad COVID-19 azotaria al mundo entero, interrumpiendo de golpe las actividades que
requerian la presencia humana y encerrandonos de forma obligada a una larga cuarentena.

Probablemente desde los eventos de la Segunda Guerra Mundial de los anos 40 del siglo XX,
la humanidad entera no se habia visto envuelta en un evento tan traumatico y de tal magnitud
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como el de esta pandemia mundial. Inevitablemente, este acontecimiento ha cambiado el mundo para
siempre. Desde una gran crisis econémica, provocando que millones de personas perdieran sus negocios
y sus empleos, hasta el lamentable fallecimiento de numerosas vidas humanas que, quizas, en otras
circunstancias estarian hoy con nosotros.

Por otro lado, ha supuesto una revoluciéon tecnolégica como nunca se habia visto. Paraddjicamente,
a pesar de estar separados por el confinamiento, estamos mas conectados que antes: las videollamadas,
las videoconferencias, las clases virtuales, hacer transacciones bancarias, pedir comida, comprar la
despensa, solicitar un taxi, etc., y todo desde la comodidad del hogar y a través de un celular.
Lo anterior nos ha permitido afrontar esta problematica de formas que hace tan sélo diez afios no
hubiéramos podido. Es en este contexto en el que escribo estas palabras y en el que esta tesis queda
registrada. Los examenes profesionales por el momento son en linea y asi sera el mio en el 2021.

No me cabe duda de que estamos viviendo en una de las mejores épocas de la humanidad: desde
tecnologia, educacion y comodidades hasta la inclusién de minorias que, en otros tiempos, fueron
calladas. Tenemos a nuestro alcance hoy lo que los reyes, conquistadores y emperadores mas opulentos
del pasado ni se hubieran imaginado. Que esta sea de las mejores épocas nos significa que sea perfecta.
Todavia nos quedan retos que superar como el cambio climatico, la difusién de noticias falsas, el mal
uso de los datos, el arribo de personas de dudosa capacidad a los puestos mas altos de poder, la
ignorancia y, en general, los problemas existenciales del ser humano moderno.

Sin embargo, en cada momento tenemos la responsabilidad de elegir hacia donde queremos dirigir-
nos. La decision esta en nuestras manos en cada momento y en cada pequeno detalle de la vida diaria:
somos capaces de actuar a favor de nuestro progreso como seres humanos y de nuestra sociedad, o
podemos quedarnos cruzados de brazos y no hacer nada al respecto. Como dijo el fil6sofo italiano
Giovanni Pico Della Mirandola en su Discurso sobre la Dignidad Humana:

“El Optimo Artifice [...] tomé entonces al hombre asi concebido, obra de la naturaleza indefinida vy,
poniéndolo en el centro del mundo, le hablé de esta manera: No te di, Addn, ni un puesto determinado
ni un aspecto propio ni funcion alguna que te fuera peculiar, con el fin de que aquel puesto, aquel
aspecto, aquella funcion por la que te decidieras, los obtengas y conserves segun tu deseo y designio.
La naturaleza limitada de los otros se halla determinada por las leyes que yo he dictado. La tuya,
ti mismo la determinardas sin estar limitado por barrera ninguna, por tu propia voluntad, en cuyas
manos te he confiado. Te puse en el centro del mundo con el fin de que pudieras observar desde alli
todo lo que existe en el mundo. No te hice ni celestial ni terrenal, ni mortal ni inmortal, con el fin
de que —casi libre y soberano artifice de ti mismo- te plasmaras y te esculpieras en la forma que te
hubieras elegido. Podrds degenerar hacia las cosas inferiores que son los brutos; podrds -de acuerdo
con la decision de tu voluntad- regenerarte hacia las cosas superiores que son divinas”.

En esta tesis se hablara de una parte de la Teoria Algebraica de Graficas, que es la rama de
las matematicas que se ocupa de aplicar los métodos algebraicos en problemas que conciernen a
las gréaficas. Estos métodos pueden incluir, por ejemplo, el uso de la teoria de grupos para estudiar
invariantes en gréaficas. Pero también, como ya mencionamos al principio, el Algebra Lineal juega un
papel importante en el estudio de la Teoria de Graficas y en este trabajo nos enfocamos en estudiar
esa relacion.

El texto base de esta tesis es el libro escrito por J. A. Bondy y U. S. R. Murty titulado Graph
Theory [3]. Ademés de considerarlo modernos, nos pareci6 conveniente su notacion y su terminologia.
El lector podra hallar en [6] y [15] un desarrollo mucho més detallado de estos temas, aunque son
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textos un poco antiguos.

En primer lugar, ofrecemos una introduccion histérica para situar al lector en contexto. No pre-
tendemos ser exhaustivos, sino mas bien dar un panorama general de cémo el Algebra Lineal y la
Teoria de Gréficas han ido creciendo y coincidiendo a lo largo del tiempo.

El capitulo 1 esta dedicado a establecer los conceptos principales y las definiciones de las que hare-
mos uso en este trabajo. Se divide en dos secciones, una dedicada al Algebra Lineal y la otra dedicada
a la Teoria de Graficas. La mayoria de los teoremas en este capitulo se enuncian sin demostraciéon y
damos las referencias en las que el lector puede encontrar mas informaciéon al respecto.

En el capitulo 2 estudiamos las propiedades de los conjuntos de corte y las graficas pares. Este es
el mas largo y més “pesado” de los demés capitulos porque es, practicamente, el soporte tedrico del
resto. Casi todos los teoremas del capitulo 3, por ejemplo, son una consecuencia directa de los que se
enunciaron en el capitulo2 y, por lo tanto, facilitan mucho las demostraciones.

El capitulo 3 es mi favorito y es el méas “profundo” porque retomamos las ideas del capitulo
anterior y las consideramos desde el punto de visto algebraico. Es aqui donde aparecen de forma
natural los espacios vectoriales de una grafica y de una digrafica. Tendemos el puente entre el mundo
del Algebra Lineal y el de la Teoria de Gréaficas.

Finalmente, la tesis se concluye con el capitulo 4, en el cual presentamos algunas de las consecuen-
cias que han tenido las ideas del capitulo anterior. Las aplicaciones de este capitulo son tan bastas
que facilmente podria hacerse una tesis de cada uno. Asi que hablamos de ellas de manera breve y
sin ahondar tanto los aspectos técnicos.

Hemos incluido varias imagenes para explicar algunos conceptos y nuestros ejemplos terminan con
el simbolo “4” para separarlos del resto del texto. De igual modo, las demostraciones de los teoremas
se terminan con “QED?”, que abrevia la frase latina Quod Erat Demonstrandum y significa “que era
lo que queriamos demostrar”.

Diciembre, 2020.
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«S% la vida es, por esencia, un proceso de
crecimiento y un proceso de integracion y
no puede ser amada con medios de con-
trol o de fuerza, entonces el amor a la vi-
da es el nicleo de todo tipo de amor. El
amor es el amor a la vida en un ser hu-
mano, en un animal, en una planta. Lejos
de ser algo abstracto, el amor a la vida es
el nicleo, un nicleo muy concreto y real,
de todo tipo de amor. Quien crea que ama
a los seres humanos sin amar la vida, pue-
de desear apegarse a otra persona, pero no
amarla de verdad.

» Cuando alguien dice de otra persona que
“ama realmente la vida” la mayoria de
la gente entiende lo que se quiere decir
con ello. Nos imaginamos entonces a una
persona que ama todo lo que crece y estd
vivo, que se siente atraida por el creci-
miento infantil, por la maduracion, por
una idea que va tomando forma, por una
organizacion que no deja de crecer. Para
semejante persona, incluso lo que no estd
vivo, como una piedra o el agua, se con-
vierte en algo vivo. Y lo que estd vivo lo
atrae, no porque sea algo grande y pode-
T0SO SINO POT estar vivox.

ERICH FROMM
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Introduccion

N los afios 1670, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) escribi6 a
Christiaan Huygens (1629 - 1695): “Necesitamos un andlisis propia-
mente geomélrico o lineal, que exprese directamente la situacion (el
situs), como el dlgebra expresa la magnitud” Leibniz no estaba con-
forme con el enfoque geométrico de Euclides ni con el de la recién
creada Geometria Analitica de René Descartes (1596 - 1650). Su sueno
era crear una especie de lenguaje universal en el que todos los teo-
remas pudieran ser demostrados mediante manipulaciones de algunos
simbolos. Su Andlisis Situs pretendia seguir esta direccién, aunque no

cosech6 muchos frutos en su época. No obstante, esta idea de la Geometria de la Posicion estaria en

constante busqueda por parte de los matematicos que sucedieron a Leibniz.

Se sabe que la Teoria de Grdficas tuvo su origen en
1736 de la mano de Leonhard Euler (1707 - 1783) al re-
solver el famoso problema de los Puentes Konigsberg (hoy
Kaliningrado, Rusia). De hecho, Euler consideraba que sus
nuevos métodos eran parte del ansiado Analisis Situs de
Leibniz, dando inicio a lo que posteriormente se conoceria
como Topologia.

Respecto al Algebm Lineal, sus origenes pueden ras-
trearse hasta las culturas babilénica y egipcia. En el mundo
oriental, los matematicos chinos lograron desarrollar méto-
dos de resolucion de sistemas de ecuaciones.

Hallamos en Leibniz y en el matemético japonés Seki
Kowa (1642 - 1708) las primeras menciones de los determi-
nantes. Aunque no seria hasta 1850 cuando James Joseph
Sylvester (1814 - 1897) acufia por primera vez el término
matriz para designar los arreglos rectangulares de ntime- Fig. 1. Gottfried Leibniz
ros asociados a los sistemas de ecuaciones. En esta época,

Arthur Cayley (1821 - 1895) desarrolla el dlgebra de matri-




ces definiendo sus operaciones basicas asi como la inversa de una matriz y su construccion. El francés
Camile Jordan (1838 - 1922) también hace importantes contribuciones al respecto.

Fig. 2. Leonhard Euler

Es curioso que tanto Sylvester, Jordan y Cayley estudiaron
los drboles de las graficas, siendo este ultimo el mas prolifico.
Debe mencionarse aqui que fue el propio Sylvester el primero en
usar el término grdfica para designar a los sistemas de puntos y
lineas (asi eran llamadas las graficas en esos tiempos).

Quizas no es tan conocido que la Teoria de Graficas ter-
mind por consolidarse con las contribuciones del fisico aleman
Gustav Robert Kirchhoff (1824 - 1887), nacido en Koénigsberg,.
Kirchhoff establecié dos leyes fundamentales en el andlisis de las
redes eléctricas que dan lugar a ciertos sistemas de ecuaciones.
Para resolverlos, el fisico hizo uso de la grafica asociada a la red
eléctrica y, con ayuda de los arboles generadores, construyé sis-
temas de ecuaciones linealmente independientes més faciles de
solucionar. Este fue de los primeros momentos en que el Algebra
Lineal y la Teoria de Graficas se relacionaron.

Anos después, Henri Poincaré retomaria estas ideas sistematizandolas en su fundamental articulo
(junto con cinco suplementos) titulado Analysis Situs y dando nacimiento a la Topologia Algebraica.
Encontramos en este articulo la primera menciéon de la matriz de incidencia de una grafica.

A su vez, el matematico estadounidense Oswald Veblen (1880
- 1960) retomd el trabajo de Poincaré y public6 en 1922 un libro
llamado también Analysis Situs. Fue el primer libro de texto
de Topologia en inglés. Entre sus muy diversas contribuciones,
se encuentran por primera vez sistematizados los conceptos de
Teoria de Graficas junto con el Algebra Lineal. Aqui se hace
mencion, por ejemplo, del rango y la nulidad de una grafica
como las dimensiones, respectivamente, del espacio de renglones
y el espacio nulo de la matriz de incidencia de la gréfica. Veblen
también aportd al estudio de las gréaficas planas, de los ciclos y
en el Problema de los Cuatro Colores.

En los anos 1930, Hassler Whitney (1907 - 1989) se intereso
también en el Problema de Los Cuatro Colores y en hallar una
caracterizacién combinatoria de las graficas planas. Para ésto,
Whitney utilizé conceptos algebraicos como los mencionados en
el libro de Veblen. Logré darse cuenta de varias similitudes entre
los espacios vectoriales y las subgraficas de una grafica dada y
generalizé estas relaciones en unas nuevas estructuras que llamo
matroides.

Fig. 3. Gustav Kirchhoff

Después de la Segunda Guerra Mundial, se produjo un desarrollo en la Programacién Lineal
gracias a George B. Dantzig y su Método Simplex. Este acontecimiento provoco el surgimiento de la
Optimizacién Combinatoria (que ya venia gestdndose paralelamente a la Teoria de Gréficas) como
disciplina en los anos 50, donde los matroides encontraron sus aplicaciones mas importantes.

La historia de la Teoria de Gréficas estda documentada (con todo detalle) en el libro de Biggs,

Lloyd y Wilson [2].




(a) Oswald Veblen
(b) Hassler Whitney







Conceptos Preliminares

s imposible estudiar una teoria matemética sin antes establecer sus definiciones
basicas y su notacién respectiva. En este capitulo desglosaremos brevemente
las ideas y la terminologia de las dos ramas de las Matematicas involucradas
en esta tesis. Muchos de los resultados mencionados aqui los dejaremos sin
demostracion ya que no es nuestro objetivo principal.

1.1. Algebra Lineal

A continuacién abordaremos los conceptos y las notaciones de las que haremos uso a lo largo de este
trabajo. Si el lector estd interesado en profundizar en estos temas, y desea conocer las demostraciones
de los teoremas mencionados, se le invita a revisar [9, 12, 19, 16].

1.1.1. ;Qué es un espacio vectorial?

Un campo F es un conjunto, en el cual estdan definidas dos operaciones + y e, llamadas suma y
multiplicacion, respectivamente, de tal manera que por cada par de elementos z,y € [F, existen tinicos
r+yyxeyenF. Ademés, para todo a,b, c € F, deben cumplirse las siguientes condiciones:

1. Conmutatividad de la suma y multiplicacion: a+b=b+ayaeb=0bea
2. Asociatividad de la suma y multiplicacion: (a+b)+c=a+ (b+c)y (aob)ec=ae(bec).

3. Existencia del neutro aditivo y del neutro multiplicativo:

Existen 0,1 € F, talesque: 0 +a=ay 1l ea =a.

4. Faxistencia del inverso aditivo y del inverso multiplicativo:

Para cualesquiera a en Fy b # 0 en I, existen ¢y d en F tales que: a+c=0y bed = 1.
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5. Distributividad de la multiplicacion sobre la suma: a® (b+c) =aeb+aec

El campo mas sencillo con el que trabajaremos en esta tesis es el campo de Galois GF'(2) (también
denotado por Zy 6 [Fy). Este campo es el conjunto {0, 1} con las operaciones dadas por las siguientes
tablas (puede notarse que aqui la suma coincide con el dlgebra médulo 2 en los niimeros enteros):

+10 1
010 1
110 0
e 0 1
010 O
110 1

Otros campos mas utilizados son los niimeros reales R y los complejos C con la suma y multipli-
cacion usuales.

Un espacio vectorial V' sobre un campo F consiste de un conjunto V' con dos operaciones definidas
en ¢l, llamadas suma + y multiplicacion escalar -, tales que, para cualesquiera x,y € V' y todo k € F,
existen unicos x +y € V' y k-x € V. Ademas, estas operaciones deben cumplir lo siguiente:

1. Para cualesquiera x,y € V, x+y =y + x.

Para cualesquiera x,y,z€ V, (x+y)+z=x+ (y + 2).
Existe un elemento 0 € V tal que, para todo x € V', x + 0 = x.
Para todo x € V| existe —x € V' tal que x + (—x) = 0.

Para todo x, 1 -x = x.

Para cualesquiera a,b € F, y todo x € V, (ab) - x = a(b - x).

Para todo a € F, y cualesquiera x,y, a- (x+y)=a-x+a-y.

X N v e W

Para cualesquiera a,b € F, y todo x, (a +b) - (x) =a-x+b-x.

A los elementos de F y V' les llamamos escalares y vectores, respectivamente. Un subconjunto W
de un espacio vectorial V' sobre F es un subespacio vectorial si W es un espacio vectorial sobre F con
las mismas operaciones definidas en V. De hecho, se sabe que W es un subespacio si y solo si 0 € W,
x +y € W, para cualesquiera x,y € W;y kx € W, paratodo ke Fyx e W.

Una n—ada ordenada es un vector del espacio F" y la escribimos en forma de columna. Asi, dados
ai,...,a, €F, escribimos

ai
e .
Qn
Dependiendo de la situacién, estas n—adas se escribirdan en forma de renglon: {al cee o ap|. Si

agregamos el superindice “T” al vector renglon, entonces obtenemos un vector columna, es decir:
ai
T
al e ani| —

G,
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Resulta que F" es uno de los espacios vectoriales méas conocidos, cuya suma y producto escalar

T
se hacen entrada a entrada con la suma y producto del campo F. En efecto, sean [al an] y
T
by --- b,| enF"ykeTF. Entonces
ai bl a; + bl
S+ ] = : cF"

an, by, an + b,

De lo anterior, se desprende que R™ y C" también son espacios vectoriales. Si F = GF'(2), entonces
denotamos por @ a la suma en GF'(2)". Esta, desde luego, se hace entrada a entrada siguiendo las ope-

T T
raciones que exhibimos en tablas lineas arriba. Por ejemplo, tomemos [1 01 1} y [0 11 1}
en GF(2)*. Entonces

1
0
1 D
1

— = = O
O O ==

1.1.2. Combinaciones lineales e independencia lineal

Dados un espacio vectorial V' y S C V', decimos que v € V' es una combinacion lineal de vectores
de S si existe una cantidad finita de vectores uy,...,u, € S y escalares ky,...,k, € F tales que
v = kiuy + - - - + k,u,. Usualmente llamamos coeficientes a los escalares de la combinacion lineal.

El conjunto de todas las posibles combinaciones lineales de vectores en S es llamado el espacio
generado de Sy lo escribimos span(S) y es un subespacio de V. Si span(S) =V, se dice que S genera
alV.

Si hacemos una combinacién lineal kju; + --- + k,u, = 0, con k; = ... = k, = 0, entonces ésta
es llamada combinacion lineal trivial del 0. Un conjunto de vectores S se dice que es linealmente
dependiente si existe una combinacién lineal del 0 no trivial con vectores de S. En caso contrario,
esto es, cuando la tinica combinacion lineal del 0 es la trivial, se dice que S es un conjunto linealmente
independiente.

Se sabe que si S C T y T es linealmente independiente, entonces S es también linealmente
independiente. Si S es linealmente dependiente, necesariamente T' también lo es. De igual modo, se
conoce que, si u ¢ S, entonces S U {u} es linealmente dependiente si y sélo si u € span(S).

Una base 5 de V' es un subconjunto linealmente independiente de V' tal que span(f8) = V. Las
bases de los espacio vectoriales son de suma importancia. Por ejemplo, todo vector de V puede
expresarse de manera Unica como combinacién lineal de vectores de 3 y cualesquiera de sus bases
tienen la misma cardinalidad. Este ntimero es la dimension del espacio vectorial y se le denota como
dim (V). En particular, todos los espacios que trataremos en esta tesis son de dimension finita.

Una base de F™ es aquella conformada por los vectores canénicos e; (cuya i—ésima entrada es 1
y 0 en las demaés). Por lo que dim(F"™) = n.
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Si W es un subespacio de V', entonces dim(W) < dim(V). La cantidad de elementos en un
conjunto linealmente independiente no puede exceder la dimensiéon del espacio. Tampoco el ntimero
de vectores en un conjunto generador es menor que dicha dimension. En otras palabras, si S es
linealmente independiente en V' y span(T) =V, entonces |S| < dim(V) < |T].

Dados A y B subespacios de V', la suma de A y B es el subespacio

A+B:={x+yeV |xecAyeB}

Decimos que V' es suma directa de Ay B siy sélosi ANB = {0}y A+ B = V. Si ocurre lo
anterior, escribimos V' = A@ B y se cumple que dim(V') = dim(A) 4+ dim(B). Ademés, si §; y 32 son
bases de A y B, respectivamente, entonces 31U, es una base de V. Observe que esta tltima definicion
(junto con sus propiedades) se pueden extender a cualquier cantidad de subespacios vectoriales.

1.1.3. Transformaciones lineales

Las transformaciones lineales entre espacios vectoriales son una clase especial de funciones que
preservan la estructura de los espacios. En [9] hay un estudio extenso sobre ellas. Formalmente, si V' y
W son espacios vectoriales (ambos sobre F), una funcién 7' : V' — W es una transformacion lineal si
para cualesquiera X,y € V' y todo ¢ € F, se cumple que T'(x+y) =T(x) +T(y) y T(cx) = ¢- T(x).

Hay dos subespacios vectoriales asociados a una transformacion T': el Kernel (o nicleo) de T', que
es el conjunto Ker(T) := {x € V|T(x) = 0}; y la émagen de T, que es Im(T) := {T'(x)|x € V}. El
rango de T es la dimension de su imagen y la nulidad de T es la dimensién de su kernel, es decir,

rank(T) := dim(Im(T)),
null(T) := dim(Ker(T)).
El teorema de la dimension (o teorema de rango-nulidad) establece que, si V' tiene dimensién finita,
entonces dim(V') = rank(T) + null(T).
Decimos que dos espacios V' y W son isomorfos si y solo si existe una transformacién lineal
biyectiva T: V' — W. A tal transformacion se le llama isomorfismo. Importantes teoremas se deducen

de esta definicion: si dos espacios son isomorfos, entonces tienen la misma dimensiéon; atin mas, si V'
es un espacio vectorial sobre F y dim(V') = n, entonces V' es isomorfo a F".

1.1.4. Ortogonalidad

Un espacio vectorial sobre el campo F = R (6 F = C) es un espacio con producto interior si
estd dotado de un producto interior (-,-) (también llamado producto escalar o producto interno) que
satisface, para todo k € F y para cualesquiera u,v,w € V| lo siguiente:

1. (u,u) >0y (u,u) =0siysoélosiu=0.
2. (u+v,w) = (uw)+ (v,w).

3. (ku,v) = k(u,v).

4. (u,v) = (v,u).
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Al tener un producto interior definido en V', obtenemos una nocién de ortogonalidad entre vectores.
De hecho, se dice que dos vectores x,y € V son ortogonales si y sélo si (x,y) = 0. Si S es un
subconjunto no vacio de V', entonces el complemento ortogonal de S es el subespacio S+ de vectores
ortogonales a todo vector de S, o sea,

St = {x € V|(x,y) = 0,para todo y € S}.

Dados x,y € R", el producto interior usual en R" es
n
(x,y) =D @iy
i=1

Para espacios vectoriales sobre campos finitos, como G F'(2), también podemos considerar el mismo
producto interior usual. No obstante, como se vera mas adelante, este producto escalar (en espacios
sobre campos finitos) falla en el primer punto de la definiciéon de producto interno: hay vectores u
tales que (u,u) = 0 pero u # 0. Entonces hay vectores ortogonales a si mismos. Sélo se cumple que
(u,u) > 0y, si u = 0, necesariamente (u,u) = 0. Los productos escalares que verifican esto tltimo
(en vez del punto 1 de la definicién) se llaman productos interiores degenerados.

1.1.5. Matrices

Una matriz A de n x m sobre un campo F es un arreglo rectangular de m renglones y n columnas.
El conjunto de estas matrices se escribe como M,,«,,(F). Los vectores columna de n entradas, en
particular, se pueden considerar como matrices de tamano 1 x n. La matriz cuyas entradas son todas
0 se escribe O y frecuentemente escribimos A = [a;;] para denotar, de manera abreviada, a la matriz
A y sus entradas, es decir,
aip - Aim

A=
Ap1 *+° Apm

Definimos la j—ésima columna de A como el vector de tamano n x 1

Q1
Cj = :
Qpj
Entonces escribimos A = [cl\ ’Cm} . Analogamente, el i—ésimo renglon de A es el vector de
tamano 1 X n, r; := [ail aim} . Y escribimos:
r
A =
In

Démonos cuenta que ¢; € F" y r; € F™.
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La suma de dos matrices del mismo tamano, A = [a;;] y B = [b;;], es la matriz A + B := [a;;+b;;].
También definimos el producto de un vector renglén y un vector columna como sigue:

b
Supongamos que a := [al am] y b:= | ! |. Entonces

b

by
ab = [al s am] = [a1b1 +---+ ambm]
bm

De esta manera, dadas A € M, x,(F) y B € M,,,(F), el producto de A y B es la matriz
AB € M,,,(F) de la forma

AB = {rlAC1B| T |rmACmB} )
donde r;, es el i—ésimo renglén de A y ¢, es la i—ésima columna de B.

El producto de una matriz de tamano n X m por un vector de tamano m X 1 nos arroja otro vector
de tamano n x 1. Dicho de otro modo, dado

xy
x=|:|elfm
xm
el producto Ax esta dado por
T
Ax = [cl| |cm} | =z + -+ e, € FL
LT,

El espacio generado por las columnas de A lo denotamos como C(A); y al espacio generado por los
renglones lo escribimos como R(A). Al igual que las transformaciones lineales, las matrices también
tienen un Kernel (o espacio nulo) y es el conjunto

Ker(A) :={x € F"|Ax = 0}.

Estos espacios vectoriales nos permiten definir el rango y la nulidad de una matriz. En efecto, el
rango de A es rank(A) := dim(C(A)) y la nulidad de A es null(A) := dim(Ker(A)).

Puede probarse que rank(A) = dim(R(A)). Entonces, dados los conocimientos de espacios vecto-
riales y sus dimensiones, suele decirse que el rango de una matriz es el mazrimo nimero de sus columnas
linealmente independientes o el mdximo numero de sus renglones linealmente independientes. Otra
propiedad importante es que (R(A))t = Ker(A) y (Ker(A))t = R(A).

Si las columnas y renglones de una matriz B estdn contenidas en las columnas y renglones de A,
entonces decimos que B es submatriz de A.

Una matriz A puede partirse en varias submatrices. Por ejemplo, A puede escribirse de la forma

B C
g
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En tal caso, se dice que A tiene una particion por bloques. Si A es de la forma

A, -+ O
A=1|:1
O --- A,
(donde, para todo i € {1,...,n} A; es submatriz de A), decimos que A es una matriz diagonal

por blogues. Entonces podemos probar que C(A) = C(A;) @ --- ® C(A,,) y también que R(A) =
R(A1) ®---®R(A,). Asi, rank(A) = rank(A;) + - - - + rank(A,).

Se dice que una matriz A es cuadrada si tiene el mismo nimero de renglones que de columnas.
Estas matrices poseen una gran relevancia en las aplicaciones del Algebra Lineal. La diagonal de una
matriz cuadrada son sus entradas de la forma a;;, con i € {1,...,n}; y se dice que A es una matriz
diagonal si a;; = 0 con ¢ # j. En particular, la matriz identidad I,, es aquella que en su diagonal tiene
entradas iguales a 1 y, en el resto, entradas iguales a 0.

El determinante es nimero que se asocia a las matrices cuadradas y otorga informacion relevante
sobre dicha matriz. Dada A € M,,«,(F), su determinante se calcula recursivamente mediante la
formula de Laplace:

det(A) = Z(—1)1+ja1j det(le),

J=1

donde Klj es la submatriz obtenida de A eliminando el renglén 1 y la columna j.
El estudio de las matrices es un campo bastante amplio. Si se quiere profundizar mas al respecto,
recordamos al lector que puede consultar [9, 12, 19, 16].

1.2. Teoria de Graficas

Para ser capaces de dar una definicién satisfactoria de grdfica (o grafo) conviene primero recordar
las siguientes definiciones. Dado un conjunto A, el conjunto de todos sus subconjuntos se le conoce
como conjunto potencia de Ay se denota por P(A). Supongamos ahora que A tiene n elementos y

tomemos k < n. Entonces (2‘) es la familia de subconjuntos de A cuya cardinalidad es k, esto es:

(- fmale-s)

n!

k)l Usualmente llamamos pares no

Gracias a la Combinatoria sabemos que ’(?)‘ = (Z) =

A

ordenados a los elementos de (’3) y de (1 .

1.2.1. Graficas

Con lo comentado en los parrafos anteriores, decimos que una grdfica G es un par ordenado
(V(G), E(G)) que consiste de un conjunto V(G) de vértices y un conjunto E(G) de aristas (ajeno
con V(@)); junto con una funcion de incidencia ¢ : E(G) — (V(IG)> U (V(QG)) que asocia a cada arista
de G un par no ordenado de vértices de G' (no necesariamente distintos).Véase el ejemplo 1.1.

Si e es una arista y uw y v son vértices de G de tal manera que ¥g(e) = {u,v}, entonces a u y
v les llamamos extremos de e. También es comun decir que e une a los vértices u y v, y que u es
adyacente a v (y viceversa). De igual modo, cuando varias aristas comparten un extremo, decimos

que tales aristas son adyacentes.




12 Conceptos Preliminares

ﬁemplo 1.1
Sea G = (V<G)7E(G>)7 con V<G) = {u17u27u37u4} y E(G> = {CL, b,c,d, 6,f} y Y¢ definida

como sigue:

va(a) ={uwi},  Ya(b) ={u,us}, valc) = {us, us},
VYa(d) = {ug, us}, vale) = {us,us}, va(f) = {us, us}.

¢

Es usual representar a las graficas mediante diagramas que nos ayudan a visualizar mucho mejor sus
caracteristicas. Estos diagramas consisten de puntos y lineas que simbolizan los vértices y las aristas,
respectivamente. Un diagrama de este estilo muestra las relaciones de incidencia de forma sencilla.
En la figura 1.1 se muestra el diagrama de la grafica del ejemplo 1.1.

Fig. 1.1

Es comun referirse al diagrama como la grafica en si. Por tanto, los puntos del diagrama seran
llamados también vértices y sus lineas aristas. La funcion de incidencia queda ya implicita, pues en
el diagrama estan claras las adyacencias entre vértices y aristas.

Para simplificar el discurso (y cuando no haya riesgo de ambigiiedad), suele omitirse la letra “G”
de los simbolos que usamos para denotar los conjuntos de vértices y aristas; asi, escribimos “V” en
vez de “V(G)” y “E” en lugar de “E(G)”. También la funcién de incidencia queda sobreentendida.

Sea GG una grafica y tomemos e € F. Si sus extremos son iguales, se dice que e es un lazo. Si hay
alguna otra arista, digamos f, con los mismos extremos que e, entonces decimos que e y f son aristas
paralelas.

Ejemplo 1.2

En la grafica de la figura 1.1, la arista a es un lazo, pues u; es su tnico extremo. Mientras que
las aristas e y f son paralelas, ya que uz y u4 son sus extremos.

¢

El grado de un vértice es la cantidad total de aristas adyacentes en un vértice dado (los lazos se
cuentan doble). A tal ntimero se le denota por d(v), v dg(v) para enfatizar a qué grafica pertenece
el vértice v. Por ejemplo, basandonos en la figura 1.1, d(u;) = 3 y d(us) = 3. Una de las propiedades
mas importantes de los grados es que la suma total de todos los grados de los vértices de una grdfica
es, necesariamente, iqual al doble del nimero de aristas en dicha grdfica. En la seccién 1.2.6 se dard
una justificacion de este hecho.

Decimos que G es una grdfica simple si no tiene lazos ni aristas paralelas. En tal caso, suele
considerarse que E(G) C V(G) x V(G) (y la funcién de incidencia es la funcidn inclusion de E(Q)).
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1.2.2. Tipos de graficas

Una grafica es finita si sus conjuntos de vértices y aristas son finitos. Todas las graficas que se
estudian en este trabajo son finitas. Si estos conjuntos son vacios, entonces la grafica (0),0) es nula.
Tomemos n vértices (con n > 1), digamos uy, ..., u, . La grdfica vacia es la grafica

o= ({uy,...,u,},0),

es decir, @ es una grafica que no tiene aristas. Si se quiere enfatizar el niimero de vértices de la grafica
vacia, entonces escribimos @,,. Si la grafica consiste de un sélo vértice, decimos que es trivial. Cabe
aclarar lo siguiente: cuando hablemos del conjunto vacio, lo haremos utilizando el simbolo “}”; por
otro lado, el simbolo “@” representa a la grafica vacia. El conjunto vacio y la grafica vacia no deben
ser confundidos.

Decimos que H es subgrdfica de G si V(H) CV(G) y E(H) C E(G) y ¥y es la restriccion de g
a F(H). Si lo anterior sucede, escribimos H C G. Una subgréfica de G es generadora si su conjunto
de vértices es exactamente el mismo que G, es decir, H C G es generadora siy sélosi V(H) = V(G).

Sea X C V(Q). La subgrdfica inducida por X, G[X], es aquella cuyo conjunto de vértices es
X y sus aristas son aristas de G que tienen sus extremos en X. Similarmente, si S C E(G), G[9]
denota la subgrdfica inducida por S, cuyo conjunto de aristas es S y su conjunto de vértices queda
determinado por los extremos de las aristas en S. Para evitar confusiones, también decimos que G|5]
es una subgrdfica inducida por aristas. En particular, G[S] es una subgrdfica generadora inducida por
aristas si S es su conjunto de aristas y conserva todos los vértices originales, es decir, su conjunto de
vértices es V(G).

Una grafica completa es una grafica simple en la que cualesquiera dos vértices son adyacentes. Si
tal grafica consta de n vértices, se le escribe como K,,. En el inciso (a) de la figura 1.2 mostramos la
grafica completa de 5 vértices.

Una grdfica bipartita es una grafica simple en la que su conjunto de vértices puede partirse en dos
conjuntos, digamos X y Y, de tal forma que cualquier arista tenga uno de sus extremos en X y el
otro en Y (y, por tanto, que no haya aristas que unan dos vértices de X, ni tampoco de Y). Suele
denotarse como G[X,Y].

Sea G[X,Y] gréfica bipartita y supongamos que en X y Y hay n y m vértices, respectivamente. Si
sucediera que todos los vértices de X son adyacentes a todos los de Y, entonces decimos que G[X, Y]
es una grdfica bipartita completa y se escribe K, ,,. En el inciso (b) de la figura 1.2 esta la gréfica
Kss.

K K3

Fig. 1.2
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Una grdfica coneza es aquella en la que dada cualquier particién (X, Y") de su conjunto de vértices,
siempre hay al menos una arista con un extremo en X y otro en Y. Si sucediera lo contrario, es decir,
que exista una particion de sus vértices en los que no hay aristas entre tales conjuntos, entonces
decimos que la gréfica no es conexa (o inconexa).

La definicién clésica de ciclo nos dice que es una grafica conexa en la que todos sus vértices tienen
grado 2. La notacion que suele utilizarse es C),, donde n es el numero de vértices del ciclo; y es facil
notar que también debe tener n aristas. A este niimero n se le conoce como la longitud del ciclo. Asi,
bajo esta definicién, un ciclo de longitud 1 es, necesariamente, un lazo; y uno de longitud 2 consta de
un par de aristas paralelas. Véase la figura 1.3.

C7

Fig. 1.3

Los ciclos y su longitud son bastante tutiles para caracterizar ciertas graficas. Hechos tales como:
que un ciclo es bipartito si y solo si es de longitud par; y que una grdafica es bipartita si y solo si no
contiene ciclos de longitud impar, son ampliamente usados en la Teoria de Graficas.

De hecho, el siguiente teorema nos sera de mucha ayuda, pues ofrece condiciones necesarias para
la existencia de ciclos.

Teorema 1.1

Si G es una grafica en la que todos sus vértices tienen grado al menos dos, entonces G contiene
un ciclo.

Teorema 1.2

Si G es una gréfica con n vértices y m aristas, de tal manera que m > n (o sea, que hay mas
aristas que vértices), entonces G contiene un ciclo.

1.2.3. Conexidad

Un camino en una grafica G es una sucesion W := ugejuy . .. u;_1e;u; de vértices y aristas de tal
forma que u;_1 y u; son extremos de e;, con i € {1,...,l}. Los vértices y aristas que aparecen en W
no son necesariamente distintos. La longitud W es la cantidad de aristas empleadas en el camino W
(también se cuentan las aristas repetidas).

Ejemplo 1.3

Consideremos la grafica G' con vértices {uy, ..., us} y aristas {ey, ..., er}, como se muestra en la
figura 1.4. Entonces Wy = ugesugesugesus, Wo = ugequzesugegus y Wi = userugeguserusesuseatiy
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son caminos en (.

¢

Six =uyyy = u, entonces decimos que W es un xy — camino y que x y y son los extremos
de W, los demas son vértices internos; suele emplearse la notaciéon xWy. También se dice que W
conecta a los vértices x y y. Cuando las graficas sean simples, los caminos se describen en términos
de sus vértices, es decir, se omiten las aristas.

Ejemplo 1.4

Uy

Uy

us

Fig. 1.5

U2

El camino W; del ejemplo 1.3 es un ugus — camino y su longitud es igual a 3 porque utiliza
las aristas e5 (dos veces) y es.
El camino W5 es un ugus — camino de longitud 3 y W3 es un usu; — camino de longitud 5.

¢

Los caminos se clasifican dependiendo de las caracteristicas
de sus vértices y aristas. En efecto, decimos que un camino es
cerrado si sus extremos coinciden; si no, es abierto. Un paseo es
un camino en el que todas sus aristas son distintas (pero puede
repetir vértices); y una trayectoria es un camino en el que todos
sus vértices son diferentes (y, por tanto, sus aristas también).

Un xy — paseo es un paseo cuyos extremos son los vértices
x vy y. Una zy — trayectoria se define analogamente. Ademas,
cuando un paseo es cerrado (es decir, sus extremos son iguales)
lo llamamos circuito. La grafica inducida por los vértices de un
circuito, en el que todos sus vértices internos son distintos, es
un ciclo.

De manera inversa, a cada ciclo podemos asignarle un circuito, aunque no de manera tnica. Para
convencerse de esto, consideremos el ciclo Cy de la figura 1.5. Es claro que tanto I'1 = ujusuzuy como
I'y = uqususuy son dos circuitos que describen el mismo ciclo Cy.

No obstante, sera comun que, cuando hablemos de ciclos, lo hagamos considerando alguno de sus
circuitos asociados y referirnos a dicho circuito como el ciclo en si.

Ejemplo 1.5

Considerando ahora la grafica 1.6, es sencillo notar que un camino cerrado es Wy = ujusuguot; .
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Un paseo y una trayectoria serian Wy = usequgesugequsesugerus v Ws = ujususuy, respectiva-
mente. Mientras que un circuito es Wy = usugusususuzus y Ws = usugus es un ciclo.

¢

Se sabe bien que todo uv — camino cerrado contiene un ciclo. Mas aun, que todo uv — camino
contiene una uv — trayectoria. Estos nuevos conceptos nos permiten dar una nueva definicién de
conexidad, totalmente equivalente a la que dimos al principio. Efectivamente, una grafica G es coneza
si y soélo si, para cualquier par de vértices u y v, existe una uv — trayectoria. Ambas versiones de la
definicion de conexidad seran usadas indistintamente a lo largo de este trabajo.

1.2.4. Operaciones en graficas

Hay varias operaciones que se pueden realizar entre graficas. A continuacién, se detallan aquellas
que mas se usaremos en este trabajo.

Dadas dos graficas G y H, su union G U H es la gréafica cuyos conjuntos de vértices y aristas son,
respectivamente, V(G) UV (H) y E(G)U E(H). Su intersecciéon G N H tiene como vértices y aristas
V(G)NV(H)y E(G)N E(H), respectivamente. La diferencia simétrica de Gy H esta determinada
por la diferencia simétrica de sus aristas, o sea, es la grafica GAH con V(G) UV (H) como conjunto
de vértices y E(G)AE(H). Véase la figura 1.7.

Uy Us uy Us w Uz u1 Uz Ulo U
w w w
us v us us v
e v " GUH GNH GAH
Fig. 1.7

Diremos que G'y H son ajenas si no tienen vértices en comun, es decir, V(G)NV (H) = (). También
decimos que son ajenas por aristas si E(G) N E(H) = (. De esta manera, si G y H son ajenas (o
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ajenas por aristas), decimos que G U H es una union ajena (o ajena por aristas).

Si una grafica es inconexa, entonces puede expresarse como una unioéon ajena de graficas conexas,
las cuales llamamos componentes conexas. A la cantidad total de componentes conexas de una grafica
G se le denota por ¢(G). Si G es conexa, entonces ¢(G) = 1.

Sie € E(G), entonces G \ e es la grafica que resulta de remover la arista e de G (conservando los
vértices). Si S C E(G), G'\ S se define de manera analoga. Si e es una arista con extremos en V(G),
que no pertenece a E(G), la grafica G + e es aquella que anade e a la grafica G. Similarmente, se
define G + S, donde S es un conjunto de aristas que no estdn en E(G) y sus extremos son vértices
de G.

1.2.5. Bosques y arboles

Un bosque es una gréfica sin ciclos (aciclica). Si un O O
bosque es conexo, se le dice drbol. Luego, un arbol es una
grafica conexa sin ciclos. Se desprende de aqui que las
componentes conexas de los bosques son, precisamente, O
arboles. Un arbol que consta de un soélo vértice es un drbol
trivial. En caso contrario, es no trivial. Desde luego, un
bosque trivial se compone de arboles triviales.

Los arboles son la columna vertebral de las graficas.
Su importancia es enorme debido a sus aplicaciones. Va- (a) (b)
rios resultados provienen de este concepto. De hecho, ju-
garan un papel clave en esta tesis. En lo que sigue men-
cionaremos algunas de sus propiedades. En [7] pueden
hallarse las demostraciones de los teoremas que enunciaremos en esta subseccion.

Fig. 1.8

Proposicién 1.1

Dos vértices cualesquiera en un arbol estan conectados por una tnica trayectoria. ‘

En virtud de la contrapositiva del teorema 1.1, todo bosque tiene un vértice de grado a lo mas
igual a uno. Aun mas:

Proposicién 1.2

Todo arbol no trivial tiene al menos dos vértices de grado uno. En general, todo bosque no trivial
también tendra al menos dos vértices de grado uno.

En un bosque son hojas los vértices que tienen grado uno. Asi, la proposicién 1.2 nos garantiza
que cualquier arbol no trivial tendra al menos dos hojas. La contrapositiva del teorema 1.2 asegura
que en un bosque hay mas vértices que aristas. El teorema que sigue es crucial en el desarrollo de
este trabajo: nos da la cantidad exacta de aristas de un arbol.

Teorema 1.3
Si T es cualquier arbol, entonces |E(T)| = |V(T)| — 1.

Suponiendo que GG es una grafica conexa, las subgraficas generadoras de GG, que al mismo tiempo
son arboles, reciben el nombre de drboles generadores. De hecho, cualquier grafica G es conexa si y
solo si G contiene un drbol generador. Por supuesto, si G' es inconexa, sus subgraficas generadoras
aciclicas son bosques generadores. Los bosques generadores maximales de G son aquellos que no estan
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contenidos en ningtn otro bosque generador y, por lo tanto, sus componentes conexas son arboles
generadores de cada componente conexa de G (si G es conexa, sus bosques generadores maximales
son simplemente sus arboles generadores).

Del teorema 1.3, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.4

Si G tiene n vértices, sus bosques generadores maximales constan necesariamente de n — ¢(G)
aristas. En particular, si G es conexa, sus arboles generadores poseen n — 1 aristas.

1.2.6. Matriz de incidencia de una grafica
Sea GG una grafica cualquiera con n vértices y m aristas. La matriz de incidencia de G es la matriz

Mg = [mye] € M5 (R), donde

0, siel vértice v no es adyacente a la arista e
mye = ¢ 1, sivesadyacente a e

2, sieesunlazoenwv

En la figura 1.9 mostramos una grafica y su matriz de incidencia.

b

Ul a @
Q Tus a b c d e f
up |1 0 0 0 1 1
e f c U9 1 2 1 0 0 O
S 0 us |0 0 0 1 1 O

Uy d us
(a) (0)
Fig. 1.9
Supongamos que G es inconexa y digamos que sus componentes conexas son Fi, ..., Fj. Dado que

los vértices entre diferentes componentes no son adyacentes, se tiene que la matriz de incidencia de
(G es una matriz diagonal por bloques, donde cada bloque corresponde a la matriz de incidencia de
cada componente (siempre y cuando los vértices y las aristas estén etiquetados de manera ordenada)
(véase el ejemplo 1.6 ):

Mg - O

Mg=| + .
O - Mp

Ejemplo 1.6

Considere la grafica G de la siguiente figura.
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wy

Fig. 1.10

Entonces su matriz de incidencia es:

a b ¢ d e f
vi|1 0 0 0 | 0 0
v, |1 1.0 0 | 0 O
vs |01 1 0 | 0 0
M, — v40011|00:l1\/[p1 0]'
vs |00 0 1 | 0 0 0O My
w0000 | 1 0
wy |00 0 0 | 1 1
ws |0 00 0 | 01

¢

Mg es una matriz que tiene tantos renglones como vértices hay en G, y tantas columnas como
aristas. Cada una de sus entradas indica qué “tipo” de adyacencia hay entre el vértice (renglén) y la
arista (columna) correspondientes.

De lo anterior, es sencillo observar que si tomamos cualquiera de sus renglones, la suma de todas
sus entradas es igual al grado del vértice asociado. En otras palabras: que 3 .cp(q) e = d(v), con v
un vértice fijo.

De igual modo, considerando una columna cualquiera, la suma de todos sus renglones es 2, pues
la arista correspondiente es adyacente, a lo més, en dos vértices (recordemos que si la arista es un
lazo, es adyacente a un tnico vértice cuyo grado seria 2). Luego, > ey (q) Mve = 2, con e una arista
fija.

La demostracién del siguiente teorema (que se mencioné antes) es un primer vistazo de la utilidad
y del potencial que la matriz de incidencia posee para representar y estudiar (desde otros puntos de
vista) propiedades de las gréaficas. En los capitulos siguientes desarrollaremos estas ideas.

Teorema 1.5

En cualquier grafica G, se cumple que

> d(v) =2- |E(G)]

veV(Q)
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Demostracion: Es un hecho conocido que la suma total de todas las entradas de una matriz
puede obtenerse de dos formas: sumando las entradas columna por columna, o bien sumando las entras
rengléon por renglon. Esto, respecto a la matriz de incidencia, se traduce en la siguiente igualdad:

D0 mue)= 30 (Y mue).

veV(G) eeE(G) e€E(G) veV(Q)

Considerando lo dicho en parrafos anteriores:

dYoodv)= > 2.
veV (@) e€E(G)
Asi, concluimos que la suma de los grados de todos los vértices de G es igual al doble de sus
aristas, o sea, Y,cv () d(v) = 2|E(G)].
Q.E.D.

1.2.7. Digraficas

Una digrdfica D (también llamada grdfica dirigida ) es un par ordenado (V(D), A(D)), donde
V(D) es el conjunto de vértices de D, y A(D) (ajeno con V(D)) su conjunto de arcos; junto con
una funcion de incidencia ¥p: A(D) — V(D) x V(D) que asigna a cada arco de la digrafica un par
ordenado de vértices (no necesariamente diferentes).

Tomando un arco a cualquiera, y suponiendo que ¥p(a) = (u,v), diremos que u y v son extremos
del arco a y que éste une a u con v o, mejor dicho, que u domina a v. También decimos que u es la
cola de a 'y v su cabeza , y escribimos t(a) = u y h(a) = v, respectivamente.

Igual que en las graficas, solemos representar las digraficas con diagramas y pensar que éstos son
las digraficas en si. La diferencia aqui es que los arcos se dibujan como flechas entre sus vértices
extremos, para indicar la “dominancia” entre ellos. Entonces, las flechas “salen” de las colas de los
arcos y “entran” en la cabeza (la punta de la flecha) de los mismos (ver figura 1.7).

Por otro lado, también se suele no escribir la letra “D” de los simbolos que representan los
conjuntos de vértices y arcos, y omitir la funcién de incidencia (quedando sobreentendida con el
diagrama empleado).

El ingrado de v, d;(v), es la cantidad de arcos cuya cabeza es v. Similarmente, a la cantidad de
arcos cuya cola es v es el exgrado de v, denotado como dj,(v). El grado de v es sencillamente la suma
de su exgrado y su ingrado, es decir, dp(v) := dj(v) + dp(v). Un pozo es un vértice de exgrado igual
a cero y una fuente uno de ingrado igual a cero.

Ejemplo 1.7

Consideremos la digrifica D = (V(D), A(D)), con V(D) = {uy, ug, ug, us} y
E(G)={a,b,c,d,e, f,g}, y ¥p definida como sigue:

Yp(a) = (ug,u1) Yp(b) = (u1,u2) Yplc) = (ug,uz) Pp(d) = (uz,us)
Yple) = (ur,ug)  Yp(f) = (ur,us) Yplg) = (us, us)

El diagrama que representa a D se muestra en la figura 1.11. En particular, el ingrado de u; es
igual a 1y su exgrado es 3. Obsérvese que d~ (uz) = 1y que uy es un pozo pues d (uys) = 0. Nétese
ademés que la cola del arco d es uz y su cabeza es uy. De igual modo, t(f) = uy y h(f) = us.
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a

Ulm’u,g

: c
g
Oe O
Uy d us

Fig. 1.11. Diagrama de una digrafica

1.2.8. Algunas digraficas, conexidad y matriz de incidencia

A partir de una digrafica D cualquiera, podemos obtener la grifica subyacente de D, denotada
como G(D). Tal gréfica se obtiene de reemplazar los arcos de D por aristas con los mismos extremos.
En la figura 1.12 se muestra la grafica subyacente de la digréfica del ejemplo 1.7. Y si invertimos las
orientaciones de sus arcos, obtendremos una nueva digrafica llamada converso.

a

ulmUQ

= c
g
O O
Uy d us3
Fig. 1.12

De una gréafica G es posible construir una digrafica “orientando” sus aristas, es decir, reemplazando
cada arista por uno de los dos posibles arcos entre sus extremos. Tal digrafica se le conoce como
orientacion de GG, y la escribimos . Debe notarse que una grafica puede tener varias orientaciones.

Muchos de los conceptos en digraficas son similares a los de las graficas no dirigidas. Por ejemplo,
la definicién de subdigrafica de un digrafica es analogo al de subgrdfica. Los ciclos, bosques y arboles
de una digrafica son los mismos de su grafica subyacente (pero conservando las orientaciones de los
arcos). Véase la figura 1.13.
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Fig. 1.13. Ciclos y arboles en digraficas

Un camino en una digrafica se define de manera andloga a las graficas: es una sucesion
W = wgaquy ... u_1aqqu; de vértices y arcos de tal forma que u; 1 y u; son extremos de a;, con
i € {1,...,1}. Sin embargo, hay que destacar que u;_; no necesariamente domina a w;; si fuera el
caso, se dice que el camino es dirigido. La misma terminologia para los caminos en gréaficas se usa
aqui y las trayectorias, paseos y circuitos también de definen parecido. Retomando la digrafica de
la figura 1.11, Wi = wjeugdugcus y Wo = uibuscusduy son caminos, y Wi = uibusauq fusgus es un
camino dirigido.

Una digrafica D es conexa si su grafica subyacente es conexa, y es fuertemente coneza si, para
cualquier par de vértices x y y, de D, existen un xy — camino y un yx — camino.

Las graficas dirigidas también tienen sus propias matrices de incidencia. Suponiendo que D es una
digrafica cualquiera con n vértices y m arcos, su matriz de incidencia es la matriz
Mp = [mua) € Myxm(R), donde

1, siel vértice v es cola de a y a no es un lazo
Mye = 4 —1, si v cabeza de a y a no es un lazo

0, en otro caso

Como es de esperarse, las matrices de incidencia de digraficas inconexas son también matrices
diagonales por bloques, siempre y cuando los vértices y arcos estén etiquetados de manera ordenada.

Ejemplo 1.8
En la figura 1.14 observamos la matriz de incidencia de una orientacion de la gréafica de la
figura 1.9.

s | 00 -1 -1 0 1
w | 00 0 1 -1 0
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L CONCEPTO central de este capitulo es el de subgrdfica generadora. Ademaés, abor-
daremos tres clases especiales de subgraficas: los conjuntos de corte, las subgrdficas
pares y los drboles generadores. Recuérdese que, si G es una grafica, una subgrafi-
ca de G, digamos H, es generadora si y sblo si V(H) = V(G). Igualmente, vimos
en el capitulo anterior que G[S] es una subgrdifica inducida por aristas si 'y sélo si

E(G[S]) = S € E(G) y su conjunto de vértices queda determinado por los extremos de las aris-

tas en S; y G[S] es una subgrdfica generadora inducida por aristas si y solo si V(G[S]) = V(G)

y E(G[S]) = S C E(G). A lo largo de este trabajo, el simbolo “G[S]”denotard a una subgrafica

generadora inducida por el conjunto aristas S.

2.1. Conjuntos de corte de GG

Supongamos que G es una gréafica cualquiera. Tomando X y Y dos subconjuntos de vértices de G,
denotaremos por E[X, Y] al subconjunto de aristas de G que tienen un extremo en X y otro en Y. Si
X =Y, sblo escribiremos E[X]. Si sucediera que Y es el complemento de X respecto a V', es decir,
que Y = V'\ X, entonces al conjunto E[X, V' \ X] se le llamara conjunto de corte de G asociado a X y
serd escrito como 0(X). Si H es una subgréfica de Gy X C V(H), entonces 0y (X) := E[X,V(H)\ X]
denota al conjunto de corte asociado a X relativo a H . Los conjuntos de cortes relativos seran de
utilidad cuando se hable de gréficas inconexas (ver ejemplo 2.2).

Por comodidad, en lo sucesivo escribiremos X en lugar de V'\ X. Asi, 9(X) = E|[X, X|. Es sencillo
observar que 9(X) = 9(X) pues, por definicién, F[X, X| = E[X, X]. En particular, 9(V) = 9(0) = 0
(y, por lo tanto, () es un conjunto de corte). También puede deducirse que, para cada v € V, d({v})
es el conjunto de todas las aristas que inciden en v, excluyendo sus lazos. A veces escribimos d(v) en

lugar de 9({v}).
G [O(X )} denotara a la subgrafica generadora de GG inducida por el conjunto de aristas 9(X). Tal

subgrafica también es llamada conjunto de corte. Aunque lo anterior es un abuso de notacién, algunos
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autores utilizan el mismo simbolo “O(X)” para referirse a ambos conceptos: el conjunto de corte y
la subgrafica generadora inducida por el conjunto de corte. Para evitar confusiones, en este trabajo
preferimos no emplear este abuso de notacion.

Ejemplo 2.1

Consideremos la grafica del inciso (a) de la figura 2.1. En (b) representamos el conjunto de
aristas E[A, Bl = {b,c, f,g}, con A = {uy,us,u3} y B = {us,us}. En (¢) tomamos X = {uy,us},
y verificamos que 9(X) = {a, f, g, d}.

E[A, B] A(X)

Ejemplo 2.2

da(X)

Fig. 2.2
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En la figura 2.2, H es una subgrafica de G y representamos el conjunto de corte 9(X) y el corte
relativo a Oy (X ). Nétese que, a pesar de tener en comun el conjunto X, en general, 9(X) # 0 (X)

¢

Observe que la definicién de conjunto de corte ayuda reformular la concepto de grdfica conexa que
dimos en el capitulo anterior (y que utilizaremos en los teoremas siguientes): una grdfica G es conexa
siy s6lo si I(X) # 0, para todo X G V(G). De hecho, suponiendo que G' es conexa, podemos darnos
cuenta que, eliminando de G las aristas que pertenecen a 9(X), la subgréfica G \ 9(X) seréd inconexa
(justificando asi el nombre que se le dio a 9(X)).

Ejemplo 2.3
Si tomamos en cuenta la grafica del ejemplo 2.1 y hacemos X = {uy, us}, vemos que G'\ 9(X)
tiene tres componentes conexas.
G\o(X)
ul b
U3
g
U5O
Uy
(0)
¢
Ejemplo 2.4
U1 V9
Q @)
Us
@ O
U4 U3
Fig. 2.4
Consideremos la grafica rueda Wy de la figura 2.4. A continuacién se muestra sus conjuntos
de corte. Hemos resaltado los vértices respecto a los cuales se construye el corte en cuestion y las
aristas de éste también se han remarcado.
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V4 V3 V4 V3 (2 v V4 V:
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Fig. 2.5. Cortes de Wy
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Dosvs)) . Ofomen)) Owsvs))

U2

¢
Analizaremos ahora las propiedades que tienen los conjuntos de corte:
Teorema 2.1
Sean G una gréfica y X y Y subconjuntos de V(G). Entonces
I(X)AI(Y) = 0(XAY).
Demostracion: Recordemos que
XAY = (XUuY)\(XNY)
=(XUY)n(XnY)
=(XUY)Nn(XUY).
De esta ultima igualdad, tenemos que
XAY =(XNnY)u(XnY) (2.1)
Por otro lado,
XAY =(XuY)n(XnY)
=XUYUu(XnyY).
Asi, llegamos a que
XAY =(XNnY)u(XnY) (2.2)
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Como V(G) = (XAY) U (XAY), de las igualdades 2.1 y 2.2 se sigue que

V@) =(XNY)UXnNY)u(XNY)u(XnNY). (2.3)

El lado derecho de la igualdad 2.3 sugiere que los cuatro conjuntos involucrados forman una
particion de V(G) (pues son ajenos dos a dos). Tomando en cuenta las definiciones de 9(X),0(Y) y
J(XAY), en la figura 2.6 se representa el comportamiento de estos conjuntos de corte con respecto a
la particién del conjunto de vértices de GG. En esta imagen, una linea remarcada simboliza un conjunto
de aristas cuyos extremos estan en algiin subconjunto de vértices de la particion anterior.

XNy XNy XNy Xny
IX) : ‘ aY):
XNy XNy XNy XNy
XnNnY xXny
IXAY): ‘ ‘
XNy XNy

Fig. 2.6. Diferencia simétrica de dos conjuntos de corte

Si, por simplicidad, hacemos

J=(BEXnY,XnY])J(EXNY,XNnY)),
K — (E[Xﬂijmi])U(E[YHKYHV]),
D= (EXnY,XnY))UEXNY,XnY]),

entonces es facil darse cuenta (gracias a la figura 2.6) que 9(X)=JUD,9(Y)=KUDy
AXAY)=JUK.
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Luego, observemos que
I(X)AI(Y)=(JUD)A(KUD)
=(JUD)A(KUD)
(JUuD)\(KUD))U((KUD)\(JUD))
=(J\K)U(K\J)
JUK
I(XAY).

Las dos ultimas igualdades sean porque los conjuntos de aristas que tomamos son ajenos mutua-
mente. En consecuencia, 0(X)A0(Y) = 0(XAY).
Q.E.D.
Por el Principio de Induccién, podemos generalizar el teorema anterior:

Corolario 2.1

Sean G una grafica y Xy, ..., Xy subconjuntos de V(G). Entonces

Los resultados previos pueden expresarse en términos de subgraficas generadoras inducidas por
los conjuntos de corte. En efecto, en el capitulo 1 vimos que la diferencia simétrica de dos graficas G
y H es la grafica GAH, enla cual V(GAH)=V(G)UV(H)y E(GAH) = E(G)AE(H).

En particular, si S; y S son subconjuntos de E(G), tomemos las subgréficas generadoras in-
ducidas G[Si] y G[S2]. Entonces, por definicién, el conjunto de aristas de la subgréfica generadora
G[S1]AG[Ss] es S1AS,. Al mismo tiempo, éste es también el conjunto de aristas de la subgréfica
generadora inducida G[S1AS;]. Como ambas subgraficas tienen el mismo conjunto de vértices (pues
son generadoras), obtenemos que

G[S1]AG[S,] = G[S1ASs).

Claramente, la igualdad anterior puede extenderse a una cantidad finita arbitraria de subconjuntos
de aristas de G. Luego, gracias al corolario 2.1 podemos afirmar que

G[ A a(Xj)] _ G[a(ﬁ Xj)}

Jj=1 Jj=1

Por lo que argumentamos lineas arriba, sabemos que G { i1 8(Xj)} = A, G {3()(]-)} Obtene-
mos de esta forma el siguiente corolario:

Corolario 2.2

Sean G una grifica 'y Xq,..., Xy subconjuntos de V(G). Entonces

A G[a(xj)} G[a( A X])]

J=1 Jj=1

Veamos ahora otro resultado y su generalizaciéon, similares al teorema 2.1 y al corolario 2.1.
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Proposicion 2.1
Sean Hy y H, subgréficas de G. Si X C V(G), entonces

aHIAHZ (X) = aH1 (X)Aafb (X)

Demostracion: Lo haremos por doble contencion. Para la primer contencién, tomamos a en
Om,~m,(X). Entonces la arista a es adyacente a dos vértices: u y v; asumiremos (sin pérdida de
generalidad) que el primero estd en X y el otro en X. Entonces a € E(H\AHy) = E(H,)AE(H,).
Sia estd en E(H;) (y no a E(Hs)), necesariamente a pertenece a Oy, (X) por cémo son los vértices
de a. No sucede que a € 0g, (X) porque a ¢ E(H,).

Andalogamente, si a es elemento de E(H,) (y no de F(Hy)), entonces a € dy,(X) y no pertenece
a Om, (X). Por tanto, a € 0p, (X)A0y,(X). De esta manera, hallamos que

O am,(X) € O, (X) A0, (X).

Ahora suponemos que la arista a pertenece al conjunto dg, (X)A0w,(X). Por la definicién de la
diferencia simétrica existen dos casos.

» Caso 1: Supongamos que a pertenece a Jg,(X) (y, por tanto, no es elemento de Jg,(X)).
Entonces a € E(H;). No es posible que a € E(H,), pues, inmediatamente, a estaria en 0g, (X)
(va que u € X y v € X), y, por lo tanto, es una contradiccion. Por consiguiente,

a € E(H))AE(Hy) = E(H,AH,).

Dado que un extremo de la arista estd en X y el otro en el complemento de X, deducimos que
a € 6H1AH2(X).

» Caso 2: Supongamos que a pertenece a Jy,(X) (y, por tanto, no es elemento de g, (X)).
Procediendo de forma anéloga al caso anterior obtenemos, también, que a € Oy, ap,(X).

De ambos casos, afirmamos que Jg, (X)A0u, (X) C Oy, am, (X) y concluimos, pues, que
aHlAHQ (X) = aH1 (X)AaHQ (X)

Q.E.D.

Corolario 2.3

Sean Hq, ..., Hy subgraficas de GG. Entonces

Otumenir (X) = g (X) A - - AH(X).

Por ultimo, antes de continuar a la siguiente subseccion, comentaremos un poco sobre los conjuntos
de corte en una grafica GG inconexa. Supongamos que F}, ..., F,. son sus componentes conexas y que
¢ := ¢(G). Entonces G = J;_, F;. Notese que esta es una unién ajena de graficas, por lo que también
podemos expresarla asi:

7j=1
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Tomemos X C V(G). Luego,

0c(X) = 0p nenr.(X)
= O0p, (X)A ... AOp (X) (por el corolario 2.3)

= [J 9r,(X) (por que la unioén es ajena).

Por otro lado, haciendo X; := XNV (F;), coni € {1,...,c}, es claro que Uj_; X; = X y deducimos
que

OF, r (U X;

7j=1

=0f (ﬁ ;) (la unién es ajena)

X;
— A Or,(X;) (por el corolario 2.1).
j=1
Sii # j, Or(X;) = 0 porque 9r,(X;) C E(F;) y X; C V(F}), pero no hay aristas que conecten
vértices de diferentes componente conexas. Por lo tanto, O, (X) = 0, (Xi) y 0a(X) = Uj=; Or, (X;).
La figura siguiente representa la situacion anterior:

Fe

Fig. 2.7

2.1.1. Conjuntos de corte minimales

Llamamos conjunto de corte minimal de G (en [3], los autores le llaman bond) a un conjunto
de corte no vacio con la propiedad de que ninguno de sus subconjuntos propios, no vacios, es otro
conjunto de corte. Esto implica que, B es un corte minimal de G y S es un conjunto de corte tal que
S C B, necesariamente B = S.

En general, un conjunto de corte divide a G en, al menos, dos componentes conexas. No obstante, el
teorema siguiente nos asegura que los cortes minimales son aquellos que dividen a una grafica conexa
en, exactamente, dos componentes. Recuérdese que G[X] es la grafica inducida por el conjunto de
vértices X.
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Teorema 2.2

Sean G una gréfica conexa y X un subconjunto de vértices de G, de tal manera que 9(X) # .
Entonces 0(X) es un conjunto de corte minimal si y sélo si G[X] y G[X] son conexas.

Demostracién: Asumimos que G es conexa y que X C V(G). Probaremos la necesidad por
contrapositiva. Supéngase primero que G[X] no es conexa. Entonces existe una particién de X en dos
conjuntos, no vacios, entre los cuales no hay aristas; en otros términos, existe Y # () tal que Y’ ; Xy

X\Y & X, cumpliendo E{Y,X \ Y} = E{X Ny, X ﬂ?] = (). Ademds, dado que Y & X, se cumple
también que X NY = 0.

Retomando las ideas de la prueba del teorema 2.1 (compérense las figuras 2.6 y 2.8) y dada la
informaciéon del parrafo anterior, deducimos que

oY) =EXnY,XnY]yaX)=(EXnY,XnY])J(EXnY,XnY]).

Asi, es claro que (Y) C 9(X). Se mencioné previamente que en una gréafica conexa ningin conjunto
de corte puede ser vacio. Luego, la conexidad de G garantiza que 9(Y) # 0.

XNny=Y XNy XNy =Y Xny
(X)) : ‘ AY) :
XNnY =40 ‘ XNy =490
XNy Xny
XNy =Y XNy
INXAY):
XNy =190
Xny
Fig. 2.8

Ademas, por el teorema 2.1, )(XAY') = 9(X)AJ(Y). Entonces, como se muestra en la figura 2.8,
IXAY) =E[XNY,XNY]. Una vez més, la conexidad de G asegura que d(XAY) # 0. Asi, en
efecto, E[X NY, X NY] # (). Esta tltima afirmacién implica que 9(Y) & 9(X). Por consiguiente,
J(X) no es un conjunto de corte minimal pues contiene propiamente a otro conjunto de corte no
vacio. Si, en segundo lugar, suponemos que G[X ] no es conexa, mediante razonamientos similares
podremos concluir también que 9(X) no es un conjunto de corte minimal.

La suficiencia se prueba por contradiccién. Supéngase, pues, que G[X] y G[X] son conexas y
que 9(X) no es un conjunto de corte minimal. Entonces existe Y € V(G) tal que 9(Y) & 9(X) y
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I(Y) # 0. Notese que este tltimo hecho implica que (ver la figura 2.6)

oY) = (EXnY, XnY)JEX NY,XnY]),

de donde

EXNY,XNY|=0=EXNY,XNY].

Recordemos que, para llegar a una contradiccion, necesitamos argumentar que G|[X] es inconexa

6 G[X] es inconexa, encontrando alguna particién de sus conjuntos de vértices, de tal manera que no
haya aristas entre los conjuntos de la particion.

Lo haremos analizando las cuatro intersecciones que aparecen en la ultima igualdad. Estos for-

maran las particiones que buscamos, pero debemos confirmar que los conjuntos son no vacios. Hasta
aqui nada nos garantiza que alguna de ellos sea distinto del conjunto vacio. Pero tenemos dos casos:
que la interseccion de X con Y sea vacia o que no lo sea.

» Caso 1. Asumimos que X NY = (). Veamos que (X NY, X NY) es una particién del conjunto

de vértices X.

Como XNY = ), entonces Y C X y, en consecuencia, X NY =Y. Dado que 9(Y) f(?), entonces
Y es no vacio (Eorque al menos hay una arista con un extremo en Y). Como X NY =Y,
deducimos que X NY # 0.

Por otra parte, no podria suceder que X NY = (), pues tendriamos que X C Y, es decir, X =Y
v, por tanto, d(Y) = 9(X) = 9(X), lo cual es una contradiccién. Asi, necesariamente, XNY # ()

En resumen, sabemos que X NY # (), X NY # (. Por lo tanto, (X NY, X NY) es una particién
de X.

No obstante, ya vimos que EF[X NY, X ﬂ?] = (), es decir, no hay aristas entre los miembros de
la particion de X. Esto implicarfa que G[X] no es conexa, y contradice nuestras hipotesis.

Caso 2. Suponemos que X NY # ().
Si se cumpliera que X NY # (), G[X] no serfa conexa pues (X NY, X NY) es una particién de

Xy E[XNY,XNY] =0, lo cual, de nuevo, es una contradiccion.

Entonces debe cumplirse que X NY = (), o sea, que Y C X. La consecuencia de esta tltima
afirmaciéon es que tanto X N'Y como X NY son conjuntos distintos del vacio.

En efecto, si XNY = ) sabemos que X C Y. DadoqueY C X, entonces Y = X y 9(Y) = 9(X),
lo cual es imposible. Por otro lado, si se diera que X NY = @, tendriamos que Y C X. Como
Y C X, también X C Y. Por consiguiente, Y C Y. Esto tltimo implica que Y = V, pero es
falso debido a que (Y) = 9(V) = 0, y se vio desde antes que 9(Y") # 0.

En resumen, sabemos que X NY # (), X NY # (. Por lo tanto, (X NY, X NY) es una particién
de X. Ya sabemos que E[X NY, X NY] = (), es decir, no hay aristas entre los miembros de
la particién de X. Esto implicaria que G[X] no es conexa, y contradice, de nuevo, nuestras
hipotesis.

Podemos asegurar que los casos anteriores no son posibles. Las dificultades surgieron a partir

de suponer que J(X) no es un conjunto de corte minimal. Concluimos, entonces, que J(X) es un
conjunto de corte minimal si y sélo si G[X]| y G[X] son conexas.

Q.E.D.

Es sencillo darse cuenta que el teorema 2.2 implica el siguiente corolario.
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Corolario 2.4

Si G es una gréfica conexa'y X C V(G), entonces 0(X) es un conjunto de corte minimal si y s6lo
si G\ O(X) tiene exactamente dos componentes conexas.

Ejemplo 2.5

En la figura que se muestra a continuacion estan todos los conjuntos de corte minimales de
la grafica W,. Observe que si retiraramos de Wy las aristas de cualquiera de estos conjuntos de
corte, nos quedarian dos componentes conexas, como lo asegura el teorema anterior.

A X

oo} " a{w)) o)) o)) A{vs})

MK XX

U4 U3

Ao Oone)) o)) ey o({em s

U1 V2 V1 V2 U1 (%)

V4

Do) O{unus)) O({unvs))

Fig. 2.9. Conjuntos de corte minimales de W,

¢

Consideremos ahora una grafica G' con ¢ componentes conexas, digamos F1, ..., F.. Supongamos
que X C V(G) es de tal manera que 9(X) es un conjunto de corte minimal de G. Si X; = X NV (F;),
con i € {1,...,c}, anteriormente vimos que:

06(X) = 9 (X)) U -+ U dp (X,).

Pero Or,(X;) = 0X;) (porque no hay aristas entre diferentes componentes conexas), y la tinica
diferencia es que 9(X;) es un corte respecto a todo G (y no sélo relativo a F;). Por tanto, 9(X;) € 9(X),
para todo i € {1,...,c}.
Como 9(X) es minimal, entonces 9(X) = 9(X;) (para aquellos j € {1,..., ¢} tales que 9(X;) # 0).
Esto s6lo es posible (debido a la definicién de X)) si y sélo si, existe un ﬁnlco ke{l,...,c}, X = Xi.
Luego, 0(X) = 9(Xy), es decir, (X) = 9p, (X})). Concluimos estableciendo una proposicién:
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Proposicion 2.2

Los conjuntos de corte minimales de una grafica inconexa son los conjuntos de corte minimales
de sus componentes conexas.

La proposicion previa nos ayudara a generalizar el corolario 2.4:

Teorema 2.3

Sea G una gréfica. Si X C V(G), entoncesd(X) es un corte minimal si y sélo si

c(G\A(X)) = e(G) + 1.

Demostracion: Si GG es conexa, el teorema es valido por el corolario 2.4.

Supongamos que G es inconexa con F, ..., F, sus componentes conexas y ¢ := ¢(G). En primer
lugar, supéngase que 9(X) es un conjunto de corte minimal de G. Por la proposicién 2.2, 9(X) es un
corte minimal de alguna componente conexa Fj, es decir, 9(X) = d,(X) y X C V(F;). Entonces, de
nuevo por el corolario 2.4, Fj, \ 9(X) = H; U Hy, donde H; y Hs son sus componentes conexas. Por
tanto,

G\(?(X):F1U"'UFk,1UH1UH2UFk+1U"'UFC.

De donde ¢(G'\ (X)) = ¢(G) + 1.

En segundo lugar, supéngase ahora que ¢(G \ 0(X)) = ¢(G) + 1. Si G ya tenia ¢ componentes y
ahora G'\ 0(X) tiene una mas, es imposible 9(X) tenga aristas de diferentes componentes conexas,
porque a cada una la dividiria en al menos dos partes y ya no habria ¢ + 1 componentes.

Por lo tanto, existe una componente Fj tal que 9(X) C E(F)). Como G \ 9(X) tiene ¢ + 1
componentes conexas, necesariamente Fy \ 0(X) tiene dos componentes conexas. Esto implica que
J(X) es un corte minimal de Fj. Por consiguiente, 9(X) es también un corte minimal de G, por la
proposicion 2.2.

En conclusion, 0(X) es un corte minimal de G si y sélo si ¢(G \ (X)) = ¢(G) + 1.

Q.E.D.

Si B es un corte minimal contenido en un corte 9(X), de una gréfica G conexa, ya sabemos (por
el teorema anterior) que G\ B = H; U Hs, donde Hy y H, son sus componentes conexas. Es sencillo
verificar que B = 0(Y'), haciendo Y := V(F}).

Por otro lado, como vimos en la demostracion del teorema 2.3, si G es inconexa y F}, ..., F, son
sus componentes conexas, entonces B es el corte minimal de alguna Fj,. Digamos que Fy,\ B = H;UHo,
donde H; y Hj son sus componentes conexas. Por lo que G\ B = FiU- - -UF,_1UHUHsUF} 1 U- - -UF..
Entonces, haciendo Y := V(H;), es claro que B = 9(Y).

Estos pequenos detalles se usan en la demostracion del siguiente teorema que muestra la relacion
existente entre los conjuntos de corte minimales y aquellos que no lo son.

Teorema 2.4

Sea G una grafica. Una subconjunto de E(G) es un conjunto de corte de G siy sélo si es es unién
ajena de conjuntos de corte minimales de G.

Demostracién: Para demostrar la necesidad, supongamos que S C FE(G) es un conjunto de
corte. Si S ya es minimal, terminamos. Si no, S contiene a un conjunto de corte minimal, digamos
By. Entonces, claramente, S = By U (S \ By). De nuevo, si S\ B; es un conjunto de corte minimal,
terminamos.
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Si no es asf, tomamos un minimal By C (S'\ By) y observamos que S = By U By U (S'\ (B1 U By)).
Nos preguntamos si S\ (B; U Bs) es minimal o no, y repetimos el mismo procedimiento anterior hasta
terminar en un ¢-ésimo paso de tal forma que B, = S\ (B; U...U B,_1) sea un conjunto de corte
minimal. Asi, S = By U...U B,, y esta unién es ajena por construccién.

Para la suficiencia, asumimos ahora que S = By U ... U B, es unién ajena de conjuntos de corte
minimales. Como cada B; es un corte, ya argumentamos, antes de enunciar este teorema, que existe
Y, € V(G) tal que B, = 0(Y;). Luego, S = 9(Y1) U ... U J(Y,). Sin embargo, la unién es ajena
por hipétesis y, asi, se tiene que S = 9(Y7)A ... AJ(Y,). Utilizando el teorema 2.1, deducimos que
S =01 A...AY,). Por lo tanto, S es un conjunto de corte.

Concluimos que S C E(G) es un conjunto de corte si y sélo si es es unién ajena de conjuntos de
corte minimales.

Q.E.D.

Sean G una grafica cualquiera y X C V/(G). El teorema anterior nos asegura la existencia de
conjuntos de corte minimales (ajenos dos a dos) By, ..., B, C E(G) tales que

Jd(X)=ByU---UB,.
Entonces deducimos que las subgraficas generadoras correspondientes cumplen:

G{@(X)} — G[BU---UB,)

G[B1A--- AB,] (la unién es ajena)
= G[B1]A--- AG[B,] (por el corolario 2.2).

es una diferencia simétrica de subgraficas generadoras inducidas por cortes mini-

Luego, G{@(X)
males. Notese que no es una union ajena de graficas pues, al ser generadoras, todas tienen el mismo
conjunto de vértices, pero si es una union ajena por aristas (recuerde que el teorema 2.4 se refiere a

una union ajena en el sentido conjuntista). Resumimos las ideas que acabamos de desarrollar en este
corolario:

Corolario 2.5

Sea G una grafica. Una subgrafica generadora de G inducida por un conjunto de corte puede
expresarse como una diferencia simétrica de subgraficas generadoras de G inducidas por conjuntos
de corte minimales.

2.1.2. Conjuntos de corte fundamentales

Los arboles generadores de una grafica estan relacionados de forma particular con los conjuntos de
corte. Sea T' un arbol generador de G. Es comtn referirse a las aristas de 7" como ramas. Asimismo,
llamamos codrbol al complemento de T respecto a (G, es decir, a la subgrafica generadora de G cuyas
aristas estan determinadas por el conjunto E(G) \ E(T). Lo denotamos como T.

Proposicién 2.3

Sean Ty B un arbol generador y un conjunto de corte, respectivamente, ambos una grafica G
conexa, tales que B # (). Entonces siempre sucede que 9(X) N E(T) # 0.
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Demostracién: Supongamos que BN E(T) = (). Entonces B C F(T) y, por tanto,
E(T)=E(G)\ E(T) C E(G)\ B. Asi, T es una subgrafica de G\ B. Sin embargo, G \ B es inconexa
y T es un arbol generador conexo, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, BN E(T) # ()

Q.E.D.

La proposicién anterior implica que @) es el tinico conjunto de corte G tal que ) C T, es decir, que
el corte vacio es el tinico conjunto de corte que esté contenido en las aristas del coérbol 7.

Sea b una rama cualquiera de T'. Se sabe que T\ b es inconexa y consta de dos componentes
conexas: si no lo fuera, entonces en 7'\ b habria una trayectoria W que conecta los extremos de b.
Entonces, en T, la trayectoria W junto con la arista b formaria un ciclo, lo cual es imposible; y consta
de dos componentes porque sélo se retira una arista (que es adyacente a dos vértices).

Como T\ b es inconexa, debe existir X C V(T') = V(G) tal que 9p(X) = {b}. Entonces todas
las aristas del corte dz(X) son elementos de E(T) U {b}. Entonces G \ 9g(X) = T \ b. Lo anterior
implica que la grafica G \ 0g(X) estd constituida por dos componentes conexas, es decir, 0g(X) es
un corte minimal de G.

Ademés, el corte dg(X) es tnico con la propiedad de estar contenido en E(T) U {b}. En efecto,

digamos que hay otro corte de minimal B tal que B C E(T) U {b}. Luego,

(0c(X)AB) N E(T) = (86(X) N E(T))A(B N B(T))
= {b}A{b}
0

Entonces 0g(X)AB C E(T). Como el tnico conjunto de corte contenido en el coarbol es el vacio,
entonces dg(X)AB = @, es decir, 05(X) = B. Por tanto, dz(X) es el unico corte con la propiedad
de estar contenido en las aristas de T + b.

El corte 0g(X) que construimos en los parrafos anteriores es llamado conjunto de corte fundamen-
tal de G con respecto a T y a b, y lo denotaremos como %, (quedando el arbol generador implicito).
Es preciso mencionar que arboles generadores distintos daran lugar a cortes fundamentales distin-
tos. Si G tiene n vértices, entonces sabemos (por el capitulo previo) que 7' tiene n — 1 ramas. Asi,
necesariamente, £(G) debe contener n — 1 cortes fundamentales respecto a 7.

Ejemplo 2.6

Fig. 2.10

Recuérdese la gréfica rueda W, de la figura 2.4. En la imagen 2.10, en el inciso (a), toma-
mos un arbol generador T' cuyas aristas son {a,d,e,g}. En el inciso (b) mostramos dos cortes
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fundamentales, uno respecto a la rama ¢ y el otro respecto a e.

Lema 2.1
Sea 'I" un arbol generador de G y S C G. Consideremos

B= A %,.
beE(S)

Entonces B es un conjunto de corte. Ademds, BN E(T) = E(S) y B es el tinico conjunto de corte
de GG con esta propiedad.

Demostracion: Que B sea un conjunto de corte se da por el teorema 2.1. Por otro lado,

BOE(T) = (A %) 0 E(T)

— A (B,N E(T))
besS

N bAS{b}

=S.

Ademés, si hubiese otro corte B’ tal que B'N E(T) = S, entonces (BAB') N E(T) = 0. Asi,
BAB' C E(T), implicando que BAB' = (). Luego, B = B’, y B es tnico.
Q.E.D.
El lema anterior da pie al siguiente teorema, que caracteriza a los conjuntos de corte en términos
de los cortes fundamentales.

Teorema 2.5

Si T es un arbol generador de G, entonces todo conjunto de corte de GG puede expresarse de
manera tnica como una diferencia simétrica de conjuntos de corte fundamentales con respecto a
T.

Demostracién: Sea 9(X) un conjunto de corte cualquiera de G. Hacemos S = 9(X)NE(T). Por
el teorema anterior, necesariamente, (X ) = Aycg B v es el tnico con tales propiedades.

Q.E.D.

En el caso que G sea una grafica inconexa, se toma un bosque generador maximal y la construccién
de sus cortes fundamentales es analoga. Como los cortes fundamentales son, en particular, cortes
minimales, entonces los cortes fundamentales de G seran los cortes fundamentales de cada componente
conexa; y los teoremas que hemos probado siguen siendo véalidos para gréaficas inconexas (con sus
respectivas modificaciones). Si G tiene n aristas y ¢ componentes conexas, entonces sabemos que
sus bosques generadores maximales tienen n — ¢ aristas; luego, G tiene n — ¢ conjuntos de corte
fundamentales.

El teorema previo garantiza la unicidad de la representacion de los conjuntos de corte (lo que no
aseguraba el teorema 2.4). Ademas, el teorema que acabamos de probar nos permite caracterizar de
manera unica a las subgraficas generadoras inducidas por conjuntos de corte (andlogo al 2.5). Esta
unicidad de la que hablamos sera importante en el capitulo 3.
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Corolario 2.6

Sea GG una grafica. Una subgrafica generadora de G inducida por un conjunto de corte puede ex-
presarse de manera tinica como una diferencia simétrica de subgraficas generadoras de G inducidas
por conjuntos de corte fundamentales.

2.2. Graficas pares de G

Decimos que una grafica es par si y sélo si todos sus vértices tienen grado par. En particular, los
ciclos son gréaficas pares pues todos sus vértices tienen grado 2; asi como la grafica vacia @, cuyos
vértices tienen grado 0. Note que, si H es una subgrafica par de GG, la subgrafica generadora inducida
G[E(H)] es también par, pues sélo se estdn anadiendo vértices aislados. Entonces, en esta seccion,
basta con enfocarnos en estudiar las subgréficas pares de GG. Primero probaremos algunos resultados
que relacionan a los conjuntos de corte con las gréaficas pares.

Lema 2.2
Sean G una grafica y X C V(G). Entonces

0(X)| = > d(v) - 2|E[x]|.

veX

Demostracion: Para esta prueba haremos uso de la matriz de incidencia M. Basdndonos en
las ideas que expusimos en el capitulo anterior, sabemos que se cumple:

DD M= Y Y e (2.4)

veEX e€cE(G) e€E(G)veX

Se sabe también que Y cpq) Mve = d(v), con v € X. Asi, en particular,

Do > Mue= ) dv). (2.5)

veEX e€cE(G) veX

Por otro lado, es sencillo darse cuenta que el conjunto de aristas se puede partir de la siguiente
manera: F(G) = 9(X)U E[X]U E[X]. De aqui, dada una arista e € E(G), y de la definicién de Mg,
se tiene

1, siee€d(X)
> mye =12, si e € B[X]
veX 0, siee€ E[X]

Luego, deducimos que:

S Yme= ¥ (Sm)r X (Tm) X (Sme)

e€E(G) veX e€o(X) wveX e€E[X] wveX ecE[X] veEX
Por tanto,
>3 mue =0(X)| + 2 BLX]|. (2.6)
e€E(G)veX

Sustituyendo las ecuaciones 2.5 y 2.6 en 2.4, y realizando las operaciones adecuacada, llegamos a la
igualdad deseada: ‘8 ‘ Svex d(v) — Z‘E[X]’
Q.E.D.
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Proposicion 2.4

G es par si y solo si |0(X)| es par, para cualquier X C V(G).

Demostraciéon: Supongamos que G es par y sea X un subconjunto de vértices de G. De la
paridad de G se deduce que Y ,cx d(v) es par. Luego entonces Y, cx d(v) — Q‘E[X]’ es par y, por el

8(X)‘ también es par.

lema 2.2,
En segundo lugar, asumimos que ‘G(X )’ es par, con X cualquier subconjunto de vértices de G.

En particular, dado v € V(G),
encuentran todas las aristas que inciden en v, excepto sus posibles lazos. Si d({v}) = 0 y v no tiene
lazos, entonces su grado es cero. Si v tiene lazos, recordemos que estos se cuentan doble para el grado,
de forma que éste serfa par de todos modos. Si, ahora, d({v}) # (), como ‘8({@})‘ es par, inciden en

8({1}})’ es par. En la seccién pasada mencionamos que en d({v}) se

v un cantidad par de aristas y, si tuviera lazos, éstos se cuentan doble, de tal manera que d(v) es un
numero par. Por lo tanto, todos los vértices de G tienen grado par, i.e., G es par.
Luego, G es par si y sélo si, para todo X C V(G), |0(X)] es par.
Q.E.D.
Para la demostracion del siguiente teorema es necesario recordar que |[AAB| = |A|+|B|—2|ANB.

Teorema 2.6

Dada G una grafica, la diferencia simétrica de dos subgraficas pares de G es también una subgrafica
par de G.

Demostracion: Sean C', Cy dos subgréficas pares cualesquiera de G. Tomamos un subconjunto
X de vértices de G. Por la proposicion 2.1, es cierto que

dcyncy (X) = 0c, (X)Aacb (X)
Ademas, en virtud de la proposicion 2.4, |0c, (X)| v |0, (X)| son nimeros pares. Entonces
|0, (X) A0, (X)| = [0, (X)] + 10c,(X)] = 2[0c, (X) N Oey (X))

es también un nimero par, es decir, dc, ac, (X) tiene cardinalidad par. De nuevo por la proposicion
2.4, concluimos que C;AC5 es una subgrafica par.
Q.E.D.
Utilizando el Principio de Induccién, es claro que el teorema anterior puede generalizarse a cual-
quier cantidad arbitraria de subgraficas pares.

2.2.1. Los ciclos de G

Por simplicidad, a partir de aqui, cuando digamos ciclos ajenos nos referiremos a ciclos ajenos
por aristas. También introducimos un nuevo concepto: una descomposicion de una grafica G es una
familia F de subgraficas ajenas por aristas tales que:

U E(F) = E(G).

FeF

En [3, 15, 6, 2] se mencionar que a principios del siglo XX, Oswald Veblen (1880 - 1960) caracterizd
las graficas pares como aquellas que pueden ser descompuestas en ciclos ajenos. A continuacion
presentamos dicho resultado y su justificacion.
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Teorema 2.7 (Teorema de Veblen)

Una grafica G es par si y solo si G se descompone en ciclos ajenos.

Demostracion: Probemos la necesidad por induccién fuerte, sobre el niimero m de aristas de G.

Paso base: m = 0. Entonces G no tiene aristas, i.e., es una gréfica vacia (que es par) y se descom-
pone en una familia vacia de ciclos.

Hipotesis de induccién: Supongamos que, para cualquier grafica par H con q aristas y ¢ < m, H
admite una descomposicion en ciclos ajenos.

Paso inductivo: Sea G una grafica par con m aristas. Tomamos F' la subgrafica de GG inducida
por sus vértices de grado positivo (en otras palabras, ignoramos, de momento, los posibles vértices
aislados de G). Dado un vértice v € V(F), por la paridad de G, sabemos que dr(v) > 2; vy, por el
teorema 1.1, necesariamente I’ contiene un ciclo, digamos C. Es claro también que C' esta contenido
en G.

Consideramos a H = G \ E(C). Verifiquemos que esta grafica, en efecto, es par. Tomamos v un
vértice cualquiera de H. Como V(H) = V(G), entonces v € V(G). Si es un vértice aislado, entonces
su grado es par. Si no es aislado, entonces hay dos posibilidades: que v sea parte del ciclo C' o no.
Si v € V(C), significa que hay dos aristas de C' que inciden en él. Entonces, en H, se remueven
tales aristas, disminuyendo en dos el grado de v (conservando asi la paridad). Si v ¢ V(C'), su grado
permanece invariante en H. En cualquier caso, debido a que G es par, el grado de v es un nimero
par.

Podemos resumir las ideas anteriores en la siguiente ecuacion:

0, si dg(v) =0
dg(v) = da(v) —2, siveV(C).
dg(v), sivé¢V(C)

Por lo tanto, H es una grafica par con menos aristas que . Gracias a la hipdtesis de induccion
sabemos que H se descompone en una familia I' de ciclos ajenos, es decir:

E(H) = J E().

~yel

Dada la igualdad anterior, y como H = G\ E(C'), entonces C' es un ciclo ajeno respecto a los
ciclos que pertenecen a I'. Por lo tanto,

E(G) = E(H)UE(C) = (|J E(7)) UE(C).

vyerl’

Por consiguiente, G se descompone en la familia de ciclos ajenos I'U {C'}. Por induccién, concluimos
que cualquier grafica par puede ser descompuesta en ciclos ajenos.

Probaremos ahora la suficiencia. Supongamos que G admite una descomposicion en ciclos, es
decir, que existen vy, ..., 7, ciclos ajenos contenidos en G tales que

q

U E(n) = E(G).

=1

Sea v un vértice cualquiera de G. Si v es aislado, o sea dg(v) = 0, entonces tiene grado par. Si
dg(v) # 0, significa que hay al menos otro vértice u adyacente a v. Supongamos que a es la arista
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cuyos extremos son u y v. Como a € UL, E(v;), existe un ciclo 7; tal que a € E(v;), esto es, que
v es un vértice del ciclo v;, lo cual implica que existe otro vértice w (éste puede ser el mismo v o,
incluso, u) adyacente a v. En resumen, por cada ciclo al que pertenezca v otros dos vértices (no
necesariamente distintos) son adyacentes a v, de donde d, (v) = 2.

Por otro lado, es facil observar que el grado de cada vértice de G es la suma de los grados de ese
mismo vértice respecto a cada subgrafica de la descomposicion. Luego, suponiendo que v es vértice
de p ciclos (digamos vj,,...,7;,) en la descomposicién, el parrafo anterior nos permite afirmar que

p p

da(v) =Y dy, (v) = 2=2p.

i=1 i=1
Asi, el grado de todo vértice de G es el doble del niimero de ciclos a los que pertenece y, en
consecuencia, G es una grafica par.
Por lo tanto, G es par si y s6lo si G se descompone en ciclos ajenos.
Q.E.D.
En el Teorema de Veblen, la descomposicion en ciclos ajenos puede interpretarse como una dife-
rencia simétrica de ciclos ajenos por aristas. Ain méas, podemos generalizarlo en el siguiente corolario:

Corolario 2.7

Dada una grafica G, toda subgrafica generadora de G es par si y sélo si es una diferencia simétrica
de subgraficas generadoras inducidas por ciclos ajenos de G.

Ejemplo 2.7
- v |v vy | U1 v U v
4e . O=H OV | P Q2 V10 2
Us Us w Us
O O
O O O O O
U4 U3 | U4 U3 Vg U3 | V4 U3
v s |
Us,
Uy U3

vy Ug | 1

U4 (]

Fig. 2.11

En la figura 2.11 se encuentran todas las subgraficas pares de la grafica W, y hemos resaltado
sus respectivas aristas. El lector podra darse cuenta cémo cada subgrafica par de Wy o es un ciclo
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o puede ser descompuesto en ciclos ajenos.

2.2.2. Ciclos fundamentales

Los ciclos estan especialmente relacionados con los complementos de arboles generadores, como
veremos a continuacion.

Proposicién 2.5

Sean una subgrafica generadora par H de GG, distinta de la subgrafica vacia &, y un arbol generador
T. Entonces HNT # @.

Demostracién: Para llegar a una contradiccién, supongamos que H N'T = &, entonces
E(H)NE(T) = 0. Luego, E(H) C E(T) y, de este modo, H es una subgrafica de T

Por el corolario del teorema de Veblen, H se descompone en subgraficas generadoras inducidas
por los ciclos de GG. Entonces T contiene estos ciclos. Sin embargo, esto es una contradiccion pues T’
es un arbol. Por tanto, CN'T # @.

Q.E.D.

De este resultado se desprende que la tinica subgrafica par contenida en 7' es la subgrafica vacia
@. Ahora tomemos una arista ¢ cualquiera de T y supongamos que x y ¥y son sus extremos. De la
proposicion 1.1, sabemos que hay una unica trayectoria P, contenida en T', que une a x y a .

Por tanto, la grafica T+ ¢ contiene al ciclo formado por la trayectoria P y la arista ¢, llamado ciclo
fundamental de G con respecto a T y a c. Téngase en cuenta que diferentes arboles generadores deter-
minan ciclos fundamentales distintos. Cuando esté implicito el arbol con el que estemos trabajando,
escribiremos como %, a la subgrafica generadora inducida por el ciclo fundamental con respecto a ¢
(y, por comodidad, esta subgrafica también serd llamada ciclo fundamental). Si G es inconexa, sus
ciclos fundamentales, con respecto a algiin bosque generador maximal, son los ciclos fundamentales
de cada componente conexa.

Sabemos que hay m —n+ 1 aristas en T, entonces G debe contener m —n + 1 ciclos fundamentales
con respecto a T'. Por 1ltimo, si GG tiene ¢ componentes conexas y, puesto que hay m — n + ¢ aristas
en el complemento de cualquier bosque generador maximal, necesariamente G tiene m — n + ¢ ciclos
fundamentales.

De forma analoga al comportamiento de los cortes fundamentales, la diferencia simétrica de dos
ciclos fundamentales es una grafica par (por el teorema 2.6). Ademds, por construccion, es claro que
E(6.)NE(T) = {c} y que %, es una subgrafica de T+ c. De hecho, el siguiente teorema hace uso de
estas dos observaciones.

Lema 2.3

Sean S una subgrafica generadora de una grafica G y T un coarbol de G. Supongamos que S es
una subgréfica de T y consideremos
H= A %.

ceE(S)

Entonces H es una subgrafica par. Ademds, H T = S y H es la tinica subgréfica par de G con
esta propiedad.




Grdficas pares de G 43

Demostracion: Que H sea par se da por el teorema 2.6. Por otro lado, nétese que

HNT=( A $)NT
cEE(S)

= A (¢.NT)
ceE(S)

ZG[ A c}
cEE(S)

=5

Ademds, si hubiese otra subgréfica par H' tal que H'NT = S, entonces (HAH')NT = @. Esto, como
se mencioné previamente, implica que HAH' estd contenida T'. Pero eso significa que HAH' = & v,
por tanto, H = H'. Luego, H es unica. Q.E.D.

Hallamos en el lema previo hay una garantia de unicidad en la representacion de las subgraficas
pares (y esto no lo aseguraba el Teorema de Veblen). Esta unicidad también serd importante en el
capitulo 3. Podemos generalizar lo anterior (en términos de subgraficas generadoras):

Teorema 2.8

Sean G una grafica y T' un arbol generador.Entonces toda subgréafica par de G puede expresarse
de manera tinica como una diferencia simétrica de subgraficas generadoras inducidas por los ciclos
fundamentales con respecto a T’

Demostracién: Sea H una subgrafica par cualquiera de G. Hacemos S = H NT. Por el lema
anterior, necesariamente, H = A cp(g) €. y es el tnico con tales propiedades.
Q.E.D.

Ejemplo 2.8

Recuérdese el ejemplo 2.6 y el arbol generador T' que habfamos escogido para W, (que vemos
remarcado en el inciso (a) de la imagen 2.12). En el inciso (b) mostramos dos ciclos fundamentales,
uno respecto a la arista h y el otro respecto a b.

©
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2.3. Relacién entre los conjuntos de corte y las graficas pares

Sea (G una grafica y tomemos un ciclo C' de G y un vértice u € V(G). Es sencillo convencerse
de que d(u) N E(C) solo tiene dos posibilidades: ser vacio o tener dos aristas como tnicos elementos.
En efecto, si u no esta en el ciclo C, no hay aristas en d(u) N E(C); y si u es parte del ciclo C,
forzosamente dos aristas de d(u) estan en C (si hubiera méas, C' ya no seria un ciclo). En ambos casos,
tal interseccion es de cardinalidad par. De hecho, generalizamos estas observaciones en el siguiente
teorema.

Teorema 2.9

En cualquier grafica, toda subgrafica par y todo conjunto de corte, tienen en comin una cantidad
par de aristas.

Demostracién: Sean GG una grafica y 9(X) un conjunto de corte cualquiera, con X C V(G). Si
este corte es vacio, el teorema se cumple.

Supongamos que 9(X) # (). Probemos el teorema primero para ciclos y luego para gréficas pares
en general. Recordemos que G\ 9(X) = G[X]| U G[X].

Sea C un ciclo de G. Si este ciclo estd completamente contenido en G[X] ¢ G[X], también el
teorema se cumple pues E(C) N9(X) = ().

La otra posibilidad es que F(C) N 9(X) # 0. Si ésto ocurre, significa que existe una arista con
un extremo en X y otro en X. De tal manera que, partiendo del extremo en X, el ciclo atraviesa la
grafica hasta regresar al vértice donde empezé. Entonces C' cruza de X a X las mismas veces que
cruza de X a X. Por tanto, en ambos casos, |C' N J(X)| es un niimero par .

Ahora, sea H una gréafica par. Gracias al teorema teorema de Veblen, sabemos que existen
C1,...,C ciclos ajenos tales que U?Zl C; = H. Entonces

[E(H) no(X)| = [(

-

E(C5)) N o(X))]

<
Il
—

(E(C;) no(X))]-

I
=

<
Il
-

Como los ciclos C; son ajenos, también las intersecciones E(C;) N 9(X). Luego,

k

[ UE(G) nda(x)| =3 1B(C;) NoX)].

j=1

Ya argumentamos al principio de esta prueba que los sumandos |E(C;) N 9(X)| son pares, por lo
tanto, su suma es par. Dado que Y5_, |[E(C;) N O(X)| = |E(H) N 9(X)|, entonces |E(H) N (X)) es
par, es decir, hay una cantidad par de aristas en E(H) N 9(X).
Q.E.D.
.Hay conjuntos de corte que son graficas pares también? ;O son conceptos mutuamente exclu-
yentes? La respuesta es afirmativa: hay graficas pares que, al mismo tiempo, son conjuntos de corte,
como vemos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.9

Consideremos a Ky, la grafica completa de cuatro vértices (inciso (a) de la figura 2.13). Es
evidente que contiene al ciclo Cy, cuyas aristas son {a,b, c,d}. Si observamos atentamente, uno
puede darse cuenta que d{uy,uz} = E(Cy).

O({u1, us})

2.4. Cortes y ciclos en digraficas

La teorfa de digraficas tiene una amplia literatura, como puede verificarse en [1]. Sin embargo, en
esta tesis realmente lo que nos interesa son las graficas subyacentes de las digraficas. Concretamente,
nos enfocaremos en sus cortes y sus graficas pares y, desde luego, en los elementos minimales de estas
clases de subgraficas. Por estas razones, solo introducimos los conceptos necesarios para tal proposito.

Las digréficas son de interés pues, como se vera en el proximo capitulo, permiten asociarles espacios
vectoriales sobre los niimeros reales (lo cual no seria posible si no tuvieran direccion los arcos).

2.4.1. Conjuntos de corte de D

Sean X CV y Y C V. Al conjunto de arcos cuyas colas estén en X y cabezas en Y se le denota
como A[X,Y].SiY = X, 07(X) := A[X, X] es el excorte de D asociado a X. Similarmente, el incorte

asociado a X es el conjunto 07 (X) := A[X, X].

Finalmente el conjunto de corte de D asociado a X es la unién del excorte y el incorte respectivo,
es decir, (X) := 07(X) U 0 (X). Es sencillo observar que 07(X) = 907 (X). En la figura 2.14
mostramos un excorte y un incorte de la digrafica del inciso (a), con X = {ua, us, us}.

Podemos utilizar esta nueva notacién para reescribir la definiciéon de conexidad fuerte que dimos
en un principio. En efecto, D es fuertemente coneza si 'y solo si, para todo X C V(D), 07(X) # 0.

Asimismo, recordando la definicién de la matriz de incidencia Mp = [m,,], podemos ahora esta-

blecer que:
I, a€dt(v)
Mye = 4§ —1, a €0 (v) (2.7)
0, en otro caso.
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Uy
Uyg

Uz

Fig. 2.14

Si G := G(D) es la grafica subyacente de D, observamos también que los elementos en Jg(X) son
los mismos que en dp(X) pero sin considerar direcciones. De aqui que un conjunto de aristas es un
corte en G si y solo si el correspondiente conjunto de arcos es un corte en D.

Lo anterior nos abre paso para definir cortes minimales en digraficas. Asi, un conjunto de corte
Op(X) es minimal en D si y s6lo si 0g(X) es un corte minimal en G. También diremos que un
conjunto de corte es dirigido si 9(X) = 07 (X), o sea, 9~ (X) = 0.

Observemos que en cualquier corte dirigido, los cortes minimales que contiene también deben ser
dirigidos. Apoyémonos de la figura 2.15. Si 9(X) = 07 (X), cualquier 9(Y) C 97 (X) es de la forma
AY)=AXNY,XNY|JUAXNY,XNY].

Por otro lado, si B es un corte minimal contenido en 9(X), podemos tomar a Y~ como el conjunto
de colas de los arcos de B (pensando en B C A(D)) y, por lo tanto, d(Y') = B. Lo anterior es posible
porque los arcos de B tiene una sola direccién (al ser elementos de 9(X)). Sin embargo, por cémo se
construyé Y, en realidad Y C X y, en consecuencia, X NY = (-

Entonces (Y) = A[XNY, XNY]=09"(Y). Por lo que todo corte minimal contenido en un corte
dirigido debe ser, a su vez, dirigido.

X X X X
_—
Y Y
v N |y
" (X) oY)
Fig. 2.15

2.4.2. Los ciclos de D

Sea C' un ciclo de D, con vértices V' = {uy,...,u,} y arcos A = {ay,...,a,}. Dependiendo
del diagrama con el que representemos al ciclo, es sencillo convencerse que puede ser recorrido (o
atravesado) en dos sentidos: a favor de las manecillas del reloj (representado con el simbolo ©) o en
contra de las manecillas del reloj (cuyo simbolo asociado es (V). Dicho formalment, podemos asociar a
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C' dos posibles circuitos distintos: 'y, = ujajus . .. upan,ur y I'o = uia,uy, . . . usauq, suponiendo que
los vértices y arcos han sido etiquetados en orden.

No necesariamente u;_; domina a u; (en I';)), ni tampoco siempre se cumple que u; domina a u; 4
(en I'). Los arcos a; de I, para los cuales si se da que t(a;) = u;—1 y h(a;) = u; se llaman arcos hacia
adelante (Forward arcs, en inglés); y aquellos tales que t(a;) = u; y h(a;) = w;—1 son arcos hacia atrds
(Reverse arcs, en inglés). Los arcos hacia adelante y atras de I' s son definidos andlogamente.

Los conjuntos de arcos hacia adelante y hacia atras de I';, inducen dos subdigraficas del ciclo C,
denotados, respectivamente, por C; y C7. De manera similar, I'+ induce CF y C7. Puede verificarse
que Cf =C5y O =CY
Ejemplo 2.10

En la imagen 2.16 mostramos un ciclo de nueve vértices y, para representar el sentido escogido,
dentro de €l colocamos el simbolo O. Asimismo, resaltamos los arcos hacia adelante C; y los arcos
hacia atras C.

Uy U
ay ay
U9 5] () Oug
O

as
2 ag

U3 | g Oug

as

u
uy U4 17O ‘
a4

¢

Sea cual sea el sentido que escojamos, es evidente que C' = CT U C~. Aln més, si para algin
sentido se tiene que C' = C'*, entonces C' es un ciclo dirigido. De hecho, se dice que una digréfica es
Digrdfica! aciclicaaciclica si no contiene ciclos dirigidos. Por ejemplo, la digrafica de la figura 2.17 es
aciclica pues, aunque ella misma sea un ciclo, no es un ciclo dirigido. Una de sus propiedades mas
importantes que toda digrdfica aciclica tiene, al menos, una fuente y un pozo.

Fig. 2.17
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Espacios vectoriales

EMOS llegado a la parte central de esta tesis. En el capitulo anterior definimos
y describimos las propiedades de los conjuntos de corte y las subgraficas pares
de una grafica G. El lector observador podra haberse dado cuenta que la
operacion diferencia simétrica /\ jugd un papel fundamental. En este capitulo
estaremos dedicados a describir los diferentes espacios vectoriales asociados a
las graficas y digréaficas. Posteriormente, estudiaremos sus relaciones con sus
matrices de incidencia.

3.1. Espacios en graficas

A menos que se mencione lo contrario, en esta seccién supondremos que GG es una grafica conexa
con n vértices y m aristas, de tal manera que V(G) = {uy,...,u,} y A(G) ={e1,...,en}.

3.1.1. Espacio de aristas £(G)

Denotaremos por £(G) al conjunto de subgraficas generadoras de G. Es muy sencillo verificar que
la operacion A es cerrada en £(G). En efecto, dadas Fi, Fy € E(G), se tiene que Fy A Fy € E(G),
pues E(F)AE(F,) C E(G) y los vértices de G se mantienen invariantes. Nétese que la subgréfica &
funciona como elemento neutro de A.

Podemos también definir un producto interior en £(G) bajo el campo GF(2). Dados A € GF(2)
y H una subgrafica generadora de GG, consideramos el producto escalar - dado por:

H =1
/\'H_{Q, A=0.

Debido a la naturaleza y propiedades de la diferencia simétrica A\, es muy facil darse cuenta que

la terna <8(G), A, ) es un espacio vectorial sobre el campo GF(2). Es por esto que a £(G) se le
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conoce como el espacio de aristas de G.
Las subgraficas generadoras inducidas G[{e;}] (es decir, tomamos cada arista de G como una

1=1,... ,m} es un conjunto

subgréfica generadora) forman una base de £(G). En efecto, {G [{ei}]
generador pues, para toda H € £(G),
H= A G[{e}].
e€cE(H)
Ademas, es linealmente independiente debido a que \G[{ei}]A - AN, G[{en}] = @ si y sdlo si,
para todai =1,...,m, \; = 0,porque & no tiene aristas. Por lo tanto, { G[{e;}]|i = 1,...,m; es una

base de £(G).

De lo anterior, concluimos que dim(€(G)) = m. Una consecuencia de conocer una base de £(G)
y su dimension es que podemos saber el niimero total de elementos en el espacio de aristas. Ya que
nuestro campo GF(2) es finito y consta de dos elementos (el 0 y el 1), tomar combinaciones lineales
de la base es equivalente a tomar subconjuntos de ésta.

. Cuéntos subconjuntos de {G[{el}}, e G[{em}]} hay? De la Combinatoria se sabe que existen

2™ subconjuntos de un conjunto de m elementos. Asi, sencillamente, deducimos que |E(G)| = 2™.

Oul U1 U1 Ou1
€1 €2
/ -
e 9 7

Ejemplo 3.1

Uus U2 us U us Uz us
Oul U1 Uy Uy
el €2 €1 €1
€3
U2 €4 us (5] us U2 us U2 €4 us
U1 U1 Oul U1
€2 €9 el €2
€3 €3
O——0 O, O
(%] us (%] €4 U3 U2 €4 us U2 us

U1 ui Ui

el €2 €1 €2
€3 €3

€4 Tuy | owy G4 Tug w64 Ty

Fig. 3.1. Espacio de aristas
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Uy
()

€1 €9

€4

U2 us

Fig. 3.2

Consideremos la grafica de la figura 3.2, la cual consta de cuatro aristas. En la imagen 3.1
desglosamos su espacio de aristas. Nétese que hay 2* = 16 subgraficas generadoras.

¢

3.1.2. Espacio de conjunto de cortes B(G)

A la coleccién de las subgraficas generadoras inducidas por los conjuntos de corte de G se le denota
por B(G). Asi, B(G) C £(G). De hecho, B(G) argumentaremos por qué éste resulta ser un subespacio
vectorial de £(G).

Si recordamos el corolario 2.2, su principal consecuencia es que la diferencia simétrica subgraficas
generadoras inducidas por conjuntos de corte es también un conjunto de corte, esto es, que B(G) es
cerrado bajo la diferencia simétrica /\:

Teorema 3.1

Si Fy, Fy € B(G), entonces F1AFy € B(G).

Dado que @ es un corte y B(G) es trivialmente cerrado bajo el producto escalar, se sigue que
B(G) es un subespacio de £(G) y recibe el nombre de espacio de cortes de G. En la figura 2.5 estd
desglosado el espacio de cortes de la grafica Wj.

Asimismo, el corolario 2.5 también puede formularse en términos propios del Algebra Lineal:

Teorema 3.2

Los conjuntos de corte minimales generan al subespacio B(G).

Ademaés de los cortes minimales, existe otro conjunto de cortes que genera a B(G) y que nos
serd de mucha ayuda més adelante. Observemos que cualquier X C V(@) puede expresarse como
diferencia simétrica de sus elementos, es decir, X = A, cx{u}. Por tanto, debido al corolario 2.1, el
conjunto de corte asociado a X puede expresarse asi:

a(X) = & o({u)).

Lo anterior da lugar al siguiente resultado:
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Proposicion 3.1

La coleccién de subgréficas generadoras inducidas por los cortes de la forma 0(u), con u € V(QG),
es un conjunto generador del subespacio B(G).

Ya hemos construido conjuntos generadores. ;Qué conjunto de cortes resulta ser una base para el
espacio B(G)? Traigamos a la memoria los cortes fundamentales de G.

Dado T un arbol generador de G, el teorema 2.5 implica que las subgraficas generadoras inducidas
por los cortes fundamentales de G determinan un conjunto generador. Atin mas, afirmamos que son
linealmente independientes. Tomemos una combinacién lineal cualquiera de @, es decir, supongamos
que

AN NGB = 2,
beE(T)

con A\, € GF(2). Tomando S C T con E(S) :={b € E(T)|\, # 0}, tenemos

N NGB = A NGB = 2.
beE(T) beE(S)
Por el lema 2.1, () es el tnico corte tal que @ N E(T) = E(S). Luego, E(S) = ) y, en consecuencia,
Ay = 0, para toda b € E(T). Por consiguiente, {G[e%’b] € B(G)‘ be E(T)} es un conjunto linealmente

independiente. Ya que este mismo conjunto es generador, necesariamente es una base. Tal hecho lo
dejamos plasmado como un teorema.

Teorema 3.3

La coleccion de las subgraficas generadoras inducias por los conjuntos de corte fundamentales
respecto a un arbol T' es una base para B(G).

Sabemos que hay n — 1 cortes fundamentales asociados a algtin arbol generador de G, asi que el
teorema anterior nos permite deducir que dim(B(G)) =n — 1.

;Qué sucede si G no es conexa? Supongamos que G = Jj_; Fj (esta unién es ajena), con F,. .., F,
sus componentes conexas. Para cada i € {1,...,c}, definimos F; como la subgrafica generadora de G
inducida por las aristas de Fj, es decir,

7= G|E(R)|

Entonces G' = Jj_; F; (esta unién sélo es ajena por aristas). Con base en los razonamientos que
hicimos en el capitulo pasado, ya sabemos que toda subgrafica generadora inducida por un corte de F;
es una subgrafica generadora inducida por un corte de G. Por lo que B(F;) C B(G). Las subgraficas
generadoras inducidas por cortes en B(F;) corresponden a las subgraficas generadoras inducidas por
los cortes en B(Fj). Luego, dim(B(F;)) = dim(B(F;)) = |V (F;)| — 1.

Ademas, todo subgrafica generadora inducida por corte de G es una diferencia simétrica de
subgraficas generadoras inducidas por cortes de cada subgrafica Fj; y también es sencillo ver que
& es la unica subgrafica generadora inducida por un conjunto de corte que tienen en comun las
subgraficas F;.

Las ideas anteriores nos permiten asegurar que B(G) es suma directa de los subespacios B(F;)
(correspondientes a sus componentes conexas), es decir, B(G) = B(Fy) @ - - - & B(F.).
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Luego entonces,

dim(B Z dim(B

—Z|V ) =1)

Concluimos, finalmente, con un teorema:
Teorema 3.4

En toda gréfica G, la dimension de su espacio de cortes B(G) es n — ¢(G). Ain mds, la cantidad
de conjuntos de corte en dicho espacio es 2"~ &).

3.1.3. Espacio de ciclos C(G)

El conjunto C(G) C E(G) es la coleccion de las subgraficas generadoras pares y es el segundo
subespacio vectorial de £(G) a considerar.

El teorema 2.6 implica que C(G) es cerrado bajo diferencias simétricas. Como & es una subgréfica
par y C(G) es trivialmente cerrado bajo el producto escalar, tenemos que C(G) es un subespacio de
E(Q) y recibe el nombre de espacio de ciclos de G. En la figura 2.11 estd desglosado el espacio de
ciclos de Wj.

Teorema 3.5

La diferencia simétrica de dos subgraficas pares es, a su vez, una subgrafica par, es decir, si
C1,Cy € C(G), entonces C1ACy € C(G)

Por otro lado, el corolario 2.7 proporciona un conjunto generador para el espacio de ciclos:
Teorema 3.6

La coleccion de ciclos de G genera al subespacio C(G).

Como el lector seguramente estard pensando, basandonos en el teorema 2.8, la colecciéon de ciclos
fundamentales es una base de C(G) y lo probamos en seguida.

Teorema 3.7

El conjunto de ciclos fundamentales respecto a un arbol generador T' es una base para C(G).

Demostracién: Sean T un &rbol generador de Gy {%. € C(G)|c € E(T)} el conjunto de
sus respectivos ciclos fundamentales. El corolario 2.8 implica que los ciclos fundamentales respecto
a T conforman un conjunto generador de C(G). Veamos ahora que dicho conjunto es linealmente
independiente.

Supongamos que

A )\c(gc =,
c€EE(T)
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con A\, € GF(2). Tomando S C T con E(S) := {c € E(T)|)\. # 0}, tenemos

AN NC.= AN NC. =0.

c€E(T) c€E(S)

Por la proposicién 2.3, @ es la tnica subgrafica tal que @NT = S. Luego, S = @ y, en consecuencia,
Ae = 0, para toda ¢ € E(T). Por consiguiente, {%, € C(G)|c € E(T)} es un conjunto linealmente
independiente.

Al ser linealmente independiente y generador, el conjunto de ciclos fundamentales es una base de
C(G)

Q.E.D.

Sabemos que hay m —n + 1 ciclos fundamentales asociados a algin arbol generador de G, asi que
el teorema anterior nos permite deducir que dim(C(G)) =m —n + 1.

i Qué sucede si G no es conexa? Suponiendo que G = Uj_; Fj, con Fi, ..., F. sus componentes
conexas; los mismos razonamientos que hicimos antes nos permiten considerar al subespacio
C(F;) CC(G). Ya que @ es la tnica subgrafica generadora par que tienen en comun los subespacios
C(F;) y que toda grafica par es union ajena de ciclos, entonces C(G) de los subespacios C(F;), es
decir,

C(G)=C(F) @ - ®C(Fo).

Como lo elementos de C(F;) corresponden a los de C(Fj;), entonces
dim(C(F;)) = dim(C(F)) = [E(Fy)| — [V(F)| + 1.

Luego entonces,

dim(C Zdlm
= 2B - IV(E) +1
= 3 IB(E) - LIV + 301

=m-—-n-+c.

Concluyendo asi con el siguiente resultado.

Teorema 3.8

En toda grifica G, la dimensién de su espacio de ciclos C(G) es m — n + ¢(G). Aun mas, la
cantidad de gréficas pares en dicho espacio es 2™~ "+¢(G),

3.2. Vectores de incidencia

En el capitulo 1 comentamos que si V' es un espacio vectorial sobre un campo F de dimension n,
entonces V' es isomorfo al espacio F". Ahora aplicaremos esta idea a los espacios que hemos definido
en las secciones anteriores.
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Sabemos que el espacio de aristas £(G) es de dimension m sobre el campo GF'(2). Se sigue entonces
que E(Q) es isomorfo a (GF(2))™.

Una forma inmediata de identificar a £(G) con (GF(2))™ se describe a continuacién. Tomando
H € £(G), la funcion de incidencia de H es la funcién caracteristica de E(H),

dada por:

1, sie€ E(H)
xu(e) = {07 si e ¢ E(H).

Como el conjunto de aristas de G ya estd ordenado, es decir, que E(G) = {ey,...,en}, las
funciones de incidencia pueden escribirse como vectores. En efecto, dada H € £(G), identificamos la
funcién de incidencia de H, con el vector x3 := (xu(e1),...,xu(em)) € (GF(2))™ y lo llamamos
vector de incidencia de H.

Podemos definir ahora una funciéon que hace corresponder cada subgrafica generadora con su
respectivo vector de incidencia, a saber, la funcién ®: £(G) — (GF(2))™ tal que, para cada H € £(G),
®(H) = xpy. Entonces ® es un isomorfismo entre £(G) y el espacio (GF(2))™. En la imagen 3.3
mostramos (de forma simbodlica) los vectores de incidencia de algunas subgraficas de la grafica de la
figura 3.2.

Uy
0
e 1
@ €3 o 1
1
Us €4 Uus
Uy
1
& o0
@ €3 o 1
0
U U3
Fig. 3.3

Como el isomorfismo ® preserva las operaciones entre los espacios vectoriales correspondientes,
la diferencia simétrica A en £(G) es equivalente a la operacion @ en (GF(2))™ (que describimos en
el capitulo 1), es decir,

®(H\AHy) = P®(Hy) © P(H>).

La conclusion mas importante de esta discusion es que cada subgrafica de G “se codifica” en un vector
binario. Todo vector de ceros y unos puede “traducirse” en una subgrafica generadora de (G, cuyas
aristas corresponderan a las entradas del vector que son iguales a 1. El siguiente teorema resume lo
dicho hasta aqui.
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Teorema 3.9

Sea G una gréfica cualquiera. Para cualesquiera Hy, Hy € £(G), se cumple que

XH1AH2 = XH1 @ XHQ'

Ejemplo 3.2

[lustramos lo comentado lineas arriba considerando de nuevo la grafica G de la figura 3.2. En
esta ocasion, en la imagen 3.4 aplicamos la operacion A a las dos subgraficas de la figura 3.3 y
también sumamos sus respectivos vectores de incidencia. Puede notarse que la diferencia simétrica
en £(G) es equivalente a la operacion @ en (GF(2))™

Uy U1 U
€3 €3 T
€
Uy €4 u3 Uy Us U 4 U3

¢

Naturalmente, los conjuntos de corte y las subgraficas pares también se traducen en vectores bina-
rios. Los espacios ?(G) = ®[E(G)], E(G) = ®[B(G)] y ?(G) := ®[C(G)] son conocidos también

como los espacios de aristas, de cortes 'y de ciclos en si, respectivamente (aunque, formalmente, es un

abuso de la nomenclatura que utilizamos en esta tesis). Note que B (G) es isomorfo a (GF(2))"~%)
y a B(G); mientras que ?(G) es isomorfo a (GF(2))™ "+ C(@G).

Una ventaja que nos proporcionan los vectores de incidencia es la posibilidad de definir un producto
interior en £(G), utilizando el ya existente en (GF'(2))™. Asi, dadas H y F subgréficas generadoras
cualesquiera de GG, definimos el producto interior de H y F' como:

(H,F) = (Xu, Xr) ZXH i) xr(e;) (mod 2).

Cabe recordar que este producto interno es degenerado pues, claramente, si una subgrafica H # &
tiene una cantidad par de aristas, entonces (H, H) = 0.

Respecto a la paridad, ésta nos brinda una nociéon de ortogonalidad. Recordando el teorema 2.9,
sabemos que todo elemento de B(G) y C(G) coinciden en un nimero par de aristas. Esto, a la luz de
nuestro nuevo producto interno, puede reescribirse asi:
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Teorema 3.10

Todo conjunto de corte de G es ortogonal a cualquier subgrafica par de G.

Gracias a los conceptos de algebra lineal desglosados en el primer capitulo, y con apoyo de este
ultimo teorema, concluimos que B(G) y C(G) son complementos ortogonales. Es decir:

B(G)=(C(G)" v C(G)=(B@G)"

Sin embargo, a pesar de ser complementos ortogonales, no siempre sucede que £(G) = B(G)@C(G),
pues hay graficas que tienen subgraficas no vacias que son, al mismo tiempo, conjuntos de corte y
graficas pares (subgraficas ortogonales consigo mismas); en otras palabras, existen graficas tales que
B(G)NC(G) # {2}. Vimos en el ejemplo 2.9 que K, es una grafica con tales caracteristicas.

3.3. La matriz de incidencia de G

Cuando se introdujo la matriz de incidencia en el capitulo 1, se hizo considerando sus entradas en
el campo de los ntimero reales R.

No obstante, si tomamos M := Mg en M, x,,(GF(2)) surgen propiedades bastante interesantes
que se relacionan con los espacios vectoriales que hemos estudiado a lo largo de este capitulo. En esta
seccion cada vez que mencionemos a la matriz de incidencia, lo haremos pensando que sus entradas
estdan en GF(2). Igualmente, recordemos que los vértices y las aristas de G ya estan ordenados, es
decir, que V(G) ={uy,...,u,} y E(G) ={e1,...,em}

Una primera observacion tiene que ver con lo que sucede si una gréafica tiene lazos. Cuando
M € M,.m(R), recordemos que se colocaba un “2” en la entrada del renglén y la columna que
corresponden al vértice y al lazo respectivamente. Al cambiar de campo, ese “2” se vuelve un “0”.
Entonces las columnas de M que representan los lazos de GG son columnas cuyas entradas son todas
cero.

Eemplo 3.3
En la figura 3.5 mostramos la matriz de incidencia (jpero en GF(2)!) de la misma grafica de
la imagen 1.9.
b
(5] a @
Q Yo a b ¢ d e f
uy |1 0 0 0 1 1
e 7 c w1l 0 1 0 0 O
ug |0 0 1 1 0 1
\ o) u [0 0 0 1 1 O
U4 d us
(a) (b)
Fig. 3.5
¢
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Para simplificar nuestra notacién, si B es un conjunto de corte de GG, entonces denotamos por x p
al vector de incidencia de G[B], la subgréfica generadora inducida por B; y diremos, simplemente,
que X p es el vector de incidencia del conjunto de corte B. En otro términos:

XB = Xa[B]

Por otro lado, es facil notar que cada renglon de M es el vector de incidencia del conjunto de
corte asociado al vértice correspondiente a dicho renglén. Es decir:

_st‘(un)_

En virtud de la proposicién 3.1, junto con el teorema 3.9, deducimos que:

R(M) = span({Xa(uy:-- - Xotuy}) = B(G).

Esta igualdad la establecemos en el siguiente teorema.
Teorema 3.11

El espacio generado por los renglones de M es g(G)

Ya sabemos que Ker(M) = (R(M))+. Pero R(IM))*+ = (Z_S’)(G'))l y, ademas, ?(G) = (g(G))L
Entonces Ker(M) = C (G). Tenemos, pues, el corolario siguiente.

Corolario 3.1

El espacio nulo de M es ?(G)

3.3.1. Rango y nulidad de Mg

Con la informacion obtenida de estas tltimas proposiciones ya podemos conocer el rango de M y
su nulidad. Gracias al capitulo 1, se sabe que el rango de la matriz de incidencia es la dimension del
espacio generado por los renglones (o columnas también), es decir, rank(M) = dim(R(M)). Pero el
espacio generado por los renglones es el espacio de cortes, cuya dimensién es n — ¢ (por el teorema
3.4). Luego, haciendo ¢ := ¢(G),

rank(M) = dim(R(M)) = dim(B(G)) =n — c.
Asimismo, con base en el teorema 3.8, podemos deducir que
null(M) = dim(Ker(M)) = dim(C(G)) =m —n +c.

Obtenemos asi lo siguiente.
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Teorema 3.12

En GF(2) se cumple que el rango de M es n — ¢ y su nulidad es m —n + c.

Definimos el rango de G como el nimero p(G) := rank(M) = n — ¢ y la nulidad de G como
w(G) == null(M) =m —n+c.

3.3.2. Matrices reducidas

Otra caracteristica relevante de M es que la suma de todos sus renglones es igual al vector 0. En
efecto, por el teorema 3.9, tenemos:

D xow) = Xoev ) = Xz = 0.
=1

También uno podria darse cuenta de esto notando que como s6lo hay dos “1” en cada columna
(o ninguno si la arista asociada a la columna es un lazo) se obtiene otra vez la igualdad deseada ya
que, en GF(2),1+1=0.

Supongamos que G es conexa con n vértices. Como la combinacién lineal anterior no es trivial,
entonces podemos afirmar que, para todo j € {1,...,n}, el renglén Xo(u;) €5 combinacién lineal del
resto de los renglones, es decir,

@ Xo(u;) = Xo(uy)
i#]
Por lo tanto,

Span({Xa(ul)a e 7X8(un)}) = 5Pan<{Xa(u1)7 e 7X8(un)} \ {Xa(uj)})
Luego,
ROM) = 5pan({Xoguy -+ Xotu }\ Doy }) = B(G).

Estas ultimas igualdades quieren decir que no importa qué rengléon quitemos de M, la matriz que
queda tendra el mismo rango. La matriz que resulta de remover cualquier renglén de M se le conoce
como la matriz de incidencia reducida de G y la denotaremos como M.

Si ahora G = |J{_; F; es inconexa y suponemos que cada componente conexa F; tiene n; vértices,
osea, V(F;) = {wi, ..., U, }, coni € {1,...,c}; entonces M es de la forma:

XgFl (u11)

t
Xop, (uin,)

t
XaFc (uCl)

t
| X0, (uen.) ]
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Por los argumentos expuestos en los parrafos anteriores y dado que F; es conexa, nétese que:
n;
EB X, (uig) = 0.
j=1
Luego, también cumple que la suma de los renglones de M es el vector 0 pues

@ ( / XaFi(uij)) - @0 =0.

i=1 N j=

ng

Por otro lado, también sabemos que, para cada componente conexa Fj;, el k—ésimo renglon de
M, es combinacién lineal del resto de los renglones, o sea,

@ XaFi(uij) = XaFi (wik)*
itk
Asi, seleccionando un renglén cualquiera de My, digamos, el que corresponde al k;—ésimo vértice

de Fj; deducimos que spcm({xaFl (wra)s - ’XaF(-(uch)}> es igual a

3p@”<{XaF1 (u11)?* ** aXaFc(umc)} \ {XaF1 (uig, )" 7X8pc(uckc)})'

Por tanto, éste conjunto es igual a R(M) = g(G) Entonces no importa qué renglén removamos de
cada Mg, la matriz que queda (también llamada matriz de incidencia reducida) tiene el mismo rango
que M. Ademas, lo anterior implica que la matriz de incidencia reducida de G esta compuesta por
las matrices de incidencia reducidas de cada componente conexa, es decir,

Mg -+ O
Mg=| : .
O -+ Mp
En la siguiente proposicién resumimos toda la discusion de esta subseccion.
Proposicién 3.2

En GF(2) se cumple que rank(Mg) = rank(Mg) = n — c.

Tomemos ahora un bosque T de n vértices. Como T consta de n — ¢ aristas, es claro que Mr es
una matriz de tamatio n X (n — ¢). Asi, su matriz de incidencia reducida My es una matriz cuadrada
de tamanio (n —¢) x (n —¢). Como rank(Mr) = n — ¢, en virtud del teorema anterior, se cumple que
rank(M) =n — c.

Por lo tanto, M7y es una matriz cuadrada no singular, es decir, det(l\//\IT) # 0. Observemos que
como nuestro campo es GF(2), el determinante de cualquier matriz con entradas en GF(2) es 1 6 0.
Entonces tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3

En QF(Q), la matriz de incidencia reducida de todo bosque 'I" es una matriz no singular, es decir,
det(MT) =1.
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3.3.3. Relaciones de independencia lineal en Mg

Sea H € £(G). No es muy dificil darse cuenta que My es una submatriz de Mg, pues conservan
los mismos renglones (vértices) y las columnas de My corresponden a E(H) C E(G).
Recuérdese que E(G) = {e, ..., e, }. Denotamos por ¢, a la columna de M que corresponde a la

arista e. Entonces:
M = [C€1| T ’Cem}

Analizaremos ahora el significado que tienen las columnas linealmente independientes de M en la
grafica G. Notemos primero que si S C E(G), entonces Mg es la submatriz [ca} s de Mg.

Teorema 3.13

Si S C E(G), entonces el conjunto de columnas {c,|a € S} es linealmente independiente si y s6lo
si G[S] es aciclica.

Demostracién: Para demostrar la necesidad, supongamos que {c,|la € S} es linealmente inde-
pendiente y, para llegar a una contradiccién, que hay un ciclo T' en G[S]. Entonces

Mgis; - xr = 0.

No obstante, esto implica que Y ,cq xr(a) - ¢, = 0. Como {c,|la € S} es linealmente independiente,
se tiene que xr(a) = 0, para toda a € S. Luego, I' = &, una contradiccién. En consecuencia, G[S] es
aciclica.

Ahora, para la suficiencia, asumamos que G[S] es aciclica. Tomemos una combinacién lineal
cualquiera de {c,|a € S}, digamos > ,cq A\aCqs = 0, con A\, € GF(2).

La igualdad anterior implica que MgigiA = 0, donde A es el vector cuyas entradas son A,.

Entonces, A € Ker(Mgg)) = ?(G[S]) = {0}, porque G[S5] es aciclica. Asi, A = 0 y, en conse-
cuencia, \, = 0, para toda a € S. Por lo tanto, {c,|a € S} es linealmente independiente.

Q.E.D.

Tenemos dos consecuencias de suma importancia:

Corolario 3.2

Sea S C E(G). Entonces {c.|e € S} es una base para el espacio de columnas C(Mg) si y sélo si
G[S] es un bosque generador maximal. Por lo tanto, las bases de C(Mg) estan en correspondencia
uno a uno con los bosques generadores maximales de G.

La proposicion 3.3 esta ligada a este corolario:
Corolario 3.3

Toda submatriz cuadrada, de tamano (n — c¢) X (n — ¢), de la matriz de incidencia de G es no
singular si y sélo si es la matriz de incidencia reducida de algiin bosque generador maximal de G.

Finalmente, comentaremos que el teorema y los corolarios anteriores implican que G[S] contiene
un ciclo si y solo si {c,la € S} es un conjunto linealmente dependiente.

3.4. Espacios en digraficas

A lo largo de esta seccion supondremos que D es una digrafica conexa (a menos que se diga lo
contrario) con V(D) = {uy,...,u,} vy A(D) = {ay,...,a,}. Trabajaremos con funciones definidas
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en los arcos de D, o sea, con funciones ¢: A(D) — R. Dado que vértices y arcos ya estan ordenados,
podemos representar estas funciones como vectores con m entradas. Dicho de otro modo, podemos
considerar a ¢ como el vector qT = (q(ay),...,q(a,)) € R™. Escribiremos indistintamente ¢ o q
para referirnos a las funciones ¢ que van de A(D) en R. Por otro lado, diremos que el vector q es no
negativo si q(a;) > 0,4 =1,...,m; y se escribe q > 0.

Definimos el soporte de ¢ como el conjunto de arcos cuyo valor bajo ¢ es distinto de cero, o sea,
supp(q) = {a € Alg(a) # 0}. Cabe aclarar que serd comun considerar a la subdigréifica genera-
dora inducida por el conjunto de arcos en el soporte, a la cual llamaremos también soporte de q y
denotaremos de igual manera (abusando de la notacién) como supp(q).

En la seccion anterior nos dimos cuenta que el espacio generado por los renglones de la matriz de
incidencia de una grafica coincide con su espacio de conjuntos de corte. ; Qué interpretaciéon podriamos
darle al espacio generado por los renglones de la matriz de incidencia de una digrafica? ;Sucede el
mismo fenémeno que ocurre en las graficas? ;Su kernel tendra alguna relacién con los ciclos de la
digrafica? La siguientes subsecciones estardan dedicada a responder tales preguntas.

3.4.1. Espacio de tensiones B(D)

Consideremos la matriz de incidencia M := Mp € M, (R) y tomemos g € R(M). Suponiendo
que los renglones de M son los vectores r,,,, ..., r,,, entonces existen escalares p,,, ..., p., tales que
g = puTu, + -+ + Pu, Ty, En otras palabras:

]
T _ e |l =pTM
g = |Pu Pu,, . =P .
_run_
Por otro lado, si ¢, es la columna de M asociada al arco a;, i € {1,...,m}, entonces también sucede
que
gT = pT [Ca1| T |Cam} = [pTCa1| |pTcam} .
De lo anterior, obtenemos que g es el vector (p'cy,,...,P ¢y, ). Considerando g: A(D) = Ry

p: V(D) — R las funciones asociadas a los vectores g y p, respectivamente; es posible verificar que,

dada a € A,
g(a) = p'ca = p(t(a)) — p(h(a)). (3.1)

La ultima igualdad se debe a que en cada columna c, hay un 1 en el rengléon que corresponde al
vértice t(a) y un —1 en h(a).

Por razones que explicaremos después, a la funcién p (y al vector p) se le conoce como potencial;
y a la funcién ¢ (y, por tanto, a g) le llamamos tension. La ecuacién 3.1 significa, pues, que podemos
describir una tension g en términos de un potencial p, senalando primero cual es el potencial de cada
vértice de D vy, asi, deducir cudl es la tension en cada arista.

Ejemplo 3.4

En la figura 3.6 mostramos en (b) dos posibles tensiones de la grafica del inciso (a). Indicamos
el potencial de cada vértice con un nimero dentro del mismo, y la tensién con un ntimero encima
de cada arco.
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-1 2 —4 ,3
(a) \% (b)
Fig. 3.6
¢

En resumen, R(M) esta conformado por todas las posibles tensiones en D. Luego, el conjunto de
tensiones de una digrafica es un espacio vectorial llamado el espacio de tensiones de D, denotado por

B(D), es decir, B(D) := R(M).

Resulta sencillo asociar tensiones a los conjuntos de corte. En efecto, sea d(X) un corte de D y

definase gy(x): A(D) — R como

1, a€df(X)
ga(X)(CL): —1, aea‘(X)
0, addX).

Verifiquemos que g € R(M). Consideramos el potencial p cuya de regla de correspondencia es

Entonces

M0 =15 rgx
1, tla)e X y h(a)¢g X
-1, hl(a) e X y tla)¢ X

Por consiguiente,

1, a€d"(X)
pc,=1 —1, a€d (X)
0, a¢d(X)

= go(x)(a).

De donde se concluye satisfactoriamente que gg( xX) =

Ejemplo 3.5

p*M y, asi, gox) € B(D).

En la digréfica del inciso (a) de la imagen 3.7 se muestra el conjunto de corte asociado a
X = {uy,us}, mientras que en (b) se encuentra la tensiéon que corresponde a 9(X).
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Fig. 3.7

¢

Con base en los parrafos anteriores, nos damos cuenta que e} M = gg(ui), donde e es el i—ésimo

vector candnico de R™. Por lo que, de hecho, el vector gg(ui) es el i—ésimo renglén de la matriz de
incidencia, i.e.,
8o(u1)

T
80 (un)]
Ahora exploraremos qué propiedades tiene las tensiones asociadas a los cortes minimales de D.

Lema 3.1

Supongamos que g es una tension de D y que g # 0. Entonces el soporte de g contiene un conjunto
de corte minimal. Mds atn, si g > 0, hay un corte minimal dirigido contenido en supp(g).

Demostraciéon: Dado que g € B(D), hay un potencial p tal que g' = p"™™. Como g # O,
entonces supp(g) # 0. Asi, tomemos « € supp(g) haciendo u := t(«) y v := h().

Sea X = {w € V|p(w) = p(u)}. Afirmamos que 9(X) C supp(g). Si no sucediera, entonces
existiria un arco [ en el corte asociado a X que no es elemento del soporte de g. Esto implicaria que
g(B)=0.Siz:=t(p) y y:= h(B), entonces p(z) — p(y) = 0, es decir, p(x) = p(y).

Claramente, se tendrfan dos casos: 8 € 91 (X) 6 8 € 97 (X). Si se diera el primero, se tendria que
r € X yy € X. Entonces p(u) = p(z) = p(y) y, por definicién, y € X, una contradiccién. El segundo
caso es andlogo. Por lo tanto, es imposible que 9(X) € supp(g).

Debido a que D es conexa, d(X) # . Luego, debe existir un conjunto de corte minimal B
contenido en 9(X). Puesto que 9(X) C supp(g), se cumple B C supp(g).

Ahora, supongamos que g > 0. Puesto que g > 0, se desprende inmediatamente que

supp(g) = {a € A(D)|g(a) > 0}.

Entonces, nétese que, para todo a € supp(g),
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es decir, p(t(a)) > p(h(a)). Esto implica que no existen ciclos dirigidos contenidos en el soporte de g.
En efecto, asumamos que hay uno, digamos (vy, ..., v, v;). No obstante, dados los razonamientos de
este parrafo, concluirfamos que p(v;) > p(vy), algo imposible. Por tanto, no hay ciclos dirigidos en
supp(g)-

Como supp(g) es una digrifica aciclica, se mencioné en el capitulo anterior que, necesariamen-
te, debe tener al menos una fuente w. Por lo que d(w)) es un corte dirigido en supp(g). Por una
observacién del capitulo anterior, 9% (w) contiene un corte minimal dirigido, digamos B*. Entonces
Bt C supp(g).

Q.E.D.

Teorema 3.14

Toda tensiéon en D es una combinacion lineal de las tensiones asociadas a los cortes minimales

de D.

Demostracién: Supongamos que Bj, ..., B, son los conjuntos de corte minimales de D. Sea
g € B(D). La prueba se hace por induccion fuerte sobre el ntimero de arcos en supp(g).

Paso base. Asumimos que |supp(g)| = 0. Si ésto sucede, sélo resta decir que g = 0 y se cumple el
enunciado del teorema.

Hipétesis de induccién. Supdngase que, para toda g € B(D), si |supp(q)| < k, entonces ¢ es
combinacion lineal de las tensiones asociadas a los cortes minimales.

Paso inductivo. Digamos ahora que |supp(g)| = k. Por el lema anterior, debe existir un corte
minimal J(X) contenido en el soporte de g. Si tomamos a X de forma adecuada, debe haber un arco
a* en 0(X) tal que gocx)(o*) = 1.

Sea q := g — g(a*)ga(x)- Ya que g y ga(x) son elementos de B(D), un espacio vectorial, entonces
q € B(D). Ademés, afirmamos que supp(q) & supp(g). Consideremos € supp(q). Observemos que
9(B) = a(B) + g(a™)gax)(B). Si B & supp(g), se tendria que g(8) =0y 0= q(53) + g(a”)gax)(B)-

Por otro lado, al no pertenecer 3 al soporte de g, tampoco pertenecerfa a 9(X) y gax)(8) = 0.
Luego, la igualdad anterior se reduce a que ¢(/3) = 0, una contradicciéon porque 5 € supp(q). Asi que,
efectivamente, supp(q) C supp(g).

Es evidente que o* € supp(g) porque a* € 9(X) y 9(X) C supp(g). Entonces
q(a*) = g(a*) — g(a®) - gax)(a*) = g(a*) — g(a*) - 1 = 0. Por tanto, o ¢ supp(q) y, con ésto, se
deduce que supp(q) & supp(g).

Los parrafos previos implican que ¢ € B(D) y |supp(q)| < k. De esta manera, por hipGtesis de
induccién, existen escalares Aj,..., A\, € R tales que

q
a=g—g(a")gsx) =D Ngn,.
=1

De donde .
g =Y \gs, +9(a")gax)-
i=1
Recuérdese que 0(X) es un corte minimal, lo cual significa que B; = 9(X), para alguna j € {1,...,¢}.
Entonces la igualdad anterior nos permite concluir que g es una combinacion lineal de las tensiones
asociadas a los conjuntos de corte minimales.

Q.E.D.
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Corolario 3.4

EI conjunto de tensiones asociadas a los cortes minimales de D es un generador del espacio B(D).

. Qué sucede si D es inconexa? Digamos que D = J;_; F}, con Fi,..., F. las componentes conexas
de Dy c:= ¢(D) la cantidad total de sus componentes conexas. Sabemos que si ordenamos de manera
adecuada los vértices y las aristas de D, su matriz de incidencia tiene la forma:

Mp -+ O
Mp=| : :
O -+ Mg
En otras palabras, Mp es una matriz diagonal por bloques. Aqui podemos considerar las sub-

digréficas generadoras JF; (cuya construccién se hizo en secciones anteriores). Entonces puede verifi-

carse que
MD:{M}H | | M]ﬁ}'

De esta forma es claro que

R(Mp) =R(Mpg,) @ -+ & R(Mz,).

Asi,
RMp) = B(F1) @ --- & B(F.).

Por otro lado, tomemos g € R(Mp). Entonces existe p € R" tal que

gT = pTMD
Dados los tamafios de las matrices, podemos partir a g y p como g' = |g{ - gCT} Y
pT = [pT ... ch] de tal manera que:
Mp, O
s e =lpl o w] 5
o Mp,
= [plTMpl chMFc} :

De donde gf = p/Mpg,, i.e., cada g; es una tensién en B(F;). Y asi, deducimos que

gi(a), a€ A(F)
gla)=q :
ge(a), a€ A(F)
y
m), veV(F)
pla) =14 :
pe(v), v e V(F,)

Es sencillo probar que g(a) = p(t(a)) — p(h(a)), o sea, que g cumple la misma propiedad que las
tensiones en digraficas conexas. Por tanto, definimos el espacio de tensiones de D como el espacio
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generado por los renglones de Mp, B(D) := R(Mp) (tal como en las digraficas conexas). Finalmente,
por lo argumentado lineas arriba, concluimos que

B(D) =B(Fi)®--- @& B(F.).

Los teoremas que enunciamos para digraficas conexas, involucrando al espacio de tensiones, también
son vélidos para aquellas que son inconexas (con sus respectivas modificaciones).

3.4.2. Espacio de circulaciones C(D)

Ahora exploraremos el kernel de la matriz de incidencia de D y describiremos la naturaleza de
sus elementos. Conviene antes establecer ciertas notaciones que facilitaran nuestro estudio.

Supongamos que q: A(D) — R. Si § C A, escribimos Q(S) := Y ,c5q(a). En particular, si S es
un conjunto de corte usaremos la siguiente notaciéon: QT (X) := Q(07 (X)) y @~ (X) := Q9™ (X)).

En resumen,
QT X)= > dqla) y Q@ (X)= >  dqla).

acdt(X) a€o~ (X)

Analizando el producto Mq observamos que, tomando en cuenta la igualdad 2.7 y fijando un vértice

| > mug(a) =gy -a= >, qla)— Y gqla)=Q%(v) = Q (v).

acA a€dt(v) a€d~ (v)
Por lo tanto,
Q" (u1) — Q™ (w1)
Mq = :
Q" (un) — Q™ (un)
Considerando f € Ker(M), con f: A(D) - Ry f = (f(a1),..., f(an)), por la igualdad anterior
vemos que
0 F+(U1)—F7(U1)
Mf = =
0 Ft(u,) — F~ (uy)
Por tanto, un elemento f del kernel de M tiene la propiedad de que, para todo i € {1,...,n},
Por otro lado, una circulacion en D es una funciéon f: A(D) — R que cumple la condicion de
conservacion en cada vértice, es decir,

F*(v) = F~(v), para todo v € V(D). (3.2)

La condicién 3.2 establece que F*(v) — F~(v) = 0. Asi, los elementos de Ker(M) son circulaciones,
y viceversa: las circulaciones anulan a la matriz de incidencia, esto es, que pertenecen al kernel de
M. De esta manera, el conjunto de circulaciones de D es un espacio vectorial sobre R. Lo denotamos
como C(D) y lo llamamos el espacio de circulaciones de D; o sea, C(D) := Ker(Mp).

Ejemplo 3.6

En la imagen 3.8 estan dos ejemplos de circulaciones de la digrafica del inciso (a).
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_5
(a) 2 ﬁ\_7 1 —7
Lo >ty
2 & -1 9 7
3
(c)
Fig. 3.8

¢

Hay una manera de asociar circulaciones a los ciclos de la digrafica. Supongamos que C' es un
ciclo contenido en D. Recordemos que en el capitulo 1 mencionamos que C' puede ser recorrido, esen-
cialmente, en dos direcciones: en sentido horario o en sentido antihorario (dependiendo del diagrama
que representa al ciclo y de cémo se etiquetan los vértices). También comentamos que, al elegir un
sentido para recorrer el ciclo, aquél induce dos subdigraficas de C" la de los arcos hacia adelante C*
y la de los arcos hacia atras C'~.

Dicho lo anterior, escogemos un sentido para C'y hacemos fo: A(D) — R dada por:

1, a€ A(CT)
fela)=<¢ =1, a€ A(C7)
0, a¢ A(C).

Veamos por qué, de hecho, fo es una circulacion. Consideremos un vértice v de D. Ya que fo se anula
en arcos que no pertenecen a C, obtenemos que

Fro)—F ()= Y fela)— > fela)

acot(v) a€d™ (v)

- > fela) — ) fela) (3.3)
a€dt (v)NA(C) a€d~ (v)NA(C)

= Z fc((l).
a€d(v)NA(C)

Como sabemos que |0(v) N A(C)| = 2, asumiremos que d(v) N A(C) = {«, 5}. Entonces, escogiendo
de antemano un sentido de recorrido para el ciclo C, tenemos cuatro casos (véase la figura 3.9).
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Caso 3 Caso 4

Fig. 3.9

Caso 1. Que a € 07 (X) y S € 07 (X). Aqui fe(a) = fe(B) =1
(X) y 8 € 07(X). Tenemos que fo(a) = fe(B) = —
Caso 3. {a, f} = 07 (v) N A(C). Deducimos que fo(a) =1y fo(8) = —1.
(

Caso 2. Que v € 0~

Caso 4. {a, f} = 0~ (v) N A(C). Puede verificarse que fo(a) = -1y fe(B) = 1.

De todos los casos, puede verificarse que la identidad 3.3 es siempre igual a 0. Con el otro sentido
de C' se pueden deducir otros cuatro casos que nos arrojaran los mismos resultados. Dicho de otro
modo, la igualdad 3.9 implica que F*(v) — F~(v) = 0, para cualquier vértice v. Luego entonces,
fo € C(D)

Ejemplo 3.7
En el inciso (a) de la figura 3.10 mostramos un ciclo de la grafica de la imagen 3.8, con la

respectiva orientacién (en sentido contrario a las manecillas del reloj) que hemos escogido; y en
(b) se halla la circulacién asociada a dicho ciclo.

C

1ﬁ\o 0/?\1
< 0><0 'y
1\<L/ \’L,1

Fig. 3.10
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Similarmente a como lo hicimos con las tensiones, veamos qué propiedades tienen las circulaciones
asociadas a ciclos.

Lema 3.2

Sea f € C(D). Si f # 0, entonces hay un ciclo de D contenido en supp(f). Mds aun, si f > 0,
entonces el soporte de f contiene un ciclo dirigido.

Demostracién: Supongamos que f # 0. Para llegar a una contradiccién, asumamos que supp( f)
no contiene ciclos. Entonces, apoyados de la proposicién 1.2, sabemos que hay un vértice v de grado 1
en supp( f). Digamos que a € supp(f) es el tnico arco 1n01dente en v. Asi, hay dos casos: dsupp nv) =1

6 d (V) = 1.
supp(f
Si dsupp(f)( v) = 1, entonces asupp(f)( v) ={a}t y 0, (v) = 0. Luego, al ser f una circulacién, se

tiene

F*(v) = f(a) = 0 = F~(v).

Pero esto es una contradiccion pues o € supp(f) y, por definicién, f(a) # 0. El caso cuando
() (v) = 1 es totalmente andlogo. Por tanto, supp(f) contiene un ciclo.

Supongamos que f > 0 y, ahora, que supp(f) es aciclica. Debido a lo comentado en el se-
gundo capitulo respecto a digraficas aciclicas, sabemos que supp(f) tiene una fuente u, es de-

cir, que 0.,y (u) = 0y (98upp (u) # (). Puesto que f > 0, se desprende inmediatamente que

supp(f) = {a € A(D)|f(a) > 0}. Entonces nétese que, como J n(w) € supp(f), entonces f(a) > 0,

supp(f
para toda a € 07 u). Por otro lado,

|
supp(f (

Ffru)= > fla)=F (u)=0.
aeajupp(f)(u)

La igualdad anterior implica, necesariamente, que f(a) = 0, para cualquier arco a en 8supp ) (u).
Esto es una contradicciéon. Luego, supp(f) no tiene ni pozos ni fuentes y, por lo tanto, debe contener
un ciclo dirigido.

Q.E.D.

Teorema 3.15

Toda circulacién es una combinacion lineal de las circulaciones asociadas a los ciclos de D. |

Demostracion: La prueba se realiza por inducciéon fuerte sobre el ntimero de elementos del
soporte de f y es andloga a la demostracion del teorema 3.14. Q.E.D.

Corolario 3.5

El conjunto de circulaciones asociadas a los ciclos de D es un generador del espacio C(D). ‘

Veamos qué sucede si D es inconexa. Al igual que la secciéon pasada, suponemos que G = U;_; F},y
tomamos las subgraficas JFy. Sabemos ya del capitulo 1 que

Ker(Mp) = Ker(Mg) @ - @ Ker(Mg,).
Como, Ker(Mg,) = C(F;), entonces

Ker(Mp) =C(F1) & --- & C(F.).
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Si, por otro lado, tomamos f € Ker(Mp) y lo partimos segin los tamafios de las submatrices,
tenemos:
Mg -+ O f 0
Mpf = | : : =
O --- Mg

Entonces Mg f; = 0, es decir, f; es una circulacién en C(F;), de donde

Fir(v), veV(F)
Fr=q S
Fi(v), veV(F,)
y
Fr (v), veV(F)
F~ = : : .
F-(v), veV(F.,)

Por lo tanto, como cada f; es una circulacién, F*(v) — F~(v) = 0. Esto sugiere que los elementos
en Ker(Mp) se comportan como las circulaciones en digraficas conexas. De esta manera, definimos
C(D) := Ker(Mp) el espacio de circulaciones de D como el kernel de su matriz de incidencia. Luego,

C(D)=C(F) @ - dC(F.).

Ademas, los teoremas que dimos para digraficas conexas, involucrando el espacio de circulaciones,
permanecen verdaderos para digréaficas inconexas (con sus respectivas modificaciones).

3.4.3. Relacion entre B(D) y C(D)

Sabemos del primer capitulo que (R(M))* = Ker(M) y que (Ker(M))* = R(M).

Por lo tanto, (B(D))*+ = C(D) y (C(D))* = B(D), es decir, los espacios de tensiones y circulaciones
son complementos ortogonales.

Luego, necesariamente B(D) N C(D) = {0}. Ninguna tensiéon puede ser al mismo tiempo una
circulacién y viceversa. Notese que lo que acabamos de mencionar no ocurria con los espacios de
cortes y de ciclos de las graficas no dirigidas. En conclusién, R™ = B(D) & C(D).

3.4.4. Rango, nulidad y relaciones de independencia lineal en M

En digraficas hay un resultado similar al teorema 3.13 y muchas de las ideas que presentamos
en esa seccién se siguen cumpliendo. Si H es una subdigrafica generadora de D, sucede que Mpg
es una submatriz de Mp, pues conservan los mismos renglones (vértices) y las columnas de My
corresponden a A(H) C A(D).

Si A(D) ={aq,...,an}, c. es la columna de M que corresponde al arco e. Entonces:

M = [cal\ ’Cam}.

Notemos ahora que si S C A(D), entonces Mpg) es la submatriz {ca} s de Mp.
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Teorema 3.16

Si S C A(D), entonces el conjunto de columnas {c,|a € S} es linealmente independiente si y sélo
si D[S] es aciclica.

Demostracién: Para probar lanecesidad, supongamos que {c,|a € S} es linealmente indepen-
diente y, para llegar a una contradiccién, que hay un ciclo T" en D[S] y consideremos su circulaciéon
asociada fr.

Entonces

MD[S} -fr=0.

No obstante, esto implica que > ,cg fr(a) - ¢, = 0. Como {c,|a € S} es linealmente independiente,
se tiene que fr(a) = 0, para toda a € S. Luego, fr = 0 es la circulacién trivial y esto implica que el
ciclo I en realidad es vacio (una contradiccion). En consecuencia, D[S] es aciclica.

Ahora, para la suficiencia, asumamos que D[S] es aciclica. Tomemos una combinacién lineal
cualquiera de {c,|a € S}, digamos 3 ,cq AuCo = 0, con A, € R.

La igualdad anterior implica que MpgiA = 0, donde X es el vector cuyas entradas son A,.

Entonces, A € Ker(Mpg)) = C(D[S]) = {0}, porque G[S] es aciclica y su tinica circulacién
posible es la trivial. Asi, A = 0 y, en consecuencia, A\, = 0, para toda a € S. Por lo tanto, {c,|a € S}
es linealmente independiente.

Q.E.D.

Varias implicaciones se siguen de este importante teorema. Es claro que si 7" es un bosque generador
maximal de D, entonces T' es una subdigrafica aciclica contenida en D mas grande posible. De esta
forma {c,|a € A(T)} es el conjunto linealmente independiente més grande posible en C(M) y, por
consiguiente, es una base para este espacio de columnas. Puesto que {c,la € A(T)} tiene n — ¢
columnas (pues T tiene n — ¢ arcos), entonces dim(C(M)) = n — ¢. Sin embargo, esta también es
la dimensién del espacio generado por los renglones R(M). Como B(D) = R(M), concluimos que el
espacio de tensiones de D tiene dimension n — ¢; y debido al teorema de la dimensién,
dim(Ker(M)) = m—n+c, es decir, m —n+c es la dimension del espacio de circulaciones de D. Esto,
a su vez, tiene otra conclusién principal respecto a la matriz de incidencia que dejamos establecida
en el siguiente teorema.

Teorema 3.17

Se tiene que dim(B(D)) =n — ¢ y dim(C(D)) = m — n + ¢. Por lo tanto, rank(Mp) =n —cy
nullMp) =m —n+ c.

Definimos el rango y la nulidad de D, respectivamente, como los nimeros p(D) := rank(Mp) =
n—cyu(D):=Mp)=m-—n+ec.

El lector atento también podra imaginarse que, al igual que con las graficas, las bases del espacio
de columnas estan estrechamente ligadas con los bosques generadores maximales.

Corolario 3.6

Sea S C A(D). Entonces {c,|a € S} es una base para el espacio de columnas C(Mp) si y sélo si
D[S] es un bosque generador maximal. Por lo tanto, las bases de C(Mp) estdn en correspondencia
uno a uno con los bosques generadores maximales de D.

Por dltimo, dado S C A(D), los resultados previos implican que D[S] contiene un ciclo si y sdlo
si {cqala € S} es un conjunto linealmente dependiente.
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3.4.5. Matrices reducidas

He aqui otra observacion: ya se habia mencionado que en cada columna solo hay dos entradas: un
“17 y un “—1". Esto implica que la suma de todos los renglones de M sea igual al vector 0. En otros
términos, tenemos que:

> 8oy = 0.
=1

Lo que nos permite despejar cualquier rengléon y ponerlo en combinacion lineal del resto:

Bo(u;) = Z —8(u;)-
i£]

Esta tltima igualdad nos permite definir matrices de incidencia reducidas para digraficas, de una
manera parecida a como lo hicimos para las grafica no orientadas: si D es conexa, entonces Mp es la
matriz que resulta de remover cualquier renglén de D; si D no es conexa, entonces M) es la matriz
que resulta de eliminar un rengléon cualquiera de cada submatriz correspondiente a su respectiva
componente conexa. Por ejemplo, las matrices de incidencia reducidas de los bosques seran matrices
cuadradas de tamafio (n—c) X (n—c). Los razonamientos anteriores nos permiten afirmar lo siguiente.

Proposicién 3.4

En R, se cumple que Tank(MD) = rank(Mp) = n — c. En particular, la matriz de incidencia
reducida de todo bosque T' es una matriz no singular, es decir, det(Mr) # 0.

Aun mas, de la proposicion anterior y el teorema 3.16 se deduce un corolario mas.

Corolario 3.7

Toda submatriz cuadrada, de tamano (n — ¢) X (n — ¢), de la matriz de incidencia de G es no
singular si y sélo si es la matriz de incidencia reducida de algiin bosque generador maximal de T

3.5. Cortes y ciclos fundamentales en digraficas

Hasta el momento conocemos la dimensién de los espacios B(D) y C(D) e incluso aprendimos que
las tensiones asociadas a cortes minimales y las circulaciones correspondientes a ciclos conformaban
conjuntos generadores para dichos espacios. No obstante, todavia no hallamos sus bases.

En gréaficas no dirigidas, los cortes y ciclos fundamentales resultan ser de gran utilidad pues son
bases para los espacios de corte y de ciclos, respectivamente. Veremos en esta seccién como estos
cortes y ciclos especiales nos permitirdn construir sencillamente unas bases para los espacios B(D) y

c(D).

3.5.1. Tensiones fundamentales

Supongamos primero que D es conexa. Sea T' un arbol generador de D. Entonces T' define (en la
forma como lo hicimos en el capitulo 2) n — 1 conjuntos de cortes fundamentales en G[D], la grafica
subyacente de D. Considerando las direcciones de las aristas, también diremos que estos conjuntos
son cortes fundamentales de D asociados a T

En secciones previas, vimos a cualquier conjunto de corte se le puede asociar una tensiéon de D.
En particular, también sucede con los cortes fundamentales.
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Sea b € A(T) y consideremos %, su corte fundamental correspondiente. Entonces la tensién
asociada gy, la escogemos de tal forma que g4, (b) = 1 y le llamamos la tension fundamental de D
con respecto a b y a T. Véase la figura 3.11.

Ahora bien, supéngase que se ordenan los arcos de D de tal manera que

A(D) = {bl,...,bp,cl,...,cu},

con A(T) = {by,...,b,} y A(T) = {c1,...,c.}. Por otro lado, consideremos todos las tensiones
fundamentales de T" y formamos una matriz B¢ en la que cada renglén es una tensiéon fundamental,
es decir,

8%,
B f =

T
182, ]

Recordemos que %, N A(T) = {b} y b es el unico arco con esta propiedad. Esto implica que, en
la matriz By, las columnas que corresponden a las ramas de 7" s6lo tienen un “1” en el renglén de la
tension fundamental asociada a b.

Por tanto, considerando el orden que le dimos a los arcos de D, la matriz By es de la forma:

B;=I, K|.

Luego, rank(By) = p = n — 1. Ya que hay n — 1 renglones en By, entonces éstos son linealmente
independientes. Esto es, que el conjunto de tensiones fundamentales {g%bl, e ,g(%bp} es linealmente
independiente. Dado que dim(B(D)) = n — 1, concluimos que el conjunto de tensiones fundamentales
es una base de B(D).

En el caso que D = |J;_; F; sea inconexa, consideramos un bosque generador maximal 7" y las
digraficas F;. Se toma la base de tensiones fundamentales con respecto a T, digamos ~;, de cada F;.
Como B(D) = B(Fy) @ --- @ B(F.), entonces sabemos que v = J;_; v; es una base para B(D), con
n — c elementos.

3.5.2. Circulaciones fundamentales

El procedimiento que seguimos aqui es muy parecido al de la subsecciéon anterior. Los ciclo fun-
damentales de D son aquellos correspondientes a su grafica subyacente.

Sea ¢ € A(T) y consideramos su ciclo fundamental con respecto a 7. Tomamos su circulacién
asociada fy, con la orientacion tal que fy (¢) = 1 y la llamamos circulacion fundamental de D con
respecto a T'. Véase la figura 3.11.

Ordenamos los arcos de D de al forma que A(D) = A(T) U A(T) con A(T) = {c1,....cut y
A(T) = {by,...,b,}. Acomodamos las circulaciones fundamentales como renglones de una matriz Cy
de tal manera que:
fs..

Q
~
i

T
(S %)C/L_




Cortes y ciclos fundamentales en digrdficas 75

De nuevo, nos damos cuenta que 6. N7T = ¢ y es el tnico ciclo fundamental con esa propiedad.
Esto implica que en la columna de Bf que corresponde a ¢ habrd un sélo “1”, en el renglén de la
respectiva circulacion fundamental.

Luego, gracias al orden que le dimos a los arcos de D, la matriz B tiene la forma:

C;=I, L.

Por consiguiente, rank(Cy) = 1 = m—n+1. Esto implica que las m—n+1 circulaciones fundamentales
son linealmente independientes. Como dim(C(D)) = m — n + 1, se sigue que {%,,,...,%,,} es una
base para el espacio de circulaciones de D.

En el caso que D = (J{_; F; sea inconexa (y de manera muy similar a las tensiones) consideramos
un bosque generador maximal 7" y se toma la base de circulaciones fundamentales con respecto a
T, digamos 7;, de cada subdigrafica F;. Como C(D) = C(F;) @ --- @& C(F.), entonces sabemos que
v = Uf_; 7 es una base para C(D), con m — n + ¢ elementos.

Ejemplo 3.8

En la figura 3.7 representamos un arbol generador de K. En (b) colocamos una tensiéon y una
circulacién fundamentales respecto a los arcos f y b, respectivamente.

Fig. 3.11
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Algunas aplicaciones

Pl Y N \

?&’L’}%D@@ STE ultimo capitulo esta dedicado a la exploracién de algunas de las consecuencias que
2L

ha tenido la combinacién del Algebra Lineal y la Teoria de Graficas. Advertimos al
Al lector que muchos de los teoremas que estableceremos aqui quedaran sin demostracion

\L *§§& ues estan fuera del alcance de la tesis

4.1. Otras matrices asociadas a graficas y digraficas

Al final del capitulo anterior hicimos uso de ciertas matrices con el propésito de construir bases
para los espacios B(D) y C(D). En esta seccién exploraremos con mas detalle estas ideas. Puede
consultarse también [6, 15, 10]. Supondremos de ahora en adelante que G es una grafica, con n vértices
y m aristas. También vamos a asumir que G tiene k conjuntos de corte minimales: By,..., Bk v ¢
ciclos: (1, ..., C,. Aclaramos que G puede ser conexa o no.

De igual manera, D denotard una digrafica, con n vértices y m arcos. También supondremos que
tiene k cortes minimales y ¢ ciclos, para los cuales usaremos la misma notacion que los cortes y ciclos
de G. T denotara un bosque generador maximal tanto para GG como para D.

4.1.1. Matriz de cortes

Definimos la matriz de cortes de G como aquella matriz B € My y,,,(GF(2)) cuyos renglones son:
XB,

B = )

X5,
Es decir, los renglones de B son los vectores de incidencia de los conjuntos de corte minimales de G.
En el inciso (a) de la figura 4.1 se encuentran una grafica y su matriz B.
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Por el desarrollo hecho en el capitulo anterior, es sencillo darse cuenta que R(B) = g(G’) y, por
tanto, Ker(B) = ?(G) Luego, rank(B) = p(G) y null(B) = u(G).

Si H es una subgrafica generadora de G, su respectiva matriz de cortes By estd conformada por
los renglones de la forma x5 g, 7 € {1,...,k} (va que H conserva los mismos vértices de G).

Hay un resultado andlogo al teorema 3.13 (cuya demostracién también es similar):

Teorema 4.1

Si S C E(G) entonces el conjunto de columnas de B asociadas a S, {b,|a € S}, es linealmente
independiente si y sélo si G[S] es aciclica.

Corolario 4.1

Sea S C E(G). Entonces {b.|e € S} es una base para el espacio de columnas C(B) si y sélo si
G[S] es un bosque generador maximal. Por lo tanto, las bases de C(B) estdn en correspondencia
uno a uno con los bosques generadores maximales de G.

Hasta aqui, el lector podra darse cuenta que las matrices de corte y las de incidencias son muy
parecidas.

Una matriz base de cortes de una grafica G es una matriz cuyos renglones forman una base para el
espacio I_S}(G) Obsérvese que su tamano es p(G) x m. Es sencillo verificar que estas matrices cumplen
el teorema anterior. Ain mas, podemos confirmar lo siguiente.

Teorema 4.2

Si Q es una matriz base de cortes, entonces cualquiera de sus submatrices cuadradas, de tamano
p X p, es no singular si y solo si sus columnas corresponden a las aristas de algiin bosque generador
maximal de G.

231 a U2 U1 a U2
Q O Q O
d e b d e b
O O ) O
Uy C us Uy ¢ us

1 00 1 1

1 1 0 0 O 110 0 0
B—10 1101 B;=1(0 1 1 0 1

0O 01 1 0 00 1 1 0

01 0 1 1

1 01 01

(a) (0)
Fig. 4.1

Una matriz base de cortes, en particular, es la matriz By en la que sus renglones corresponden
a cortes fundamentales respecto a algiin bosque generador maximal. En el inciso (b) de la figura 4.1
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mostramos la matriz B respecto al arbol generador cuyas ramas se han resaltado.
Tomemos T un bosque generador maximal de G. Notemos que si ordenamos las aristas de G como

E(G) = E(T)UE(T) y alos cortes fundamentales de tal forma que sus ramas coincidan con el orden
de E(T), entonces podemos reescribir a la matriz By como

En cuanto a las digraficas, los conceptos son andlogos. La matriz de cortes de la digrdfica de D es
la matriz B € My, (R) cuyos renglones son las tensiones asociadas a sus cortes minimales, es decir,

g5,
B = a

T
g8,

Es facil deducir que R(B) = B(D) y, por tanto, Ker(B) = C(D). Luego, rank(B) = p(D) y
null(B) = p(D). Véase la figura 4.2.

Una matriz base de cortes de la digrdfica D es la matriz cuyos renglones son una base para el
espacio de tensiones B(D). Ademas, las relaciones de dependencia lineal son las mismas: las columnas
linealmente independientes de B corresponden a digréficas sin ciclos.

B, también denota a la matriz base de cortes cuyos renglones son las tensiones fundamentales
asociadas a un arbol generador maximal de D. Por supuesto, ordenando de manera adecuada las
tensiones fundamentales y los arcos A(D) = A(T) U A(T), podemos escribir:

B;=[T | 1]
Ul(\ a _\_,)uz Uy a C%
d e b d € b

U4 & us U4 & Us
rt o o0 1 -1
11 0 o0 0 1 -1 0 0 O
g_|0 -1 -1 0 1 B;=]0 -1 -1 0 1
0 0 1 -1 0 _
d 3 B8 1 -1 0 0 1 1 0
L1 0 1 0 -1

Fig. 4.2
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4.1.2. Matriz de ciclos

La matriz de ciclos de G es la matriz C € M4, (R) de la forma:

X,
C.=. ,
X,
donde cada Xa es el vector de incidencia del ciclo C;, i € {1,...,¢}. En la imagen 4.3 mostramos la

matriz C de la figura 4.1.

Debido a la definicion de esta matriz, podemos darnos cuenta que R(C) = ?(G) y, por tanto,
Ker(C) = B(G) Luego, rank(C) = u(G) y null(C) = p(G).

Lo anterior implica un teorema dual al 4.1:

Teorema 4.3

Si S C E(G) entonces el conjunto de columnas de C asociadas a S, {c,|a € S}, es linealmente
independiente si y sélo si G[S] no contiene cortes minimales.

Entonces G[S] contiene un corte minimal si y sélo si {c,la € S} es un conjunto linealmente de-
pendiente. Ademas, los conjuntos de aristas mas grandes posibles, que no desconectan una grafica, son
los complementos de los arboles generadores maximales, como lo afirmamos en el siguiente corolario.

Corolario 4.2

Sea S C E(G). Entonces {c.|e € S} es una base para el espacio de columnas C(C) si y sélo si
G|[S] es el complemento de un bosque generador maximal. Por lo tanto, las bases de C(C) estan
en correspondencia uno a uno con los complementos de bosques generadores maximales de G.

Uy a U Ui a U2
Q O Q O
d e b d e b
O O O O
Uy c us3 Uy c u3

1100 1 c._|1 1001

C=10 0111 71 01 1 1

1 1110
(a) (b)
Fig. 4.3

Una matriz base de ciclos es una matriz cuyos renglones forman una base para el espacio ﬁ(D)
Obsérvese que su tamano es pu(G) x m. Ademdas de que estds matrices cumplen las proposiciones
previas, también tenemos lo siguiente.
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Teorema 4.4

Si Q es una matriz base de ciclos, entonces cualquiera de sus submatrices cuadradas, de tamano
[ X p, es no singular si y sélo si sus columnas corresponden a las cuerdas del complemento de
algin bosque generador maximal de G.

Una matriz base de ciclos es la matriz Cy en las que sus renglones corresponden a los ciclos
fundamentales respecto a algin bosque generador maximal. En el inciso (b) de la figura 4.3 mostramos
la matriz C; respecto al arbol generador de la figura 4.1.

Tomemos T un bosque generador maximal de G. Ordenando las aristas de G como

E(G) = E(T)U E(T) y a sus ciclos fundamentales de tal forma que sus cuerdas coincidan con el

orden de E(T"), podemos reescribir a la matriz C; como
Cr=L, | T].
Respecto a las digraficas, las definiciones son parecidas. La matriz de ciclos de la digrdfica de D
es la matriz C € M, (R) cuyos renglones son las circulaciones asociadas a sus ciclos, es decir,
T
fo,

C:=

fe.

Notemos que R(C) = C(D) y, por tanto, Ker(C) = B(D). Luego, rank(C) = u(D) y
null(C) = p(D). Véase la figura 4.4.

Una matriz base de ciclos de D es la matriz cuyos renglones son una base para el espacio de circu-
laciones C(D). Ademés las relaciones de dependencia lineal que se tenian para gréficas, aqui también
se siguen cumpliendo, esto es, que las columnas linealmente independientes de C corresponden a
digraficas que no contienen cortes minimales.

C/ también denota a la matriz base de cortes cuyos renglones son las circulaciones fundamentales
asociadas a un arbol generador maximal de D. Ordenando de manera adecuada las circulaciones
fundamentales y los arcos A(D) = A(T) U A(T), podemos escribir:

Cr=1I, | T|.
UIO a @UZ Uy a U2
d e b d e b
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4.1.3. Relaciones entre las matrices M, B y C

Ya sean graficas dirigidas o no, vimos en el capitulo anterior que los ciclos y los cortes son
ortogonales, asi como las circulaciones y las tensiones. Debido a sus definiciones, la propiedad de
ortogonalidad repercute en las matrices que hemos estudiado en estas secciones.

Teorema 4.5

Supongamos que M, B y C son las matrices de incidencia, de cortes y de ciclos (de tensiones y de
circulaciones), respectivamente, de una grafica (de una digrafica). Si asumimos que tales matrices
tiene el mismo orden de columnas, entonces se cumplen las siguientes igualdades: MCT = O,
CMT=0,BCT=0 yCBT =0.

Atin mas, si M es la matriz de incidencia reducida, y By y C son las matrices base de cortes y
ciclos (tensiones y circulaciones) fundamentales respecto a un bosque generador maximal, también

se cumple que: MC} = O, C;M" = 0, B;C} = O y C;B} = O.

Recordando que las submatrices cuadradas de (n—c¢) x (n—¢), no singulares, de M, corresponden
a bosques generadores maximales, enunciamos el corolario que sigue.

Corolario 4.3

Sea T' un bosque generador maximal de una gréfica G (o de una digrafica D). Supongamos que

las columnas de las matrices M, By, C; se han arreglado segin E(G) = E(T) U E(T)

(0 A(D) = A(T)UA(T)), de forma que M = [My | My|,By=[T | L]yC;=[I, | T|.
Entonces podemos afirmar que las matrices de cortes y ciclos fundamentales (tensiones y circula-
ciones) son de la forma:

Bf:[i\/[;llv[T | Ip}
Cr=1, | —MEMF)]

Lo anterior significa que, a partir de la matriz de incidencia y un bosque generador maximal, pode-
mos construir los cortes (tensiones) y ciclos (circulaciones) fundamentales de una gréfica (digrafica).

4.2. ;Cuantos arboles generadores tiene una grafica?

t(G) denota a la cantidad total de &rboles generadores de una gréafica G conexa. Se sabe que
Arthur Cayley (1821 - 1895) establecié que hay t(K,) = n" 2 arboles generadores en una grafica
completa de n vértices.

Las herramientas que hemos desarrollado en todo este trabajo nos permiten elaborar una férmula
que nos dice cuantos arboles generadores tiene una grafica conexa arbitraria.

Para lograr nuestro objetivo, haremos uso de la matriz de incidencia de una digrafica. Esta ma-
triz es totalmente unimodular, lo cual significa que cualquiera de sus submatrices cuadradas tiene
determinante 1, —1 6 0.

Teorema 4.6

Dada D una digrafica conexa, su matriz de incidencia Mp es totalmente unimodular.

Demostracion: Esta prueba se hace por induccion sobre el tamaifio de las submatrices cuadradas
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de M. Téngase en cuenta que M es una matriz cuyas entradas son sélo 1, —1 6 0. Asi, una submatriz
cuadrada M, de tamano 1 x 1, tiene como tUnica entrada alguno de esos valores, cumpliéndose el
enunciado.

Supongamos que toda submatriz cuadrada de tamano (k—1) x (k— 1), de M, tiene determinante
1,-160.

Sea A una submatriz cuadrada M, de tamano k£ X k. Si A tiene un renglén o una columna cuyas
entradas son todas 0, entonces det(A) = 0. Si todas las columnas de A tiene exactamente un 1
y un —1 en sus entradas, también det(A) = 0, pues si sumamos todos renglones de A, mediante
operaciones elementales, obtendremos un renglén con todas sus entradas iguales a 0, regresando al
caso anterior.

El tinico caso restante es cuando A tiene alguna columna con una tinica entrada con valor 1 6 —1
(y las demas 0). Utilizando la férmula de Laplace y expandiendo el determinante sobre esta columna
obtenemos que

A=41- Xz’j;
donde Kij es una matriz de tamano (k — 1) x (k — 1). De aqui que, por hipétesis de induccién,
det(A) € {—1,0,1}. Por lo tanto, M es totalmente unimodular.

Q.E.D.

Corolario 4.4

La matriz de incidencia reducida de cualquier digrafica es totalmente unimodular.

Haremos uso de una férmula que nos permite calcular el determinante de un producto de matrices.
La enunciaremos, pero sin demostracién (puede hallarse una prueba en [6]). Antes debemos explicar
nuestra notacién: tomemos una matriz A, cuyo conjunto de columnas estd indexado por un conjunto
E.Si S C E, entonces A|s es la submatriz de A donde sus columnas son aquellas que corresponden
a los elementos de S.

Teorema 4.7 (Férmula de Cauchy-Binet)

Si A, B € My (R), entonces

det(ABT) = Y det(Als) - det(B|s).

Ya tenemos todo lo necesario para poder expresar el niimero de arboles generadores de una grafica.
Consideremos de antemano que los arboles generadores de una digrafica son los mismos de los de su
grafica subyacente (sin las orientaciones de las aristas).

Teorema 4.8 (El teorema Matriz- Arbol)

Sea (G una grafica conexa, con n vértices y m aristas. De igual manera, sea 8 una orientacion
cualquiera de GG. Entonces

t(G) = det(Mg(Mg)").

Demostracién: Ya sabemos que las submatrices de 1/\\/18 de tamano (n — 1) X (n — 1) son no
singulares si las n — 1 columnas corresponden a las aristas de un arbol generador de G; y estas
submatrices tienen determinante 1 6 —1 por el teorema 4.6.
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Por la férmula de Cauchy-Binet y porque 1\718 es totalmente unimodular, tenemos:

det(Mgz(Mz)") = > det(Mgls) - det(Mg]s)
se(Mh)
= Y (det(Mg))?
se(Ui)

= > {1|8[5] es arbol generador}
se(t)

= 1(G).

Q.E.D.
Ejemplo 4.1

Consideraremos la grdfica de Petersen y su matriz de incidencia reducida, que se encuentran
en la figura 4.5.

<>
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=
<
3
S
<
S
s}

uy
(2
u3
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us
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wy
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Uy
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—0 00O~ OO O =
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oo~ OoO0C OO O
O OO0 OO O~
o~ ococoocooool3

OO OO OO O
[N eoleloBeol Sl
OO OO OKHRKFEOOO
[eNeoNeoNeN T NoNeNel S
OO OO OO O
SR OO OO+ OOoO
—oorROoOOOCOO
corRroocOoO0OoO

=

Fig. 4.5

Darle una orientacion a esta grafica se traduce en cambiar algin 1 por un —1 en cada columna:

a b C d e f g h i j k I m n o

Uy 10 0 0 1 1 0o o0 o0 O O O 0 0 O
wl-1 1 0 0 0 0 1 o 0 o o0 O o0 0 O
ug | 0O =1 1 0 0 o o 1 o O OoO 0O O o0 O
uy | 0 0 -1 1 0 0 0 O 1 0 0 0 0 0 O
M= w|0O 0 0 -1 -1 0 0 O O 1 0 0 0 0 O
w|O O O 0 0O -1 0 0 0 O 1 0 0 1 0
wz| O 0O 0 0 0 0o -1 0 0 0 0 1 0o 0 1
ugs | O 0 0 0 O o 0 -1 0 0 -1 0 1 0 0
w0 0 0 0 0 o o o0 -1 0 0O -1 0 -1 0

Fig. 4.6

Puede probarse que det(MM?*) = 2000. Por tanto, la grafica de Petersen tiene 2000 &rboles
generadores. ¢
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4.3. Redes eléctricas

A muy grandes rasgos, una red eléctrica (en otros contextos también se le conoce como circuito
eléctrico) es una coleccién de elementos (o dispositivos) eléctricos conectados entre si, tales como
resistencias, capacitores, transistores, etc. El comportamiento de estas redes depende de dos facto-
res: las caracteristicas de los elementos eléctricos involucrados y de qué manera estos objetos estan
conectados (o sea, de su topologia). No profundizaremos en el primer aspecto dado que concierne a
sus propiedades fisicas. Sin embargo, el segundo es de nuestro interés, pues es donde la Teoria de
Gréficas hace su aparicion.

Una red eléctrica se modela con una grafica, en donde sus aristas corresponden a los dispositivos
eléctricos y los nodos que conectan tales elementos son los vértices.

A cada arista e; (o dispositivo) de la red eléctrica se le asocian dos variables en un momento
dado t: su wvoltaje vi(t) y su corriente ix(t). Puede considerarse al voltaje como aquella variable que
representa la diferencia de potencial de los extremos de la arista; y la corriente es una variable que
fluye a través de la arista. Precisamente, para indicar las direcciones de los voltajes y del flujo de las
corrientes, es necesario asignarle orientaciones a las aristas de grafica asociada a la red eléctrica. Por
tanto, las redes pueden ser estudiadas a través de las orientaciones de una grafica. En la figura 4.7
mostramos en (a) un elemento de una red eléctrica, y en (b) su arista asociada, junto con su direccién
y sus dos variables asociadas. Como una convencién, el voltaje + se asume siempre en la cola del
arco.

in(t)
— F—o0 O O
+ Uk(t) —
k — éstmo dispositivo eléctrico Arista ey,
(a) (b)
Fig. 4.7
Supongamos que G = (V| E) representa alguna red eléctrica con V' = {uy,...,u,}y
E = {ei1,...,en}. Los valores de las corrientes que atraviesan las aristas en un momento ¢ los

representamos en un vector columna llamado el vector de corrientes:

De igual manera, el vector de voltajes es el vector columna que representa los voltajes de cada
arista en el tiempo t:
vi(t)
vt)=|
Um (1)
Una de las grandes contribuciones del fisico Gustav Kirchhoff (1824 - 1887) fue postular dos leyes

que gobiernan el comportamiento de los voltajes y las corrientes de una red eléctrica, en todo tiempo
t:
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s Ley de las corrientes de Kirchhoff: En cualquier vértice v, la suma de las corrientes que entran
en ese vértice es igual a la suma de las corrientes que salen. De forma equivalente, la suma de
todas las corrientes que pasan por el vértice es igual a cero:

D dg(t) =0.

a€d(v)
s Ley de los voltajes de Kirchhoff: La suma de todas las voltajes en un ciclo C' de la red eléctrica

es igual a cero:
> wa(t) =0.
acE(C)

En la primera ley consideramos las direcciones de las aristas (y los signos + y — de los voltajes);
y en la segunda se considera de antemano una orientaciéon arbitraria de los ciclos. Por ejemplo,
consideremos la red eléctrica de la figura 4.8.

+ +
+ L= L Ly

1 3 5
1 2
3 \/_
@
Fig. 4.8

Los signos + nos dicen en qué direccién van los voltajes y las corrientes. También indicamos la
orientacion de los ciclos de la red. En la figura 4.9 colocamos la digrafica D asociada, mostrando
también las orientaciones de los arcos y los ciclos.

Uyg

Fig. 4.9

Asi, segtin las leyes de Kirchhoff, tenemos las siguientes ecuaciones:
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» Fcuaciones de las corrientes:

Vértice uy :  i1(¢) +  ds(t) = 0
Vértice usy : —  a(t) 4 as(t)  + au(?) = 0
Vértice ug : — ag(t)  + is(t) = 0
Vértice Uy : - ’Ll(t> - Zg(t) — Z5(t) = 0
= Fcuaciones de los voltajes:
Ciclol: —wui(t) 4+ w(t) +  vs(t) = 0
Ciclo 2 : vs(t)  —  w(t)  —  ws(t) = 0
Ciclo 3 : —v(t)  + vt +  w(t)  + wus(t) = 0

En notacién matricial, las ecuaciones de las corrientes y voltajes se expresan como:

1 1 0 0 0 ?8 0]

0 -1 1 1 0 .2(t) o

0 0 0 -1 1 23@ ~ o

1 0 -1 0 -—1|1* 0

i5(t) | o

u®)]

—1 11 0 07w 0

0 01 —1 —1] |vs(®)| =10

~1 10 1 1] wu@®| o]
vs(t) |

Si observamos atentamente, podemos darnos cuenta que las matrices asociadas a las corrientes y a
los voltajes son, respectivamente, las matrices de incidencia y de ciclos de la digrafica que representa
a la red eléctrica. Entonces el vector de corrientes esta en el kernel de la matriz de incidencia, i.e., es
una circulacion del espacio C(D); y el vector de voltajes esta en el kernel de la matriz de ciclos, o sea,
es una tension del espacio B(D). Por estas razones, los espacios B(D) y C(D) recibieron sus nombres.

Este fenémeno no es exclusivo del ejemplo previo, es algo que sucede en general, cualquiera que
sea la cantidad de vértices o de aristas.

Gracias a la herramientas desarrolladas en esta tesis, las leyes de Kirchhoff se reformulan como

sigue:

= Ley de las corrientes de Kirchhoff: La corrientes de una red eléctrica forman un circulacion de

la digrafica asociada, es decir:
M -i(t) = 0.

= Ley de los voltajes de Kirchhoff: Los voltajes de una red eléctrica forman una tension de la
digrafica asociada, o sea:

C-v(t)=0.
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Parte del trabajo de Kirchhoff fue determinar qué ecuaciones de las corrientes y los voltajes
eran linealmente independientes. Ahora podemos afirmar que, necesariamente, hay n — 1 ecuaciones
de las corrientes linealmente independientes; y m — n + 1 ecuaciones de los voltajes linealmente
independientes. Alin mas, estas ecuaciones se obtienen a partir de un arbol generador de la red y
considerando las matrices M y Cy.

Hay una cantidad considerable de literatura que trata estos temas. El lector interesado puede
consultar [6, 15, 17, 5].

4.4. Graficas planas

Los conjuntos de corte y los ciclos (y las gréaficas pares, en general) parecen estar intimamente
ligados, como ha quedado demostrado en todo este trabajo. Pareciera, incluso, que tiene un compor-
tamiento dual. Comentaremos esta nociéon de dualidad desde un punto de vista mas formal.

No serd nuestro objetivo hacer un estudio de las graficas planas. El libro [3] es una excelente
referencia al respecto. Sin embargo, también puede hallarse informacién en [5, 6, 7, 15, 10]. Es necesario
hacer algunas observaciones: como el lector sabra, en términos muy generales, decimos que una grafica
es plana si es posible dibujarla en un plano de tal manera que sus aristas s6lo se corten en sus extremos
(y no en otros puntos del plano).

Ejemplos de gréficas no planas son K5 y K33, ni lo son, tampoco, ninguna de sus subdivisiones.
Una subdivisién de una grafica GG es una gréafica que resulta de subdividir aristas de G. De hecho,
Kazimierz Kuratowski (1896 - 1980) probé lo siguiente:

Teorema 4.9 (Teorema de Kuratowskz)

Una grafica es plana si y solo si no contiene subdivisiones de K5 o de Ks 3.

Cada grafica plana parte al plano en un numero finito f de regiones conexas por trayectorias.
Tales regiones son llamadas las caras de la grdfica. Una de estas caras siempre serd no acotada, la
cual se llama cara ezterior. En la figura 4.10 se muestra una grafica plana junto con sus caras.

Fig. 4.10

Si G es plana, podemos construir otra grafica G* donde sus vértices corresponden a las caras de
(G y éstos son adyacentes si sus caras respectivas son separadas por una arista. A cada arista e de G,
le corresponde una arista ex en G*. Véase la figura 4.11, en donde dibujamos el dual de la grafica de
la figura 4.10. Se sabe que G* es plana; y que si G es conexa, G* también es conexa.
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Fig. 4.11

Si S C E(G), escribimos S* = {e*|le € S} C E(G*). Las propiedades mas relevantes que nos
conciernen son enunciadas como un teorema y un corolario:

Teorema 4.10

Sea GG una grafica plana y conexa y consideremos su dual G*. Se cumple lo siguiente:
= Si C es un ciclo de GG, entonces C* es un corte minimal en G*.

» Si B es un corte minimal en G, entonces B* es un ciclo de G*.

Corolario 4.5

Para toda grafica plana G, el espacio de ciclos de G, C(G), es isomorfo al espacio de cortes de G*,

B(G*).

El teorema de Kuratowski caracteriza las graficas planas de una manera muy geométrica. Durante
algun tiempo se buscé una caracterizacién menos topoldgica y mas combinatoria (o mas bien, alge-
braica). Quien logré tal hazania fue el mateméatico Hassler Whitney (1907-1989) en los anos 30 del
siglo XX, en una serie de famosos articulos.

Whitney estudié en [18] las relaciones que hay entre una grafica y su dual geométrico y propu-
so una nocién de dualidad mas abstracta. El objetivo entonces era probar que dos graficas duales
geométricamente, también lo eran en el sentido de Whitney, y viceversa.

Supongamos que tenemos dos graficas G; y Ga, y una funcién biyectiva 0: E(G1) — E(Gs).
Entonces podemos construir otra funcion biyectiva 8: £(G1) — £(G2) que manda una subgréfica
generadora de (G en la correspondiente subgrafica generadora de Gs, via #; es decir, que para toda
He€& (Gl),

O(H) = Gy[0(E(H)] € £(Ga).

Decimos que dos graficas G1 y Go son duales en el sentido de Whitney (o también que son duales
algebraicamente) si existe una funcién 0: E(Gy) — E(Gs) tal que, para toda H € £(G1), se cumple:

p(G2 \ 0(H)) = p(Ga) — pu(H).
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Equivalentemente, G y Go son duales en el sentido de Whitney si existe una funcién 0: E(G;) —
E(G3) tal que C' € £(G) es un ciclo de Gy siy s6lo si 8(C) es un corte minimal de Gs.

Whitney logré demostrar que ni K5 ni Ks3 tiene duales algebraicos. Aun mas, probé que toda
grafica es plana si y solo si tiene un dual algebraico. Finalmente, que toda grdfica tiene un dual
algebraico si y solo si no contiene subdivisiones de K5 ni de K3 3; logrando asi una caracterizacion
algebraica de las gréaficas planas.

4.5. Optimizacion Combinatoria

La Optimizaciéon Combinatoria es una rama de las Matematicas que, para resolver los problemas
que se plantea, se vale de otras ramas y técnicas de combinatoria. Su uso de la Teoria de Gréficas y
el Algebra Lineal es frecuente.

En esta secciéon mencionaremos brevemente cémo la teoria presentada en este trabajo ha sido, de
una u otra manera, util para Optimizacion Combinatoria. A continuacién, describiremos algunos de
los problemas mas famosos que se han estudiado.

Dada una grafica, un apareamiento es un subconjunto de aristas que no tienen vértices extremos
en comun. El apareamiento es perfecto si todo vértice de la gréafica es extremo de alguna arista del
apareamiento.

El estudio de los apareamientos en graficas ha sido productivo. Por ejemplo, los problema de
encontrar un apareamiento de cardinalidad maxima y el de hallar un apareamiento de peso maximo
(otorgandole pesos a las aristas) pueden ser modelados usando las herramientas que trabajamos en
los capitulos anteriores.

Otro es el problema de asignacion que consiste en encontrar un apareamiento perfecto de peso
minimo. De forma similar, hallar un drbol generador de peso maximo o peso minimo son problemas
clasicos. El lector encontrard en [11] una excelente fuente para profundizar en estos temas.

Las redes de comunicacién y de transporte han generado también diversas cuestiones que se han
contestado gracias a la Optimizacion Combinatoria. El estudio de las redes involucra un concepto
similar (y de cierto modo, equivalente) a las circulaciones en digréficas.

4.5.1. Flujo en redes

Una red es una cuadrupla N := (D, ¢, s,t) en donde D es una digrafica junto con dos vértices
distinguidos: una fuente s y un pozo t; y una funciéon no negativa c: A(D) — R. Los demas vértices
de la red son llamados vértices intermedios e I denota el conjunto de éstos. La funcién ¢ es conocida
como la funcion de capacidad de la red N,y cada valor ¢(a) es la capacidad del arco a. A veces a D
se le llama la digrdfica subyacente de la red N.

Un flujo en N es una funciéon f: A(D) — R que satisface la condiciéon de conservacién en sus
vértices internos, es decir, para todo v € I,

Ft(v) — F~(v) =0.
Se dice que un flujo es factible si satisface la restriccion de capacidad:
0 < f(a) < c(a), para todo a € A(D).

Un s—t corte en lared N es un excorte 91 (X) de su digréfica subyacente, de tal forma que s € X
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y t € X. La capacidad de un s — t corte es la suma de las capacidades de sus arcos, es decir:

cap(0T (X)) :== > cla) = CHX).
a€dt(X)

Por otro lado, dado X C V(D), el flujo que sale de X es el ntimero F*(X) — F~(X) y el flujo
que entra en X es F~(X) — FT(X). Puede probarse que la cantidad F*(X) — F~(X) es constante,
dado cualquier subconjunto X que cumpla que s € X y t € X. Este ntimero es el valor del flujo f y
se escribe val(f).

Un s —t corte es un corte minimo si no hay otro s — t corte en N de menor capacidad; y un flujo
f es de flujo mdximo si no hay otro flujo de mayor valor.

Los s—t cortes y los flujos estan intimamente relacionados. Por ejemplo, dado cualquier s —t corte
K y cualquier flujo f, se sabe que val(f) < cap(K). Aun mas, si val(f) = cap(K), necesariamente f
es un flujo maximo y K un corte minimo.

Uno de los problemas mas famosos de la Optimizacién Combinatoria es de encontrar un flujo
maximo en una red dada. El algoritmo mas famoso para resolverlo es el de Ford y Fulkerson, publicado
en los anos 50 del siglo XX. El teorema que sigue es un resultado central que caracteriza los flujos
maximos en redes y los cortes de capacidad minima.

Teorema 4.11 (El teorema Mdxzimo Flujo Minimo Corte)

En toda red, el valor de un flujo maximo es igual a la capacidad de un corte minimo

El teorema anterior es una generalizacién de otro resultado ampliamente conocido en la Teoria
de Graficas: dando el valor de 1 a las capacidades de cada arco de una red, se deduce el Teorema de
Menger.

Teorema 4.12 (Teorema de Menger)

En cualquier digréafica con dos vértices distinguidos s y t, el nimero méaximo de (s, t)—trayectorias
ajenas por aristas (dos a dos) es igual al minimo niimero de arcos en un s — t corte.

Finalmente, asignando pesos y costos a los arcos e imponiendo otras restricciones, los famosos
problemas de Programacién Lineal tales como el de la ruta mds corta, asignacion optima, el problema
de transporte y el de transbordo, han sido modelados en términos de flujos en redes, encontrandose
que son equivalentes. Los libros [8, 5, 4, 3, 11] tratan con mds detalle el estudio de los flujos en redes.

4.5.2. Matroides

En el capitulo 3 de esta tesis pudimos darnos cuenta de cémo se relacionan las matrices de inci-
dencia con los espacios vectoriales asociados a las graficas. Nos dimos cuenta también como las bases
del espacio de columnas de dicha matriz corresponden a los arboles (bosques maximales) generadores
de la gréfica; asi como los ciclos corresponden a los conjuntos de columnas linealmente dependientes.

Inspirado en estos fenémenos, Whitney dio un paso maés alld en su articulo [18] de 1935 generali-
zando a la vez los espacios vectoriales y las graficas en una nueva estructura llamada matroide. Asi,
el estudio de los matroides es el estudio de una teoria abstracta de la dependencia lineal. Un buen
libro para estudiar la Teoria de Matroides es [13].

Un matroide M es un par ordenado (E,Z) que consiste de un conjunto finito £ y una coleccién
T de subconjuntos de E con las siguientes propiedades:

» ) eT.
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w» SileZel CI, entonces I' €.

» Silj el pertenecen a Zy |I;| < |3, entonces existe un elemento e € I\ I; tal que [;U{e} € 7.

Los elementos de Z son conocidos como conjuntos independientes del matroide M. Los conjuntos
dependientes de M son los subconjuntos de E que no pertenecen a Z. los circuitos son los conjuntos
dependientes minimales de M. Los conjuntos independientes maximales reciben el nombre de bases
de M.

De hecho, los matroides pueden ser definidos de manera equivalente por medio de sus bases. El
siguiente parrafo expresa estas ideas.

Un matroide es un par ordenado (E, B) que consiste de un conjunto finito £ y una colecciéon B
de subconjuntos de E llamados bases, que satisfacen dos condiciones:

= B#0.

» Propiedad de intercambio. Si By y By son dos bases y e € By \ By, entonces existe f € By \ By
tal que (By \ {e})U{f} € B.

Entonces los conjuntos independientes de un matroide son subconjuntos de sus bases. Por ejemplo,
una matriz M con entradas en un campo F da pie al matroide lineal (E,B) en donde E es el conjunto
de columnas de M y B el conjunto de todas las bases del espacio de columnas de M.

El matroide grafico M (G) := (E, B) asociado a una grafica G es aquel donde E es el conjunto de
aristas de G y B los conjuntos de aristas correspondientes a los bosques generadores maximales de
G. En ese caso, los conjuntos independientes son las subgraficas aciclicas y los circuitos son los ciclos
de G.

El dual de un matroide M es el matroide M* = (E, B*) donde B* := {E'\ B|B € B}. En cuanto al
matroide grafico M (G), las bases de su dual M*(G) son los complementos de los bosques generadores
maximales y sus circuitos son los conjuntos de corte minimales. M*(G) es conocido como el matroide
co-grdfico.

Al principio de esta seccién mencionamos algunos problemas de maximizaciéon y de minizacion.
Resulta que, gracias a su estructura, incluso éstos pueden ser generalizados con matroides.

El Problema de Maximizacion en matroides puede ser formulado como sigue: dado un matroide
M = (E,T) con pesos en los elementos de F, es decir, una funcién no negativa ¢: £ — R, hallar un
conjunto independiente X de peso maximo, o sea, X € Z tal que C'(X) = Y.cx c¢(e) es maximo.

El Problema de Minimizacion se establece de forma analoga: dado un matroide M = (E, B) con
pesos en los elementos de F/, encontrar una base de peso minimo.

Otros problemas conocidos son aquellos que involucran la interseccion de matroides. Si (E,Z;)
y (E,Z,) son dos matroides sobre el mismo conjunto E, su interseccion es el sistema de conjuntos
(E, 7, NI,). Aunque, en general, tal interseccién no es un matroide, es de interés hallar el conjunto
X € 7, NI, de cardinalidad maxima; mas atn, si los matroides tienen pesos, encontrar X € Z; N7,
de peso ¢(X) méaximo. El problema de encontrar un apareamiento de cardinalidad maxima en una
grafica bipartita puede modelarse en términos de una interseccién de matroides.

Podemos darnos cuenta que la Teoria de Matroides es ttil por su poder de generalizacion y
sus aplicaciones. Es por esto que los matematicos se han esforzado en estudiar y desarrollar teoria y
algoritmos para matroides. A manera de conclusion, los matroides son, de cierto modo, una conclusiéon
de los temas revisados en la presente tesis, y un comienzo para nuevas areas cuyas influencias siguen
repercutiendo en las Matematicas hasta nuestros dias.
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