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Capitulo 1

Antecedentes y objetivos de la tesis

1.1 Introduccién general

Un material compuesto se define como la unién de varios materiales de manera que puedan encon-
trarse en la mezcla varias fases. A uno de los constituyentes se le da el nombre de matriz, mientras los
otros reciben el nombre de inclusiones, las cuales pueden adoptar diferentes formas geométricas, no
tienen por qué guardar un orden, y pueden encontrarse en cualquier proporciéon. Aunque desde hace
siglos el hombre ha usado compuestos en aras de lograr materiales mas idéneos para una aplicacién
dada, no es hasta nuestros dias que el uso de estos en la industria adquiere un auge vertiginoso. El
desarrollo de la tecnologia ha traido aparejado el aumento del estudio de los materiales heterogéneos,
especialmente el relacionado con la dindamica de estos.

Dentro de las investigaciones de los materiales “inteligentes” se destacan las enfocadas a predecir el
comportamiento dindmico de los compuestos magneto-electro-elasticos (MEE), muchos son los traba-
jos que en esta linea se han venido desarrollando en los tltimos anos [1]- [7]. Este tipo de materiales
son muy cotizados en la industria por sus usos en sensores, transductores, actuadores, memorias,
etc. Esta versatilidad es posible debido a que en estos materiales confluyen estimulos y respuestas de
naturalezas mecdanica, eléctrica y magnética. Al incidir una onda eldstica en un material MEE ob-
tendremos una respuesta mecanica, una eléctrica y otra magnética. Los compuestos se utilizan para
poder obtener y graduar en lo posible estas respuestas. El estudio de ondas eldsticas en compuesto
MEE adquiere entonces una gran importancia ya sea como generadores, receptores o transmisores.
Las ondas eldsticas de manera general pueden clasificarse en ondas primarias P (longitudinales) y
ondas secundarias S (transversales). Las ondas S, a su vez, se clasifican en ondas SV (polarizadas ver-

ticalmente) y ondas SH (polarizadas horizontalmente), en presencia de una interfaz entre dos medios
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la onda SH es aquella en que las oscilaciones del medio son perpendiculares al plano de incidencia, la
componente que estd en el plano de incidencia serd la SV . En la Figura 1.1 se muestra un esquema
representando estas ondas en el caso que estudiaremos, es decir cuando las ondas se propagan en el
plano (x1,x3). Al incidir en una frontera las ondas P y SV intercambian energia entre si, mientras que
las ondas SH son independientes [8]. Desde el punto de vista matemético las ondas SV y P satisfacen
las mismas ecuaciones. Por esta razén y por la interdependencia de estas ondas, en muchos articulos
y textos se refieren a ellas como ondas SV-P. Estas ondas, debido a su complejidad han sido menos

estudiadas que las SH y son precisamente las ondas que estudiaremos en este trabajo.

Superficie

SV
e
X,

X

SH

Figura 1.1: Esquema de Ondas Secundarias.

Los objetivos de esta tesis, delineados de manera mas precisa en el epigrafe 1.7, estan relacionados con
el estudio de ondas SV-P en compuestos laminados magneto-electro-elasticos. Una de las novedades
m&s importantes que incluiremos es la consideraciéon de condiciones de contacto imperfecto de dife-
rentes naturaleza en las interfaces de los compuestos. Esto sin duda es un paso importante a la hora

de acercarnos con nuestra modelacién matemaética a la realidad fisica.

1.2 Materiales compuestos

A pesar de que en el epigrafe anterior hicimos referencia a los materiales compuestos en éste escribire-
mos su definicién de manera més precisa, adoptando para ello la dada por Newnham en 1978 “los
materiales compuestos se definen como la mezcla de dos o mas materiales insolubles entre si y unidos
por medio de una mezcla, en la cual se mantiene integro cada componente, cuentan con un aglutinante

como matriz y otro u otros como reforzantes, de diferentes formas” [9]. A pesar de que esta definicién

IEn el epigrafe 1.6 se hablard con mas detenimiento de estas ondas.



Joanka Hernandez Cabanas 7

es de apenas el siglo pasado, el uso de los compuestos se remonta a la antigiiedad. Desde entonces
el hombre los utiliza para mejorar las propiedades de los materiales usados en una determinada apli-
cacion. Es el caso de los adobes: unién de arcilla y fibras de paja o el yeso reforzado con crines
de caballo, etc. [10]. En el mundo actual no podemos imaginar desarrollo sin el uso de materiales
compuestos. En su libro Composite materials: design and applications, Ronald F. Gibson hace una
exposicién de la utilizacién de compuestos en varias industrias destacando aerondutica, electrénica y
comunicaciones [11].

Para crear un material compuesto en la actualidad se recurre previamente a su fabricacién a nivel
experimental, partiendo de una guia tedrica, es decir se acude a la simulacién o a la modelacién
matematica del material. Dentro de este campo se enmarca nuestro trabajo de investigacion.

Las propiedades de un compuesto van a depender necesariamente de los constituyentes y sus propor-
ciones en la mezcla, asi como de la geometria de las fases. La naturaleza de los constituyentes se
elige en dependencia de las caracteristicas que debe tener un material. Hay funciones de las propieda-
des de los materiales que ayudan a seleccionar los mas adecuados para una aplicaciéon determinada.
El valor de estas propiedades puede mejorarse cambiando las formas y los componentes de las fases
de los compuestos. Dentro de los componentes més usados se encuentran los piezoeléctricos y los
piezomagnéticos. Los materiales con al menos una fase piezoeléctrica o piezomagnética se denominan
piezocompuestos. Los piezocompuestos se han utilizado ampliamente en transductores ultrasénicos
y en dispositivos actisticos usados en la medicina, en la industria naval, la aerondutica, las teleco-
municaciones, en la informaética, etc. por lo que determinar sus propiedades se ha convertido en un
reto para la comunidad cientifica desde hace varios afos [12]-[24]. Por su naturaleza més general y
sus potencialidades para aplicaciones tecnolégicas los materiales que muestran acoplamientos entre
efectos eldsticos, eléctricos y magnéticos, los magneto-electro-eldstico (MEE) han venido llamando la

atencioén de los investigadores [25] y [26].

1.3 Materiales Magneto-Electro-Elasticos

Los medios magneto-electro-eldsticos presentan propiedades piezoeléctricas y piezomagnéticas a la vez,
es decir al aplicdrseles un campo eléctrico y/o magnético se deforman, o al sufrir una deformacién se
origina en ellos un campo eléctrico y/o un campo magnético.

En los compuestos en que se alternan fases piezoeléctricas y piezomagnéticas se puede observar un
acoplamiento entre los campos eléctrico y magnético, el denominado efecto magnetoeléctrico [27]. En
estos tiempos existe un auge en el estudio de los materiales magnetoeléctricos [28]-[34] debido a que

estos ofrecen toda una gama de nuevas aplicaciones que incluyen el nuevo campo de la espintrénica,
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dispositivos para almacenamiento de datos y memorias de estados muiltiples. En la referencia [35]
se realiza un estudio de la aparicién de una magnetizacién uniforme ante la accién de un campo
eléctrico en un semiconductor dopado. Mostovoy et al. [36] realizan un andlisis de la dependencia
de la temperatura del efecto magnetoeléctrico en el CryOg3, trabajo que recibe una ampliacién en la
referencia [37]. Vaz et al. determinan el origen de este efecto en una estructura multiferroica [38].
Gareevaa & Zvezdina realizaron un estudio de las interacciones magnetoeléctricas en las paredes de
los dominios multiferroicos [39]. Tolédano et al. proponen un origen magnético para la polarizacién
eléctrica del MnWOQOy, [40]. Un problema importante para la ciencia reside en el hecho de que se
conocen muy pocos materiales homogéneos magnetoeléctricos, en particular que se puedan obtener a
no muy altas presiones [41]. Para que exista efecto magnetoeléctrico en un compuesto no es necesario
que este comportamiento esté presente en alguno de los componentes por separado, por lo que los
compuestos se hacen grandes candidatos para solucionar esta dificultad.

Desde tiempos tan tempranos como la iltima década del siglo pasado Avellaneda & Harshé estudian
este efecto en compuestos 2-2 con laminas piezoeléctricas y piezomagnéticas que no exhibian ninguna
de las dos este comportamiento [42] y Benveniste estudia el efecto magnetoeléctrico en compuestos

fibrosos piezoeléctricos/piezomagnéticos [43].

1.4 Condiciones de contacto imperfecto en las interfaces

Una de las mayores dificultades a las que nos enfrentamos al modelar un material compuesto son las
fronteras entre las fases, en muchos trabajos se modelan suponiendo un contacto ideal en las interfaces
[44]-[46]. Sin embargo, es cada vez mds notorio la preocupacién de los cientificos por ir incluyendo
condiciones de contacto imperfecto en las intercaras a la hora de modelar compuestos [47]-[51].

En la actualidad existen varios modelos de condiciones imperfectas, como el modelo de membrana, el
de interfaz y el modelo de resorte para condiciones de contacto imperfecto mecanico, que no es mas
que suponer saltos en los desplazamientos de ambos lados de una interfaz proporcional a los campos.
Similarmente, existen condiciones de contacto imperfecto eléctrico y magnético que presuponen un
salto en los potenciales proporcional a los campos eléctrico y magnético respectivamente. Estas condi-
ciones de contacto imperfecto mecénico, eléctrico y magnético son los que se usaran en este trabajo.
Haciendo uso del modelo resorte en la referencia [52] se hace un estudio de las ondas de Rayleigh
generalizadas en un sistema con recubrimiento. En la referencia [53] se estudia la influencia de con-
siderar condiciones de contacto imperfecto en un compuesto eldstico al que se le han insertado fibras
cilindricas, las celdas de este compuesto son diagonales. Por su parte, en la referencia [54] trabajan

la inhomogeneidad como una interfaz entre los medios de un compuesto elédstico.
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Otro estudio reciente es el realizado en [55], ellos modelan la interfaz como un medio adhesivo entre los
planos de las fases. En la literatura encontramos también muchos trabajos que analizan condiciones
de contacto imperfecto de diferentes naturalezas como hacemos en este trabajo [56]-[59], por solo citar
algunos. En la referencia [60] se estudian la propagacién de ondas eldsticas transversales horizontal-

mente polarizadas (SH)? en medios semiinfinitos con fronteras piezoeléctrica/piezomagnética.

1.5 Ecuaciones de la Teoria de la Elasticidad Clasica

El estudio de los cuerpos sélidos y sus deformaciones dentro de la mecanica de los medios continuos se
ha venido efectuando durante anos. Cauchy y Poisson en la década de 1820 formulan las ecuaciones

fundamentales de la teoria que atn hoy son la base de la misma.

Al deformar un cuerpo, cada punto de este puede sufrir un desplazamieto de su posicién inicial dada
por el vector de desplazamiento @ (z1, z2,x3,t) si se desea determinar la variacién del diferencial de

longitud para pequetias deformaciones [61], antes y después de la deformacién se tiene que

Ou;

dl =dl

d.’[?idaﬁj, (1.1)

donde los subindices toman los valores i, j = 1,2, 3 y se hace uso del convenio de sumacién de Einstein,
convenio que se seguira usando en el transcurso de este texto.
La expresién anterior también se puede escribir haciendo uso del tensor S de deformaciones en la

forma:

El tensor S;; tiene la forma
1 /0u; Ou;
Sij == : 2. 1.3
k 2 (83:] + 8x1> ( )

En algunos textos como el de Landau [61] dan otras definiciones de este tensor, pero hemos preferido

ésta, conocida también como relacién de Cauchy y que es la utilizada en oscilaciones pequenas.

Las deformaciones en los cuerpos ocurren al aplicar una fuerza sobre ellos, en teoria de elasticidad estas
son caracterizadas por el tensor de los esfuerzos. En términos de la densidad de fuerza F (z1,x2,x3),

fuerza ejercida en un volumen, se puede escribir por componentes en la forma

2En el epigrafe 1.6 se hace una descripcién de estas ondas.
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80’@‘

F; = . 1.4
5 (14)
De manera que la Segunda Ley de Newton puede escribirse en la forma
aO'ij 82ui
= ) 1.5
ox; o (15)

Esta, junto a las ecuaciones de Maxwell (1.6) son las ecuaciones que gobiernan la dindmica de los

medios que estudiaremos.

oD, 9B;
al'i o Gxi N

0. (1.6)

Para pequenas deformaciones podemos aproximar la relacién entre los tensores de esfuerzo y defor-

macién mediante una relacion lineal como expresa la Ley de Hooke-Lamé.

0ij = CijkiSkl, (1.7)

donde ¢;;y; son las componentes del tensor de elasticidad [62]. En préximos epigrafes veremos como

el efecto piezoeléctrico y piezomagnético hacen aparecer nuevos términos en esta ley constitutiva.

De las ecuaciones (1.7) en (2.2) se obtienen las ecuaciones de las ondas mecdnicas para materiales

netamente elasticos.

1.6 Ondas Transversales Verticalmente Polarizadas (SV)

Los primeros estudios de ondas mecanicas en medios continuos vienen de la geofisica, sismologia y la
geologia, de estas ciencias heredaron los nombres los modos de vibracién de las ondas mecanicas en
medios infinitos. Las ondas Primarias, ondas P, por ser las que viajan a mayor velocidad y por ende
las primeras en poderse detectar en un sismo y las ondas S u ondas Segundas o Secundarias. Las
ondas P son ondas longitudinales, mientras las ondas S son ondas transversales. A la componente de
la onda transversal en que las oscilaciones del medio son perpendiculares al plano de incidencia se le
denomina ondas SH (ondas transversales polarizadas horizontalmente), mientras que a la componente
no horizontal se le conoce como ondas transversales verticalmente polarizadas [63].

De una maner més rigurosa y siguiendo para ello el libro de Stein y Wysession [64], podemos ver
que haciendo uso del Teorema de Helmoltz [65] podemos escribir el desplazamiento @(z1, 22, x3,t) en

término de funciones potenciales [66] (1.8).
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’lj(l‘l, 333) = V¢<$1,l‘3) + V x f(.’lﬁl,xg). (18)

.
A su vez el potencial vectorial I' puede descomponerse de igual manera en dos términos:

[(z1,23) = V(2 23) + V x T(21, 23). (1.9)

Sustituyendo (1.9) en (1.8) se obtiene:

’(2(331,1‘3) = ti)(xl,xg) + V x ‘Il(xl,l‘g) +V xV x T($1,$3). (1.10)

Al sustituir (1.10) en la ecuacién de onda el primer término de la ecuacién corresponde al desplaza-
miento de una onda longitudinal (P), el segundo al desplazamiento de una onda SV y el tercero al de

una onda SH.

En muchos textos y articulos se refieren a las ondas SV como ondas P-SV, pues como veremos mas
adelante estan estrechamente ligadas. Desde las tempranas épocas de la década del 80’ del siglo pasado
se ven trabajos pioneros en ondas P-SV, asf lo reflejan el trabajo del francés Jean Vireiux [67], quien
por el método de diferencia finita modela la propagacién de ondas P-SV en medios heterogéneos y los
trabajos de Auld [68]. Son de destacar en este sentido los trabajos realizados para estudiar sismos;
[69]-[73], las dos tultimas referencias corresponden a articulos que realizan un estudio del terremoto
que afect6 a México en 1985 la primera publicada en la revista Science y la otra en Nature, esta tltima
realizada por un grupo de investigadores de la UNAM.

Existen varios métodos para estudiar reservorios ya sean de agua o combustibles fésiles, de ellos al-
gunos de los mas exitosos utilizan ondas eldsticas en especial P y SV, para ello se hace importante el
estudio de estas ondas en medios heterogéneos y en medios porosos. En este sentido en la referencia
[74] se estudia un modelo de propagacién de ondas eldsticas a través de tres capas que simulan un
reservorio de agua, gas o petroleo.

Desde hace varios anos es de interés de la comunidad cientifica la propagaciéon de ondas mecanicas en
materiales heterogéneos. A pesar de que encontramos muchos mas trabajos de propagacién de ondas
SH, existen muchos otros que se ocupan de estudiar las ondas SV. Particularmente en materiales con
acoplamiento de campo. En la década de los afios 90’ aparecen varios trabajos de Zhang & Gheen
[75]-[78], los autores de estos trabajos proponen un método de estudio de las onds SV en bilami-
nados piezocompuestos con estructura periddicas que radica en resolver el problema de propagacion
ondas transversales verticalmente polarizadas en cada una de las fases de manera independiente y

posteriormente determinar las curvas de dispersion haciendo uso de las condiciones de contacto en las
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interfaces del compuesto, estos autores hicieron uso de condiciones de contacto ideal entre las fases.
Es precisamente este modelo el que sirve de inspiracién a esta tesis.

La obtencién de curvas de dispersion y el estudio en general de ondas elasticas en materiales hete-
rogéneo es todavia un problema de la ciencia actual [79]-[83]. A partir de las curvas de dispersién
se tiene informacion de los modos de vibracién y se pueden determinar muchas otras de las carac-
terfisticas dindmica de la mayoria de los medios reales. Hace s6lo unos anos Lei Liu et al. presentaron
un estudio de ondas SV-P en piezocompuestos laminados [84]. Este mismo grupo un afio después
publicé un estudio teérico de ondas elasticas, esta vez SH, en laminados piezomagnéticos periédicos
[85]. En el presente ano aparecieron trabajos donde se determinan las curvas de dispersién de ondas

eldsticas en cristales fondnicos [86] y [87].

1.7 Ecuaciones aplicables al caso de medios magneto-electro-

elasticos

En este epigrafe llegaremos a las ecuaciones de las ondas eldsticas de manera general en medios
magneto-electro-elasticos homogéneos, para ello partiremos de las ecuaciones de Newton para la elas-
ticidad (2.2) y de las de Maxwell (1.6) presentadas en el epigrafe 1.6 y de las ecuaciones constitutivas

lineales, estas tltimas las podemos escribir en la forma:

auk ($1,x27.’173,t) a@(xth?:E?nt) (91/)(1'1,1'27$3,t)
05 (1,22, 23,1) = ¢4 + ekij + Qrij )
ij ( 1,42,4L3 ) ijkn axn kij al‘k qkij 8xk
Ouy, (v1, 22,73, ¢ Op (x1, T2, 23,1 O (z1, 9, 3,1
Dj(x1,29,73,1) = eign ( ) — €45 at ) _ Aij ( ), (1.11)
0xy, Oz Oz
Oug, (x1, T2, 23,1) Op (x1,x9,x3,1) o (x1, x2,x3,1)
B‘ x )ZL‘ 7x ’t — X ) ) b _ A ) ) ) _ - b b ? .
z( 1 2,43 ) Qikn 8$n ij 8CC]‘ Hij 8$j
En estas expresiones se ha hecho uso de la aproximacion cuasiestatica de los campos: VE = —py
VH = —1, donde ¢ y 1 son los potenciales electrostatico y magnetostatico respectivamente. Los

tensores que relacionan los campos son el tensor eldstico c;;x1, el tensor piezoeléctrico e;j;i, el tensor
piezomagnético ¢;;i, el tensor permeabilidad magnética p;;, el tensor permitividad eléctrica e;; y el
tensor magneto-eléctrico A;;. En las expresiones (1.11) se han tenido en cuanta la relaciones de Cauchy

para el tensor de deformaciones S y la aproximacion cuasiestitica del campo eléctrico y magnético.

Aunque los piezoeléctricos pueden tener varias simetrias trabajaremos con ceramicas piezo-eléctricas
transversalmente isotropicas. En esta simetria hay una direcciéon preferencial y hay isotropia en torno

a ese eje. Como este sistema estrictamente es invariante ante cualquier rotaciéon alrededor del eje



Joanka Hernandez Cabanas 13

preferencial este eje es de simetria co, esta simetria usa los mismos tensores que la 6mm, en donde
a las simetrias generales que satisfacen los tensores que relacionan los campos, Cijri = Ckiij = Cjikis
€ijk = €ikj, €ij = £ji, debe agregarse la igualdad entre aquellos coeficiente que se obtienen al cambiar
todos los subindices iguales a 1 por subindices iguales a 2 y viceversa. Ademds en esta simetria se
tiene que: cijp = 0si @ # j # k, ejjp = 0si i # j # k o bien (i # 3,5 # 3yk # 3) o bien
(i=j=3%#k)yey; =0sii7#j[88]. En los medios piezoeléctricos, la direcién de polarizacién del
piezoeléctrico es una direccién preferencial y suele tomarse en la direccién del eje x3, esta tendencia
es seguida en este trabajo. Atendiendo a la simetria de los tensores ¢ y S y por consiguiente de ¢
e y ¢ también, usaremos a partir de este momento la notacién reducida donde (11) — 1, (22) — 2,
(33) = 3, (23) — 4, (13) — 5y (12) — 6. Haciendo uso de las simetrias las ecuaciones (1.11) podemos

desarrollarlas como sigue:

01 (1’1,{172, (Ed,t)

8x3 (9.%‘3 ’
Ouy (21, 2, 3,1) Ous (1,2, 3,1) Ous (z1, 2, 3,1)
oo (1,2, 23,1) = c12 3 C22 c23
X1 (9562 (9333
+6313<,0(1171,$2,$37t) n 311’(171,1“2,%3775)’
aul ($17x27x37t) auQ (x171'2,x3,t) au3 ($17x271’3,t)
o3 (1,2, 23,1) = c13 3 C23 33
X1 8$2 8.133
Op (w1, 2, 73,1 0P (1,22, 23,1
ey 2P EL T2 T Y 0P (21,72, 8)
8x3 8;33
a 3 ) (7t a ) (7t a B ) 7t
04 ($1,$2,$3at) 2655( s (xléxz s )+ 4z (xl’x2 3 )> +615—(’0(%1 7205 )
T 8.133 61‘2
oY (r1,x9, 3,1
+q15 ( lé 2 3 )
T2
Ouy (x1, T2, 13,t) | Ouz (w1, 72,73t 0p (w1, 72,73,
o5 (21,22, 23,1) 2055< ( 3 )+ ( ) +€15¥
X3 3951 (91‘1
ad] x17x27x37t
-H]w%a
)

o6 (21, x2,x3,1)

Ouq (21, 2, 3,1)

Ous (1,2, 3,1)

au3 ($1,$27$3,t)

= C11

81‘1
8@ (I’la €2,I3, t)

+€31 — + g31

C12
(9562

oY (1,22, 23,t)

C13

8LE3

ouq (x1, 9, T3,
:cﬁ6< 1 (21,22 3)+

6;102

Oug (I1,$2,$37t)>

8:101

Ous (1,2, 73,t)  Ouy (z1, T2, %3, Op (v1, 12, 73,1
D (z1,29,23,t) 2615( ( B )+ ( ) —Enu
I 31173 8::31
A (91[} (I1,$2,$3,t)
AT
T
0 t 0 t 0 t
Dy (11, 29, 5.1) 2615< uz (9«"1873?2,133, )+ us (21, T2, T3, )) e @ (21, 2,23, )
T2 8x3 8962

8¢ (xlal‘Qa $3,t)

-
11 3:171 )
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Ouq (w1, 2, 3,1 Oug (1, T2, 73,1 Ous (21, 2, 3,1
D3 (z1,29,23,t) =es ( ) +e31 ( ) + e33 ( )
or1 0z
O0¢ (w1, w2, x3,1) 0Y (1,22, 23,t)

—€33 — A33
81‘3 81‘3
Ouz (z1, T2, 73,t)  Ouy (71,72, 73,1 0p (w1, 72,73,
By (21,2, 23,1) ZQ15< ( 3 )+ ( ) —)\11¥
1 8x3
8¢($1,1’2,$37t)
—Mu—a
1
a b 9 7t a 9 9 7t 6 9 b 7t
By (x1, 2, 73, 1) :Q15< s (1?18452 z3,t) + Uz (1,72, T3 )> - 11—90@1 22,23, 1)
To 0x3
8¢($17$27$3,t)
—p
8x1
o , t 3} ,t 0 ; i
Bs (xl,:cQ,xg,t) = eq; (51 ($18$2,953, )+631 U2 ($1,9€2,$3 )+633 us ($1 T2,X3, )
T 8.’[72
\ Op (x1,22,23,1) O (w1, 2, 23,1)
—A33 — K33 .
O Oz

Es fécil notar que al sustituir las expresiones (1.12) para los campos en las ecuaciones de Newton

(2.2) y Maxwell (1.6) se obtienen ecuaciones de onda para wuj, us, us, ¢ y . En lo que sigue

justamente las soluciones de estas ecuaciones seran nuestro objeto de estudio. En el siguiente epigrafe

estudiaremos el caso en que esas ondas se propaguen perpendicularmente a la direccién de polarizacion

del piezoeléctrico.

1.8 Propagacién de ondas en el plano (1, x3)

En este epigrafe se va a considerar que el campo de deformaciones y el potencial sélo dependan de las

coordenadas x1 y x3. Las ecuaciones (1.7) adoptan la forma (1.11)
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ouy (x1,x3,t Oug (z1,x3,t 0¢ (x1,x3,t oY (x1,x3,t
o1 (w1, 23,t) = cn 1(@1,23,1) €13 3 (21, 23 )+€31 ¢ (21,73 )+Q31 V(@12 )a
drq 0x3 0xs Ox3
0 t 0 t 0 t 0 t
oo (21,55,1) = 1o uy (21,3, )—1—03 uz (71,73, )+631 ¢ (21,23, )+ Y (21,3, )7
8.%1 3%3 8x3 ox I3
Ouy (x1, x3,t Ousg (x1, 3,1 0¢ (x1,x3,t 0 , T3, t
o3 (v1,23,t) = c13 (71,73, 1) €33 2 (2, 23 )+€33 ¢ (@1, 73 )+ V(@12 ),
(9.1‘1 Ors O0xs Ox3
0
ou (21, 75,8) = ( ug (21,3, )7
ou x,x,t Ous (x1,z3,t 0 ,x3,t 0 , T3,
o5 (v1,23,1) = e L + 3( 1,231) + e15 ¢ (@1, 73 )+CI15 LACHL f)1 1.13)
81‘1 8:51 8171
o6 (z1,23,t) = co6 (81@ 1T, )>
6 9 ’t 8 ) 7t a ) 7t a ) 7t
Dy (z1,a5,t) = e5( 1:1 LA (1,25, ) —€n ACI TR )—>\11 b (@1,25 ),
81'3 (9{131 8,@1
Ous
Dy (21, 55,1) = < (x1,23,t ) ’
8 0 t 0 t 0 t
Dy (a1,05,0) = ez o0 (5617333, ) gy 28 (21, 23, )_533 ¢ (z1, 23, )_)\33 Y (21, 73, )7
8x3 6x3 8563
OJus x,z,t Ouy (x1, 3,1 0¢ (r1,x3,t oY (xq,x3,t
By (w1,23,t) = qi5 LT 1(@1,23,1) — A1l ¢(@n25,0) 11 V(@12 ),
61‘3 (9.’)3‘1 61‘1
Ous (x1, w3,
By (z1,73,1) = CI15< L >7
0 0 t 0 t 0 t
By (a1,058) = qunoQd (1, 23, ) s 28 (1, 23, )_)\33 ¢ (x4, w3, )—M33 W (@1, 23,t)
8 8:1:3 81’3 6:63
Para este caso las ecuaciones de Newton (2.2) y Maxwell (1.6) adoptan la forma:
do1  Oos 0%u,
ot = Paao
8$1 8333 8t2
bos  Oou _  Oup
oz 0wy oz
80’5 60'3 8211,3
— 4+ — = —_— 1.14
8x1 81'3 P 8t2 ’ ( )
oDy 0Ds _
(9171 3173 B ’
0B, 0Bs 0
6331 8.133 B ’

Combinado las ecuaciones (1.13) y

(1.14) obtenemos:
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€11 862;%1 + (€13 + c55) 82:;;1 + Cs5 882;%1 + (e31 + e15) 83:1)2333 + (g31 + q15) am(?gxg = Pa;;;lv
Ce6 %2%2 +Cs5 O u (axxlg: 5, 1) = Pa;t? )

Cs5 %2;’;‘3 + (e55 + c13) 622;;11:1 + ¢33 882u3 +e15 ng + 63388;2 + 415 Z:é) + 433 88;!; = pa;gg ,(1.15)
€15 %2%3 + (e15 +e31) 83:;;1 + es3 Ous (;;’;3’ b_ 51121? — 633(;3; — )\1121? — /\33227%} =0,
q15 632;? + (q15 + q31) 832;;1 + gs3 Ous (;;;37 b_ A1 gi? 133 2215 A33 gjj: H11 2215 =0.

Como la segunda ecuacién depende sélo de uy y las demés no dependen de uq, el sistema queda

desacoplado en un sistema mds pequetio (1.16) y (1.17).

02 0%u 0%u P oL 0%u
uy 3 1 _ 1
engE + (c13 + c55) 020 + cs5 02 + (es1 +e1s5) 92102 + (g31 + q15) Or1075 P o
52 0%u 0%u 0? 0 0? 0 0%u
C55 da;? + (es5 + c13) (%38;1 +c33 022 3 + 615a (é) + 633a¢2 +qi5 22 qf + qg3a¢2 = piat;’,(l.lﬁ)
2 0%u Ous (x1,x3,1) 0%¢ 82¢ 0% 0%
O%uz 1 3 1,43, -
1558  +(e1s +es1) D301, + e33 922 - 511@ - 53387:3% - )\llﬁix% - /\33W =0,
2 2 2 2 2
8ug U7 6U3 (.131,.1?3,t) 0 qb 0 w 0 ¢ 0 w
05557+ (@15 + g31) D30 + a3 922 - /\uaix% - “33873 —As355 922 — 15 922 =0.
32U2 8211,2 82u2
C66 81‘% + Cs5 (%c% =p 8t2 . (117)

Las ondas descritas por el sistema (1.16) son ondas electroeldsticas, mientras las ondas descritas por

la ecuacién (1.17) son ondas puramente eldsticas, aparecen independientes del potencial.

1.9 Objetivos de la tesis

Hipotesis

Las condiciones de contacto imperfecto influyen fuertemente en la propagacién de las ondas SV en

heteroestructuras magneto-electro-elasticas.
Objetivos Generales

e Implementar un modelo para evaluar la influencia del contacto imperfecto en la propagacién de

las ondas SV en heteroestructuras magneto-electro-elasticas.
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Objetivos especificos.

1. Presentar un modelo que considere contacto imperfecto mecénico y eléctrico en las interfaces de

piezocompuestos laminados.

2. Comprobar que las condiciones de contacto imperfecto mecanico y eléctrico varian las propieda-

des de las ondas SV.

3. Corroborar que las propiedades dindmicas de los piezocompuestos con contacto imperfecto en las
interfaces estdn acotadas por las de los compuestos con condiciones ideales de contacto y las de las fases
independientes.

4. Determinar la fase mas influyente en varias rama de las curvas de dispersion en piezocompuestos.

5. Extender el modelo presentado a compuestos bilaminados piezoeléctrico-piezomagnético.

6. Comparar las propiedades dinamicas de compuestos bilaminados magneto-electro-elasticos con

contacto imperfecto eléctrico y magnético en las interfaces.
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Capitulo 2

Ondas SV en laminados
piezoeléctricos con contacto

mecanico imperfecto.

2.1 Introduccion al capitulo

En este capitulo se presenta un modelo dindmico para el estudio de compuestos piezoeléctricos con
conectividad 2-2 teniendo en cuenta imperfecciones mecdnicas en la unién de las fases del medio
heterogéneo. Se estudia un laminado piezocompuesto por el que viajan ondas transversales vertical-
mente polarizadas (SV) y se observa el comportamiento del material considerando diferentes tipos
y grados de condiciones de contacto imperfecto en las interfaces. Se han contemplado dos tipos de
imperfecciones mecanicas, que las laminas puedan separarse y que puedan deslizarse en la direccién de
polarizacién del piezoeléctrico. Ambos desplazamientos se han supuesto proporcionales a los esfuerzos
en las intercaras orientados en la misma direccién del desplazamiento. Las relaciones de dispersion de
diferentes compuestos laminados han sido obtenidas para materiales con distintos grados de imper-
feccién, variando desde un caso de desacople total a contanto ideal en una de las direcciones, lo que ha
permitido comprobar como el grado de imperfeccién influye en las propiedades del compuesto. En las
curvas de dispersion se observan zonas de cruce evitado que han generado nuestro interés, al analizar el
comportamiento de los desplazamientos del material en esas zonas se puede ver como en ellas ocurren
cambios de modos de oscilacién. Los desplazamientos mecénicos y la forma en que oscila el material

han sido obtenidos a partir de las curvas de dispersién. Se llegd a los casos limites (contacto ideal y

19
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ldminas independientes), se comparé el caso de contacto ideal con los resultados arrojados por Zhang

and Gheng [78] y por ttimo se comparé el modelo con datos experimentales.

2.2 Formulacién del problema.

En este capitulo consideramos un material piezoeléctrico heterogéneo formado por laminas alternas
y paralelas de un material piezoeléctrico y un polimero. Este tipo de material laminado se le conoce
como piezocompuesto de tipo 2-2. La fase del polimero se considera como un material homogéneo
e is6tropo, mientras que la fase piezoeléctrica es anisotrépica. Para estudiar este compuesto hemos
elejido un sistema de coordenadas cartesiano colocado en el centro de una de las laminas piezoeléctrica
de modo que el eje x1 sea perpendicular a la interfaz cerdmica-polimero, el eje x3 se ha escogido a
lo largo de la direcciéon de polarizacion del medio piezoeléctrico y el eje xo contenido en el plano de
las placas (Figura (4.1)). Denotamos por d a la longitud de la celda periédica del compuesto (motivo
que se repite para formar el compuesto) y le hemos exigido que sea mucho menor que las dimensiones
del compuesto. Para muchos propdsitos practicos, es comun considerar la dimension del compuesto
infinita. El hecho de que el compuesto sea infinito en la direccién x5 y esta no sea una direccion

preferencial del mismo nos permite tratar el problema independiente a la coordenada xs.

X1
d

Figura 2.1: Esquema del material compuesto.

Para este sistema las ecuaciones de Newton pueden escribirse como:



Joanka Hernandez Cabanas

donde u = (uy,us = 0,u3) y D = (D1, Dy =0, Ds).

Las ecuaciones constitutivas vienen dadas por

01

g3

Dy

D3

21
0oy  Oos 0%*uy
st = Pao
3331 8%3 8t2
Jos  Jog 0%us
— 4+ — = 2.1
0y | O P o (2.1)
oDy 0Ds 0
8;51 8,’1)3 ’
3’114 8u3
= — — E.
C11 921 +ci13 D23 + es1Li3,
8u1 8U3
= 3t = E
C13 B + ¢33 D3 + esslis,
8u1 8u3
= — 4+ — E 2.2
Cs5 <8x3+8xl>+615 1 (2.2)

0 0
= 615( i + U3> _511E17

3333 8%1

8u1 8u3
= eq 4 ean—2 — con E
ealaxl +e336503 €333,

2.3 Ondas SV en materiales piezoeléctricos homogéneos.

Al sustituir las expresiones (2.2) en (2.1) y haciendo uso de la aproximacién cuasi-estdtica del campo

eléctrico (E = —V) obtenemos un sistema de tres ecuaciones diferenciales de segundo orden que

describen el comportamiento de los desplazamientos u; y us y del potencial eléctrico ¢.

0?uy (z1,3,1)

0%uz (z1,23,t) 0?uy (w1, 23,1)

i 0x? + (13 + ¢s5) Ox3011 + Cns ox3
+ (e31 + e15) 8¢E§§?@fc§ ‘) = p52u1 (gtlz’ %3,1)
. 02us (;;1%, x3,t) T (css + cx3) 621%275;?37 t) + a3 02us3 (;?;%, x3,1) (2.3)
teis 0%¢ (x1,x3,1) +ess 0¢ (3(;;;3, t) _ p82u3 ((;7;2, x3,t)
o 02us (89;1% z3,t) (exs + ea1) a%% i;zgx ais, D) 4 o2 (;;,g x3,1)

82¢(I1,$3,t) _ 62¢ ($1,1’37t)

—€11 817% €33 &r% =0
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El sistema (2.3) admite soluciones en forma de ondas viajeras, por lo que podemos escribir los des-

plazamientos y el potencial eléctrico como sigue:

up = Aexp(i(kiz1 + kszz — wt)),
us = Bexp(i(kiz1 + ksxs — wt)), (2.4)
¢ = Cexp(i(kiz1 + kszs — wt)),

donde w es la frecuencia angular ky y ks representan los componentes del vector de onda en las
direcciones z1 y x3 respectivamente, y A, B y C son tres constantes por determinar que nos dardn

las amplitudes de oscilacién en cada caso.

Sustituyendo (2.4) en (2.3) se obtienen tres ecuaciones homogéneas de las constantes A, B y C. Estas

ecuaciones pueden ser escritas en forma matricial (2.5).

donde,

Cllk% + C55]€§ — pw2 (611 + C55)k1k‘3 (615 + egl)klkg
[M;5] = (c11 + ¢s5)k1ks cs3k3 + cssk? — pw?  eski + essh3

(e15 + e31)k1ks e1sk? + essk3 —enk? — e33k3

Para que el sistema (2.5) tenga solucién diferente de la trivial el determinante del sistema debe ser

igual a cero.

M| =0, (2.6)

La ecuacién (2.6) es una ecuacién cibica de k?. Es decir para cada par de valores (w, k3) hay tres
2 . JoR . . .

valores de ki, que corresponden a una onda cuasi-electromagnética, una cuasi-longitudinal, y otra

cuasi-transversal en el material piezocompuesto.

Los valores del coeficiente A, B y C' pueden ser determinados haciendo uso del sistema de ecuaciones

(2.5) para cada una de los tres valores de k?. El sistema (2.5) es un sistema indeterminado por lo que

su solucion va a estar indeterminada en al menos una constante, llamemos a esa constante D; y diga-

mos que C; = D;Me%,, donde el subindice ¢ corresponde a la solucién obtenida para el valor iésimo de
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k? v Me?, corresponde al cofactor de orden k, j de la matriz M, es decir al determinante de la matriz
1 ik

que se obtiene al eliminar la fila j y la columna k de la matriz M. Tomando las consideraciones hasta

aqui expuestas el sistema (2.5) se puede rescribir como se muestra en (2.7), donde se ha eliminado la

iltima ecuacién al ser linealmente dependiente de las demas.

M M A; M
11 12 _ 13 27)
Moy Moo B; Mas

Haciendo uso de la regla de Cramer para la solucién de sistemas lineales podemos determinar los

valores de A; y B;.

—CiMij;  Mj, Mij,  Miy
—CMly M} M, M |
A = 22 o2 2 pMe, (2.8)
Mi, My, My, Mi,
Mjy M, Mj, M,
M{l 7C'LM{3 M{l M{B
Mj, —CiMj M, M |
B, — 21- -23 _ ¢ 2'1 %3 _ DyMel,
Mt Mi, My, Mi,
Mj, M Mj, M,

De esta manera las expresiones (2.4) en forma de uno de los modos de Lamb.

3
w = Z D;Me, sin(kjzy) cos(ksrs) exp(—wt),
i=1
3 _ .
uf = Z D;Me3, cos(kjxy) sin(kszs) exp(—wt), (2.9)
i=1
3 ' |
pro= Z D;Mezs cos(kyxy) sin(ksxs) exp(—wt),
i=1

donde el supraindice p representa una etiqueta de la fase piezoeléctrica. Sustituyendo (3.2) en (2.2) se

han obtenido los valores de los esfuerzos y el desplazamiento eléctrico en un material piezoeléctrico.

2.4 Ondas SV en materiales elasticos.

Veamos ahora qué sucede en un material isotrépico como el polimero.
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Primeramente en las expresiones (2.3) las constantes piezoeléctricas se anularfan, por lo que al sustituir
la propuesta de solucién (2.4) en (2.3) se obtendria un sistema de ecuaciones lineales similar a (2.5)

donde [M;;] tendria el valor:

c11k? + cs5ki — pw? (c11 + cs5)k1ks 0
[M;;] = (c11 + cs5)k1ks cazhk3 + cs5ki — pw? 0 . (2.10)
0 0 —Ellk‘% — E33k?2,

A partir de (2.10) podemos separar el sistema de ecuaciones lineales para el polimero en dos tal como

muestra (2.11) y (2.16).

[Ni;] [Si] =0, (2.11)
donde,
T
s1=( 4 B) y
k3 + cs5k2 — pw? + kik
[Nij] _ C11R] T C55R3 — pW (011 C55) 1rR3 (2.12)
(c11 + es5)k1ks c3zk3 + cssk? — pw?
y por otro lado
(—e11ki —e33k3) C = 0. (2.13)

Para que el sistema tenga solucién no nula se debe satisfacer que

[Ny =0 (2.14)

o bien

(—e11ki —e33k3) = 0. (2.15)
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En un material no piezoeléctrico las ondas mecénicas y eléctric estan desacopladas, la parte mecanica
estd descrita por (2.14) y la eléctrica por (2.15). De esta tltima ecuacién y teniendo en cuenta la

isotropia del material obtenemos que para una onda eléctrica.

kl = Zkg (216)

La ecuacién (2.14) es una ecuacién cuadratica de k7, para cada uno de los valores de k? se obtiene un
un valor A; y otro de B;, donde el subindice ¢ enumera las soluciones, por lo que va de 1 a 2. Similar
a lo obtenido anteriormente para un medio piezoeléctrico para la fase isotrépica las expresiones (2.9)

se reducen a la forma:

2

uf = ZEiNfQSin( t21) cos(ksxs) exp(—wwt),
i=1
2 . .

ug = ZEiNflcos(k}:r:l)sin(k:gxg)exp(—zwt), (2.17)
i=1

¢ = FEjcosh(ksxy)sin(kszs) exp(—wt),

donde el supraindice e es una etiqueta para los valores dentro del polimero. Al igual que se hizo
para el material piezoeléctrico a partir de (3.2) pueden determinarse los valores de los esfuerzos y el

desplazamiento eléctrico.

2.5 Condiciones de contorno.

Una vez conocidas las soluciones en ambas fases debemos obtenerlas para el compuesto. Los valores
de los desplazamientos y el potencial en cada fase estdn indeterminados en las constantes D; y F;, las
condiciones de contorno nos permitiran hallar estas constantes y asi obtener las soluciones en todo el
compuesto. Para resolver el problema del compuesto se han de relacionar los campos en las fronteras
de las fases. La forma de estas relaciones va a estar determinada por el tipo de contacto. El contacto
imperfecto mecanico tipo resorte considera que los desplazamientos en la interfaz no son iguales en
una y otra fase, sino que van a presentar una discontinuidad de salto proporcional a la componente

normal de la traccién, es decir:

SU{,iL'g) —uf (m{,m)) = of (x{,m) (2.18)
) )
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donde k1 y k3 son constantes de imperfecciéon mecénica en las direcciones x, y x3 respectivamente.
La constante x; estd relacionada con la separacién entre las ldminas y k3 con el deslizamiento rela-
tivo de estas. El valor de z; en la interfaz lo podemos poner en término de la fraccién volumétrica
del piezoeléctrico v y de la longitud de la celda periédica d: x{ = gy. Variando las constantes de
imperfeccion podemos obtener diferentes grados de imperfeccién que van desde ldminas desacopladas
mecdnicamente en la direccién x; (k; = 0) hasta contacto pefecto (igualdad de los desplazamiento),
condicién que se obtiene si k; — oo.

Ademss de las ecuaciones anteriores necesitamos 4 ecuaciones més para poder determinar las cons-

tantes F; y D;, estas vienen dadas por la continuidad del potencial eléctrico y el cumplimiento de las

condiciones de continudad clasicas de la teoria de la elasticidad y la electrodinamica.

o) = ok
ot (x{@g) = o} (x{,w;;) (2.19)
of (${7$3> = of (x ,xg)

DY (${7$3) = (ml,xg)

Al unir los sitemas (3.2) y (3.2) obtenemos un sistema homogéneo de ecuaciones lineales de F; y D;.
Para que este tenga solucién diferente de la trivial se ha de exigir que el determinante de la matriz
asociada al sistema sea nulo. Esta condiciéon nos da una funcién implicita de las variables k3 y w.
Esta relacion nos permite obtener las curvas de dispersion del sistema, con los valores de estas curvas
de dispersién se pueden determinar los desplazamientos, el potencial y los campos en cada punto del

compuesto.

2.6 Curvas de dispersion de compuestos con condiciones de

contacto de diferentes grados de imperfeccién

Se puede observar la influencia del grado de imperfeccién en la intefaz al comparar las curvas de
dispersién obtenidas para compuestos con diferentes constantes de imperfeccién. Las figuras (2.2)-
(2.4) muestran curvas de dispersién para medios compuesto por ldminas paralelas de PZT-5H inmersas
en un polimero formando laminados con diferentes fracciones volumétricas. Las propiedades de ambas
fases fueron tomadas de Geng y Zhang (1997) [78]. Los compuestos se han modelado variando el grado
de ambas imperfecciones mecéanicas para lo cual se han establecido tres valores de 1 y para cada uno

de estos valores se grafican varias curvas con diferentes constantes de imperfeccion en la direccién 3
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Figura 2.2: Curvas de dispersién de compuestos laminados con fraccién volumétrica de la fase
piezoeléctrica de 0.15 con diferentes pardmetros de imperfeccién. (Valores de imperfeccién en la

direccién x3 (k3: 0.3, 2, 5 and 10.)

Figura 2.3: Curvas de dispersién de compuestos laminados con fraccion volumétrica de la fase
piezoeléctrica de 0.44 con diferentes pardmetros de imperfeccién. (Valores de imperfeccién en la

direccién x3 k3: 0.5, 1, 5 and 10.)

(k3), estos van desde el contacto perfecto en la direccién x3 (lineas naranjas, (k3 — o0) hasta un
desacoplamiento total en esa direccién (linea azul, k3 = 0). Las lineas en negro y tonos de grises
representan valores intermedios de k3 , cuanto mds clara sea la linea menor serd el valor de k3 (los
valores tomados para k3 estdn indicados en cada pie de la figura). Los célculos numéricos se han
realizado para compuestos con diferentes fracciones volumétricas de los constituyentes.

Al observar los tes graficos de las figuras (2.2), (2.3) y (2.4) puede verse la gran influencia que tiene
en el material el hecho de considerar separaciones entre las ldminas en las propiedades del material.
Como se ve en las figuras (2.2)-(2.4) para obtener un mismo valor del nimero de onda en la direccién
x3 se debe aumentar los valores de frecuencia a medida que aumenta el grado de imperfeccién dado
por k3. Es méds comun graficar la frecuencia en el eje de las abcisas ya que es fisicamente la variable
independiente, pero en nuestro trabajo hemos preferido mantener la forma escogida por Geng y Zhang
(1997) [78]. En estas figuras también hay dreas de cruces donde las curvas no llegan a cortarse, nos
interesa estudiar lo que sucede en estas zonas de corte evitado. En estas zonas las curvas estan

influenciadas por otras cercanas, lo que provoca cambios de modo en una misma curva.
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Figura 2.4: Curvas de dispersién de compuestos laminados con fraccién volumétrica de la fase
piezoeléctrica de 0.80 con diferentes pardmetros de imperfecciéon. (Valores de imperfeccién en la

direccién x3 k3: 0.5, 1, 5 and 10.)

2.7 Valores propios y zonas de crossover
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Figura 2.5: Comportamiento del desplazaiento en ambas direcciones de las curvas 1 y 2 en el punto

Ksd = 0.5

Un estudio méas detallado de lo que ocurre en el material en las regiones cercanas a los cruces se ha
realizado mediante el andlisis del comportamiento de los desplazamientos en las direcciones x3 y x1
en esas regiones, esto nos va a permitir ver la forma en que oscila el compuesto. Se ha elegido a
modo de ejemplo un compuesto con ambos padmetros de imperfeccién igual a 0.3 y con una fracciéon
volumétrica del piezoeléctrico de v = 0.15. Las figuras (2.5) y (2.6) muestran las oscilaciones del medio
antes y después del primer cruce. Las curvas se han enumerado de abajo hacia arriba, de modo que la

curva 1 es la mas cercana al eje de las abscisas. En estas figuras la fase piezoeléctrica se representa en
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Figura 2.6: Comportamiento del desplazaiento en ambas direcciones de las curvas 1 y 2 en el punto
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Figura 2.7: Comportamiento del desplazaiento en ambas direcciones de las curvas 3 y 4 en el punto

ksd =3 and k3d =5

el centro del gréafico, entre dos lineas verdes. A ambos lados de esta se han graficado las oscilaciones de
sendas laminas de poimero. En todas se nota el salto de los desplazamientos obtenidos al considerar
contacto imperfecto tipo resorte en las interfaces.

En un inicio la curva 2 muestra un modo que estd determinado por el epoxi, mientras que la curva 1
muestra un modo cuasilongitudinal gobernado por la fase piezoeléctrica (Fig.(2.5)). Después del cruce
ambas curvan intercambian el modo de oscilacién (Fig.(2.6)), la curva 1 muestra un modo similar al de
la curva 2 antes del cruce y viceversa. El modo longitudinal gobernado por la fase piezoeléctrica que
exhibfa la curva 1 antes del cruce pasa a la curva 2 después del cruce (8 = 2). Este comportamientoes

heredado por las curvas 3 y 4 (Fig. (2.7)) después de sucesivos cruces.

Se realiz6 un analisis més refinado de estas dreas de cruce tomando para ello el cruce evitado de las
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Figura 2.8: Cambios de modo de oscilacion de las curvas 1 y 2

curvas 1y 2. Con este objetivo se eligieron tres valores de ksd antes y tres después de la primera zona
de corte, ya dentro de esta zona (Fig.(2.8)) fijando uno de los desplazamientos y viendo el compor-

tamiento del otro. Los puntos tomados son k3d = 0.6,0.8,1.0,2.0,2.2y2.4.

Al observar los valores de ambos desplazamientos en la curva 1, vemos como predomina el movimiento
longitudinal en los primeros 3 puntos, lo que se observa al comparar los valores de ambos desplaza-
mientos. También se puede ver como aumentan los valores del desplazamiento de la fase polimérica en
el cruece. Esto se debe al hecho de que esta curva estd cambiando su modo al modo que se presentaba
inicialmente en la curva 2. La curva 2 comienza en el modo heredado por la curva 1 después del
cruce evitado y luego ingresa en un modo longitudinal. Debido a los altos valores de ugz en la fase

piezoeléctrica, se puede inferir que esta es la responsable de este modo.

2.8 Casos limites

Al analizar el comportamiento de los modos de vibracién de las ldminas independientes es posible

completar el estudio de estos al ver que material tiene la mayor influencia en cada seccion de las



Joanka Hernandez Cabanas

Figura 2.9: Modos de oscilacién de ldminas de polimero y piezoeléctrico independientes
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Figura 2.10: Casos limites, curvas de dispersién de materiales con contacto perfecto en la interfaz

curvas de dispersién. La figura (Fig.(2.9)) muestra el comportamiento de las ldminas piezoeléctrica

y epdxica independientemente, estas serian similares a las ldminas que se usarian para formar un

compuesto con una fraccién de volumen de PZT-5H igual a 0.15. Como observamos en (Fig.(2.8)) la

forma en que se inicia la curva 1 es un modo gobernado por la fase piezoeléctrica, esto se reafirma en

(Fig.(2.9)) donde la linea roja discontinua representa el modo de oscilacién del piezoeléctrico. Cuando

vemos que este modo es heredado por las curvas 2, 3 y asi sucesivamente es porque estas, en las areas

de cruce, se ven influenciadas por este modo longitudinal del piezoeléctrico. Por tltimo la (Fig.(2.10))

muestra curvas de dispersién similares de compuesto laminado con condiciones de contacto ideal en

las interfaces. Si comparamos estas graficas con las obtenidas en las figuras (2.2)-(2.4).
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2.9 Cosecuencias del desacople

En las fiuras de las curvas de dispersiéon mistrada uno de los resultados que mas llama la atencién
ademas de las zonas de cruces evitables discutidas ampliamentes anteriormente es la existencia de una
onda que aparece en la figura 2.2 para una constante de imperfeccién k; = 0.3. Este modo no se ve
en las demds curvas de dispersién presentadas para otros valores de constante de imperfeccién (2.2 b
y ¢) por o que nos dimos a la tarea de estudiar este modo y a qué fase estaba ligado. En la figura
2.2(a) se observa que si organizamos las ondas de menor a mayor frecuencia aparecen una segundo
y tercer modo muy unido, lo que no sucedeal contrastar esta figura con 2.2 (b y c¢). Para conocer
cudl era el modo que no aparecia para los valores mayores de la constante de imperfeccién en el eje
x1 hicimos un estudio de los campos y los modos de oscilacién para k1 = 2 y la comparamos con los
valores de campo obtenidos en epigrafos anteriores para k; = 0.3, lo que nos permitié conocer que es
el segundo modo el que no aparece cuando hay un mayor acople. Las figuras 2.11 y 2.12 se muestran

las deformaciones w1 y us.
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Figura 2.11: Comportamiento del campo de deformaciones u; en un compuesto con constante de

imperfecci “on k3= 0.3.

Al estudiar ambas fases por separado como se hizo en el epigrafe anterior notamos en la 2.9 que este es
un modo que aparece en una lamina de epoxi que oscila libremente, por lo que es un modo que aporta
esta fase. En la 2.2(a) se ve como este modo se obtiene para valores de k3 que van desde contacto

ideal en esta direcciéon hasta contacto completamente imperfecto por lo que podemos pensar que la
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Figura 2.12: Comportamiento del campo de deformaciones uz en un compuesto con constante de

imperfeccion k3 = 2.

apricién o no de este modo no depende de la imperfeccion en esta direccién. Para estudiar este modo
fijamos valores de k3 y fuimos moviendo el valor de k1. El primer resultado relevante que obtuvimos
es que este modo a medida que aumenta el acople entre las fases en la direccién de la discontinuidad
va siendo menos energético dejandose de obsrvar en el entorno de x1.24, momento en que desaparece
debido al acoplamiento. En la figura 2.13 se ve cémo varia este modo. Ademéds se puede comprobar

que efectivamente es un modo principalmente transversal de la fase polimérica.

La posibilidad de que al considerar condiciones de contacto imperfecto en las interfases aparezcan
modos que se suprimen en el compuesto con contacto ideal es uno de los resultados mas inesperados

que hemos obtenido en nuestro trabajo.

2.10 Comparacin con datos experimentales.

El coeficiente de acoplamiento electromecdanico k; es la razén entre la energia piezoeléctrica y la media
geométrica de las enerfas eléctrica y eldstica. En [88] se demuestra que el coeficiente de acoplamiento
electromecénico puede relacionarse con las velocidades a intensidad de campo E constante (VF) y a
desplazamiento del campo eléctrico D constante (vP) segin la relacién: <:j—f,)2 = (1 — kf) En [78]

se demuestra que la velocidad v” se puede determinar de la primera curva de dispersién haciendo
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Figura 2.14: Comparaciéon de k; entre modelo con diferentes grado de imperfeccién y valores

experimentales.

tender k3 a cero, de la pendiente de esta curva se obtiene v”. De manera andloga se puede obtener
v iedades lasti A ir d de dis i6 il
para un compuesto con propledades netamente elasticas. A partir de curvas de dispersion smilares
a las mostradas en pigrafes anteriores se puede deterinar el coeficiente k;. Este coeficiente es posible
de medir y ha sido reportado para los compuestos que estamos estudiando [75]. En la figura 2.14 a
continuacion se muestran curvas de k; con varios valores de imprefecciéon de k1 y se compara con los
valores experimentales. La curva mostrada para el caso ideal se ha obtenido para valores de 10° de
las constantes de imperfeccion, estos valores son suficientes para considerarlas infinito. La curva ideal

mostrada conincide con la reportada en [75].
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mas energéticas, es decir se otienen para valores de frecuencias méas altos a medidas que aumenta

la imperfeccién por deslizamiento (k3).

2.11 Conclusiones del Capitulo

® Se propuso y desarrollé un modelo que considera contacto imperfecto mecénico en las interfases

de piezocompuestos laminados .

e Se obtuvieron curvas de dispersién para piezocompuestos laminados con difentes fracionnes

volumétricas.

e Para diferentes fracciones volumétricas se tomaron varios valores de k1 y fijando estos valores

obtuvieron curvas de dispersién para diferentes valores de k3.

e Al fijar la fraccién volumétrica y la constante de imperfeccion k1 se observé que las ondas son

e Se determiné a partir de qué valores de las constanes de imperfecién empiezan a verse cambios

notables en las propiedades de los compuestos.

e Se obtuvieron las curvas de dispersién para el caso ideal haciendo un paso al limite en nuestro

modelo.

e Las curvas obtenidas para el caso ideal coinsiden con las reportadas en [78].

e Se obtuvo el caso limite de ldminas de piezoeléctrico y polimero independiente haciendo cero las

constantes de imperfeccién k1 y k3.

e Las curvas de dispersién obtenidas para el caso limite de materiales deacoplados coinciden

con las calculadas para laminas independientes. La propagacién de ondas SV en laminas del
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piezoeléctrico fue descrita en [77] y nuestros resultados coinciden con reportados por estos au-

tores.

A partir de los valores de las curvas de dispersién se calcularon los valores de desplazamientos

u1 v u3 en toda la celda periddica.

Analizando los depslazamiento se pudo determinar el modo de onda predominante en varios

puntos de la curvas de dispersion.

Comparando los desplazamientos en ambas fases se pudo determinar cudl es la fase que mas

constribueye en diferentes puntos de la curva de dispersion.

En las curvas de dispersion se obtuvieron zonas de corte evitable en curvas de dispersion de un

mismo piezocompuesto.

Se obtuvo la forma de la onda en puntos cercanos a la region de cruce, en tres puntos antes y
tres después del cruce, observando que las caracteristicas de una onda eran transmitida a la otra

y viceversa durante el cruce.

Se observé como la primera onda (la que se obtiene a menor frecuencia) es una onda principal-

mente longitudinal y es el piezoeléctrico el responsable de ella.

Se estudié como el primer modo pasa en las regiones de corte de la primera a la segunda curva

y de esta a la tercera y asi hasta llegar a la quinta curva, manteniendo siempre sus caracteristicas.

En compuestos con altas fracciones volumétricas del polimero se obtuvo una onda producto del
desacople por la imperfeccién que no aparece en el compuesto con contacto ideal. Este modo
que si se observa en el caso limite de una ldmina de polimero independiente va apareciendo a

frecuencias mas bajas a medida que aumenta x.

Se estudio la forma del modo que no aparce en el compuesto ideal comprobando que efectiva-

mente era una onda que se origina en el epoxi.
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e Haciendo uso de las curvas de dispersién se determiné una curva de k; en funcién de la fraccion

volumétrica del piezoeléctrico.

e Se comparo la curva de k; obtenidas para diferentes valores de imperfeccién con puntos experi-

mentales dados en [75].

e Se valid6 el modelo con datos experimentales notandose como el hecho de considerar contacto

imperfecto en las interfases permite un mayor acercamiento a la relidad fisica.
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Capitulo 3

Influecia de imperfecciones

eléctricas en piezocompuestos 2-2.

3.1 Introduccién al capitulo

Si el estudio de condiciones de contacto con imperfecciones mecanica es algo bastante nuevo, considerar
imperfecciones eléctricas en las condiciones de empalme lo es aiin mas, este capitulo estd enfocado en
el estudio de estas condiciones. Al igual que en el caso de las mecédnicas hay varios tipos de contacto
imperfecto eléctrico. En este trabajo hemos considerado que el potencial en las interfases presenta
un salto y que este salto ha de ser proporcional al valor del desplazamiento del campo eléctrico en
la direccién normal a la interfaz. Haciendo uso del modelo presentado en el capitulo anterior se
estudia la posible influencia de condiciones de contacto eléctrico imperfecta en laminados similares a
los estudiados en la seccién anterior. Luego este modelo es extendido a bilaminados con ambas fases
piezoeléctricas para poder comparar la influencia de considerar condiciones de contacto imperfectas

eléctricas en diferentes piezocompuestos laminados.

3.2 Laminado piezoeléctrico-polimero con condiciones de con-
tacto imperfecto eléctrico.

En este epigrafe continuaremos con el estudio del mismo tipo de laminados que ya se han venido

estudiando desde el capitulo 2, laminados fases piezoeléctricas intercaladas con otras de un material

39
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isotrépico, por los que viajan ondas SV y se harduso del mismo modelo mecanico desarollado en el
capitulo anterior. En el epigrafe se estudia el comportamiento de ondas SV en un medio piezoeléctrico,
llegando a las ecuaciones correspondientes a los desplazamientos y el potencial ecuaciones . De manera
andloga en el epigfrafe se obtienen las expresiones de ondas SV en medos isotrépicos (ecuaciones ).
Las condiciones de contorno en la frontera de las fases (a:{ = %u) relacionan las soluciones en ambos
medios y conforman un sistema de ecuaciones de las variables D; y E;.

Teniendo en cuenta que la unién de las fases no tiene porqué ser ideal, entendiendo por ello que el
potencial sea continuo en las fronteras de las fases, se han modelado las condiciones de contacto de

manera que el potencial presente un salto en las interfaces. Este salto lo consideraremos proporcional

a el desplazamiento del campo en las fronteras de las fases y perpendicular a estas, es decir:

e (<pp (Z‘{,l‘g) — " (az{,x;;)) = DY (x{,m) (3.1)

El parametro k. es el parametro de imperfeccion eléctrica si este valor tendiera a infinito se obtedria
una expresion similar a la primera condicién de . Mientras menor sea este parametro maoyr sera la

diferencia del potencial entre ambas fases en la fronera de las mismas.

El resto de las magnitudes se consideraran continuas en la frontera, es decir:

ul (m{,acg) = uf (x{,xg) )
uh (m{,xg) = u§ (LE{71'3> )
al (a:{,xg) = o} (:c{,:zrg) , (3.2)
ob (m{,xg) = of (.’B{,Q??,) ,
DY (m{,xg) = DY (x{wg) .

Las dos primeras expresiones se obtienen de hacer tender respectivamente x; y k3 a infinito en las
expresiones .

El sistema formado por las condiciones de contacto nos permite obtener una relacién entre la compo-
nente del vector de onda k3 y la frecuencia w. Para que existan las ondas, sus amplitudes deben ser
diferente de cero, por lo que este sistema homogéneo debe tener solucién distinta de la trivial, es decir

su determinante debe ser distinto de cero. De esta condicién se obtienen las relaciones de dispersion.
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3.3 Influencia de las imperfecciones eléctricas en las condi-

ciones de contacto

En elepigrafe anterior se obtuvo la relacion de dispersién que relaciona la componente 3 del vector
de onda y la frecuencia w en esta vamos a graficar la funci 6n obtenida en un compuesto prueba de
polimero y PZT-H5, similares a los estudiados en el 2 considerando en este caso contacto imperfecto
en la interfaz. Al observar la condicién 7?7 se observa que para obtener una condicién similar a la ideal
(continuidad en el potencial) debe cumplirse que k. — oo, mientras mayor sea este pararietro menos
ideal sera el contacto eléctrico, siendo cero el valor extremo de mayor imperfeccion. En las figuras 3.1
y 3.2 se ve del lado derecho las curvas de dispersion para k. — oo, mientras que del lado izquierdo se

presentan las curvas obtenidas para el caso k. = 0.

3.0 30
25 25

E20 E20

s 5

T15 215

g -

§1.0 Ny 1.0 v=0.15
0.5 0.5 Contacto perfecto

0.0
00 0 1 2 3 4 5 6
kd

Figura 3.1: Casos limites, curvas de dispersién de materiales con contacto perfecto en la interfaz

3.0 3.0
25 25
£ £
£ 2.0 E.Z.O
£ 15 S1s
= =
3 10 v=0.44 310 v=0.44
0.5 k=0 0.5 Contacto ideal
0.0 .
0 1 2 3 4 5 6 0 00 1 2 4 5 6
kd kd

Figura 3.2: Casos limites, curvas de dispersion de materiales con contacto perfecto en la interfaz

Las figuras de la derecha repiten las ya obtenidas en fig.(2.10). La diferencia radica en que las gréficas
de la figura fig.(2.10) son obtenidas a partir de hacer tender a infinito los paradmetros de imperfeccién
mecénica en las condiciones de contacto del epigrafe 2.5.

El resultado més interesante lo muestran las graficas de la izquierda, como se observa las curvas de
dispersion obtenidas para la condicién de iperfeccidn extrema no presentan diferencias observables con

las curvas obtenidas bajo la condicién de contacto perfecto en las interfaces, lo que nos permite afirmar
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que en este caso las imperfecciones consideradas no influyen significativamente en las propiedades del
compuesto. Faltaria determinar a partir de los valores de la curva de dispersion el campo eléctrico para
saber si hay alguna influencia en las amplitudes del campo. En la fig. 7?7 se ha tomado una fracciéon
volumétrica de PZT-5H igual a 0.44 y se muestran las diferencias entre el campo eléctrico con k. = 0
y con contacto ideal. Se muestra D para un mismo valor de la componente k3 del vector de onda en
las primeras dos curvas. Se ha calculado el campo en diferentes puntos de la curva de dispersién sin
observarse practicamente diferencias entre el valor del campo en compuestos con contacto perfecto en

las interfases y en compuestos con laminas desacopladas eléctricamente.

D,, Curva 1, FV=0.44, k3d=2.5, Ideal (izquierda) v\s xe=0 (derecha)

05 00 05 05 00 )5

Figura 3.3: Desplazamiento adimensionalizado del campo eléctrico en diferentes puntos de las

La alta diferencia entre los valores de las constantes eléctrica entre el polimero y el piezoeléctrico es
la causante de este resultado. En el caso del contacto perfecto la reaccién de cada fase ante el tipo de
ondas estudiadas presenta varias contribuciones, una debida a la respuesta directa, a la variacién de los
campos por sus propias constantes y otras debido a la respuesta originada en la fase vecina, respuesta
indirecta, esta se introduce mateméticamente a la hora de la resolucién del problema mediante las

condiciones de contacto. Las constantes eléctricas del piezoeléctrico son mucho mas altas que la del
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poimero por lo que su respuesta directa es mayor, al ser la respuesta de la fase isotropica tan baja
en comparacién a la de la fase piezoeéctrica la respuesta de esta ultima al campo generado en su
vecina es muy leve, al igual que la respuesta indirecta del polimero debido al bajo valor de sus propias
constantes eléctricas. Ademaés esa diferenncia entre los campos producidos en una y otra fase hace

que en la interfaz el valor de D tenga valores mucho menor que en el interior del piezoeléctrico.

3.4 Laminados piezoeléctrico-piezoeléctrico

En esta seccién vamos a desarrollar el modelo de un nuevo tipo de compuesto, bilaminados periédicos
con ambas fases piezoeléctricas, es decir sustituiremos la fase puramente eldstica por otra piezoeléctrica,
creando un compuesto piezoeléctrico-piezoeléctrico. En este tipo de compuesto debe aclararse como
estaran orientadas las fases polarizadas, nosotros hemos considerado orientacién en paralelo, es decir
ambas direcciones de polarizacién coinciden y estdn orientadas en la direccién positiva del eje x3,
siendo perpendiculares a la direccién de discontinuidad.

En ambas fases de estos nuevos compuestos se cumplen las ecuaciones obtenidas en el epigrafe 3.2
cuando se desarrollé el modelo de onds SV en materiales piezoeléctricos.

Es de nuestro interés estudiar la influencia de las condiciones de contacto de imperfecion eléctrica en

estos compuestos. Para lo cual haremos uso de las condiciones de contorno presentadas en 3.2,

Donde las etiquetas 1 y 2 se utilizan para diferenciar cada una de las fases piezoeléctricas.
La condicién sobre el determinante del sistema para que este tenga solucién diferente de la trivial nos

aporta una relaciéon de dispersion entre k3 y w.
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3.5 Curvas de dispersion de compuestos piezoeléctrico-piezoeléctrico

con diferentes condiciones de contacto eléctrico.

En este epigrafe ilustraremos los resultados obtenidos en el anterior con un ejemplo numérico. Los
compuestos considerados mantienen la fase de PZT-H5 y se ha cambiado la fases de polimero por
fases de BaTiOs, que es otro piezoeléctrico. Se han graficado curvas de dispersién para el caso
de condiciones de contacto perfecto (k. — 00), para k. = 0 y valores intermedios. Las graficas a

continuacién muestran las curvas de dispersién calculadas.

4 y=0.15
£
E 3
=
s 2
=
< 1.
0 T T
0 1 2 3

k.d

Figura 3.4: Casos limites, curvas de dispersion de materiales con contacto perfecto en la interfaz

En estas figuras se ha graficado un solo modo, ya que el segundo modo en todos los casos se obtiene
para valores de frecuencia mucho ms altos que no permitirian ver el comportamiento del primer modo.
La grafica inferior corresponde al modo ideal, la superior a k. = 0 y el del medio a un valor intermedio

(ke = 1000) para el caso de fraccién volumétrica de PZT — 5H = 0.15.

Aqui si obtenemos que el valor de k., es decir el grado de imperfeccién influye en el compuesto lo que

corrobora la tesis planteada en epigrafos anteriores.

3.6 Conclusiones del Capitulo

e Se realizé y desarrolld un modelo para piezocompuestos laminados con contacto imperfecto

eléctrico en las interfases.

e Se obtuvieron curvas de dispersién para casos limites de las constantes de imperfecccién en lam-
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inados de fases intercaladas piezoeléctrico-polimero.

e Se observo que para compuestos laminados piezoeléctrico-polimero las condiciones de contacto
imperfecto eléctrico planteadas no influeyen significativamente en las propiedades del compuesto,

al menos para ondas de bajas frecuencias.

e Se extendié el modelo a laminados piezoeléctrico-piezoeléctrico

e Se obtuvieron curvas de dispersién para casos limites de las constantes de imperfecccién en lam-

inados de fases intercaladas piezoeléctrico-piezoeléctrico.

e Se observa que las condiciones de contacto imperfecto eléctrico si influyen en los compuestos con

ambas fases piezoeléctrica observandose cambios en las curvas de dispersion.
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Capitulo 4

Ondas P-SV en laminados

piezoeléctrico-piezomagnético

4.1 Introduccién al capitulo

Al igual que los piezoeléctricos, los materiales piezomagnéticos son ampliamente utilizados en la elab-
oracién de compuestos por sus propiedades. En particular son muy estudiado y utilizados los com-
puestos con fases piezoeléctricas y piezomagnéticas por la amplia gama de respuesta que ofrecen ante
campos de diferentes naturaleza. En este capitulo aplicaremos el modelo dindmico desarrollado en
el capitulo 3 a compuestos laminados piezoeléctrico-piezomagnético. Se trabajard el caso en que las
direcciones de polarizacion de las fases activas sea perpendicular a la direccién de discontinuidad del
compuesto y ambas sean paralelas entre si. El plano de incidencia de la onda serd perpendicular a las
interfaces del compuesto. Para darle solucién a este poblema se resolveran de manera independiente
el sistema de ondas SV para medios piezoeléctricos y piezomagnéticos y posteriormenete haciendo uso
de las condiciones de contacto en las interfaces se obtendran las curvas de dispersién del laminado.
Para modelar el contacto imperfecto usaremos las mismas condiciones de contacto que usamos en
el capitulo anterior y anadiremos una condicién de contacto imperfecto para el potencial magnético

similar a la usada para el eléctrico.
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4.2 Solucién de ondas SV en medios piezomagnéticos

En este epigrafe desarrollaremos las ondas SV en un medio piezomagnético homogéneo, pero con-
siderando la interaccién del material con el campo eléctrico, ya que se quiere estudiar un compuesto
piezoeléctrico-piezomagnético. Con las condiciones solicitadas las ecuaciones de los campos las pode-

mos escribir como:

en (c13 + c55) Ous_ . O T (g + i) =28 = o
11 835% 13 55 923021 55 8:6% q31 T 415 021023 =p 012’
8%3 (92714 32U3 821/) 81[1 82U3
i [ 4.1
65578:5% + (c55 + c13) D011 + Cs3 922 + @15 323 + gs3 022 P o2 (4.1)
B i’ B i N
11 81‘% 33 833% — Y
82U3 6211,1 8U3 ($1,l‘3 t) 621/1 321/1
g8 it TR\ B3, 0 g¥v _ “r_o.
q15 922 + (q15 + g31) D150, + ¢33 82 133 923 Qi1 07

Noétese que las ecuaciones 1, 2 y 4 (ecuaciones de Newton y ecuacién de Gauss) forman un sistema
de ecuaciones cuya solucién son ondas SV en medios piezomagnético. Las ondas planas forman un

conjunto completo de soluciones de este sistemas.

uz = Aexp (i (k121 + ksxz — wt) (4.2)

)
uy = Bexp (i (k121 + kzzs — wt))
© = Cexp (i (kixy + kszs — wt))

1 = Dexp (i (kiz1 + kszs — wt))

donde A, B, C'y D son constantes.

Al sustituir las soluciones en la forma (4.2) en el sistema se obtiene un sistema de ecuaciones lineales

homogéneas. Una condicién necesaria y suficiente para que este sistema tenga solucién diferente de la

trivial es que su determinante asociado sea nulo. Ademads en el material piezomagnético se tiene que V;;

¢:5= 0, pues estos son los coeficientes referidos a las propiedades piezoeléctricas.

ciik? + caaks — pw? (c13 + caa) krks 0 (615 + d31) ks
(c13 + caa) k1ks ca3k3 + caaki — pw? 0 Qs + gssh3 =0 (4.3)
0 0 — (e11kf + e33k3;) 0
(q15 + q31) k1k3 q15k3 + qssk3 0 = (Hk? o+ paskss)
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Este sistema se puede separar en dos en

c11k? + cagks — pw? (c13 + caq) kiks (q15 + q31) k1k3
(c13 + caa) k1 k3 cssk3 + caak} — pw? qisk? + q33k3 =0 (4.4)
(@15 + g31) k1 ks q15kT + gssk3 — (p11k3 + paskids)

y la ecuacidn similar a (2.15) correspondiente a la parte eléctrica.

Para el caso del material piezoeléctrico en presencia de campo magnético ademas de obtener la ecuacion

(??) se obtiene la ecuacién para la parte magnética

(n11k7 + pask3) = 0. (4.5)

La expresion (4.5) es una funcién implicita de w, k1 y k3, para cada par (k3;w) se obtienen tres valores,

los correspondientes a las ondas cuasi-longitudinal, cuasi-transversal y cuasi-piezomagnética y el valor
— ., [Hass

kl =1 H11 k3

Si consideramos uno de los dos posibles modos de simetria que nos da el sistema (4.1), teniendo en

cuenta que el otro es similar y es presentado en el capitulo anterior podemos escribir una solucién

para un medio piezomagnético homogéneo en la forma.

3
us = Z R:n COS (kixl) sin (kgl‘g) (46)
i=1
3 .
up = Z [ R sin (kjz1) cos (ksas)
i=1
¢ = R} cosh (ksxs)sin (kszxs)

3
v = Z 97" R} cos (kiz1) sin (kszs)

i=1

Donde el subindice i suma por los valores posible de k1, f; v ¢g; que se obtienen de la relacién que
guardan A, By C, tal como se hizo en (3.2) y las R son constantes producto de la indeterminacién

del sistema (4.3). El supra indice m es referido al medio piezomagnético.

4.3 Solucién en bilaminados periédicos piezoeléctrico/piezomagnétic

Consideremos un material heterogéneo piezoeléctrico/piezomagnético (Figura 4.1), hecho de alternar

placas de materiales piezoeléctricos y piezomagnético, simlar al que modelamos en el capitulo (1)
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anterior pero cambiando las laminas de polimero por un material piezomagnético. De manera similar
a como se hizo en el capitulo 3 el sistema de coordenadas se elige de manera que el eje X3 esta a lo largo
de la direccién de polarizacién del piezoeléctrico y el del piezomagnético, el eje X es perpendicular a
las interfaces y el eje estd Xo en el plano de las placas. Las dimensiones del compuesto en cualquier
direccién las tomaremos mucho mayores que el periodo. En el tratamiento mateméatico pueden ser
considerados como infinita sin tener mucho error en los resultados. Al igual que en el caso anterior,

el problema es independiente de la coordenada xs.

Polimero <€===) CoFe,O,

Figura 4.1: Esquema de laminado piezoeléctrico.

En el epigrafe anterior obtuvimos las soluciones para medios hogéneos piezoelécttrico y piezomagnético
para obtener las soluciones en el compuesto, al igual que se hizo en el caso de un piezocompuesto
piezoeléctrico polimero debemos hacer uso de las condiciones de contacto en las interfaces. Al anadir
la propiedad de piezomagnetismo al material, se introducen dos nuevas condicines de frontera, en
la Tabla 4.1 se muestran las nuevas condiciones de contacto imperfecto estas sumadas a (3.3) nos

ayudaran a encontrar las curvas de dispersion.

Contacto Ideal Contacto Imperfecto
BY (fvdf2) = BY" (f+d/2) Bf (fvdfa) = BY" (fvdf2)
Y° (Fodfp) =™ (fodf) =0 Ky (¢° (Fodf) — ™ (fodf5)) = By (f2fa)

Tabla 4.1: Condiciones magnéticas de contacto en las interfaces

Al sustituir (??) y (4.6) en las condiciones de contorno (3.3) y (4.1), ya sean ideales o con contacto
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imperfecto encontramos un sistema de 8 ecuaciones lineales y homogéneas para las constantes Rf y
RT™. Para que este sistema tenga una solucién distinta de la solucién trivial, debe ser un sistema
indeterminado, es decir el determinante asociado al sistema debe ser igual a cero. Esta condicion
nos ofrece otra funcién implicita de la frecuencia y las coordenadas del vector de onda. Sustituyendo
la funcién k; (ks;w) obtenida en 4.2 en la nueva funcién implicita recien obtenida obtenemos una
funcién F (k3,w), con la constante Kj; como pardmetro, que nos permitird determinar las curvas de

dispersién.

4.4 Influencia de condiciones de contacto imperfecto eléctrico

y magnético en laminados piezoeléctrico/piezomagnético.

Al igual que realizaremos en el caso del compuesto laminado piezoeléctrico/polimero realizaremos
experimentos numeéricos para visualizar los resultados hasta aqui obtenidos. Para lo cual utilizaremos
PZT — H5 como material piezoeléctrico y CoFes0O4 como piezomagnético. Inicialmente se va a
considerar que el contacto en las interfases de los laminados es ideal, es decir que existe continuidad
en los desaplazamientos mecanicos y en los potenciales, tanto el eléctrico como magnético, ademés de
las continuidades en los campos o, D y B, las cuales se consideran en todo el trabajo. Al igual que
hemos realizado anteriormente en otros casos de la condicién para que el sistema 4.7 tenga soluciéon
diferente de la trivial, (lo que equivale a una condicién fisica de existencia de las ondas, ya que se
estd pidiendo que las amplitudes de las ondas, igules o porporcipnales a Rf/ " sean difrente de cero)

obtenemos

)
—

f fvd/2> = D{n (fvd/Q)
B; (£.%) = B (£.%)
La figura 4.2 muestra las curvas de dispersion determinadas para el caso de contacto ideal en las

interfases. Como se ve en la figura en los modods representados las curvas de dispersién no varian

grandemente con la fraccién volumétrica de los constituyentes, a diferencia de lo que sucede en el
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caso de los bilamionados polimeros/piezoeléctricos. Esto es debido a que las constantes de la fase
piezoeléctrica y la piezomagnética poseen valores cercanos, no asi las constantes del poimero y el

piezoeléctrico.

fv(PZTH-5)=0.1
10- fv(PZTH-5)=0.2

fv(PZTH-5)=0.4
8- fv(PZTH-5)=0.5
fv(PZTH-5)=0.6

£
% e
= iy
= ]
=
S

2_

o 1 1 1 L]

0 2 4 6 8 10

Figura 4.2: Esquema de laminado piezoeléctrico.

Los compuestos estudiados presentan una fase activa piezoeléctrica y otra piezomagnética por lo que
es de nuestro interés estudiar la influencia en las propiedades del compuesto de las imperfecciones
eléctricas y magnéticas en las interfases de este. Las funcioones de dispersion en este caso van a
ser obtenidas cambiando las ecuaciones de los potenciales en 4.7 por sus respectivas condiciones de
imperfeccion.

La figuara 4.3) muestra las primeras curvas de dispersién para una fraccién volumétrica del piezoeléctrico

de 0.2 y 0.8 respectivamente.

Las curvas de dispersién donde hemos conciderado contacto imperfecto eléctrico y contacto imperfecto
magnético se superponen con las curvas de dispesrsién con contacto ideal. Las constantes de imper-
feccién representan la mayor imperfeccion posible (k/n, = 0). No se observan tampoco diferncias
entre estas curvas solamente se ha tomado uno de los dos tipos de contacto imperfecto. Para las
frecuencias estudiadas vemos que se corrobora el resultado del capitulo anterior, para que las condi-
ciones de imperfeccién influyan visiblemente en las propiedades del compuesto los constituyentes deben

ser activos, es decir como la ferrita no es piezoeléctrica no influyen visiblemente las imperfecciones
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Fraccion volumétrica de BaTi(), 0.2
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Figura 4.3: Curvas de dispersién para el caso ideal y completamente desacoplado magnética y
mecdnicaente laminados piezoeléctrico/piezomagnético con diferente fracciones volumétricas. (a)

fv = 0.2 del piezoeléctrico (b) fv = 0.8 del piezoeléctrico.

eléctricas, ni las magnéticas ya que la fase piezoeléctrica no es piezomagnética.

4.5 Calculo de la constante de acoplamiento electromagnético

haciendo uso del modelo dinamico.

El factor o coeficiente de acoplamiento magnetoeléctrico O; da una medidad de la energia eléctrica que
se transforma en magnética y viceversa en un material donde magnetoeléctricos, como es el caso de los
compuestos piezoeléctrico-piezomagnético. Este factor puede ser determinado por diferentes formas,
en particular haciendo uso de relaciones entre las velocidades de las ondas en el material si fijamos
los campos. Las cuales podemos determinar haciendo uso del modelo desarrollado previamente. La
definicién de este factor en términos de la velocidad a E' y H constantes ('UEH ) y de la velocidad de

la onda a D y B constantes (’UDB)

es la sigiente:

oEHN 2
(UDB> = (1-03) (4.8)
Para un material hog’eneo estas velocidades pueden ser obtenidas directamente de la curva de dis-
persion del primer modo. para el caso de los materiales que nos ocupan debemos hacer tender la
componente k3 del vector de onda a cero como se discute en [75]. De igual manera vpp es obtenida
por el mismo procedimiento teniendo en cuenta sélo las interaciones netamente mecanicas entre las
fases del compuesto. En el préximo epigrafe se mostraran ejemplos de calculo del factor de acopla-

miento magnetoeléctrico para diferentes compuestos laminados de CoFesO4 y PZT — 5H por este
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método. Donde se ha hecho uso de las curvas de dispersion calculdas en epigafes anteriores para
determinar la velocidad v y se ha obtenido vP® haciendo un proceso anilgo, pero més sencillo
en el que se ha considerado solamente las relaciones mecanicas entre las fases. Estos cédlculos son

comparados posteriormente con cédlculos similares obtenidos por un método de homogeneizqcion.

4.6 Factor de acoplamiento magneto-eléctrico obtenido mediante

el método de homogeneizacion asintética a doble escala

En este epigrafe haciendo uso del método de Homogeneizacién asintética a doble escala (MHA)se
calculara el factor de acoplamiento entre los campos eléctrico y magnético. El MHA utiliza dos
coordenadas cartesianas, coordenadas globales X = (z1, 2, x3) en la que se da la posicin del cuerpo y
Y = (y1,y2,y3) las coordenadas locales, de las cuales dependen las constantes del material. Se propone

un desarrolllo asintético en torno al pardmetro a < 1 para los desplazamientos y los potenciales.

u = w(X)+ul(X+Y)+

us = u§(X) +uy(X+Y)+ ... (4.9)
= ¢"(X)+o'(X+Y)+

o= X))+ X +Y) +

Al hacer este desarrollo se obtienen los coeficientes efectivos y de aqui se determiné el coeficiente de

acoplamiento en términos de la raccién volumétrica [89]

En la siguiente figura se ve la comparacién entre ambos métodos.

4.7 Conclusiones del Capitulo

e Se realizé y desarrollé un modelo para laminados magneto-electro-elastico con contacto imper-

fecto eléctrico y mecanico en las interfases.

e Se obtuvieron curvas de dispersion para casos limites de las constantes de imperfecccién en lam-

inados piezoeléctrico-piezomagnético.

e Se observé que para compuestos laminados piezoeléctrico-piezomagnético las condiciones de con-

tacto imperfecto eléctrico y magnético no cambian las curvas de dispersién.
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Figura 4.4: Coeficiente de acoplamiento .

e Se obtuvieron curvas de dispersién para diferentes fracciones volumétricas en laminados piezoeléctrico-
piezomagnético, notandose que a medida que aumentaba la fase del piezoeléctrico se obtenian

las curvas de dispersién a mayor frecuencia.

e A partir de la curva de dispersién se determiné el factor de acoplamiento magnetoeléctrico.

e El factor de acoplamiento electromecanico se compard por uno calculado por el método de

homogeneizacién asintotica.
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Capitulo 5

Conclusiones

Los resultados de cada capitulo son presentados al final de cada uno. En este capitulo solo haremos
énfasis en las conclusiones generales més importantes y le daremos respuesta a los objetivos del trabajo

y a la hipdtess ralizada.

1. Se propuso y desarrollé un modelo que considera contacto imperfecto de diefentes tipo (mecénico,

eléctrico y magnético) en las interfases de compuestos laminados .

2. Se obtuvieron curvas de dispersién para piezocompuestos laminados con difentes fracionnes

volumétricas y diferentes valores de las constantes de imperfeccién k1 y k3.

3. Al fijar la fraccién volumétrica y la constante de imperfeccion k1 se observé que las ondas son
mas energéticas, es decir se otienen para valores de frecuencias mas altos a medidas que aumenta

la imperfeccién por deslizamiento (k3).

4. Se obtuvieron las curvas de dispersiéon para el caso ideal haciendo un paso al limite en nuestro

modelo.
5. Las curvas obtenidas para el caso ideal coinciden con las reportadas en [78].

6. Se obtuvo el caso limite de ldminas de piezoeléctrico y polimero independiente haciendo cero las
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14.
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constantes de imperfeccién k1 y k3.

Las curvas de dispersiéon obtenidas para el caso limite de materiales deacoplados coinciden
con las calculadas para laminas independientes. La propagacién de ondas SV en laminas del
piezoeléctrico fue descrita en [77] y nuestros resultados coinciden con reportados por estos au-

tores.

A partir de los valores de las curvas de dispersién se calcularon los valores de desplazamientos

u1 y us en toda la celda periddica.

Analizando los depslazamiento se pudo determinar el modo de onda predominante en varios

puntos de la curvas de dispersién.

Comparando los desplazamientos en ambas fases se pudo determinar cudl es la fase que maés

constribueye en diferentes puntos de la curva de dispersién.

En las curvas de dispersion se obtuvieron zonas de corte evitable en las curvas de dispersién y
se observo que las caracteristicas de una onda eran transmitida a la otra y viceversa durante el

cruce.

Se observé como la primera onda (la que se obtiene a menor frecuencia) es una onda principal-

mente longitudinal y es el piezoeléctrico el responsable de ella.

En compuestos con altas fracciones volumétricas del polimero se obtuvo una onda producto del
desacople por la imperfeccién que no aparece en el compuesto con contacto ideal. Este modo
que si se observa en el caso limite de una ldmina de polimero independiente va apareciendo a

frecuencias mas bajas a medida que aumenta x.

Se estudio la forma del modo que no aparce en el compuesto ideal comprobando que efectiva-

mente era una onda que se origina en el epoxi.
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15. Haciendo uso de las curvas de dispersién se determiné una curva de k; en funcién de la fraccion

volumétrica del piezoeléctrico.

16. Se comparo6 la curva de k; obtenidas para diferentes valores de imperfeccién con puntos experi-

mentales dados en [75].

17. Se validé el modelo con datos experimentales notandose como el hecho de considerar contacto

imperfecto en las interfases permite un mayor acercamiento a la relidad fisica.

18. Se obtuvieron curvas de dispersién para casos limites de las constantes de imperfecccién en lam-

inados de fases intercaladas piezoeléctrico-polimero.

19. Se observé que para compuestos laminados piezoeléctrico-polimero las condiciones de contacto

imperfecto eléctrico planteadas no influeyen significativamente en las propiedades del compuesto.

20. Se obtuvieron curvas de dispersién para casos limites de las constantes de imperfecccion en lam-

inados de fases intercaladas piezoeléctrico-piezoeléctrico.

21. Se observa que las condiciones de contacto imperfecto eléctrico influyen visiblemente en los com-

puestos con ambas fases piezoeléctricas.

22. Se obtuvieron curvas de dispersion para casos limites de las constantes de imperfecccion en lam-

inados piezoeléctrico-piezomagnético.

23. Se observé que para compuestos laminados piezoeléctrico-piezomagnético las condiciones de con-
tacto imperfecto eléctrico y magnético planteadas no influeyen en las curvas de dispersion del

compuesto.

24. Se obtuvieron curvas de dispersién para diferentes fracciones volumétricas en laminados piezoeléctrico-
piezomagnético, notandose que a medida que aumentaba la fase del piezoeléctrico se obtenian

las curvas de dispersiéon a mayor frecuencia.
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25. A partir de la curva de dispersion se determiné el factor de acoplamiento magnetoeléctrico.

26. El factor de acoplamiento electromecdnico se comparé por uno calculado por el método de

homogeneizacion asintética.
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