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Introduccion

La topologia suele introducirse a los estudiantes de matematicas a través
de la siguiente pregunta: ;qué pasa si a un espacio métrico le quitamos la
métrica? El concepto fundamental detras del estudio de los espacios métricos
es el de cercania y es mediante este concepto que se introducen los espacios
topolégicos. En este trabajo nos hacemos la pregunta: ;qué pasa si a un
espacio normado le quitamos la norma? Ya sabemos que para responder esta
pregunta necesitamos hablar de espacios topoldgicos, pero para realmente
generalizar los conceptos del estudio de los espacios normados necesitaremos
un concepto mas fuerte: los espacios vectoriales topoldgicos.

Un primer objetivo es encontrar analogias entre la teoria de espacios
normados y la teoria de espacios vectoriales topoldgicos; es por esto que en
el primer capitulo se realiza un breve estudio de los espacios normados en el
que se intenta presentar algunos resultados basicos desde una perspectiva
topoldgica. También se estudian los teoremas fundamentales del anélisis
funcional y se generalizan al contexto de los espacios vectoriales topolégicos.

En el Capitulo 1 se introducen los espacios normados, sus productos y
cocientes topoldgicos y las aplicaciones lineales continuas entre ellos. Dado
que, en matemadticas, la disponibilidad de ejemplos siempre es fundamental
para comprender la teoria, se ofrece una variedad de ejemplos de espacios
normados que son comunes en la literatura. Se caracteriza a los espacios
de dimensién finita como los tinicos espacios normados que son localmente
compactos y, finalmente, se introducen los espacios de Banach, los cuales
seran el principal objeto de estudio en el capitulo siguiente.

En el Capitulo 2 se enuncian y demuestran teorema los teoremas fun-
damentales del analisis funcional: el teorema de Hahn-Banach, el teorema
de la aplicacion abierta, el teorema de la grafica cerrada y el teorema de
Banach-Steinhaus; asi como la equivalencia entre los primeros tres de estos

teoremas en el contexto de los espacios normados. Ademas, se enuncia sin

I11
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demostrar el teorema de la categoria de Baire, fundamental en el estudio de
los teoremas fundamentales.

En el Capitulo 3 se introduce el concepto de espacio vectorial topolégico
(e.v.t.), ofreciendo una gran variedad de ejemplos. Se estudian las propiedades
de separacién de estos espacios, llegando al resultado de que cualquier e.v.t.
es Tychonoff y ofreciendo un ejemplo de un e.v.t. que no es normal. Se
generalizan conceptos y resultados de los espacios normados, como por
ejemplo la caracterizacién de los espacios de dimensién finita como los
Unicos espacios vectoriales topolégicos localmente compactos y también se
estudian resultados que no se pueden generalizar de manera trivial, como
que el conjunto de transformaciones lineales continuas entre dos espacios
vectoriales topoldgicos no necesariamente coincide con el de las acotadas.
Finalmente, se abordan los problemas de la normabilidad, la metrizabilidad
y la metrizabilidad completa.

En el Capitulo 4, se ofrecen generalizaciones de los teoremas fundamen-
tales presentados en el Capitulo 2. Cabe destacar que en la literatura se
pueden encontrar generalizaciones mas fuertes que las aqui presentadas pero
que no fueron abordadas por salirse de los objetivos de este trabajo.

Esta tesis esta dirigida a estudiantes de matematicas que estén familiari-
zados con los conceptos basicos del andlisis funcional y que quieran ahondar
en él desde una perspectiva topoldgica. Considero que los conocimientos
requeridos para comprender este trabajo corresponden a los cursos de Anali-
sis Matemético I y II, Algebra Lineal I y Topologia I de la licenciatura en
matematicas de la Facultad de Ciencias. Algunos ejemplos requieren un
manejo béasico de la teoria de integracién de Lebesgue y los espacios LP,
correspondientes a un curso de Teoria de la Medida I; si bien el lector no
tendra problema para comprender la teoria sin dichos conocimientos, estos
ejemplos son importantes para complementar algunos aspectos de la misma.

Es importante aclarar que todos los espacios vectoriales que se tratan
estan considerados sobre un campo F que puede ser R o C, indistintamente,
a menos que se especifique otra cosa. Cuando se traten dos o mas espacios
simultdneamente se da por hecho que éstos estan definidos sobre el mismo

campo.



Capitulo 1

Espacios normados y

espacios de Banach

En este capitulo se presentan los conceptos sobre espacios normados
y de Banach necesarios para trabajar con los teoremas fundamentales en
el siguiente capitulo. Dado que se busca llegar al estudio de los espacios
vectoriales topologicos, se intenta dar un punto de vista topolégico de los
resultados de este capitulo. Muchas demostraciones han sido omitidas por
considerarse fuera de los objetivos del trabajo, pero pueden ser consultadas
en [9].

1.1. Normas sobre espacios vectoriales

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio vectorial sobre el campo F. Una norma

sobre X es una funcién ||-|| : X — R tal que
1. ||z|| =0 siy sélosix =0.
2. ||Az|| = |A| ||z|| para cualesquiera A € Fy x € X.
3. [lx+yll < |lz|| + |ly|| para cualesquiera z,y € X.

Si ||| es una norma sobre X, diremos que el par ordenado (X, ||]|) es un
espacio vectorial normado, o a veces simplemente diremos que X es un

espacio normado.

Proposicién 1.1.2. Sean (X, ||-||) un espacio vectorial normado y z,y € X.

FEntonces
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£ {flell - llyll < ll £y
2. Jl2l| > 0

Ejemplo 1.1.3. 1. Para cada n € N, la norma euclidiana sobre F" esta

dada por

I, )| = VIR + - [l

2. Si (X, M, ) es un espacio de medida, p € [1,00] entonces el espacio

LP(X, M, ), |||l,, ) es un espacio normado con la siguiente norma

1/p
||f||p=</Xf\pdu> i p < 00

v | flloo = mf{M € R: |f| < M ctp }. Recuérdese que, formalmente,
los elementos de (Lp (X, M, ), |-l p> no son funciones, sino clases de
equivalencia de funciones que coinciden fuera de algiin conjunto de

medida cero. En la practica, esta formalidad suele omitirse.

Un caso muy destacable destacable es cuando X es un subconjunto
boreliano de F", M es la o-dlgebra de conjuntos Lebesgue-medibles

restringida a X y u es la medida de Lebesgue en F™.
Otro caso destacable es cuando X = N, M = P(N) y u es la medida

de contar. Clasicamente, este espacio es denominado . Si 1 < p < o©

entonces (P consiste de las sucesiones en F tales que Y 7 | |z,|P < ooy

o7} 1/p
], = (Z \xn\p>

n=1

mientras que £°° consiste de las sucesiones acotadas en F y

|2l = sup ||
neN

En muchas ocasiones, cuando la terna (X, M, ) sea clara por el contex-

to, simplemente escribiremos L? para referirnos al espacio (LP (X, M, u), [|-[],))

3. Sean A un conjunto de indices no vacio y Y un espacio normado. Deno-
tamos por YA al conjunto de funciones con dominio A y contradominio
Y. Definimos

(Y = {f e Y4: sup|lf()] < oo} ¥ 1l = sup [ F(0)] -
acA acA

Entonces £%(Y") es un espacio normado.
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4. Sean X un conjunto no vacio y B(X,F) el conjunto de funciones
acotadas de X en F. La suma entre funciones acotadas y el producto

escalar se definen punto a punto. Definase
1flloe = sup | f(z)].
rzeX

Entonces (B(X,F),||-||,,) es un espacio vectorial normado. A la norma

|-l se le conoce como la norma del supremo.

5. Si X es un espacio topoldgico entonces el espacio de funciones continuas
y acotadas Cp(X,F) es un subespacio vectorial de (B(X,F),|-||,,)- En
particular, si X es un espacio topolégico compacto entonces Cy(X,F) =
C(X,F).

1.2. Topologia de un espacio normado

Proposicién 1.2.1. Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado. La funcion

d: X x X = R dada por d(z,y) = ||z — y|| es una métrica sobre X.

En virtud de la proposicién anterior, a un espacio normado lo podemos
considerar como un espacio métrico; sobre entendiendo que la métrica a la
que nos referimos es la definida en dicha proposicién. En consecuencia, a un

espacio normado también lo podemos considerar como un espacio topolégico.

Definicién 1.2.2. Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado. Definimos la
topologia inducida por ||-|| como la topologia inducida sobre X por la métrica
d(z,y) = ||lx —y||, es decir, la topologia que tiene como base a las bolas
abiertas

B(z,r) = {y € X: |y— ] <} (1.1)

conx € X yr>0.

Siempre que nos refiramos a un espacio vectorial normado X como un
espacio topoldgico, estaremos tomando en cuenta a X con la topologia de la
Definicién 1.2.2.

Proposicion 1.2.3. Sea X un espacio normado.

1. La funcién +: X x X — X dada por +(x,y) = x + y es continua,
donde el espacio X x X estd dotado de la topologia producto.
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2. La funcion *: F x X — X dada por *(\,x) = \x es continua, donde
el espacio F x X estd dotado de la topologia producto.

Esta proposicién nos permite definir una gran variedad de homeomorfis-
mos de X en X. Sea x € X fija. Por la proposicién anterior, la aplicacién
y — y — = es continua. Ademas, es invertible y su inversa es y — y + =,
que también es una funcién continua. Por lo tanto, dicha aplicacién es un
homeomorfismo de X en X. De manera andloga, la aplicacion y — Ay es
un homeomorfismo para A # 0. Veremos que el hecho de que y — y — =z
sea un homeomorfismo implica que la topologia de X estd completamente

determinada por las vecindades del 0.

Proposicién 1.2.4. Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado, © € X,
AeF\{0} yU C X. Entonces

1. Las aplicaciones y — x+y y y — Ay son homeomorfismos de X en X.

2. U es una vecindad de x si y solo st U —x es una vecindad del 0, donde
el conjunto U — x es el subconjunto de V' compuesto por todas las

diferencias u — x con u € U.

En ocasiones serda importante poder decidir cudndo dos normas defi-
nen una misma topologia sobre un espacio vectorial dado. El concepto de

equivalencia entre normas servird para esto.

Definicién 1.2.5. Sean X un espacio vectorial y |||, , ||-||5 dos normas sobre
X. Diremos que |[|-||; ¥ |||, son equivalentes si existen c1, ca € R mayores a
0 tales que

crllzlly < fllly < ezl

para toda = € X.

Si dy y dg son métricas sobre un conjunto X y existen ci,co € R positivas
tales que
crdy(x,y) < di(x,y) < cada(,y)

para cualesquiera x,y € X entonces dj y ds inducen la misma topologia sobre
X. En particular, si ||-||; v |||, son métricas equivalentes sobre un espacio
vectorial normado X entonces ambas normas inducen la misma topologia
sobre X. En el contexto de espacios normados, la estructura algebraica

permite demostrar el reciproco de esta tltima afirmacién.
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Proposicién 1.2.6. Sean X un espacio vectorial y |||, |||y dos normas
sobre X . Las topologias inducidas en X por ||-||; y |-l son iguales si y solo

si||-lly v |l|ly son equivalentes.

Demostracion. Si |||, v |||, son equivalentes, entonces existen c1,co € R
positivas tales que c; ||z — y[l, < ||z —y||; < 2|z — yl|, para cualesquiera
z,y € X. Asi, por la discusién anterior a esta proposicién se sigue que ||||; ¥
||-||5 inducen la misma topologia sobre X.

Reciprocamente, supongamos que ||-||; y ||-||; inducen la misma topologfa
en X. Entonces la bola B1(0,1) C X tomada respecto a la norma ||-||; es un
abierto en (X, ||-]|,). Asi, existe r > 0 tal que B2(0,7) C B1(0,1) donde la bola
B(0,r) estd tomada respecto a la norma |[|-||,. De esta manera, sea ¢; € R
tal que 0 < ¢; <r.Sixz#0y u:=ci(x/|z],) entonces ||ul, =1 < r, por
lo que u € B»(0,7) y, en consecuencia, v € B1(0, 1), por lo que |Ju|; < 1. Por
lo tanto, ¢; ||z||; < [|z||,- Andlogamente, podemos encontrar ¢z > 0 tal que
|lzll, < cal|lz|; para toda z € X. De esta manera, ¢; ||z]|; < |z|, < c2 ||z,

para toda z € X. Asi, [|-||; v |||, son normas equivalentes. O

Supongamos que ||-||;, |||, son normas sobre un espacio vectorial X y
c1 > 0 es tal que ||z||, < ¢ ||z]|; para toda 2 € X. Entonces la funcién

-5 = (X, []-|ly) = (X, []|ly) es continua. Por lo tanto, la funcién

@: (B1(0,1), [|-ly) = (B2(0,1), [l
dada por
m =], siz#0

0 siz=0

p(r) =

es continua. Reciprocamente, si existe ¢ > 0 tal que ||z||; < ¢z ||z||, entonces

la funcién inversa de ¢ dada por

el sia#0

0 siz=0

P(z) =

es continua. De esta manera, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.7. Sean X un espacio vectorial, |||y, ||-||, dos normas
sobre X y Bi, By las bolas unitarias respecto a ||-||; v |||y respectivamente.

Si||-l; v |-l son equivalentes entonces By y By son homeomorfas.
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En el resto de esta secciéon nos dedicaremos a estudiar las caracteristicas
topoldgicas de los espacios normados de dimensién finita. Un primer resultado
importante es que en un espacio vectorial de dimensién finita todas las normas
son equivalentes a la euclidiana. En el lenguaje de la Proposicién 1.2.6 esto
significa que de todas las diferentes topologias existentes en F™, sélo una
estd inducida por una norma, especificamente, la inducida por la norma

euclidiana.

Teorema 1.2.8. Cualesquiera dos normas en un espacio vectorial de dimen-

sion finita son equivalentes.

Demostracion. Sean X un espacio vectorial de dimensién finita y {e; ..., en}

una base para X. Dada x € X, la expresamos como x = 2?21 ze; conx; €F

n 1/2
]l = <Zx2> -
i=1

La funcién |||, es una norma en X. Denotemos por X, := (X,|[,) al

y definimos

espacio X provisto de esta norma. Entonces la funcién ¢: F* — X, dada por

n
d(r1,...,2p) = inei
i=1

es una isometria, considerando a F" dotado con la norma euclideana. Por lo
tanto, ¢ es una funcién continua. Notemos que si S = {z € X: ||z|, =1}y
St~ = {z € F": ||z|| = 1} entonces S = ¢ [S""!]. Como S"~! es compacto
(pues es cerrado y acotado en F™) entonces S también es compacto.

Por otro lado, sea ||-|| cualquier otra norma en X. Para probar el teorema

basta probar que ||-||, y ||-|| son normas equivalentes.

1/2
Sea ¢ = (Zle Hei|]2> . Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

en R” se sigue que si z € X se escribe como x = )" | z;e; entonces

n
lzll <D lail el
=1

= (w1, mn) - ([leall, - - lleall)

n 1/2 n 1/2
(z w) (znem)
=1 =1

IN
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Como consecuencia de la desigualdad ||z|| < ¢ ||z||, para toda z € X, la
funcién f: X, — R dada por f(z) = ||z|| es continua, pues para cualesquiera

x,y € X se tiene que

Hlzll =Nyl < llz =yl < e lle =yl -

Dado que S es compacto, se sigue f restringida a S alcanza un minimo. De

este modo, existe xg € S tal que ||z¢| < ||z|| para toda x € S. Por lo tanto,

T
ol < H
ER

para toda x € X \ {0}. Luego, ||zo|

llz]|, < |lz| para toda z € X. Haciendo

c2 = ||zo]|, se obtiene de la definicién que ||-|| y |||/, son equivalentes. O

Proposicién 1.2.9. Sean (X, ||-||) un espacio vectorial normado y F un
subespacio vectorial de X. Si F tiene dimension finita entonces F' es cerrado
en X.

Demostracion. Supongamos que F' es generado por el conjunto linealmente

independiente {ej,...,e,} v que ||ex|| = 1. Para cada x € F, definamos

.
lzlly = Al
k=1

donde z = >, _; Ageg. La funcién ||-||; es una norma sobre F'. Por el Teorema
1.2.8, existe ¢ € R tal que ||z|; < c¢||z| para toda x € F. Ahora, sea (z,)n
una sucesién en F' convergente a un punto x € X. Esta sucesion determina

sucesiones (A, )n en F tales que

.
Tn = E )\k,nek
k=1

para cada k € {1,...,r}. Estas sucesiones son de Cauchy, pues si n,m € N

entonces

;
Nk = Meanl <D [Ajin = Ajom
j=1

= ||zn — mel

<cllzn —zm -
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De esta manera, si Ay = lim,, o Agn entonces

A T
> Xeer = lm Agnep
n—0o0
k=1 k=1

Asi, x € F. Por lo tanto, F' es cerrado.

O

El siguiente ejemplo muestra que en la proposicién anterior no se puede

omitir que la dimensién de F' sea finita.

Ejemplo 1.2.10. Sea X = P con p € [1,00) y consideremos cqg el subespacio
vectorial de /P conformado por las sucesiones eventualmente iguales a 0. Este
es un subespacio vectorial de dimensién infinita, pues las sucesiones z* dadas
por a:fl =0sik#ny xﬁ = 1 forman un conjunto linealmente independiente
en Ccyo-

Ademas, cgp es denso en £P. En efecto, sean z € P y ¢ > 0. Entonces

0 1/p
(Z \xn\p) <e.

n=N-+1

existe N € N tal que

Definamos y € ¢og como y, = x, paran < N y y, = 0 en otro caso. Entonces

[e%¢) 1/p
IIw—pr—< > !wnlp> <e.

n=N+1

Esto prueba que cgg es denso en £P. Puesto que ¢y es un subespacio vectorial

propio, se sigue que cgp no es cerrado en ¢P.

Vale la pena destacar que si consideramos p = oo en el ejemplo anterior
entonces no es cierto que cgg sea denso en £°°, pues si x € £*° es la sucesién
constante 1 entonces

B(z,1/2) Ncyp = 0. (1.2)

Sin embargo, cog sigue sin ser cerrado en este espacio, pues si zF € oo estd

dada por x,’fb = % paran < kvy :Ufl = 0 para k < n entonces la sucesién



1.2. TOPOLOGIA DE UN ESPACIO NORMADO 9

(2*)x converge en £ a la sucesién y € £>° dada por y, = %, la cual no es un
elemento de cyg.

El 1ltimo resultado de esta seccién caracteriza topoldgicamente a los
espacios normados de dimensién finita. Para demostrarlo haremos uso de
una importante herramienta del andlisis funcional: el Lema de Riesz, debido

al matemadtico hungaro Frigyes Riesz.

Lema 1.2.11 (Riesz). Sean X wun espacio vectorial normado y Y,Z dos
subespacios vectoriales de X. Supongamos que Y es cerrado y estd contenido
propiamente en Z. Entonces, para cualquier o € (0,1) existe z € Z tal que
[zl =1y

lz—yll >a VyeY.

Demostracion. Sea a € (0,1). Fijemos v € Z \ Y. Como Y es cerrado,
entonces d(v,Y) > 0, donde

d(v,Y) =inf{d(v,y): y € Y}. (1.3)

De esta manera, existe yg € Y tal que

d(v,Y
40,¥) < o - pol) < 2210,

Hagamos z = ¢(v — yp) donde ¢ = | !

. Entonces ||z|]| = 1. Ademas, si
[v=yoll

y € Y entonces

[z = yll = lle(v — yo) — |
=c Hv — (yo + Cily)H .

Como yo + ¢~y € Y se sigue que

d(v,Y)

Iz =yl = cd(v,Y) = =" >
[l = ol

Q.

O
Teorema 1.2.12 (Riesz). Sea X un espacio vectorial normado. X tiene
dimension finita si y sélo si clx B(0,1) es compacta.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que X tiene dimensién finita
y sea {e1,...,e,} una base para X. Consideremos la funcién ¢: F" — X

dada por
d(x1, ..., xn) :Z:ciei. (1.4)
i=1
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Esta funcién es una isometria biyectiva y, por lo tanto, un homeomorfismo.
De esta forma,
¢[B"(0,1)] = Bx(0,1) (1.5)

y, en consecuencia,
¢lclpn B™(0,1)] = clx Bx(0,1), (1.6)

donde B™(0,1) denota a la bola unitaria en F". Por el teorema de Heine-Borel,
clpn B™(0,1) es compacto. Luego, cly Bx(0,1) también es compacto.
Ahora supongamos que X tiene dimensién infinita y hagamos B =
clx B(0,1). Elijamos x; € S arbitraria, donde S denota a la esfera unitaria
en X y sea Fj el subespacio propio de X generado por x1. Por la Proposicién
1.2.9, Fy es cerrado. Por el Lema de Riesz (Lema 1.2.11) se sigue que existe

xo € S tal que

|ze — 1] > 7

De manera recursiva, supongamos que tenemos zy,...,x, € S tales que
|z; — x| > 1/2 si i # j. Sea F), el subespacio de X generado por z1,. .., Zp.
Como X tiene dimensién infinita, F), es un subespacio propio. Ademads, por
la Proposicion 1.2.9 se tiene que F), es cerrado. Por el Lema de Riesz se
obtiene z,4+1 € S tal que ||z, +1 — z|| > 1/2 para toda x € F),. En particular,
|Tnt1 — x;|| > 1/2 para toda i € {1,...,n}.
De esta manera, (z,), es una sucesién en S C B tal que si n # m
entonces 1
|20 — zm| > 9
Luego, (x,)n es una sucesién en B que no tiene subsucesiones convergentes.

Por lo tanto, B no es compacto. ]

Corolario 1.2.13. Sea X un espacio vectorial normado. X tiene dimension

finita si y solo si X es localmente compacto.

Demostracion. Supongamos que X tiene dimension finita. Por el teorema
de Heine-Borel, si x € X entonces clx B(z,1) es una vecindad compacta de
x y, por lo tanto, X es localmente compacto.

Reciprocamente, supongamos que X es localmente compacto. Sea U una

vecindad compacta del origen. Entonces existe r > 0 tal que

clx B(0,7) CU.
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Como U es compacto entonces clx B(0, r) también lo es. Ademds, la aplicacion

x — 7 es un homeomorfismo de X en X y
1
clx B(0,1) = = clx B(0,r),
r

por lo que clx B(0,1) es compacta. Por el Teorema de Riesz (Teorema 1.2.12)

se deduce que X tiene dimension finita. O

1.3. Productos y cocientes de espacios normados

Si X y Y son espacios normados entonces a su producto topolégico se le
puede dotar de una estructura de espacio normado. Si X es un espacio nor-
mado y F' < X es un subespacio de X, entonces puede construirse el espacio
cociente X/F con una relacién de equivalencia adecuada. Demostraremos
que este espacio es normado siempre que F' sea cerrado.

Recordemos que si X y Y son espacios topolégicos entonces la topologia
producto en X x Y la topologia generada por los abiertos basicos U x V,
donde U y V son abiertos en X y en Y, respectivamente. Si X y Y son
espacios vectoriales normados entonces se define una norma sobre X x Y

que induce la topologia producto.
Proposiciéon 1.3.1. Sean X y Y espacios vectoriales normados. Entonces

1. Si definimos entrada o entrada una suma y producto escalar sobre el

producto X XY, entonces X XY es un espacio vectorial.

2. Las siguientes son normas sobre X XY equivalentes entre si:

a) ||z, y)ll; = max{llz|, [lyl[} -

b) Il 9)lla = /Nl + llyll* -

c) [l y)lls = llell + llyll -

3. Las 8 normas del inciso anterior generan la topologia producto de
X xY.

4. Una sucesion (xn,yn)n en X XY es convergente (de Cauchy) si y solo
st (n)n Y (Yn)n son sucesiones convergentes (de Cauchy) en X yY

respectivamente.
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Si bien las tres normas de la proposicién anterior son ampliamente usadas
en la literatura, en este texto cuando hablemos del espacio X x Y siempre
nos referiremos implicitamente a la norma ||-||5.

Por otro lado, recordemos que si X es un espacio topolégico y ~ es una
relacién de equivalencia sobre X, entonces al cociente X/ ~ se le dota de
la topologia cuyos abiertos son los conjuntos cuya unién es un abierto de
X. Esta topologia es conocida como la topologia cociente y se caracteriza
por ser la topologia més grande (en el sentido de la contencién) que hace

continua a la proyeccién m: X — X/ ~ dada por 7(z) = [z].

Proposiciéon 1.3.2. Sean X un espacio normado y F' un subespacio vectorial
cerrado de X. Definamos la siguiente relacion sobre X: x ~ y si y sélo si

x—y € F. Entonces
1. La relacion ~ es de equivalencia en X.

2. Sea X/F := X/ ~. Las operaciones [z] + [y] = [x + y] y N[z] = [\z]
sobre X /F' estdn bien definidas y X/F es un espacio vectorial con estas

operaciones.

3. La funcion
Izl x/p = mi{llyll - y — 2 € F}

estd bien definida y es una norma sobre X/F.
4. La norma ||-|| x/p genera la topologia cociente inducida por ~ en X/F'.

Cuando el espacio X/ F' esté claro por el contexto, escribiremos simplemente

Il y o [[l]ll x/r-

Demostracion. Solo demostraremos los 1ltimos dos incisos, ya que los pri-
meros se siguen facilmente de las definiciones.

Veamos que |||y, estd bien definida. Si [z1] = [z2] entonces 21 — 22 € F'
yr1—y=(r1—x2)+(xa—y),porloquex; —y € Fsiysélosizg—y € F.

De esta manera,

{lzr =yl -y e Fy = {llez —yll : y € F}.

y, en consecuencia, [|[z1]|| = [|[z2]|. Ahora veamos que ||-[|x,f es una norma:
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1. Puesto que [|[0]]] < ||0 — 0|l = 0 entonces ||[0]|| = 0. Reciprocamente, si
||[z]]] = O entonces existe una sucesién (z,), en X tal que z, —x € F
y ||zn|| = 0 en R. Por lo tanto, x,, — 0 en X. De esta manera,

nh_)Igo(.’E —xp) =1.

Como F es cerrado, se sigue que = € F. Luego, [z] = [0].

2. Sean z € X y A € F\ {0}. Consideremos y € X tal que y —x € F.
Entonces Az — Ay € F, por lo que [|[A[z]|| < |A|]|y||. Tomando infimo del
lado derecho obtenemos |[A[z]|| < |A|||[x]||. Andlogamente, sea y € A[z].
Entonces 1y € [2]. Asi, ||[z]]| < ‘—}\l lly|| o, equivalentemente, |A| ||[z]|| <
|ly||. Tomando infimo del lado derecho obtenemos |A| ||[z]]] < [|[A[z]]].
Por lo tanto, ||A[z]|| = |A|||[z]]]. El caso A = 0 es trivial, pues 0[z] = [0].

3. Sean z,y € X y 21,29 € X tales que = — 21,y — 20 € F. Entonces
(x+y) — (21 + 22) € F. Por lo tanto,

Ilz] + Il = Nz + ylll < llz1 + 220l < [zl 4[|zl

Tomando infimos del lado derecho se sigue que ||[z] + [y]|| < ||[[z]| +

1]l

Por otro lado, sean 11 la topologia cociente de X/F y 7 la topologia
generada por la norma ||| /p- Primero consideremos la proyeccion 7: X —

(X/F, 1) dada por 7(x) = [z]. Para cualesquiera z,y € X se tiene que

I7(2) =7l x/r = 2] = Wl x/r
= llz = ylllx/r
<llz—-ylix,

por lo que la funcién 7 es continua. Dado que 7 es la topologia méas grande
que hace continua a esta funcion, se sigue que 71 C To.

Finalmente, veamos que 72 C 71. Sean U € 7o y [z] € U. Como U es
abierto en la topologia cociente, entonces | JU es un abierto de X; dado que
x € |JU, se tiene que existe r > 0 tal que Bx(z,r) C |JU. De esta manera,
sea [y] € Bx/p ([z],7). Entonces

Il = ylllx/r = =] = Wlllx/r <7



14 CAPITULO 1. ESPACIOS NORMADOS Y DE BANACH

y, en consecuencia, existe z € X tal que (z —y) —z € F' y ||z|| < r. Notemos
que

Iz = (z = 2)x = llzll <7

por lo que x — z € |JU. Luego, existe [w] € U tal que x — z € [w], es decir,
(x — z) —w € F. Pero también se tiene que (x —y) — z € F. Restando estos

vectores obtenemos

(z—2)-—w)—((t—y)—2)=y-—weF.

Esto implica que [y] = [w] y, en consecuencia, que [y| € U, probando que U

es abierto de 7. O

En lo sucesivo, a las clases de equivalencia [z] en X/F las denotaremos
por x + F'. Notemos que en la demostracion anterior usamos la hipotesis de
que F sea cerrado inicamente para probar que si ||[z]|] = 0 entonces [z] = 0.
Si prescindimos de la hipétesis de que F' es cerrado entonces la funcién
|l x/p 1o serd una norma, pero cumplird la definicién de lo que llamaremos
una seminorma. Las seminormas no inducen métricas pero si pseudométricas
y, por lo tanto, topologias. De esta manera, si s6lo nos interesara estudiar la
topologia del espacio vectorial X/F entonces no necesitariamos restringirnos
al caso en el que F' es cerrado. Vale la pena destacar que la prueba del inciso
4 de la proposicién anterior también se puede aplicar a este caso mds general

para probar que la topologia de X/F coincide con la topologia cociente.

1.4. Aplicaciones lineales acotadas

A partir de este momento, L(X,Y’) denotard al conjunto de transformacio-
nes lineales entre dos espacios vectoriales X y Y. En esta seccién definiremos
el subconjunto B(X,Y) de L(X,Y) conformado por las funciones lineales
acotadas cuando X y Y son espacios normados. En el resto del texto nos

dedicaremos a estudiar este objeto bajo distintas condiciones sobre X y Y.

Definicion 1.4.1. Sean X y Y dos espacios vectoriales normados y T: X —

Y una aplicacién lineal.

1. Diremos que T es una aplicacién lineal acotada si el conjunto T [clx B(0,1)]

es acotado en Y.
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2. Si T es una aplicacién lineal acotada definimos

IT[| = sup || T(z)]
llz]|<1

Al conjunto de aplicaciones lineales acotadas de X en Y lo denotamos por
B(X,Y).

Notemos que una funcién lineal acotada T" de X en Yno es acotada en el
sentido usual de que T'[X]| sea un conjunto acotado en Y, sino que el concepto
al que nos referimos es de una naturaleza local. Esto queda plasmado en la

siguiente proposicién.

Proposicién 1.4.2. Sean X y Y dos espacios normados y T € L(X,Y).
T € B(X,Y) siy sdlo si siempre que U es una vecindad acotada del origen

se tiene que T[U] es un conjunto acotado en'Y .

La siguiente proposicion nos serd muy util para determinar cudndo una

aplicacién lineal es acotada.

Proposicién 1.4.3. Sean X,Y dos espacios normados y T € L(X,Y).

Entonces
1. Son equivalentes:

a) T € B(X,Y).

b) SUp,2o ”T||’§;3|3|)H < 00

c) Eziste M € R tal que ||T'(z)|| < M ||z|| para toda x € X.

2. SiT e B(X,Y) entonces

T
|T|| = sup [Tl =mf{M e R: Vx € X ||T(z)|| < M ||z||}.

a0 |||

Ejemplo 1.4.4. 1. Sean X = (C([0,1],]]]|..), Y =Ry T: X =Y dada
por T'(f) = fol f. Entonces para toda f € C([0, 1]) se tiene que

1
(1)) </0 1< 1 f -

Més atin, si f = 1 entonces || f||,, =1y |T(f)| =1, por lo que 1 < ||T'|.
Por lo tanto, ||| = 1.
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2. Sean F =R, X = (CL([0,1], [|-|..), Y = (C([0,1], -]l ..)) y T: X =Y
dada por T'(f)(z) = f'(x). Si f, estda dada por f,(x) = 2" entonces
fh(x) = nz""L. De esta manera, || f, ||, = 1y, sin embargo, || £, = n.
Por lo tanto, T no estd acotada en clx B(0,1) y, en consecuencia,
T ¢ B(X,Y).

El espacio L(X,Y’) es un espacio vectorial en si mismo y B(X,Y) es un
subespacio vectorial de éste. Como es de esperar, la aplicacién T' — || 7|

define una norma en B(X,Y).

Proposicién 1.4.5. Sean X y Y dos espacios normados. El espacio B(X,Y')

con la aplicacion T — ||T|| es un espacio vectorial normado.

En la seccién anterior caracterizamos topoldgicamente a los espacios
normados de dimensién finita. En esta seccién los caracterizamos por las

aplicaciones lineales acotadas que se pueden definir sobre ellos.

Proposicién 1.4.6. Sea X un espacio normado. X tiene dimension finita si

y sdlo si para cualquier espacio normado Y se tiene que B(X,Y) = L(X,Y).

Demostracion. =) Supongamos que X tiene dimensién n. Sea {ey, ..., e}
una base para X. La funcién ||3°7  ziei|l; = > i |#4] define una norma
sobre X. Por el Teorema 1.2.8, existe ¢ € R tal que ||z||; < c¢||z| para toda

x € X. De esta manera, para toda x € X tenemos
n
i=1
n
= fail [T(ed)]
i=1
n
1 T . .
(e reon) S e
1=

=<£§§HT@MOHMh
gc<meT@nQnﬂ«

1<i<n

1T ()] =

IN

Por el inciso ¢) de la Proposicién 1.4.3, concluimos que 7" es acotada.

<= ) Supongamos que X tiene dimensién infinita. Entonces existe un
conjunto {z,: n € N} C X linealmente independiente tal que ||z,| = 1.
Consideremos Y = ¢*. Fijemos n € N. Definamos T'(z,,) € ¢! como

T(z,)(k) = o
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Noétese que
o0 [e.9] n
IT@a)lly =D [T@n)(K) =Y o =n-
k=1 k=1
Como {z,: n € N} es linealmente independiente entonces existe una apli-
cacion lineal T: X — Y que extiende a la aplicacién x,, — T'(zy). Como

|lzn]] =1y |T(xn)||; = n, entonces T no esté acotada en clx B(0,1). Asi,
T ¢ B(X,Y). O

Terminamos esta seccién con un resultado que justifica el estudio de las

transformaciones lineales acotadas.

Teorema 1.4.7. Sean X y Y dos espacios normados, y T € L(X,Y). Son

equivalentes
1. T € B(X,Y)
2. T es continua en 0.
3. T es continua.

4. T es Lipschitz; es decir, existe M € R tal que |T(z) —T(y)|| <

M ||z — y|| para cualesquiera x,y € X.

1.5. Espacios de Banach

Una clase importante de espacios normados son aquellos cuya métrica
inducida por la norma es completa. Estos espacios reciben el nombre de
espacios de Banach. En esta seccion veremos que la propiedad de ser un
espacio de Banach es invariante bajo homeomorfismos lineales, que cualquier
espacio normado se puede encajar de manera densa e isométrica en un espacio

de Banach y algunos ejemplos destacados de espacios de Banach.

Definicién 1.5.1. Un espacio de Banach es un espacio normado cuya métrica

es completa.

Es un hecho conocido que, en general, la propiedad de ser un espacio
métrico completo no es una propiedad topoldgica; es decir, no necesariamente
se preserva bajo homeomorfismos. Sin embargo, los homeomorfismos lineales
entre espacios normados si preservan la propiedad de ser un espacio de

Banach.
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Proposicién 1.5.2. Sean X,Y espacios normados y T: X — Y un ho-
meomorfismo lineal. St X es un espacio de Banach, entonces Y también lo

€s.

Demostracion. Supongamos que X es de Banach. Sean (yy,), una sucesién
de Cauchy en Y y ¢ > 0. La funcién T~! es lineal y, dado que T es un

homeomorfismo, también es continua. De esta manera

177 (yn) = T ) | < 177 lym — il

para cualesquiera n, m € N, por lo que la sucesion (T -1 (yn))n es una sucesion
de Cauchy en X. Como X es de Banach, existe x € X tal que T (y,) — .
Puesto que T es continua, se sigue que y, — T'(z). Por lo tanto, Y es un

espacio de Banach. O

De manera mas general, sean X un espacio de Banach, Y un espacio
topolégico y ¢: X — Y un homeomorfismo entre ellos. Mediante ¢ se
puede inducir en Y una estructura de espacio normado que haga de ¢ un
homeomorfismo lineal, por lo cual, dicha estructura hace de Y un espacio de

Banach. Los detalles de este hecho escapan a los objetivos de este texto.

Corolario 1.5.3. Sea (X, ||-||;) un espacio de Banach. Si ||-||, es una norma

equivalente a ||-||; entonces (X, |-||y) es un espacio de Banach.

Demostracion. Si ||-||; ¥ ||-||o son normas equivalentes entonces la funcién
identidad id: (X, |-|l;) — (X,]|) es un homeomorfismo lineal. Por la

Proposicién 1.5.2 se sigue que (X, ||-||,) es un espacio de Banach. O

Proposiciéon 1.5.4. Sean X un espacio de Banach y'Y un subespacio de

X.Y es un espacio de Banach si y solo si 'Y es cerrado en X.

Demostracion. 'Y es un subconjunto de un espacio métrico completo. Por lo

tanto, Y es completo si y sélo si es cerrado en X. O

Ejemplo 1.5.5. 1. ™ es un espacio de Banach para toda n € N.

2. Sean (X, M, pu) un espacio de medida y p € [1,00]. El espacio de
Lebesgue LP(X) es un espacio de Banach. Como consecuencia de esto,

tenemos que LP(R™) y P son espacios de Banach.
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3. Si consideramos C([0, 1]) como subespacio de LP([0,1]) para p € [1,00)
entonces C([0,1]) es denso en LP. La existencia de funciones Lebesgue-
integrables que no son equivalentes a ninguna funcién continua implica
que este espacio no es cerrado en LP. Por lo tanto, (C([0,1]), [|||,,) no

es un espacio de Banach para ninguna p € [1,00).

4. El espacio de sucesiones eventualmente 0, cgg, no es cerrado en /P para
ninguna p € [1, 00]. Por lo tanto, (oo, ||-[|,,) no es un espacio de Banach

para ninguna p € [1, o0].

5. Si A es un conjunto de indices no vacio y Y es un espacio de Banach

entonces /% (Y') es un espacio de Banach.

6. Si X es un conjunto no vacio entonces el espacio de funciones acotadas
(B(X,F),|||lo) €s un espacio de Banach.

7. Si X es un espacio topolégico entonces Cp(X,F) es un subespacio
cerrado de B(X,TF), por lo que es un espacio de Banach. En particular,
(C(10,1]), I/l o) €s un espacio de Banach.

8. El espacio de funciones clase C1, (C([0,1]),]]||.,) equipado de la

norma del supremo no es un espacio de Banach, pues no es cerrado en

(€10, 1]), [Illso)-
La siguiente es una caracterizacién muy util de los espacios de Banach.

Proposicién 1.5.6. Sea X un espacio vectorial normado. X es un espacio
de Banach si y solo si toda serie absolutamente convergente es convergente
en X es decir, para toda sucesion (zp), en X, sty ||zn| < oo entonces la

serie . xyn converge en X.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio de Banach. Sean (zy,), una
sucesion en X tal que ) ||z,|| < ooy € > 0. Entonces existe N € N tal que

Y02 llzn|| < €. De esta manera, si n > m > N entonces
n m

g Tn — E In

k=1 k=1

Por lo tanto, la sucesién de sumas parciales (D>_;_; zx)n €s una sucesién de

n

>

k=m-+1

n

o
< 3 Jaall < 3 Jlall < e
k=N

k=m-+1

Cauchy en X. Como X es de Banach, concluimos que la serie ), x, converge
en X.
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Reciprocamente, sea (), una sucesién de Cauchy en X. Inductivamente

se puede construir una subsucesion (zp, )i de (z,)y tal que
—k
|Znp s — @ny || < 27%. (1.7)

Esto implica que la serie 7 H:cnk+1 — Ty, H es convergente en R. Por lo

tanto, la serie Y ;7 (Zn, , — Tn,) es convergente en X. De esta manera,

o0 m
Ty + Z(w”kﬂ - xnk> = n}gnoo (mnl + Z(xnk-H - w”k))

k=1 k=1

= n%llnoo (xnl + (ka+1 - mn1))

= lim xp_ .
m—oo km

Por lo tanto, (zp, ), converge en X. Sin embargo, dado que (z,), es una su-
cesion de Cauchy, la convergencia de esta subsucesién implica la convergencia

de toda la sucesién. En consecuencia, X es un espacio de Banach. O

Proposiciéon 1.5.7. 5i X y Y son espacios de Banach entonces X XY es

un espacio de Banach.

Demostracion. Sea (&, yn)n, una sucesion en X x Y. Como ||z, ,||yn] <
|lZn ||+ |ynll = || (zn, yn) ||, se sigue que (4)n ¥ (Yn)n son sucesiones de Cauchy
en X y Y respectivamente. Sean z € X y y € Y los limites de (z,,)n ¥ (Yn)n

respectivamente. Entonces

1z y) = (@n, yn)ll = 12— znll + ly — yall -

Por ende, (z,,yn) — (z,y) en X x Y. Por lo tanto, X x Y es un espacio de
Banach. O

Proposicién 1.5.8. Si X es un espacio de Banach y F es un subespacio

vectorial cerrado de X entonces el espacio cociente X/F es un espacio de

Banach.

Demostracion. Sean X un espacio de Banach y F' un subespacio vectorial
cerrado de X. Denotemos por 7 a la proyeccién x — [z]. Dado que, por la
Proposicién 1.3.2, X/ F estd dotado de la topologia cociente, tenemos que 7 es
continua. Usaremos la Proposicién 1.5.6 para probar que X/F' es un espacio
de Banach. Sea (z,), una sucesién en X tal que > > |7 (zn)llx/p < oo

Puesto que
17 (@n) |l x/p = mi{llzn —yll - y € F}, (1.8)
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para cada n € N se puede elegir 4, € F tal que

Im (@)l x/p < llen +ynll < llm(@n)llx/p +277

Entonces Y .7, [|zn 4+ yn|| < co. Como X es un espacio de Banach esto
implica que > 2 (x5, + yn) converge en X. Finalmente, de la continuidad

de 7, y del hecho de que y,, € F' se sigue que

i (Z Ty + yn> = Z W(l'n + yn) = Zﬂ'(xn)v
n=1 n=1 n=1

por lo que la serie Y7, m(xy,) es convergente en X/F'. Por lo tanto, X/F

es un espacio de Banach. O

Proposiciéon 1.5.9. Sean X y Y dos espacios normados. Si'Y es un espacio
de Banach entonces el espacio de aplicaciones lineales acotadas B(X,Y) es

un espacio de Banach.

Demostracion. Sea (T,), una sucesién de Cauchy en B(X,Y"). Consideremos
x € X. La desigualdad

[T () = Ton ()| < | Tn = Ton| ]

muestra que la sucesién (T5,(x)), es de Cauchy en Y. Como Y es completo,

(T (x))n converge en Y. De esta manera, definamos 7': X — Y mediante

T(x)= lim T,(x).

n—oo

Como cada T, € L(X,Y) entonces T' € L(X,Y).
Por otro lado, sea € > 0. Entonces existe N € N tal que para cualesquiera
n,m > N, ||T,, — Tn|| < €. Sean m,n > N y x € X. Entonces

[Tn(2) = T ()| < | Tn = Tl ]| < €ll]] -

De esta manera,

ITu(a) — T(@)]| = \

Tn(z) — kli}ngo Ti(x)

= lm [|T,(z) — Ti(z)|| < €|z -
k—o0

Por un lado, esta desigualdad prueba que 7;, — T es una aplicacién acotada
siempre que n > N. Como T' = T,, — (T}, — T) se sigue que T' € B(X,Y). Por
otro lado, dicha desigualdad también prueba que ||T,, — T'|| < € para toda
n > N. Esto implica que T, — T en B(X,Y). Por lo tanto, B(X,Y) es un

espacio de Banach. ]
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Consideremos un espacio métrico (X, d; ). Si bien X puede no ser completo,
la completacion de X es otro espacio métrico (X ,d2) que si es completo, que
contiene a X como un subconjunto denso y tal que la inclusién i: (X, d;) <
(X, d2) es una isometria. Una construccién rigurosa de la completacién de
un espacio métrico se encuentra en el Teorema 1.6-2 de [9].

Es importante aclarar que en la construccion realizada en [9], los elementos
de la completacion X son clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en
X, donde algunas clases de equivalencia se identifican con los puntos de X y
otras con los "hoyos”del espacio. De esta manera, con todo rigor, no tiene
sentido decir que X C X. Sin embargo, si una clase de equivalencia [(;,)y]
se identifica con un punto x € X, podemos borrar a esta clase y reemplazarla
con el punto x. De esta manera, se puede construir una completacién de X
que si contenga a X como subconjunto (algunos de sus puntos serdn puntos
de X mientras que el resto serédn clases de equivalencia de sucesiones de
Cauchy que no converjan en X). Esta es la completacion que tendremos en

mente para la siguiente proposicién.

Proposicién 1.5.10. Sea (X, |-||;) un espacio vectorial normado. Entonces
X se puede encajar de manera densa e isométrica en un espacio de Banach;

es decir, eriste un espacio de Banach (X, |-||,) tal que
1. XCX.
2. X es denso en X.
3. Para toda x € X, ||z||; = ||z,

Demostracion. Sabemos que existe un espacio métrico completo (X, d) tal
que X estd encajado de manera densa e isométrica en X . Veamos que podemos
dotar a X de una estructura de espacio normado que sea compatible con
su estructura de espacio métrico. Para cada x € X, tomemos una sucesién
(n)n en X tal que x,, — = en X. Entonces para cualesquiera x,y € X y
A € F se define

x+y:nli>r{>10:nn+yn y )\:E:nlirgo)\mn

donde los limites estan tomados sobre X. Se puede demostrar que estas
operaciones estan bien definidas; es decir, que los limites involucrados efecti-
vamente existen y que no dependen de las sucesiones que se tomen. Asi mismo,

se puede ver que estas operaciones hacen de X un espacio vectorial. Notemos
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que si z € X entonces la desigualdad | ||z, ||, — [|Zm|l; | < |#n — 2w, implica

que la sucesién (||zy||;)n es de Cauchy en R. Por lo tanto, podemos definir

el = T[],

Una vez maés, se puede ver que este limite no depende de la sucesién que
se tome. Ademds, ||-||, define una norma sobre X y ||lz||; = ||z|, para toda
rzeX.

Ahora veamos que la distancia d coincide con la métrica inducida por
l|-[|5- Sean z,y € X . Entonces

d(z,y) = nh;ngo d(Zn, Yn) = nlgEO |2n — ynH1 =z - yH2

Por un lado, esto implica que la topologfa de (X, ||-||,) es la misma que (X, d),
por lo que X es denso en (X, ||-||,). Por otro lado, dado que d es completa,

se sigue que (X, ||-||,) es un espacio de Banach. O
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Capitulo 2

Teoremas fundamentales en

espacios de Banach

Este capitulo estd dedicado a estudiar los teoremas de Hahn-Banach, de
la aplicacién abierta, de la gréfica cerrada y de Banach-Steinhaus (también
conocido como principio de acotacién uniforme). Estos teoremas se conocen
como los teoremas fundamentales del analisis funcional. Clasicamente, el
teorema de la gréfica cerrada se presenta como una consecuencia del teorema
de la aplicacion abierta; sin embargo, tanto éstos dos teoremas como el
de Banach-Steinhaus son equivalentes entre si. Ademas, los tres teoremas
suelen ser demostrados a partir del teorema de la categoria de Baire (por
ejemplo, se puede consultar la prueba en [9]), pero en realidad este teorema
no es necesario para probarlos. En este capitulo se presentan tanto las
pruebas clasicas de los teoremas fundamentales del analisis funcional como
las equivalencias entre ellos, asi como una demostracién del teorema de

Banach-Steinhaus que no recurre al teorema de la categoria de Baire.

2.1. Teorema de Hahn-Banach

El teorema de Hahn-Banach permite extender cierta clase de funcionales
lineales definidos sobre un subespacio de un espacio vectorial a todo el espacio.
Si bien este teorema no estd formulado en espacios de Banach, tiene una
aplicacién fundamental en el estudio de estos espacios, pues permite asegurar
que en un espacio vectorial normado existe una gran variedad de funcionales

lineales continuos. La prueba del teorema de Hahn-Banach que vamos a

25
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presentar estd basada en la prueba ofrecida en [9] y se fundamenta en el
lema de Zorn; sin embargo, es posible demostrar este teorema recurriendo a
una versién més débil del axioma de eleccién: el teorema del ultrafiltro. Esta

demostracién se puede consultar en [10].

Definiciéon 2.1.1. Sean X un espacio vectorial y p: X — R. Diremos que p

es una forma sublineal sobre X si
1. p(z +y) < p(z) + p(y) para cualesquiera =,y € X.
2. p(ax) = ap(z) para cualesquiera z € X y a € RT.

Recordemos que si X es un espacio vectorial sobre el campo F, un
funcional lineal sobre X es una transformacién F-lineal con dominio X y
contradominio F. El siguiente teorema da un criterio bajo el cual un funcional

lineal definido sobre un subespacio se puede extender a todo el espacio.

Teorema 2.1.2 (Hahn-Banach). Sean X un espacio vectorial real y p una
forma sublineal sobre X. Sean Z wun subespacio vectorial de X y f un
funcional lineal dominado por p en Z; es decir, f < p en Z. Entonces f tiene
una extension lineal f: X — R que estd dominada por p en X ; es decir, f

coincide con f en Z y f <p en X.

Demostracion. Sea E el conjunto de extensiones lineales de f definidas sobre
alglin subespacio vectorial de X que contenga a Z y dominadas por p en su
dominio. Notemos que f € E, por lo que E # (). Dada g € E, denotaremos
por dom g al dominio de g (que es un subespacio vectorial de X). Dadas
h,g € E, diremos que h < g si y sélo si h es extendida por g; es decir, si
domh C dom g y g coincide con h en dom h. Esta relacién define un orden
parcial sobre E.

Sea C' C E una cadena en (E, <). Sea W = [J ¢ dom g. Como C' es una
cadena se tiene que si g, h € C entonces domg C domh o domh C dom g.
Puesto que dom g es un subespacio vectorial de X para toda g € C, se sigue
que W es un subespacio vectorial de X. Ademés, si se define h: W — R
como h(w) = g(w) si w € dom g, entonces h es una funcién bien definida, es
lineal, esta dominada por p y es una extensiéon de f y de cualquier funciéon
en C. Por lo tanto, h es una cota superior de C.

Por el Lema de Zorn, se sigue que E tiene un elemento maximal. Sea f
un elemento maximal de E. Por la definicién de F, f es una extensién lineal

de f dominada por p en su dominio.
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Veamos que dom f = X. Supongamos que esto no es cierto. Asi pues,
sea y; € X \ dom f denotemos por Y al subespacio de X generado por
dom f U {y1}. Nétese que y; # 0, por lo que cualquier x € Y puede ser
representado de manera tnica como xz = y + ay; para alguna y € dom f y
alguna o € R.

Dada una ¢ € R arbitraria, definase un funcional lineal h: Y — R como

h(y + aur) = f(y) + ac.

Noétese que h es una extension de f cuyo dominio contiene propiamente
al dominio de f . De esta manera, para llegar a una contradicciéon basta
demostrar que se puede elegir ¢ € R tal que h esté dominada por p, pues de
esta manera se tendria que h € F y f < h, contradiciendo la maximalidad
de f.

Para encontrar dicha ¢, considérense y, z € dom f arbitrarios. Entonces

Sumando —f(y) — p(—y1 — z) de ambos lados se obtiene que

—p(—y1 — 2) — f(2) <ply +y1) — f(y).
Si definimos

mo = sup —p(—y1—2)— f(2)
z€dom f

my= if pz+y)— f(z)

ze dom f

se sigue que my < my. De esta manera, témese ¢ € [mg, m1]. Entonces

—p(=y1 — 2) — f(z) <c Vze domf (2.1)

c<plz+y)— f(z) Vzedomf. (2.2)

Veamos ahora que

h(y + ay1) < p(y + ay1)
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paratodayedomfyparaa<0. Sea r =y + ay; conyedomfya<0.

Haciendo z = o'y en la ecuacién 2.1 se tiene

—P <—yl - 1y> - f <1y> <ec.
« «

Multiplicando por —«

ap <—y1 - ;y> + fly) < —ac.

De esta manera,

Para a = 0 se tiene que y + ay; € domf para toda y € domf y, por lo
tanto, h(y + ay1) < p(y + ay).
Ahora supongamos que x = y + ay; con y € dom f y o > 0. Usemos la

ecuacién 2.2 con z = o'y para obtener

1 at
c<pl-y+uy ) —f{=y]-
@ @
Multiplicando por « se sigue que

ac < p(y +ay1) — f(y).

Por ende,

h(z) = f(y) + ac < p(x).
De esta manera, h(z) < p(z) para toda z € Y. Como ya se dijo, esto
prueba que g € E' y que f < g, contradiciendo la maximalidad de f . Por lo

tanto, dom f = X, lo que demuestra que f es la extensién buscada. ]

Si bien el teorema anterior se enuncia inicamente para espacios reales,
H. F. Bohnenblust y A. Sobczyk formularon en [1] una generalizacién que

incluye a los espacios complejos.
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Teorema 2.1.3 (Hahn-Banach generalizado). Sean X un espacio vectorial

(real o complejo) y p: X — R tal que para cualesquiera x,y € X

p(z+y) < p(z) +p(y) (2.3)

y para cualquier a € F se satisface que

plaz) = |alp(z). (2.4)

Ademds, sean Z un subespacio vectorial de X y f un funcional lineal sobre
Z cuyo modulo esté dominado por p. Entonces existe un funcional lineal f

sobre X que extiende a f y cuyo modulo estd dominado por p en X.

Demostracion. a) Supongamos que X es un espacio real. Dado que |f| esta
dominado por p se sigue que f estd dominada por p. Asi, el teorema de
Hahn-Banach para espacios reales asegura que existe una funcion lineal f
definida sobre X que extiende a f y que estd dominada por p. De esto se

sigue que

—f(@) = f(=2) < p(~2) = p(=)

para toda z € X. Por lo tanto, —p(z) < f(a:) para toda z € X. Por ende,
| /| est4 dominado por p en X.

b) Ahora supongamos que X es un espacio complejo. Entonces Z también
es un espacio complejo y f asume valores complejos. De esta manera, podemos
suponer que f = f; + ifs donde f1 y f2 son funciones definidas sobre Z,
aditivas y toman valores reales. Nétese que la desigualdad f; < |f| implica
que f1 estd dominada por p. De esta forma, si consideramos a X y Z como
espacios reales se sigue, por el teorema de Hahn-Banach, que existe una
funcién fl, real, R-lineal y definida sobre X que extiende a fi; y que esté
dominada por p.

Por otro lado, se cumple que para toda = € Z

i(fu(x) +if2(x)) = if (x) = fix) = fi(iz) +ifo(iz).

Igualando partes reales se sigue que fa(x) = — fi(ixz). Es necesario que la
extensién buscada también cumpla esta relacién. Por lo tanto, definimos
f: X — C como f(z) = fi(x) —ifi(iz). Un simple cdlculo muestra que

esta funcion es, en efecto, una funcién C-lineal definida sobre X. Adem4s, si
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T € Z entonces

f(a) = file) —ifi(iz)
= fi(z) —ifi(z)
= fi(z) + fa(2)
= f(z).

Por lo tanto, f extiende a f. Asi, s6lo queda demostrar que | f | estéd
dominado por p.

Primero nétese que p es no negativa, pues p(0) = 0p(0) = 0 y para toda
reX

p(0) = p(x — x) < p(z) + p(—2x) = p(z) + p(x).

Luego, si f(x) = 0 entonces f(x) < p(x). De esta manera, supongamos que
z € Xy f(zx) #0. Usando coordenadas polares se tiene que f(x) = | f(z)|e
y, por ende,

@) = e f(z) = fe a).
Puesto que | f (z)] es un ntmero real, se sigue que el tltimo miembro de la

igualdad anterior es igual a su parte real; es decir,

~ A~

|/ ()]

fle )
fi(e ")
ple ")
= |e™“|p(=)

p(x).

IN

O]

El siguiente corolario nos permitira posteriormente mostrar la gran riqueza

de funcional lineales continuos que existe en un espacio normado.

Corolario 2.1.4. Sean X un espacio vectorial normado, Z un subespacio
vectorial de X y f: Z — F un funcional lineal continuo. Eziste una funcional

lineal continuo f: X — F que extiende a f y tal que HfHX =|fll,

Demostracion. Si Z = {0} entonces f = 0 y la extension f = 0 satisface
lo que se busca. Asi, supongamos que Z # {0}. Consideremos la funcién
p: X — C dada por

p(@) = [Ifll 7 [l -
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La funcién p es subaditiva y p(az) = |a|p(z) para cualesquiera o € F y

x € X. Ademas, para toda = € Z se tiene que

[F (@) < Ifllz =]l = p(z).

Dado que se satisfacen las condiciones del teorema de Hahn-Banach generali-
zado, consideremos una funcién lineal f : X — F que extienda a f y tal que

| f | que esté dominado por p. De aqui,
[F@)| <111z Nz

para toda z € X. En consecuencia, f es acotada y Hf” < ||f|l ;- Por otro
X

lado, como f extiende a f entonces para toda x € Z se tiene que

[f(2)] =

f@)| <||7] e

Y, por ende, || f||, < HfHX Por lo tanto,

il =1z =

Corolario 2.1.5. Sean X un espacio vectorial normado y xo € X \ {0}.

Entonces existe un funcional lineal continuo f sobre X tal que ‘ f‘ =1y

f(o) = [|zo]
Demostracion. Sea Z el subespacio de X generado por zg. Sobre Z, definase

la funcion
f(Azo) = Al[zo| -

Esta funcién es un funcional lineal. Ademas, para cualquier escalar A

[f(Azo)| = [Al |lzoll = [[Azol| -

Por lo tanto, || f|| = 1. Ademés, fzg = ||zg||. De esta manera, por el Corolario
2.1.4 existe un funcional lineal continuo f definido sobre X que extiende a f

y tal que H f H = 1. Este es el funcional lineal buscado. O

Este tltimo corolario asegura que dado un espacio vectorial normado X,
el conjunto de funcionales lineales continuos sobre dicho espacio, denotado
por X* y llamado dual topldgico, es no trivial y, de hecho, estd compuesto
por una gran variedad de funciones. En el Ejemplo 3 veremos que si un
espacio vectorial posee una topologia adecuada para hablar de funcionales

lineales continuos, su dual topolégico no necesariamente es no trivial.
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2.2. Teorema de la categoria de Baire

El teorema de la categoria sera fundamental en el resto de este capitulo. Su
demostracién escapa a los objetivos de este texto, pero puede ser consultada
junto a los demés resultados de esta seccién en la Seccién 2.1 de [7]. El
concepto topoldgico de categoria fue introducido por el matemético francés
René-Louis Baire, con el fin de distinguir conjuntos “grandes” y “pequenos”
dentro de un espacio topoldgico. Los espacios de Baire son aquellos en los que
los abiertos son de la segunda categoria. El teorema de la categoria de Baire
enuncia que los espacios localmente compactos y Hausdorff, y los espacios

completamente metrizables son espacios de Baire.
Definicion 2.2.1. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Diremos que
1. A es denso en ninguna parte o nunca denso si intx cly A = ().

2. A es de primera categoria en X si se puede escribir como una unién

numerable de conjuntos nunca densos en X.
3. A es de segunda categoria en X si no es de primera categoria en X.

Equivalentemente, dados X un espacio topolégicoy A C X, A es de la
segunda categoria en X siy sélo si para cualquier cubierta {F,,: n € N} de

A compuesta por cerrados de X, existe k € N tal que intx Fy # 0.

Definicion 2.2.2. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es un espacio

de Baire si cualquier abierto no vacio en X es de segunda categoria en X.
La siguiente proposicién da una carecterizacién de los espacios de Baire.
Proposicion 2.2.3. Sea X un espacio topoldgico. Son equivalentes:
1. X es un espacio de Baire.

2. Si {V,: n € N} es una sucesion de abiertos densos en X entonces

Mpen Va es denso en X.

3. Si{F,: n €N} es una sucesion de cerrados cuya union tiene interior

no vacio, entonces existe ng € N tal que intx Fy # ().

Teorema 2.2.4 (Teorema de la Categoria de Baire). Sea X un espacio
topoldgico. Si X es completamente metrizable, o localmente compacto y

Hausdorff entonces X es un espacio de Baire.
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2.3. Teorema de la aplicacion abierta

Una funcién entre dos espacios topologicos es abierta si la imagen bajo
dicha funcién de un abierto del dominio es un abierto del contradominio.
El teorema de la aplicaciéon abierta afirma que una funcién lineal continua
y suprayectiva entre dos espacios de Banach es abierta. Clasicamente, este
resultado se demuestra utilizando el teorema de la tategoria de Baire. Una
consecuencia del teorema de la aplicacion abierta es el teorema del isomorfismo
de Banach, el cual asevera que cualquier isomorfismo lineal continuo entre

dos espacios de Banach es un homeomorfismo topoldgico.

Definicion 2.3.1. Sean X y Y dos espacios topologicos. Una funcién
f: X — Y es abierta si para todo U C X abierto se tiene que f[U] es

abiertoen Y.

Dado que la topologia de un espacio normado estd completamente de-
terminada por las vecindades del 0, para determinar si una aplicacién lineal
entre espacios normados es abierta bastard estudiar las vecindades del 0 en

el dominio.

Lema 2.3.2. Sean X y Y espacios vectoriales normados. SiT: X =Y es

una aplicacion lineal (no necesariamente continua) entonces son equivalentes:
1. T es una funcion abierta.
2. T[B(0,1)] es abierto en Y.
3. T[B(0,1)] es una vecindad del 0 en Y.

Demostracion. Las implicaciones 1) = 2) y 2) = 3) son claras. Para
probar 3) = 1), supongamos que T[B(0,1)] es una vecindad del 0 en
Y. Asi, siz € X yr > 0 entonces T[B(z,r)] = rT[B(0,1)] + T'(z) es una
vecindad de T'(x).

Por otro lado, si U C X es abierto y « € U, entonces existe r > 0 tal que
T[B(z,r)] C T[U]. Como T[B(x,r)] es una vecindad de T'(z) entonces existe
un abierto V' C Y tal que T'(z) € V C T[U]. Por lo tanto, T[U] es abierto en

Y. Luego, T es una aplicacién abierta. ]

Lema 2.3.3. Sean X un espacio de Banach y'Y un espacio vectorial nor-
mado. Sea T € B(X,Y). Si existe r > 0 tal que By (0,7) C cly T[Bx(0,1)]

entonces T es una aplicacion abierta.
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Demostracion. Para cada n € N definamos B, = Bx(0,27") C X. Sea
r > 0 tal que By (0,r) C cly T[By]. Nétese que para cada n € N se tiene que
cly T[By) = 27" cly T[By). Por lo tanto,

r

By (0, 2n) C cly T[By).
De esta manera, si hacemos V,, = By (0, 2%) se sigue que V,, C cly T'[B,,].

A continuacién probaremos que
r
Vi=B (o, 5) C T[By).

Asi pues, sea y € V; arbitrario. Por la discusién anterior, se tiene que
y € cly T[By]. Asi, existe z1 € By tal que

,
Iy = @) < 5.

Por lo tanto, y — T'(x1) € Vo C cly T[Bs] y, en consecuencia, existe
T9 € By tal que

I(y — T(x1)) — T(x2)| < %

De manera inductiva, se construye asi una sucesién (z,), en X tal que
Tn € Bpy

r
< on+1°

y— Y T(wx)
k=1

Por lo tanto, la serie > 7, T'(z) converge en Y y es igual a y. Ahora

veamos que y oo, T(zx) € T[By]. Dado que z,, € B, para toda n € N,

entonces
oo o
D llall <> 2 =1,
k=1 k=1

de forma que la Proposicién 1.5.6 implica que la serie x = ) - | ) converge
en X (pues X es un espacio de Banach). Ademés, la continuidad de la
norma asegura que ||z|| < >°72, |lzk|| < 1, por lo que x € By. Dado que T
es continua, se sigue que T'(x) = > 72, T(z,) = y. Por lo tanto, y € T'[By).

Asi, Vi C T'[By]. Como V; es abiertoen Y y 0 € Vi, concluimos que T'[By]

es una vecindad del 0 en Y. Por el Lema 2.3.2, tenemos que 7T es abierta. [J

Teorema 2.3.4 (Teorema de la aplicacién abierta). Sean X y Y espacios

de Banach. Si T € B(X,Y) es suprayectiva entonces T' es abierta.
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Demostracion. Sea T € B(X,Y') suprayectiva. Definanse By := Bx(0,1) C
X y By := Bx(0,1/2) C X. En virtud del Lema 2.3.3, buscamos probar
que existe r > 0 tal que By (0,7) C cly T'[By]. Dado que T es suprayectiva y

lineal, se tiene que

Y =T[X]=T

U kB

keN

= JkT(B1] C | dy kT[By] C V-
keN keN

Por lo tanto,

Y = | dy kT[By].
keN

Puesto que Y es un espacio de Banach, se sigue del teorema de la categoria
de Baire que existe kg tal que cly koT'[Bi] tiene interior no vacio. Por lo
tanto, cly T'[Bj] tiene interior no vacio. De esta manera, sean yp € X y r > 0

tales que B* := By (yo,r) C cly T[Bi]. Notemos que
By (0,7) = B* —yp C cly T[B1] — yo.
Probaremos que B* — gy C cly T[By]. Esto se hard demostrando que
cly T[B1] — yo C cly T[By].

Asi pues, sea y € cly T[B1]—yo. Entonces y+yo € cly T[B;]. Ademés, por
construccién, también se tiene que yo € cly T[Bj], pues B* C cly T'[By]. De
esta manera, existen sucesiones (wy,)n y (2n)n en By tales que T'(wy,) — y+yo
y T(zn) — o, de forma que T'(wy,) — T'(z,) — y. Por lo tanto,

Y= nh~>nolo T(wy — 2p).

Por otro lado, dado que wy, 2, € Bi y Bi tiene radio % entonces

l|lwn — 2zn]| < 1, por lo que wy, — 2z, € By. Luego, y € cly T[By]. Por lo
tanto,
Cly T[Bl] — Yo - Cly T[B()]

y, en consecuencia, By (0,7) C cly T[By]. De esta manera, hemos probado
que cly T[B(0,1)] es una vecindad del 0 en Y. Por el el Lema 2.3.3, se sigue

que T es una aplicacién abierta. O

Si una funcién continua entre dos espacios topolégicos es biyectiva y
abierta entonces es un homeomorfismo. De esta manera, tenemos el siguiente

corolario.
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Corolario 2.3.5 (Teorema del isomorfismo de Banach). Sean X yY espacios

de Banach. Si T € B(X,Y) es biyectiva entonces T es un homeomorfismo.

En el teorema de la aplicacion abierta, las hipdtesis de que X y Y sean

espacios de Banach son esenciales, como lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.3.6. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach de dimensién infinita.
Sea {v;: i € I} una base para X tal que ||v;|| = 1 para toda i € I. Definamos
una norma p: X — [0,00) como p(x) = > ;.7 |Ail, six = >, .7 Aivy. Puesto
que para una x € X dada, s6lo una cantidad finita de los coeficientes A; son
distintos de 0 se tiene que la funcién p esta bien definida.

A continuacién probaremos que (X,p) no es un espacio de Banach.
Sea {v,: n € N} un subconjunto de {v;: ¢ € I}, numerable, linealmente
independiente y tal que v, # v, si n # m. Para cada n € N definase
In = ZZ:I %ﬁ

Noétese que si n > m entonces

n n
P(Tn — Tm) =p< Z ZZ) = Z 2%
k=m+1
Por lo tanto, (x,), es una sucesién de Cauchy en (X, p). Sin embargo,
esta sucesién no converge en (X, p). En efecto, sea x € X. Supongamos que
x se escribe como x = A\jvj, + Agvj, + - - Apvj,, . Se puede tomar N € N tal
que si n > N entonces v, # vj;, para toda k € {1,---,m}. De esta manera,

si n > N entonces x,, — x se escribe como

m N n v
k
S+ st 3 %
i=1 k=1 k=N+1
para algunos escalares oy, 8 € F. Por la eleccién de N, se tiene, sin importar

los valores de las «; y las g, que

n

p(ry —x) > Z 2%

k=N-+1
1
=z oN+1
Por lo tanto, (z,), no converge a x en (X, p). Esto prueba que (X, p) no es
un espacio de Banach.
De esta manera, consideremos la aplicacién T': (X,p) — (X, ||-]) dada

por T'(xz) = x. Para ver que T es acotada, sea x € X y supongamos que x se
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escribe como x = A1vj, + Avj, + -+ - Ayvj,. Entonces

1T (@)l = [[Avj, + Aovjy + - Anvy, ||
< Ml ol -+ [Aal vl
= M|+ + A
= p().

Por lo tanto, T' es una aplicacién lineal acotada y suprayectiva. Sin
embargo, si T fuera abierta entonces T~ serfa continua y, en consecuencia,
las normas ||| y p serfan equivalentes. Esto no es posible, pues (X, |]|) es

un espacio de Banach pero (X, p) no lo es (ver Corolario 1.5.3).

Ejemplo 2.3.7. Sean X = (C([0,1]),]|-|..) ¥y Y = (C([0,1], |-||5)- Sabemos
que X es un espacio de Banach pero Y no lo es. Consideremos la aplicacién
T: X — Y dada por T(f) = f. Esta aplicacién es suprayectiva y ademés
acotada, pues si f € C([0,1]) entonces

1 1/2 /
= ([ o) < (112)" = 17l

Sin embargo, 1" no es abierta, pues de lo contrario su inversa seria continua
y, por lo tanto, las normas |-||., ¥ |||, serfan equivalentes sobre C([0,1]);
esto no es posible, pues (C([0,1]), ||-]|,) es un espacio de Banach mientras
que (C([0,1], ||-]|) no lo es.

2.4. Teorema de la grafica cerrada

Es un hecho conocido en topologia general que la grafica de una funcién
continua entre espacios topolégicos es un cerrado del producto topoldgico,
siempre que el contradominio sea T5 y el reciproco de esta afirmacion no es
necesariamente cierto (una condicién para que si lo sea es que el contradominio
sea compacto). El teorema de la grafica cerrada afirma que si la grafica de
una funcién entre espacios de Banach es cerrada entonces dicha funcién
necesariamente es continua. Clasicamente, este teorema se demuestra usando

el teorema de la aplicacion abierta.

Teorema 2.4.1 (Teorema de la grafica cerrada). Sean X y Y espacios de
Banach y T € L(X,Y) una aplicacion lineal. Si la grifica de T, Gr :=
{(z,y) e X xY:y=T(x)}, es cerrada en X XY entonces T € B(X,Y).
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Demostracion. Notemos que G es un subespacio vectorial de X x Y, pues
T € L(X,Y). Supongamos que Gt es cerrada en X x Y. Al ser X x Y un
espacio de Banach, se sigue que G también es un espacio de Banach.
Consideremos 7: X x Y — X la proyeccién sobre X y definamos P =
|G, Entonces P es lineal y continua, por ser una restriccién de una funcién
continua; es decir, P € B(Gr, X). Ademads, P es biyectiva y su inversa estd
dada por P~!(z) = (z,T(x)). Por el teorema del isomorfismo de Banach
(Corolario 2.3.5), se sigue que P~! € B(X,Gr). De esta manera, para toda

x € X se tiene que
1T (@) < |Gz, T@)]| = [P~ @)|| < [|P7H] fl]-
Por lo tanto, T € B(X,Y) y |T|| < ||P7. O

En el teorema de la grafica cerrada, las hipétesis de que X y Y sean

espacios de Banach son esenciales.

Ejemplo 2.4.2. Sean X = C'([0,1]) y Y = C([0,1]), ambos equipados con
la norma del supremo. En este caso tenemos que X no es un espacio de Banach.
Consideremos el operador lineal T: X — Y dado por T(f)(z) = f'(z) para
cualesquiera f € X y z € [0, 1]. Probaremos que la gréfica de T es cerrada a
pesar de que T no es acotada.

Sea n € N y definamos f,: [0,1] — R dada por f,(z) = z". Entonces
fo € CH0,1]), f4(2) = na™ Ly || full = 1. Sin embargo, [T(fu)l| = |4 = 7.
Por lo tanto, T' no es un operador acotado.

Ahora, sea (fn,T(fn))n una sucesién convergente a (f,g) en X X Y.
Entonces T'(f,) converge a g en Y, lo que se traduce en que T'(f,,) converge
uniformemente a g. Por lo tanto, para cada = € [0, 1] se tiene que

/0 o(t) dt = /0 lim T(f)(t) dt

n—o0
T

— lm | T(f)() dt

~ lim /0 £ (t) dt
— (@) - £(0).

Por el teorema fundamental del célculo, esto implica que g(z) = f’(z). Por lo
tanto, (f,g9) = (f,T(f)) € Gr. Luego, la gréfica de T es cerrada en X x Y.
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Ejemplo 2.4.3. Sea (X, ||-||]) un espacio de Banach de dimensién infinita.
Consideremos el espacio (X,p) definido en el Ejemplo 2.3.6. Este es un
espacio vectorial normado que no es de Banach.

Consideremos la aplicacién lineal T': (X, ||-||) — (X, p) dada por T'(z) = =.
En el Ejemplo 2.3.6 probamos que 7" no es continua. Sin embargo, la gréfica

de T si es cerrada.

La prueba del teorema de la grafica cerrada que se presentd utilizé el
teorema de la aplicacién abierta. En el tltimo resultado de esta seccién se
presenta una prueba del teorema de la aplicacién abierta que se basa en
teorema de la grafica cerrada. De esta manera, habremos probado que estos
dos teoremas son equivalentes. La prueba que se ofrece aqui estd basada en

la demostracién del Teorema 2.1 de [8].

Teorema 2.4.4. El teorema de la grdfica cerrada implica el teorema de la

aplicacion abierta

Demostracion. Supongamos cierto el teorema de la gréafica cerrada. Sean
X,Y espacios de Banach, T' € B(X,Y) suprayectiva y N := ker T'. Puesto
que T es continua entonces N es cerrado. Por lo tanto, el espacio cociente

X/N es un espacio de de Banach con la norma
N = inf || — .
|+ Nll sy = nf Il = 2l

Ademés, dado que T es suprayectiva, se tiene que si y € Y entonces

existe z € X tal que T'(z) = y. De esta manera, definase S: Y — X/N como
Sy)=x+ N

donde = € X satisface que T'(z) = y. Para ver que S estd bien definida,
tomense y € Y y z1,x2 € X tales que T'(z1) = y = T'(z2). Entonces
x1 — x2 € N y, en consecuencia, x1 + N = x2 + N. Por lo tanto S estd bien
definida. Ademads, S es lineal.

Para ver que S es acotada ocuparemos el teorema de la grafica cerrada. Sea
(Yn, S(Yn))n una sucesién convergente a (y,z+ N) en Y x X/N. Supongamos
que y, = T'(z,), de tal manera que S(y,) = z, + N para cada n € N. De

esta forma,
15(yn) = (2 + N)llx/n = [l(@n + N) = (z+ Nl x/n

= [I(@n = 2) + Nlix/n

= inf ||z, —2z—w].
weN
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Por lo tanto,

inf ||z, — 2z —w| — 0.
weN

De esta manera, existe una sucesién (wy,), en N tal que ||z, — z — wy,| — 0.
Por lo tanto, (z, — w,) — 2z en X. Dado que T es continua, se sigue que
T(xy, —wy) — T(z) en Y. Sin embargo, dado que w,, € N se tiene que
T(xy, — wy) = T(xz,) = yyn para cada n € N. Como y,, — y, se sigue que
T(xy, — wy) — y. Por lo tanto, T(z) = y. Luego, (y,z+ N) = (y,5(v)).
En consecuencia, la grafica de S es cerrada y, por el teorema de la grafica
cerrada, se sigue que S es continua.

Por lo tanto, para toda y € Y se tiene que

IS x/n < ISyl -

Asi, si ly]| < W entonces [|S(y)| x/n < 1. De esta manera, sea y € Y tal

que |ly|| < W y consideremos x € X tal que T'(z) = y. Luego,
inf ||z —z|| = N =S 1.
inf e — 2l = e+ Nl = IS0y <

Por lo tanto, existe z € N tal que ||z — z|| < 1. Ademds, T(z—z) =T(z) =y
(pues z € N). Asi, y € T[Bx(0,1)]. De esta manera, hemos probado que

1
By (0, HSH‘H) C T[Bx(0,1)].

Por lo tanto, T[Bx(0,1)] es una vecindad del 0. Por el Lema 2.3.2 se

sigue que T es abierta. O

2.5. Teorema de Banach-Steinhaus

En esta seccién se formula la versién clasica del teorema de Banach-
Steinhaus, cuya prueba se realiza usualmente mediante el teorema de la
categoria de Baire. Sin embargo, incluimos otras dos pruebas de este teorema:
la primera elemental en el sentido de que no ocupa el teorema de Baire ni
otro de los teoremas fundamentales, y la segunda mediante el teorema de la
grafica cerrada. Posteriormente, se usa el teorema de Banach-Steinhaus para
probar el teorema de la aplicaciéon abierta, con lo que cumplimos nuestro
propédsito de demostrar la equivalencia entre estos tres teoremas. Finalmente,
se formula una version mas general del teorema de Banach-Steinhaus que en

el Capitulo 3 nos dard un entendimiento mas profundo de este teorema.
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Definicién 2.5.1. Sean X y Y dos espacios normados, y I' C B(X,Y).

Diremos que la familia I' estd

1. Puntualmente acotada si sup | 7'(x)| < oo para toda = € X.
Tell

2. Uniformemente acotada si sup ||T']| < oo
Ter

Lema 2.5.2. Sean X y Y espacios vectoriales normados. Sea I' C B(X,Y)

una familia puntualmente acotada. Si existe n € N tal que el conjunto
Ap={x e X: VT el |T(z)] <n}
tiene interior no vacio, entonces dicha familia estd uniformemente acotada.

Demostracion. Sea ng € N tal que int A,, # 0. Consideremos zg € X y
r > 0 tales que cly B(zg,r) C Ay, y sea M = supper [|[T(2o)||. Por hipétesis,
M < 0.

Ahora, sea T € T' fija. Buscamos estimar el valor de ||T']|. Tomemos
x € clx Bx(0,1) y definamos z = ¢ + rx. Entonces z € clx B(xg,r). Por lo

tanto, z € Ay,. Por lo tanto, | T(2)|| < ng. De esta manera,

=z (57

1)+ T (o)

<
- r
< Mo+ M
r
Por lo tanto, ||7]| < %0t Asf,
ng + M

sup |7 € ——— < 0.
Tel t
O

La formulacién cldsica del teorema de Banach-Steinhaus, acompanada de

su demostracién usual, es la siguiente

Teorema 2.5.3 (Banach-Steinhaus). Sean X un espacio de Banach y'Y
un espacio vectorial normado. SiT' C B(X,Y) es una familia puntualmente

acotada, entonces I' estd uniformemente acotada.
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Demostracion. Para una n € N dada, considérese el conjunto
Ap={zeX: VT el |T(z)| <n}.

Nétese que A, = (pepi{z € X: ||T(z)]] < n}. Puesto que T es continua
para cada T € T, se sigue que A,, es cerrado en X. Ademas, como I' esta
puntulamente acotada entonces para cada r € X existe n € N tal que
|T(x)|| < n para toda T € I'; es decir, para cada x € X existe n € N tal que
r € Ay. Por lo tanto, X = (J, ey An-

Debido a que cada A, es cerrado y X es un espacio de Banach, el teorema
de la categoria de Baire asegura que existe ng € N tal que el A, tiene interior

no vacio. Del Lema 2.5.2 se sigue que ' esta uniformemente acotada. O

Dado un espacio normado X, podemos considerar la topologia débil
inducida en X por la familia B(X,F) denotada por o. Si bien este espacio
en general no es metrizable (ver Proposicién 2.5.14 de [11]), en el Capitulo 3
daremos una definicién de conjuntos acotados en este espacio. Una aplicacién
del teorema de Banach-Steinhaus es que los conjuntos acotados en el espacio

(X, o) también son acotados en (X, |-]).

Corolario 2.5.4. Sean (X, ||-||) un espacio normado y o la topologia débil
inducida en X por la familia de funciones B(X,TF). Supongamos que A C X
satisface que si U es una vecindad del origen en (X, o) entonces existe t > 0

tal que A C tU. Entonces A es acotado en el espacio (X, |-]]).

Demostracion. Para cada x € A, sea T,: B(X,F) — F el funcional lineal
dado por Ty (f) = f(x). Sea x € A fijo. Para toda f € B(X,F) se tiene que

T (N = [F@)] < A ]l

por lo que T}, es continua y || 7| < ||z||. Para calcular || T, ||, notemos que, por
el Corolario 2.1.5, existe un funcional lineal fy € B(X,F) tal que || fo|| =1y
fo(x) = |lz||. Ast,
T fol = 1fo(2)| = ||z
por lo que |[Te[| = |z[].
Ahora veamos que la familia {T,: x € A} estd puntualmente acotada.
Sea f € B(X,F). Puesto que f~![(—1,1)] es una vecindad del origen en

(X, o) entonces existe ¢ > 0 tal que

ACtf(-1,1).
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De esta manera, |T,(f)| = |f(z)| <t para toda x € A. Luego, {T,: = € A}
estd puntualmente acotada. Dado que B(X,F) es un espacio de Banach
(Proposicién 1.5.9), el teorema de Banach-Steinhaus implica que existe M > 0
tal que ||T;|| < M para toda x € A. Asi, ||z|| < M para toda x € A. Por lo

tanto, A es un conjunto acotado en (X, ||-||). O

A pesar de que la prueba del teorema 2.5.3 utiliza el teorema de la
categoria de Baire, el teorema de Banach-Steinhaus puede ser demostrado sin
él, como veremos a continuaciéon. La prueba que aqui se ofrece estd basada

en la que se encuentra en [15].

Lema 2.5.5. Sean X y Y espacios normados. Sea T € B(X,Y). Para cada
x e X yr >0 se tiene que

r|Tf < sup  [[T(2)].
2€Bx (z,r)

Demostracion. Sean x € X y r > 0 fijas. Sea y € Bx(0,1) C X arbitraria.
Definamos z; = ¢ +ry y zo = « — ry. Entonces z1, 22 € Bx(z,7) y, ademas,

2ry = 21 — z2. De esta manera,

FIT@) = 5 TG - 2]
S AT +IT))

max{[|T(z0) |, [|T(22) I}

sup [ T'(z)] -
z€Bx (z,r)

IN

IN

IN

Dado que y fue tomada de manera arbitraria dentro de Bx (0, 1) se sigue que

r| T < sup  [IT(2)]].

z€Bx (z,r)

O

Ahora si, comencemos la prueba del teorema de Banach-Steinhaus,
la cual realicermos por contrapositiva. Sea I' C B(X,Y) y supongamos
que supper ||T]| = oo. Probaremos que existe un punto x € X tal que
suprer || T(z)|| = oo, probando asi que T' no estd puntuamente acotada. Este
punto serd el limite de una sucesién de Cauchy adecuada. Sea (T,,), C I' una

sucesion tal que para cada n € N, || T, > 4™.
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1. Sea zg = 0. Aplicando el Lema 2.5.5 a la bola Bx (a:o, %) y la aplicacién
T} se tiene que

2
Il < sup  T(2)]-
ZEBx(x0,2/3)

Por lo tanto, existe x; € Bx(zo, %) tal que
2
2 )l -1 < imen).

2. Inductivamente, se puede construir una sucesion (x,), en X tal que
o = 07 ||33n+1 - xn” < y% y
2 1
30 [Tl = o 1T ()| -

Nétese que la sucesién (x,, ), es de Cauchy, pues si n,k > 1 entonces

[entk = 2l < N @nik = Tngpall + -+ 20 — 20|

2
<+t

3n+ 3n+1

k
2 1
3%
2 o= 1
“Fly
1
=3
Dado que X es un espacio de Banach, se sigue que la sucesién (zy,), es
convergente en X. Asi pues, sea x = lim, 00 Tn.-

Por otro lado, si en la desigualdad

Hxn—i-k - xn“ < 37

tomamos k — oo se sigue que ||z — z,|| < 37" para toda n > 1.
Con esto en mente, veamos que x es el punto buscado. Sea n € N. Por la

desigualdad del triangulo y la continuidad de T, se tiene que
[ Tn (@) | = [[Tn (@) < T (n — )| < ([ Tnll [l2n — |-
De esta manera,

[Ta(za) | = ([Tl {l2n — x| < |[Ta(2)]] -
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Por un lado, en el segundo paso de la construccién elegimos a las x,, de forma

que
2 1
Tl > o 1T = =
y tales que
1
|xn — | < 3

Por lo tanto,

2 1 1
Tl = [Tl o =1 2 (5 175d = ) = 1Tl 35

n 3"
Cml 1
3" n
4 1
—3n

Por lo tanto, || Ty, (z)| > 3% — % v, asi, supper |T(2)|| = oo. Esto concluye
la prueba.

A continuacion veremos que el teorema de Banach-Steinhaus también
puede ser demostrado usando el teorema de la grafica cerrada. Esta prueba

es la misma que la que se presenta en el Teorema 4 de [14].

Teorema 2.5.6. El teorema de la grdfica cerrada implica el teorema de

Banach-Steinhaus.

Demostracion. Sean X un espacio de Banach, Y un espacio normado y
I'={T,: a € A} C B(X,Y) una familia puntualmente acotada.

Primero supongamos que Y es un espacio de Banach. Entonces el espacio
A
650 = {ye v suplyfa)ly < oo
acA

con la norma ||y|| ., = supyea [|y(a)|ly es un espacio de Banach (ver Ejemplo
1.5.5). Consideremos la aplicacién lineal T': X — ¢5°(Y') dada por T'(z)(a) =
T, (x). Dado que I' estd puntualmente acotada entonces 7' es una funcién
bien definida.

Veamos que la grafica de T" es cerrada en X x £ (Y). Sea (2, T(xn))n
una sucesiéon convergente a (z,y) en X x £5°(Y). Fijemos a € A. Para cada

n € N se tiene que

[Ta(zn) = y(@)lly = (T(2n) = y)()lly <IT(2n) = ylloo -
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Por lo tanto, (Ts(xy))n converge a y(a) en Y (pues (T'(xy,)), converge a y).
Pero, dado que Ty, es continua, (T, (z,))n también converge a T, (z) (pues
(zn)n converge a x). Por lo tanto, y(a) = T, (z). De esta manera, y = T'(x).
Luego, la grafica de T es cerrada.

Asi, por el teorema de la grafica cerrada, podemos asegurar que 7T es

continua. De modo que, para una o € A fijay z € X se tiene que
[T (@)lly = 1T @) ()lly < [T@)]o < IT 2]l -

Por lo tanto, | T,| < ||T|| para toda o € A. Esto prueba que la familia I’
estd uniformemente acotada.

Para abordar el caso general en el que Y no es necesariamente un espacio
de Banach, recordemos de la Proposicién 1.5.10 que existe un espacio de
Banach Y tal que Y esta encajado isométricamente en Y. Si paracadaT €T’
definimos 7': X — Y como T'(z) = T(z) entonces T € B(X,Y) y HTH = ||T||-
Aplicando lo que acabamos de demostrar a la familia I' = {T: T e T'} C
B(X, Y) obtenemos que esta familia estd uniformemente acotada, por lo que

la familia I también lo esta. O

El siguiente ejemplo muestra que en las hipdtesis del teorema de Banach-

Steinhaus es necesario que X sea de Banach.

Ejemplo 2.5.7. Consideremos X = (cqo, ||-||;)- Este es un espacio normado
que no es un espacio de Banach (ver Ejemplo 1.5.5). Para cada n € N
consideremos la aplicacién lineal T),: X — R dada por T, (x) = nz,,. Veamos

que T, es acotada y que ||T,| = n. Para cada = € X se tiene que
oo
[T ()] = [nan] <Y fag| = 0z, -
k=0

Por lo tanto, T, es continua y ||, || < n. Asi, para demostrar que ||T,,|| =n
basta exhibir alguna x € X tal que ||z||; = 1 y |Tn(x)| = n. La sucesién
z € X definida por zp = 0 si k # n y x, = 1 satisface dicha condicién.
Por lo tanto, ||T5,|| = n. En consecuencia, la familia {T,,: n € N} no esté
uniformemente acotada.

Sin embargo, esta familia si estd puntualmente acotada. En efecto, dada
x € X fija existe N, € N tal que z,, = 0 para toda n > N. De esta manera,

si n > N, entonces T),(z) = 0.
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En la Seccion 2.4 se probé que el teorema de la aplicacién abierta y
el teorema de la gréafica cerrada son equivalentes entre si; asi mismo, en
esta seccion se ha probado que este ultimo teorema implica el teorema de
Banach-Steinhaus. A continuaciéon probaremos que el teorema de Banach-
Steinhaus implica el teorema de la aplicacion abierta. De esta manera, quedara

demostrado que los tres teoremas mencionados son equivalentes entre si.

Teorema 2.5.8. El teorema de Banach-Steinhaus implica al teorema de la

aplicacion abierta.

Demostracion. Sean X y Y espacios de Banach y T' € B(X,Y) una aplicacién
suprayectiva. Para demostrar que T es abierta encontraremos una r > 0 tal
que By (0,7) C cly T[Bx(0,1)].

Para cadan € Ny y €Y, definase

yll, = mE(lullx +nllvlly :ve X, veYyy=T(u)+ v}

Esto define una norma en Y. Puesto que y = T(0) +y = T(x) + 0,
para cualquier z € X tal que y = T'(z), se tiene que |ly|,, < nllylly v
1yl < Il x-

Sea F el espacio de sucesiones en Y que son eventualmente 0; es decir,

F:{erN: HNENVnZN(f(n):O)}.

Equipemos a F' con la siguiente norma: || f|| » = sup,ey || f(n)]],,-

Para cada n € N, definase S,,: Y — (F, ||-|| ) mediante

y sik=n
0 sik#n

Sn(y) (k) =

Sy es lineal y, para cada y € Y,

1Sn@)llF = llyll, < llylly -

Por lo tanto, S,, € B(Y, F'). Ademads, dada y € Y fija, existe € X tal que

y = T(z), pues T es suprayectiva. De este modo,

15n @)l e = lyll, < llzllx -

Por lo tanto, la familia I' = {S,,: n € N} estd puntualmente acotada. Por el
teorema de Banach-Steinhaus se sigue que I' estd uniformemente acotada.
Asi, existe M > 0 tal que para toda n € N, ||.S,|| < M.
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Considérese r € (0, 77). Sea y € By (0, 7). Entonces

191l = 15n @)z < [15all lylly < M lylly <1

para toda n € N. Por la definicién de |-||,,, se sigue que para cada n € N

n’

existen z, € X y y, € Y tales que y = T(xzp,) + yn ¥

191, < llznllx +nllynlly <1.

Por ende,
1
[znl <1y lynll < —.
n

Por lo tanto, x,, € Bx(0,1) y

1
Iy = TGl = llall <

para toda n € N. En consecuencia y = lim,,_,oc T'(zy,) € cly T[B(0, 1)]. Luego,
By (0,7) C cly T[B(0,1)]. Por el Lema 2.3.3 se sigue que T es abierta. [

Finalmente, enunciamos y demostramos una versién mas general del
teorema de Banach-Steinhaus en cuya prueba si utilizaremos el teorema de
la categoria de Baire. Esta prueba se basa en la demostracién del Teorema
3.14 de [3].

Teorema 2.5.9. Sean X un espacio de Banach yY un espacio vectorial

normado. Sea I' C B(X,Y). Ocurre una de las siguientes alternativas:

1. Eziste G C X un G5 denso en X tal que para toda x € G, supper ||T(z)|| =

Q.

2. suprer || < oo.

Demostracion. Dada una n € N, considérese el conjunto
A= ({r e X: |T(2)]| < n}.
Tel
Como cada T € I' es continua entonces cada A,, es cerrado.

Si existiera ng € N tal que int A,, # () entonces, por el Lema 2.5.2, se
tendria que suppcp |T]| < co. Asi pues, supongamos que int 4,, = () para
toda n € N. Definamos

G={)(X\4n).
neN

Notese que z € G siy sélo si supper ||T(2)|| = co. De esta manera, s6lo

queda ver que G es un G5 denso en X.
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1. Puesto que A,, es cerrado entonces X \ A,, es abierto para toda n € N.
Por lo tanto, G = (,,en(X \ A,) es Gs en X.

2. Debido a que int A, = () entonces X \ A4, es un abierto denso en X
para toda n € N. Dado que X es un espacio de Banach, se sigue del

teorema de la categoria de Baire que G' = [, oy (X \ A) es denso en
X.
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Capitulo 3

Espacios vectoriales

topologicos

En este capitulo se introducen los espacios vectoriales topolégicos como
una generalizacién de los espacios vectoriales normados. En realidad, un
espacio vectorial topoldgico es un caso particular de un grupo topolédgico
y éste, a su vez, es un caso particular de un espacio uniforme. Aunque
muchos resultados de esta seccién son validos en estas clases de espacios,
éstas generalizaciones se encuentran fuera de los objetivos del trabajo. El
lector interesado en estos temas puede consultar [4].

En las siguientes secciones se estudiaran las propiedades de separacion
de los espacios vectoriales topoldgicos y se generalizaran algunos conceptos y
resultados del Capitulo 1 a este nuevo contexto. Finalmente, se abordaran
los problemas de la normabilidad y la metrizabilidad de un espacio vectorial
topoldgico. Es importante recalcar que, como se dijo en la introduccién,
todos los espacios vectoriales que usamos aqui estan definidos sobre C o
sobre R. Si bien una gran parte de la teoria y los ejemplos aqui presentados
siguen siendo ciertos cuando se consideran espacios sobre otros campos, estas

consideraciones escapan a los objetivos del texto.

3.1. Topologias en espacios vectoriales

De todas las topologias que se pueden definir sobre un espacio vectorial,
es natural preguntarse por aquellas que son compatibles en algin sentido con

la estructura algebraica del espacio. En éste y el siguiente capitulo sélo nos

o1
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interesaran las topologias que hagan continuas a las operaciones del espacio.
Como es usual en topologia, supondremos que todos los espacios cumplen con
un cierto axioma de separacion, en este caso el axioma Tj. Esto se justifica
en que la mayoria de los ejemplos interesantes cumplen esta propiedad y
la mayoria de los resultados importantes la requieren. Sin embargo, cabe

destacar que en esta seccién dicho axioma de separacién no serd relevante.

Definicién 3.1.1. Sean X un espacio vectorial y 7 una topologia en X.
Diremos que (X, 7) es un espacio vectorial topoldgico (e.v.t.) si es un espacio
To v las operaciones +: X xX — X y x: FxX — X dadas por +(z,y) = x+y
y *(A,x) = Az son continuas cuando X se considera con la topologia 7, y

X x X y F x X se consideran con la topologia producto.

Ejemplo 3.1.2. 1. Si X es un espacio normado entonces la Proposicion

1.2.3 implica que X es un e.v.t.

2. Sean X un espacio vectorial no trivial con la topologia discreta y
zo € X \{0x}. Entonces {Ox} es un abierto de X y (Op,z9) € Fx X es
una pre-imagen del Ox bajo el producto escalar. Si U C F x X es una
vecindad de (O, zp) entonces existe A € F \ {Or} tal que (\,z9) € U.
Como \ # Op y z¢ # Ox entonces Axg ¢ {Ox }. Por lo tanto, el producto
escalar de X no es continuo en (O, zg) y, en consecuencia, X no es un

e.v.t.

3. Sean {X,: a € J} una familia no vacia de espacios vectoriales to-
polégicos y X =IlpecjXo. Sean f: X X X > X yg: Fx X — X la
suma vectorial y el producto escalar, respectivamente. En primer lugar,
veamos que f es continua. Sea o € J y consideremos 7, la proyeccion
sobre X,. Sea hi: X x X — X, x X, dada por hi(z,y) = (Za, Ya);

esta funcién es continua. Ademads, si x,y € X entonces

Ta o f(2,y) = ma(z +y)
=(@+Y)a
= 2o + Ya
= +a(Ta, Ya)
= +q 0 hi(z,y)

donde 4+, es la suma vectorial de X,. Como +, y hi son continuas,

entonces 7,0 f es continua para toda a € J. Por lo tanto, f es continua.



3.1. TOPOLOGIAS EN ESPACIOS VECTORIALES 53

Anélogamente, sea a € J y definamos he: F x X — X mediante
ho(X,z) = (A, zq). Entonces

Ta © (A, ) = Axo = %4 0 ha(\, )

donde %, es el producto escalar de X,. Como #*, y g son continuas, se
sigue que 7, © g es continua para toda « € J y, en consecuencia, g es

continua.

De esta manera queda demostrado que el producto topolégico arbitrario

de espacios vectoriales topoldgicos es un e.v.t.

4. Si X es un e.v.t. y Y es un subespacio vectorial de X entonces Y es
un e.v.t, pues las operaciones de Y son restricciones de las operaciones
de X.

5. Sean X es un e.v.t., Y es un espacio vectorial dotado de una topologia
7. Si existe T: X — (Y, 7) un isomorfismo lineal que ademads es un

homeomorfismo topolégico entonces (Y, 7) es un e.v.t.

6. Sean (X, .4, 1) un espacio de medida y p € (0,1). Sea LP = LP(X. A, )
el espacio de funciones medibles f: X — F tales que |f|P € L'(X, A, u),
con la identificacién usual en la que dos funciones son equivalentes si
y sblo son iguales en c.t.p. En primer lugar, demostremos que LP es
un espacio vectorial. Sean f,g € LP. Puesto que 0 < p < 1 entonces
(14 2)? <1+ aP para cualquier > 0 (el lector puede demostrar esto
derivando la funcién f(x) =14 2P — (1 + x)P y verificando que esta

derivada es positiva en el intervalo (0,00) ). En consecuencia,
(a+b)P <aP + b (3.1)
para cualesquiera a,b > 0. De esta manera,

/X I+ glPdp < /X (7] + 1g])” du < /X P+ /X gPPdy < o0

por lo que f + g € LP. Por otra parte, para cada a € Fy f € LP se

/ laf Pdp = af? / FPdu < oo
X X

por lo que af € LP. Por lo tanto, LP es un espacio vectorial.

tiene que
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Definamos la siguiente métrica en LP: para f,g € LP definamos
d(f9) = [ 17 - gPdn.
X
Por la desigualdad 3.1, tenemos que si h € LP entonces
|f=gl” <(If =hl+|h=gl)P <[f = h[" +|h—gl’

y, en conscuencia, d(f,g) < d(f,h)+d(h,g). Ademds, es inmediato que
d(f,g) =0siysdlosi f=g,yd(f,g)=d(g,f). De esta manera, d en
verdad define una métrica sobre LP. Se puede demostrar, de manera
similar al caso p € [1,00) que esta es una métrica completa (véase el
Teorema 6.8 de [6]).

Veamos que LP es un e.v.t. Como LP y F son espacios métricos, podemos
verificar la continuidad de la suma vectorial y el producto escalar
mediante sucesiones. Sean f, g, fn,gn € L v a, ay, € F tales que f, — f
yV gn — g en LP y a,, — « en F. Buscamos probar que f, +g, — f+¢
v anfrn — af. Por un lado,

|(fa+90) = (f =) < |fu = fl+ 190 — gl

Asi, la desigualdad 3.1 implica que

|(fr +gn) — (f _g)’p <|fo = fIP +1gn — gl”-

En consecuencia, d(f, + gn, f+9) < d(fn.f)+d(gn, g) para toda n € N.
Luego, fn + 9o — f + g en LP. Por lo tanto, la suma vectorial es

continua en LP. Por otro lado,

lan fr — af | < lanfrn —anf| +|lanf —af| = lan||fo — fI + | fllan —al.

Una vez mas, la desigualdad 3.1 implica que
|anfn - af|p < |Oln|p‘fn - f’p + ’f‘p|an - O[|p'

Luego, d(an fn, of) < |an|Pd(fn, f) +|an — alPd(f,0) para toda n € N.
En consecuencia, «,f, — «. Por lo tanto, el producto escalar es

continuo en LP. Por lo tanto, L? es un e.v.t. metrizable.

Recordemos que al abordar el caso p € [1,00) es necesario considerar

la expresion d(f, 0)1/ P para poder obtener una norma. Sin embargo, si
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intentamos hacer lo mismo en el caso p € (0,1), la funcién resultante no
satisfara la desigualdad del tridngulo, por lo que no habremos obtenido
una norma. No obstante, hasta ahora no tenemos las herramientas para
determinar si la topologia de LP proviene de una norma para p € (0, 1).

Este problema lo abordaremos en la Seccién 3.5.

7. Sean (X, 7) un e.v.t. y o la topologia débil en X inducida por la familia
de funcionales lineales continuos sobre X. Consideremos el espacio
Y = (X,0). Sea f: Y xY — Y la suma vectorial de Y. Para ver
que f es continua basta demostrar que 7' o f es continua para toda
T € B(X,F), pues o es la topologia débil inducida por B(X,F). Asi
pues, sea T € B(X,F) y consideremos la funcién hy: Y x Y — F? dada
por hy(z,y) = (T'(z),T(y)). Una vez mds, como T' € B(X,F) y Y tiene
la topologia débil inducida por esta familia, entonces las funciones
coordenadas de hy, (z,y) — T(x) y (z,y) — T(y) son continuas, por

lo que hy misma es continua. Ademés, si (z,y) € Y x Y entonces

To f(x,y) =T(x+y)
=T(x) +T(y)
=—4rFo hl(xay)

donde + es la suma de F, por lo que T o f es continua, pues hy y +r

lo son. Por lo tanto, f es continua.

Por otro lado, sea g: F x Y — Y el producto escalar de Y. Para
demostrar que g es continua, consideremos T’ € B(X,F) y definamos
la funcién ho: F x Y — F2 como hao(),y) = (A, T(y)). Entonces

Tog(\y)=T(\y)
= T(y)
= xp o ha(x,y)

donde *p es el producto de F. Andlogamente al parrafo anterior, esto

nos permite concluir que g es continua. Por lo tanto, Y es un e.v.t.

Al igual que en un espacio normado, la topologia de un espacio vectorial
topoldgico estd completamente determinada por las vecindades del origen.
La demostracién de la siguiente proposicién es completamente andloga a la

de la Proposicién 1.2.4.
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Proposicién 3.1.3. Sea X un espacio vectorial topoldgico.

1. Las funciones x — x +y y x — Ax son homeomorfismos de X en X

para cualesquieray € X y A € F\ {0}.

2. Sean A C X yx € A. A es una vecindad (abierta) de x si y sdlo si

A — x es una vecindad (abierta) del 0.

En el estudio de los espacios vectoriales topolégicos serdn necesarios los

siguientes conceptos.

Definicion 3.1.4. Sea X un espacio vectorial topolégico y A C X. Diremos

que A es:
1. Balanceado si «A C A para toda o € F con |a| < 1.

2. Acotado si para todo U C X abierto existe ¢t > 0 tal que A C sU para
toda s > t.

3. Absorbente si para toda z € X existe ¢t > 0 tal que z € tA.

Notemos que los conceptos de conjunto balanceado y absorbente no
dependen en ninguna medida de la topologia de X, sino de su estructura

algebraica.

Ejemplo 3.1.5. 1. Si X es un espacio vectorial y C' C X es un conjunto

convexo, entonces C' es un conjunto balanceado.

2. El conjunto
{{(z,y) eR*: 2 € [-1,1],y =0} U {(2,y) e R*: 2 = 0,y € [-1,1]}
es balancado en R? pero no es convexo.

3. Los tinicos conjuntos balanceados en R son ), R y los intervalos de la

forma (—a,a) y [-b,b].

4. Los tinicos conjuntos balanceados en C son C, {0}, y las bolas centra-
das en el 0 (tanto abiertas como cerradas). Estos también son conjuntos
balanceados en R2, pero los segmentos de recta que pasan por el origen
y simétricos respecto a éste también son conjuntos balanceados en R2.
Esto enfatiza el hecho de que los conjuntos balanceados dependen de

la estructura algebraica de X y no de su estructura topoldgica.
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. Sea X es un espacio normado considerado como e.v.t. Un conjunto

A C X es acotado en el sentido de la Definicion 3.1.4 si y sélo si existe
r > 0 tal que A C Bx(0,7). De esta manera, el concepto de conjunto
acotado introducido en la Definicién 3.1.4 coincide con el concepto de

conjunto acotado ya conocido en espacios normados.

. Todas las bolas centradas en el origen (tanto abiertas como cerradas)

son absorbentes.

. Sea (X, 7) un e.v.t. metrizable mediante una métrica d. La funcién

p(z,y) = min{d(x,y), 1} definida sobre X x X es una métrica acotada
compatible con 7. De esta manera, todos los subconjuntos de X son
acotados en el espacio métrico (X, p) y este espacio es un e.v.t. Sin
embargo, no necesariamente es cierto que todos los subconjuntos de X
sean acotados en el e.v.t (X, 7). Este ejemplo muestra que la nocién de
conjunto acotado en espacios vectoriales topoldgicos no necesariamente

extiende a la misma nocién en espacios métricos.

La siguiente proposicion de caracter técnico enuncia algunas propiedades

bésicas de la topologia en un e.v.t. que mas adelante seran utiles.

Proposiciéon 3.1.6. Sean X un e.v.t. y A, B C X. Entonces:

- clx A= Nyepn(o)(A+V) donde N(0) es el conjunto de vecindades del

0.

. clxy A+ cly B C Clx(A+ B)
. 51 AC B y B es acotado entonces A es acotado.
. 81 A es balanceado entonces clx A también lo es.

. Si A y B son balanceados entonces AN B también lo es.

Demostracion. 1. Sea xz € X. En virtud de la Proposicién 3.1.3, x € clx A

siy sélo (x+ V)N A# 0D para toda V € N(0) y esto, a su vez, ocurre
siy s6lo six € A —V para toda V € N(0). Por la misma Proposicién
ya referida, V' es una vecindad del 0 si y s6lo si —V lo es, por lo que
x €cly Asiysolosixze A+ V para toda V e N(0).
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. Sean a € clx Ay b € cly B. Consideremos W C X una vecindad de

a+b. Como a+b € W y la suma de X es continua, existen Wy, Wo C X

vecindades de a y b, respectivamente, tales que
Wi+ Wy CW.

De esta manera, si tomamos x € Wiy NAyy € WonN B entonces
x+y€Wn(A+ B). Por lo tanto,

clx A+clx B C Clx<A—|— B)

. Supongamos que A C By que B es acotado. Sea U C X abierto. Como

B es acotado, existe t > 0 tal que A C B C sU para toda s > t. Por lo

tanto, A es acotado.

. Supongamos que A es balanceado. Entonces {0} = 0A C A, por lo que

0 € Ay, en consecuencia, 0 € clxy A. De esta manera,
{0} = OchA - ClX A.

Asi, sea a € F\ {0} con |a| < 1. Por la Proposicién 3.1.3, la aplicacién

2 — ax es un homeomorfismo de X en X; por lo tanto,
ach A= ClX(OéA) - ClX A

donde la ultima contencién se da porque aA C A, al ser A un conjunto

balanceado.

. Supongamos que A y B son balanceados. Entonces, para toda o € F

con |a| <1 se tiene que
a(ANB) CaAnaB C ANB.

Por lo tanto, AN B es balanceado.
O

Mas adelante veremos que los conjuntos balanceados juegan un papel

fundamental en el estudio de los e.v.t.. La siguiente proposicién garantiza

que siempre que se trabaje con vecindades del origen, éstas se pueden asumir

balanceadas.

Proposicién 3.1.7. Sea X un espacio vectorial topoldgico.
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1. Clualquier vecindad del origen contiene una vecindad balanceada del
0. Si el origen tiene una base local de vecindades convexas entonces
cualquier vecindad del 0 contiene una vecindad balanceada y convera

del origen.

2. X tiene una base local compuesta de conjuntos balanceados. Si el origen
tiene una base local de vecindades convezas del origen entonces el origen

tiene una base local de vecindades convezxas y balanceadas.

Demostracion. 1. Sea U C X una vecindad del 0. Dado que el producto
escalar es continuo en (Op,0x), existen § > 0 y una vecindad del
origen V tales que aV C U siempre que |a| < d. Sea W = U‘a|<5 aV.
Entonces W es una vecindad del origen y W C U. Para ver que W es
balanceada, tomemos A € Fy axz € W con |A\| <1, |a|<dyxzeV.
Entonces [Aa| < |a| < ¢, por lo que A(azx) = (A\a)z € W.

Si el origen tiene una base local del vecindades convexas entonces V/
puede tomarse convexa, por lo que los conjuntos oV son convexos y,

en consecuencia, W es convexo.

2. Si B es una base local de X entonces para cada W € B considérese
una vecindad balanceada del origen Vi tal que Viy € W. Entonces
{Viw: W € B} es una base local del 0 compuesta por vecindades

balanceadas.

Si el origen tiene una base local de vecindades convexas B entonces
para cada W € B se puede tomar una vecindad balanceada y convexa
del 0, Viy € W, por lo que {Viy: W € B} es una base local del 0 que
satisface lo deseado.

O

La siguiente proposicion explora un el concepto de conjunto acotado.
Destacamos del segundo inciso que, al igual que en un espacio normado, en

un e.v.t. todo conjunto compacto es acotado.

Proposicién 3.1.8. Sean X un espacio vectorial topolégico y V C X una

vecindad del origen.

1. Si(rp)n es una sucesion de nimeros reales positivos y r, — 00 entonces

X = U V.
neN
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En particular, toda vecindad del origen es absorbente.

2. 8t K C X es compacto entonces K es acotado.

3. Supongamos que V estd acotada. Si (0), es una sucesion de nimeros

reales positivos y 6, — 0 entonces la coleccion {5,V : n € N} es una
base local del origen. En particular, si el origen tiene una vecindad

acotada entonces X es primero numerable.

Demostracion. 1. Sea x € X y consideremos la funcién continua f: F —

X dada por f(t) = tx. Sea A = f~[V]. Entonces 0 € A y, por lo
tanto, A es una vecindad del 0 en F. Como r, — 00, se sigue que existe
N € N tal que % € A; es decir, x € ryV.

. Sean K C X compacto y U C X una vecindad del origen. Por la

Proposiciéon 3.1.7, podemos considerar una vecindad balanceada del
origen W C U. De esta manera, se sigue del inciso anterior que K C

UnennW. Por la compacidad de K, existen ny < --- < ng tales que

S
K C | W =nw
k=1
donde la igualdad se da debido a que W es balanceada. Por esta misma
razon, tenemos que si t > ng entonces K C n,W C tW C tU. Por lo

tanto, K es acotado.

. Supongamos que V estd acotada. Sea U C X una vecindad del 0. Existe

s > 0 tal que si t > s entonces V' C tU. Como §,, — 0 y cada 6, es
positivo, consideremos n € N lo suficientemente grande para que s < é
entonces V' C éU, por lo que 6,V C U.

Finalmente, por la Proposicién 3.1.3, si x € X entonces {x + 0,V : n €
N} es una base local numerable para x. Por lo tanto, X es primero
numerable.

O

Para finalizar esta seccion, definiremos algunas clases de espacios vecto-

riales topoldgicos que estudiaremos en el resto del capitulo.

Definicién 3.1.9. Sea (X, 7) un espacio vectorial topolégico.

1. X es localmente convexo si el origen tiene una base local de vecindades

convexas.
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2. X es localmente acotado si el origen tiene una vecindad acotada.
3. X es localmente compacto si el origen tiene una vecindad compacta.

4. Una métrica sobre X es invariante (bajo traslaciones) si d(z+z,y+z) =

d(z,y) para cualesquiera x,y,z € X.

5. X es un F-espacio si es metrizable mediante una métrica completa e

invariante.
6. X es un espacio de Fréchet si es localmente convexo y es un F-espacio.
7. X es normable si 7 estd inducida por una norma.

8. X tiene la propiedad de Heine-Borel si cualquier subconjunto de X

cerrado y acotado es compacto.

3.2. Propiedades de separacion

Una de las primeras tareas que se realizan cuando se introduce una
clase de espacios topolégicos es estudiar sus propiedades de separacion. Uno
de los teoremas mas importantes en este sentido dentro de la clase de los
espacios vectoriales topoldgicos es que a un e.v.t. le basta con ser Ty para
poder asegurar que es Tychonoff. Para demostrar este teorema sera necesario

realizar una construccion que volverd a ser 1util en la Seccién 3.6.

Proposicion 3.2.1. Sean X un espacio vectorial topologico y W C X una

vecindad abierta del origen. Entonces:

1. Existe una vecindad del origen V' tal que V es simétrica (es decir,
V=-V)yV4+VCW.

2. Existe una vecindad simétrica del origen V' tal que V. +V +V CW.

Demostracion. 1. Dado que la suma en X es continua y 0+0 = 0, entonces
existen vecindades del 0, V1, Vo C X tales que Vi 4+ Vo C W. Si hacemos
V=ViNnVan (=Vi)N(=Va) entonces V es simétricay V 4+ V C W.

2. Por el inciso 1, existe una vecindad simétrica del origen V; tal que
Vi + Vi € W. Aplicando el mismo inciso a la vecindad V7, obetenemos

una vecindad simétrica del origen V' tal que V +V C Vj. Por lo tanto,
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V4+V4+V4+V CVi+V, CW. Finalmente, como 0 € V entonces
V4+V+VCV4+V+V VW
O

Corolario 3.2.2. Cualquier e.v.t. es un espacio T7.

Demostracion. Sea X un e.v.t. En primer lugar, veamos que {0} es cerrado.

Sea x € X \ {0}. Como X es Tj, ocurre una de las siguientes 2 alternativas:

1. Existe U C X una vecindad de x tal que 0 ¢ U. En este caso es
inmediato que = ¢ clx{0}.

2. Existe W C X una vecindad abierta del 0 tal que = ¢ W. Aplicando
el primer inciso de la Proposicion 3.2.1 a W, obtenemos V C X una

vecindad simétrica del origen tal que
V+VCWw.

Por la Proposicion 3.1.3, x+V es una vecindad abierta de x. Si sucediera
que 0 € x + V entonces existiria v € V tal que 0 = x + v, por lo que

x=—v € —V = V. Sin embargo, como 0 € V' entonces
VCV4+V W

contradiciendo que z ¢ W. Una vez mas, podemos concluir que x ¢
clx{0}.

Como en cualquier caso se concluye que z ¢ clx{0}, se sigue que clx {0} = {0}
y, en consecuencia, {0} es cerrado.

Finalmente, sea © € X y probemos que {z} es cerrado. Como {z} =
x + {0}, se sigue de la Proposicién 3.1.3 que {z} es cerrado. Por lo tanto, X
es T;. O

Si bien méas adelante veremos que no todo e.v.t. es normal, la siguien-
te proposiciéon muestra que en todo e.v.t. se pueden separar cerrados de

compactos.

Proposicién 3.2.3. Sean X un espacio vectorial topoldogico, K C X com-
pacto y F C X cerrado. Si K N F = () entonces existe una vecindad del
origen V' tal que

(K+V)N(F+V)=0.

Si X es localmente acotado, compacto o convexo entonces V puede tomarse

con la misma propiedad.
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Demostracion. Por el Corolario 3.2.2, sabemos que X es T7.

El caso K = () es obvio, asi que asumamos que K es no vacio. Sea z € K.
Aplicando el segundo inciso de la Proposicién 3.2.1 al abierto (X \ F') — x
(recuerde el lector que este conjunto se define como el conjunto de las
diferencias y —z € X con y € (X \ F)), obtenemos una vecindad simétrica

del origen V, tal que
r+ Vo +V,+V, CX\F
De esta manera, la simetria de V,, implica que
(x+ Ve + Vo) N (F+ V) =10

porloque x +V, +V, C X\ (F+V,).

Por otro lado, nétese que x € = + V,,, pues 0 € V.. Por lo tanto,
KC|Jz+Va
zeK

Asi, la compacidad de K implica que existen x1,...x, € K tales que K C
Uiy zx + Vz,. Hagamos V' = (;_, V;,. Entonces V es una vecindad del

origen tal que

K+VC (U(l‘k+vxk)> +V
k=1

Il
=

() 4+ Vg, +V)

T
I

N
=

(zk + Vi, + ka)

N
Sl
/l—‘

(F+V).

Por lo tanto, (K + V)N (F+ V) = 0.

Si X es localmente acotado, compacto o convexo, entonces primero
obtenemos una vecindad del origen V; tal que (K 4+ V1) N(C' +V;) = ). Luego
consideramos una vecindad del origen V' con la propiedad correspondiente y
tal que V' C V4. Entonces (K +V)N(C+V)C (K+W)N(C+V)=0. O

Sea X un e.v.t. Notemos que si A,U C X y U es abierto entonces

A+U= Ua—I—U
acA
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y, por lo tanto, A+ U es abierto. Por lo tanto, la Proposicién 3.2.3 implica que
un cerrado y un compacto ajenos pueden separarse por abiertos ajenos en X.
En particular, dos puntos distintos pueden ser separados por abiertos ajenos
y un cerrado puede separarse de un punto fuera de él mediante abiertos

ajenos. De esta manera, obtenemos los siguientes corolarios.
Corolario 3.2.4. Cualquier espacio vectorial topoldgico es Th.

Demostracion. Sean X un espacio vectorial topologico Ty v 1,29 € X
puntos distintos. Considerando el cerrado {x1} y el compacto {z2}, mediante

la Proposicién 3.2.3 se obtienen vecindades ajenas de x1 y xa. O
Corolario 3.2.5. Cualquier espacio vectorial topoldgico T;.

Demostracion. Sean X un espacio vectorial topoldgico Ty, F C X un cerrado
y ¢ € X tales que z ¢ F. Aplicando la Proposicién 3.2.3 a K = {z} y F
obtenemos vecindades ajenas de z y F', por lo que X es regular. Como X

también es Hausdorff, se sigue que X es T53. ]

Para demostrar que cualquier e.v.t. es Tychonoff realizaremos una cons-
truccién que serd 1til en la Seccién 3.6 para estudiar la metrizabilidad de los
espacios vectoriales topolégicos.

Sean X un e.v.t. y B C X una vecindad balanceada del origen.

Recursivamente, definamos B(1) = B y B(2"t!) = B(2") + B(2") para
toda n € N. Por otro lado, para cada n € N definamos B(2™") como una
vecindad balanceada del origen tal que B (2~("+1) 4 (2=("+1D) C B(27™").

A continuacién, definiremos B(m2™) para m € Ny n € Z. Sean m € N y
n € 7Z fijos y sea a = 5. Entonces a admite una expansion diddica, es decir,

a se puede escribir como
p()0p(a)—1 " 00-0-10—2 "+ Og(a)

donde §; € {0,1}, p(a) € ZT U {0} y q(a) € Z~ U {0}. De esta manera,
definimos B(a) = ng;)(a) 5;B(2%). Notemos que la definicién de B(a) es
independiente de la expansién de a que se elija. En particular, si a = 2F
para alguna k € Z entonces B(a) = B(2F). Ademas, B(a) es una vecindad
balanceada del origen, pues es una suma finita de vecindades balanceadas
del origen.

A continuacién probaremos que si r1 y o son diddicos positivos entonces

B(r1) + B(ry) € B(ry + 12). Sea r3 = r1 + 2. Notemos que agregando
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ceros a las expansiones diddicas de r1, 72 y r3 podemos suponer que dichas
expansiones tienen la misma longitud. De esta manera, sean n; € Z~ U {0}
y ny € NU {0}, tales que

ri=060 8L 0800 60,60

ng%na—1" 1

Sea Ap, = B(r1) + B(r2) = Y72, 6 B(2") + Y12, 62B(2"). En esta suma
hay exactamente cero, uno o dos términos de la forma 1 - B(2"). Si la
suma tiene dos de estos términos, los eliminamos y los sustituimos por
un término de la forma 1 - B (2"1+1) y la nueva suma la denotamos por
Apn,+1- De lo contrario, hacemos A,,11 = Ap,. En cualquier caso, dado que
B(2™) 4+ B(2™) C B (2™*1), se tiene que A,, C Ay, 1. Ahora, en la suma
Ap, 11 hay exactamente cero, uno, dos o tres términos de la forma 1- B(2™*1).
Si hay al menos dos de estos términos, sustituimos dos de ellos por uno
de la forma 1- B(2"*2) y llamamos A, 12 a la nueva suma. En otro caso,
simplemente hacemos A,,, 12 = Ay,. Una vez més, A,,+1 C Ap,+2. Siguiendo
este procedimiento, obtenemos una sucesion de sumas A, , An 41, .., Anyt1
tales que A,, € Ap41 € -+ € Ay,41 v los coeficientes de A,,,+1 coinciden
con ser los de la expansién diddica de r1 + 2, por lo que Ay,+1 = B(r1 +12).
Por lo tanto, B(r1) + B(r2) C B(ri +12).

Asi pues, para cada ¢t > 0 definamos
B(t) = J{B(r): r es diddico y 0 < r < t}.

Como B(t) es una unién de vecindades balanceadas del origen entonces
B(t) es una vecindad balanceada del origen para toda t > 0. Ademds,
notemos que si 71 y 7 son diadicos positivos tales que 1 < r9 entonces
B(r1) € B(r1)+ B(roa—r1) € B(rg) pues 0 € B(ry) y r1,r2 —r1 son diddicos
positivos. Por lo tanto, esta definicién es consistente con los conjuntos B(r)
que ya hemos definido.

Ahora veamos que B(s) + B(t) C B(s + t) para cualesquiera s,t > 0.
Sean 71,79 > 0 diddicos tales que r; < s y 73 < t. Entonces r; + 1o < s+ t.
De esta manera, B(ry) + B(r2) € B(ry + r2) € B(s + t). Por lo tanto,
B(s)+ B(t) C B(s+1)

Por otro lado, por la Proposicién 3.1.8, se tiene que B es un conjunto
absorbente, por lo que para cada x € X existe t, > 0 tal que x € ¢, B. Pero,

por hipdtesis, B es balanceada, por lo que para n € N lo suficientemente
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grande se cumple
gn
ret,BC2"B=) B=B(2")
k=1
Por lo tanto, X = [J{B(t): t > 0}. De esta manera, podemos definir f: X —
[0,00) dada por
f(z) =inf{t > 0: z € B(t)}.

A continuacién demostramos algunas propiedades de esta funcién.

1. Como 0 € B(t) para toda ¢t > 0 entonces f(0) = 0.

2. Paracadat > 0,si z € X\ B(t) entonces f(z) > t, pues de lo contrario
existiria r < ¢ tal que z € B(r) C B(t). En particular, f(z) > 1 para
toda z € X \ B.

3. Como los conjuntos B(t) son balanceados, entonces x € B(t) si y sélo
si —x € B(t) para cualesquiera x € X y ¢t > 0. Luego, f(z) = f(—z)
para toda =z € X.

4. Sean z,y € X y € > 0. Por la definicién de f(z) y f(y), existen s,t > 0
tales que = € B(s), y € B(t),

s<f(a:)+§ y t<f(y)+§.

Entonces x +y € B(s) + B(t) € B(s+t). Por lo tanto, f(x +y) <
s+t < f(z)+ f(y) + €. Como esta ttlima desigualdad se cumple para
toda € > 0, se sigue que f(z+y) < f(z) + f(y).

5. Sean x,y € X. Por el inciso anterior,
f@)<fle—y)+fly) v fly)<fl@—y)+ flz).

Por lo tanto, | f(z) — f(y)] < f( —y).

Finalmente, veamos que f es continua. Sean zg+ X y € > 0. Consideremos
a xo + B(e), vecindad de x . Si z € x¢ + B(e) entonces z — xg € B(e). Por
lo tanto,

|f(z) = flzo)| < flx —z0) <e.

Luego, f es continua.

En conclusién, si B C X es una vecindad balanceada del origen entonces
existe una funcién continua f: X — [0, 00) tal que f(0) =0y f(x) > 1 para
todaz € X\ B.
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Teorema 3.2.6. Cualquier espacio vectorial topologico es completamente

regular.

Demostracion. Sean X un e.v.t., xg € X y F' C X un cerrado tal que xg ¢ F.
Como X \ F es una vecindad abierta de = entonces (X \ F') — xp es una
vecindad abierta del origen. Asi, por la Proposicion 3.1.7 existe B C X una
vecindad balanceada del origen tal que B C (X \ F') — xo.

Sea f: X — [0,00) una funcién continua tal que f(0) =0y f(x) > 1
para toda x € X \ B. Consideremos la funcién continua ¢: X — [0, 1] dada
por ¢(z) = min{l, f(xr —xo)}. Si = € F entonces z — zg ¢ B, pues de lo
contrario se tendria que z = (z—x9)+x9 € X \ F. Por lo tanto, f(z—z9) > 1
y, por tanto, ¢(x) = 1. Ademas, ¢(xo) = 0, pues f(0) = 0. Por lo tanto, ¢

separa a F'y a zg. En consecuencia, X es completamente regular. ]

El siguiente ejemplo muestra que no todos los espacios vectoriales to-
poldgicos son necesariamente normales y con él concluimos el estudio de las
propiedades de separacion de esta clase de espacios. Desgraciadamente, los
detalles de esta prueba escapan a los objetivos del texto, pero éstos pueden

encontrarse en el ejercicio 32.9 de [12] y el Ejemplo 103 de [16].

Ejemplo 3.2.7. Sean J un conjunto no numerable y X = R”. Por el Ejemplo
3.1.2, X es un e.v.t. Consideremos el subespacio Y = Z;Ir. En el ejercicio
referido de [12] se prueba que Y es cerrado en X. Sin embargo, en [16] se

prueba que Y no es normal. Por lo tanto, X no es normal.

3.3. Transformaciones lineales continuas

En la Seccién 1.4 demostramos que las transformaciones lineales acotadas
entre espacios normados coinciden con las continuas. Si bien esto deja de ser
necesariamente cierto en espacios vectoriales topoldgicos, en esta seccion se
mostraran algunas analogias que las transformaciones lineales continuas entre

espacios vectoriales topoldgicos tienen con el caso de espacios normados.

Proposiciéon 3.3.1. Sean X, Y dos espacios vectoriales topologicos y'T €
L(X,Y). Si T es continua en Ox entonces T es continua en X y, mds ain,
st W es una vecindad de Oy en Y entonces existe V' una vecindad de Ox en
X tal que siz —y €V entonces T(x) —T'(y) € W.
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Demostracion. Sea W C Y una vecindad de Oy. Dado que T es continua en
Ox, existe una vecindad V' C X de Ox tal que T[V] C W. La linealidad de
T implica que si z —y € V entonces T'(z) — T(y) € W.

De esta manera, sean x € X y W C Y una vecindad de T'(z). Entonces
existe una vecindad del origen V C X tal que si y — 2 € V entonces
T(y)—T(z) € W—T(zx). Consideremos la vecindad de z, V+z.Siy € V+x
entonces y —x € V' y, por lo tanto, T'(y) —T'(z) € W —T(x). Asi,siy € V+z
entonces T'(y) € W; es decir, T[V + ] C W. De esta manera, T es continua

en . O

Noétese que si (X, d1) y (Y, d2) son espacios vectoriales topolégicos donde d;
y do son métricas invariantes, entonces una transformacién lineal 7: X — Y
es uniformemente continua si y sélo si para toda € > 0 existe § > 0 tal que si
di(z —y,0) < d entonces d(T'(z) —T'(y),0) < e. De esta manera, obtenemos

el siguiente corolario.

Corolario 3.3.2. Sean (X,dy) y (Y,d2) dos espacios vectoriales topoldgicos
donde dy y da son métricas invariantes. Si T € L(X,Y) es continua en 0

entonces T es uniformemente continua.

Las transformaciones lineales acotadas entre espacios vectoriales topoldgi-

cos se definen de manera natural.

Definicién 3.3.3. Sean X, Y espacios vectoriales topolégicos y T' € L(X,Y).
Diremos que T es acotada si para todo conjunto acotado A C X se tiene que
T[A] es acotado en Y.

En la Seccién 1.4 vimos que las transformaciones lineales continuas entre
espacios normados siempre coinciden con las acotadas. Esto deja de ser cierto
cuando consideramos espacios vectoriales topoldgicos arbitrarios. Para probar

esto requerimos del siguiente lema.

Lema 3.3.4. Sean X un espacio normado de dimension infinita y o la
topologia débil inducida en X por la familia B(X,F). Entonces la esfera

unitaria S* no es un cerrado de o.

Demostracion. Sean xg € Bx(0,1) y U € o tal que xg € U. Entonces existen
funcionales lineales continuos f1, ..., f, € B(X,F)y Uy,...,U, C X abiertos

en F tales que

xo € ﬂ fj_l[Uj] cU.
j=1
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Como cada Uj es abierto, f;j(xzo) € U; y fj € B(X,F) entonces existe r > 0
tal que

moeﬂf [Bg(fj(z0),)] C U.

Ahora veamos que existe yp € X \ {0} tal que f;(yo) = 0 para toda
Jj € {1,...,n}. Consideremos la funcién lineal f = (fi,..., fn): X — F™.
Como X es de dimension infinita entonces f no es inyectiva, por lo que su
nucleo es no trivial. Asi, basta considerar yy € ker f \ {0}.

Consideremos la funcién continua g: R — R dada por g(t) = ||xo + tyol|
Nétese que ¢g(0) < 1 (pues zp € Bx(0,1) ) y que g(t) — oo si t — oo, ya
que ||yo|| > 0. De esta manera, por el teorema del valor intermedio, podemos

considerar tg € R positiva tal que zg + toyo € S'. Puesto que

[£5 (o +toyo) — fi(wo)| = [tol[f5(yo)| = 0 <

para toda j € {1,...,n} entonces zo +toyo € U. De esta manera, U NSt # 0.
Como U fue una vecindad en (X, o) arbitraria de xy entonces zg € cl, S'.

Esto prueba que Bx(0,1) C cl, S*, por lo que S* no es cerrado en o. O

Ejemplo 3.3.5. Sea (X, ||-|]|) un espacio normado de dimensién infinita. El
séptimo inciso del Ejemplo 3.1.2 muestra que (X, o) es un e.v.t. Consideremos
la transformacién lineal id: (X, o) — (X, ||-||). Por el Lema 3.3.4, X \ S! no
es abierto en (X, o) pero si lo es en (X, ||-]|), por lo que la funcién id no es

continua. Sin embargo, el Corolario 2.5.4 implica que id si es acotada.

Aunque no todas las transformaciones lineales acotadas son continuas,

todas las transformaciones lineales continuas si son acotadas.

Proposicién 3.3.6. Sean X,Y espacios vectoriales topoldgicos yT € L(X,Y).

S1T es continua entonces T es acotada.

Demostracion. Supongamos que T es continua y sea A C X un conjunto
acotado. Sea V' C Y una vecindad del origen. Entonces T71[V] es una
vecindad del origen en X. Por lo tanto, existe ¢t > 0 tal que A C sT~1[V]
para toda s > t. Luego, T[A] C sV para toda s > t. Asi, T[A] es acotado en
Y. O

Afortunadamente, al tratar funcionales lineales sobre un e.v.t. podemos
rescatar mas propiedades de los funcionales lineales continuos sobre espacios

normados.
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Proposicion 3.3.7. Sean X un e.w.t. y T un funcional lineal sobre X

distinto de la constante 0. Las siguientes propiedades son equivalentes:
1. T es continua.
2. kerT es cerrado en X.
3. kerT no es denso en X.
4. T estd acotada sobre alguna vecindad del origen en X.

Demostracion. 1) == 2) Si T es continua, entonces ker T = T~ [{0}] es
cerrado en X.

2) = 3) Dado que kerT' # X, si ker T' es cerrado en X entonces ker T
no es denso en X.

3) = 4) Supongamos que ker T' no es denso en X. Entonces existen

x € X y una vecindad balanceada del origen V' C X tales que
(x+V)NkerT = 0.

Por la linealidad de T, se tiene que T'[V] es un conjunto balanceado en F.
Notemos que un conjunto balanceado de F es igual a I o es acotado. En el
segundo caso ya terminamos, por lo que T[V] = F. De esta manera, existe
yeVtal que T(y) = —T(z), por loque x +y € (x + V) NkerT, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, T" estd acotada en V.

4) = 1) Sean V C X una vecindad del origen en X y M € R tales
que |T'(z)] < M para toda € V. Para una ¢ > 0 dada, consideremos la
vecindad del origen W = (¢/M)V. Entonces |T'(x)| < € para toda x € W.
Por lo tanto, T' es continua en 0. Por la Proposicién 3.3.1, se sigue que T es
continua.

O]

Corolario 3.3.8. Sean X un e.v.t. localmente acotado yT € L(X,F). T es

continua st y solo st T es acotada.

Demostracion. Por la Proposicion 3.3.6, si 1" es continua entonces T es
acotada. Reciprocamente, supongamos que 7T es acotada. Sea U C X una
vecindad acotada del origen. Por hipétesis T' estda acotada en U. Asi, la

Proposicion 3.3.7 implica que 1" es continua. ]
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3.4. Espacios de dimensién finita

En esta seccion extenderemos los resultados sobre espacios normados
de dimension finita de la Seccién 1.1 a espacios vectoriales topoldgicos de
dimensién finita. Veremos que F” tiene una tinica topologia que lo hace un

e.v.t y que la compacidad local caracteriza a los e.v.t de dimensién finita.
Lema 3.4.1. Sea X un e.v.t. SiT € L(F", X) entonces T es continua.

Demostracion. Sea T € L(F™, X) y consideremos {ey, ..., ey} la base canéni-
ca de F™. Entonces "
Tz = Zwk(z)Tek
k=1
para toda z € F", donde 7y, es la k-ésima proyeccién de F” sobre F. Como

cada 7 es continua, se sigue que 71" es continua. ]

Proposicion 3.4.2. Sean X un e.v.t. y Y un subespacio vectorial de X de

dimension n € N.

1. SiT:F" =Y es un isomorfismo lineal entonces T es un homeomor-

fismo.
2.'Y es cerrado.

Demostracion. 1. Por el Lema 3.4.1, T es continua, por lo que resta ver
que T~! también lo es. Supongamos que T~! = (Ty,...,T;,) donde
Ti,...,T, son funcionales lineales sobre Y. Para probar que 77! es
continua, probaremos que cada T; lo es. Esto se hard demostrando que

estas funciones estdn acotadas sobre alguna vecindad de Oy.

Sean S = S"! CF*, B = Bpn(0,1) y K = T|[S]. Puesto que T es
continua entonces K es compacto. Ademads, la inyectividad de T implica
que 0 ¢ K. Como K es cerrado, la Proposicién 3.1.7 implica que existe
V C X, una vecindad balanceada del origen, tal que V. C X \ K.
Definamos

E=T7'VnY].

Notemos que si z € E entonces T'(z) ¢ K, por lo que z ¢ S. De
esta manera, £ NS = (). Ademds, la linealidad de T implica que E es
balancedo (pues V' lo es).Cualquier conjunto balanceado es estrellado,
por lo que, en particular, F es conexo. Puesto que 0 € EN B (pues
0eV)y ENS =, la conexidad de E implica que E C B.



72 CAPITULO 3. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

De esta manera, [T;(2)| < ||T7!(2)|| < 1 para toda z € VNY y cada
k € {1,...n}. Asi, cada T} estd acotada en la vecindad del origen
V' NY. Por la Proposicién 3.3.7, se sigue que cada T}, es continua. Por

lo tanto, T~! es continua.

2. Sea p € clx Y. Consideremos un isomorfismo lineal T': F"* — Y. Defi-
namos B y V como en el inciso anterior. Como V' es absorbente, existe
t > 0 tal que p € tV. Supongamos que U C X es una vecindad de p.
Entonces p € UNtV, por lo que (Y NtV)NU # 0. De esta manera,
p € clx (Y NtV). Sin embargo, recordemos que T-1[Y NV] C B, por
lo que
YNtV CT[tB] C T[tclp BJ.

Pero la compacidad de tclgr B y la continuidad de T implican que
Tt clpn B] es compacto y, en particular, cerrado. Por lo tanto, p €
Tltclpn B] CY. Luego, Y =clx Y.

O

Mediante la Proposicién 3.4.2 podemos probar que los espacios vectoriales
de dimensién finita en realidad coinciden con los espacios normados de

dimension finita.

Corolario 3.4.3. Sea 7 una topologia sobre F™. Si (F", 1) es un e.v.t. en-

tonces T es la topologia euclidiana.

Demostracion. Supongamos que (F™, 7) es un e.v.t. Sea 7. la topologia eu-
clidiana de F. Dado que la funcién identidad id: (X, 7.) — (X,7) es un
isomorfismo lineal, se sigue de la Proposicién 3.4.2 que id es un homeomor-

fismo. Por lo tanto, 7 = 7. ]

En el Corolario 1.2.13 se demostré que todos los espacios normados
localmente compactos son de dimensién finita. El mismo resultado sigue

siendo cierto para espacios vectoriales topoldgicos.

Teorema 3.4.4. Sea X un e.v.t. St X es localmente compacto entonces X

tiene dimension finita.

Demostracion. Supongamos que X es localmente compacto y sea V' C X una
vecindad balanceada del origen tal que clx V' sea compacta. Por el segundo

inciso de la Proposicién 3.1.8, clx V' esta acotado, por lo que V' también lo
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estd. Asi, por el tercer inciso de la misma proposicién, {27V : n € N} es

una base local del origen. Por lo tanto,

cxV C U U (z+27"V).

x€clx V neN
De esta manera, la compacidad de clx V' implica que existen n{,...,niy € N
y 21,...,Tm € clx V tales que

m

—k
clxvg]pl(xk+2 v).

Como —nq,...,—ni < —1y V es balanceado entonces

m

cly V C U ap +271V).

Sea Y el espacio generado por z1,...,T,. Entonces Y tiene dimension finita.
Por la Proposicién 3.4.2, Y es cerrado en X.
Por otra parte, la definicién de Y implica que V C Y + 271V, Por lo

tanto,

1 1 1
VQY—|—§V§Y+Y+ZV:Y+ZV.

Inductivamente, deducimos que V- C (>, (Y 4+27"V). Puesto que {27"V: n €
N} es una base local del origen en X, podemos usar el primer inciso de la
Proposicion 3.1.6 para concluir que V' C clx Y = Y. De esta manera, nV CY
para toda n € N. Por el primer inciso de la Proposicion 3.1.8, se sigue que
X CY. Asi, X =Y. Luego, X tiene dimensién finita. O

Corolario 3.4.5. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Si X es localmente
acotado y tiene la propiedad de Heine-Borel, entonces X tiene dimension
finita.

Demostracion. Supongamos que X es localmente acotado y tiene la propie-
dad de Heine-Borel. Sea V' C X una vecindad acotada del origen. Luego,
por la Proposicién 3.1.6, tenemos que cly V' es cerrado y acotado. Como X
tiene la propiedad Heine-Borel, se sigue que clx V' es compacto. Por lo tanto,
X es localmente compacto. Asi, por el Teorema 3.4.4, X tiene dimension
finita. O
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3.5. Seminormas, convexidad y normabilidad

En esta seccién se introduce una técnica para construir espacios vectoriales
topolodgicos a partir de un espacio vectorial y una familia de seminormas. Si
X es un espacio vectorial y P es una familia separante de seminormas sobre
X entonces ésta familia induce sobre X una estructura de e.v.t. localmente
convexo que hace continuas a todas las seminormas en P. Reciprocamente, se
demostrard que cualquier e.v.t. localmente convexo puede construirse a partir
de una familia de seminormas continuas. Finalmente veremos la estrecha

relacion entre la convexidad de un espacio y su normabilidad.

Definiciéon 3.5.1. Sean X un espacio vectorial y p: X — R. Diremos que p

es una seminorma sobre X si
1. p(z +y) < p(z) + p(y) para cualesquiera =,y € X.
2. p(ax) = |a|p(x) para cualesquiera x € X y a € F.

Las siguiente propiedades de una seminorma son inmediatas de la defini-

cion.

Proposicién 3.5.2. Sean X un espacio vectorial y p una seminorma sobre
X. Entonces

3. p(z) > 0.

De la misma forma que una norma induce una topologia de e.v.t. sobre un
espacio vectorial, se puede ver que una seminorma sobre un espacio vectorial
X induce una topologia sobre X que hace continuas a la suma vectorial y al
producto escalar. Sin embargo, el hecho de que en general una seminorma no
logre distinguir a los puntos distintos del 0 ocasionara que dicha topologia
no necesariamente sea 1y. Este problema lo resolveremos trabajando con
familias de seminormas en las que cada punto distinto de 0 sea identificado

como tal por algin elemento de la familia.

Definicion 3.5.3. Sea X un espacio vectorial y P una familia de seminormas

sobre X. Diremos que P es separante si para cada x € X existe p € P tal
que p(z) # 0.
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Ahora demostraremos que una familia separante de seminormas sobre X
induce una topologia de e.v.t. en X. Es importante destacar que, al contrario
de lo que sucede en espacios normados, el conjunto de bolas respecto a cada
seminorma de la familia no necesariamente formara una base para alguna
topologia en X. Esto lo solucionaremos considerando a este conjunto como

una sub-base y no como una base.

Teorema 3.5.4. Sea X un espacio vectorial y P una familia separante de

seminormas sobre X. Para cada p € P yn € N definase

Vp,n) = {xeX:p(a;) < 711}

Sean By la familia de intersecciones finitas de conjuntos de la forma V (p,n)
yBy={x+ B:x € X,B € Bi}. Entonces By es base para alguna topologia

7p que hace de X un e.v.t. localmente convezo tal que

1. Cada p € P es continua.

2. Un conjunto £ C X es acotado si y solo si cada p € P estd acotada en

E.

Demostracion. Notese que, por la Proposicion 3.5.2, siempre se cumple que
0 € V(p,n), por lo que = € x + V(p,n) para cualesquiera x € X, p e Py
n € N. Por lo tanto, By cubre a X.

Sean z € (x+ B1)N(y+ B2), conx,ye X y

n

By =(\V(pi,n) y By = ﬂv p3n3
i=1
Paracadaie{l .,n} se tiene que z—x € V(p},n )porloquepl(x z) <

—1 Asi, para cada i € {1,...,n} podemos considerar m; € N tal que

—pi (x — 2).

1 1
m) !

71 <
1

De manera andloga, para cada j € {1,...,m} elijase m? € N tal que

1 1
— <3 —p?(y—z).
m; - ng

Asi pues, hagamos

Bs= |V (i, m]) ﬂ (5, m3) | € By
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y consideremos el bdsico z + Bs. Sean w € z+ Bz e i € {1,...,n}. Entonces

pi(w =) < pj(w—2) +pi(z - )

Por lo tanto, w—x € V (pl-, nzl) y, en consecuencia, w € r+ B1. Andlogamente,
w € y + Bs. Por lo tanto, z € Bs C (v + By) N (y + B2).

De esta manera, By es base para alguna topologia 7p en X. Nétese que
como cada p; es una seminorma entonces cada elemento de Bs es convexo y
balanceado. Por lo tanto, X es localmente convexo. Ademds, notemos que
U € 7p es una vecindad del 0 si y sélo si x + U es vecindad abierta de x para
toda x € X.

Para ver que (X, 7p) es T consideremos xg € X y y € X \ {z¢}. Como
P es separante y o —y # 0 entonces existe p € P tal que p(z¢ —y) > 0. Asi,
existe n € N tal que g —y ¢ V(p,n) 6, equivalentemente, zo ¢ y + V(p, n).
Por lo tanto, y ¢ clx{xo} v, asi, clx{xo} = {xo}. Luego, X es T1.

Ahora veamos que las operaciones de X son continuas. Sean x,y € X y
(z+y)+ 2, V(pi,ni) una vecindad bésica de  +y. Sea V = NI™, V(p;, 2n;)
y consideremos

W=@x+V)x(y+V)

una vecindad bésica de (z,y) en X x X. Si (a,b) € W entonces
1 1

++

pi((a+b) —(z+y)) <pila—z)+pi(b—y) < 2n; 2n;  n;

Por lo tanto, (a +b) € (x +y) + (% V(pi,ni). Luego, la suma de X es
continua.
Por otro lado, consideremos v € F , z € X y ax + (-, V(pi,ni) una

vecindad bésica de ax. Notemos que si § € Fy y € X entonces
pi(By — ax) = pi(B(z —y) + (B — a)z)
< |Blpi(z —y) + |8 — alpi(z).
De esta manera, consideremos € > 0 tal que

1
€< —
n;
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para toda ¢ € {1,...} y elijamos ¢ > 0 tal que
¢
2(pi(z) +1)

para toda ¢ € {1,...}. Asi, si |f — a| < ¢ entonces

o<

pi(By = ax) < 1Blpily = 2) + 3o pila)

x)+1)

)

[
< (5 +lalpily — o)+ §

Entonces, para hacer p;(8y — ax) < € basta tomar k € N tal que
1 €

< — .
k206 + o)

De esta manera, siy €  + (i~ V(pi, k) y B € (a — §,a + §) entonces

1
pi(By —ar) <e< —

ng
para toda ¢ € {1,...,n}. Luego, By € az+(\;~, V(pi,n:) y, en consecuencia,
la multiplicacién por escalares es continua en («, ).
Asi, hemos demostrado que (X, 7) es un e.v.t. localmente convexo. Para
ver la continuidad de cada p € P, fijemos p € Py x € X. Para cada n € N,
si z € x+ V(p,n) entonces

p(2) — p(@)] < plz—2) <

por lo que p es continua en x. Por lo tanto, todas las seminormas en P son
continuas.

Finalmente, sean £ C X un conjunto acotado y p € P. Dado que V(p, 1)
es un abierto, entonces E C kV(p,1) para alguna k£ € N. Por lo tanto,
p(z) < k para toda x € E.

Reciprocamente, supongamos que £ C X es tal que toda seminorma en
P esté acotada en E. Sea (1", V(pi,n;) una vecindad bésica del origen y

consideremos M € R y n € N tales que p; < M en E y n > Mn,; para toda

i€ {l,...,m}. De esta manera, si € E entonces
T M 1
Di ( ) <— <=
n n o n;
para toda i € {1,...,m}. Por lo tanto, x/n € V y, en consecuencia, £ C nV.

Sit > n entonces nV C tV, por lo que E C tV para toda t < n. Por ende,
FE es acotado. O
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Destacablemente, cuando la familia P es numerable, el teorema anterior
da lugar a un e.v.t. localmente convexo y metrizable mediante una métrica

invariante.

Proposicién 3.5.5. Sean X wun espacio vectorial y P = {pn,: n € N}
una familia separante de seminormas sobre X. Entonces el e.v.t (X, 7p) es

metrizable.

Demostracion. Para cada x,y € X definamos

27", (z —
d(z,y) = sup 2~ 2L =),
neN 1+ pu(z —y)

Noétese que d es una métrica invariante.

Sea r > 0. Notemos que, para cada n € N, %:(%) < r siy sblo si
Pn(z) < 5=i—. Ademis, existe N € N tal que para n > N, 2% < r. En
consecuencia, %:((f)) < r para toda n > N, pues 1_’:}‘386()35) < 1. Luego,
d(x,0) < rsiy sblo si

,
pn() < o—n _,
para 1 <n < N. Es decir,
N r
Ba(0,r) = nﬂl {x € X:pp(z) < 2_n_T}

Puesto que cada p,, es continua (Teorema 3.5.4), entonces la bola By(0,r)
es una interseccion finita de abiertos de 7p y, por ende, también es abierta.
Dado que d es una métrica invariante, tenemos que By(z,r) = By(0,7) + x
para cualesquiera x € X y r > 0. Por lo tanto, todas las bolas respecto a
la métrica d son abiertas en 7p. Veamos que estas bolas forman una base
para esta topologia. Sea W C X una vecindad del 0 respecto a 7p. Entonces
existen ny,...n; € N tales que

k

(V(pj.nj) CW
j=1

donde los conjuntos V' (p;,n;) estdn definidos como en el Teorema 3.5.4. Sea
r > 0 tal que
1
2r <min{277—:1<j <k}

nj
Si z € B4(0,r) entonces
2=Ip. —J
27p;(x) <r< 27
1+ Dpj (m) QTZ]'
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para 1 < j <k, por lo que

Pz(T
1 +1(?j ()l“) 2y
Un simple calculo muestra que esto implica que pj(z) < % para 1 < j < k.
En consecuencia, z € W. Luego, B4(0,7) C W.
Finalmente, si x € X y W C X es una vecindad abierta de x respecto a
Tp entonces existe r > 0 tal que By(0,7) C W — x. Por lo tanto, By(x,r) =
B4(0,7) + x € W. De esta manera, las bolas respecto a la métrica d forman

una base para la topologia 7p. ]

Mediante esta proposicién, podemos construir el que méas tarde sera

nuestro primer ejemplo de un espacio de Fréchet que no es normable.

Ejemplo 3.5.6. Sea Q C R™ un conjunto abierto. Sea (K, ), una sucesién de
compactos contenidos en {2 que cubran a 2 y tales que K, C int K,,;1. Defi-
nimos C'(£2) como el espacio de funciones continuas f: 2 — C. Consideramos
la familia separante de seminormas en C(2) conformada por

pn(f) = mix [f(z)]

xGKn

y dotemos a C'(Q2) con la topologia generada por esta familia. Veamos que éste
es un espacio de Fréchet. Por la Proposicion 3.5.5, este espacio es metrizable

mediante la métrica invariante

27"pn(f — 9)
WD) =T (r—a)

Una sucesion (fi)r en C(Q2) converge a g € C(Q) si y sélo si (fi)r
converge uniformemente a g en cada compacto K, y una sucesion (fx) es de
Cauchy en C(Q2) si y sélo si (fx)x es uniformemente de Cauchy en cada K.

Asi pues, sea (fx)r una sucesién de Cauchy en C(2). Entonces (fi)k
converge uniformemente en K, a una funcién continua g,: K, — C. Puesto
que la sucesién de compactos (Ky,), cubre a £, podemos definir g: Q@ — C
mediante g(x) = gn(x) si z € K, (el hecho de que la sucesion (Kp),
esté anidada implica que g estd bien definida). La sucesién (fy)r converge
uniformemente a g en cada K,, por lo que para ver que fr — g en C(Q),
s6lo resta ver que g € C'(2). Sean z € Q y n € N tal que = € int K,,. Como
int K,, es una vecindad de x donde g = g,, y g» es continua en z entonces g

es continua en x. Por lo tanto, g € C(Q) y fr — g en C().
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Esto prueba que d es una distancia invariante y completa compatible con
la topologia de C(2), por lo que C(2) es un F-espacio. Adicionalmente, el
Teorema 3.5.4 asegura que este espacio es localmente convexo, por lo que

C(£2) es un espacio de Fréchet.

El trabajo que hemos hecho hasta ahora en esta seccién muestra que
si en un espacio vectorial X se tiene una familia separante de seminormas,
a X se le puede dotar de una estructura de e.v.t. localmente convexo. A
continuacion veremos que en realidad cualquier e.v.t. localmente convexo se
puede construir de esta manera.

Primero veamos que en un espacio normado, la norma puede expresarse
en términos topolégicos-algebraicos. Sean (X, ||-||) un espacio normado y
By = B(0,1). Consideremos z € X y s > ||z/. Entonces |[s7z| < 1y,
por ende, s~'x € By. Por otro lado, si s < ||z| entonces |[s™'z| > 1y, en

consecuencia, s 'z ¢ B;. Esto prueba que
||| = mf{t > 0: t"'2 € By}

De esta manera, dado un espacio vectorial X y un conjunto A C X
podremos definir, bajo condiciones apropiadas, una seminorma cuya bola

unitaria sea A.

Definicion 3.5.7. Sean X un espacio vectorial y A C X un conjunto

absorbente. El funcional de Minkowski de A, u4: X — R, se define como
pa(r) =inf{t >0:t 'z € A}.

Por la discusion anterior, el funcional de Minkoski de la bola unitaria de
una norma es igual a dicha norma. Podemos demostrar lo mismo para una

seminorma.

Proposicién 3.5.8. Sean X un espacio vectorial y p una seminorma sobre
X. Entonces la bola unitaria B = {x € X: p(x) < 1} es conveza, balanceada

y absorbente. Ademds, p = up.

Demostracion. Las primeras tres propiedades son inmediatas de la definicion
de seminorma.

Puesto que B es absorbente, entonces podemos considerar el funcional
de Minkowski de B. Para ver que up = p, primero tomemos =z € X y

consideremos s > p(x). Entonces p(s~'z) = s~ !p(z) < 1. Por lo tanto,
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s~lz € B. En consecuencia, up(z) < s. Haciendo tender s a p(x) obtenemos
que pp(z) < p(z).

Finalmente, consideremos 0 < ¢ < p(z). Entonces p(t~'z) > 1, por lo que
t~'2 ¢ B; es decir, si s >0y s 'z € B entonces p(z) < s. En consecuencia,

p(z) < pp(z). De esta manera, up = p. O

Para asegurar que el funcional de Minkowski de un conjunto absorbente A
sea una seminorma, bastard asumir que A es balanceado. Bajo esta suposicion,

A y la bola unitaria de p4 tendran el mismo funcional de Minkowski.

Proposiciéon 3.5.9. Sean X un espacio vectorial y A C X un conjunto

convexo y absorbente. Entonces

1. pa(r +y) < pa(@) + paly).
2. pa(tz) =tpa(x) para toda t > 0.
3. Si A es balanceado entonces s es una seminorma sobre X.

4. Si A es balanceado, B ={z € X: pa(z) <1} yC ={z € X: pa(z) <
1} entonces BC ACC yup = pua = uc-

Demostracion. 1. Sean z,y € X y € > 0. Entonces existen €1, e € (0, §)
tales que s := pa(x)+er yt:= pa(y)+eo satisfacen que s~ 1y € A.
Como A es convexo, entonces

t
rry_ s r, tygy
s+t s+ts s+ttt

Por lo tanto,

palr+y) <s+t
= pa(x) + pa(y) + e + e
< pa(z) +paly) +e

De esta manera, pa(z +y) < pa(z) + pa(y).

2. Sean x € X y t > 0. Entonces
{s>0:s(tr) € A} =t{s > 0: sx € A}.

Por lo tanto, pa(tx) = tpa(x).
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3. Supongamos que A es balanceado. Por el primer inciso, pa es sub-

aditiva. Primero mostraremos que si a € F cumple que 0 < |a] < 1
entonces p4(ax) = pa(|alz). Asi pues, sean « € Fcon |a] <1y x € X.
En primer lugar, consideremos ¢ > 0 tal que t~*(|ajz) € A. Como A es

balanceado, entonces

tHaz) = —(t"Yalz) € A.

|al
Por lo tanto, pa(ax) < ty, en consecuencia, pa(ax) < pa(|a|z).
Reciprocamente, sea t > 0 tal que ¢~ (ax) € A. Entonces

talz) = @(t_lax) € A.

Por lo tanto, pa(|a|z) <ty, en consecuencia, pua(ja|z) < pa(az). De

esta manera, pa(|la|z) = pa(ax).

Ahora, sea § € F distinta de 0. Usando el inciso anterior y lo que

acabamos de probar se obtiene que
pa(oe) = na (161 5-0)
_ B
= |Blua (, 3 x)
= [Blpa().

En el caso f = 0 es inmediato que pa(Sz) = |B|pa(x). Por lo tanto,

A €S una seminorma.

. Supongamos que A es balanceado. Por el inciso anterior, se tiene que

(4 es una seminorma. Luego, por la Proposicién 3.5.8, up = pa.

Por otro lado, notemos que si x € A entonces py(z) < 1, por lo que
A C C. Ademas, siz € X es tal que pg(x) < 1 entonces existe s € (0, 1)
tal que s~ 'z € A. Como A es balanceado, se sigue que z = s(s~'z) € A.
Asi, B C A.

De la contencién A C C' y de la definicion del funcional de Minkowski,
se obtiene la desigualdad puc < pa. Para obtener la desigualdad en el
otro sentido, consideremos t > s > pc(x). Como pc(x/s) < 1 (pues

pe es seminorma) entonces x/s € C, por lo que pa(z/s) < 1. De esta

()= =i
KA 7 —tHA ) S 7

manera,
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y, en consecuencia, pa(z) < t. Haciendo tender t a uc(z) obtenemos

que pa(x) < pe(x). Por lo tanto, pa = pup = pc.
[

Cuando nuestro espacio vectorial es un e.v.t., el funcional de Minkowski
nos permite ver que los conjuntos convexos, balanceados y abiertos realmente

se pueden ver como bolas unitarias.,

Lema 3.5.10. Sean X un e.v.t. y A C X un conjunto convezo, y balanceado.
Si A es abierto entonces A ={x € X: pa(z) <1} .

Demostracion. Supongamos que A es abierto. Por el cuarto inciso de la

Proposicion 3.5.9 tenemos que
{reX:pa(z) <1} C A

Reciprocamente, sea x € A. Consideremos la funcién continua f: (0,00) — X
dada por f(t) = §. Como f(1) =z, z € Ay A es abierto entonces existe
d>0talqued <1lysise(l—0d,1+40) entonces f(s) € A. De esta manera,
si s € (1—0,1) entonces T € A, por lo que pa(x) < s < 1. O

Teorema 3.5.11. Sean (X, 7) un e.v.t. y B una base local del origen com-

puesta por conjuntos abiertos, convexos y balanceados. Entonces:

1. P={py:V € B} es una familia separante de seminormas continuas
sobre X.

2. La topologia Tp coincide con la topologia de X.

Demostracion. 1. Sea V € B. Por la Proposiciéon 3.5.9, puy es una semi-

norma. Asi, sir >0y z,y € X entonces

v () —pv(y)| < pv(z —y) <r

siempre que x —y € rV. Por lo tanto, @y es continua.

Por otro lado, si x € X \ {0} entonces existe V' € B tal que = ¢ V, pues
X es T1. Dado que V es abierto, convexo y balanceado, se sigue del
Lema 3.5.10 que py(x) > 1. Por lo tanto, P es una familia separante

de seminormas continuas sobre X.
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2. Puesto que cada p € P es continua, entonces los conjuntos V(p,n) del
Teorema 3.5.4 son abiertos en (X, 7) para toda p € P. Por lo tanto,
™ C T.

Por otro lado, dado que cada V' € B es convexo, balanceado y abierto,

el Lema 3.5.10 implica que
V={zeX:p(z) <1} =V(uv,1) €p

para toda V € B. Por lo tanto, 7 C 7p.
O

A continuacién, resolveremos el problema de la normabilidad de un
e.v.t. En la Seccién 3.6 veremos que cualquier e.v.t. localmente acotado es
metrizable. Sin embargo, si a esta hipétesis le anadimos que el espacio sea
localmente convexo obtendremos que el espacio en cuestion en realidad es

normable.

Teorema 3.5.12. Sea X un e.v.t. X es normable si y sélo X es localmente

convezo y localmente acotado.

Demostracion. Si X es normable entonces las bolas B(0,7) son una base
local de vecindades convexas y acotadas del origen.

Reciprocamente, supongamos que X es localmente convexo y localmente
acotado. Por la Proposicién 3.1.7, existe U C X una vecindad abierta,
convexa, acotada y balanceada del 0. Definamos ||z|| := py(x) para cualquier
x € X. Como U es abierto, balanceado y convexo entonces ||| es una
seminorma sobre X (Proposicién 3.5.9).

Por la Proposicién 3.1.8, los conjuntos U con r > 0 forman una base
local del origen, pues U es acotado. Dado que X es T7, se sigue que si z # 0
entonces existe 7 > 0 tal que = ¢ rU. Como U es balanceado, se sigue que
|z|| > r. Por lo tanto, ||-|| es una norma.

Por otro lado, como U es abierto entonces U = {z € X: ||z|| < 1} (Lema
3.5.10). Por lo tanto, U = {x € X: ||z|| < r}. En primer lugar, esto implica
que las bolas de la norma ||-|| son abiertas en X y, en segundo lugar, que

estas bolas forman una base local del origen. Luego, los conjuntos
rtU+y={zxeX: |[z—y| <r}

forman una base para la topologia de X. En consecuencia, la norma ||-|| es

compatible con la topologia de X. Por lo tanto, X es normable. O
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Sea A C R™ una vecindad abierta, acotada y convexa del origen. Como
A es convexo y 0 € A entonces A es balanceado. Por la construcciéon hecha
en el Teorema 3.5.12 se tiene que p4 es una norma sobre R y A = {x €
R™: pa(x) < 1}. El Teorema 1.2.8 implica que p4 es equivalente a la norma
euclidiana. Asi, se sigue de la Proposicién 1.2.7 que A es homeomorfo a la
bola unitaria de la norma euclidiana. De esta manera, el Teorema 3.5.12

tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.5.13. Sean A, B C R" dos vecindades abiertas, acotadas y

convezas del origen. Entonces A y B son homeomorfos.

Con el Teorema 3.5.12 ya estamos en condiciones de probar que C(£2) no

es un espacio normable.

Ejemplo 3.5.14. Consideremos el espacio C'(£2) definido en el Ejemplo 3.5.6
cuya topologia estd determinada por la familia de seminormas

pa(f) = méx |f(z)].

CCEKn

Notemos que p, < pn4+1 para toda n € N, por lo que los conjuntos

V= {f € C(9): pulf) < ;}

forman una base local para el 0.

Por otro lado, por el Teorema 3.5.4, tenemos que un conjunto £ C C(2)
es acotado si y sélo si para toda n € N existe M,, € R tal que p,(f) < Mp;
es decir, paratoda f € Ey x € K,

|f(@)] < M,

Pero cada V,, contiene alguna f € C(Q2) tal que p,+1(f) sea tan grande
como se quiera. Por lo tanto, V,, no esta acotada para ninguna n € N. En
consecuencia, el 0 no tiene vecindades acotadas. Por el Teorema 3.5.12, se

sigue que C'(£2) no es normable.

El espacio del ejemplo anterior no es normable porque no es localmente
acotado, a pesar de ser localmente convexo. El ejemplo siguiente no es

normable porque la tUnica vecindad convexa del origen es el espacio mismo.

Ejemplo 3.5.15. Sean A la medida de Lebesgue sobre el intervalo [0, 1] y
p € (0,1). Consideremos el espacio X = LP([0,1]) presentado en el Ejemplo
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3.1.2. Sean V' C LP una vecindad convexa del origen y r > 0 tal que
B(0,r) C V. Sea f € LP\ {0}. Dado que p < 1, existe n € N tal que
d(f,0) < nl=Pr.

Por otro lado, consideremos la funcién continua z N f[O,z] |fIPdA con

dominio [0, 1]. De la desigualdad

o< [ fpars [
[0,x] [0

y del teorema del valor intermedio se sigue que para cada i € {0,1,...,n}

| fIPdA
1

)

existe z; € [0,1] tal que

/ prdAZZ/ PP dA.
[0,2] n J0,1]

Como h es no decreciente y f[o 1] | f|P dXA > 0 entonces z; < x;41, por lo que

[ o= qapa
[z3,41] " Jo,1)

para cada i € {0,...,n — 1}. Definamos g; = NS X[wszi4)- Entonces

[ galrav=w [ ppar=awt [ jpraes
[0,1] [z:,2i41] [0,1]

)

por lo que g; € V. Como V es convexo, entonces

"1
fZE —g;€V.
izln

De esta manera, V = LP. Por lo tanto, LP no es localmente convexo. Por el

Teorema 3.5.12 se sigue que LP no es normable.

3.6. Espacios metrizables

Sabemos que cualquier espacio topolégico metrizable es primero nume-
rable y que el reciproco de ésta afirmacion no es cierto. Sin embargo, en la
clase de los espacios vectoriales topoldgicos, la metrizabilidad si es equiva-
lente a la primero numerabilidad. Mas atin, un e.v.t. primero numerable es
metrizable mediante una métrica invariante; en esta demostracién se usara
la construccion realizada para demostrar el Teorema 3.2.6.

Antes de abordar el problema de la metrizabilidad, veamos que si existen

espacios vectoriales topolégicos no metrizables
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Ejemplo 3.6.1. Sea J un conjunto de indices no numerable. Entonces el
espacio X = ILjc;F es un e.v.t. que no es primero numerable, por lo que

tampoco es metrizable.

Sean X un e.v.t. primero numerable y B = {U,,: n € N} una base local
del origen. Recursivamente, definamos V; como una vecindad balanceada
del origen tal que Vi C Uy y V41 como una vecindad balanceada del origen
tal que V41 + Viur1 € V, NU,. Entonces V,, C U, para toda n € N, por
lo que {V},: n € N} es una base local del origen compuesta por vecindades
balanceadas del origen y V,,41 + Vip1 € V,,. Si X es localmente convexo
entonces esto puede realizarse de forma que los conjuntos V,, sean convexos.
Por lo tanto, podemos aplicar la construccién realizada para demostrar el
Teorema 3.2.6 a la coleccién {V,,: n € N}. A través de la funcién obtenida

en esta construccién podremos definir una métrica sobre X.

Teorema 3.6.2. Sea (X, 7) un e.v.t. Si X es primero numerable entonces

existe una métrica invariante d sobre X tal que
1. d es compatible con la topologia de X.
2. Las bolas abiertas de la métrica d centradas en el origen son balanceadas.

Si X es localmente convexo entonces d puede ser construida de manera

tal que las bolas abiertas sean convexas.

Demostracion. Sea {V,,: n € N} una base local del 0 compuesta por ve-
cindades balanceadas tal que V11 + Vi1 C V,, para todan € N. Si X es
localmente convexo entonces podemos suponer que los conjuntos V,, son conve-
xo0s. Para utilizar la construccién del Teorema 3.2.6, definamos B(27") =V},
y B(1) = V;. Definanse los conjuntos B(t) (¢ > 0) como en dicha construccién.
Notemos que si los conjuntos V,, son convexos y r es un numero diddico
entonces B(r) es una suma finita de conjuntos convexos, por lo que B(r) es
convexo. De esta manera, si los conjuntos V,, son convexos entonces para
toda t > 0 se tiene que B(t) es una unién anidada de conjuntos convexos y,

por lo tanto, es convexo. La funcién f: X — [0,00) dada por
f(z) =inf{t >0: x € B(t)}
es una funcién continua con las siguientes propiedades

1. f(0) = 0.
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2. f(z) = f(—=z) para toda x € X.

3. f(z+y) < f(z)+ f(y) para cualesquiera z,y € X.

Sea x € X \ {0}. Dado que {V,,: n € N} es una base local del origen y X es
T entonces existe n € N tal que x ¢ V,, = B(27") por lo que f(z) > 27" > 0.
Esto implica que si x # 0 entonces f(x) # 0.

Definamos d(z,y) = f(x—y) para z,y € X. Veamos que d es una métrica

invariante en X. Sean z,y, 2z € X.

1. Si d(x,y) = 0 entonces f(x —y) = 0 por lo que x —y = 0. Ademss,
d(z,z) = f(xr —x)=0.

2. d(z,y) = f(x —y) = fly — z) = d(y, ).
3. d(x,2) = flx—2) < f(w—y) + fly — 2) = d(z,y) + d(y, 2).
dodx+z,y+z)=f(z+2) - (y+2) = flz—y) =d=,y).

Para ver que d es compatible con 7, consideremos los conjuntos
A(r) = J{B(s): 0<s<r}, r>0.

Destaquemos que A(r) es unién de conjuntos balanceados y, en consecuencia,
también es balanceado. Ademads, si X es localmente convexo entonces A(r)
es union anidada de conjuntos convexos y, por lo tanto, también es convexo.
Notemos que x € A(r) si y sélo si f(z) < r, es decir, si y sélo si x € Bg(0, 7).
Por lo tanto, para cada r > 0 se tiene que A(r) = By(0, 7).

Por otro lado, si U es una vecindad del origen entonces existe n € N tal
que B(27") C U. Dado que A(27"~1) C B(27") se sigue que {A(r): r > 0}
es una base local del origen (compuesta por conjuntos convexos, si X es
localmente convexo).

Finalmente, tenemos que para toda r > 0 se tiene que
z+V(r)={ye X: f(zr —y) <r} = By(z,r).

Como {V(r): r > 0} es una vase local del origen, se sigue que {By(z,r): = €
X,r > 0} es una base de X. Por lo tanto, 7 y la topologia inducida por d
comparten una misma base. Luego, d es compatible con 7. Ademas, las bolas
abiertas de la métrica d centradas en el origen son conjuntos balanceados (y

convexos, si X es localmente convexo).

O]
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Por un lado, el Teorema 3.6.2 nos permite probar que al estudiar un e.v.t.
metrizable podemos suponer que la métrica que atestigua su metrizabilidad

es invariante.

Corolario 3.6.3. Sea (X, 7) un e.v.t. Si X es metrizable entonces existe

una métrica invariante d sobre X con las caracteristicas del Teorema 3.6.2.

Demostracion. Si X es metrizable entonces X es primero numerable, por lo
que el Teorema 3.6.2 asegura que existe una métrica d con las condiciones

requeridas. O

Por otro lado, en la Proposicién 3.1.8 se demostrd que cualquier e.v.t.
localmente acotado es primero numerable. De esta manera, el siguiente

corolario es inmediato del Teorema 3.6.2.

Corolario 3.6.4. Sea X un e.v.t. Si X es localmente acotado entonces X

es metrizable.

Sin embargo, no todos los espacios vectoriales topolégicos metrizables

son localmente acotados.

Ejemplo 3.6.5. Consideremos el espacio X = FN dotado de la topologia
producto. Este espacio es completamente metrizable mediante la métrica

completa invariante

gy = 32 ML I(0) ~ o)

n=1

y la convergencia en esta métrica es equivalente a la convergencia por coor-
denadas. En el Ejemplo 3.1.2 se demostré que este espacio es un e.v.t.

Por otro lado, es facil probar que los conjuntos

Vo {xeX:WG{L'“”} (Im(i)f < i)}

forman una base local del origen compuesta por abiertos convexos. De esta
manera, X es un espacio de Fréchet.

Para ver que X no es localmente acotado, basta probar que V,, no es
acotado para ninguna n € N. Fijemos n € N y sea t > 0. Definamos z € X
tal que z(n+ 1) =t y x(i) = 0 para i # n + 1. Entonces z € V,, pero
x ¢ tVy41, por lo que V,, Z tV,4+1. Luego, V,, no es acotado.



90 CAPITULO 3. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

La siguiente proposicién nos muestra una de las utilidades de poder

trabajar con métricas invariantes en cualquier e.v.t. metrizable.
Proposicién 3.6.6. Sea X un e.v.t.
1. Sid es una métrica invariante sobre X entonces
d(nz,0) < nd(zx,0)
para cualesquiera x € X yn € N.
2. Supongamos que X es metrizable. Si (zy,), es una sucesion en X que

converge a 0 entonces existe una sucesion (vyn)n, en I tal que v, — oo

Y YnTn — 0.
Demostracion. 1. Sea d una métrica invariante sobre X. Sea =z € X.
Notemos que

d(xz,0) =d(0+ z,—z + z) = d(0, —x).

La prueba serd por induccién. Claramente, el resultado es cierto para
n = 1. Asi, supongamos que el resultado es cierto para alguna k € N.

Entonces

d((k+1)z,0) = d(kx + z,0)
kx,—x)

kx,0) + d(0, —z).

d(
d(
< d(
Por hipétesis de induccién, d(kz,0) = kd(zx,0), por lo que
d((k+ 1)x,0) < kd(z,0) + d(z,0) = (k+ 1)d(z,0).

2. Por el Corolario 3.6.3, existe una métrica d sobre X invariante y
compatible con la topologia de X. Sea (x,), una sucesién convergente
a 0 en X. Dado que d(x,,0) — 0 entonces para toda k € N existe
ni € N tal que para toda n > ng,

1

k2

Definamos v, = 1 paran < n1 y v, = k para np < n < ng41. Por

d(xn,0) <

construccion, vy, — co. Ademas, si ny < n < ngy1 entonces
1
d(Ynxn,0) = d(kzy,0) < kd(z,,0) < Z

por lo que y,x, — O.
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En el Corolario 3.3.8 se demostrd que los funcionales lineales acotados
sobre un espacio localmente acotado coinciden con los continuos. La tltima
proposicién de esta seccion muestra que para garantizar esto en realidad es

suficiente pedir que el dominio sea metrizable.

Proposicién 3.6.7. Sean X,Y espacios vectoriales topolégicos y T(X,Y).

Supongamos que X es metrizable. S1T es acotada entonces T es continua.

Demostracion. Sea (x,), una sucesiéon en X tal que z,, — 0. Por la Proposi-
cién 3.6.6, existe una sucesién de escalares (7, )y tal que v, — 00 y Y2y — 0.
Dado que 7,2, — 0 entonces el conjunto {v,x,: n € N} es acotado en X.

Puesto que T es acotada, se sigue que {7,T(z,): n € N} es acotado en Y.

Sea W C Y una vecindad del origen. Entonces existe t > 0 tal que
I (x,) € sW para toda s > t. Sea N € N tal que =, >t para toda n > N.
Entonces v, T (xy,) € v, W para toda n > N. Luego, T'(z,) € W para toda
n > N. Por lo tanto, T'(z,,) — 0 en Y y, en consecuencia, T' es continua en

0. Por la Proposicién 3.3.1 se sigue que 1" es continua. ]

3.7. [Espacios completamente metrizables

En la seccién anterior se mostré que en un e.v.t. metrizable siempre se
pueden encontrar métricas invariantes compatibles con la topologia del espa-
cio. En esta seccién mostraremos que en un e.v.t. completamente metrizable
siempre se pueden encontrar métricas invariantes y completas compatibles
con la topologia del espacio. Mdas ain, en un e.v.t. completamente metrizable

todas las métricas invariantes son completas.

Consideremos un e.v.t. X, metrizable mediante una métrica invariante dx
y sea (Y, dy) la completacién del espacio métrico (X, dx). En la Proposicién
1.5.10 vimos que si dx es una norma entonces dy es una norma completa
y Y es un espacio de Banach. Desafortunadamente, en el caso de espacios
vectoriales topolégicos metrizables ni siquiera podemos darle una buena
estructura de espacio vectorial a Y, pues la definicién del producto escalar
en Y requirié de la homogeneidad de la norma en la proposicién ya referida.

Sin embargo, si podemos definir una suma en Y.

Dados z,y € Y, sean (xy)n ¥ (Yn)n sucesiones en X tales que x,, = x y
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yn — y en Y. Entonces

Tn + yn) - (mm + ym)v 0)
Tn = Tm) + (Yn — Ym),0)

(
(
(

= dx(Tn = Tm; Ym = Yn)
(Tn = Zm,0) + dx (0, Ym — Yn)
(

= dY(xnv xm) + dY(ynv ym)

Como las sucesiones (), ¥ (yYn)n son de Cauchy en Y entonces (x, + yYn)n

también es de Cauchy en Y y, por lo tanto, podemos definir x + y como
r+y= lm (x, +yn).
n—roo

Este limite no depende de las sucesiones que se tomen. Si hacemos 0y = 0x y
—x = lim,, oo —y, entonces (Y, 4+, 0y ) es un grupo abeliano. Ademds, por la
continuidad de dy y la invarianza de dx, tenemos que para cualquier z € Y,

si tomamos una sucesion (z,), en X tal que z, — z entonces

dy(r+ 2,y +2) = lim dy(2n + 2n, Yn + 2n)

n— oo

= lim dx(zn + zn, yn + Zn)
n—00

n—oo

(
(

= lim dx (20, Yn)
(

= lim dy(zn,yn)
n—oo

= dy(v,y),

por lo que dy es invariante bajo traslaciones.

Finalmente, la suma en Y es continua. Para ver esto, sean z,y € Y
Y (Zn)n, (Yn)n sucesiones en Y tales que =, — = y y, — y. Veamos que
Tn + yn — x4+ y. Para cada n € N, sean «,, 8, € X tales que

dy (@) < 5 3 dy (Ban) < 5
Dado que z,, = = y ¥y, — v, entonces a,, = x y B, — y. Por lo tanto,x +y =
limy, o0 (@, + Br). Ademds, como dy es invariante bajo traslaciones, se tiene
dy (otn + B, Tn + ym) < dy (on, Tn) + dy (B, yn) < % + % = %

por lo que lim,, oo (ay + Bn) = limy, 00 (Tn + yn). Luego, z, + yn — = + .

Asi, hemos probado el siguiente lema.
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Lema 3.7.1. Sea X un e.v.t. metrizable mediante una métrica invariante
dx. Si (Y,dy) es la completacion del espacio métrico (X,dx) entonces se
puede definir una suma continua en Y que extiende a la suma vectorial en

X tal que (Y,+) es un grupo abeliano y dy es una métrica invariante.

FEl siguiente lema corresponde a un curso de topologia general y probarlo
escapa a los objetivos de este texto. Su demostracién puede consultarse en el
Lema 2.3.15 de [11].

Lema 3.7.2 (W. Sierpinski, 1928). Sean Y un espacio topoldgico metrizable
y X un subespacio de Y. Si X es completamente metrizable entonces X es
un Gg en Y.

Supongamos que (Y,+) es un grupo abeliano y 7 es una topologia en
Y que hace continua a la operaciéon de Y. Sea yg € Y. Entonces la funcién
Yy — y + yo es continua y su inversa y — y — yo también es continua. Por lo
tanto, y — y + yo es un homeomorfismo de Y en Y para toda yy € Y. Este
hecho es fundamental en los siguientes dos lemas que ahondan més en este

tipo de estructuras.

Lema 3.7.3. Sean (Y,+) un grupo abeliano y T una topologia sobre Y que
haga continua a la operacion del grupo. St A CY es de la primera categoria
en'Y entonces y+ A={y+a: a € A} es de la primera categoria en' Y para
today €Y.

Demostracion. Primero notemos que para cualesquiera B C Y yy € Y
se tiene que y + cly B = cly(y + B), pues la operacién = +— = + y es un
homeomorfismo. Por otro lado, sean N C Y un conjunto denso en ninguna
parteen Y y y € Y. Si y + N no es denso en ninguna parte entonces existe
un abierto no vacio U C Y tal que U C cly(y + N) =y + cly N, por lo que
el abierto —y 4+ U esta contenido en cly N, contradiciendo que N es denso
en ninguna parte.

Asf pues, sean A C Y un conjunto de la primera categoriaen Y, y € Y y

(Ng )k una sucesiéon de conjuntos densos en ninguna parte en Y tales que
A= U Ng.
neN
Entonces los conjuntos y + N son densos en ninguna parte y

y+A=Jy+ N
neN
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por lo que y + A es de la primera categoria en Y. ]

Lema 3.7.4 (V.L. Klee, 1952). Sean (Y,+) un grupo abeliano y T una
topologia sobre Y que haga continua a la operacion del grupo . Supongamos
que Y es de la sequnda categoria en si mismo. St X CY es un subgrupo de

Y y X es un Gg denso en'Y entonces X =Y.

Demostracion. Sea X C Y un subgrupo de Y tal que X es un Gs denso en

Y. Consideremos abiertos U, C Y tales que

X:ﬂUn.

neN

Noétese que cada U, es un abierto denso en Y. Ademis,

Y\X =W\ U).
neN
Como cada U, es un abierto denso entonces los conjuntos Y\ U,, son densos
en ninguna parte, por lo que Y \ X es un conjunto de la primera categoria
en Y. Puesto que Y es de segunda categoria en si mismo entonces Y no
puede verse como la unién de dos conjuntos de primera categoria en Y. Por
lo tanto, X es de segunda categoria en Y.

Si existe y € Y\ X entonces y + X C Y \ X, pues X es un subgrupo
de Y. Pero todos los subconjuntos de un conjunto de primera categoria
también son de primera categoria, por lo que y + X es de primera categoria
en Y y, en consecuencia, X también lo es (por el Lema 3.7.3), lo que es una
contradiccién. Por lo tanto, Y\ X = 0. O

Teorema 3.7.5 (V.L. Klee, 1952). Sea (X, 7T) un e.v.t. completamente me-

trizable. Toda métrica invariante sobre X compatible con T es completa.

Demostracion. Sea dx una métrica invariante sobre X compatible con 7.
Consideremos (Y, dy) la completacién del espacio métrico (X, dx). Por el
Lema 3.7.1, se puede definir una suma continua en Y tal que (X, +) es un
subgrupo de (Y, +). Como Y es metrizable y, por hipdtesis, X es completa-
mente metrizable, el Lema 3.7.2 implica que X es un G5 en Y. Ademads, por
construccion, X es un subgrupo denso en Y. Finalmente, el teorema de la
categoria de Baire implica que Y es de la segunda categoria en si mismo. De
esta manera, el Lema 3.7.4 implica que X =Y. En particular, tenemos que

dx = dy. Por ende, dx es una métrica completa. O
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Combinando el Teorema 3.7.5 con el Corolario 3.6.3 obtenemos el siguiente

resultado.

Corolario 3.7.6. Sea (X, 7) un e.v.t. completamente metrizable. Entonces

existe una métrica invariante y completa sobre X compatible con .

A su vez, este corolario nos proporciona una importante caracterizacion

de los F-espacios.

Corolario 3.7.7. Sea X un e.v.t. X es un F-espacio si y solo si X es

completamente metrizable.

Puesto que las normas inducen métricas invariantes, el Teorema 3.7.5 nos
da una gran variedad de espacios vectoriales topoldgicos que son metrizables

pero no completamente metrizables.

Ejemplo 3.7.8. Si (X, ||-||) es un espacio normado que no es de Banach
entonces X no es completamente metrizable. Por ejemplo, (coo, [|[l,,) ¥

(C([0,1], [|-]I,) no son completamente metrizables para p € (1,00).

En la Proposicion 1.5.2 se probé que si dos espacios normados son
homeomorfos mediante un homeomorfismo lineal entonces ambos espacios
son de Banach o ninguno lo es. Ahora estamos en condiciones de dar una

fuerte generalizaciéon de dicha proposicién.

Corolario 3.7.9. Sea (X, ||-||) un espacio normado. Si X es homeomorfo a

un espacio métrico completo entonces (X, ||-||) es un espacio de Banach.

Demostracion. Supongamos que X es homeomorfo a un espacio métrico com-
pleto. Entonces X es completamente metrizable. Como la métrica inducida
por ||| es una métrica invariante, el Teorema 3.7.5 implica que dicha métrica

es completa. ]
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Capitulo 4

Teoremas fundamentales en
espacios vectoriales

topologicos

En este capitulo generalizaremos los teoremas fundamentales de los
espacios de Banach al contexto de los espacios vectoriales topoldgicos.

A pesar de que el teorema de Hahn-Banach estd formulado en espacios
vectoriales arbitrarios, en el Capitulo 2 mostramos algunas aplicaciones im-
portantes en espacios normados. Son estas aplicaciones las que se generalizan
a los espacios vectoriales topoldgicos en este capitulo.

Por otro lado, hay que destacar que la completez jugd un papel fundamen-
tal en la demostracién de los teoremas de la aplicacién abierta, de la grafica
cerrada y de Banach-Steinhaus. Es por esto que los teoremas fundamentales
se generalizan de manera natural a la clase de los F-espacios. Si bien el
teorema de Banach-Steinhaus también se puede formular de manera natural
en esta clase de espacios, este teorema puede plantearse en un contexto

mucho mas general.

4.1. Teorema de Hahn-Banach

En el Capitulo 2 demostramos que un espacio normado no trivial siempre
tiene funcionales lineales continuos no triviales. Desafortunadamente esto
deja de ser cierto en espacios vectoriales topolégicos. Sin embargo, en esta

seccion demostramos una version del teorema de Hahn-Banach que permite

97
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demostrar dicha afirmacion en cualquier espacio localmente convexo.

Lema 4.1.1. Sean X un e.v.t. y T un funcional lineal sobre X. Si T no es

constante entonces T es abierta.

Demostracion. SeaT: X — F un funcional lineal no constante, lo que implica
que T es suprayectiva. Sea U C X un abierto y fijemos g € U. Consideremos
x1 € X tal que T'(x1) = 1. Entonces existe § > 0 tal que xg+tx; € U siempre
que [t| < 6.

Consideremos Br(T'(z0),0). Seay € Bp(T(x0),d). Entonces |y —T'(zo)| <
0y, por lo tanto, xg + (y — T(xo))x1 € U. Asi, y = T(xo + (y — T(x0))z1) €
T[U]. Luego, Br(T'(z¢),6) C T[U]. Por lo tanto, T[U] es abierto en Y y, en

consecuencia, T es abierta. ]

Para probar la siguiente version del teorema de Hahn-Banach haremos
uso del funcional de Minkowski (Definicién 3.5.7) y sus propiedades que se

demostraron en la Proposicion 3.5.9.

Teorema 4.1.2. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Sean A, B C X no

Vacios, ajenos y converos.

1. Si A es abierto entonces existen un funcional lineal continuo T definido

sobre X y v € R tales que
ReT(z) < v <ReT(y)
para cualesquiera x € A yy € B.

2. Si A es compacto, B es cerrado y X es localmente convezxo, entonces
existen v1,v2 € R y un funcional lineal continuo definido sobre X tales
que

ReT(z) <y < v <ReT(y)

para cualesquiera x € A yy € B.

Demostracion. Supongamos que hemos probado el teorema para espacios
reales. Si X es un espacio complejo, entonces considerandolo como un espacio
real encontramos un funcional R-lineal continuo 7" que satisface la desigualdad
deseada. Si hacemos S(z) = T'(z) —iT(iz) entonces S es un funcional C-lineal
(vease la prueba del teorema de Hahn-Banach) continuo que tiene a 7' como
parte real. Por lo tanto, S satisface las condiciones deseadas. De esta manera,

basta demostrar el teorema para espacios reales.
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1. Supongamos que A es abierto. Fijemos ay € A y by € B. Hagamos
xog=by—agy C =A— B+ zg. Entonces C es una vecindad abierta
y convexa del 0 en X. Sea p el funcional de Minkowski de C' . Por la

Proposicion 3.5.9, tenemos que p es una forma sublineal.

Por otro lado, como A y B son ajenos, entonces zy ¢ C, por lo que
p(zo) > 1. De esta manera, si M es el subespacio de X generado por
x0, definamos el funcional lineal f: M — R mediante f(txg) = ¢. Si

t > 0 entonces
ftzg) =t < tp(zg) = p(txo)

y sit < 0 entonces f(txg) <0 < p(txo). Por lo tanto, f es un funcional
lineal sobre M dominado por la forma sublineal p. Por el teorema
de Hahn-Banach, existe un funcional lineal T' definido sobre X que
extiende a f y tal que T' < p. En particular, T' < 1 sobre C, por lo que
T > —1 sobre —C'. Luego, |T'| < 1 sobre C'N(—C'), que es una vecindad
del origen en X. Por lo tanto, T es un funcional lineal acotada en una

vecindad del origen y, en consecuencia, es continua (Proposicién 3.3.7).

Ahora, si a € Ay b € B entonces
T(a)—Th)+1=T(a—b+xp) <pla—b+zp) <1

pues T'(zo) = f(zo) =1, a — b+ x9 € C. Por lo tanto, T'(a) < T'(b).

Esto, junto con la continuidad de T y la conexidad de A y B, implica
que T[A] y T[B] son intervalos en R, con T'[A] a la izquierda de T[B].
Ademds, T[A] es abierto por el Lema 4.1.1. Si 7y es el extremo derecho
de A entonces v € R, pues T[A] estd acotado superiormente por el

conjunto no vacio T'[B]. Por lo tanto,
T(a) <y <T(b)
para cualesquiera a € Ay b € B, que es lo que buscabamos.

2. Supongamos que X es localmente convexo, A compacto y B cerrado.
Por la Proposicién 3.2.3, existe V' C X una vecindad abierta y convexa
del origen tal que (A + V)N B = (). Aplicando la primera parte del
teorema con A + V en lugar de A, obtenemos un funcional lineal
continuo 7" definido sobre X tal que T[A + V| y T[B] son intervalos
ajenos en R con T[A 4 V] abierto y a la izquierda de T'[B]. Pero T'[A]
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es un subintervalo compacto de T[A 4+ V. De esta manera, si v; es el
extremo derecho de T[A] y 72 es el extremo izquierdo de T[B] entonces

v1 < 2. Por lo tanto,
T(a) <m <72 <T(b)
para cualesquiera a € Ay b € B.
O

Corolario 4.1.3. Sea X un espacio vectorial topolégico localmente convezo.
Six1,xe € X son puntos distintos entonces existe un funcional lineal continuo
T definido sobre X tal que T'(x1) # T(x2)

Demostracion. Sean x1,xs € X puntos distintos. Basta aplicar el segundo

inciso del Teorema 4.1.2 a los compactos A = {x1} y B = {x2}. O

Si X no es localmente convexo entonces X puede no tener funcionales

lineales continuos no triviales.

Ejemplo 4.1.4. Sea p € (0,1) y consideremos el espacio LP([0,1]). En el
Ejemplo 3.5.15 demostramos que LP([0, 1]) es un espacio vectorial topolégico
en el que los tnicos abiertos convexos son () y LP, por lo que LP no es local-
mente convexo. Ahora consideremos un funcional lineal continuo 7': LP — F
y sea € > 0. Dado que 7 es lineal y continua entonces 7! [Br(0, ¢)] es convexo
y abierto, por lo que T~1[Br(0, €)] = LP. Por lo tanto, |T(f)| < € para toda
feLP Asi, T =0.

4.2. Teorema de Banach-Steinhaus

En esta Seccién reinterpretaremos el teorema de Banach-Steinhaus pre-
sentada en la Seccién 2.5 de tal forma que quede formulado en términos
puramente topolégicos. Veremos que las familias de funciones lineales entre
espacios normados uniformemente acotadas coinciden con las familias equi-
continuas de funciones lineales y que en la clase de los espacios vectoriales
topolodgicos la equicontinuidad es un concepto més fuerte que la acotacion
uniforme. El teorema de Banach-Steinhaus se puede formular en espacios
vectoriales topoldgicos arbitrarios mediante el concepto de categoria de Baire,
por lo que al formularlo en la clase de los F-espacios sera fundamental el

teorema de la categoria de Baire.
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Definicion 4.2.1. Sean X y Y dos espacios vectoriales topolégicos y I' C
L(X,Y) una familia de aplicaciones lineales continuas. Diremos que I' es
equicontinua si para toda W C Y vecindad del 0 en Y existe V C X una
vecindad del 0 en X tal que T'[V] C W para toda T € I

Sean X, Y espacios vectoriales normados y I' C B(X,Y’). Notemos que

la familia I" estd uniformente acotada si y sélo si existe M > 0 tal que

| T[Bx(0,1)] € By (0, M).

Ter
De manera mas general, I' estd uniformente acotada si y sdlo si para todo
conjunto acotado E C X se tiene que |Jpop T[E] es un conjunto acotado en
Y. De esta manera, podemos dar la siguiente definiciéon topolégica de una
familia uniformemente acotada de funciones lineales continuas entre espacios

vectoriales topoldgicos.

Definicién 4.2.2. Sean X, Y espacios vectoriales topolégicos y I' C L(X,Y)
una familia de aplicaciones lineales continuas. Diremos que I' esta unifor-
memente acotada si para cualquier conjunto acotado £ C X se tiene que

Urper T[E] es un conjunto acotado en Y.

En el caso de espacios normados, una familia I' C L(X,Y") estd uniforme-

mente acotada si y sélo si es equicontinua.

Proposicion 4.2.3. Sean X y Y espacios vectoriales normados y I' C

B(X,Y). T estd uniformemente acotada si y sdlo si es equicontinua.

Demostracion. Primero supongamos que I' es uniformemente acotada. En-

tonces para cualesquiera z,y € X y T € I' se tiene que
1T(z) =T <7 llx =yl < sup 1T |l = yll

Por lo tanto, I" es equicontinua.

Reciprocamente, supongamos que I' no estd uniformemente acotada.
Fijemos n € N y tomemos T}, € I" tal que ||T,| > 2". Sea z,, € clx B(0,1)
tal que ||Ty|| — 1/n < [|Tn(2n)|| y definamos y, = “=. Asi, consideremos las
sucesiones (yn)n v (Th)n. Nétese que y, — 0. Ademads, dada n € N se tiene

que

T (x 1 1 mn 1
[Tyl = el 5 1 (||Tn|| _ ) >2_ 1
n n n n n
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Esto prueba que I' no es equicontinua, pues de lo contrario existirfa 6 > 0
tal que si |ly|| < ¢ entonces ||T(y)|| < 1 para toda T € I'. No obstante, dada
0 > 0 se tiene que ||y,|| < § para alguna n € N tal que % — # > 1. Sin
embargo, T, € 'y

A 1
T (yn) || > P R L.

O]

Aunque en el contexto de los espacios normados las familias uniforme-
mente acotadas coincidan con las equicontinuas, esto no tiene por qué ser
cierto en el contexto de los espacios vectoriales topolégicos. Por ejemplo,
consideremos un espacio normado (X, ||-||) y sea o la topologia débil en X
inducida por la familia de funciones B(X,F). En el Ejemplo 3.3.5 vimos
que la transformacién identidad id: (X,0) — (X, ||-||) es acotada aunque
no es continua, por lo que la familia {id} estd uniformemente acotada aun-
que no es equicontinua. No obstante, una familia equicontinua siempre esta

uniformemente acotada.

Proposicién 4.2.4. Sean X y Y espacios vectoriales topolégicos y I' C
L(X,Y) una familia de transformaciones lineales continuas. Si I' es equi-

continua entonces I' estd uniformemente acotada.

Demostracion. Supongamos que I' es equicontinua. Sea £ C X un conjunto
acotado y W C Y una vecindad del 0 en Y. Puesto que I' es equicontinua,
sea V' C X una vecindad del 0 en X tal que T'[V] C W para toda T € I.
Como F es acotado en X, existe t > 0 tal que £ C sV para toda s > t.
Por lo tanto, T[E] C sT[V] C sW para cualesquiera T' € I" y s > t. Por lo
tanto, Uper T'[E] € sW, para toda s > t. O

De esta forma, el teorema de Banach-Steinhaus entre espacios normados

puede reformularse de la siguiente manera.

Teorema (Banach-Steinhaus). Sean X un espacio de Banach, Y un espacio
vectorial normado y I' C B(X,Y). Si ' estd puntualmente acotada entonces

I' es equicontinua.

En la siguiente formulaciéon que daremos de este teorema, en un principio
no serd necesario que la familia I' esté puntualmente acotada en todo el

dominio, sino solamente en un subconjunto de segunda categoria del mismo.
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Teorema 4.2.5 (Banach-Steinhaus). Sean X y Y dos espacios vectoriales
topoldgicos yI' C L(X,Y) una familia de aplicaciones lineales continuas. Sea
B ={x € X:T'(z) es acotado en Y} donde T'(x) es la drbita de x bajo T'; es
decir, I'(x) = {T(x): T € T'}. Si B es de sequnda categoria en X entonces I'

es equicontinua y B = X.

Demostracion. Sea W C 'Y una vecindad del origen en Y. Dado que Y es
T3 (Corolario 3.2.5), existe U C Y una vecindad cerrada del origen tal que
U—-UCW. Sea
E:= (T[]
Ter

Como cada T € T" es continua y U es cerrado en Y, entonces E es cerrado
en X.

Por otro lado, sea = € B. Entonces existe alguna n, € N tal que I'(x) C
n,U (pues I'(x) es acotado para toda x € B). Por lo tanto, T'(x) € n,U para
toda T € I'. Luego, x € n,T~![U] para toda T € I'. De esta manera,

v € [\ nT Ul =ns ()T '[U] = n.E.
Ter Ter
Por lo tanto, B C {J,,cynE.

Puesto que B es de segunda categoria en X y cada nFE es cerrado, entonces
existe k € N tal que intx kE # (). Por lo tanto, intx E # (). De esta manera,
sea xg € intx F y definamos V := zg — E, entonces V es una vecindad del
origen (no necesariamente abierta). Nétese que T'(xg) € U y T[E] C U para
toda T' € I'. Por lo tanto,

T[V]=T(xo) - T[E|CU-UCW

para toda T € I'. Por lo tanto, I' es equicontinua.

Finalmente, dado que I es equicontinua, se tiene que I' esta uniformemente
acotada, por lo que I'(z) estd acotado para toda z € X. Por lo tanto,
X =B. O

Si X es un F-espacio entonces el teorema de la categoria de Baire nos

permite enunciar el siguiente corolario.

Corolario 4.2.6. Sean X un F-espacio, Y un e.v.t. yI' C L(X,Y) una
familia de aplicaciones lineales continuas. Si I'(x) es un conjunto acotado en

Y para toda x € X entonces I' es equicontinua.
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4.3. Teorema de la aplicaciéon abierta

Una generalizacién natural del Teorema 2.3.4 a la clase de los F-espacios

es la siguiente.

Teorema. Sean X,Y dos F-espacios y T € L(X,Y) una aplicacion lineal

continua. St T es suprayectiva entonces T es abierta.

Andlogamente al teorema de Banach-Steinhaus, la hipétesis de que T sea
suprayectiva puede sustituirse por que T[X| sea de segunda categoria en Y y
de esta manera formular el teorema de la aplicacién abierta en un contexto

mas general.

Lema 4.3.1. Sean X y Y dos espacios vectoriales topolégicos y T: X —Y

una aplicacion lineal continua. Entonces

1. T es abierta si y solo si T[U] es una vecindad del origen en'Y siempre

que U es una vecindad del origen en X.
2. SiT es abierta entonces T es suprayectiva.

Demostracion. 1. Si T es abierta y U es una vecindad del origen en
X entonces T'[U] es una vecindad del origen en Y. Reciprocamente,
supongamos que T'[U] es una vecindad del origen en Y siempre que U
es una vecindad del origen en X. Sea U C X abierto y T'(z) € T[U]
con x € U. Como U — z es una vecindad del origen en X entonces
TU —z] = T[U] — T(z) es una vecindad del origen en Y, por lo que
T'[U] es una vecindad de T'(z) en Y. Luego, T es abierta.

2. Supongamos que T es abierta. Entonces T[X]| es una vecindad del
origen y, por tanto, un conjunto absorbente. Asi, dada y € Y existe
t > 0 tal que y € tT[X]. Como T[X] es un subespacio vectorial de Y
se sigue que y € T'[X], por lo que T[X]| =Y.
O

Teorema 4.3.2 (Aplicacién abierta). Sean X un F-espacio, Y un e.v.t. y
T € L(X,Y) una aplicacion lineal continua. Si T|X]| es de sequnda categoria
enY entonces T|X] =Y y T es abierta.

Demostracion. Por el segundo inciso del Lema 4.3.1, basta probar que T'

es abierta. Asi pues, sea U C X una vecindad del origen en X. Sean d
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una métrica completa invariante compatible con la topologia de X y r >0
tal que clx Bx(0,7) C U. Para cada n € N hagamos U,, = Bx(0,727").

Mostraremos que existe V' C Y una vecindad del 0 en Y tal que
V Ccly T[U,| CT|U].

Primero notemos que Us—Uy C Uy, pues si x,y € Us entonces d(z—1y,0) <
d(z,0)+d(y,0) < r271. Asi, el segundo inciso de la Proposicién 3.1.6 implica
que

cly T[Us] — cly T|Us] C cly (T[Us] — T[Us]) C cly T[U4].

Por otro lado, como Uz es abierto entonces X = | J, oy nUz (Proposicién 3.1.8)
y, por ende, T[X] = |J,,ey nT'[U2]. Puesto que T'[X] es de segunda categoria
en Y, se sigue que existe k € N tal que () # inty cly kT'[Us] = kinty cly T[Us].
Por lo tanto, inty cly T[Us] # 0. De esta manera, sean yp € Y y V C Y una
vecindad del origen en Y tales que yo + V' C cly T'[Us]. Como V es vecindad

del origen entonces
1% - V-V= (y() + V) - (yo + V) - Cly T[UQ] — Cly T[UQ] - Cly T[Ul].

Esta es la primera contencién que buscabamos.

Nétese que para toda n € N se cumple que Up41 — Upq1 C Uy, por lo
que el argumento anterior se puede usar para mostrar que cly T[U,] es una
vecindad del origen para toda n € N.

Ahora tomemos y; € cly T[U;] y elijamos inductivamente y,, € cly T[U,]
vy x, € U, de la siguiente manera. Supongamos que hemos elegido ¥, €
cly T[U,). Como cly T'[Uy,+1] es una vecindad del origen en Y, entonces
Yn — cly T[Uy+41] es una vecindad de y, en Y y, en consecuencia, T[U,] N
(yn — cly T[Up41]) # 0. Elijamos z,, € Uy, tal que T'(z,,) € yn — cly T[Up+1]
y hagamos yn4+1 := yn — T'(zy,), de forma que y,+1 € cly T[Up+1].

Dado que d es una métrica invariante, entonces para cualesquieran, m € N
tales que n > m se tiene que

n m n
d <Z$k,2xk> =d ( Z xk,0>
k=1

k=1 k=m+1

< ) d(ay,0)

k=m+1
n
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Por lo tanto, la serie x = > 72 | x), converge en X (pues (X, d) es completo).

Ademas,
d (Zxk,0> < ZrQ‘" =7
k=1 k=1

para toda n € N. Por lo tanto, > ;_, z; € B(0,r) para toda n € N. Luego,
x €clx B(0,r) CU.
Finalmente, veamos que T'(x) = y1. Como T(zy,) = yp — Yn+1 y T es

continua, entonces

[e.9] o
T(x) =) T(@n) =) Yo~ Yne1 =41 — M ynin.
n=1 n=1

Para ver que y, — 0, tomemos W una vecindad del origen en Y. Como
Y es regular, existe Wy una vecindad cerrada del origen en Y tal que
Wo C W1. Ademads, los conjuntos U,, forman una base local del origen en X
que es decreciente. La continuidad de T implica que existe ng € N tal que
T[U,] € W, para toda n > ng, por lo que cly T[U,] C Wy C W) para toda
n > ng. Puesto que y, € cly T[U,], se sigue que y, € W; para toda n > ny.
Luego, y, — 0 en Y. Esto prueba que cly T([U;] C T[clx B(0,7)] C T'[U].
De esta manera, hemos probado que V' C cly T'[U;] C T'[U], por lo que
T[U] es una vecindad del origen en Y. Por el Lema 4.3.1 se sigue que T es

una aplicacién abierta. ]

Como aplicacién de este teorema y del teorema de la categoria de Baire,
podemos formular una versién maés general del teorema del isomorfismo de

Banach que la presentada en el Capitulo 2.

Corolario 4.3.3. Sean X yY dos F-espacios y T € L(X,Y) una aplicacion

lineal continua. Si T es biyectiva entonces T es un homeomorfismo.

Una consecuencia interesante de este teorema, es que a un F-espacio no

se le pueden agregar mas abiertos sin que deje de ser un F-espacio.

Corolario 4.3.4. Sean X un espacio vectorial y T, T2 dos topologias que

hagan de X un F-espacio. Si 1 C 1o entonces 171 = To.

Demostracion. Basta aplicar el Corolario 4.3.3 a la aplicacién Id: (X, 72) —
(X7 7-1)' O
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4.4. Teorema de la grafica cerrada

Dado que el producto de dos espacios vectoriales topolégicos es un e.v.t.
y el producto de dos espacios topoldgicos completamente metrizables es
completamente metrizable entonces el producto de dos F-espacios es un
F-espacio. De esta manera, el teorema de la grafica cerrada se formula de

manera natural en la clase de los F-espacios.

Teorema 4.4.1 (Gréfica cerrada). Sean X y Y dos F-espacios, y T €
L(X,Y). Sila grdfica de T es cerrada en X XY entonces T es continua.

Demostracion. Sea G la grafica de Ty supongamos que G es cerrado en
X xY. Como T es lineal entonces G es un subespacio de X x Y. Como G es
cerrado y X X Y es un F-espacio, entonces G es un F-espacio. Consideremos
71, o las proyecciones de X x Y en X y Y, respectivamente. Notemos que
m: G — X es inyectiva, pues si mi(z1,T(x1)) = 71 (22, T(x2)) entonces
x1 = x9, por lo que (x1,T(x1)) = (x2,T(x2)). De esta manera, 7|c es
biyectiva, lineal y continua. Por el Corolario 4.3.3 se sigue que (771|G)71 es
continua. Notemos que 1 o (71]¢) " () = ma(z, T(x)) = T(z), por lo que

—1 . .
T =m0 (m|g) . En consecuencia, T es continua. O
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