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Resumen

En este trabajo se resuelve el problema de unificacién suave de controladores ho-
mogéneos para cadenas de integradores de orden uno, dos y tres, a partir de la in-
troduccion y el diseno de controladores “bi-homogéneos”. Dichos controladores al ser
homogéneos en el bi-limite provocan que el sistema en lazo cerrado sea a su vez ho-
mogéneo en el bi-limite asociado a dos grados de homogeneidad diferentes, con propie-
dades de estabilidad distintas. Para su construccién, se disefian inicialmente Funciones
de Lyapunov de Control Bi-homogéneas (F.L.C.BH) definidas a partir de la combi-
nacién lineal de dos Funciones de Lyapunov de Control Homogéneas (F.L.C.H) con
estructura preexistente. Dichas F.L.C.BH son empleadas para definir la estructura de
los dos controladores homogéneos con grado de homogeneidad diferente que en combi-
nacién lineal definiran al controlador bi-homogéneo; fijando en el proceso el intervalo
de grados de homogeneidad admisibles que pueden atribuirse al sistema en lazo cerrado
al emplear dicho controlador.

Finalmente se presentan simulaciones de todos los controladores bi-homogéneos
disefiados en este documento. Se muestra una comparacion grafica entre la dindmica
obtenida al emplear cada uno de ellos y la dindmica obtenida al utilizar los controladores
homogéneos con grado de homogeneidad diferente que componen a dichos controladores
bi-homogéneos.

VII






Notacion

La notacion que se usé a lo largo del trabajo fue la siguiente:

» {, } - Delimitadores de conjunto.

» V- “Para todos / Para cualquier / Para cada”.
» 3 - “Existe por lo menos uno (unos)”.

s < - “Menor que”.

= > - ““Mayor que”.

[ |
IN

- “’Menor o igual que”.

= > - “Mayor o igual que”.

» || - ||- Norma euclidiana de un vector.

» |- | - Valor absoluto de una funcién.

= g € A - El elemento a pertenece al conjunto A.

= A C B - El conjunto de elementos en A es un subconjunto de B.

» A\ B - El conjunto de elementos en A que no se encuentran en B.
= f: A— B - f es un mapeo del conjunto A a B.

= R - Conjunto de niimeros reales.

= R* - Conjunto de nimeros reales positivos.

= N - Conjunto de niimeros naturales.

= CP - Representa a la clase de funciones p veces continuamente diferenciables.

= 1 - Representa la primer derivada de x respecto al tiempo.
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2™ - Representa la “n-esima” derivada de x respecto al tiempo.
méx{.} y min{.} - Representa el maximo y minimo valor de una funcién.
VV (x) - Representa la diferencial 6 gradiente de la funcién escalar V(x).

LV (x) - Representa la derivada de Lie de la funcién escalar V(x) a lo largo del
campo vectorial f(x), es decir, (VV, f(z)).

A - Fin de algin teorema, definicién, corolario 6 lema.
M - Fin de prueba.

Sea # € R una variable real y n € R un ndmero real. [z]" = |z|" sign(x)
corresponde a la potencia signada de z a la n. Es asi como [z]° = sign(z),
Lig|" = njz[" 1y Liz|® = n[z]""!. Note finalmente que |z|?> = z? y que
[]"[2]™ = [z["T™ sign().









(Glosario

En este apartado se recopilan ciertas definiciones de términos utilizados a lo largo
de la tesis:

» Planta:[18] Hace referencia a cualquier equipo fisico o conjunto de partes de una
magquina, que trabajan en conjunto para realizar una tarea determinada. En este
documento (por simplicidad) se llamara asi a cualquier objeto fisico u abstracto
que vaya a controlarse.

» Sistema:[18] Es una combinacién de componentes que trabajan en conjunto para
lograr un cierto objetivo. En este trabajo de llamara asi a cualquier objeto fisico
u abstracto que vaya a controlarse.

» Sistema en Lazo Abierto:[18] Sistemas donde la salida no tiene efecto alguno en
la dindmica del mismo, por lo que dichos sistemas no pueden realizar ninguna
tarea encomendada.

» Sistema en Lazo Cerrado:[18] Sistemas donde la salida tiene efecto directo en la
dindmica del mismo, ya que se introduce una funcién de control que retroalimenta
el sistema.

» Controlador [14]: Algoritmo diseniado para atacar un problema de control especifi-
co referente a: estabilizacién, seguimiento de trayectorias, atenuacion o rechazo
de perturbaciones y combinaciones entre ellos.
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Capitulo 1

Introducciéon

1.1. Presentacion

El problema general a resolver dentro de esta tesis se conoce cominmente en la
literatura como: “problema de unificacién de controladores”, donde se busca disefiar una
ley de control unificada que modifica la dindmica del sistema recuperando y combinando
las propiedades de los controladores que la componen. Lo anterior surge, debido a que las
investigaciones que se han realizado a lo largo de los afios han dado lugar a controladores
cuyo objetivo recae de forma general en sélo una de estas dos grandes categorias:

= Controladores éptimos y robustos localmente.

= Controladores que garantizan estabilidad robusta de forma global.

Por otro lado, las leyes de control homogéneas presentan propiedades que recaen indi-
rectamente en alguna de ellas, pues le atribuyen al sistema en lazo cerrado un grado
de homogeneidad positivo, cero o negativo; que modifica la fuerza que cada una de
estas leyes de control presenta, variando dependiendo de que tan lejos o cerca estan las
trayectorias del punto de operacién. Haciendo énfasis en la fuerza que los controlado-
res homogéneos presentan cuando le otorgan al sistema en lazo cerrado un grado de
homogeneidad §:

= Negativo: La ley de control es fuerte cerca del origen y se vuelve més débil para
valores grandes en los estados.

= Positivo: La ley de control es débil cerca del origen pero se vuelve fuerte para
valores grandes en los estados.

Como consecuencia a lo anterior, se disena un controlador bi-homogéneo construido
a partir de la combinacién lineal de dos funciones de control homogéneas; mezclando
asi las propiedades que cada ley de control le proporciona al sistema en lazo cerrado:
estabilidad asintdtica o racional (6 > 0), estabilidad exponencial (§ = 0) y estabilidad
en tiempo finito (§ < 0); mejorando la respuesta general del sistema, evitando (en la
medida de lo posible) la pérdida de fuerza de la accién de control, estabilizando asi
eficientemente el punto de operacion del sistema de forma global.




1. INTRODUCCION

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo Principal

Resolver el problema de unificacién suave de controladores homogéneos para ca-
denas de integradores de orden uno, dos y tres, a partir del diseio de controladores
bi-homogéneos.

1.2.2. Objetivos Secundarios

= Disenar controladores homogéneos polinomiales que permitan estabilizar el origen
de una cadena de integradores de orden uno, dos y tres, basado en Funciones de
Lyapunov de Control Homogéneas (F.L.C.H).

» Disenar Funciones de Lyapunov de Control Bi-homogéneas (F.L.C.BH), para ca-
denas de integradores de orden uno, dos y tres, a partir de la combinacion lineal
de dos Funciones de Lyapunov de Control Homogéneas (F.L.C.H).

= Disenar controladores bi-homogéneos polinomiales y racionales, que permitan es-
tabilizar de forma global el origen de una cadena de integradores de orden uno, dos
y tres, basado en Funciones de Lyapunov de Control Bi-homogéneas (F.L.C.BH).

= Realizar simulaciones de los controladores bi-homogéneos polinomiales y raciona-
les disenados con anterioridad para

e Cadenas de integradores de orden 1.
e Cadenas de integradores de orden 2.

e Cadenas de integradores de orden 3.

1.3. Motivacion

En teoria de control dos problemas altamente estudiados en el drea son la estabi-
lizacién y el seguimiento de trayectorias. En estabilizacién, se pretende que el sistema
alcance un punto de operacion constante y en seguimiento de trayectorias, se desea im-
poner un comportamiento especifico en el sistema al modificar su punto de operacién
de forma variable.

Para lograr realizar cualquiera de estas dos tareas, inicialmente se debe modelar
mediante ecuaciones diferenciales de primer orden el comportamiento dindmico del
sistema fisico no lineal a estudiar, para posteriormente representarlo en variables de
estado, como lo enuncia Khalil [14] y muestra Wellstad [26], obteniendo

&= f(z) +g(x)v (1.1)
y = h(x),




1.3 Motivacién

donde x € R" representa los estados del sistema, u € R? corresponde a las senales de
entrada de la planta, y € R? presenta las senales de salida del sistema, f(z) corresponde
a la dindmica interna, g() representa los canales de entrada y h(z) presenta los canales
de salida de la planta.

Una vez modelado el sistema, se procede a disenar la ley de control que garantiza
el cumplimiento de cualquiera de los objetivos (ya antes mencionados); buscando ini-
cialmente representaciones equivalentes al modelo de la planta para incrementar asi la
cantidad de técnicas con las que pueda disenarse el controlador, seleccionando aquella
que cumpla mejor con el objetivo de control propuesto.

Es asi como, si (1.1) presenta un grado relativo bien definido, el sistema se puede
transformar a su representacién en la forma normal, presentada por Isidori [12, 13] y
Khalil [14], dada por

i = fo(n,€) (1:2)
&=&m, 1<i<p-1

£, = L'Joc(:v) + LgLfflh(a:)v

y=~&.

Si ademads, h(x) se selecciona de tal forma que la dindmica cero del sistema (7 =
fo(n,€)) sea de fase minima fuerte respecto a 1y sea entrada estados estable respecto
a &, el problema de estabilizacién global de la cascada (1.2) puede reducirse a bus-
car estabilizar el punto operacién del sistema (1.3), que se encuentra en la forma de
controlador y que corresponde a una cadena de integradores de orden p

=&, 1<i<p-1
€ = Lh(x) + Lyl h(x)v (1.3)
y=2~&.

(1.3) al poder ser linealizado por retroalimentacién, incrementa el conjunto de técni-
cas con las que se puede disenar el controlador, introduciendo con ellas el método de
disefio homogéneo que sobresale por ser robusto. Dicho método, a partir de la defini-
ciéon de una funcién de control homogénea, preserva la homogeneidad arbitraria § del
sistema en lazo abierto (L.A), para posteriormente fijar su valor en lazo cerrado (L.C),
definiendo asi el tipo de estabilidad global del punto de operacién del sistema, que
gracias a lo que postulan Bacciotti and Rosier [4], serd: asint6tica o racional si (6 > 0),
exponencial si (6 = 0) o en tiempo finito si (6 < 0). Cabe mencionar que la fuerza que
presentan este tipo de controladores se ve afectada dependiendo del grado de homoge-
neidad que inducen en el sistema en lazo cerrado. Aquellos controladores que fijan un
grado de homogeneidad positivo presentaran mayor fuerza para valores grandes en los
estados, pues la accién de control crece mas rapido que una funcién lineal del estado;
mientras que los controladores con grado de homogeneidad negativo presentaran mayor
fuerza para valores pequenos en los estados, pues la accién de control es més fuerte que
una funcién lineal para valores pequenos del estado.
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Por otro lado, Angel Mercado-Uribe and Moreno [28] y Hayashi and Nakamura [11]
en sus estudios, logran estabilizar en tiempo fijo dos sistemas descritos en la forma de
controlador empleando algoritmos de “swicheo”. Si bien, se observa en la bibliografia
que este tipo de algoritmos se utilizan para unificar distintas clases de controladores,
en este caso se orientan a inducir la conmutacién adecuada entre dos controladores
homogéneos con propiedades de estabilidad diferentes (estabilidad asintdtica o racio-
nal (0 > 0) y estabilidad en tiempo finito (6 < 0)), recuperando asi la propiedad de
convergencia en tiempo fijo. Para el desarrollo de esta tesis se toman los trabajos de
Angel Mercado-Uribe and Moreno [28] y Hayashi and Nakamura [11] como punto de
partida ya que representan las investigaciones mas cercanas a la unificacién de contro-
ladores homogéneos. Considerando sus resultados, se disena un método de diseno que
permite unificar dos controladores homogéneos (con distinto grado de homogeneidad
(6)) induciendo en el sistema en lazo cerrado propiedades de estabilidad diferentes. Es
importante mencionar que esta investigacion estd orientada en la unificacion “suave” de
los dos controladores homogéneos, por lo que en esta metodologia de diseno se evitan
definir sub-sistemas adicionales Teel and Kapoor [25] y Morin et al. [17], condiciones
de “swicheo” Angel Mercado-Uribe and Moreno [28], Hayashi and Nakamura [11] Teel
et al. [24] y Efimov [8], o dindmicas discretas Benabdallah and Hdidi [5], Pieur and
Praly [19] y Prieur and Teel [21]; siendo estas metodologias innecesariamente compli-
cadas o perjudiciales al poder producir comportamientos ciclicos problematicos cuando
se busca estabilizar el punto de operacién del sistema (1.3).

Considerando lo anterior, el problema de unificacién suave de controladores ho-
mogéneos para sistemas descritos en la forma de controlador, con grado relativo uno,
dos y tres, es resuelto utilizando tnicamente (de forma general) los dos controladores
homogéneos con grado de homogeneidad diferente que se desean unificar y las Funciones
de Lyapunov de Control Homogéneas (F.L.C.H) asociadas a éstos, donde cada una de
ellas garantiza la estabilidad del punto de operacién del sistema, cuando ambas funcio-
nes de control son introducidas en la planta de forma individual. Es asi como, a partir
de la metodologia propuesta por Andrieu and Prieur [2], se busca garantizar que la
combinacién lineal de dos F.L.C.H, satisfaga la definicién de una Funcién de Lyapunov
de Control (siendo este el problema mas grande a atacar al utilizar esta metodologia).
El controlador es construido a partir de la definicién de una Funcién de Lyapunov de
Control Bi-Homogénea (F.L.C.BH) (construida a partir de la combinacién lineal de
dos F.L.C.H), cuya derivada de Lie respecto al campo vectorial g(z) serd empleada
para disenar dos controladores homogéneos con distinto grado de homogeneidad que
en combinacion lineal definiran al controlador bi-homogéneo. Dicha funcién de control
al ser homogénea en el bi-limite provoca que el sistema en lazo cerrado sea homogéneo
en el bi-limite asociado a dos grados de homogeneidad distintos con propiedades de
estabilidad diferentes. La intencién de lo anterior se concentra en que estas propiedades
cooperen entre si, logrando sacar el maximo provecho de cada una de ellas, estabilizan-
do de forma global el punto de operacién del sistema (1.3), con grado relativo uno, dos
y tres.
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Cabe recalcar que aunque en este trabajo no se aborda el problema perturbado,
éste puede ser estudiado y justifica la nocién de la nomenclatura “local” y “no local”
que aparece a lo largo de la tesis. Esto es, en presencia de perturbaciones o incerti-
dumbres Lipschitz globales, las propiedades de estabilidad que presentan los sistemas
homogéneos adquieren un caracter “local” o “no local” dependiendo de si el grado de
homogeneidad del sistema en L.C () presenta valores positivos o negativos. Es por
ésto que (bajo éste contexto), si § < 0 el controlador homogéneo logrard unicamente
estabilidad “local” en tiempo finito, mientras que si 6 > 0 el controlador homogéneo
solo logrard atraer las trayectorias lejanas cerca del origen, sin poder garantizar es-
tabilidad local, asegurando tinicamente acotamiento final y uniforme (“estabilidad no
local”). A partir de lo anterior, se asevera que la combinacién adecuada de los dos con-
troladores homogéneos permite garantizar la estabilidad “global” de las trayectorias del
sistema (1.3) (similar al caso no perturbado), llevando las mismas al origen en tiempo
fijo (cuando el canal de control presenta perturbaciones o incertidumbres que crecen
linealmente en el estado).

1.4. Contribuciones

En el presente trabajo se resuelve el problema de unificacién suave de controladores
homogéneos para cadenas de integradores de orden uno, dos y tres, a partir de la
definicién de dos controladores bi-homogéneos: producto de la combinacién lineal de dos
controladores homogéneos con estructura preexistente. Se muestra el disefio de distintas
Funciones de Lyapunov de Control Bi-homogéneas: producto de la combinacion lineal
de dos Funciones de Lyapunov de Control Homogéneas; empleadas para disefiar los
dos controladores bi-homogéneos. Como consecuencia a los logros conseguidos en este
trabajo, se obtienen resultados similares a los obtenidos por Angel Mercado-Uribe and
Moreno [28] y Hayashi and Nakamura [11] para cadenas de integradores de orden uno y
dos, pues a partir de este algoritmo de unificaciéon suave de controladores homogéneos
se logran estabilizar dichos sistemas en tiempo fijo.

1.5. Estructura de la tesis

Este trabajo estd dividido en 5 Capitulos.
El Capitulo 2 presenta conceptos fundamentales para el correcto entendimiento de los
resultados plasmados en esta tesis. Dicho capitulo comienza con conceptos basicos re-
lacionados con Estabilidad en Sentido de Lyapunov, Funcién de Lyapunov (F.L) y
Funcién de Lyapunov de Control (F.L.C). Posteriormente, se dan a conocer definicio-
nes importantes relacionadas con homogeneidad clasica y ponderada para funciones y
campos vectoriales, seguido de conceptos asociados a aproximacién homogénea en el
bi-limite, como lo son las definiciones de: homogeneidad en el limite-0 y homogenei-
dad en el limite-co para funciones y campos vectoriales. Finalmente, se da a conocer
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la estructura de las funciones bi-homogéneas que se reportan a lo largo de la tesis,
ademas de dar a conocer propiedades fundamentales propias de funciones de Lyapunov
homogéneas que dan la pauta para introducir el concepto de convergencia en tiempo
fijo y ciertas desigualdades de gran interés ampliamente utilizadas a lo largo de este
documento.

En los Capitulos 3 y 4 se presenta el planteamiento del problema generalizado, para
posteriormente dar a conocer la contribucién real de esta tesis relacionada con la de-
finicién de los controladores bi-homogéneos para las cadenas de integradores de orden
uno, dos y tres.

En el Capitulo 5 se presentan las simulaciones de los controladores definidos en el dos
capitulos anteriores.

En el Capitulo 6 se concluye y se enuncian trabajos futuros que podrian realizarse a
partir de los resultados plasmados en esta tesis.




Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Estabilidad en el Sentido de Lyapunov
Considere el sistema auténomo

= f(x), (2.1)

donde f : D — R™ es un mapeo continuo de un dominio D C R” en R™. Suponga
ademds que T es un punto de equilibrio del sistema (2.1), es decir, que f(Z) = 0. Sin
pérdida de generalidad siempre es posible realizar un cambio de coordenadas para mover
dicho punto de equilibrio al origen del sistema. Enunciando por simplicidad todas las
definiciones y teoremas que aparecen en este capitulo para el caso en el que el punto
de equilibrio se encuentra en el origen del sistema (2.1), es decir, cuando & = 0.

Analizando la estabilidad del origen del sistema (2.1), asumiendo que f(x) siempre
satisface f(0) = 0, se obtiene lo siguiente

Definicién 2.1. [14] El punto de equilibrio x = 0 de (2.1) es

= Fstable en el sentido de Lyapunov si, para cualquier € > 0, existe un valor de

d=10(e) >0, tal que
lzO)ll <0 = |lz@®)]] <€Vt =0.

» [nestable, si no es estable.

» Asintoticamente estable, si es estable y & puede ser escogido de tal forma que

|z(0)]| <6 = tligloa:(t):(). A
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Es decir, el origen del sistema (2.1) es estable en el sentido de Lyapunov, si existe
una funcién ¢ : RT — RT tal que para toda condicién inicial z(0) contenida dentro de
una bola de radio § = d(e) > 0, la trayectoria solucién esté contenida dentro de la bola
de radio ¢ > 0, para todo tiempo futuro. Si no sucede ésto, el punto de equilibrio es
inestable. Y si las trayectorias del sistema que inician suficientemente cerca convergen
al origen cuando el tiempo t — co, el origen es asintéticamente estable.

Por otro lado, demostrar el tipo de estabilidad que presenta el origen de (2.1) a
partir de la definicién anterior, por lo general no es posible, pues no es facil encontrar
la funcién 6(e) que satisface dicha definicién. Debido a lo anterior y por simplicidad,
Lyapunov propuso el siguiente teorema para facilitar el trabajo:

Teorema 2.1. [1/] Sea x = 0 un punto de equilibrio de (2.1) y D C R™ un dominio

que contiene a x = 0. Sea V: D — R una funcion continuamente diferenciable, tal que

V0)=0 y V(z)>0 en D)\{0} (2.2)
V(z) = a‘gf) f(z)<0 en D, (2.3)

entonces T = 0 es estable. Ademds, si

V(z) <0 en D\{0} (2.4)

entonces ¥ = 0 es asintoticamente estable. A\

El Teorema 2.1 permite concluir el tipo de estabilidad que presenta el origen del
sistema (2.1) a partir de una funcién de energia conocida como funcién de Lyapunov
que dependiendo del signo de su derivada a lo largo de las trayectorias del sistema
V(z) = L;V(2) permite concluir: estabilidad (si V(x) < 0) o estabilidad asintética (si
V(z) < 0), del punto de equilibrio. Es importante hacer notar que la funcién V (z) no
se relaciona con el sistema en un inicio de ninguna forma, por lo que su definicion se
realiza de forma independiente vinculdndose con la planta hasta que se calcula V(ac)
Cabe mencionar que V(z) deja de ser una candidata a funcién de Lyapunov y se
convierte en una funcién de Lyapunov para el sistema (2.1) hasta que V(:L') permite
concluir algin tipo de estabilidad por medio de su signo.

Por dltimo, es importante hacer notar que el Teorema 2.1 estd basado en un concepto
de energia. Los puntos de “energia’ constante {x € R"|V(z) = ¢} para algin ¢ > 0
son curvas de nivel de V(z) y son cerradas y acotadas para ¢ pequefios. Si V(z) < 0
(V(x) < 0) las trayectorias se mueven hacia valores de energfa menores (o iguales) y
convergen eventualmente al valor minimo de energia V' (0).




2.2 Funcién de Lyapunov de Control (F.L.C)

2.2. Funcién de Lyapunov de Control (F.L.C)

Se introduce un concepto complementario al descrito por el Teorema 2.1 donde
se contempla la aplicacién de una funcién control en el sistema (2.1). Dicho concepto
busca garantizar la estabilidad previa del sistema (2.5) en lazo abierto para aquellos
valores de x en donde la accion de control deja de incidir, lo cual posteriormente ayuda
a garantizar, mediante el Teorema 2.1, la estabilidad en lazo cerrado del sistema (2.5).

Definicién 2.2. Una funcién V(z), continuamente diferenciable y positiva definida,

es una Funcion de Lyapunov de Control para el sistema

&= f(z)+g(z)u (2.5)
L,V (z) = 8g;$)g(x) =0, para algin x € D\ {0}, = L;V(z) = 81{;;x)f(x) <0. A
(2.6)

Definicién 2.3. (Teorema de Arstein) El origen x = 0 del sistema (2.5) con f(0) =
0 es Globalmente Asintéticamente Estabilizable por una ley de control retroalimentado

u = ¢(x), continua en todas partes excepto posiblemente en x = 0, si y solo si posee

una F.L.C.

2.3. Homogeneidad

2.3.1. Homogeneidad Clasica
2.3.1.1. Homogeneidad de Funciones

Definicién 2.4. [16] Sean n, m dos enteros positivos. La funcion f : R" — R™ es

homogénea de grado 6 € R si Y\ > 0:

fOx)=Xf(x). A (2.7)
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2.3.1.2. Homogeneidad de Campos Vectoriales

Definicién 2.5. [16] Sea n un entero positivo. El campo vectorial f : R™ — R" es

homogéneo de grado 6 € R si Y\ > 0:

fOx) =N f(x). A (2.8)

El flujo (solucion) asociado al campo vectorial f(z) de la ecuacion diferencial & = f(x)
esta denotado por la funcion ¢(x,t).

St A >0, la homogeneidad del flujo se define como
fOx)=Xf(z) = ot )= N, z). A (2.9)

2.3.2. Homogeneidad Ponderada (Cuasi-homogeneidad)

Sean
» 7= (r1,...,7) un vector de pesos generalizado con r; > 0.
» Ayz = A () 2), el operador de dilatacién del grupo Rt \ {0} en R dado por

A REN{O} xR — R"
AN x)  — diag{\"}z,

con A > 0.

2.3.2.1. Homogeneidad de Funciones

Definicién 2.6. [//[16] Sean n, m dos enteros positivos. La funcion f : R™ — R™ es

r-homogénea de grado § € R si VA > 0
f(Ayz) = N f(x) A (2.10)
» Homogeneidad cldsica = Homogeneidad ponderada conr = (r1,...,m,) = (1,...,1).

» Si f(z) es r-homogénea de grado &, entonces es (ra)-homogénea de grado (dov)

para cualquier o > 0.

10
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2.3.2.2. Homogeneidad de Campos Vectoriales

Definicién 2.7. [//[16] Sea n un entero positivo. El campo vectorial f : R — R" es
homogéneo de grado 6 € R si Y\ > 0:

F(Apz) = MA, f(z). A (2.11)

El flujo (solucion) asociado al campo vectorial f(z) de la ecuacion diferencial & = f(z)
estd denotado por la funcion ¢(x,t).

Si A >0, la r-homogeneidad del flujo se define como
F(Az) = NN f(z) = o, Avz) = ANt z). A (2.12)

2.3.3. Aproximacion Homogénea
2.3.3.1. Homogeneidad en el Limite-0

Definicién 2.8. [1] Una funcion ¢ : R™ — R se dice que es homogénea en el limite-0,
asociada al triplete (ro,do, ¢o), donde ro € (RT\ {0})" es el vector de pesos, dy € R
es el grado de homogeneidad y ¢g : R™ — R es la funcion de aproximacion, si ¢ es
continua, ¢y es continua y no es idénticamente cero y, para cada conjunto compacto
C e R"\ {0} y cada € > 0, existe \g de tal forma que

max p(\"°z)
zeC Ado

—¢o(x)| <€, A€ (0,N]. A (2.13)

Una campo vectorial f =1, fiﬁixi se dice homogéneo en el limite-0, asociado al
triplete (ro, 00, fo), donde o € (RT\ {0})" es el vector de pesos, 09 € R es el grado
de homogeneidad y fo : Y iy fo,z‘a%i es el campo vectorial de aproximacion, si, para
cada i € {1,...,n}, 90+ ro; > 0 y la funcion f; es homogénea en el limite-0 asociada

al triplete (ro, 00 + 70,i, fo,i). O

11
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2.3.3.2. Homogeneidad en el Limite-co

Definicién 2.9. [1] Una funcién ¢ : R™ — R se dice que es homogénea en el limite-
00, asociada al triplete (Too, doo, Poo), donde ro € (RT\ {0})" es el vector de pesos,
dso € R es el grado de homogeneidad y ¢oo : R® — R es la funcion de aprozimacion,
st ¢ es continua, ¢oo €S continua y no es idénticamente cero y, para cada conjunto
compacto C € R™\ {0} y cada € > 0, eziste Ay de tal forma que

max 7¢()\Toox)

X | T —do(T)| <€, A A A (2.14)

Una campo vectorial f = Y ., fia%i se dice homogéneo en el limite-oo, asociado
al triplete (Too, 0oo, foo), donde Too € (RT\ {0})" es el vector de pesos, Voo € RT es el
grado de homogeneidad y foo = > 14 f0<>7i8%i es el campo vectorial de aprorimacion, si,
para cada i € {1,...,n}, Voo + Too,i > 0 y la funcidn f; es homogénea en el limite-o0o

asociada al triplete (roo, 900 + Toosis fooi)- O

2.3.3.3. Homogeneidad en Bi-limite

Definicién 2.10. [1] Una funcion ¢ : R™ — R (o0 un campo vectorial f : R™ — R")
se dice que es homogéneo en el bi-limite si es homogéneo en el limite-0 y es homogéneo

en el limite-oo. /\

Observacién 2.1. [1] Si una funcion ¢ (respectivamente un campo vectorial f) es
homogéneo en el bi-limite, entonces la funcion de aprozimacion ¢g 0 ¢oo (Tesp. el campo
vectorial de aproximacion fo o fo) €s homogéneo en el sentido estandar (con los mismos

pesos y el mismo grado de homogeneidad).

2.3.3.4. Bi-homogeneidad de Funciones

A lo largo de esta tesis se utilizard una forma muy particular de construir funciones
homogéneas en el bi-limite (funciones bi-homogéneas), cuya estructura estara dada por

Propiedad 2.1. Sean ¢, : R" — R™ y ¢ : R™ — R™ dos funciones r-homogéneas con

un distinto vector de pesos 1o = (T1,y.sTn,) Y Too = (T1y ey Tnay), € tgual o distinto

12
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grado de homogeneidad 6, Y 0o (POT SUPOSICION doe > 0o); la combinacion lineal de
ambas funciones define una funcion bi-homogénea ¢ : R™ — R, al ser homogénea en
el bi-limite, asociada a los tripletes: (14,00, o) en el limite — 0 y (T'oo, 0o, Poo) €n €l

limite — oco.

2.3.4. Funciones de Lyapunov Homogéneas

Teorema 2.2. [4] Sea f un campo vectorial en R™, tal que el origen dicho sistema
es un punto de equilibrio localmente asintéticamente estable. Asumiendo que f es r-
homogénea de grado § para alguna r € RT. Entonces, para cualquier p € N* ym > p -
méx;{r;}, existe una funcion de Lyapunov estricta V (z) para (2.1), que es r-homogénea
de grado m y de clase CP. La cual como consecuencia directa presenta a, V = (VV, )

como una funcion r-homogénea de grado m + 6. A

Corolario 2.1. [}][16] Sea f un campo vectorial en R™, continuo y r-homogéneo de

grado § para algin vector de pesos r con origen asintoticamente estable.

= 5160 > 0, entonces existen constantes My, Mo > 0 tal que, para cualquier trayec-

toria z(t) de (2.1), y para toda t > 0, se satisface

Mi(1+ (|2 (O3 ,8) 75 [[2(0)]lrp < N2 ()llrp < Ma(1+ [[2(0)]12 )75 [|2(0) I,
(2.15)

por lo que el origen del sistema x = 0 es racionalmente estable.

= 510 =0, entonces existen constantes My, Ms y D > 0 tales que

My exp(=D)|[z(0)[|rp < [[x(®)]|rp < M2 exp(=Dt)[|2(0)

rps VE>0, (2.16)
se satisface, por lo que el origen del sistema es exponencialmente estable.

= Si§ <0, entonces el origen del sistema es estable en tiempo finito. A

Es importante recalcar que los sistemas lineales asintéticamente estables poseen
una funcién de Lyapunov estricta cuadratica de orden m = 2, pues dichos sistemas por
naturaleza son homogéneos de grado § = 1.

13
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2.3.4.1. Estabilidad en Tiempo Fijo

La combinacién apropiada de dos controladores homogéneos con grado de homo-
geneidad diferente conlleva a la obtenciéon de un controlador que logra extender el
concepto de estabilidad en tiempo finito al recuperar la siguiente propiedad

Definicién 2.11. [7/[20][3] El origen x = 0 del sistema (2.5) es estable en tiempo fijo

st el tiempo de convergencia T de dicho sistema hacia el origen esta uniformemente

acotado independiente a cualquier condicion inicial dada.

2.4. Desigualdades Importantes de Homogeneidad

Lema 2.1. [9]/ Seana >0,b>0,¢ >0, p > 1y q > 1 ndmeros reales, con % +% =1,
la siguiente desigualdad siempre se cumple
p ba
ab < EARPT LA (2.17)
p q
Lema 2.2. [1] Seann : R" — R y~v: R" — Ry dos funciones r-homogéneas continuas,

con el mismo vector de pesos r = (11, ...,Ty) y grado de homogeneidad m, con y(x) > 0,

de tal forma que se cumple

{z e R"\ {0} : v(x) =0} C {z € R"\ {0} : n(z) < 0}, (2.18)

entonces, existe un nimero real \* tal que, para toda A > X*, toda x € R™\ {0} y algin
c >0, se cumple
n(z) = My(z) < —cllzf|[}. A

Cabe recalcar que el lema anterior sélo es védlido para funciones homogéneas conti-
nuas, por lo que se presenta la extensién de dicho resultado para funciones homogéneas
discontinuas.

14
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Lema 2.3. [6] Seann : R" — R y~v: R™ — Ry dos funciones r-homogéneas semiconti-
nuas por debajo (o por arriba) uni-valuadas, con el mismo vector de pesos T = (r1,...,Ty)
y grado de homogeneidad m. Suponga ademds que y(z) > 0 (o y(z) < 0) en R™. Si
n(xz) > 0 (o n(x) < 0) para toda x # 0 y y(x) = 0 en dichos valores de x, entonces
existe una constante \* € R y una constante ¢ > 0 tal que para toda A > \* y para toda

x € R™\ {0}, se satisface

n(x) = My(x) = cf|z]|]7, (2.19)

(n(x) = M(@) < —cflz][;,). D (2.20)
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Capitulo 3
Controladores Bi-Homogéneos

Sistemas de Orden 1 y 2

En este capitulo se presentan parte de los resultados principales de la tesis, lo cual
corresponde al disefio de controladores bi-homogéneos para cadenas de integradores
de orden uno y dos, con grados de homogeneidad admisibles que presentan valores
entre 1 > & > —1. Para ello, se introduce en un inicio el planteamiento del problema
generalizado, donde se da a conocer el objetivo de control y las caracteristicas generales
de los sistemas que se van a controlar.

Posteriormente se divide el capitulo en dos secciones diferentes. En cada una éstas,
se introduce el diseno de control homogéneo para cada cadena de integradores, lo cual
posteriormente ayuda a realizar el diseio de su respectivo controlador bi-homogéneo.

3.1. Planteamiento del Problema

Sea el sistema a analizar un sistema SISO afin a la entrada de la forma

z2=w(z)+b(z)v (3.1)
o= h(z)

donde z € R™ corresponde a los estados del sistema, v € R representa la variable de
control y o € R es la variable de salida. Asi mismo, sea w(z) : D — R™ un mapeo que
representa la dindmica interna, b(z) : D — RP un mapeo que corresponde a los canales
de entrada y h(z) : D — R™ un mapeo que representa los canales de salida, siendo las
tres funciones suficientemente suaves en un dominio D C R".

Si se supone que la seleccién de la salida del sistema (3.1) se realiza de tal forma que
su grado relativo p € ¥ = {1, 2, 3} esté bien definido. Dicho sistema puede transformarse
mediante un difeomorfismo a su representacién en la forma normal, como lo enuncian
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Isidori [12, 13] y Khalil [14], dado por

0= fo(n,) (3:2)
&=y, 1<i<p-1

& = Lh(2) + LyL ™ h(z)v

yzgla

compuesto por una cadena de integradores de orden p cuya dindmica depende direc-
tamente de la variable de estado &; presentando adicionalmente, de forma explicita, la
dindmica cero del sistema representada por la funcién fo(n,&).

Ademas, supdngase que la salida del sistema (3.2) se selecciona de tal forma que
su dindmica cero sea de fase minima fuerte, es decir que sea asintéticamente estable
respecto a 7 y sea entrada estados estable respecto a £. El problema de estabilizacién
global del sistema en cascada (3.2) puede reducirse a estabilizar el origen del sistema
(3.3) que se encuentra en la forma de controlador

§i=&s1, 1<i<p-1 (3.3)

& = Lih(2) + LgL?flh(z)v.

Con el objetivo de realizar un andlisis mas generalizado, se re-plantea el problema
para que el sistema (3.3) realice seguimiento de trayectorias; suponiendo que se desea
que la salida del sistema siga la senal de referencia r(t), considerando ademds, que ésta
y sus derivadas r#)(t) son acotadas y que se dispone de ellas en linea (utilizando por
ejemplo el “Diferenciador robusto y exacto de orden arbitrario” reportado por Shtessel
et al. [23]). Es asi como, introduciendo el cambio de variables

r(t) & —r(t)
Rity= | : |, e(t)= : = £(t) — R(t), (3.4)

re(t) & —rP7H(t)

se reescribe el sistema (3.3) en términos del error de seguimiento, en la forma
éi:ei+17 1§i§p—1 (3.5)
€y, = L;h(z) + Lng_lh(z)v —rP(t),

para posteriormente aplicar la funcién de control v = ——L—— | —LAh(2) + rP(t) + u] ,
LgLf™ h(z) !

buscando compensar las funciones (conocidas) que aparecen en el tdltimo canal del
sistema (3.5), logrando obtener el sistema reducido

éi:eH_l, 1§i§p—1 (3.6)

€p = U.

18
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Renombrado por conveniencia las variables del sistema (3.6), se ataca el problema
de estabilizacion global del sistema

SC'Z':$Z'+1, 1§Z§p*1 (37)

Ty, =u,

con grado relativo p € ¥ = {1, 2, 3}. Para ello se introduce una nueva familia controla-
dores llamados “bi-homogéneos” que complementan suavemente entre si las propiedades
que le proporcionan al sistema en lazo cerrado dos controladores homogéneos con gra-
dos de homogeneidad ¢ diferentes. Dicha familia de controladores se disenia a partir
de la definiciéon previa de dos Funciones de Lyapunov de Control Homogéneas que en
combinacién lineal definen una Funciéon de Lyapunov de Control Bi-homogénea. La
derivada de Lie de dicha F.L.C.BH respecto al campo vectorial g(x) serd empleada pa-
ra disenar dos controladores homogéneos con grados de homogeneidad diferentes, que
en combinacién lineal definirdan al controlador bi-homogéneo. Dicho controlador al ser
homogéneo en el bi-limite provoca que el sistema (3.7) en lazo cerrado sea a su vez
homogéneo en el bi-limite asociado a dos grados de homogeneidad diferentes d, v 6o
con propiedades de estabilidad distintas. La intencién de lo anterior se concentra en
que estas propiedades cooperen entre si, logrando sacar el maximo provecho de cada
una de ellas, resolviendo de esta forma el problema de unificacion suave de controlado-
res homogéneos para sistemas descritos en la forma de controlador con grado relativo
peVv=1{1,23}

3.2. Controlador Bi-Homogéneo - Sistema de Orden 1

3.2.1. Homogeneidad del Sistema

Sea (3.7) el sistema a analizar con p = 1, es decir, sea el sistema a estudiar una
cadena de integradores de orden uno

i =u. (3.8)

Considerando al control u como variable adicional con peso de homogeneidad rs, la
homogeneidad en lazo cerrado del sistema (3.8) se obtiene a partir de

F(Az) = XA f(z) =  flAx)=[\2u]=X[N1u] = rm=304+r >0, (3.9)
donde si se fija r; = 1, se restringen los parametros ro y § de la forma

ro=1+06>0 — §>-1. (3.10)
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3.2.2. Diseno de Control Homogéneo

3.2.2.1. Funcién de Lyapunov de Control Homogénea
A partir de [6], se propone como candidata a F.L.C Homogénea la funcién
1 m
V(z) =~v—|z|m, 3.11
() = 7y 2Jal (3.11)
con v > 0; la cual considerando (3.10), se puede reescribir como

V(@) = Lla|™ (3.12)

Dicha funcién es homogénea de grado m, positiva definida Vy > 0, radialmente no
acotada y continuamente diferenciable, si

m > 1. (3.13)

Teorema 3.1. (3.12) es una F.L.C Homogénea para el sistema (3.8), ya que satisface

la Definicion 2.2, es decir cumple
Sy £ {z* e R\ {0}|L,V(z*) =0} C S £ {z* € R\ {0}|L;V(z*) < 0} (3.14)
)
{LgV(z*) =0Nna* #0} = LV (2z") <0. A

Prueba 3.1. Tomando la derivada de (3.12) a lo largo de las trayectorias del sistema
(3.8), se obtiene
V(z) = L;V(2) 4+ LV ()u,

donde
LiV(z)=0 , (3.15)

L,V (z) =~[z|™ . (3.16)

Verificando (3.14), despejando z* de (3.16), calculando los puntos donde L,V =0,

se tiene

z* =0, (3.17)

lo cual cumple (3.14) ya que #{z* € R\ {0}|L,V (2*) = 0}, demostrando que V(z) es

una F.L.C Homogénea para el sistema (3.8). H
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3.2.2.2. Controlador Homogéneo

Analizando la homogeneidad de (3.15) y (3.16) para definir la funcién de control
homogénea que estabilizard el origen del sistema (3.8), recordando que r; = 1, se tiene

LV(z)=A"-0,

L,V (x) =~y[Ax] m—1
= X" a1,

por lo que L;V (x) es homogéneo de gradon € Ry L,V (x) es homogéneo de grado m—1.

Considerando el grado de homogeneidad de L,V (x) y recordando (3.10), se disena
un controlador homogéneo u = ¢(x) de grado ro = 1 + 4§, definido como

146 1+6

$(x) = —k[LgV (x)] =1 = —k[y[z|" "=, (3.18)

Teorema 3.2. (3.12) es una F.L Homogénea para el sistema (3.8) en lazo cerrado

aplicada la ley de control (3.18), ya que satisface el Teorema 2.1, es decir cumple
V =L;V(x)+ L,V(2)p(x) <0, Vr#0. A (3.19)

Corolario 3.1. El controlador homogéneo (3.18) estabiliza asintéticamente, exponen-
cialmente o en tiempo finito el origen del sistema (3.8), dependiendo del valor de ¢, al

satisfacer el Corolario 2.1. A\
Prueba 3.2. Verificando (3.19), se reescribe V(x, ¢) como

— kLyV (2)[LyV ()] m T
—k%V(»mlALv<>

V(x,¢) =LV (x)
=LV (z)

— LV (x) = K| L,V (@)1 YLV ()
(z) -

=LV (z) — k|L,V (z)] 71,

por lo que finalmente se obtiene

m+6

Vi, 0) = 0 — kly[z]™ [t = —kymot |2+ < 0, (3.20)

que permite garantizar que V(m, ®) < 0, concluyendo asi que V(z) es una Funcién de

Lyapunov Homogénea para el sistema en lazo cerrado aplicado el controlador (3.18). B
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3.2.3. Diseno de Control Bi-Homogéneo

3.2.3.1. Funcién de Lyapunov de Control Bi-Homogénea

Se propone como candidata a F.L.C. Bi-homogénea la funcién
V(z) = paVo(z) + ppVoo (), (3.21)

con g >0, up >0y pa¥e + BYeo > 0. Donde V, () y Voo () son F.L.C Homogéneas
de la forma (3.12), con pardmetros
(605 105720, mo) = (50, L1+ 507 nl)
(5007 T1loos 72005 moo) = (5067 1,1+ 0s, 7”)
por (3.10), donde se define a m = m, = ms > 1 para poder encontrar una solucién

explicita de la ecuacion Ly V (2*) = 0 respecto a 2* (contemplando (3.13)), considerando
a su vez a 0, > J, > —1 por suposicién (contemplando (3.10)).

Teorema 3.3. (3.21) es una F.L.C Bi-Homogénea para el sistema (3.8), ya que satis-
face la Definicion 2.2, es decir cumple
V{ 2" £ 0| palyVo + ppLlyVeo =0} =  V(2*) = paLlVo+ ppLliVee <0. A

~~

L,V (z*)=0 LyV(x*)

(3.22)

Prueba 3.3. Analizando la homogeneidad de (3.21), suponiendo (por simplicidad) que

Moo > My, recordando que V,(x) y Voo(x) presentan a r;, = ri = 1, se tiene

Vi(z) = paVyo(z) + upVoo(x)

= /I,AE‘)\IEl‘mO + /LB&]/\xllm‘”
me m

[e'S)
m Yo m m Yoo m
e (T I e ST B
me Moo
r1,-Homogéneo de grado m, 1oo-Homogéneo de grado moo

lo cual permite garantizar que V(x) =~ V,(x) en una vecindad cercana a ceroy V(x) ~
Voo () en una vecindad cercana a infinito, ya que V,(z) presenta potencias mas pequenas
que Voo(z). Es asi como se demuestra que V(z) es una funcién bi-homogénea de grado

Mo/ Moo
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Definiendo a m = m, = ms > 1, tomando la derivada de (3.21) a lo largo de las
trayectorias del sistema (3.8), se tiene
V(m) = /lAV;)(l') + MBVOOQJ)

V(z) = pa(LVo(x) + LyVo(z)u) + (L Voo () + LyVao(x)u)

V(2) = (naLsVo(a) + ppLsVoo(2)) + (1aLyVo() + pup Ly Vo (@) u, (3.23)
LyV(z) LgV ()
con
LyV(z) =0, (3.24)
LV (x) = (1a%o + 11B7Ye0) [2]™ 1. (3.25)

Calculando los valores de z* donde Ly V (z*) = 0, se obtiene

(HaYo + 1BYso) [2*]™ 71 =10
2 = 0. (3.26)

Por lo tanto se concluye que V' es una F.L.C Bi-Homogénea para el sistema (3.8), ya
que #{z* € R\ {0}|L,V(z*) = 0}, lo cual permite garantizar que (3.22) siempre se

satisface.ll

3.2.3.2. Controladores Bi-Homogéneos Polinomiales y Racionales

A partir de los controladores homogéneos diseniados por Cruz-Zavala and Moreno
[6], se definen dos clases de controladores bi-homogéneos diferentes

1

+do 14600
¢p(x) = — ko | LgV (x)| "7 — koo[LyV ()| ™7 = Controlador Polinomial, (3.27)

Control Local Control No Local

LyV () LyV (x)

M,(x) * Moo ()

Control Local  Control No Local

or(x) = — ko = Controlador Racional, (3.28)

donde, k, > 0y koo > 0. M,(x) es una funcién positiva definida, continua y r,-
homogénea de grado dp;, = m — 0, — 2 y Ms () es una funcién positiva definida,
continua y ro-homogénea de grado dp;, = m — 0o — 2.
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Observacién 3.1. Las funciones de control (3.27) y (3.28), y sus respectivos siste-

mas en lazo cerrado resultantes, son homogéneos en el bi-limite ya que satisfacen la

Definicion 2.10.

Observacion 3.2. Si se aplica el controlador (3.27) en el sistema (3.8), se puede
recuperar un

Controlador Local Homogéneo Polinomsial de grado 6 =1+ 9,

St keo =0 y up =0, obteniendo

1+6O 1+d()

= —k, {LQV(:E)J m-l — _k_ [/J,A'yo {xJ m_lJ et (3.29)

que es homogéneo de grado J, (en lazo cerrado).
Controlador No Local Homogéneo Polinomial de grado § =1+ d
Si ko =0y pa =0, obteniendo

14600 1+000

T = —koo [LgV(;U)J m=l = k. LLB%O {xJ mflJ mot (3.30)

que es homogéneo de grado 6~ (en lazo cerrado).

Observacion 3.3. Si se aplica el controlador (3.28) en el sistema (3.8), se puede
recuperar un

Controlador Local Homogéneo Racional de grado § =1+ 4,

Si koo =0 y up = 0, obteniendo

P LyV(z) | Ba%e [azjmfl
TR A

que es homogéneo de grado 6, (en lazo cerrado).
Controlador No Local Homogéneo Racional de grado 6 =1+ 0
Si ko =0y pa =0, obteniendo

T =—koo

LV ., [usree]s]"
o [

que es homogéneo de grado 6 (en lazo cerrado).
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Teorema 3.4. (3.21) es una F.L Bi-Homogénea para el sistema (3.8) en lazo cerrado

aplicada la funcion de control (3.27), ya que satisface el Teorema 2.1, es decir cumple

. m—+d5o m+3§

V(z,¢p) = LiV(x) — ko|LgV (x)] m1 — koo|LyV ()| 71 <0, VYz#0. A (3.33)

Corolario 3.2. 5i se selecciona 6, < 0 y 0 > 0, el controlador bi-homogéneo polino-
mial (3.27) estabilizard el origen del sistema (3.8) en tiempo fijo. /A

Prueba 3.4. Verificando (3.33), se obtiene la expresién

m+do m—+J5oo

m—1 m—1
e G0+ 7))

m—1 m—1

V(.%', (/)P) = —ko

(1140 + 11BYoo) []

m+do

= - [ko (/JA’YO + MB’YOO) m=1

m+9Jdoo

x’f?l+6o 4 koo (MA’YO"‘,UB’YOO) 1 |x’m+6oo:| < 07

(3.34)
que permite demostrar que V' (z) es una F.L Bi-Homogénea para el sistema (3.8) en lazo
cerrado aplicado el controlador (3.27), logrando garantizar a su vez que dicha funcién
de control polinomal al ser homogénea en el bi-limite lleva las trayectorias del sistema

(3.8) al origen en tiempo fijo (si se seleccionan ¢, < 0y doo > 0). B

Teorema 3.5. (3.21) es una F.L Bi-Homogénea para el sistema (3.8) en lazo cerrado
aplicada la funcion de control (3.28), ya que satisface el Teorema 2.1, es decir cumple

V(a:,gbR):LfV(x)—< o + oo )LgV(x)2<O, Vr#£0. A (3.35)

MO(JI) Moo(x)
Corolario 3.3. Si se selecciona 6, < 0 y ds > 0, el controlador bi-homogéneo racional

(3.28) estabilizard el origen del sistema (3.8) en tiempo fijo. /A

Prueba 3.5. Verificando (3.35), se obtiene la expresién

Vi, on) = - (Ml:(()w) * Ml:oo?:c)) [(1A%o + 11BY00) [2) ™12

_ ko koo 2| )
- <Mo(:n) + Moo(w)> (1haYo + 11BYo0)” |7 < 0. (3.36)

la cual permite demostrar que V(z) es una F.L. Bi-Homogénea para el sistema (3.8)
en lazo cerrado aplicado el controlador (3.28), logrando garantizar a su vez que dicha
funcién de control racional al ser homogénea en el bi-limite lleva las trayectorias del

sistema (3.8) al origen en tiempo fijo (si se seleccionan J, < 0y d» > 0). B
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3.3. Controlador Bi-Homogéneo - Sistema de Orden 2

3.3.1. Homogeneidad del Sistema

Sea (3.7) el sistema a analizar con p = 2, es decir, sea el sistema a estudiar una
cadena de integradores de orden dos

ac'1 = X9 (3.37)

J}'QZU.

Considerando al control u como variable adicional con peso de homogeneidad 3, la
homogeneidad en lazo cerrado del sistema (3.37) se obtiene a partir de

s _ )\1“23;2 S /\TIxZ 7’2:5+7“1
P = XA f0) > ) = [ = ] L T

donde si se fija ro = 1, se restringen los parametros r1, r3 y ¢ de la forma

rm=1-6>0 — 1>9¢

r3=14+6>0 — 52—1}1>‘52_1' (3.38)

3.3.2. Diseno de Control Homogéneo

3.3.2.1. Funcién de Lyapunov de Control Homogénea
A partir de [6], se propone como candidata a F.L.C Homogénea la funcién

m—ro m—

1 m T9 m T2 (&) = m
Vi) =~ L+ 2ol g o (1 - 7) k72|, (3.39
(z) ’lexl\ + m\332| +k 7 (2] T + )k |1] (3.39)

con v > 0y kp > 0; la cual considerando (3.38), se puede reescribir como

1 - 5 m — ]_ m m—1 ]_
V(z) = — — ) k" =5 kT 2y T —|z2|™.  (3.40
@)= [ (F50) (o) kel ke Bkl (30
Dicha funcién es homogénea de grado m, positiva definida Vy > 0, radialmente no
acotada y continuamente diferenciable, si

E

s >1 = m>1-9
T =1 = m>2-4§ = (3.41)
m >1 — m>1,

=

se satisfacen, donde * representa la condicién mas restrictiva sobre el parametro m.
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Teorema 3.6. (3.40) es una F.L.C Homogénea para el sistema (3.37), ya que satisface

la Definicion 2.2, es decir cumple
S, & {z* € R?\ {0} L,V (2*) =0} C Sp £ {a* € R? \ {0} LV (2*) <0} (3.42)

(i
{LyV(z") =0Na* £0} = LV (z*) < 0.

Prueba 3.6. Tomando la derivada de (3.40) a lo largo de las trayectorias del sistema

YA

(3.37), se obtiene
V(z) = LiV(x)+ LgV(x)u,

donde

~1 -1 m—
LV () = {w (T_Q i T )’fm‘ﬂxn Sad, (3.43)
(3.44)

Verificando (3.42), despejando z3 de (3.44), calculando los puntos donde L,V =0,

se tiene
[+ k] 5 =0
(23]t = — ka5
xh = —ky[2}] 77, (3.45)
sustituyendo (3.45) en (3.43), se obtiene
LiV(z") =
{~klai]m}
1 % m—2+48
—5

3
|
—_
N————
=3
3
8
—%
| I—
1]
|
N
—
|
[@%)

=—k [’ﬂfﬂli‘s + <1_5

(3.46)

o | m=148 .
=—kif21] T |y[a1] T | =

lo cual cumple (3.42), demostrando que V (z) es una F.L.C Homogénea para el sistema

(3.37). W
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3.3.2.2. Controlador Homogéneo

Analizando la homogeneidad de (3.43) y (3.44) para definir la funcién de control
homogénea que estabilizara el origen del sistema (3.37), recordando que 11 = 1—4 y
r9 = 1, se tiene

m—1 1 m—1 _
LyV(z) = { [’Y‘F (1_5> k?] D\l_%lJ =0 + (1_5> kY 1()\$2)} AT 5:701\ =N (Am)
—1 1 —1
A (g s a (5 ) b a5
m—1 1 m—1 —2+§
:/\’“*5{[74- <1_5>k{”} [21]T=5 + (1_6>k§“ ! }|x1| =0 19,
L,V (z) = K A 00y |55 4 [Aag ™)

—\m-1 {k{n—l [Z'IJ% + (xﬂm—l}’

por lo que LV (x) es homogéneo de grado m+39 y LyV (x) es homogéneo de grado m—1.

Considerando el grado de homogeneidad de L,V (x) y recordando (3.38), se disena
un controlador homogéneo u = ¢(z) de grado r3 = 1 + §, definido como

146 145

6(x) = —ka[ LoV ()51 = ko [~ [ ] T + [mp) ™15 (3.47)

Teorema 3.7. (3.40) es una F.L Homogénea para el sistema (3.37) en lazo cerrado
aplicada la ley de control (3.47) con ko > 0 suficientemente grande, ya que satisface el

Teorema 2.1, es decir cumple
V =L;V(x)+ L,V(2)p(z) <0, Yr#0. A (3.48)

Corolario 3.4. El controlador homogéneo (3.47) estabiliza asintdticamente, exponen-
cialmente o en tiempo finito el origen del sistema (3.37), dependiendo del valor de §,

al satisfacer el Corolario 2.1. /A
Prueba 3.7. Verificando (3.48), se reescribe V(x, ¢) como
145
V(@,0) =LV (@) — kaLgV (@) [ LyV (@) 55
=L;V(z) — ka| L,V ( x)\r—lL V(x)?
=LV (z)— kz!LgV(fv)\m LV (@)
(

—LV(2) - ka| L,V (2)[ ™1,
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por lo que finalmente se obtiene

. m—1 _ 1, m+d
V(w,¢) = — kolk" " a1 170 + [wg]™ ! m=1 (3.49)

-1 1 -1 _ m—2+43
e (55w (355 ) 2

Note que el 1°" término de (3.49) es no positivo y se desvanece en el conjunto S, =

{xg = —ky[x1] ﬁ}(3.45), por lo que al evaluar V' (z) en dicho conjunto se obtiene

V(z,0)ls, = { ko] 75 }
{ [7 K (T—_D kln] a7+ <T__51> K~k [:cljlla)} 1| T

1 —1 1 —1 1 m=246_ 1 _
=~k a5 (5 ) kT = (D5 ) AT 2

m—145 1 m+s
=—k fl’lJ 1= {’yfmlj 1—5:| = —’ykl\xll -5 < 0. (3.50)

Utilizando el Lema 2.3 se puede garantizar que V (z, ¢)|s, < 0 seleccionando k2 > 0
suficientemente grande, por lo que se concluye que V(z) es una Funcién de Lyapunov

Homogénea para el sistema en lazo cerrado aplicado el controlador (3.47). B

3.3.3. Diseno de Control Bi-Homogéneo

3.3.3.1. Funcién de Lyapunov de Control Bi-Homogénea

Se propone como candidata a F.L.C. Bi-homogénea la funcién
V() = paVo(z) + upVos(2), (3.51)

con g >0, ug >0y s+ pp > 0. Donde V,(z) y Vio(z) son F.L.C Homogéneas de
la forma (3.40), con pardmetros

(607 T105 7205 T30, mo) = (607 1-— 607 ]-7 1 + 507 WL)

(5007T1007T2007T3007moo) = (6307 1— 60@7 17 1 + 6007”L)

por (3.38), donde se define a m = m, = Mo > Max{2 —0,,2 —do} = 2 — J, pa-
ra poder encontrar una solucién explicita de la ecuacion L,V (2*) = 0 respecto a x3
(contemplando (3.41)), considerando a su vez a 1 > o > J, > —1 por suposicién
(contemplando (3.38)).
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Teorema 3.8. (3.51) es una F.L.C Bi-Homogénea para el sistema (3.37), ya que sa-
tisface la Definicion 2.2, es decir cumple

V{ a* # 0| pualyVo + upLlyVeo =0} = V(2*) = palVo+ pupLlyVeo <0. A

~~

L,V (xz*)=0 LV (z*)

(3.52)
Prueba 3.8. Analizando la homogeneidad de (3.51), suponiendo (por simplicidad) que
Moo > My, recordando que V,(x) presenta ary, = 1—09, y r9o = 1; considerando ademas

que Voo (z) presenta a ri =1 — 0o ¥ 72, = 1, se tiene

V() =paVo(r) + ppVoo ()

o(1— 9, Mo(m, — 1 _ _mo_ e — _ mo—1 1
=LA { |:'7 ( ¢ )+k10 (’I’I’L ):| |>\1 6°l‘1|1*°o +k¢1 ° 1[)\1 (S“CClJ 1*501 ()\.TQ) + m|)\l’2’mo}

Mo 0

Moo o]

1-— 50 ke —1 mo _ mo—1 1
_ >\mO,U/A { ['}’0( ) + lo (mo ):| ’$1| T—60 4 /ﬂﬁo 1 [xlj 150 19 + ’x2|mo}
me Mo

001_606 kmoo OO_]- _5 Moo Moo — _ Moo — ].
+MB{{7 ( )+ Fioe (m )} A0y [ T8 4 oo LA 0o | TS ()\azg)—l-m])\m\m“}

(r1,,72,)-Homogéneo de grado m,

1-— 500 koo -1 Moo Moo —1 1
_‘_)\moolu/B { [700( )+ loo (moo ):| ‘1’1|1*5°“ + klnogo_l M,IJ 1-d00 9 + m|l,2|moo}’

Moo 00

Vv
(r1.,72.. )-Homogéneo de grado meo

lo cual permite garantizar que V (z) =~ V,(z) en una vecindad cercana a cero y V(z) ~

Voo () en una vecindad cercana a infinito, ya que V,(z) presenta potencias mas pequenas

Mo/ Moo
Definiendo a m = m, = meo > 2 — 0, tomando la derivada de (3.51) a lo largo de

las trayectorias del sistema (3.37), se tiene

V(x) = paVo(z) + ppVeo()
V(x) = pa(LVo(x) + LyVo(x)u) + pp(LsVao () + Ly Vio(2)u)

V(@) = (AL Vo) + ppLVio(@)) + (aLgVolw) + ppLyVoc (@) u,  (3.53)

LV (z) LgV ()
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con

m—1 1 m —

LV (@) =na{ o+ (15 ) i o) ™5 + (15
+ + Jjgijgl, m Lr J T:%47 + ,

UB Yoo 1— o loo 1 1— 6o

m—2+8,
|x1| 1—6p LUQ

1
)i}
> kﬁn 1 }

m—24+d500

m —
’x1| 1=000 9,

(3.54)
m—1
LoV (@) = (ua + ) [22) ™~ pakly™ s | 7550 4 kg | 75 (3.55)
Calculando los valores de =3 donde L,V (2*) = 0, se obtiene
m—1 _ x m—1
(4 + pg) @3]~ = = (paks™ [21) 750 + ks o775 )
— 1
m—1
* /JA m—1 % m—1 /,LB m—1 % m—1
= | —Fk 1—6, — = k T1—%00
) At g e [27] +,UA+M 1oo 171] J
i 1
/J/A —1 ,LLB * m—
e kM=t 4 — xléoo ¥ 1=5,
b= (Ao ) 1) J
B So0—00) m— 1
af= | A m—1 _ kB mly 1|(1 = RSl EnR 5
HA+ 1B HA+ 1B
~0
rh=— _HA 7172—1 _|_'u7km 1|x |(1 500)(1 oo) h-*J1 —r
KA+ (1B pA+ pB
1
x5 = —w(a])[z]]T=%. (3.56)
m & Espacio de Estados
6o -1
doo 0.5
k1o 3
Kloo 1
HA 1
uB 1
o
-10 10

Figura 3.1: Muestra los valores de (27, z%) donde LgV'(

— LgVo=0 — LgVe=0

LgVv=0

z*)=0.
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A partir de (3.53), se evalia en (3.54) el conjunto Sy = {25 = —w(x])[a]| =%}

(3.56), obteniendo la expresién

LiV(a})ls, = (3.57)

m—1 1
o (B3 ) ] Pty =

—1 1 m=2+60 1
+ (T_ 3 >kiﬁ_1 (—w(w“f)[x’ﬂ Ho) }]wﬂ =5 (_w(aq)(m HO>
o

Ve
* *
LEZ 1‘2

la cual al ser simplificada se reduce en

LV (x1)ls, =
m—1+d,p

. m-—1 . oy —L m—11 . _ L «
—ate) [ua | o+ [T Rt et = [T iyt ) 7 | ot 7

m—1 m " 1 m—1 _ . I 4 =240 1
T H%‘”L L =5 ] 15’0] e = [1 _— ]’fi’éolw(%)[m 1—"0} B +1—6~] :

[ee]

LiV(21)ls, =

. m—1Y\ ., m—1 _ . 4 M50

—stad) {a | o+ (15 ) ] = (55 ) W tote)] ot 5
m—1 , R U m—1 m=—2+dc0 4 _2
s [+ (50 ) e ot = (P50 ) Mot ot P
[o.@] [o.@]

LiV(@Dls, =

* m—1 m x| Tl m—1 m * | 2—+ o
—w(@d) o+ () K| 1T+ g [ + (1 ) K| 0|

o oo

m — 1 _ « m+d5o m — 1 I « % m—24+60 2
T HA\ T iyt |af| 150 — pp | 7—— ) kit "w(@)af] o TR S
1—10, 1 — 000
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por lo que finalmente se obtiene

LiV(a})s, = — [n(a}) — v(@})] w(z]) (3.58)
N ———
A(z7])
con

-1 m+do —1 . m _do

7(@]) = 1a Yo+ [ ) 3| 12515550 + 15 | Yoo + () K | [} o T,

1—6, 1 — s
(3.59)
N m—1Y\ 1, s« mtdo m—1 1| g m=24bo0 4 2 .

o) = Joa (T30 ) et 55 g (P50 ) Rl TR |,

(3.60)

donde 7(z}) > 0, v(z}) > 0y w(z]) >0, Vzi # 0y 7(0) =0, v(0) = 0.
Recordando el Teorema 8.8, para que LV (z*)|s, < 0 se debe garantizar que

Az7) > 0,V{x] € R\ {0}}, lo cual se logra si

w(x]) >v(z]) < > 1 (3.61)

se satisface.
Para realizar el andlisis de (3.61), se estudian previamente las potencias de (3.59)

y (3.60), considerando que 1 > d,, > &, > —1, obteniendo

N m =+ 0, m Oo
de: m(x]) = 13, <7 5 + 1o, (3.62)

m+50<m+00
1-06, ¥=0, 1-0 X0,

1o
T\, S 1= )

de: v(z}) = q‘_*;o%ml _25;5‘” 1 _250 (3.63)
m n do < m_ 1 s 2
1-6, 1—-0, 1—00 1-904 1-9,
m 0 m 1 1 1)

1—5O+/1/—5U<1—5m_1—5m+1—50+/1/—50
1 1
(m—1)<1_50 < 1_506),
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ademas de determinar los términos dominantes de

w(z]) = (Mk‘

maA+ uB

Dom. z7—0

1
1 (m=1)(Boo—d0) \ ™ *
k‘”L |x |(1 d00)(1—00) .

Dom. z]—oc0

m—1
lo

/lA—i—/J

(3.62) y

para valores pequenos de x} cercanos a cero (términos de menor orden) son
« m—1 m+3o
To(27) = pia [Yo+ | 7— | kio| |27 7%,
1—0,

m—1 _ m+3do
’Uo(xT) = [MA <M> k‘ﬁ 1|[,[;T| 1-4o :| w(IT)‘Dom. z7—0
o

1

m—1
<m—1> A | ’1+§o
= KA %y
1—6,) \ pa+pus !

y para valores grandes de x7 (términos de mayor orden) son

m—1
o) = 0 [+ 5t ) bl bl 5,
(0.]

24000
15oo+

km 1’$1| 1= 0°:| W(-’L'T)‘Dom. ] —00

vm@9=@w<"15

[y

8

UB

3

m—24d000
e
HA+ UB

|
| —
/\\
[—

(3.63) permiten concluir que los términos dominantes de (3.59) y

(m—=1)(6c0—560)
1‘ (1—=000)(1=00)

w(mf)‘DOHL zf—)’x}

1

— 5
2+o 1 1 m—1
OC‘*‘1 Ao—"_l—&oc_lf&, 'uiB
HA+ BB

_ m—1 | ‘
—HEA\T S o
1

m—1 HUB m m +-5%
— xri|l1- 5oc 1— 50 .
u3<1_5m><ﬂA+MB> et

(3.64)

(3.60),

(3.65)

(3.66)

(3.67)

1

) m—1

(3.68)

34



3.3 Controlador Bi-Homogéneo - Sistema de Orden 2

Analizando (3.61), considerando a (3.65) y (3.66), en el caso (z] — 0), se obtiene

~—

TFO(xT

lim
m’l‘l—>0 vo(27)

m=+do
’ * —do

e (22
M< ) )
E G )

lim
O pa_ N7 _ 1 (3.69)
Yo 1— 60 A + LB ) .

que permite concluir que seleccionando 7, > 0 suficientemente grande, para valores

lim
z7—0

pequenios de zj cercanos a cero se puede garantizar que (3.61) se cumple.

Realizando el mismo anélisis, en el caso (x] — £00), considerando a (3.67) y (3.68),

se obtiene

lim :
] —rEoo (xl )
m * s —<
’y I{,‘ CS] 1-6o
lim
T —+oo L1 m ]
1 m—1 up =

1 0o ), — 1 A m—1
fm < 0 >( +<m >><“’4+1) >1
] —+Foo m — 100 1-— (500 UB
1 T
m’ —_— //I/B m—
Ny —1, 3.70
e Oo(1—5o<>> [</LA+/LB> ] (3:70)

que permite concluir que seleccionando v, > 0 suficientemente grande, para valores

grandes de =7 se puede garantizar que (3.61) también se satisface.
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. .o om(xy
Es asi como la funcién UE:C,E; cumple que:
1

» Es positiva en todas partes (excepto posiblemente en el origen), pues el numerador

y el denominador son positivos.

» Es continua en todas partes (excepto posiblemente en el origen), pues el denomi-

nador es continuo.

= Sus limites son mayores que: lfmg+ o LGV y lmgs 400 @) 1, por (3.69)

v(a]) v(a])
y (3.70).

La tdltima condicién (por continuidad) implica que en una vecindad (cerrada) cerca del

origen z7 € [—¢€,€] y en una vecindad del infinito 27 € [Q,00) y 2} € (—o00,—9), la

(z7)
v(z)

7(z7)
v(z)

alcanza su minimo valor, el cual es positivo, y depende de v, y Y- Dicho valor puede

funcién > 1. Por lo que, en el compacto [—£2, —e] U[e, ], la funcién continua

alterase haciéndolo mayor que 1 seleccionando v, vy 7~ suficientemente grandes.

Por lo tanto se concluye que V' es una F.L.C Bi-Homogénea para el sistema (3.37).1

Limeg o) 5 1 = 1.46659 > 1 | Limg-o20) 5 1 = 1.76777 > 1

v (x1*) U (x1*)

do -1 1.8
oo 0
Yo 1
Yoo 1
k1o 3
k1o 1
HA 1
uB 1

Xx1*

T (X1")
-1 - u(xi)

Figura 3.2: Muestra el comportamiento de la funcién zgig
1
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m 3 Lime sl eV (X17) |5, = -o
do =1 LiV(x1") | s,
doo 0.5 10
Yo 1
Yoo 1 3
k1o 3 .
ko 1 10 -5 5 10
HA 1 _8
uB 1
Vo
-15"

Figura 3.3: Muestra el comportamiento de V(x*) = LyV(x*)|s, cerca del origen.

3.3.3.2. Controladores Bi-Homogéneos Polinomiales y Racionales

A partir de los controladores homogéneos disenados por Cruz-Zavala and Moreno
[6], se definen dos clases de controladores bi-homogéneos diferentes

op(x) = — koo LgV (z )J —kgoo [LyV(z)] E = Controlador Polinomial, (3.71)

Control Local Control No Local

bnla) =~ kan S~ a0

Control Local Control No Local

= Controlador Racional, (3.72)

donde, k9, > 0y koo > 0. My(z) es una funcién positiva definida, continua y r,-
homogénea de grado oy, = m — 0, — 2 y My () es una funcién positiva definida,
continua y ro-homogénea de grado dp;., = m — doc — 2. Donde

m—

m—1 _ 1
LoV (@) = (pa + pp) [22)™ 1+ paky o) 1550 + ppkilg ! a1 175 (3.73)

m—1

(m—1)(6oc—50) m—1 ,
<“Ak'" o kg | | ) > [1 |75 + (pa + p) [z
con 7y, > 0y Y00 > 0 suficientemente grandes para que (3.61) se garantice.

Observacion 3.4. Las funciones de control (3.71) y (3.72), y sus respectivos siste-
mas en lazo cerrado resultantes, son homogéneos en el bi-limite ya que satisfacen la

Definicion 2.10.
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Observacién 3.5. Si se aplica el controlador (3.71) en el sistema (3.37), se puede
recuperar
Controlador Local Homogéneo Polinomial de grado 6 =1+ 9,

St kaso =0 y up = 0, obteniendo

i1 = a9 (3.74)

m—1

1460 m— m—
o = —hao[LgV ()] = —hao [jaky T | 5 )"

que es homogéneo de grado J, (en lazo cerrado).
Controlador No Local Homogéneo Polinomial de grado § =1+ d

Si koo =0 y pa =0, obteniendo

l"l = T2 (3.75)

14600

m—1 _ pron
g = —kaoo [ LgV (2) | "1 = —kaoo {/LBki';gl (1] 7= + pp [z2]™ 1J !

que es homogéneo de grado 6~ (en lazo cerrado).

Observacién 3.6. Si se aplica el controlador (3.72) en el sistema (3.37), se puede
recuperar
Controlador Local Homogéneo Racional de grado 6 =1+ 6,

Si koco =0 y up = 0, obteniendo

:i?l = T2 (3.76)
m—1 m—
LyV(x) _ pakiy o] 7+ pafaa] "

. :—ko g
T T () M, (x)

que es homogéneo de grado 6, (en lazo cerrado).
Controlador No Local Homogéneo Racional de grado 6 = 1+ 4
Si koo =0 y na =0, obteniendo

.Z"l = X9 (3.77)

m—1

o LgV(z) ppkt (21|75 + pp|z2) mel
F2 = ey Ty T e Mo (2)

que es homogéneo de grado O (en lazo cerrado).
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Teorema 3.9. (3.51) es una F.L Bi-Homogénea para el sistema (3.37) en lazo ce-
rrado aplicada la funcion de control (3.71) con kay > 0, kaso > 0, Yo > 0 y Yoo > 0

suficientemente grandes, ya que satisface el Teorema 2.1, es decir cumple

m+doo
<0, Vo#£0. A
(3.78)

Vi, dp) = LV (x) — kool LyV (z)|

T~ el L,V (2)

Corolario 3.5. Si se selecciona 6, < 0 y 05 > 0, el controlador bi-homogéneo polino-

mial (3.71) estabilizard el origen del sistema (3.37) en tiempo fijo.

Prueba 3.9. Verificando (3.78), se obtiene la expresion

V(x,6p) = (3.79)
m—1 m 1 m —1 el m—2+8,
R G L i G } o] 152
m—1 m m—1 m-1,, m—24600
+1B { [Yoo + 1] o= + k1o lz1] T @y
1— 04 1 — 0o

m+d8o
(m—1)(bc0—60) m—1 m—1
_k2o </t,4k‘m 1 + ,U'Bkm 1‘1-1‘ (1—000)(1=50) > [le 1-60 4 (NA + ,U‘B) [szm—l
( ) m+doo
(m=1)(600=60) I e
—kooo <M4km 1 +,UBk1 ‘331| (1=600)(1—00) ) (lel 50 + (/‘A+MB) [CUQJ"" 1

Note que el 3° y el 4'° término de (3.79) son no positivos y se desvanecen en el
conjunto Sy = {L,V (2*) = 0} = {25 = —w(ﬁ){xﬂﬁ} (3.56), por lo que al evaluar

(3.79) en dicho conjunto se obtiene la expresién

/ -1 1
L 1 _1 m 2 f)n 1
* (71”— 50) b (‘WWTJ =) }’fﬁ' 5 (e a1] =)

m—1 m R
+MB{[%0+ <1_5 )k ] [27] =0

m—1 . P B m=2+d00 P B
(15 )klml(—wul)wl—%)}mr P (o) o) )

* *
Tg To

777,+60 +Ooc

- k20|0| m-L—= k200|0 me

=0
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la cual, en conjunto con el Lema 2.3 permite demostrar que V(x, (/)p)\gg < 0, si se
seleccionan ko, > 0y koo > 0 suficientemente grandes, ya que la expresion (3.80) se
transforma en (3.57), adquiriendo posteriormente la forma (3.58)

V(z,0p)ls, = LV (@})ls, = — [w(}) — v(z})] w(z),
A(z7)
tras ser simplificada, indicando que se debe garantizar (3.61) V{z7 € R\ {0}} para que
V(z,op)|s, = LV (2})|s, <O0.

Cabe mencionar que las condiciones que se necesitan para que ésto ocurra ya han
sido descritas en la subseccién anterior, donde se requiere seleccionar v, > 0y Yoo > 0
suficientemente grandes para que A(z7) > 0.

Lo anterior permite demostrar que V(x) es una F.LL Bi-Homogénea para el sistema
(3.37) en lazo cerrado aplicado el controlador (3.71), permitiendo garantizar a su vez que
dicha funcion de control polinomal al ser homogénea en el bi-limite lleva las trayectorias

del sistema (3.37) al origen en tiempo fijo (si se seleccionan §, <0y 0 > 0). B

Teorema 3.10. (3.51) es una F.L Bi-Homogénea para el sistema (3.37) en lazo ce-
rrado aplicada la funcion de control (3.72) con kao > 0, kaso > 0, Yo > 0 y Yoo > 0
suficientemente grandes, ya que satisface el Teorema 2.1, es decir cumple

V(z,¢r) = L;V(z)— (AZQ(‘;) + ]\fi?x)> L,V(z)? <0, Vx#0. A (3.81)

Corolario 3.6. Si se selecciona 0, < 0 y dso > 0, el controlador bi-homogéneo racional

(8.72) estabilizard el origen del sistema (3.37) en tiempo fijo. /A

Prueba 3.10. Verificando (3.81), se obtiene la expresién

V(z,6r) = (3.82)
m — 1 m 1‘ m — 1 m—1 m—24+6dp
) 1-60 1-d0
A { [’yo + <1 — 50) k10:| (1] + <1 — 50) kiy~ :UQ} |21 T2
m—1 1 m — m—24+3800
o krn T kmf B

k20 k2m
B {MO@ T Mo (@)

m—1

m—1)(6c0—00)
:| |:<MAklo +MBkm 1’x1|(10r>c)(10o)> ’—gleﬁ

+ (1A + p1B) [@Jm*l]Z
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Note que el 3°" término de (3.82) es no positivo y se desvanece en el conjunto
Sg = {LgV(z*) =0} = {235 = —w(I’{)[zﬁjﬁ} (3.56), por lo que al evaluar (3.82) en

dicho conjunto se obtiene la ecuacién

y * m—1 m e
Vi(z,dr)ls, =LfV(z1)ls, = 1a { [% + (1_5) 10] [2F] 7% (3.83)
m — 1 e N « # % 'm72<_|*5o * * #
(T ) et (et e ) }mrl—% (~wtefat) =)

+ + L_l m (*Jﬁ
HB § | Yoo 1o, ) e LTy] 70

m—1 m— % I oy 24000 . o1

* *
Tg Tg

- [1\22&) * Mkf(oxﬂ or

=0

la cual, en conjunto con el Lema 2.3 permite demostrar que V($,¢R)|Sg < 0 se-
leccionando kg, > 0y kaso > 0 suficientemente grandes, ya que la expresion (3.83) se

transforma en (3.57), adquiriendo posteriormente la forma (3.58)

V(z,0r)ls, = LV (a1)ls, = = [r(x]) — v(a])] w(x),
A(z1)
tras ser simplificada, indicando que se debe garantizar (3.61) V{z] € R\ {0}} para que
V(x,d)R)]gg = LV (x})|s, <O.

Similar al caso anterior, las condiciones que se necesitan para que ésto ocurra ya han
sido descritas en subsecciones previas, donde se requiere seleccionar vy, > 0y 7Yoo > 0
suficientemente grandes para que A(z7) > 0.

Lo anterior permite demostrar que V(x) también es una F.L Bi-Homogénea para
el sistema (3.37) en lazo cerrado aplicado el controlador (3.72), permitiendo garantizar
a su vez que dicha funcién de control racional al ser homogénea en el bi-limite lleva
las trayectorias del sistema (3.37) al origen en tiempo fijo (si se seleccionan J, < 0y

0o >0). B
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3.3.4. Diseno de Control Homogéneo - Una Nueva Candidata a F.L.C

3.3.4.1. Funcién de Lyapunov de Control Homogénea

Modificando ligeramente la estructura de las F.L.C.H propuestas por Cruz-Zavala
and Moreno [6], se propone como candidata a F.L.C Homogénea

2y 2\ m=ry
Vi) = (kalorl v+ Zlaal ) * 4 1] 70 s, (3.84)

con v > 0y k; > 0; la cual considerando (3.38), se puede reescribir como

= 1 % m—1
V(z) =7 <k‘1x1’125 + 2’x2‘2> + [21] 13 9. (3.85)

Dicha funcién es homogénea de grado m, positiva definida con 7 > 0 (suficientemente
grande), radialmente no acotada y continuamente diferenciable, si

5 o0>21 = m>2
mel >1 5 m>2-4 =« (3.86)

2

=3

se satisfacen, donde * representa las condiciones més restrictivas sobre los pardmetros
myd.

Teorema 3.11. (3.85) con m = 2 es una F.L.C Homogénea para el sistema (3.37), ya

que satisface la Definicion 2.2, es decir cumple
Sy & {z* e R2\ {0}|L,V(z*) =0} C Sy £ {a* € R*\ {0}|L;V(z*) <0}  (3.87)
T

(LyV(e") =0Nna* £0} = LV(z*) <0. A

Prueba 3.11. Tomando la derivada de (3.85) a lo largo de las trayectorias del sistema
(3.37), se obtiene
V(z) = L;V(2) 4+ LV (2)u,

donde
1 1 ma

— m— 146

Lvie) = ﬁl— 6] [fﬂfl <mn11> <k1\$1’13‘5 + 2’x2|2> + fl‘lJl“?M] {leﬁx27
(3.88)
1 m-2

m—1 2

L,V (z) =[x1| 1% + ’y% <k1\$1|1—5 + 2|x2|2> 9. (3.89)
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Observacién 3.7. No es posible (en general) resolver explicitamente la ecuacion LV (z*) =
0 respecto a x% para verificar (3.87), por lo que se analiza un caso particular del pro-
blema seleccionando m = 2, ya que para este valor si es posible encontrar una solucion

explicita de LyV (x*) = 0.

3.3.4.2. Caso Particular

Considérese el caso en el que se define a m = 2, por lo que (3.88) y (3.89) adquieren

la forma
1
2—-1 2 2 2 2-3 145
Lv) = [125| | (527 ) (Blalssegl ) © + o) B | )y
1 __1 146
= <1—(5> <2’yk‘1 + fl’lj 1= .%'2) [xlj 1-619, (3.90)
1
2-1 2 2 2\ 2
LyV(z) = [z1]1=2 +’Y§ kilzi|T= 3 xa| 1)
= [21] 77 + y22. (3.91)

Verificando (3.87), despejando x5 de (3.91), calculando los puntos donde L,V = 0,

se tiene

1
(:L’ljm +’7l’2 =0

75 = =y [ai] T, (3.92)
sustituyendo (3.92) en (3.90), se obtiene la expresién

LyV(a1)ls, = [ia] [2%:1 + [2%] 7T (—7‘1[9@?16)} = (_7_1[xﬂl%é>

1

=- {1 } [29k1 =71 2155 <0 (3.93)
T ) R A ’ '

>0

la cual permite verificar que se cumple (3.87) si 72 > ﬁ, demostrando asi que V(x) es

una F.L.C Homogénea para el sistema (3.37). B
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3.3.4.3. Controlador Homogéneo

Analizando la homogeneidad de (3.90) y (3.91) para definir la funcién de control
homogénea que estabilizara el origen del sistema (3.37), recordando que 11 = 1—4 y
r9 = 1, se tiene

1+6

LiV(z) = (1 i 5) [271{1 N (m)] A0, |15 (Aap)

1+6

1
= \2t0 <1—5> [27]{:1 + [wljllfswz} [1] =029,
_1
LyV(z) =[N0z 75 + 4 (Az2)
= )\1 [[leﬁ + ’}/332} ,
por lo que L;V (z) es homogéneo de grado 2+ 3 y LV () es homogéneo de grado 1.

Considerando el grado de homogeneidad de L,V (x) y recordando (3.38), se disena
un controlador homogéneo u = ¢(z) de grado r3 = 1 + 4, definido como
146 o 144
6() = ~ka[LyV (@) "7 = ks [[01] 75 + 75| . (3.94)
Teorema 3.12. (3.85) conm = 2 es una F.L Homogénea para el sistema (3.37) en lazo
cerrado aplicada la ley de control (3.94) con ks > 0 suficientemente grande y v* > ﬁ,

ya que satisface la Definicion 2.1, es decir cumple
V =L;V(x)+ L,V(2)p(x) <0, Yr#0. A (3.95)

Corolario 3.7. El controlador homogéneo (3.94) estabiliza asintdticamente, exponen-
cialmente o en tiempo finito el origen del sistema (3.37), dependiendo del valor de §,

al satisfacer el Corolario 2.1. /A

Prueba 3.12. Verificando (3.95), se reescribe V(z, ¢) como

V(w,0) = ke |[21] 75 + 7o

1 _ 1 146
+ (1—6) <27k‘1 + [21] 161:2) [21]70 x9.

2+6
‘ (3.96)
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Note que el 1¢" término de (3.96) es no positivo y se desvanece en el conjunto
1
Sy = {xs = —y~a7] T3}, por lo que al evaluar en V(z) dicho conjunto se obtiene

1 1+6 1

V(z,9)ls, = [1&5] [mkl = (_7—1[9@@)} ] 155 (-7_1[w’ﬂﬂ)
1 iy 2
S [’}/(1—5)} [27k1>—0 ~y 1] 2 <o. (3.97)

Utilizando el Lema 2.3 se puede garantizar que V(m, ?)|s, < 0 seleccionando ko > 0
suficientemente grande y 4% > ﬁ, por lo que se concluye que V(z) es una Funcién de

Lyapunov Homogénea para el sistema en lazo cerrado aplicado el controlador (3.94). B

3.3.5. Diseno de Control Bi-homogéneo

3.3.5.1. Funcién de Lyapunov de Control Bi-homogénea

Se propone como candidata a F.L.C. Bi-homogénea la funcion
V(z) = paVo(z) + ppVos (), (3.98)

con ftg >0, up > 0¥ paYo + BYeo > 0. Donde V,(x) y Voo () son F.L.C Homogéneas
de la forma (3.85), con pardmetros
(60, 10,7205 T30, mo) = (60, 1 =00, 1,1+ 0o, 7”)
(5007 T1005 72005 3005 moo) = (6307 1- 6007 1,1+ 5007 m)
por (3.38), donde se define a m = m, = ms = 2 para poder encontrar una solucién

explicita de la ecuacion Ly V (2*) = 0 respecto a x3 (contemplando (3.86)), considerando
asuvezal>d, > 09, >0 por suposicién (contemplando (3.38) y (3.86)).

Teorema 3.13. (3.98) es una F.L.C' Bi-homogénea para el sistema (3.37), ya que
satisface la Definicion 2.2, es decir cumple
V{ 2* £ 0| palyVo + ppLlyVeo =0} = V(%) = paLlVo+ pupLlyVee <0. A

-~

L,V (xz*)=0 LyV(z*)

(3.99)

45



3. CONTROLADORES BI-HOMOGENEOS
SISTEMAS DE ORDEN 1Y 2

Prueba 3.13. Analizando la homogeneidad de (3.98), suponiendo (por simplicidad) que
Moo > My, recordando que V, (x) presenta ary, = 1—09, y r9o = 1; considerando ademas
que Vo (z) presenta a ri =1 — 0o y r2,, = 1, se tiene

V(x) =paVo(x) + nBVoo ()

Mo

21 2 mo—1
=uA (Yo <k‘10|)\1_6“x1|1—5(, + 2|)\.CL‘2|2> + D\l_(s“l‘lj 1-d0 ()\.1‘2)]

Moo

2 1 2 Mmoo —1
+uB | Yoo <k:100|)\1_5°¢x1|1—6oo + 2|)\:U2|2> + Al | o0 ()\xg)]

m 21 9 5 mo—1
=A" 1A (Yo | k1ol@1| 700 + §|l’2| + [z1] 1700 29

(r1,,72,)-Homogéneo de grado m,

Moo —1

+ A" up [700 <kloo|x1| 1=000 4 2|$2‘2> + [l‘lj 1=dc0 l’g],

(r14 572, )-Homogéneo de grado meo
lo cual permite garantizar que V (z) ~ V,(z) en una vecindad cercana a cero y V(z) ~

Vo () en una vecindad cercana a infinito, ya que V,(x) presenta potencias més pequenas

Mo/ Moo
Definiendo a m = m, = ms = 2, tomando la derivada de (3.98) a lo largo de las

trayectorias del sistema (3.37), se obtiene

V(z) = paVo(z) + ppVeo ()

V(&) = pa(LyVo(@) + LoVo(x)u) + pup(Ls Voo () + LygVc(w)u)

V(@) = (AL V(@) + unL V(@) + (L Vo(@) + ppLeVoc(®))w,  (3.100)
LiV(a) LyV()
con
V@) = (1 - 50> {2v0k1o+ [21) T 2 } 1) 0 (3.101)

1+600

1 1
e (1 I > {Q%Okloo + [ ] 10 5’72} [@1] 10 @,

1 1
LV (x) =palzi | 7% + pplz1] 0% + (1LavYo + 1B Yoo) Z2- (3.102)
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Calculando los valores de =3 donde L,V (2*) = 0, se obtiene la curva mostrada en

la Fig 3.4, representada por

1 1
(4% + 1700) @ = = (e ] 75 + gl |75 )

V) 1 1
o= — (MW{J (R o R P 1_500)
HAYo + HBYoo HAYo + HBYoo
Yoo —J0
oh = — ( s} n 1B ] <13~oc><1ao>> [t |76
HUAYo + UBYVoo HAYo + B Yoo
w(z7)>0
1
x5 = —w(x])[z]]T=%. (3.103)
- 2 Espacio de Estados
éo 0 Xo
oo 0.5 6-
yo 1
Yoo 1 4
HA 1 2l
uB 1 \
~10 -5 N\ . 15X
_ot
—4f
-6r

— LgVo=0 — LgVoo=0 LgVv=0

Figura 3.4: Muestra los valores de (27, z3) donde LgV (z*) = 0.

1

A partir de (3.100), se evalia en (3.101) el conjunto Sy = {z5 = —w(z])[x]| T }

(3.103), obteniendo la expresién

LyV(ai)ls, = (3.104)
Ha |~ * ) —— x| 1l * % —L1—
[1 - 50] [270]{:10 + [x] ] T <—w(171> (7] 176”) ] [27 |75 \(—W(wl) [2]] 1750)
“B s ——L N w1 4 1o . L1
+ |:1 — 5OO:| |:2’Yookloo + ’Vle 1-d00 (—w(xl) [$1J 176D> :| "le T—600 \(_w(ml) "le =5, )7

47



3. CONTROLADORES BI-HOMOGENEOS
SISTEMAS DE ORDEN 1Y 2

la cual al ser simplificada se reduce en

1+60
[( ‘”ﬂ) 2%k10—w(w“{)>[ar“ﬂ

14600

e N e [T BT

(
)
- [( 1 ‘f‘éo) <2%klo - w(aﬂ‘))
)
(

o Soc—b0 14600 146, 1 1430
(ki — oDl T ) o B 1 o g 5,

,UB “ = doo—00 % 2000 —d0 « % 2460
+ (755 ) (2vockioo — wlah | =057 ) [of 57007 | (o) o] 10,
[e.9]
obteniendo finalmente la expresion
* * * * ) 200
LyV(a1)ls, = = [r(a1) — v(ay)] wlap)[ay| =0 (3.105)
—_—
A(z1)
con
* LA B " __ 2000 —%0) _
m(x]) =2 [%klo (1’_5 > + Yookioo <1f5 ) \xly<1—%o><l—w] (3.106)
o oo

v(z7)

HA mB o) o2 —fo *
T=00000-5) | w(z ,
[(1 _50) T (1 _500) 23] ]wml) (3.107)

donde m(x}) > 0, v(z}) > 0y w(x}) >0, Vi # 0.
Recordando el Teorema 5.13, para que LV (z7)|s, < 0 se debe garantizar que

Az7) > 0,¥{x] € R\ {0}}, lo cual se logra si
AMa7) = m(x]) —v(z]) >0 (3.108)

se satisface.
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Verificando (3.108), se desarrolla A(z7), obteniendo la funcién cuadratica
Aap) = aéf — B& +e> 0, (3.109)
con parametros

S0 —0
& = |of|T0r0-00)

o 2 (a8
1—000 " faYe + 1BV )

1 1
8= HARB < i ) ’
HAYo + 1BYoo \ 1 — o 1 — 0

[La [iA
1—46, ( o e 1o

que es céncava hacia arriba con vértice positivo en v = (0,¢€), si « > 0y € > 0, lo cual

es equivalente a que
 1B(275k10e — 1)
27001{3100/1414
MB(Q’nglo —-1)
29ok101tA

Yo > (3.110)

Yoo > — (3.111)

se satisfagan.

60
oo
yo
Yoo
k1o
k1oo
HA
uB

Vértice en = (0, 5.5) yo > -0.5 y yo > -0.833333
A(x4")
10+

(8]

9,

8

- = 2w = = o o

. . . X1*
-10 -5 0 5 10

Figura 3.5: Muestra el comportamiento de la funcién A(z*).
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Cabe mencionar que es muy facil garantizar dichas condiciones ya que si se selecciona

1

3,2> bor definicién de v, > 0 y 700 > 0, dichas condiciones

a ki, > ﬁ V Kloo >
siempre se cumplirdn. Es asi como se concluye que (3.98) es una F.L.C Homogénea

para el sistema (3.37). B

3.3.5.2. Controladores Bi-Homogéneos Polinomiales y Racionales
Empleando la misma estructura de los controladores bi-homogéneos que se definie-
ron en la subseccién anterior: polinomial (3.71) y racional (3.72), con m =2y
1 1
LoV (z) = palz] =% + pplz1] 775 + (1avo + HBYoo) T2
§oo*5o _ #
= (,ILA + ,LLB"Q:I‘ (1—?)0@)(1—00)> ’—le 1—6o + (,U’A’YO + /’LB’YOO) :CZ, (3.112)

se dispone a probar que (3.98) también es una F.L Bi-homogénea (con m = 2) para el
sistema (3.37) en lazo cerrado, aplicados dichos controladores.

Observacién 3.8. Las funciones de control (3.71) y (3.72), y sus respectivos siste-
mas en lazo cerrado resultantes, son homogéneos en el bi-limite ya que satisfacen la

Definicion 2.10.

Observacién 3.9. Si se aplica el controlador (3.71) en el sistema (3.37), se puede
recuperar
Controlador Local Homogéneo Polinomial de grado 6 =1+ 6,

St kaso =0 y up = 0, obteniendo

jj‘l = X9 (3.113)

. 1 60 _1 1+§r>

Gy = —kao[LgV (2) | = —kao ’V,UA (21| =% + %MAOCQJ

que es homogéneo de grado 9, (en lazo cerrado).

Controlador No Local Homogéneo Polinomial de grado § =1+ d

St koo =0 y s =0, obteniendo
1 = X9 (3.114)
. 14600 = 1+de0
g = —kaoo | LgV ()] T = ke {MB [z1] T + %oMbezJ

que es homogéneo de grado O (en lazo cerrado).
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Observacién 3.10. Si se aplica el controlador (3.72) en el sistema(3.37), se puede
recuperar
Controlador Local Homogéneo Racional de grado 6 =1+ 6,

St kooo =0 y up = 0, obteniendo

d1 = @ (3.115)
1

a1 T+ yopame
M,(x)

Lo = —kao = —ko,

que es homogéneo de grado 0, (en lazo cerrado).
Controlador No Local Homogéneo Racional de grado § =1+ 0o

Si koo =0 y pa =0, obteniendo

il = T2 (3116)

1
pB 21| T + Yoo BT
Moo ()

. L,V(x)
To = —kao Malz) —kao

que es homogéneo de grado 6 (en lazo cerrado).

Teorema 3.14. (3.98) es una F.L Bi-Homogénea para el sistema (3.37) en lazo cerrado

aplicada la funcion de control (3.71) con koo > 0 y kano > 0 suficientemente grandes,

1

. 1 4
ademds de ki, > »z Y F1oo > 22

ya que satisface el Teorema 2.1, es decir cumple

V(z,¢p) = LiV(x) — kool LyV ()]0 — kano| L,V (2)|*T0> <0, Vz #0. A

(3.117)
Prueba 3.14. Verificando (3.117), se obtiene
: ‘ 1 1 1430
V(z,¢p) =pa 13 {2’)’0klo + [x1] 0 xg} [21]T=%0 29 (3.118)
1 _ 1 l+1§°o
+MB {2700k100 —+ ["plj 1-d00 ng} [mlj 1—600 To
1 — 6o
So0—080 1 2+6,
—k3o (MA + MB\xll(l“‘*’(l‘“)) [21] 7% + (a0 + HBVoo) T2
24000

doo =60 _1
_]%o’ (/"A + pplai] “*‘5“‘)“*‘”’)) [21] =5 + (nao + 1BYoo) 2
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Note que el 3% y el 4% término de (3.118) son no positivos y se desvanecen en el
y y
1

conjunto Sg = {LyV (z*) = 0} = {o5 = —w(x7])[x]| T} (3.103), por lo que al evaluar

(3.118) en dicho conjunto, se obtiene la expresién

V(x,op)ls, = LV (x})|s, = = k2ol0* T — kaoo|0]*T (3.119)
=0
HA e * e 5 | 1tdo * * |
[ 2] [+ 1o (—wtebat) =) [ 35 (—ato g =)
KB o——t I s | Ldco A B
[ 22 [2rmebion + Fat) = (o et 7%) [t 55 (e o))

que en conjunto con el Lema 2.3 permite demostrar V(w,¢p)|5g < 0 seleccionando
koo > 0y kaoo > 0 suficientemente grandes, ya que la expresién (3.119) se transforma

en (3.104), adquiriendo posteriormente la forma (3.105)

245

+O()
1-60 < 0’

LyV(a))ls, = = [r(z7) — v(z])]w(z])|2]]
—_——
AzT)
tras ser simplificada, indicando que (3.110) y (3.111) deben de satisfacerse siempre para
que A(z7) > 0,V{x; € R\ {0}}.

Cabe mencionar que las condiciones que se necesitan para que ésto ocurra ya han
sido descritas en la subseccién anterior, donde se requiere seleccionar ki, > ﬁ y
koo > ﬁ
Lo anterior permite demostrar que V' (z) es una Funcién de Lyapunov Bi-homogénea

para el sistema (3.37) en lazo cerrado aplicado el controlador polinomial (3.71). W

Teorema 3.15. (3.98) es una F.L Bi-Homogénea para el sistema (3.37) en lazo cerrado
aplicada la funcion de control (3.72) con koo > 0 y kano > 0 suficientemente grandes,

ademds de ki, > ﬁ Y kloo > ya que satisface el Teorema 2.1, es decir cumple

1
273’

V(x, or) = LV (x)— <J\ZQ(°$) + ]\Z"("x)) L,V(z)? <0, Vz#0. A  (3.120)
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Prueba 3.15. Verificando (3.120), se obtiene

. 1 1 144,
V(z,dr) =pa 13 {2%k:10 + [w1] T Iz} [21] 150 29 (3.121)
1 1 143800
+up (1 5 > {Q%Okloo + [a1] To 302} [21] 10 9

2

_ |: k20 k?oo

__do0=00 1
(1=600)(1=d0) 1-0o .
MO(.I') Moo(w):| |: (/lA + MB‘-TII’ ) [.flj + (/IA'YO + MBVOO) Z2

Note que el 3°" término de (3.121) es no positivo y se desvanece en el conjunto
Sy = {LyV(z*) =0} = {a5 = —w(l’l‘)[mﬂﬁ} (3.103), por lo que al evaluar (3.121)

en dicho conjunto se obtiene la expresién

’ * k20 k2<>o 2
prg L — )
V(z,or)ls, = LyV(x})ls, [Mo(w) - Moo(:c)] [0] (3.122)
0

K B R ET A
+ [1 _A(;J {2%0 + o) 7T (—w(a))let) ™) } 3] (~w(ap)[a1) =)

K | ——— * * | —— x| 100 * * | ——
* L ffsx] [mklw +[af) T (—w(a) e} T ] [ 1555 (—w(ai)[ef] 75 ),

que en conjunto con el Lema 2.3 permite demostrar V(x,d)R)] s, < 0 seleccionando
k2o > 0y kaso > 0 suficientemente grandes, ya que la expresion (3.122) se transforma

en (3.104), adquiriendo posteriormente la forma (3.105)

* * * * * 2+(§u
LfV($1)|Sg = —[n(2]) — v(a))| w(x])|x]| =2 <0,
N————

A(a?)

tras ser simplificada, indicando que (3.110) y (3.111) deben de satisfacerse siempre para
que A(z7) > 0,¥{x; € R\ {0}}.

Similar al caso anterior, las condiciones que se necesitan para que ésto ocurra ya
han sido descritas en subsecciones previos, donde se requiere seleccionar ki, > ﬁ y
k1oo > #

Lo anterior permite demostrar que V' (z) es una Funcién de Lyapunov Bi-homogénea

para el sistema (3.37) en lazo cerrado aplicado el controlador racional (3.72). W
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3.3.6. Diseno de Control Homogéneo - Una Mejor Candidata a F.L.C

3.3.6.1. Funcién de Lyapunov de Control Homogénea
Modificando ligeramente la estructura de las F.L.C.H propuestas por Cruz-Zavala

and Moreno [6], se propone como candidata a F.L.C Homogénea

m—nr

3 3\ %
V(w)zv(/ﬁ!wllﬁ +§2|xz\’“2)3 + [z1] 1 2, (3.123)

con v > 0y k; > 0; la cual considerando (3.38), se puede reescribir como

— 1 % m—1
Vi) =7 <k1$1|135 + 3|x2\3> + MlJ 15 . (3.124)

Dicha funcién es homogénea de grado m, positiva definida con v > 0 (suficiente-
mente grande), radialmente no acotada y continuamente diferenciable, si

no>1 = m>3
il >1 5 m>2-§ =« (3.125)

3
| @

|

se satisfacen, donde * representa las condiciones més restrictivas sobre los pardmetros
myd.

Teorema 3.16. (3.124) con m = 3 es una F.L.C Homogénea para el sistema (3.57),
ya que satisface la Definicion 2.2, es decir cumple
Sy & {z* e R*\ {0} L,V (z*) =0} C Sy 2 {z* € R*\ {0}|L;V(2*) <0}  (3.126)

i
(LyV(e") =0Na* £0} = LV(z*) <0. A

Prueba 3.16. Tomando la derivada de (3.124) a lo largo de las trayectorias del sistema
(3.37), se obtiene
V(z) = L{V(z) + LV (z)u,

donde
m—3
m—1 m 3 1 T3 m—4 246
L = | — k [ k -5 — 3 15 i
) = 7S] [7 () (bl 4 glaaf) © 4l x] EA
(3.127)
m—3
m=1 = m 3 1 3
LgV(x) = [o1] 7 +’Y§ <k71‘x1‘15 + 3]172]3) [2]2.
(3.128)
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Observacién 3.11. No es posible (en general) resolver explicitamente la ecuacion
LV (x*) = 0 respecto a x5 para verificar (3.126), por lo que se analiza un caso parti-
cular del problema seleccionando m = 3, ya que para este valor si es posible encontrar

una solucion explicita de LyV (z*) = 0.

3.3.6.2. Caso Particular

Considérese el caso en el que se define a m = 3, por lo que (3.127) y (3.128)

adquieren la forma

3—1 3 3 3-4 246
v = [155] [ (525 (i) + fo S| )

2 3 1 246
- <1_5> (w«l + [a1) 15””2) [21] T3, (3.129)

1
3-1 3 3 3
LQV(‘T) = [my] 1= +’Y§ kylxy |T= 3 $2|3 [x2J2
= 1) 75 +[za)2. (3.130)

Verificando (3.126), despejando x5 de (3.130), calculando los puntos donde L,V = 0,

se tiene

(le% +v[z2]* =0

1 1

vy = —y 3[a}] 75, (3.131)

sustituyendo (3.131) en (3.129), se obtiene la expresién

LiV(z)|s, = {135] kal + [zt T <_7%[$TJ115)} fet| 58 (—7’%&’{&%)
- {(1_25)\5} B’Y’ﬁ - 74 2115 <o, (3.132)

>0

la cual permite garantizar que (3.126) se satisface si v > (%)%, demostrando asi que

V(z) es una F.L.C Homogénea para el sistema (3.37). B
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3.3.6.3. Controlador Homogéneo

Analizando la homogeneidad de (3.129) y (3.130) para definir la funcién de control
homogénea que estabilizara el origen del sistema (3.37), recordando que 11 = 1—4 y
r9 = 1, se tiene

LiV(z) = (135) B'ykl I ()\3:2)] AL =02 | T55 (Aa)

. 2 3 1 246
— \3Hd bl 1% -6
A <1 — 6> [277@1 + 1] xz} [21]T=0 29
2
LV (x) = [N |75 + 5 [Aza )
=2 ([21) ™5 +f22)?).
por lo que L;V(z) es homogéneo de grado 3+ y LV () es homogéneo de grado 2.

Considerando el grado de homogeneidad de L,V (x) y recordando (3.38), se disena
un controlador homogéneo u = ¢(z) de grado r3 = 1 + 4, definido como

144
146 2 =
6(@) = ~ka[ LV (@) T = ko [T 5 4| 7. (3139
Teorema 3.17. (3.124) con m = 3 es una F.L Homogénea para el sistema (3.37) en
lazo cerrado aplicada la ley de control (3.133) con ko > 0 suficientemente grande y

v > (ﬁ)%, ya que satisface la Definicion 2.1, es decir cumple
V =L;V(x)+ L,V(x)p(z) <0, Yr#0. A (3.134)

Corolario 3.8. El controlador homogéneo (3.133) estabiliza asintdticamente, exponen-
cialmente o en tiempo finito el origen del sistema (3.37), dependiendo del valor de 9,

al satisfacer el Corolario 2.1. /A

Prueba 3.17. Verificando (3.134), se reescribe V (z, ) como

3+4

V(z,¢) =— ke “ﬂcﬂ 5 4 v[22)?
+ (135> (27% + [x1J115x2> [mﬂ%gm-

(3.135)
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Note que el 1¢" término de (3.135) es no positivo y se desvanece en el conjunto

Sy = {z5 = —7_% [x7] ﬁ}, por lo que al evaluar en V(z) dicho conjunto se obtiene
. “ 2 3 e — L S U O o 250 S B
V(z, Q'))’Sg =173 i’ykl + [x]] T2 <—’y 2 [x] ] 176) [} ] 1= <_,Y 2 [} ] 175)

. [u_i)ﬁ} Bwﬁ - 7—1] 2[5 <0, (3.136)

>0

Utilizando el Lema 2.3 se puede garantizar que V(z, ?)|s, < 0 seleccionando ko > 0
suficientemente grande y v > (3%1)%, por lo que se concluye que V(x) es una Funcién
de Lyapunov Homogénea para el sistema (3.37) en lazo cerrado aplicado el controlador

(3.133). W

3.3.7. Diseno de Control Bi-homogéneo

3.3.7.1. Funcién de Lyapunov Bi-homogénea

Se propone como candidata a F.L.C. Bi-homogénea la funcién
V() = paVo(z) + upVes(2), (3.137)

con fig >0, up >0y Ao+ [1BYeo > 0. Donde V,(2) y Voo (2) son F.L.C Homogéneas
de la forma (3.124), con pardmetros

(60> T1057205 T30, mo) = (60, 1- 507 1,1+ o, 7”)
(5007T1007r2005 T3007m00) = (6907 1- 5007 17 14 5ocvm)

por (3.38), donde se define a m = m, = mq, = 3 para poder encontrar una solucién ex-
plicita de la ecuacién L,V (2*) = 0 respecto a a3 (contemplando (3.125)), considerando
asuvezal > dy > 0d, > —1 por suposicién (contemplando (3.38) y (3.125)).

Teorema 3.18. (3.137) es una F.L.C Bi-homogénea para el sistema (3.37), ya que
satisface la Definicion 2.2, es decir cumple

V{ @* # 0| palyVo + pupLlyVeo =0} = V(@) = palVo+ pupLlyVeo <0. A

L,V (xz*)=0 LV (x*)

(3.138)
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Prueba 3.18. Analizando la homogeneidad de (3.137), suponiendo (por simplicidad)
que My, > My, recordando que V,(z) presenta a r1, = 1 — 0, y 12, = 1; considerando
ademds que V. (z) presenta a ri =1 — 0o y r2,, = 1, se tiene

V(x) =paVo(x) + Voo ()

mo

3 1 3 mo—1
=4 Yo <k10|A1—5(Jx1|1_<§o + 3|)\.CL‘2|3> + D\l—&)xlj T—5o ()\.1‘2)]

Moo

3 1 3
+UB Voo <kfloo|)\1_§mwl|1_60o + 3|)\:L'2|3>

Ay | TS (m)]

m 3 1 3 5 mo—1
=A" A (Yo | k1ol@1| 700 + §|l’2| + [z1] 1700 29

(r1,,72,)-Homogéneo de grado m,

m i 1 3 m% Moo —1
+ A" up Yoo | kioolm1| T +§|9C2\ + [z1] T=0 29|,

(r14 572, )-Homogéneo de grado meo
lo cual permite garantizar que V (z) ~ V,(z) en una vecindad cercana a cero y V(z) ~

Vo () en una vecindad cercana a infinito, ya que V,(x) presenta potencias més pequenas

Mo/ Moo
Definiendo a m = m, = ms = 3, tomando la derivada de (3.137) a lo largo de las

trayectorias del sistema (3.37), se obtiene

V(z) = paVo(z) + ppVeo ()

V(&) = pa(LyVo(@) + LoVo(x)u) + pup(Ls Voo () + LygVc(w)u)

V(@) = (0L Vala) + L Vae (@) + (0aLgVolw) + pnLy Vo)) u,  (3.139)
LyV(2) L,V ()
con
2 3 1 2400
LiV(x)=pa <1 — 50) {Q%klo + [z T SEQ} [21] =00 zo (3.140)

24000

2 3 __1
— 1—-d00 1—d00
+uB <1 — 500) {2’700]{3100 + [mlj $2} ['rlJ X2,

_2 _2
LgV () =palz1] 7% + pple1] == + (1avo + 11BYos) [22]7. (3.141)
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Calculando los valores de z% donde L,V (z*) = 0, se obtiene la curva mostrada en la

Fig 3.6, representada por

_2 2
(a0 + 700 [23)° = = (palr ] &5 + s 55 )

1
LTo—=—|——————|x7| 1700 + ————— |77 | -9
? it e 1 ot e 1 J
_ 1
2 2 2 1
xh=— HA + 1B (xﬂﬂwwwoJ (2% =5
HAYo + UBYoo  HAYo T HBYoo
[ 2050 —80) |2
shm |y e | g
HAYo + B Yoo HAYo + HBYoo
w(x7)>0
. 1
x5y = —w(x])[z]]T=%. (3.142)
m - Espacio de Estados
éo -1
L) 0.5
Yo 1
yoo 1
HA 1
uB 1

— X4

\

— LgVo=0 — LgVe=0 LgV=0
Figura 3.6: Muestra los valores de (z7,xz3) donde LgV (z*) = 0.

1

A partir de (3.139), se evalia en (3.140) el conjunto Sy = {z§ = —w(z])[x]|T% }

(3.142), obteniendo la expresién

LV (ai)ls, = (3.143)
214 3 I P B . 2400 RN B
2] [Sokio + Tat) P (e lat) 77 | o) (—wtopfat )
5 2
2MB 3 * | ——— * * | —— x| 2H0c0 * -
|75 | [5ookios + 03] 70 (—w(a))[ai] T ) | [af] 7505 (—w(@i)fat] ™),
73 <
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la cual al ser simplificada se reduce en

LV (z7)s, =
2pA 3 . o 200
[(1 _ 50> 5701‘310 - W(*ﬁ)) [2]]1=%0
2'uB 3 * *| T — 1 5 2000 * ) —1
* <1 -6 (2%"16100 — w(y)|27] == 100]) [z7] HO@] [—w(arl)(xﬂ 1‘““] ;

2 3 000 =bp doo _ 2460 8o
(72 ) ( 5100100 — (@]l | =000 ) [o 1505150 | (a7 TS,
1—0s 2
LyV(z1)ls, =
2104 3 N
(5 e
2 3 ____b00=00 _ __3(c0—00) 3440
+ (755 ) (5mokio — el T=0 ) (| T0057 | (a0
1— 0 2
obteniendo finalmente la expresion
* * * * ) 29
LyV(a))ls, = = [r(x1) — v(@])] w(xy) |27 1% (3.144)
—_—
A(a3)
con
% 3 204 2up o) 2000 —%0)
o) = ot (725, ) ke (7250 ) T s
21 2 __2(506—30) _
o) = | (24) + (122 ) il | i, (3.146)

donde m(x7) > 0, v(z}) > 0y w(x]) >0, Vi # 0.
Recordando el Teorema 5.18, para que LyV(z7)|s, < 0 se debe garantizar que

Az7) > 0V{z; € R\ {0}}, lo cual se logra si

m(x]) >v(z]) < >1 (3.147)

se satisface.
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Previo al andlisis de (3.147), se determinan los términos dominantes de

2(500—00) _ \ 2
w(at) = HA + 1B |2 }| TT=500)(T=50) , (3.148)
HAYo T UBYoo ~ HAYo + HBYoo
Dom. z7—0 Dom. z7—o00

para posteriormente determinar los términos de alto y bajo orden de (3.145) y (3.146).
De esta forma se concluye que los términos dominantes para valores pequenos de zj

cercanos a cero (términos de menor orden), son:

x 3
To(21) = Havok1o (1 " > ) (3.149)

UO([L‘l) = |:MA <1 —35 >:| W<5E1)|Dom. z]—=0

2 pa :
= , 3.150
fia <1_5o> (HA’YO"‘MB’YOO) ( )

y para valores grandes de z7 (términos de mayor orden) son

3(dc0 —d0)

3 _8(300—00) _
WOO(J:T) = MB’Yookloo (15) |SUT| (1=0c0)(1=00) | (3151)
0o

N 2 o 20000 —00) N
Uoo(T) = | 1B |21 |1=92)0=00) | w(27) [ Dom. 2% o0

1
2 _2000—b0) _ _20600-00) | ?
= {MB ( > \x}‘](l—ﬁwm—m] M—B’xﬂ(l—dm)(l—ﬁo)
1 - HAYo + BYoo

w(mi)‘DOHL :r{—)’)c

1
2 (b0 —50)
. 2 KB Wﬂ%‘ (3.152)
1-— 500 HAYo + HBYoo
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Analizando (3.147), considerando (3.149) y (3.150), en el caso (z] — 0), se obtiene
tm  Tel)
ai—=0  Uo(x])

. BAYok1o (%57) 1

z7—0 2 HA 2
A 1—05 HAYo+ 1B Yoo

1
3ok 10 (114Y0 + 1B Voo) 2

3

lim T >1
z7—0 2,UA§
4
9v,3k2, — 4
s POk, — ) (3.153)

1B (97°k3,)
que permite concluir por definicion de v, > 0 que si se selecciona ki, > ﬁ (o
7o > 0 suficientemente grande), para valores pequenios de x] cercanos a cero, se puede
garantizar que (3.147) se satisface.

Asi mismo, analizando (3.147), considerando (3.151) y (3.152), en el caso (z] —

+00), se obtiene

i Tee(@h)

T} —*oo ’UOO(.%"{)

3(0c0 =5

lim il [%" (J;&%g) kloo:| ¥ | T=50)(1—65)
1 s .
zi—doo 2 KB 2 W
=) (1=60)
%(%) (/J/A’YO+MB’YOO) ]{100 X

1
3'Yoolﬁoo (MAVO + MB'VOO) 2

lim i >1
] —rdoo 2‘“35
4
9o k?, — 4
Yo > _HB (9700 Foc )’ (3.154)

HA (9’7003'%%00)

que permite concluir por definicién de v, > 0 que si se selecciona k1o > 3%/2 (070 >0
Yol

suficientemente grande), para valores grandes de x7, se puede garantizar que (3.147) se

satisface.
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. ., om(xy .
Es asi como la funcién ngig satisface que:
1

» Es positiva en todas partes (excepto posiblemente en el origen), pues el numerador

y el denominador son positivos.

» Es continua en todas partes (excepto posiblemente en el origen), pues el denomi-

nador es continuo.

= Sus limites son mayores que: lfmxfﬁo mlei) >1ly h’mmikﬁioo mz]) > 1, por (3.153)

v(z) v(z7)
y (3.154).

La tltima condicién (por continuidad) implica que en una vecindad (cerrada) cerca

del origen x} € [—¢, €] y en una vecindad del infinito 2} € [Q,00) y 2] € (—o0, -],

la funcién zgl; > 1. Por lo que, en el compacto [—Q, —e] U [¢, 2], la funcién continua
1

m(x7)

v(z7)

puede alterase haciéndolo mayor que 1 seleccionando 7, v 7~ suficientemente grandes.

alcanza su minimo valor, el cual es positivo, y depende de 7, y Yoo- Dicho valor

Por lo tanto se concluye que V' es una F.L.C Bi-Homogénea para el sistema (3.37).1

do =1 LimyoT 0 > 1 = 6.36396 > 1 | Limy,.200 > 1 =2.12132 > 1
Yo
’yoo
k1o
k1o
MHA
uB

R N e e =)

X"

m(27)
v(zy) "

Figura 3.7: Muestra el comportamiento de la funcién
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00 -1 Limy, -, wleV (X1%) |5,= -
doo .5 LV(x4™) s,
0 10;

k1oco

X"
HA

0
1
1
k1o 3
1
1
uB 1

Figura 3.8: Muestra el comportamiento de V(:v*) = LyV(x*)|s, cerca del origen.

3.3.7.2. Controladores Bi-Homogéneos Polinomiales y Racionales
Empleando la misma estructura de los controladores bi-homogéneos que se definie-

ron en la subseccién anterior: polinomial (3.71) y racional(3.72), con m =3y

_2 _ 2
LoV (%) = palz1] ™% 4+ pplz1| T + (1ave + 1BYeo) [T2)?

2(90c —b0) _2
N (MA + pBlz| ‘1_%)(1_%)) [21] 775 + (Lo + 1BYeo) [22)?  (3.155)

se dispone a probar que (3.137) también es una F.L Bi-homogénea (con m = 3) para
el sistema (3.37) en lazo cerrado aplicados dichos controladores.

Observacioén 3.12. Las funciones de control (3.71) y (3.72), y sus respectivos siste-
mas en lazo cerrado resultantes, son homogéneos en el bi-limite ya que satisfacen la

Definicion 2.10.

Observacién 3.13. Si se aplica el controlador (3.71) en el sistema (3.37), se puede
recuperar
Controlador Local Homogéneo Polinomial de grado 6 =1+ 6,

St koo =0 y up = 0, obteniendo

i’l = X9 (3156)

] 1460 — 2
g = —koo[LgV(2)| 2 = —kao ’V,UA (21| 7% 4+ yopalzs) J

que es homogéneo de grado 0, (en lazo cerrado).

64



3.3 Controlador Bi-Homogéneo - Sistema de Orden 2

Controlador No Local Homogéneo Polinomzial de grado 6 = 1+ 04
St koo =0 y pa =0, obteniendo

i‘l = T9 (3.157)

14+600

B9 = —kooo [LgV(z)| 2 = —kaeo {MB (21 i + Yoo b5 [T2] 2J o

que es homogéneo de grado O~ (en lazo cerrado).

Observacion 3.14. Si se aplica el controlador (3.72) en el sistema(3.37), se puede
recuperar
Controlador Local Homogéneo Racional de grado 6 =1+ 6,

St kaso =0 y up = 0, obteniendo

3'21 = X9 (3.158)
2

, g pafey] =% 4 yopalwa)?

T = —koo—r—7~> = —k2o

My(x) My(x)

que es homogéneo de grado 0, (en lazo cerrado).
Controlador No Local Homogéneo Racional de grado 6 = 1+ 0y

Si koo =0 y ua =0, obteniendo

i1 = 29 (3.159)

2
LyV(z) _ I (1] 70 + yoo i [22]?

T2 = ke Moo (2)

que es homogéneo de grado d~, (en lazo cerrado).

Teorema 3.19. (3.137) es una F.L Bi-Homogénea para el sistema (3.37) en lazo ce-
rrado aplicada la funcion de control (3.71) con kay > 0, koo > 0, Yo > 0 ¥ Yoo > 0

suficientemente grandes, ya que satisface el Teorema 2.1, es decir cumple

3+do 3+d0

2 — kaoo| LgV(2)] 2

V(z,¢p) = LiV(x) — kool LyV (2)]| <0, Vz#0. A
(3.160)
Corolario 3.9. 5i se selecciona 6, < 0 y 6 > 0, el controlador bi-homogéneo polino-

mial (3.71) estabilizard el origen del sistema (3.37) en tiempo fijo. A
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Prueba 3.19. Verificando (3.160), se obtiene

VT%¢P)=MA< >{3mkmﬁ—uﬂ‘1?wa}ﬂmj?ﬁx2 (3.161)

2
2 3 1 2400
+uB c —Yookloo + [T1] T=00 xg p x| 10 29
1—90+ 2

1—9,

. . 3490
2(600—00) 2

__2(J00—b0) _ 2
—koo| | pa + Bl (15”)“50)> [21] ™% + (a%o + 11BYoo) [2)?

34900

2(600—90) 2
_km‘ (”A + NB‘xll(l_hw)(l_%)> [1] 7% + (11A%o + 1BYoo) [42)?

Note que el 3% y el 4'° término de (3.161) son no positivos y se desvanecen en el
1

conjunto Sg = {LyV (2*) = 0} = {25 = —w(z])[x]| T } (3.142), por lo que al evaluar

(3.161) en dicho conjunto, se obtiene la expresién

3460 3+d0

V(z,0p)|s, = LV (a})ls, = —k20[0] 2 — kaoo|0] 2 (3.162)
=0
2/ 3 o= P ¥ 2t S
+ [T | [Sroko + [2i) 755 (—w(@p[ai) ™5 ) |[2i] 1550 (—w(@))[at) 75 )
2MB 3 | — * - ) o0 * | T
+ [T | [5oekioe + (23] (—wla)) (2] 7 ) | af) 7505 (—w(ai)[at) 75 ),

que en conjunto con el Lema 2.3 permite demostrar V(x,(;bp)|sg < 0 seleccionando
k2o > 0y kaso > 0 suficientemente grandes, ya que la expresién (3.162) se transforma

en (3.143), adquiriendo posteriormente la forma (3.144)

Ve, 6p)ls, = LV(@Dls, = = [r(ai) —v(ap)] (el <0
A(z1)
tras ser simplificada, indicando que se debe garantizar (3.147) V{z} € R\ {0}} para
que V(a:,gbp)\gg = LV (x7)|s, <O.
Cabe mencionar que las condiciones que se necesitan para que ésto ocurra ya han
sido descritas en la subseccién anterior, donde se requiere seleccionar v, > 0y Yoo > 0

suficientemente grandes para que A(z7) > 0.
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Lo anterior permite demostrar que V(x) es una F.L Bi-Homogénea para el sistema
(3.37) en lazo cerrado aplicado el controlador (3.71), permitiendo garantizar a su vez que
dicha funcién de control polinomal al ser homogénea en el bi-limite lleva las trayectorias

del sistema (3.37) al origen en tiempo fijo (si se seleccionan ¢, < 0y doo > 0). B

Teorema 3.20. (3.137) es una F.L Bi-Homogénea para el sistema (3.37) en lazo ce-
rrado aplicada la funcion de control (3.72) con kao > 0, kaso > 0, Yo > 0 y Yoo > 0

suficientemente grandes, ya que satisface el Teorema 2.1, es decir cumple

V(z,¢r) = L;V(z)— <AZQ(‘;) + Ji?x)> L,V(z)? <0, Vx#0. A  (3.163)

Corolario 3.10. Si se selecciona 6, < 0 y 0o > 0, el controlador bi-homogéneo racional

(3.72) estabilizard el origen del sistema (3.37) en tiempo fijo. /A

Prueba 3.20. Verificando (3.163), se obtiene

/ 3 1 246,
Ve on) =i <1 =4 ) {2%’“1" ) 952} (1] 1700 2y (3.164)
2 3 1 246500
+MB <1 — (S ) {2’700]{5100 + |(-/I:1J 1-d00 :(,‘2} |7le 1—600 T
k2o koo
_ 2 + 2
Mo(z) ~ Moo()

2
2(_530*50) 2
[ (/m + pplai] “‘°°°><1‘5“>> [21] 7% + (a0 + 115700) [22)?

Note que el 3°" término de (3.164) es no positivo y se desvanece en el conjunto
Sy = {LyV(z*) = 0} = {a5 = —w(lT)(l’TJﬁ} (3.142), por lo que al evaluar (3.164)

en dicho conjunto se obtiene la expresién

Vs, = LV ils, = | 510 + 11| O (3.165)

QMA 3 w)——— * % * 2490 * * | ——
| 2| [Rohio + 1211775 (<t o)) |11 35 (—atap) o))

| 22| S+ ot} (—eta o)) [Fot) 5 (cwte o) 7).
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que en conjunto con el Lema 2.3 permite demostrar V(x, (bR)]Sg < 0 seleccionando
koo > 0y kaoo > 0 suficientemente grandes, ya que la expresién (3.165) se transforma

en (3.143), adquiriendo posteriormente la forma (3.144)

3+(3:0

V(z,0r) = LiV(a})ls, = — [r(2]) — v(z})]w(a})|z]] =5 <0

Azy)

tras ser simplificada, indicando de igual manera que se debe garantizar (3.147) V{7 €
R\ {0}} para que V(z, ¢r) = LyV(x7)]s, <O0.

Cabe mencionar que las condiciones que se necesitan para que ésto ocurra ya han
sido descritas en subsecciones previas, donde se requiere seleccionar v, > 0y Yoo > 0
suficientemente grandes para que A(z7) > 0.

Lo anterior permite demostrar que V(z) es una F.L. Bi-Homogénea para el sistema
(3.37) en lazo cerrado aplicado el controlador (3.72), permitiendo garantizar a su vez que
dicha funcién de control racional al ser homogénea en el bi-limite lleva las trayectorias

del sistema (3.37) al origen en tiempo fijo (si se seleccionan 6, < 0y doc > 0). B
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Capitulo 4
Controladores Bi-Homogéneos

Sistema de Orden 3

En este capitulo se presentan los resultados finales de la tesis, lo cual corresponde
al disenio de controladores bi-homogéneos para cadenas de integradores de orden tres,
con grados de homogeneidad admisibles que presentan valores entre % > 6 >0.

Para ello, se contempla inicialmente el planteamiento del problema enunciado en
el capitulo previo, introduciendo posteriormente el diseno del controlador homogéneo
para dicha cadena de integradores, que ayudara finalmente a realizar el diseno de su

respectivo controlador bi-homogéneo.

4.1. Controlador Bi-Homogéneo - Sistema de Orden 3

4.1.1. Homogeneidad del Sistema

Sea (3.7) el sistema a analizar con p = 3, es decir, sea el sistema a estudiar una
cadena de integradores de orden tres

{L"1 = X9 (4.1)
.%:2 = I3
.%;3 = Uu.

Considerando al control w como variable adicional con peso de homogeneidad ry4, la
homogeneidad en lazo cerrado del sistema (4.1) se obtiene a partir de

)\’"2562 )\’"1:62 o = 0+ T
f(Avz) = XA f(z) = f(Aa)= [N3ag| =\ |\ 23 = r3=20+r9,
Ay A3 rg=0+rs3
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donde si se fija r3 = 1, se restringen los parametros ri, ro, 74 y § de la forma

rm=1-2>0 — 1>9¢
rp=1-6>0 — 1>§ $>6>-1 (4.2)

4.1.2. Diseno de Control Homogéneo

4.1.2.1. Funcién de Lyapunov de Control Homogénea

Modificando ligeramente la estructura de las F.L.C.H propuestas por Cruz-Zavala
and Moreno [6], se propone como candidata a F.L.C Homogénea

Vi(z) = yVi(z) + Wa(z), (4.3)
con
T‘ﬂ 2 o 2 % m;"? m—ro
Vi(z) = (71"712931!” +2|9€2‘T2) +hy 7 fo] o w, (4.4)
1 2 T O Y - S 2 mory PR
O e R e T I L Y Pl | PR el Pt
(4.5)

donde ;3 > 0, v2 > 0, k1 > 0y ko > 0. Considerando (4.2), (4.4) y (4.5) se pueden
reescribir como

m
2

m—1+48 m—1+6

5|m2|126) R gy g, (4.6)

1 —
Vi) = (b o 7 4 5

m

1 s a2 5\’ 1 1 s |t
[22] 70 4+ k7" [21 ] 7728 |+ 5] + ko' | [22) T8+ Ry [ [T z3.

(4.7)

Wa () = (;kg

(4.3) es una funcién homogénea de grado m, positiva definida con 2 > 0 (suficiente-
mente grande), radialmente no acotada y continuamente diferenciable, si

o>l 5 om>2 o«
m—1 >1 — m>2 x

ml > 5 m>2-35

17;(5 >1 = 5>—% (4.8)
E 20D 20

1-26 — —

& >1 = §>0 =

se satisfacen, donde * representa las condiciones mas restrictivas sobre los parametros
myd.
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Teorema 4.1. (4.3) con m =2 es una F.L.C Homogénea para el sistema (4.1), ya que

satisface la Definicion 2.2, es decir cumple

Sy 2 (2" € R\ {0}|LyV () = 0} € §; 2 {a* € R\ {0}[L;V(a") <0} (49)

)
{LgV(z")=0Nna" #0} = LV (z") <0. A

Prueba 4.1. Tomando la derivada de (4.3) a lo largo de las trayectorias del sistema

(4.1), se obtiene

V(z) =LV (z)+ LsV(2)u,
donde

oV (x) . aV (x)
- 81'1 2 6952

LV (z) =0V (x), f(x)) 3

RIRELLTR T (71k115|x1|1225 L 1=

1—-26
m=1+¢ <m — 1+ 5) m—2+38

_'_,72]{:1 1-6

1
27.7=5
7mk2k1 <1k§ [22] 3 + kll%é [21] =

2(1—26) \ 2

2 2
1 2
+§\$3’ >

_1 s
(mwia R wl—%a) 2|5

m—2

26
|z1| =223 | =2

_1
[02] 75 4 k" [21| =5

m—2
m—1+8

m—1+46

D21 (%;ﬁl—é‘xllia i ‘@,135) [2] 144 ok, T ] TR

m—2

1 = 1 5
<(.T2J -5 4 kf*‘s [le 1—25> |.562| 10

m—2

|x2|fm3] zs, (4.10)
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LV () = 0V (@), gla)) = O3
1 1 2 m2_2
= (%) <;k§ [22) T8 + k) ° [21) -5 | + ;\$3’2> 3 (4.11)

1

1 m—1
K o) P54 k] ) |

Observacién 4.1. No es posible (en general) resolver explicitamente la ecuacion LV (x*) =
0 respecto a x% para verificar (4.9), por lo que se analiza un caso particular del proble-
ma seleccionando m = 2, ya que para este valor si es posible encontrar una solucion

explicita de L,V (z*) = 0.

4.1.2.2. Caso Particular

Considérese el caso en el que m = 2, por lo que (4.10) y (4.11) adquieren la forma

_ OV (x) oV (x)
= 921 xo + 92y xs (412)
2

27172]?11? 14268 # 140 35 49
:ﬁ[l‘lj 1-26 19 —|—’)/2k‘11 ° 1-2 |;U1|17261;2

LV (x) =0V (2), f(x))

146
g (mﬁf? S (mf—*%> s

1-6

bk kg (T2l P54 K [ 75 ) 2| | £l P 4 ] 5

2 |2 Z2 1 x1 x3 1— 2925 T x2 1_5:52 3|,
oV (x

LV(z) = 0V (@), g(0) = 5 (4.13

_1
—aa-t oy 2] 5+ K [ 7).

Verificando (4.9), despejando % de (4.13), calculando los puntos donde L,V = 0,

se tiene

1

_1
25+ ko (m;J L 4 kT [0} T

~
Il
[a)

1
os =k (o375 + K el ™) @
sustituyendo (4.14) en (4.12), se obtiene la expresién

LV (x*)|s, = —e(z™) +0(z") (4.15)
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con
b R 5 1
eta”) b (12355 4+ k7 1o 25 (Fag) s et 75 ) a0
2
" 2’)/1’721451_5 g E20 W 140 I T )
9(.’E ) :ﬁ [:EIJ 1-26 To + ’ka‘ll ° 1_ 26 |$1| 1-26 Ty . (417)
Note que el 1°" término de (4.15) es no positivo y se desvanece en el conjunto
1-6
Sp = {m§ = —ky|x] |28 }, por lo que al evaluar en V(x) dicho conjunto se obtiene la
expresion

2

* 2’}/172km * 1426 x 1-6
LfV(x1)|Sg,1 :1_7215[9% 1-25 (—kl [x] ] 1+25>

w146 36 1-5\2
bkt (150 Il (i) )

1-26
2 k;l%‘s+1 5 s toyo 146 2(1-9)
— Wmil * %"'11—%6 km—i_ * 13525"' o35
1— 95 |$1’ +f)/2 1 1—925 ’IB1|
3772;
Yok~ &5

>0

1490

que en conjunto con el Lema 2.3 permite garantizar que (4.9) se satisface si y; > 32,

demostrando asi que V(x) es una F.L.C Homogénea para el sistema (4.1). B

4.1.2.3. Controlador Homogéneo

Analizando la homogeneidad de (4.12) y (4.13) para definir la funcién de control
homogénea que estabilizard el origen del sistema (4.1), recordando que r; = 1 — 24,
ro=1—0y rg =1, se tiene

_ oV (x) oV (x)

LV =0V
V@) =@V (@), f@) = 2 Dy + 0y
2
D) L1-¢ 1426 140 35
=)\210 %Mﬂ =25 79 + yoky <1 — 25) |21 T2 23

1446 146

+ 72 ((@Jm + k) 0[] 125) T3

1

4 BT [ | LA Lo
+ko (ko | [22] T-9 + kg [21]T-20 ) 4+ 23 |x1|T-20 29 + |xa|T=0 23

1—-26 1-9
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aV (x)
Oxs

Ak 5 4 T [y | T
= 3+ ko | [22] 70 + k" [x1] T2 ) ¢,

por lo que L;V (x) es homogéneo de grado 2+ y LyV () es homogéneo de grado 1.

LgV(x) = {0V (x), 9(x)) =

Considerando el grado de homogeneidad de L4V (x) y recordando las restricciones
dadas por (4.2), se disena un controlador homogéneo u = ¢(z) de grado r4 = 1 + 9,
definido como

o 146

d)(.’E) = —k3 [LgV(CL‘)JH_é = —k3 ’71‘3 + ko <[$2J115 + k1176 [$1J 1125)J . (419)
Teorema 4.2. (4.3) con m = 2 es una F.L Homogénea para el sistema (4.1) en lazo
cerrado aplicada la ley de control (4.19) con ks > 0 y ko > 0 suficientemente grandes,

ademads de vy > 1—*2'5 ya que satisface la Definicion 2.1, es decir cumple

V =L;V(z)+ L,V(x)p(z) <0, Yor#0. A (4.20)

Corolario 4.1. El controlador homogéneo (4.19) estabiliza asintdticamente, exponen-
cialmente o en tiempo finito el origen del sistema (4.1), dependiendo del valor de ¢, al

satisfacer el Corolario 2.1. A\

Prueba 4.2. Verificando (4.20), se reescribe V(z, ¢) como

2+6

2
+ 2’}/1")/2k'11_6 1425

Vi@ 0) == ks 2 [0 |y

_1
23+ ko (myls R (mf?a>

e /149 35 145 146 145

R e L P (P P P ) B
1
1-46

_1
+ k [k2 <[x2J116 + k0 [ml%a) —1—933} 1’“1 25,x1|%$2 i

5
|z2| T=0 23

1
1-6
(4.21)

Note que el 1° término de (4.21) es no positivo y se desvanece en el conjunto
1 1 1 .
S, £ {x§ = —ky (fargjlé + k{0 (x’ﬂl?ﬁ) }, por lo que al evaluar en V(z, ¢) dicho

conjunto se obtiene la expresién (4.15) descrita como

V(,0)ls, = LV (2")|s, = —e(z™) + 6(a*)
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con

145 146 145 1 1 1
eta") b T3 55 4+ k{70 1o )95 () 75 4 07 ) )
2

% 2’)/1’)/2km g 1E28 # 1+5 w135 L9
0(x ):1_7215[9% =235 + kg 1T ag ) 1222

Note de igual forma que el 1°¥ término de dicha expresién es no positivo y se
1-6 .
desvanece en el conjunto Sy = {az§ = —ky[z]] T2 }, por lo que al evaluar en V(z, ¢)|s,

dicho conjunto se obtiene la expresién (4.18), es decir
3-6

y / _ * _ ’72]{11_6

V(CL‘, Q))|Sg,1 - Lfv($1)|sg,l - 1 _ 26

o 28
291 — (1 +0)] |27 |7=2,
———

>0
que en conjunto con el Lema 2.3 permite garantizar que V(ac,(b)\gg’1 < 0 si se

selecciona ks > 0 y ko > 0 suficientemente grandes, ademas de ~v; > ITH' De esta forma
se concluye que V(z) es una Funcién de Lyapunov Homogénea para el sistema (4.1) en

lazo cerrado aplicado el controlador (4.19). B

4.1.3. Diseno de Control Bi-homogéneo

4.1.3.1. Funcién de Lyapunov Bi-homogénea

Se propone como candidata a F.L.C. Bi-homogénea la funcién
V(x) = /I’AVo(m) + uBVoo ('/1")a (4'22)

con pg >0, up >0y s+ pp > 0. Donde V,(z) y Vio(z) son F.L.C Homogéneas de
la forma (4.3), con pardmetros

(507 10,7205 7305 T'40, mo) - ((507 1- 2507 1- 507 17 1+ 507 7”/)
(50077“1()0, 72005 7300 T"400) moo) = (5ooa 1—=2000,1—=000,1,14 000, 7”)

por (4.2), donde se define a m = m, = ms = 2 para poder encontrar una solucién
explicita de la ecuacién LyV (2*) = 0 respecto a x4 (contemplando (4.8)), considerando
asuveza s >0 >, > 0 por suposicién (contemplando (4.2) y (4.8)).

Teorema 4.3. (4.22) es una F.L.C Bi-homogénea para el sistema (4.1), ya que satis-

face la Definicion 2.2, es decir cumple

V{ a* £ 0| pualyVo + upLlyVeo =0} = V() = pal;Vo+ pupLlyVeo <0. A

L,V (xz*)=0 LyV(z*)

(4.23)
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Prueba 4.3. Analizando la homogeneidad de (4.22), suponiendo (por simplicidad) que
Moo > My, recordando que V,(z) presenta a 11, = 1 —2d,, 790 = 1 — 0, vy 130 = 1;
considerando ademds que Vi (x) presenta a r1, = 1 — 20, ro,, =1 — 0o ¥y 73, = 1,

se tiene

V() =paVo(r) + ppVoo ()

2o 2 1—0, 2 \ %
ZHA{'V% (ks At 8 4 2t 5 )
m0—1‘+5o meo—1460
S P ()
1, 1-6 L 57 (1226 %2 1 2 2
| k2o |[AT @2 1200 A kT AT [T+ oA

_1

% mo—l
+ koo [W“SowzJ Tk, AT J Ows)}

_Moo 2 1— 500 9 ono
+1 {7200 [(’Ybokf;% ATy |15 T|)\1_6°°372| 1“”’6)
Mmoo —1+4000 Mmoo —14600
Fh T N R ()
1, 1-6 —1— bty 1-26 —— 21 2 "
* §k200 [>‘ %xQJ 1=000 4 kloo ~ ()‘ xle 172000 + §|)\$3‘

_ 1 Moo—1
et [D\k&mlﬂ T 4 N D\1—2%cx1J1215xJ ()\x?))}

=HA P‘mo’mo‘/lo(x) + AT W2o($)] + up P\moo’moovloo($) + Ao Waso ($)]

= A" [120Vio(x) + Wao(z)] + A" 1B [1200 Vieo (7) + Waso()]

Vv
(r1,,72,,73,)-Homogéneo de grado m, (r1. 720,53, )-Homogéneo de grado meo

lo cual permite garantizar que V (z) =~ V,(z) en una vecindad cercana a cero y V(z) ~
Voo () en una vecindad cercana a infinito, ya que V,(z) presenta potencias mas pequenas
que Vo (z). Es asi como se demuestra que V(z) es una funcién bi-homogénea de grado

Mo/ Moo
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Definiendo m = m, = ms = 2, tomando la derivada de (4.22) a lo largo de las

trayectorias del sistema (4.1), se obtiene

V(z) = paVo(z) + pnpVoo ()
V() = pa(LVo(x) + LoVo()u) + 15 (LsVoo(x) + Lo Voo (x)u)

V(@) = (naLyVo(@) + upLyVoo(@)) + (aLgVo(x) + ppLgVeo (@) u, (4.24)

LyV(z) LgV ()

con

2

2Y10720k, 7 | 2 =52 (140, B9
= 10 o k o 1—25, 4.25
1= 2, [21] =20 22 + Y20 2, 21|20z (4.25)

LyV(z) = pa

1460 1400 143,
+ Y20 | [w2] =00 + ki, [21] 7200 | 23

1
+k2o |:k20 ((l’zjll‘so + k% (a;1J11260> + x;»,]
.
K"

S0
Y 1-9
1-25, 22107 25

1 | 7255 g 4 ———
1-9,

2
2 k19 1426 Itooo /] 4§ 3000
V1o0V200 M 100 o - s |71 2500 $%

1—2600 k;l doo
+ upB 1— 20 [21] T2 + V200 R 100 1— 25

146 14000 146
+ Y200 <[902J =00 + k{2 1] 1= 2"0:0) T3

+kooo []{ZQOO <’—ng T k0> [ | T 26<>o> + 1’3:|

kl 5oc

1— 20,

1 o0,
|=751\1 e Zg + 1= 5w|$2\1*5°0 x3
1 L 1
LoV (x) = (1A + pB)es + 1akao ([mgj =50 + ki % 2] 1250) (4.26)

+/LB]{;200 <($2J1 S0o +k1 Ooc|' 1J1_216O<'> )
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Calculando los valores de 23 donde L,V (z*) = 0, se obtiene la superficie mostrada

en la Fig 4.1, representada por la expresién

* ,U'AkQO ) —— 1—15 * 1~> ,UBk2oo < 1000 o 1>:|
Lo =—|————— | 25|10 +k; %°[x7|1T-200 | + ———— 1- ooo + ko™ 1-2500 .
; LA+MB((ﬂ Pk e [) 1)

(4.27)

60
doo
HA
uB

0.25 Espacio de Estados
1
1
k1o 3
1
1
1

10

k1oo
k2o
k200

£ LgVo=0 p LgVeo=0 g LgV=0

Figura 4.1: Muestra los valores de (z*) donde LgV (x*) = 0.

A partir de (4.24), se evalia en (4.25) el conjunto (4.27), obteniendo la expresién

2
2 kl-% 1425, 4o /14§, 35,
LV (a*)]s, = T2 a7 0 ah + anaoky (- T00) fag 7550 052
1-—26, — 20,
2 1460
_MA’YZOkQO<( Jl 6O+k1 60 1250> 1"0—|—k1 60[1J11260>
naA+ uUB

maA+ 1

1460 1
_w ((JIQJ 132 kLT 1*;,;30) ( ol T 5 + kI 500" 1J1—2lmx>

L akao | koo -5, k; “0 — 200
+ pake [ 2 ((%J + [21] ) ;JA—HLB)

15k B T I kit 3,
_ﬁ ((mEJ T=ooe + kg 0 [2] | 17200 >} 1 i026 |t | 7200 zh

L T g T [ T ) (et
(1a + pp)(1 = do) O%J " feil &

_(MA+MB)(1—6 ) <’7sz 1000 +I{;1 6 I' 1J 1263Q> |x2|150:|
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+ 2/1/37100_7;200]:11;5\ [27] = 5+ MBVzookiJrgz (11;1-25600) |$T\lié27?’cxf’3;2
- bk (g B bl at) P9 ) (fag) ™ 4 K ) )
- b (g S ot 28 ) (g Rt )
+ pBk2oo [kzoo <(332J T A+ ko i~ E: 1J1%’°> <1 - /Jf,uB>
L
— it (g g )| | e
pakao =5 N P
"t a1 =00) <““2J B ) i

la cual puede desarrollarse y reescribirse como

LiV(a¥)ls, = = (@) + alz®) + B(a") —m(z") — e(a”)

<0 A1 (z*)
—yo(z*) +0(z") + w(z™) — k(x™) (4.29)
N——
<0 )\2(1'*)
con
2(5
2 k:17 o
Oé(.%'*) _ HAY107Y20R 1, [ﬂfﬂ }J’gﬁo .%'2 (430)
1—20,
. Il (] 40, 41 3%
B(x*) = payaokiy <1 — 2(;’ > |} | 720 32, (4.31)
200k 14 5o 1
71(37*) — M <( Jl 60 —|—k‘1 5o (iﬂ Jl 25()) <[l‘§J1_1"0 _|_k.110—r\n [xﬁ1—1260> ,
HA+ UB
(4.32)
L 5o 146, .
e(z*) = HARBTY20M200 ({xﬂ #50 + kl 50 [27%] 11+20oo> ({xﬂ To000 +k1 ox (21| 1= zooc> ,
HA+ pB

(4.33)

* HAKB * * * * * * L * * * - *

) = (2 ) (e mteadl + pla”)ra i 55 + (o) r(a)a sign(a)

HA+ UB
1 .

o ()[4 50 sign(w)) (4.34)

79
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2(6(7 1)

1 1
o) = | (P2 jasyrmte — Fro ot ( Hhasoleh T 4 paksoleh T ) | L 2t
1_(500 2 1_60 2 HA+ UB =
1 1
kosoki 0> kook, % 1 20,1
| TRl - e el | e (4:35)
o0 o
* * —L * 1
n(z*) = [kzoolfcgllféw - k72o|332‘1’5“] : (4.36)
N ko oL ko I ool 1
plat) = | ({25l == = {22 la = ) (15155 o )
1
piskase ki ™ 21T + juahaokis ™ [a7] 75 (4.37)
HA+ pB ’ '
7(0) = |Raookiid ™ |23 7725 = kaohy ™ |25 | (4.38)
—
2 fel-000 142500
O(z*) = /LB’YiOO_VS? loo [} ] 1=200 25, (4.39)
400 1+ 6 8600
(o) = ekl (52 ol PR as? (4.40)
[e¢)
2 5 1+ 1
) k 1+600 o0 14500 1 L
rala) = P2 (g B e g ) (g 4 ) ),
(4.41)
k 14900 14800 1
wla) = AL (1 B g S o ) (g 5 4 R ) )
(4.42)

Note que A1(z*) y v1(2*) < 0 son funciones homogéneas de grado 2 + ¢, as{ mismo
note que A2(z*) y v2(z*) < 0 son funciones homogéneas de grado 2 4 d..; haciendo
uso del Lema 2.3, se evalian en LV (z*)|s, los conjuntos S1, = {5 = ki, [x’ﬂ%}
(donde v1(z*) = 0) y Sico = {75 = F1co (mTJ%} (donde y2(z*) = 0), obteniendo la

expresion reducida

+d0

Vzokfé"[ } 1B p—
LV - _ 12000 {9 (146, k S (T=200)(1-300)
V181000 HA{ T R (L4 d0)| + k2oo Py v(z1)|z]]
Co v(a})
3—d00
LB ]{jl doo % 248600
— PR om0 — (14 ) la |55 (4.43)
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con

v(xf) — {(MB]CQOO> (kl S0 ]a: |(1 25%)@ 260)(1 520) _kl 5%>

A+ 1B
k kl %c ___b00=00 k kl 5 —Jo0—%0___
e i e e sl L TS
— b — 0,
Kook o __2000=b0)  kookis =
+kiy L’xﬂu—zéu)(l—zsm) N20%o0
— 2000 1-—26,
kl 5oc ’:E ’(1 zam)(l 2&0)(1 5o0) — kl 500 (4.44)

Recordando el Teorema 4.3, para que L;V(x7)|s, 1,1, < 0, se debe de garantizar

inicialmente que ko, > 0 y koo > 0 sean seleccionadas suficientemente grandes, con

1+5 1+5

, para posteriormente buscar satisfacer

Y10 >
Co > v(x]). (4.45)

Estudiando a v(z}) para determinar si es posible garantizar (4.45), se recuperan las
potencias de los elementos que componen dicha expresion, determinando sus términos
dominantes, concluyendo que para valores pequenos de x] cercanos a cero, los términos
de menor orden son

Kookl =5
vola?) = | k1o ﬁ [ ki 5%] (4.46)

y para valores grandes de z7, los términos de mayor orden son

]{} 1 b1 Soo =00 k k 1-300 Ox doo =00
Uoo(f{) — (’uB_ﬁOO k,l S0 k‘l 50 xﬂ (1—2000)(1—200)(1—300) 2;"76| ’1“ (1=200)(1—300)
HA KB — O

1

1-bc0 2S00 —60)
M’ ﬂ (1=260)(1—2600)
— 205

—foo—do
(\x;\ <1—2a0><1—aw>) + ki,

|:k.11 5oo’x ‘(1 2(5%)(1 2(3())(1 3’0@):| (447)
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4. CONTROLADORES BI-HOMOGENEOS
SISTEMA DE ORDEN 3

Analizando (4.45), considerando a (4.46), en el caso (z — 0), se obtiene
y ( *) kQOkllof%oJrﬁ‘i}l
m v,(x]) =
210 OVt 1—26,

.
koo >0 (4.48)

>0

que permite concluir, por definicién de kg, > 0, que (4.45) se satisface siempre para
valores pequenos de x} cercanos a cero, ya que v(z}) > 0 para dichos valores.

Realizando el mismo analisis, en el caso (zJ — £o0), considerando a (4.47), se

obtiene
# do0o=0b0
lim UOO(J"){) = onok:llO_OO% O'(I'T)‘l'ﬂ (1—2500)(1—280)(1—000) (449)
z}—*oo
con
Soo
1-6500 s _ —60
o(zh) = 120k, |x>{y<1f§3§><f‘9§i>§f‘fax> + &m\%
(ra+ pp)(1 = doo) 1 -2
por lo que
lim  veo(2]) = +00, (4.50)
7 —+Eoo

lo anterior permite concluir que (4.45) de igual forma siempre se satisface para valores

grandes de z7, ya que v(x]) > 0 para dichos valores.

Es asi como la funcién v(z]) cumple que:
= Es continua en todas partes.

= Sus limites son mayores a: limg+ 0 v(27) > 0 y Umg: 1 v(z7) > 0, por (4.48) y

(4.50).

La tltima condicién (por continuidad) implica que en una vecindad (cerrada) cerca del
origen z7 € [—¢€,€¢] y en una vecindad del infinito 2} € [Q,00) y 2} € (—o0,—9), la

funcién v(zj) > 0. Por lo que, en el compacto [—2, —¢] U [¢, 2], la funcién continua
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v(z}) alcanza su minimo valor, el cual no siempre es positivo, pero estd alojado en

una vecindad cercana al origen dependiente del valor de los pardmetros: d,, do0, k1o,
k1so, k2o ¥ k2o, decrementado ademads su valor al ser producto de |$ﬂ% El
minimo valor de v(z]) puede ser dominado por C, seleccionando 1, > 0y 720 > 0
suficientemente grandes, ya que dicho valor no depende de esos pardametros y C, depende
ademds de k1, que tiene un mayor efecto sobre el minimo valor de v(z7), garantizando
asi que (4.45) se satisface siempre V{z} € R\ {0}}. Por lo tanto se concluye que V es

una F.L.C Bi-homogénea para el sistema (4.1).1

) 0 Co = 27
§oo 0.25 100
HA 1
B 1
. 50
k1o 3
k1oo 1
1 ‘ LN .
o ~20 ~10 10 20 X
k200 1
ylo 1
-50
Yloo 1
Y20 1
Y200 1 -100
— -Co — u(x1*)

Figura 4.2: Muestra el comportamiento de la funcién v(x3}) y el de la constante —C,

(para efectos demostrativos).

0 N
o LfV(x1%) |Sg,1 01w

HA 1

uB 1

k1o 3 50
k1oo 1

k2o 1 . . . oy
K200 1 -20 -10 10 20
ylo 1
¥loo 1 -1°!

Y20 1
Y200 1 _100!

Figura 4.3: Muestra el comportamiento de V(ac*) = LV (z")|s,,10,100 cerca del origen.
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4.1.3.2. Controladores Bi-Homogéneos Polinomiales y Racionales

A partir de los controladores homogéneos disenados por Cruz-Zavala and Moreno
[6], se definen dos clases de controladores bi-homogéneos diferentes

op(x) = — kso|LgV (z) | oo _ k3oo [ LgV (2)] 19 — Controlador Polinomial, (4.51)

Control Local Controlﬁlgo Local
L,V (z) L,V (x) .
x) = — kgo—2 — J = Controlador Racional 4.52
Contr;lrLocal Control No Local

donde, k3, > 0y k3o > 0. My(x) es una funcién positiva definida, continua y r,-
homogénea de grado dy;, = —0, y Moo(x) es una funcién positiva definida, continua y
Too-homogénea de grado dp7, = —ds, cOn

1

1 4 1
LV () = (1 + ps)s + ke ((sz =% 4 kD (1) )

1

+ upkoso <[1‘2J 1*1‘50@ + kllgoéw [21] 121500) , (4.53)

donde kop > 0, kaso > 0, Y10 > 12‘50 V Y20 > 0 deben ser seleccionadas suficientemente

grandes, ademas de seleccionar yio, > % para que (4.45) se pueda garantizar.

Observacién 4.2. Las funciones de control (4.51) y (4.52), y sus respectivos siste-
mas en lazo cerrado resultantes, son homogéneos en el bi-limite ya que satisfacen la

Definicion 2.10.

Observacion 4.3. Si se aplica el controlador (4.51) en el sistema (4.1), se puede
recuperar
Controlador Local Homogéneo Polinomsial de grado 6 =1+ 9,

St k3o =0 y up = 0, obteniendo

:i'l = x9 (4.54)

i‘gzxg

1

¥ 1+§o _1_ 1=5, % 1+60
ity = o [ LV (2) |7 = o [ pakag ( [ea) 750 4+ Iify ™ [ ] 7757 ) + pgas |

que es homogéneo de grado J, (en lazo cerrado).
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Controlador No Local Homogéneo Polinomzial de grado 6 = 1+ 04

St k3o =0 y pa =0, obteniendo

j?l B ) (4.55)

3'32:303

1

. 1+000 1 15— 1 14600
iy = e [LgV ()] = g [k ( [2) =55 + T2 1) 745 ) + gz

que es homogéneo de grado 6 (en lazo cerrado).

Observacion 4.4. Si se aplica el controlador (4.52) en el sistema (4.1), se puede

recuperar
Controlador Local Homogéneo Racional de grado 6 =1+ 6,

St kseo =0 y up =0, obteniendo

l"l = T2 (4.56)

:i}Q:.leg

1 1 1
trakz2o ([902] =50 + ki, " [21] 1‘”@) + pazs
= —k3o

T8 =R ) M, (2)

que es homogéneo de grado 6, (en lazo cerrado).
Controlador No Local Homogéneo Racional de grado 6 =1+ 0y

Si k3o =0 y ua =0, obteniendo

i‘l = T2 (457)
ig =3

1

1 1
1ekoco < X9 |T-00 + klgogoo T 12500) + 1BT3
Moo () 500 Mo ()

T3 = —k300

que es homogéneo de grado O (en lazo cerrado).
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Teorema 4.4. (4.22) es una F.L Bi-Homogénea para el sistema (4.1) en lazo cerrado
aplicada la funcion de control (4.51) con ks, > 0, koo > 0, koo > 0, kaso > 0, Y10 >
% Y Y20 > 0 suficientemente grandes, ademds de Y100 > 1+°”°, ya que satisface el

Teorema 2.1, es decir cumple

V(z,6p) = LV (x) — kao|LgV (2) P10 — k3o |LyV (2)]?T0% <0, Vo #0. A (4.58)

Prueba 4.4. Verificando (4.58), se obtiene

2

- 27107201, +2% e (1490 D
V(z,6p) = pia %my 20019 + Yaoky, (1 —s ) a1 |22y (4.59)
o

1 1460 to0
n o <[ J l+go + kl So [-%'IJ 1— 25(,) T3

+ k2o [k‘zo ([CBQJ =% + ky, =5 [21]T- 2oo> + 3;3]

1
kllgéo 200 1 5o
1—-26, 1-5,
g5, T m o T el e
2
2’7100'72001431 - 142000 = (1400 B0 o
1—2500 k oo - - 1] 1T-200 g
+ 1B 1— 20 [21] T2 + V200150 1— 25 |1 2

14500

14600
+ V200 <f$2J 0 4 k0 [ 1‘25*) z3

1
+k200 k200 T ﬁ —{—]{31_6"0 T % + 3
loo

kl 500 o
ﬁkﬂﬂl s T2+ 7 5 |zo| T3 3
- 0o
— k3o|pakao |7$2J 1=00 4 klo (:L'lJ 1-260
. 244,
+ upkaco (h’zj = 4 k0> ~ E3 1J12"OC> + (pa+ pB)zs
1 1
— k3oo |1t AK20 <( 2] T = + kl o Jl—m)
24600

1 1 1
+ Bka2oo ([ﬂfzJ =i A ko™ [ T2 > + (1a + pp)ws
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Note que el 3° y el 4'° término de (4.59) son no positivos y se desvanecen en el
conjunto S, = {L,V (2*) = 0} (4.27), por lo que al evaluar (4.59) en dicho conjunto, se

obtiene la expresion

V(z, op)ls, = LiV(a1)ls, = = ksol 0% — ko0 (4.60)
-0
2
2/ AV10V20k1, Ltho (146, 80 o
+ 1 O_ 2(:50 = (l' J 1 200 1'2 + :UA’}QOkillo ’ 1— 250 |1_200 Zg
2 146
nA '720k20 5o — 5 S
i T 150_|_k; o 1250 T 15(,_|_k o [p¥|1=25,
el (1 2175 ) (1a3 215 )
[1APBY20k200 S = - Lo Tobos [k | e
_ PArD 7a9 e [le °r>—|—/£ v[ *J1—zo“ [$2J1 5304_]{ OC[ 1J1 2500
HA+ 1B
1 L 1 WA
koo, | k& M| T60 + ki% [x¥| 120, 1— 4
+ HAR20 |: 20 <[x2J + ki [27] > ( A —G—/LB>
1
7 AN e
oo 4 k0 - 250c 1—25,
— e ([ b 4 R o Ko o245 03
o /LA]{?20 <|7.’L’ J 55 +/€1 én |733 Jl 250) |SU*|137%0
(a+pp)(L—0,) \'™? o ?
pBk2co ) s I W P
— s k o0 I—2500 =00
(,UA +MB)(]- _ 50) <PL‘2J + [ 1J > ’$2| :|
2
2 k ‘50@ 142500 1+d00 14+ 0. 3600
2t B b (12 ) It
oo oo
k 14000 14000 1
_ M [wzj T—d00 _|_k11 doo (:Ulj 1 2(\% [ J1 ?m —i—k‘l 50[ IJ 1—20,
HA+ UB
2 k 14600 14600 14500 1
_ HB 200200 [2}] o + k10 [ T [xZJﬁ—i-kf;’“ (@’{J%
A+ 1B
: —n 1B
+ pBk2 [/ﬂz ( o] T + k0> 1—2500) (1—)
o (a3 5 R it e
1
:U'AkQO = 5 = 5 T klloio(Soo w200
- e o + k- o [p*|1=250 — 2 [T 12000 ¢
e i) 75 )| | {2l PR
. akao <f$2J 5 —i—kl 60 (1‘ Jl 2%) |x;‘1i7?fw
(ra+pB)(1 = ds)
,U‘Bk2oo

1 Soo
—_ I)(/ 1- 6(X) * - ‘QO X 7600 .
(/LA + MB)(l — 500) <[x2J * k: [le o ) |x2| 1 :|
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Aplicando el Lema 2.3 de forma recursiva, se puede demostrar que V(x, op)ls, <0
seleccionando inicialmente ks, > 0 y k3o > 0 suficientemente grandes, ya que de esta
manera la expresion (4.60) puede reescribirse de la forma (4.29), para posteriormente
ser evaluada en los conjuntos Si, = {2} = kio[27| =n 125, } (donde 1 (2*) = 0) y Sioo =
{5 = kico (:Uﬂm} (donde ~v2(x*) = 0), tras seleccionar a kg, > 0y koo > 0

suficientemente grandes, adquiriendo finalmente la forma (4.43)

Lfv($>{)|sg,lo,loo -
3-3,
’YQOkllo—éu |: ] ILLB % % ‘57)67760_ % 24350
- ——2 |2 — (1 5 ]{; _— (1—260)(1—600) 1—25,
MA{ 1—250 V1o ( + 0) + Koo A+ B U(%l)’xﬂ ’[L‘1|
Co v(xy)
3—9c0
UBY2 ]fl 0o0 ) 2H000
- P 2o — (14 ) lef 5
donde

1 S 1
. pBk2co Tobms |4 | TS fr
U(xl) = [() (kloo \x1|<1 2500)(1—250)(1—000) — klo

A+ p
doo
1- ODC 500—50 1= 60 500—6()
kQOOk 2| T=200)0—300) — kQOk ¥ (1=200)(1—d00)
. I Ly
1-— 500 1-9,
1
1—0c0 2(800—30) 5
+k1, M’xﬂu—zdo)u—zo@) M
1— 204 1-—26,
1
kf %0\35 | = 2%)(1 2%)(1 500) _kl 1000 ,

indicando que se debe garantizar (4.45) V{z} € R\ {0}} para que LV (z7])|s < 0.

g,1lo,1c0

Cabe mencionar que las condiciones que se requieren para que esto suceda ya han

sido descritas en subsecciones previas, donde se requiere seleccionar vio, > HT‘S“‘, y

+5

Yio > > 0 suficientemente grandes.

Lo anterior permite demostrar que V' (z) es una Funcién de Lyapunov Bi-homogénea

para el sistema en lazo cerrado aplicado el controlador (4.51).
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Teorema 4.5. (4.22) es una F.L Bi-Homogénea para el sistema (4.1) en lazo cerrado

aplicada la funcion de control (4.52) con ks, > 0, koo > 0, koo > 0, kaso > 0, 710 >

H'T‘S“ Y Y20 > 0 suficientemente grandes, ademds de Yico > 1+5

, ya que satisface el
Teorema 2.1, es decir cumple

V(z,or) = LV (x)— (J\ZS((;:) + zﬁ?@) LV (2)> <0, Vx#0. A  (4.61)

Prueba 4.5. Verificando (4.61), se obtiene

2

. 2 Ek1-% 1426, 1440 1490 350
V(z, 6r) = pia %m | T=250 29 + Yook o (1 — 5 ) 21|20 2 (4.62)
o o

1460 1460 146,
+ 720 (f@"ﬂ =0 +ky, " [z J“”“) z3

1
+ koo k2o | |22 1‘#5“4-]4:1_0" 1 =, + 23
lo

1
1-60

20, )

klO 90 o

T 1—260 T2 —+ ) 1-6o xs
1—2(50’ | 1—5(,| |

2’71007200k1 6X i*g‘;oc it?;x 1+ 500 3000 o
—<000 k 0 JE——— 1—2000
tHB 1— 200 (1] 2 2eoMioo " | T 05 &l 72

1+630 1400 14600
+ Y200 ([ 2] =0 + ko™ [a1] 1‘”“) T3

+ koo |:k‘200 <[;];2J T600 + /{71 h% L’L'lJ = 2%@) +$3

1
kllgol;oo 2‘37% 1 (330
_ 1—2000 1-d00
1 g5 (T e+ e
k30 k3oo } [ ( o ) >
— + ) To | 1= 50 + k % 1 250
[Mou) Moy ] [4F20 |72

2
+ ppkace ((@Jl = 4 R o | T 2"“) " #A+u3>f'33] '

89



4. CONTROLADORES BI-HOMOGENEOS
SISTEMA DE ORDEN 3

Note que el 3° y el 4*° término de (4.62) son no positivos y se desvanecen en el

conjunto Sy = {LyV (z*) = 0} (4.27), por lo que al evaluar (4.62) en dicho conjunto, se
obtiene la expresion

V(%ﬁbR)\SQ = LfV(mT)’Sg _ [ k3o n k300 ] [0]2

4.63
M,() ¥ M) (463
-0
2pa100 20k 1, 7 120 N T T Y
1 O_ 22010 (7] 1=200 25 + pavyaoky,’ 1= 2(;0 7|12 x5

k 1445, 146, 1 1 1
- e (o) B8 4 k0, o) P58 ) (o) 5 4 o) 5 )
_mwwmbw< 15

- (*Jl 5u—|—k1 So(le 250> <|'x2J1 Ooc_|_k-1 5<>o|>a:.J1 253@)
HA T 1B

+ ,U/Ak20 |:k2o ([QZ'QJ 1-d0 4 kl h” [injl_lzé“> <1 — 'LLA>

HA+ KB

1
k 1 1 koo 25,
St (gt kS o) )| | et g

HA k20

1 So
— =5, k;l ‘)0 -2, *11 5,
(ia + ) (1 — 0y) ((«%J + [27] ) |25
1 Bk2co ¥ T == o —l— xS0
— —do00 k0 1—2600 R
0M+umu_%)O%J Rl [ )l

A

2 ki o, 1420 000 /14§ o B0
2o hon B b (2 )t
(o]

— 26 2

k 1400 14600 1
_m<( *Jl 5 + k0 [y 1= 2000) <(m2J1 %o+ ki "0( 1] T2 200)
_ 1M 0cka00 155

na+ pup ((I'Jl §oo+k o%[ﬁll*—zii;) <[CL“2J1 5o kl ooc|— 1J125°<>
o o (7 ) 22

A+ pB
1
k RIS e
_;LZATZ;B <(a: =z + k=% OO{ T 12"‘])] ﬁ|$’f\1$5”f‘75
[e%S)
:uAk2o

1 _boo
T (a+up)1-0 ><W2J Tk o Jl%)\m;rwx

1 Bk20o

_ o = 5oo T 725
(A + pB)(1 = 0c0) (M + oo™ [T )‘%’1 }
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Aplicando el Lema 2.3 de forma recursiva, se puede demostrar que V(z, ¢ r)ls, <0
seleccionando inicialmente k3, > 0 y k3 > 0 suficientemente grandes, ya que de esta
manera la expresion (4.63) puede reescribirse de la forma (4.29), para posteriormente
ser evaluada en los conjuntos S, = {23 = k1,[z7] = 120, } (donde 1 (2*) = 0) y Sioo =
{z5 = ki Mﬂm} (donde ~v2(x*) = 0), tras seleccionar a kg, > 0y koo > 0

suficientemente grandes, adquiriendo finalmente la forma (4.43)

LfV(x){)|sg,1o,loo -
3—(?0
Y20k, [ KB oy xdeezle | 2460
_ 122 0 (9 _ 1_|_§ ]+]€ — = Vol G-280)0-5x) x| 1=260
MA{ 1—20, Y10 — ( 0) 200 LA+ g (z1)]27] |27
Co v(3)
3—dc0
B Y200k 00> [ o 200
——= 12 —(1+9 :|£E 1-2000
T 29100 — (14 60) o
donde
1
’U(]}T) = {(MB]CQOO) (klloofsoc ]a: |<1 25;@(1 250)(1 500) —]{;1 50@)
HA+ pB
S0
T—d00 s s 1 50 iy
k20°k | ’{|(1726§:)(1035m> k20k7 | 1‘(1 200)(13 600)
1-— 500 1-9,
=i 5
T—d00 < 1 o
1— 204 1-— 250
1
’ﬁ 50@ |27 0= 2%@)(1 2%)(1 500) _kl 1-0c0 ,

indicando que se debe garantizar (4.45) V{z} € R\ {0}} para que L;V (z})|s < 0.

g,1lo,1c0

De igual forma, las condiciones que se requieren para que esto suceda ya han sido
1+6

descritas en subsecciones previas, donde se requiere seleccionar vy > , Y Vo >

H'T‘S“ V 720 > 0 suficientemente grandes.

Lo anterior permite demostrar que V' (z) es una Funcién de Lyapunov Bi-homogénea

para el sistema en lazo cerrado aplicado el controlador (4.52).
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Capitulo 5

Simulaciones

5.1. Controlador Bi-Homogéneo - Sistema de Orden 1

Sea el sistema a controlar
T =u, (5.1)
el cual presenta tres conjuntos de condiciones iniciales diferentes: z, = 2, z,,, = 20

Y To0o = 200, las cuales en lazo abierto producen el comportamiento mostrado en la
Fig.5.1; donde se observa que x permanece fijo en cada condicion inicial.

Dinamica en L.A
T

200 E ‘ —x —x10 —x100
175 3
150 =
125 = =
100+- =
75 =
50 & =
25 & =
0
E | | | | | | | | | E|
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t[s]

Figura 5.1: Muestra la dindmica del sistema en lazo abierto.

Se pretende estabilizar el origen de dicho sistema en tiempo fijo, haciendo uso de
las dos clases de controladores bi-homogéneos reportados en el capitulo tres

146, - 14000
op(r) = — ko (11470 + 11BYo0) ™~ [7] 0 — ke (1140 + pBY) ™1 [7] 1+5oc’ (5.2)
Control Local (¢o) Control No Local (¢oo)
(BAYo + 1BYs0) [2]" 7! (BAYo + 1BYs0) [2]" 71
A ) >
Control Local (¢o) Control No Local (¢o)
Seleccionando los parametros admisibles: m = 3, 0, = —1, 6o = 0.5, k, = 0.9, koo = 1.3,

Yo =Yoo = A = g =1, Bo = 3y Boo = 5, se obtienen los resultados mostrados en las
Fig.5.2y Fig.5.5.
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5. SIMULACIONES

Control bi-homogéneo polinomial

Dinamica Local

Dinamica No Local

225 — . . 12 [
200 =0 ===x010 ===x0100 11 = x_inf —x,lryf10 = x_inf100
175 10

9 ]
150 8
_125 7
K100 g6 ]
5
75 2
50 3
25 2
1
L S — S —— 0 ; ; —
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1
t[s] tls]
Control Homogéneo Local Control Homogéneo No Local
1 [~ phi_o ——phi_010 — phi_o100|" 8 phi_inf —— phi_infl0 —— phi_inf100 |
0.75 6 T !
0.5 4 ]
0.25 2

Ef Ef

-0.25 -2
-0.5 -4

075 -6

A ER:)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t[s]

t[s]

——x =——x10 ——x100 "

Global (C )

tls]

Control

Global (C

phi_P ——phi_P10 ——phi_P100/~

t[s]

Figura 5.2: Muestra una comparativa (local, no local y global /compuesta) entre la dindmi-

ca del sistema en L.C y las funciones de control polinomiales aplicadas.

Control bi-homogéneo racional

225 Dinamica Local Dinamica No Local Dindmica Global (C
—xo —xo10 —xof00]: |2 ——x_inf ——x_infl0 —x_infi00/] 12° ——x —x10 —x100]*
200 <11 T 1 ]
175 10 ; i
9
150 8
_125 7
X100 ‘%6
i 5
75 H
50 S 4
25 : f
0 = o ==
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
t[s] t[s] t[s]
Control Homogéneo Local Control Homogéneo No Local Control Bi-} Global (C )
1 [——phi_o —phi_o10 —phioto0|° 8 phi_inf —phi_infl0 ——phi_infl00 ] 8" [~—phi_R ——phi_R10 —— phi_R100]~
0.75 6 6 i
05 4 4
0.25 2 2 &
50 50 1:',‘/_? ]
-0.25 -2 27
-0.5 -4 -4- 1
-0.75 - -6 -6
-1 -8 -8 !
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t[s] tls] tfs]

Figura 5.3: Muestra una comparativa (local, no local y global /compuesta) entre la dindmi-

ca del sistema en L.C y las funciones de control racionales aplicadas.
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5.1 Controlador Bi-Homogéneo - Sistema de Orden 1

Tiempo de convergencia

5 [ I I I I I I I I I ]
W E—-———— = e e i = e e e e = e e e e =
© AL e an ]
S 4+ /,/’ ]
& | » ]
o | /' ]
g3 ]
c i 1
8 [/ ]
o 24 .
T 7 1
o = = = —=. e e i e s i i s g +* L g . .a
Q | T - i
Elp- ]
o 7 —»-C.BHP —+-C.BHR ]
=t — -Asintota CBH.P — -Asintota C.BH.R ||

| | | | | | I I I I

o

I
10" 102 103 10* 10° 108 10’ 108 10° 10" 10"
Condicién inicial [xo] (escala logaritmica)

Figura 5.4: Muestra el tiempo de convergencia que presentan ambos controladores a

medida que la condicién inicial crece.

Observacion 5.1. En las figuras anteriores se puede advertir que al aplicar cualquie-
ra de las dos clases de controladores bi-homogéneos, el estado converge al origen en
tiempo fijo, es decir: que el tiempo de convergencia de las trayectorias del sistema al
origen esta uniformemente acotado independiente a cualquier condicion inicial dada.
Cabe mencionar que lo anterior difiere a los resultados locales y no locales (mostrados
en las mismas figuras), en donde se introducen por separado las funciones de control ho-
mogéneas: Go(T) Y doo() que componen a los dos tipos de controladores bi-homogéneos
(ya antes mencionados). Lo anterior se debe a que dichas funciones de control ho-
mogéneas pierden fuerza dependiendo de que tan lejos o cerca estan las trayectorias
del origen, ésto es: unicamente para valores x grandes, ¢oo(x) presenta la suficiente
fuerza para acercar las trayectorias al origen (sin tocarlo), ocasionando que el sistema
converja a éste de forma racional; mientras que en su contraparte, sélo para valores de
x pequenos, ¢,(x) presenta la fuerza suficiente para llevar las trayectorias del sistema
al origen, por lo que a medida que crecen las condiciones inictales dicho controlador
requerird de mds tiempo para poder responder y lograr estabilizar el sistema en tiempo

finito.
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5. SIMULACIONES

5.2. Controlador Bi-Homogéneo - Sistema de Orden 2

Sea el sistema a controlar

.fl = I (54)
.Cﬁg =u,
el cual presenta tres conjuntos de condiciones iniciales diferentes: z, = [—6.5,149.474]

(valor de z* : LyV (2*) = 0), x0,, = [—65,1494.74] y z,,,, = [—65,14947.4], las cuales
en lazo abierto, producen el comportamiento mostrado en la Fig.5.5; donde se observa
que x2 permanece fijo en cada condicién inicial, mientras que x; tiende a infinito sin
importar la condicién inicial dada.

Dinamica en L.A

5000 = —x1 —X2
— =——x1_10 =———x2_10
4000 £ ——x1_100 x2_100
3000 £ E
= E -
X 2000 £ =
1000 & / / E
0 =
Z ]
| | | | 3
0 0.5 1 15 2 2.5

t[s]

Figura 5.5: Muestra la dindamica del sistema en lazo abierto.

Se pretende estabilizar el origen del sistema (5.4) en tiempo fijo, haciendo uso de
las dos clases de controladores bi-homogéneos reportados en el capitulo tres

1460 ﬁ
¢p(x) = — kao| Ly V( )J "t~ Figne (L, V( )| (5.5)
Control Local Po(x) Control No Local ¢oo ()
L,V L,V
¢R(Jj) = _k ( ) m—30p—2 _k2 ( ) m—0cc—2 7 (56)
|2g| 0072 4 By|ay | 100 |29 |00 72—1‘5 |z | =0
Control Local ¢o(z) Control No L()(:al Poo ()
donde

(m—1)(6cc—d0 m—
LoV (x) = <u,4k’” Ut ks | G- 5“) 1) 1550 + (ua + pp) [22) " (5.7)
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5.2 Controlador Bi-Homogéneo - Sistema de Orden 2

Seleccionando (para efectos demostrativos) los pardmetros admisibles: m = 3,
0o = —1, 0o = 0.5, k1o = 3, kico = 5, k2o = 6, kaso = 9, Bo = 5, oo = 6 ¥
Yo = Yoo = A = p = 1, se obtienen los resultados mostrados en la Fig.5.6, donde
se puede observar que aunque 7, y Y~ satisfacen las condiciones (3.69) y (3.70); éstos
no presentan valores suficientemente grandes para que se cumpla la condicién (3.61),
ocasionando que 3z € R\ {0} | L;V(x})|s, > 0.

do -1 Limy, s oleV (X1%) |5, = - | Limx,ggj&ﬁg > 1 = 1.46659 > 1 | Limx]-%q,giij:; > 1 = 1.41704 > 1

o . LV s,

79 1 10

Yoo 1

k1o 3
5
1
1

koo
HA
B -10

x1*

na’)
TS

Figura 5.6: Muestra el comportamiento de V (z*) = L;V(x7)l|s, , ademés del de la funcién

m(z])
v(ez])”

Para evitar lo anterior se redefine 7, = ., = 6 obteniendo los resultados mostrados
en la Fig.5.7, donde se puede observar que 7, y 7V ahora si satisfacen (3.61), (3.69)
y (3.70), permitiendo garantizar, como se muestra en la Fig.5.8 y Fig.5.9, que las
funciones de control (5.5) y (5.6) estabilizan el origen del sistema (5.4) en tiempo fijo.

do -1 Lim s wleV (x1%) |5, = —@ | Limy, o200 5 1 = 1.72848 > 1 | Limy,, 2000 5> 1 = 1.43118 > 1

v (xa®)

v (x1")

0 LV(a®) s,
o 6 0
Yoo 6
k1o 3
k1oco 5
1
1

HA
HB -{o-

Figura 5.7: Muestra el comportamiento V (z*) = L;V(x*)|s,, ademas del de la funcién

m(z1)
v(z])”
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5. SIMULACIONES

Controlador bi-homogéneo polinomial

Dinamica Local Dinamica No Local Dinamica Global (Compuesto)

8000 —xio —x2o 75 —xiinf  ——x2inf —x  —x
===x1.010 =—=x2 010 ==x1_inf10 =—=x2_inf10 =—=x1.10 =—=x210
=——x1_0100 —x2_0100 5 =——x1_inf100 ~——x2_inf100 =——x1_100 ~——=x2_100

6000 E|

25 |
4000 _ 3
S S
g / go
2000
7 4 25
0 -5 4
-2000 -7.5
0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 15 2 2.
ts] ts] ts]
5.95 Control H é Local Control H é No Local 60 Control Bi-H é Global (C )
5. 60 -
phi_o ——phi_010 ——phi_0100 [~ phi_inf ——phi_infl0 ——phi_inf100] phi_P_——phi_P10_——phi_P100
40 E 40 1
20 | 20
5 -6 = 0
-20 -20
-40 -40
-6.05 -60 4 -60
0 0.5 1 15 2 25 0 0.5 1 15 2 25 0 0.5 1 15 2 25
t[s] t[s] t[s]

Figura 5.8: Muestra una comparativa (local, no local y global/compuesta) entre la dindmi-

ca del sistema en L.C y las funciones de control polinomiales aplicadas.

Controlador bi-homogéneo racional

Dinémica Local Dinamica No Local Dinamica Global (C
8000 —xlo —xo0 75 —xi_inf  ——x2_inf —_—1 —x2 ]
——x1.010 =——x2_010 ——x1_inf10 = x2_inf10 ——x1.10 =——=x2.10
=——x1_0100 ——x2_0100 5 =——x1_inf100 ~——x2_inf100 =——x1_100 ——x2_100
6000 I e
2.5
__4000 _ ]
k4 X0
2000
E / 25
0 -5
-2000 sy gl N e e es es_ea 1
0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 15 2 2.5
tls] ts] tls]
Control Homogéneo Local Control Homogéneo No Local 60 Control Bi-t é Global (C )
. ' . 60 h . - < - S
59 phi_o ——phi_010 ——phi_0100 [~ phi_inf ——phi_infl0 —— phi_inf100] phi_R ——phi_R10 —— phi_R100
-6 40 40
6.1 20 | 20
g 2 1S go
63 -20 -20
-6.4
-40 -40
-6.5 |
-60 -60
0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 15 2 25
tls] tls] tls]

Figura 5.9: Muestra una comparativa (local, no local y global/compuesta) entre la dindmi-

ca del sistema en L.C y las funciones de control racionales aplicadas.

Note que la Observacion 5.1 aplica también para las Fig.5.8 y Fig.5.9.
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5.2 Controlador Bi-Homogéneo - Sistema de Orden 2

5.2.1. Controlador Bi-Homogéneo - Una Nueva Candidata a F.L.C

Sea el sistema a controlar el sistema (5.4), el cual presenta tres conjuntos de
condiciones iniciales diferentes: z, = [—6.5,24.375] (valor de z* : LV (z*) = 0),
Toy = [—65,243.75] y Xoyy = [—65,2437.5], las cuales en lazo abierto, producen el
comportamiento mostrado en la Fig.5.10; donde se observa que x2 permanece fijo en
cada condicion inicial, mientras que x7 tiende a infinito sin importar la condicién inicial

dada.

Dinamica en L.A

18000 —x —x [
£ —x1.10 ——x2.10 H
14000 = = x1_100 x2_100 é
10000 E
L‘;’z | =
6000 = 3
2000 = ——— |
0 — ]
2000 = | | | | =
0 1 2 3 4 5 6 7 8

tls]

Figura 5.10: Muestra la dindmica del sistema en lazo abierto.

Se pretende estabilizar de forma global el origen del sistema (5.4), haciendo uso de
las dos clases de controladores bi-homogéneos reportados en el capitulo tres: polinomial
(5.5) y racional (5.6), con m =2y

__Soo=bo 1
LgV(x) = </~LA + pBlz| (1‘5“)“"”’)) [21] =% + (Lavo + 11BYo0) T2 (5.8)
Seleccionando los parametros admisibles: 6, = 0, 6o = 0.5, k1, = 0.9, k1o = 1.2,

koo = 2.5, kooo = 3.6, Bo = 0.5, Boc = 0.8 Y Yo = Yoo = A = up = 1, se obtienen los
resultados mostrados en las figuras: Fig.5.11, Fig.5.12 y Fig.5.13.

60 0

b0 0.5 Vértice en = (0, 1.3) yo > -0.583333 y yo > -0.444444

0 1 Alx47) A(x1%)
yoo 1 8t

k1o 0.9
koo 1.2

HA 1

uB 1

Figura 5.11: Muestra el comportamiento de la funcién A\(x7).

En la Fig.5.11 se puede observar que ya que ki, > ﬁ =05y kico > ﬁ = 0.5,
(3.110) y (3.111) se satisfacen siempre, ocasionando que A(z7) > 0,V{z}; € R\ {0}}.
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5. SIMULACIONES

Controlador bi-homogéneo polinomial

Dil Dinamica No Local Dinamica Global (C
75 ——x1_inf  ——x2_inf 75 —x1  —x2 |
» X 7.5 ——x1_infl0 ——x2_inf10 i ——x1.10 ——x2.10 |
5 ——x1_0100 ——x2_0100 s ——x1_inf100 —— x2_inf100 * 50 | ——x1_100 ——x2_100/
25 25 b
X o X o0 S Y
H o0z 7 =
25 2.5 : i
5 s ;
/A 75t b !
75 St Lllr s __e__es__1___ 12 __u
astb b [ ] , [t 3
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 5 6 7 8
ts] tfs]
Control H é Local Control H é No Local Control Bi-H é Global (C
T 3
15 { phi_o ——phi_010 —— phi_0100 40 l phi_inf —— phi_infl0_ = phi_inf100 40 [ phi_P ——phi_P10 ——phi_P100|:
30 30 i
10 20 20
5 10 10
= v—: g o g o —
=] =] =]
-5 10 -10
20
10 20
30 30
15 40 40

0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8 o 1 2 3 4 5 6 7 8
tls] tis] tis]

Figura 5.12: Muestra una comparativa (local, no local y global/compuesta) entre la

dindmica del sistema en L.C y las funciones de control polinomiales aplicadas.

Controlador bi-homogéneo racional

Dinamica Local Dinédmica No Local Dindmica Global (C

40 ——x1inf =——x2inf | 75 —x1 —x2 1
——x1_infl0 ——x2_inf10 E ——x1_10 ——x2_10
30 ——x1_inf100 —— x2_inf100 ——x1.100 ——x2 100
:| 5
20 \| ]
10 25
o %0 S
T g ; ]
-10 2.5 1o |
20 iz o :
20 5 | oo :
75 T T R T A
40 LB e s 1B Y
.

5 6 7 8 0 1 2 3

0 1 2 3 4 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
ts] tls] ts]
Control H: é Local Control H é No Local Control Bi-} é Global (C
T = e 4 =
60 [ phi_o ——phi_010 —— phi 0100 * 40 phi_inf = phi_infl0 == phi_inf100 40 [ phi_ R —— phi_R10 —— phi_R100|
40 ) 1 30 |
20
20
10
=0 =
Et 50
20 -10
40 20
30
60
40

0 1 2 3 5 6 7 8 0 1 2 3 5 6 7 8 0 1 2 3 5 6 7 8

4 4 4
t[s] t[s] t[s]

Figura 5.13: Muestra una comparativa (local, no local y global/compuesta) entre la

dindmica del sistema en L.C y las funciones de control racionales aplicadas.

Observacion 5.2. En la Fig.5.12 y Fig.5.13 se puede advertir (de forma cualitativa)
que la unificacion de ambos controladores genera trayectorias con dindmicas mds suaves

en comparacion con las que se dibujan utilizando los controladores por separado.
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5.2 Controlador Bi-Homogéneo - Sistema de Orden 2

5.2.2. Controlador Bi-Homogéneo - Una Mejor Candidata a F.L.C

Sea el sistema a controlar el sistema (5.4), el cual presenta tres conjuntos de
condiciones iniciales diferentes: z, = [—6.5,29.9296] (valor de z* : L,V (z*) = 0),
Toyy = [—65,299.296] v z0,,, = [—65,2992.96], las cuales en lazo abierto, producen el
comportamiento mostrado en la Fig.5.14; donde se observa que x2 permanece fijo en
cada condicion inicial, mientras que z7 tiende a infinito sin importar la condicién inicial

dada.

Dinamica en L.A
T

T
—x1 —x2 1
——x1_10 ——x2_10 |]
——x1_100 x2_100 ]

10000 [ E

14000 [

12000

8000 [ -

()

X

6000 [~ -
4000 |- E

2000 - =

Figura 5.14: Muestra la dindmica del sistema en lazo abierto.

Se pretende estabilizar el origen del sistema (5.4) en tiempo fijo, haciendo uso de
las dos clases de controladores bi-homogéneos reportados en el capitulo tres: polinomial
(5.5) y racional (5.6), con m =3y

2(600—00) _2
L,V () = (MA + uB|:c1|<woo><“o>) 21 ™% + (Ao + pvee) [22)% (5.9)

Seleccionando los pardmetros admisibles: §, = —1, do = 0.5, k1, = 0.9, k100 = 1.2,
koo = 2.5, kooo = 3.6, Bo = 0.5, Boc = 0.8 Y Yo = Yoo = f4a = up = 1, se obtienen los
resultados mostrados en las figuras: Fig.5.15, Fig.5.16, Fig.5.17y Fig.5.18.
Observacion 5.3. A partir de las simulaciones, se advierte que es suficiente pedir que
Yo = Yoo = 1 para garantizar que \(x7) > 0,V{z] € R\ {0}}. Ya que una vez que se
definen dichos pardmetros, min {\(x7)} > 0 sin importar (generalmente) que seleccion

de pardmetros (0o, 0o, k10, Kico, 1tA Y 1tB) Se Tealice.

Observacién 5.4. Comparando las condiciones que cada F.L.C.BH homogénea pide
satisfacer para poder emplear los distintos controladores bi-homogéneos reportados en
este documento. La F.L.C.BH homogénea compuesta a partir de la combinacion lineal
de dos F.L.C.H de la forma (3.124), relaja las condiciones que (3.40) pide para poder
unificar dos controladores (similar a como lo hace la F.L.C.H (3.85)), conservando a
su vez, el conjunto de familias de controladores que la F.L.C.H (3.40) demuestra que

se pueden unificar, presentando grados de homogeneidad admisibles entre 1 > § > —1 .
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5. SIMULACIONES

o =1 L'imxlaqgsgii:; >1=1.90919 > 1 | L'imxla_m,;% > 1 =2.54558 > 1
oo 0.5
Yo 1 C
Yoo 1
klo — - 0.9
kloco — - 1.2
HA 1
uB — 1
-1 5 5 70 X
meaT)
-1 - va®)
Figura 5.15: Muestra el comportamiento de la funcién :Eiig
1
00 -1 Lim Xl*ﬁwaV(Xl*) lsg: -
) ) 0.5 LV(x1") |s,
yo ’] 10r
Yoo 1
5,
klo — 0.9
kloo — 1.2 )
‘ ‘ ‘ %,
LA 1 -10 -5 f‘\ 5 10
ﬂB 1 -5
—10-
-15t

Figura 5.16: Muestra el comportamiento de V (z*) = LyV(x7)ls,.
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5.2 Controlador Bi-Homogéneo - Sistema de Orden 2

Controlador bi-homogéneo polinomial

Dinamica Local

Dinamica No Local

Dins

ica Global (C: )

3500 : 75 I
3000 inf in
5 ——x1_inf100 —— x2_inf100
2500
2000/ 25
21500 go
1000 25
500
0 / -5
-500 i i i i 7.5 I | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7
t[s] t[s]
Control Homogéneo Local Control Homogéneo No Local 60 Control Bi-H é Global (C )
0 [~—phi_o ——phi_010 —— phi_0100]" phi_inf —— phi_infl0 —— phi_inf100 [~—phi_P ——phi_P10 ——phi_P100]*
i 4
-1 40 0 E|
T2 20
2 : :
g 2 0 g o
3 E
-20 -20
-4 40 l -40
5 | | | | o ek 60 | E
0 1 2 3 5 6 7 8 0 1 2 3 5 6 7 8 0 1 2 5 6 7

4
tls]

4
tls]

4
tls]

Figura 5.17: Muestra una comparativa (local, no local y global/compuesta) entre la

dindmica del sistema en L.C y las funciones de control polinomiales aplicadas.

Controlador bi-homogéneo racional

Dil Di No Local Dindmica Global (C
——x1_inf _inf £ —xt  —x |
3000 ——x1_inf10  ——x2_inf10 78] —x1_10 ——x2_10 |:
2500 ——x1_inf100 —— x2_inf100 5 ——x1_100 ——x2_100 |
2000 H i
<1500
X
1000
500
b 2
75
-500 i 1 i i I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7
tls] tls] tis]
4 Control k é Local Control F é No Local Control Bi-t Global (C )
[~ phi_o ——phi_o10 —— phi_o100}- phi_inf ——phi_infl0 —— phi_inf100 ] 40 [~—phi_LR ——phi_R10 ——phi_R100]:
0 30 |
-1 20 |
2 10
g, o
-10
-4
-20
5 -30
< | | | | | | : -40
0 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7

t[s]

t[s]

t[s]

Figura 5.18: Muestra una comparativa (local, no local y global/compuesta) entre la

dindmica del sistema en L.C y las funciones de control racionales aplicadas.

Note que la Observacion 5.1 aplica también para las Fig.5.17y Fig.5.18.
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5. SIMULACIONES

5.3. Controlador Bi-Homogéneo - Sistema de Orden 3

Sea el sistema a controlar

.fl = I (510)
.fg = I3
.fg =u,

el cual presenta tres conjuntos de condiciones iniciales diferentes: z, = [1, —5.5,29.7993]
(valor de z* : LyV(x*) = 0), xo,, = [10,—55,297.993] y z,,,, = [100, —550,2979.93],
las cuales en lazo abierto, producen el comportamiento mostrado en la Fig.5.19; donde
se observa que x3 permanece fijo en cada condicion inicial, mientras que x1 y zo tienen
a infinito sin importar la condicién inicial dada.

Dinamica en L.A
I T I I

10000 £ —xi  —x2 —x3
E ——x1.10 ——x2.10 ——x3.10 [
8000 —x1.100 x2_100 =——x3 100 |3
6000 - E
£ 3
x E E|
4000 3
2000 [ =

; _—

0
i L L 1 L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ts]

Figura 5.19: Muestra la dindmica del sistema en lazo abierto.

Se pretende estabilizar el origen del sistema (5.10), haciendo uso de las dos clases
de controladores bi-homogéneos reportados en el capitulo anterior

146, 1+000
¢p($) = — kgo [LgV(x)J - k‘goo [LQV(x)J y (5.11)
Control Local ¢o(z) Control No Local ¢oo ()
L,V (x L,V (x
¢R(SU) = _k;3o fé) o _k3oo 7!] (;O(C ) oo
23] 7% + Baolaa|” 00 + Brolw|” T2 |23 70 + Bacolwa| T 4 Broo|wr | T
Control Local ¢o(x) Control No Local ¢oo ()
(5.12)

donde

B —1_
LV (x) = (p1a + pB)r3 + prakao <[sz =5 + ki, [z 12°o>

1
+ upkoso <[CE2J 1*1506 -+ kllgoém (1‘1J 121500) . (513)
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5.3 Controlador Bi-Homogéneo - Sistema de Orden 3

Seleccionando (para efectos demostrativos) los parametros admisibles: d, = 0, 0o =
0.35, k1o, = 1.5, kieo = 2.1, koy = 2.75568, koo = 4.56478, B1o = Pieo = 0.3,
B2o = Baoo = 0.5 Y Y10 = V1o = V20 = V200 = fa = pp = 1, se obtienen los re-
sultados mostrados en la Fig.5.20, donde se puede observar que 71, y Y2, N0 presentan
valores suficientemente grandes como para que (4.45) se satisfaga, ocasionando que
5o} € RA{O} | LyV(a}ls, o > 0.

o 0

doo e Co = 3.375
A ) LV(X1") [ 8,101 100
uB 1 100
klo 15

kloco 21 50
k20 2.75568

.
k200 456478 *-10 -5 LA J
-10 10 o

ylo 1 50
Yloo -50

1
Y20 1 _100
1

-100
Y200 — —Co — u(x")

Figura 5.20: Muestra el comportamiento de V(z*) = LV (27)]8, 10100 > ademds del de la

funcién v(zy) y el de la constante —C, (para efectos demostrativos).

Para evitar lo anterior se redefine 1, = 2 y 72, = 2.5 obteniendo los resultados
mostrados en la Fig.5.21, donde se puede observar que (4.45) ahora si satisface, per-
mitiendo garantizar, como se muestra en la Fig.5.22 y Fig.5.23, que las funciones de
control (5.11) y (5.12) estabilizan de forma global el origen del sistema (5.10).

o 0
doo 035 Co = 25.3125
1 :
. LIVO) |5, “
uB 1 100
k1o 15
0
klco 21 50
k20 2.75568
X
k2c0 4.56478 x;*=10 -5 ViV 5 107"
-10 -5 5 10
ylo 2 50
¥leo 1 -50
¥20 2.5 s
2 1 -100
Lo — -Co — u(x1")

Figura 5.21: Muestra el comportamiento V(z*) = LyV(27)]8, 10100, ademds del de la

funcién v(zy) y el de la constante —C, (para efectos demostrativos).
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5. SIMULACIONES

. » . .
Controlador bi-homogéneo polinomial
Dinamica Local Dinamica No Local Dinamica Global (C )
3 —x1_0 —x2_0 ——x3_0 3 ——x1_inf =—x2_inf  =——x3_inf 3 —x1 —_—x2 —x3 4
——x1_010 =——x2_010 =——x3_010 ——x1_infl0 =——x2_infl0 =——x3_inf10 ——x1_10 =——x2.10 =——x3_10 |-
2 ——x1_0100 —— x2_0100 ——x3_0100 2 ——x1_inf100_——x2_inf100 ——x3_inf100 2 ——x1_100 ——x2 100 ——x3 100/~
1 & 1 1 ]
%0 X0 %0
-1 B -1
2 2 -2
-3 -3 -3
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 5 6 7 8 9
tls] tis] tls]
Control Homogéneo Local Control Homogéneo No Local Control Bi-H é Global (C
100" , ] ] ; . ) " } . \ 1 4 f ] T 5
b [ phi_o ——phi 010 ——phi_0100] . 100 phi_inf = phi_infl0 = phi_inf100 100 [~—phi_P ——phi_ P10 ——phi_P100]:
75" - 75 T 75 i T
50 | 50 |
| 25 | 25 1
g S of| {7
| -25 | -25 |
-50 7 -50
75 75 k|
i i -100 1 -100 i —
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

tlsl

t[s]

t[sl]

Figura 5.22: Muestra una comparativa (local, no local y global/compuesta) entre la

dindmica del sistema en L.C y las funciones de control polinomiales aplicadas.

Controlador bi-homogéneo racional

Dina Local Dinamica No Local Dinamica Global (C: )
e I 3 -
—x1_0 —x2_0 ——x3_0 =—x1_inf —x2_inf = x3_inf —x1 —_—x2 —x3 E
=—=x1_010 =—=x2 010 =—=x3 010 | ==x1_inf10 =—=x2_infl0 =—=x3_inf10 2 =——=x1.10 =—=x210 =——x3_10 |
=——x1_100 ——x2 100 ——x3_100:

——x1_0100 ——x2_0100 ——x3_0100

——x1_inf100 ——x2_inf100 ——x3_inf100

2 b
______________ I S ST MU
3 [ [
3 4 5 6 7 8 9 12 3 4 5 6 7 8 9 o 1 2 3 5 6 7 8 9
tls] tls] tls]
Control Homogéneo Local Control Homogéneo No Local Control Bi-H é Global (C )
100 - [~ phi_o —phiol0 — phi_ot00]- 100 phi_inf —— phi_infl0 ——phi_infioo] 100 [~ phiR ——phi_R10 ——phi_R100] -
75¢ i R ¥
50~ 1 50 g
25- 25 \’\ i
o go
-25 25 {4 25
-50 5 -50 -50 T |
-75 - -75 41 75
-100¢ -100 4 -100 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

t[s]

t[s]

t[sl]

Figura 5.23: Muestra una comparativa (local, no local y global/compuesta) entre la

dindmica del sistema en L.C y las funciones de control racionales aplicadas.

Note que la Observacidn 5.1 aplica también para las Fig.5.22 y Fig.5.23.

106



Capitulo 6

Conclusiones

El problema de unificacion suave de controladores homogéneos para sistemas des-
critos en la forma de controlador con grado relativo uno, dos y tres, puede resolverse a
partir del disefio de controladores bi-homogéneos. Dichos controladores logran combi-
nar suavemente (sin elementos adicionales) las propiedades que le atribuyen al sistema
en lazo cerrado dos controladores homogéneos con grado de homogeneidad diferente
(positivo, negativo 6 cero).

Se pueden construir candidatas a Funciones de Lyapunov de Control Bi-homogéneas
a partir de la combinacion lineal de dos Funciones de Lyapunov de Control Homogéneas.
La homogeneidad de dichas funciones sera de gran ayuda para probar que se cumplen
las condiciones que se requieren para que dichas candidatas sean Funciones de Lyapunov
de Control Bi-homogéneas.

La estructura del controlador bi-homogéneo se puede definir a partir de la combina-
cién lineal de dos controladores homogéneos con grado de homogeneidad diferente, en
donde la composiciéon de cada uno de ellos dependera de la derivada de las Funciones
de Lyapunov de Control Bi-homogéneas previamente disefiadas.

Es posible estabilizar en tiempo fijo sistemas descritos en la forma de controlador con
grado relativo uno y dos, haciendo uso de los controladores bi-homogéneos reportados
en esta tesis. Lo anterior se debe a que las funciones de control bi-homogéneas disenadas
para dichos sistemas, permiten unificar dos controladores con grados de homogeneidad
admisibles que pueden presentar valores entre 1 > § > —1. Cabe mencionar que aun-
que esto no aplica para sistemas representados en la forma de controlador con grado
relativo tres, en las simulaciones presentadas en el dltimo capitulo se puede observar,
que en aquellos casos en los que no se pueden estabilizar en tiempo fijo los sistemas, el
controlador bi-homogéneo mejora el comportamiento cualitativo de las trayectorias del
sistema alrededor del origen.

Como trabajo futuros:

» Extender los resultados plasmados en esta tesis, buscando una Funciéon de Lya-
punov de Control Bi-homogénea con estructura recursiva para sistemas de orden
superior, con grados de homogeneidad admisibles que pudieran presentar valores
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6. CONCLUSIONES

entre m > 6 > —n.

= Atacar el problema perturbado, introduciendo en el canal de control perturbacio-
nes o incertidumbres que crecen linealmente en el estado, buscando estudiar su
efecto, repercutiendo en los analisis de estabilidad reportados a lo largo de este
documento.

= Fijar los pardmetros libres que se tienen al emplear esta metodologia; buscan-
do decrementar el esfuerzo de control, logrando un comportamiento éptimo y
eficiente.
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