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Resumen

En 1915 Albert Einstein revolucion6 nuestro entendimiento de la fisica al formu-
lar la teoria de Relatividad General, la cual es una teorfa de gravitacién para la
cual se han probado exitosamente todas sus predicciones como lo son la deflexién
de la luz en presencia de un campo gravitacional, la deteccién de ondas gravita-
cionales y la existencia de agujeros negros. Los agujeros negros son objetos que
se distinguen por tener un horizonte de eventos, que es la frontera de una regién
del espacio-tiempo a partir de la cual la informacién no puede salir debido a su
curvatura.

A pesar de ser una de las teorias fisicas mas exitosas, la Relatividad General pre-
senta problemas al tratar de explicar fenémenos como la expansién acelerada del
universo y el problema de la materia obscura para la formacién de galaxias, ade-
mas de que no existe una formulacién cuantica exitosa de ésta. Debido a esto se
han creado nuevas teorias con modificaciones a partir de distintos Lagrangianos.
En particular, en esta tesis se presenta una modificacion de la teoria mediante un
acoplamiento no minimo del término gravitacional a un campo de materia escalar
dindmico.

Debido a que se busca que la teoria sea consistente con las observaciones se busca
que pueda explicar los fenémenos ya probados con la teoria de Relatividad Gene-
ral.

En el caso de soluciones de agujeros negros estacionarios, se tiene una conjetura
llamada de no-pelo, la cual implica que un agujero negro solo se puede carac-
terizar por su carga, su masa, y su momento angular, esto quiere decir que si
modificamos la teorfa con un campo de materia, este no influye en la forma de la
solucién del agujero negro.

Jacob Bekenstein obtuvo una demostracién de esta conjetura para el caso de un

agujero negro estatico con horizonte regular asintéticamente plano. La prueba



II

consiste en utilizar las ecuaciones de movimiento de dicho campo y mostrar que
la tnica solucién posible consistente con las ecuaciones de Einstein es que dicho
campo sea constante.

En esta tesis se revisan algunas de las pruebas de la conjetura de no-pelo y se rea-
liza una prueba andloga a la realizada por Bekenstein para una teoria de gravedad

modificada tipo escalar-tensorial.
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Capitulo 1
Relatividad Especial y Tensores

En 1905 Einstein revolucioné el mundo de la fisica con su teoria de la Relativi-
dad Especial, que a diferencia de la teoria de mecénica Newtoniana si result6 ser
compatible con las ecuaciones de Maxwell de Electromagnetismo. Esto debido a
que en la teoria Newtoniana se suponia que el tiempo era el mismo para distintos
puntos en el espacio, mientras Einstein pens6 que el espacio y el tiempo formaban
parte de la misma estructura y no eran entes separados, sino un espacio-tiempo.

Ademas de esto, supuso tambien los siguientes postulados como verdaderos:

1) Suponer que todo observador inercial experimenta la misma fisica sin importar

el marco de referencia en el que se encuentre.

2) La velocidad de la luz tiene un valor fijo y finito para todos los observadores

inerciales, el cudl esta dado por ¢=300,000 km/s.

Esto trajo muchas consecuencias observables que describiremos mas adelante y
cambiaron el mundo de la fisica e hicieron esta teoria muy aceptada hasta el dia
de hoy. En este capitulo se describirdn brevemente los resultados fisicos de la teo-
ria de la Relatividad Especial asi como las matemadticas necesarias para poder

describir esta teoria.
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1.1. Algebra Tensorial

Einstein escribi6 su teoria de manera covariante, es decir con tensores, los cuales
son entidades algebraicas tal que son lineales para todas sus entradas y cuya des-
cripcién es vdlida para cualquier sistema de referencia. Dichos objetos se definen
sobre variedades diferenciales M, que son conjuntos n-dimensionales localmen-
te euclideanos con topologia Hausdorff y existen difeomorfismos llamadas cartas

que mapean conjuntos abiertos de M en R" [5].

Sobre dichas variedades se pueden mapear curvas x*, que son funciones defi-
nidas de R en M, si A es el pardmetro de la curva entonces podemos definir al
vector tangente a la curva como v* = %. Esto se puede hacer para todas las
curvas que pasen en cualquier punto de la variedad, entonces si la variedad es n-
dimensional tendremos solo n direcciones linealmente independientes, por lo que
podemos formar una base canénica de vectores dados por e,, ademads el conjunto
de vectores tangentes en un punto IP en la variedad M se conoce como espacio
tangente TpM, y es un espacio vectorial de dimensién n[5]. Asi un vector V se

puede escribir como

V = v%,, (1.1)

donde v* es la componente del vector en la direccién e,, ademds se estd haciendo
uso de la convencién de la suma de Einstein, por lo cuédl se hace una suma sobre
los indices repetidos, es decir, se estdn sumando todas las componentes de V en
las direcciones de la base ¢,, donde a corre de 0 a n.

Un vector se sigue viendo igual aunque se haga un cambio de base, esto quiere
decir que si pasamos de una base ¢, a una base e%, sabiendo que la forma en que

transforma la base estd dado por

en = ALe) (1.2)
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P
donde = AP = =%+ Entonces como

V =o', = v"‘Ageg = v'ﬁe;s, (1.3)

se tiene que las componentes del vector transformaran como

R gvﬁ. (1.4)

Los vectores son un caso particular de tensor de rango (1,0) o vectores contra-
variantes y se denotan sus componentes con indices arriba. Podemos utilizar el
producto tensorial entre distintos vectores para construir tensores de un rango

maés alto, es decir, tensores de rango (n,0).

Ahora podemos definir un covector recordando que en cada punto IP en la va-
riedad existe un espacio vectorial conocido como espacio tangente Tp M, ademés
se sabe que este espacio tendrd un dual asociado, denotado por TpM, en el cudl
se definiran los covectores, o vectores duales. Estos objetos son funciones lineales
que toman vectores como argumento y se obtiene un valor real. Este espacio dual
también es un espacio vectorial, por lo tanto existird una base dx* de dimensién

n, con la cudl se podré escribir cualquier covector w como

w = wydxh. (1.5)

Ademds esta base sera dual a la base ¢, esto quiere decir que se satisface

dx"(ey) = 6y, (1.6)

donde a ¢;, se le conoce como delta de Kronecker y toma como valores 1si v = p
y 0 en otro caso.

Aplicar un vector V a un covector w da como resultado un escalar real, o tensor
de rango (0,0) el cual es un invariante para cualquier sistema de coordenadas, esto

se escribe como
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w(V) = wy,otdx"(e,) = wyv! = wyzvyl, (1.7)

de aqui es facil ver que la regla de transformacién para un covector es

wy, = AL wy. (1.8)

H

Los covectores, de manera analoga a los vectores, son otro tipo especial de tensor
conocido como tensor de rango (0,1) y sus componentes se denotan con indices
abajo. De igual forma se puede utilizar el producto tensorial entre estos para for-
mar tensores de rango (0,n).
Teniendo esto ya podemos definir tensores de rango (n,l), estos tensores toman
como argumento n covectores y 1 vectores, y se obtiene un valor real. La regla de
transformacién para las componentes de estos objetos estd dada por [28]

T — A A AL AT (19)
Existen 2 operaciones que se pueden usar para construir tensores, estas son la
contraccién y el producto externo. La contraccion consiste en un mapeo de tenso-
res de rango (n,1) a uno de rango (n-1,1-1), y se define contrayendo algtin indice
contravariante del tensor con un indice covariante. La otra operacién llamada pro-
ducto exterior consiste en mapear 2 tensores de rangos (n,l) y (k,j) a un tensor de
rango (n+k,1+j).
Ahora, cualquier tensor de rango (0,2) puede dividirse en su parte simétrica de-

notado por () y antisimétrica, denotado por][ ], esto es

T = Ty + T (1.10)

donde la parte simétrica se escribe como

1
Ty = 5 (Tuw + Tun) (1.11)

y la parte antisimétrica como
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T = 5 (Tuw — Ton) - (1.12)

N =

pl
Existe un tensor de rango (0,2) muy importante debido a que es el principal objeto

de estudio en relatividad, éste se conoce como tensor métrico y define el producto

punto de dos vectores, es decir

(U, V)= u“vﬁg(e,x,eﬁ) = u"‘vﬁga[;, (1.13)

por lo que la norma de un vector V se escribe como

VI* =g(V,V) = gupv*oP, (1.14)

ademas, en un sistema de referencia de Lorentz, sus componentes se representan

como

8ap = Nap = €u " €5, (1.15)

donde 7,4 es la métrica de Minkowski, caracteristica del espacio-tiempo plano.
En esta tésis se eligird a la signatura de la métrica como (-,+,+,+). Este tensor es to-
talmente simétrico, ademads, el tensor métrico nos proporciona un mapeo natural
para transformar componentes contravariantes en covariantes, es decir, podemos

usarlo para bajar los indices de los componentes de un tensor de la forma

guV' =V, (1.16)

Debido a que los tensores se definen en algtin punto especifico de la variedad
no existe una manera natural de compararlos en distintos puntos de la variedad,
por lo que no existe una nocién natural de la derivada de un tensor. Sin embargo
dado un campo vectorial ¢ definido en la variedad podemos definir un operador
operador derivada .Z7 llamado derivada de Lie el cual hace la comparacion infi-
nitesimal del campo tensorial sobre la curva integral dada por el campo vectorial,

y se define para un tensor de rango (k,n) como [5]



Capitulo 1. Relatividad Especial y Tensores 6

gngl K Cﬂa < T Dék) ZTﬂélﬂ k9 gtx ZTgl yw%naﬁigﬂ. (1.17)

En una variedad pueden existir campos vectoriales ¢ tal que dejan invariante a la
métrica bajo transportes en las curvas integrales que describen, es decir, forman
isometrias. Ahora bien, un campo vectorial que forma isometrias se conoce como

campo de Killing, y satisface

g@gl/{y - O, (1.18)

desarrollando la derivada de Lie se obtiene la ecuacién que deben satisfacer los

campos de Killing, la cudl estd dada por

Vuls + Vil = 0. (1.19)

La existencia de estos campos de Killing implican la existencia de una simetria en
la variedad, ademads se pueden utilizar para encontrar algunas cantidades conser-
vadas a lo largo de estos campos. En el caso de que la variedad de la que se trate
sea curva, las derivadas parciales direccionales de la ecuacién (1.17) cambiardn a

ser derivadas covariantes, concepto que se explora en el siguiente capitulo.

1.2. Relatividad Especial

Utilizando las matematicas presentadas anteriormente, con los principios de re-
latividad enunciados, se encontré que en esta teorfa deja de existir una nocién
de simultaneidad absoluta. Al querer comparar coordenadas para 2 observadores
inerciales O y O’ con coordenadas cartesianas (t, x,y,z) y (¥, x',y/,2) respectiva-
mente, tal que uno se mueve respecto al otro con velocidad constante v sobre el
eje x, uno tiene que aplicar una transformacién de Lorentz que relacione ambos

sistemas, las cudles estdn dadas por:

' =v(t— =), (1.20)
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x' = q(x —ot), (1.21)
v =y, (1.22)
Z' =z, (1.23)

donde a 7y se le conoce como factor de Lorentz, el cudl estd dado por

1
T V(A —=12/c2)

Si pensamos que un pulso de luz se mueve a la velocidad constante c, entonces,

(1.24)

dado un intervalo diferencial de tiempo, habra recorrido un intervalo diferencial

de espacio, por lo que se tiene

2 2 2y3
(dx= + dy* + dz*)2 _ (1.25)
dt
Elevando al cuadrado y reacomodando se encuentra
— ?dt?* +dx® + dy* +dz* =0, (1.26)

y esto serd invariante para todos los observadores. Esta cantidad invariante se

conoce como métrica o elemento de linea, y en general estd dado por

ds? = —dt* + dx® + dy? + dz* = y,pdx"dxF, (1.27)
donde el signo de ds? dependerd de si se usa para describir dos eventos relaciona-

dos de forma temporaloide (ds?> < 0), espacialoide (ds*> > 0), 0 tipo luz (ds? = 0).

De aqui se pueden mostrar dos resultados importantes. Primero definamos el

tiempo propio entre dos eventos como el tiempo medido por un reloj ideal que
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se mueve a una velocidad constante v < ¢, tal que en su sistema de referencia
ambos eventos suceden en el mismo lugar, es decir dx? + dy* + dz> = 0, lo cual
implica que ds?> = —dt? donde dt denota el tiempo propio. Con esto se puede
mostrar que el intervalo de tiempo dt entre dos eventos medido en un sistema

inercial esta relacionado con el tiempo propio entre esos eventos por

_d
"

Este efecto se conoce como dilatacion temporal. La dilatacién temporal no es el

dt (1.28)

unico efecto que ocurrird en este sistema de referencia. Supongamos que tenemos
una barra cuya longitud en reposo es L (longitud propia). Si la barra se mueve
con una velocidad v, entonces un observador en un sistema inercial medira que la
barra se contrae en la direcciéon de movimiento. La longitud L’ observada en este

sistema de referencia se relaciona con la longitud propia de la barra como

==, (1.29)

Estos efectos, que se ilustran en la figura (1.2.1), no son los tinicos que ocurrirdn en
esta teoria. Las fuentes de luz en movimiento también sufrirdn un cambio en su
frecuencia f respecto a la frecuencia medida f’ por un observador inercial. Este
cambio aparente en su frecuencia estd dado por el efecto Doppler relativista, el

cudl se ve como

fl= (1 — 9) f. (1.30)

c
Es decir, mientras mds cercana sea la velocidad de la fuente a ¢, mayor sera el co-
rrimiento al rojo o al azul que percibiré el observador estético, dependiendo de la

direccion de movimiento de la fuente.

Ademas de estas cantidades, existen cuadrivectores de importancia, en particular
podemos describir la 4-velocidad de un observador incercial como el cambio de

su posicién en el espacio-tiempo respecto a su tiempo propio. Es decir
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Fig. 1.2.1: Contraccién de Lorentz de una barra de longitud propia L.[22]

B dxH

ut = —,
dat

(1.31)

donde el indice y corre de 0 a 3. Haciendo ¢ = 1, podemos construir un escalar que
serd invariante utilizando este vector, y debido a que en un sistema de referencia
en reposo la tnica componente de la 4-velocidad sera su componente temporal,
se tiene que este escalar toma el valor de

uluy = mpufu’ = —1. (1.32)

Se puede también construir el 4-momento haciendo uso de la 4-velocidad, este es

pt = mut, (1.33)

esto en un sistema de referencia arbitrario tendrd entradas

p=(E,P), (1.34)

donde E es la energia y p el momento espacial de la particula, por lo que entonces

al construir un invariante de forma anéloga a lo anterior se tiene que
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—m? = —E* 4+ 77, (1.35)

de donde despejando la energia se tiene que

E = y\/m2+ P~ (1.36)

Lo cual en un sistema de referencia en reposo y utilizando unidades adopta la
forma de la famosa ecuacién de Einstein E = mc?.[14]

Estos resultados escritos con la formulacion covariante de la teoria y su reconci-
liacién con el electromagnetismo fueron base para la teorfa de la Relatividad Ge-
neral, en la cudl Einstein buscaba incorporar la gravedad. Esta teoria se explora

brevemente en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Relatividad General

La teoria de la Relatividad General, postulada por Einstein en 1915, es la teoria
de gravitaciéon mas exitosa hasta el momento. Esta teoria considera que la grave-
dad no es una fuerza, si no una manifestacién de la curvatura del espacio-tiempo,
por lo cual es una teorfa geométrica. Einstein bas¢ esta teoria en 3 ideas principa-
les: El principio de covarianza, que afirma que las reglas de la fisica deben de ser
igual para todos los observadores. El principio de equivalencia, el cudl dicta que
todos los cuerpos son influenciados por la gravedad y de hecho en presencia de
un campo gravitacional todos caen con la misma aceleracién sin importar su ma-
sa, ademds un sistema en caida libre serd equivalente a un sistema inercial en el
espacio-tiempo de Minkowski, y un sistema acelerado serd equivalente a un sis-
tema en presencia de un campo gravitacional. Y por tltimo, el principio de Mach,
el cual establece que las propiedades incerciales locales de objetos fisicos deben

de estar deteterminadas por la distribucién total de materia en el universo.[6]

2.1. Derivada Covariante y Geodésicas

Para poder describir a la teoria de Relatividad General necesitamos entender la
nocién de curvatura de una variedad, la cudl es intrinseca y para su existencia
no se necesita que dicha variedad esté incrustada en una variedad de dimensién
mayor. Para definir el concepto de curvatura necesitamos primero entender el
concepto de derivada en espacios curvos. Este operador debe satisfacer siempre

3 propiedades: linealidad, regla de Leibniz, y conmutatividad con la contraccién.
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Recordando que en cualquier sistema de coordenadas un vector se ve como (1.1),

por lo cudl, un operador derivada actuando sobre un vector se ve como [22]

de donde se define

Vaey = szev, (2.2)

donde a FKF se le conoce como conexién, o simbolo de Christoffel, y este actua ha-
ciendo una correccion en la derivada al tomar en cuenta como cambian las com-
ponentes de los vectores base en un sistema de coordenadas curvilineas.

Por lo tanto, las componentes de la derivada covariante de un vector se veran

como

Vot = 9,0t +TH 0. (2.3)

También se satisface que la derivada covariante de un escalar es igual a la deriva-
da parcial, esto porque un escalar es invariante bajo transformaciones en cualquier

sistema de referencia, es decir

V€ = 0d,c. (2.4)

Con esto en cuenta podemos también conocer como es la derivada covariante de
un covector. Simplemente se construye un escalar haciendo una contraccién de
indices y, como se satisface la regla de Leibniz en la derivada, se puede separar en

2 partes, es decir

Va(0'w,) = v*Vw, + w, (9,0" +Th,0Y) = 0u(v'w,) = w,0,0" + vV0,wy, (2.5)
p p 7

y como esto es vélido para todo vector, se tiene que
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Vawy = dqwy, — I"zywv. (2.6)

En general, para un tensor de rango (n,k), la derivada covariante actuard como

[28]

Mi-Mn U1-Hn V1 A Uy H1-A A Hi-Mn A MU1--Pn
VIXTVlqu - a’xTvl--Vk + raATV1~-Vk +..+ ra’}\Tvl--Vk B rmq TA..vk - rm/k Tvl..)t :
2.7)

Teniendo ya el concepto de derivada covariante podemos definir el transporte pa-
ralelo. Este consiste en transportar a lo largo de una curva cualquier vector sin que
cambie el dngulo que forma con esta y esto nos podra dar una medida de la cur-
vatura intrinseca en la variedad como veremos mds adelante. Consideremos una
curva en el espacio-tiempo cuyo vector tangente estd dado por sus componentes
u”, entonces, transportar paralelamente, cualquier vector v/ a través de esta curva

debe satisfacer necesariamente la siguiente ecuacién

u*Vyot =0, (2.8)

ademads se pide que el producto punto de dos vectores V, W se preserve bajo el

transporte paralelo, esto es

uVy(guot'w") = 0. (2.9)

Y se puede mostrar que el tinico requerimiento para que esto suceda es que

szgyv =0, (2.10)

que al desarrollar la derivada covariante queda como

V& = 9a&uwv — Taygav — Tiu&ur = 0. (2.11)
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Fig. 2.1.1: Vector Transportado paralelamente a lo largo de una curva cerrada en una
esfera, como ésta tiene una curvatura distinta de cero el vector regresa a su posicion
inicial con una direccién distinta [28].

Esta expresion se puede manipular para encontrar una manera explicita de la co-
nexion. Esta conexién es llamada de Levi-Civita, y serd siempre simétrica en sus

indices inferiores, pues estd dada por

v 1 v
T = 58" (98 + 08 — Iy (212)

La nocién de curvatura aparece al transportar paralelamente un vector a lo largo
de una curva cerrada, en un espacio-tiempo plano, el vector regresard sin mo-
dificaciones a su posicién original, sin embargo, en un espacio-tiempo curvo, el

vector regresard en una posicion distinta. Esto se ejemplifica en la figura (2.1.1)

Otra consecuencia de la curvatura de una variedad se puede ver estudiando geo-
désicas. Una geodésica se define como la curva que extremiza la distancia entre
dos puntos, y ademads transporta paralelamente a su propio vector tangente, es

decir, satisface

u*Vout =0 = u*9,(ut) + Fzﬁu“uﬁ. (2.13)
_ dx®

Ahora, si la curva se describe con el parametro A, es decir, u* = ‘5, entonces la

ecuacion que satisface la geodésica se ve como
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d2xH u dx® dxP
oz g =0

(2.14)

y esta ecuacion es vélida para cualquier parametrizacién afin, es decir A(7) =

at + b con a y b constantes.

2.2. Curvatura

Con estos conceptos presentes ya podemos definir de forma detallada lo que serd
el tensor que nos de la informacién de la curvatura intrinseca de la variedad. Este
tensor se conoce como tensor de curvatura de Riemann, y es un tensor de rango

(1,3). Este se define a como

(VaVp— VgV, )0l = Rfjaﬁv’/, (2.15)
para cualquier vector V arbitrario. Desarrollando las derivadas covariantes, las
componentes del tensor de Riemann se ven como

- I K B A B A
R 5 = 9T, — 9pThy + T4 Th, — T Ty (2.16)

Ademas este tensor estd directamente relacionado con el cambio infinitesimal en
las componentes de un vector V arbitrario al transportarlo paralelamente a lo lar-

go de una curva cerrada de la forma
ovtt = Rgaﬁdx“dxﬁvv. (2.17)

Este tensor cuenta con 256 componentes si se hablan de 4 dimensiones, sin em-
bargo por las simetrias que tiene el niimero de componentes independientes se

puede reducir a 20, ademds, el tensor de Riemann satisface las siguientes propie-

dades [6]:

R‘X.Bl“/ - _Rﬁocyv = _RDC[SV]A = R,Boa/y/ (2.18)
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B T Rip + Ripy =0, (2.19)

Esta tltima propiedad llamada identidad de Bianchi.
Ahora, si hacemos la contraccion del primer y tercer indice de este tensor obten-

dremos otro tensor de rango (0,2) simétrico llamado tensor de Ricci

50 = Rpy. (2.21)

Sacando la traza de este tensor utilizando la métrica inversa ¢g"” se obtiene un

escalar, llamado escalar de curvatura o escalar de Ricci

gP'Rg, = R. (2.22)

o

Puv’
llamado tensor de Weyl, el cudl satisface que todas sus trazas se anulan y es inva-

Ademads, para variedades de dimensién n > 3, estd definido otro tensor C

riante bajo transformaciones conformes, que son transformaciones que reescalan
al tensor métrico y no cambian a los conos de luz [28] . Con esto, el tensor de

Riemann se puede escribir como

2 2
Rappy = Coppw + — (ga[uRV]ﬁ - gﬁ[#RVJvé> T i—1(n—2) R8u(u8up- (2:23)

Tomando ahora la ecuacién (2.20) y trazando los indices a y u se obtiene

V)\ngv - vvRﬁA + vp(R%W\ =0. (2.24)

Trazando ahora g y A, y renombrando los indices mudos se obtiene

1
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de donde se define al tensor de Einstein como

1
G = Ry = 38R, (2.26)

y por construccién se satisface que su divergencia es nula.

2.3. Ecuaciones de Einstein

Hemos visto que la métrica del espacio-tiempo contiene la informacién sobre es-
tructura geométrica y da la estructura causal al espacio-tiempo, por lo que es la
variable fisica que necesitaremos conocer para encontrar las ecuaciones que sa-
tisface la teoria de gravedad llamada Relatividad General. Para esto necesitamos
construir una accién de la cudl se deriven las ecuaciones de movimiento. Dicha

accion se llama accién de Einstein-Hilbert, y estd dada por

5= /dx4\/—_g (R—2A +x.%), (2.27)

donde g es el determinante del tensor métrico, A es una constante llamada cons-
tante cosmoloégica, y .Z), es la densidad lagrangiana correspondiente a la materia
que en principio puede depender de mds variables ademds de la métrica, y « la
constante de acoplamiento de Einstein. Utilizando el principio de minima accién

y variando respecto a la métrica, y notando que [28]

1
0/ —8 = oV —88uog"", (2.28)

se tiene que la variacion es

6Sg =0= /dx4 (\/—_g(éR - %gw(R —2A)6¢M) + 5(\/—_g;<$m)) , (229)

en donde
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/ dx*\/—goR = / dxt\ /=g (Ruwdg" + g"OoR,) , (2.30)

y vemos que la variacién del tensor de Riemman estd dada por

SR" gy = 9pdTy, — 90T, + 0T, Ty, + T 0Ty, — 0T, Tp, —T0,6Th,.  (231)

Notando que la derivada covariante del tensor I, esta dada por

Vg (5%) = 95(6T%, ) + %, 6T}, — Th,6T%, —T,0T%,, (2.32)

es facil ver que la variacion del tensor de Ricci estd dada por la diferencia de 2
derivadas covariantes, es decir

SRyy = 6R® oy = Vg (5%) v (5%) , (2.33)

por lo que la variacion respecto al escalar de curvatura toma la forma de

/ dx*\/—goR = / dxt /=g (Ryudgh + Va(g"aTy, — g"oTy,)),  (2.34)

siendo el segundo término una derivada total, y al usar el teorema de Stokes, el
cual se explica con detalle en el apéndice (B), se tiene que el tltimo integrando de
la expresién anterior no tiene contribucién, por lo tanto la variacion de la accién

es

1 1 o6(+/— g
5Sg =0= /dx4 ((RP”’ — EgVVR+AgP‘V) +K\/—_g ( g]/tl/ m ) /_ (Sgﬂv
(2.35)

De esta expresion se observa que el primer término es el tensor de Einstein, y

definiendo al tensor de energfa-momento como
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_ 1 (V/=8%m)
Ihvzz-vﬂzg e (2.36)

se tiene que las ecuaciones de movimiento de la teoria de relatividad general con

constante cosmolégica son

Guv + Aguv = kT (2.37)

Sin embargo muchas veces se supone que A = 0. Notemos que estas son 16 ecua-
ciones, de las cuales 10 son independientes debido a la simetria entre los indices.
Ademads estas ecuaciones son ecuaciones parciales de segundo orden para gy, .
Por lo cudl es el término dindmico a resolver en estas ecuaciones. Ademads, para
que la solucién sea razonable se deben de satisfacer ciertas condiciones de energia

dadas por

Tyutu” >0, (2.38)
T
T, k'K > 0. (2.40)

Donde u# son las componentes de cualquier vector temporaloide y k¥ es un vector
nulo. Estas condiciones de energia se conocen como condicién de energia débil,
que implica que la densidad de energia de la materia es no-negativa, condicién
de energia fuerte, que dice que la suma de la densidad de energia sumada con las
presiones principales es no-negativa, y condicién de energia nula, que dice que
la suma de la densidad de energia con alguna de las presiones principales es no-
negativa respectivamente. Cabe mencionar que dichas condiciones de energia no
son leyes fisicas, y presentan problemas al introducir campos cuanticos o campos

escalares [6].
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2.4. Gravedad linealizada: Limite Newtoniano y On-

das Gravitacionales

El primer paso para probar que esta teoria es una teoria viable es recuperar la
teoria Newtoniana, que es bastante efectiva para calcular la dindmica del sistema
solar entre muchas otras cosas. Para esto se toma el limite de campo débil.

Si suponemos que la solucién de la métrica estd dada por la métrica de Minkowski

v Mds una pequena perturbacién hy, con |hy,, | << 1. Es decir

Suv = Nuv + My, (2.41)

por definicién la métrica satisface que

§%gup = 8, (2.42)

por lo que se tiene que que la métrica inversa es

g =" —n", (2.43)

mientras que la traza de h;, es denotada por

h=H,. (2.44)

Utilizando la ecuacién (2.16) con esta métrica encontramos que el tensor de Rie-

mann a primer orden estd dado por

1
Raﬁ}lv = E (aﬁyhay + apa/h‘By - aﬁvh[x}[ - a[x],lhﬁv) . (2.45)

Ahora, si hacemos una transformacién local de coordenadas x* — x* + &*(xf)
con ¢* una transformacién pequena tal que [9,¢*| << 1 se tiene que la regla
de transformacion para un tensor esta dada por (1.9), donde en este caso A} =

(6, — 9. Asila se métrica transforma como
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gir = NEADgus = (35 — 3,8°)(6) — 0,2P)gups (2.46)

por lo que a primer orden esta transformacion toma la forma de

Spr = Nuv + hyv - ayéu - avéy- (247)

Esta transformacién deja invariante al tensor de Riemann. Este tipo de transfor-
maciones se conoce como transformacién de norma, sin embargo atn se tienen
mas libertades.

Definiendo el tensor llamado "traza inversa"de /,,, como

W= — %;ﬂ“’h, (2.48)
que cumple que & = —h, por lo que
W o=p" - %Wﬁ (2.49)

El tensor de Einstein a primer orden en la perturbacion esta dado por

1/, — _ _ _

donde [ = 89,9, Ahora, recordando que tenemos libertad de norma en nuestra

transformacién de coordenadas, podemos encontrar un un ¢* que satisfaga que

My = 0. (2.51)

Por lo que al aplicar una transformacién al tensor de traza inversa, éste se ve como

—(nuevo)  +(viejo

hl’ﬂ/ — h,l/“/ ) - ayéy - aygy —‘I— ”yyaaglx, (2.52)

—(nuevo)

y como se quiere que dyhy, = 0, entonces existe ¢¥ tal que

Oet = a,h", (2.53)



Capitulo 2. Relatividad General 22

con lo cuél las ecuaciones de Einstein se simplifican a

1
— 50w = KT (2.54)

Recordemos que la teoria de Relatividad General busca también reconciliarse con
las observaciones y predicciones hechas por la teoria de gravedad Newtoniana,
por lo que se deben de recuperar las ecuaciones que describen dicha teoria. Para
esto se usa el llamado limite Newtoniano, en donde se tiene que las velocidades
de las fuentes son bajas respecto a la velocidad de la luz, por lo que solo el Lapla-
ciano tendrd una contribucién al D’Alembertiano. Ademads debido a que no hay
esfuerzos, el tinico término que contribuye a las ecuaciones de movimiento serd
Too = p. donde p es la densidad de energia [22]. Por lo que la ecuacién a resolver

es

V2hoy = —2xp. (2.55)

Comparando esta ecuacién con la ecuacion para gravedad Newtoniana que esta

dada por

V2¢p = 4rp, (2.56)

podemos deducir que x = 87 y hgg = —4¢. De aqui la traza valdréa i = 4¢, por lo
que regresando a la métrica perturbada en primer orden se tiene que la soluciéon

es

ds* = —(142¢)dt* + (1 — 2¢)dx* + (1 — 2¢)dy? + (1 — 2¢)dz>. (2.57)

El movimiento de un objeto en el espacio-tiempo esta dado por la ecuacién geo-
désica (2.14), y debido a las aproximaciones de limite Newtoniano esta se ve como
d*x
B

en donde I’go = 7*9;¢, por lo que la ecuacién geodésica toma la forma de
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T =-V¢ (2.59)

donde @ = % es la aceleraciéon del objeto respecto a las coordenadas global-
mente inerciales de 7, [28]. Se observa que esta ecuacién es la misma ecuacién
de movimiento en gravedad Newtoniana, y con esto vemos que efectivamente
Relatividad General recupera las predicciones hechas por la teoria Newtoniana,
sin embargo tienen distintas interpretaciones. En la teoria Newtoniana la materia
crea un campo gravitacional que afecta al objeto mediante una fuerza, mientras
que en Relatividad General la materia deforma la curvatura del espacio-tiempo y
el objeto se mueve a lo largo de la geodésica sin experimentar alguna fuerza.

Otra consecuencia importante de utilizar la aproximacién de campo débil es la

existencia de ondas gravitacionales. Para esto se impone que haya vacio, es decir

Tyy = 0, por lo que las ecuaciones de Einstein a resolver seran

Dhl’“/ — 0, (2.60)

cuya solucién més simple son ondas planas de la forma

hyy = Ayy exp(ikax®), (2.61)

donde A,y es el tensor de amplitud y k* el vector de onda. Al sustituir esto en la

ecuacién de onda se tiene que

Napk“kP =0, (2.62)
es decir el vector de onda es nulo, esto es otra forma de decir que las ondas se
propagan a la velocidad de la luz. Ademads, de satisfacer la norma de Lorentz se
tiene que

AHVkV =0, (2.63)

es decir, el tensor de amplitud es ortogonal al vector de onda, y debido a la libertad
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de norma que se tiene podemos imponer nuevas condiciones tal que el tensor de

amplitud satizfaga

Al =0, Ayu’ =0, (2.64)

estas condiciones de la norma impuesta hacen que el tensor sea sin traza (es decir,
en esta norma P_zw, = hyy) y transverso (es puramente espacial y ortogonal a su
direccion de propagacién). Si suponemos que la direccién de propagacion es en

direccion del eje z, entonces con estas condiciones A, tiene la forma de

00 0 0
Ay = 0 AT A% 0 ) (2.65)
0 AX —AT 0
00 0 0

donde A" y A son las tinicas dos componentes independientes, que son las dos
polarizaciones distintas que tendrdn estas ondas, lo cual implica que dichas on-
das solo pueden ser producidos por un cuadrupolo. Es decir, estos objetos solo
pueden ser producidos en colisiones estelares y colisiones de agujeros negros.

La primera evidencia de la existencia de las ondas gravitacionales se encontr6 en
1982 después de medir variaciones en las pulsos de radio emitidos por el pulsar
del sistema binario de Hulse y Taylor, el cudl fue atribuido a las ondas gravitacio-
nales y por este estudio se otorgé un premio Nobel en 1993.[26] En 2015 las ondas
gravitacionales fueron detectadas por primera vez por el detector LIGO, las cua-
les se originaron a partir de una colisién de agujeros negros, posteriormente se
hicieron otras 4 detecciones de ondas gravitacionales, 3 debidas a colisiones de
agujeros negros y una debido a una colision de estrellas de neutrones [4, 1, 2, 3].
Las detecciones de este nuevo fendmeno que no ocurria en la teoria de gravedad
Newtoniana ha terminado de cimentar la validez de la teoria de la Relatividad

General.
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2.5. Cosmologia

El éxito de la Relatividad General llevo a esta teoria a ser la principal herramien-
ta en la cosmologia, que es el estudio de la historia, evolucién, y dindmica del
universo . Para esto se asume que el universo es isotrépico y homogéneo a gran
escala, y las ecuaciones de Einstein tienen como solucién la métrica de Friedmann-

Robertson-Walker, la cudl estd dada en coordenadas polares por

2
1—kr2

ds* = —dt® — a?(t) ( + erQZ) , (2.66)

donde dO? = d6? +sin(6)2d¢p? , a(t) es el factor de escala y k es la constante de cur-
vatura 3-dimensional del universo, la cudl puede valer -1 para universos abiertos,
0 para universos planos, y 1 para universos cerrados. Al insertar esta métrica en
las ecuaciones de Einstein para un tensor de energia-momento de fluido perfecto

de la forma

Ty = (0 + p)tptiy + priuv, (2.67)

con p y p la presion y densidad del fluido, se obtienen las ecuaciones de Fried-

mann las cuales son

871 k
i —47
_=—(p+3p), (2.69)

donde H = £ la cual se conoce como pardmetro de Hubble. Manipulando estas

ecuaciones se obtiene la ecuacion de conservacién dada por

p=—-3H(p+p). (2.70)

Para poder resolver esta ecuaciones se necesita conocer la ecuacién de estado de

los fluidos distintos que componen el universo. Si se asume que la ecuacién de
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estado que mejor describe a las componentes de materia en el universo esta dada

por

p = wp, (2.71)

con w una constante que vale 0 si el fluido estd compuesto de materia bariénica,
que es toda la materia compuesta por dtomos, % para radiacién y particulas rela-
tivistas, y -1 para una constante cosmoldgica A. Este tultimo fluido fue propuesto
para explicar la expansion acelerada del universo, lo cuél se conoce como energia
obscura, sin embargo existen otros candidatos distintos a la constante cosmolégi-
ca que puedan explicar éste fenémeno. La densidad de los fluidos del universo
determinan la curvatura del universo. Definimos la densidad critica como la den-
sidad necesaria para que el universo tenga curvatura plana, es decir

3H?
Pec = 8 (2.72)

y definimos el pardmetro de densidad como

0
O=-—, 2.73
o (2.73)

el cudl depende del fluido del que se trate. Ahora, el pardmetro de densidad total
del universo (); estd dado por la suma de los parametros de densidad de cada
fluido, y si el universo es plano se tiene entonces que (); = 1. Estos parametros de
densidad pueden ser medidos por experimentos como WMAP[8] y PLANCK [20].
Dichas mediciones apuntan a que el universo tiene curvatura cero y los valores
de los pardmetros de densidad son 0.73 para energia obscura, 0.27 para materia, y
8x10~° para radiacién [20].

Sin embargo estas observaciones generan nuevos cuestionamientos en la teoria,
ya que se ha encontrado que la materia bariénica, que observamos en el universo
no coincide con la observada en estos experimentos, ademads no se hubiera podi-
do dar la formacién de galaxias, asi como la existencia de fendmenos de lentes

gravitacionales al observar otras galaxias [17, 19]. Una manera de explicar estos
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fenémenos es introduciendo el concepto de materia obscura, este nuevo tipo de
materia, asi como la energia obscura (utilizada para explicar la expansién acele-
rada del universo) atin no han sido detectadas directamente por lo que atin no se
conocen sus origenes y su composicion.

En este capitulo hemos visto que la Relatividad General recupera exitosamente las
predicciones hechas por la teoria Newtoniana, ademads genera nuevos fenémenos
que ya han sido observados y validan la teoria, sin embargo los fenémenos ob-
servados en el estudio de la cosmologia atin no estan bien entendidos, y existe la
posibilidad de que estén equivocados y una solucién a esto podria ser la modifi-
cacion de la teoria de Relatividad General, ya sea en los términos de curvatura, o
en el tensor de energia-momento. Una manera sencilla de hacer esto es modificar
la accién de Einstein-Hilbert y afiadir nuevos términos que puedan depender de
la métrica o bien de nuevos campos tensoriales de materia. De igual forma se sa-
be que la Relatividad General no es compatible con la mecédnica cuantica (puesto
que no es posible renormalizar la teoria entre otras cosas), por lo que una prin-
cipal motivaciéon de modificar la teoria es encontrar una teoria cuantizada de la
gravedad. Sin embargo dicha teoria tendra que recuperar las predicciones hechas
por Relatividad General asi como ésta lo hizo con la teoria Newtoniana. Una de
estas predicciones importantes es la existencia de agujeros negros, los cuales se

exploran en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3
Agujeros Negros

Los agujeros negros son regiones del espacio-tiempo donde la gravedad es tan
fuerte tales que ni la materia ni la radiacién pueden escapar de este. En el uni-
verso estos se forman cuando una estrella lo suficientemente masiva pierde el
combustible necesario para generar reacciones termonucleares y asi mantener su
equilibro, por lo que sufre un colapso gravitacional a través de su llamado radio
gravitacional 6 horizonte de eventos, que es la frontera de esta region de la cuél ya

ninguna informacién puede salir [18]. En este capitulo se estudian estos objetos.

3.1. Geometria de Schwarzschild

La primera solucién exacta de las ecuaciones de Einstein fue propuesta por Karl
Schwarzschild en 1916, un afio después de que Einstein publicara su teoria [23].
Dicha solucién describe el campo gravitacional alrededor de un cuerpo esférico,

y para obtenerla se asumen las siguientes hipétesis:

1) El espacio-tiempo tiene simetria esférica, es decir la métrica es invariante ante
rotaciones.

2) El espacio-tiempo es estacionario, esto es, existe un campo de Killing ¢ tal que
¢*Ca < 0, es decir es temporaloide, es decir, la métrica no tiene dependencia de la
coordenada temporal.

3)El espacio-tiempo es estatico, es decir, existe un vector de Killing temporaloide
que es irrotacional, y ademads la métrica es invariante ante reflexiones temporales.

4)El espacio-tiempo es asintéticamente plano, es decir, lejos de la masa, la métrica
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que describe al espacio-tiempo es la métrica de Minkowski.

5)La solucién es en vacio, es decir: Ty, = 0.

De esta tltima hipétesis la ecuacion a resolver es

1
Ry — 38R =0, (3.1)

sin embargo estas ecuaciones se pueden simplificar atin mas. Sacando la traza en
estas ecuaciones se tiene
R =0, (3.2)

por lo tanto las ecuaciones a resolver son

Ry = 0. (3.3)

Ahora, bajo las simetrias antes mencionadas, en una cierta eleccién de coordena-

das la métrica mas general que las satisface es de la forma [6, 28]

ds? = —f(r)dt* + h(r)dr?® + r*de* + rsin*d¢?. (3.4)

Las coordenadas (r,0,¢) se conocen como coordenadas de Schwarzschild, y r se

define como

N

donde A es el drea de una 2-esfera, mientras que 6 y ¢ son los d&ngulos usuales de
coordenadas esféricas. Al insertar esta métrica en (3.3), es facil observar que solo
existen 3 ecuaciones independientes debido a las simetrias utilizadas. Estas son

Rit, Ryr, y Rgg. Estas ecuaciones se ven como

Ru = 3 ((0)747) + 27 =0, (3.6)
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1 _1d _1 n

Rrr - _E(fh) 2% ((fh) 2f/> + rh2 = 0’ (3'7)
1 f 1K 1=kt

Rgp = hf + E—rhz + T 0. (3.8)

Donde f/ = 4L y ' = 4t

Sumando las ecuaciones para R y R, se tiene que:

- <j; h) 0, (3.9)

y esta ecuacién implica que:

f(r) sch™}(r). (3.10)

De aqui podemos reescalar la coordenada temporal tal que f(r) = h~1(r). Sustit-

yendo esto en la ecuacion para Rgy, se tiene que

1—f—rf’:1—%(rf):0, (3.11)

lo cudl tiene como solucién

f=1+ % (3.12)

donde C es constante y la eligimos como C = —2M donde M es la masa del objeto
que genera el campo gravitacional y debido a la conjetura de la censura césmica
debe de ser positiva para que no exista una singularidad desnuda. Este valor se
encuentra de comparar esta métrica con la dada por el limite Newtoniano (2.57),
la cudl corresponde a valores de r grandes, y tomando el potencial Newtoniano

¢ = —%. Por lo que entonces la métrica queda con la forma

ds? = (1 — @) dt* + (1 — @) dr? + r2dQ?, (3.13)
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donde dO? = d6? + sin®(0)d¢?>.

Esta métrica se conoce como métrica de Schwarzschild, y dicha solucién, como
se verd mas adelante describe objetos llamados agujeros negros. Ademads, como
lo prueba el teorema de Birkhoff[18, 22], la métrica de Schwarzschild también es
solucién para espacio-tiempos con simetria esferica fuera de cualquier fuente de
materia, pues en estos casos la regién de vacio se encuentra en r > 2M, es decir,
esta métrica puede ser solucién para el campo gravitacional exterior producido
por una estrella o planeta que satizfaga las condiciones mencionadas.

Notamos que esta métrica tiene 2 regiones con singularidades, enr =0y r = 2M,
sin embargo, de estas singularidades solo r = 0 es una singularidad fisica. La
singularidad en r = 2M aparece debido a que se estd usando un sistema de coor-
denadas que no es adecuado. La region rg = 2M se conoce como radio de Sch-
warzschild rg y coincide con el horizonte de eventos del agujero negro, el cudl
marca la frontera de la region de no retorno para geodésicas nulas o temporales,
como se verd mas adelante.

Para estudiar la naturaleza de estas singularidades basta con calcular un escalar
de curvatura llamado escalar de Kretschmann y analizar su comportamiento al
evaluarlo en dicha region. Es facil ver que tanto el escalar de Ricci R, como el ten-
sor de Ricci Ry, son cero, sin embargo existen componentes del tensor de Riemann

distintas de cero, estas son:

2M
t o opb _
R rrt — 2R rér — 2R¢r4>r — m/ (3-14)
2M
2R'g9; = 2R g9, = RPgpp = — (3.15)
2M sin?(9)
t _ _ 0 —
2R!pgt = 2R ggr = —Rpgp = ==, (3.16)
2MQ2M —r
Ryt = —2R%g = —2R?;gy = %- (3.17)

Con esto podemos construir un nuevo escalar de curvatura, llamado escalar de

Kretschmann, el cuél estd dado por
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Rlxﬁvatxﬁ}ﬂ/ — 1/6 , (318)

y observamos que al ser un invariante es valido en cualquier sistema de coorde-
nadas. Es claro que para r = 0 este escalar diverge al infinito, lo que implica que
el campo gravitacional es singular en esa regién, mientras que para r = 2M esté
bien definido. Esto es una indicacién de que esta singularidad se debe a las coor-

denadas utilizadas.

3.2. Corrimiento al rojo gravitacional y trayectorias en

el espacio-tiempo de Schwarzschild

En la geometria de Schwarzschild existen 4 campos de Killing, uno temporaloide
e irrotacional y 3 espacialoides. Como se habia dicho anteriormente, los campos
de Killing se pueden utilizar para encontrar cantidades conservadas sobre geo-
désicas, las cudles estardn dadas por el producto del vector de Killing ¢ con una

4-velocidad u, pues se satisface que

UV (Euut) = uuhVoly + Euu Vaul =0, (3.19)

de donde la primera parte se anula por satisfacer la ecuacién de Killing y la se-
gunda por satisfacer la ecuacién geodésica.

En particular en la geometria de Schwarzschild, dos de ellos, ¢ y 17 estdn dados

por

=55 (3.20)

donde ¢ refleja que el espacio-tiempo es estacionario, y # refleja una conserva-

cién en la direccién angular por la simetria esférica. Es facil ver que estos campos
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vectoriales satisfacen la ecuacién de Killing. Usando esto podemos calcular el co-
rrimiento al rojo gravitacional en la geometria de Schwarzschild.

Consideremos 2 observadores estéticos a distintos radios r; y r, cada uno con
4-velocidades u} y ub respectivamente, ahora, al ser observadores tinicamente
moviendose en el tiempo se tiene que sus 4-velocidades serdn proporcionales al

vector de Killing ¢, es decir

ul' = a;¢t, (3.21)

con 4; una constante, y donde el indice i toma los valores 1 y 2, mientras que el
indice p toma los valores usuales entre 0 y 3. Recordando que la magnitud de la

4-velocidad de todo observador es -1, se tiene que

Wiy = —1 = a;guc"e" = aigu;. (3.22)

Despejando esta ecuacién para 4; se obtiene

a; = (1 - %) o (3.23)

ahora, si el observador en r; emite un haz de luz con direccion hacia al otro obser-

vador en rp, cada uno medird que la frecuencia w; de luz estard dada por [28]

w; = —ulk, = —a;l'ky, (3.24)

donde k* es el 4-vector de onda de la luz, es decur, es el vector andlogo a una
4-velocidad pero ahora es un vector nulo, por lo que se tiene que ¢k, sera cons-
tante sobre la geodésica. Entonces el cociente de frecuencias que medirdn los dos

observadores estard dado por

wi _ @&l _
(%) azcji‘ky

(3.25)

De aqui vemos que si M=0 no hay efecto de corrimiento al rojo, lo que indica que
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es tnicamente gravitacional. Sir, > r1 es decir, el emisor estd mas cerca del centro
del atractor gravitacional que el receptor, entonces se tiene que w; < wy, es decir,
la luz llega con una frecuencia menor ("se corre al r0jo") que con la que fue emitida
al salir de una fuente gravitacional. Sabemos de mecanica cuantica que la energia
de un fotén es proporcional a su frecuencia, E = fiw, por lo que tiene sentido que
la luz pierda energia al salir de un potencial gravitacional.

De manera andloga, si 2M < r, < rq entonces se tiene que w; < wy, es decir, la
luz aumenta su frecuencia ("se corre al azul") al acercarse a la fuente gravitacional.
Ahora, siry = 2My r1 < rp, se tiene que

wa

— =0, 3.26
i (3:26)

es decir, la luz no serd detectada por el observador en ;. Como se verd mds ade-
lante al estudiar lo que sucede en el horizonte de eventos, esto serd porque la luz
no podrd salir de esta region, es por esto que a estos objetos se les conoce como
agujeros negros.

Otras cantidades conservadas sobre geodésicas que podemos construir se obtie-
nen de hacer el producto punto del 4-momento p#, con los vectores de Killing, y

se tiene que estas son

2MY\ 4t
= — A S -
E=—gup"¢ (1 p ) me—, (3.27)
g d
L =guwp'n" = erSinz(G)d—f. (3.28)
Despejando y dividiendo entre m, se tiene
, e
t= — (3.29)
T
y
o (3.30)
P = r2sin?(0)’ '
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m..l U
~1.~e~

Y P =

e

_ L _E § _
dondel = :,e= -, t =

Podemos asociar a e con la energia por unidad de masa y a I como el momento
angular por unidad de masa. La conservacién de este tltimo implica entonces
que el movimiento estard restringido a un plano, esto se puede ver facilmente si
elegimos como condiciones iniciales ¢ = 0y ¢ = 0. Esto implica que ! = 0 en todo
tiempo por lo que entonces ¢ = 0 en todos los puntos de la geodésica, y por lo
tanto la particula permanece en el plano ¢ = 0. Asi podemos hacer una rotacién
de coordenadas y tomar dicho plano en = 7 con componente de 4-velocidad
u? =0.

De la ecuacién de la magnitud de la 4-velocidad para una particula masiva se

tiene que

2M) , i .
—1=guutu’ = — (1 — 7) 2 + —m r2¢?, (3.31)
r

y sustituyendo las ecuaciones anteriores se obtiene

2 2 12
1= o 4 ot (3.32)
r r
Reordenando los términos y renombrando se llega a
_ 1o
€= 51’ + Veff/ (3.33)
donde
L
€= E(e —1), (3.34)
y

Viss = % Kl - %> r %} . (3.35)



Capitulo 3. Agujeros Negros 36

Verr
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Fig. 3.2.1: Potencial efectivo para particulas masivas

Observamos que este potencial efectivo presenta una correccién al potencial New-
toniano, dado por el término con —~73, y este potencial efectivo nos indica como
serdn las geodésicas que seguird una particula masiva cerca de un agujero negro
de Schwarzschild. Dicho potencial se ilustra en la figura (3.2.1).

Analizando las derivadas de este potencial para ver las 6rbitas circulares, i.e. don-

de dxg# = 0, se tienen dos regiones, dadas por
12 M2

y de aqui vemos que la 6rbita circular mas cercana y estable (ISCO por sus si-
glas en inglés) que se puede tener en un espacio-tiempo de Schwarzschild sucede
cuando ﬁ = /12, es decir r;sco = 6M. Si queremos saber la forma precisa de las

Orbitas necesitamos resolver la ecuacion

NI—

d ! 2\
2 _il (e2 —0-Pas 72)> , (3.37)

cuya solucién estd dada en términos de funciones elipticas[14]. Un resultado im-
portante que fue de las primeras pruebas que confirmaron la teoria es que las

Orbitas precesan, el dngulo de precesion por Orbita estd dado por

5Pprec = AP — 271, (3.38)
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donde

NI—=

AP = /rz 2l ( 1—%)(1+ lz)) dr. (3.39)

112

Dicho resultado se puede encontrar en [22]. Este angulo de precesion fue calcu-
lado para la 6rbita de Mercurio, y fue de 43 segundos de arco por siglo, lo cudl
es consistente con las observaciones y fue una de las evidencias més importantes
para la teoria de Relatividad General [10].

Para analizar las geodésicas nulas se hace un desarrollo similar, utilizando que
k,k* = 0, y reordenando y renombrando términos se obtiene la ecuacién

1
donde a b se le conoce como pardmetro de impacto y se define como b = é, y el

potencial efectivo se escribe como

Wy = » - M, (3.41)

’
Este potencial se muestra en la figura (3.2.2).

Asi como los movimientos de precesién que sufren las 6rbitas de particulas ma-
sivas, la luz sufrird una deflexién en su trayectoria debido a la gravedad, y esto

es el funcionamiento base de las lentes gravitacionales. Dicha deflexion estd dada
por

1

©2 /1 1 2M .\ 2

Dicho célculo se puede consultar en [22]. Este resultado también fue importante
para la Relatividad General, pues en 1919 Arthur Eddington midi6 la deflexiéon
de la luz de una estrella debido al campo gravitacional del sol en un eclipse solar
total [11], el cudl fue de 1.7 segundos de arco, lo cudl coincidia con los calculos

realizados.
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Fig. 3.2.2: Potencial efectivo para fotones.

3.3. [Extension de Kruskal y estructura causal del espacio-

tiempo de Schwarzschild.

Ahora analizemos el comportamiento de los conos de luz cerca de r = 2M. Para
esto se necesita hacer un cambio de coordenadas, pues como se vio anteriormente,
las coordenadas de Schwarzschild presentan problemas cerca de esta regioén, y
para esto usaremos primero las llamadas coordenadas de Eddington-Finkelstein.
Si se define un nuevo radio, r* llamado radio de Regge-Wheeler o radio tortuga

como

1
r*:r+2Mln]m—1], (3.43)

se puede entonces definir una nueva coordenada V como

1
V:t—l—r*:t—l—r-l—2M1n|m—1|, (3.44)

cuyo diferencial es
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dr

Elevando al cuadrado y sustituyendo términos en la métrica de Schwarzschild

esta toma la forma de

ds? = — (1 — @) dV? 4+ 2dVdr + r?dQ?, (3.46)

que es la métrica de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-Finkelstein. De
esta métrica vemos que r = 2M no es singular, y analizando las geodésicas nulas

radiales, esto es ds> = 0 se tiene que

2M
0= (1 — 7) dV? +2dVdr, (3.47)
cuyas soluciones son:
V = cte, (3.48)
V:cte+2<r+2Mln\i—1|). (3.49)
2M

El diagrama del espacio-tiempo se observa en la figura (3.3.1).

Las coordenadas de Edington-Finkelstein se comportan mejor que las coordena-
das de Schwarzschild en regiones cercanas al radio de Schwarzschild, sin embargo
aun presentan un problema, este es, que la simetria temporal de las geodésicas ha
desaparecido, esto es, las geodésicas entrantes se comportan de manera distintas
a las salientes. Esto se puede arreglar haciendo otro cambio de coordenadas, pues
esto nos permitira analizar la estructura causal de este espacio-tiempo. Si ahora

definimos una nueva coordenada U como

1
U=t—r"=t—r—2MIn|— —1]|, 3.50
7= t—r—2Mn |~ 1] (3:50)
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Fig. 3.3.1: Diagrama del espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de
Eddington-Finkelstein. Notamos que los conos de luz cambian de orientacién al cru-
zar el horizonte de eventos.

podemos escribir la métrica de Schwarzschild recuperando la simetrfa temporal,

y la métrica toma la forma siguiente

ds? = — (1 — @) dUdv + r?dQ?. (3.51)

Esta forma de la métrica vuelve a tener problemas en r = 2M, pero esto se puede

resolver definiendo unas nuevas coordenadas % y ¥ como

= —e 1, (3.52)
7= em, (3.53)

al obtener el diferencial de estas coordenadas, elevando al cuadrado, y sustitu-
yendo en la métrica de Schwarzschild esta toma la forma de
32M3

ds? = p e~ 2 dudo + r2dQ)>. (3.54)

Notemos que esta expresion es regular para r > 0, pero ahora como funcién de
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u y 0. Sin embargo como estas coordenadas son nulas, podemos utilizarlas para

construir unas nuevas coordenadas temporales y espaciales al definir

<l
I
ST
|
<

, (3.55)

Q|
+ o
|

-]
|

(3.56)

Estas coordenadas se conocen como coordenadas de Kruskal Szekeres. Haciendo
el proceso andlogo a lo que se hizo con las coordenadas de Eddington-Finkelstein,
diferenciando y sustituyendo en la métrica esta toma la forma

_RM

ds? = e (—dV> +dU°) + r2dQ2, (3.57)

que es la métrica de Schwarzschild en coordenadas de Kruskal-Szkeres. Notemos
que ahora que la singularidad en r = 2M ha desaparecido, mientras que la singu-
laridad en r = 0 se mantiene. Las coordenadas de Kruskal-Szekeres se relacionan

con las coordenadas de Schwarzschild mediante las ecuaciones

r T —2 =2
<m . 1) e =T — V7, (3.58)
y
t 1%

Con r > 0. Fijondonos en las geodésicas radiales nulas, ds? = 0, se tiene que

oM = .
_ M e (—dV2+dU°) = —dV2Z+dU =0, (3.60)

0
r

lo cual tiene como solucién

V==xU+c. (3.61)
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t=const

Fig. 3.3.2: Diagrama del agujero negro de Schwarzschild en coordenadas de Kruskal.

Es decir, los conos de luz son lineas rectas a 45 grados en un diagrama de espacio-
tiempo, al igual que en el espacio-tiempo de Minkowski. Esto tiene sentido, pues
esta métrica es conforme, es decir, es la métrica de Minkowski multiplicada por
una funcién escalar que depende de las coordenadas. El diagrama del espacio-
tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Kruskal se muestra en la figura (3.3.2).
Hay varios puntos importantes que podemos notar del diagrama de Kruskal y las
relaciones entre estas coordenadas y las de Schwarzschild. Primero notemos que
una curva de r constante corresponde a una hipérbola en el diagrama, horizontal
parar > 2M y vertical para r < 2M, esto significa que una vez que un observador
cruza por r = 2M de la regién I a la region Il ya no se podra mantener en un radio
constante y caerd en un tiempo coordenado finito hacia la singularidad r = O,
ademas cualquier sefial de luz que envie dentro de esta regién permanecerd en
esta region y ademds esta también caerd a la singularidad. Por esta razén, a la
region II se le conoce como agujero negro, mientras que a su frontera en r = 2M

se le conoce como el horizonte de eventos del agujero negro [28].
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Notemos ademds que existen otras 2 regiones, IIl y IV, donde la region IV es equi-
valente a la II, pero invertida en el tiempo. A esta region se le conoce como aguje-
ro blanco, pues todo lo que esté dentro de ésta tendrd que escapar en un tiempo
coordenado finito, mientras que la regién III es anédloga a la regién I pero estan
causalmente desconectadas, es decir, no existe una curva temporaloide por la que
estén unidas. Estas regiones son soluciones validas a las ecuaciones de Einstein,
sin embargo se consideran como soluciones no fisicas, pues los agujeros negros se
forman cuando una estrella lo suficientemente masiva colapsa gravitacionalmen-
te , y estas regiones estarian dentro de la estrella, donde T, # 0, por lo que la

solucion de Schwarzschild ya no serd valida en dicha region.

3.4. Otras soluciones de Agujeros Negros

Ademads de la soluciéon de Schwarzschild existen mds soluciones de agujeros ne-
gros en relatividad general, estas se obtienen si imponemos por ejemplo distintas
simetrias. En el caso particular en el que afiadimos un campo electromagnético
(teoria de Einstein-Maxwell) y se mantiene la simetria esférica y la estaticidad,
la solucién estara dada por la métrica de Reissner-Nordstrom [21], que tiene la

siguiente forma

oM Q2 2 2\

gt = — (1-2M L @ Ny (1ML @) 422002 )
ro 4mr? r o 4mr?

donde Q es la carga eléctrica del agujero negro. Vemos que si Q = 0, entonces

la solucién se reduce al espacio-tiempo de Schwarzschild. Este tipo de agujeros

negros se caracterizan por tener 2 horizontes, dados por

ry— % <2M + \/(2M)2 - 4(%)) , (3.63)

donde por la conjetura de la censura césmica es necesario que Q < M, pues si

no fuera asf se tendria una singularidad desnuda. Ademds de esto, a diferencia
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del horizonte de eventos en Schwarzschild, al cruzarlo, la componente g, de la
métrica vuelve a cambiar de signo, por lo que r vuelve a ser una coordenada es-
pacial. Esto sugiere que la singularidad r = 0 es temporaloide en lugar de ser
espacialoide como en el caso de Schwarzschild. Sin embargo estas soluciones no
son realistas para un agujero negro astrofisico, pues observaciones cosmologicas
encuentran que vivimos en un universo eléctricamente neutro, y de formarse al-
guno de estos agujeros, atraeria carga opuesta y se neutralizaria rdpidamente.

Otra solucion de agujero negro se encuentra si se elimina la simetria esférica y se
impone simetria axial, dicha solucién a las ecuaciones de Einstein estara dada por
la métrica de Kerr, y esta describe un espacio-tiempo estacionario con un agujero
negro rotante. Dicha solucién fue encontrada en 1963 por Roy Kerr [16], y esta

dada por

%%:—(1—§W)c%ﬂ+§mﬂ+zw2

by
2Mra? 4Mrasin? 6 (3.64)
- (rz +a® + — sin? 9) sin? 0 dp? — ————cdtdg,
donde
J
= L 3.65
= (3.65)
Y = 1>+ a’cos® 6, (3.66)
A =1? —2Mr + a%. (3.67)

Con | el momento angular del agujero negro y a a se le conoce como pardme-
tro de Kerr. Vemos que si | = 0, entonces la solucién se reduce a la solucién de
Schwarzschild. Al igual que el agujero negro de Reissner-Nordstrom, el agujero

negro de Kerr presenta dos horizontes dados por

gy = M+ VM2 —a?, (3.68)

de donde se tiene la constriccién de que a < M, pues de lo contrario se tendria
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una singularidad desnuda, lo cual puede violar la estructura causal del espacio-
tiempo. Ademds de esto, se tiene otra regién importante llamada ergosfera, la
cual estd delimitada por el horizonte de eventos exterior y un horizonte de Killing
donde el vector de Killing asociado a la coordenada temporal se anula, por lo que

la componente temporal de la métrica también se anula, esto es cuando

Fergt = M £ \/ M2 — a2c052(9). (3.69)

Un observador en esta regiéon no podra permanecer estatico, pues el agujero lo
obligard a rotar en su direccién. Sin embargo, es posible salir de esta regién debi-
do a que se encuentra fuera del horizonte de eventos, y esto es importante pues
se puede usar para extraerle energfa rotacional al agujero negro mediante el lla-
mado proceso de Penrose [14]. A diferencia de los espacio-tiempos anteriores, el
descrito por la métrica de Kerr no es estdtico debido a la rotacién intrinseca del
agujero negro.

Existe una solucién de agujero negro dada por la métrica de Kerr-Newman, y esta
describe el espacio-tiempo de un agujero negro rotante y cargado. Sin embargo, al
igual que el agujero negro de Reissner-Nordstrom, no es una solucién tan realis-
ta astrofisicamente. Se cree que fisicamente el espacio-tiempo que mejor describe
un agujero negro real es el espacio-tiempo de Kerr. La existencia de los agujeros
negros ha sido confirmada por observaciones indirectas en el movimiento de es-
trellas en la Via Lactea, asi como por la detecciéon de discos de acreciéon que se
forman al momento en que la materia cae en el agujero negro, como es el caso
del agujero negro supermasivo Sagitario A que esté en el centro de la Via Lactea.
En 2015 se realizaron detecciones de ondas gravitacionales por el interferémetro
LIGO [1, 2, 4], cuyo origen sabemos, proviene de la colisiéon de dos agujeros ne-
gros. Ademas de estas detecciones, en 2019 el telescopio “Event Horizon” tomo
la primera imagen directa de un agujero negro supermasivo ubicado en el centro
de la galaxia Messier 87 [12], y dicha imagen es consistente con lo que se espe-
raria de la sombra producida por un agujero negro de Kerr debido a su campo

gravitacional. La confirmacién de estos objetos en el universo es un fenémeno
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mads que se obtiene de estudiar la teoria de la Relatividad General, sin embargo,
aun quedan preguntas abiertas acerca de su naturaleza. En particular, atin no esté
bien entendida la termodinamica de estos objetos, asi como lo problemas con la
paradoja de la pérdida de informacién y otros fenémenos cudnticos. Este tltimo
esta relacionado con la llamada conjetura de no-pelo, de la cudl trata el siguiente

capitulo.
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Capitulo 4
Teoremas de No-Pelo

En relatividad general y en la teorfa Einstein-Maxwell, existen teoremas de unici-
dad de agujeros negros que dictan que la tinica solucién admisible de un espacio-
tiempo estacionario y en vacio serd descrito por la métrica de Schwarzschild,
Reissner-Nordstrom, Kerr, o Kerr-Newman[9]. Es decir, el agujero negro estara

determinado tinicamente por su masa M, su carga Q, y su momento angular J.

Se ha conjeturado que no existen mds cantidades fisicas que caracterizen al agu-
jero negro, a esto se le llama conjetura de no-pelo, y esta fue por primera vez
conjeturada por Jacob Bekenstein en 1968 luego de que Israel Werner probara que
dentro de la teoria de Relatividad General, todo agujero negro, estatico, asint6-
ticamente plano, con horizonte de eventos regular, sera descrito por un espacio-
tiempo de Schwarzschild o un espacio-tiempo de Reissner-Nordstrom si hay un
campo electromagnético. [15] Aunque esta conjetura ha sido probada para mu-
chos casos, existen contraejemplos. En 1999 se descubri6 que en teorias tipo Einstein-
Yang-Mills, el agujero negro permite pelo dado por campos escalares y campos
vectoriales no abelianos [27]. Posteriormente se hicieron mas estudios de esta con-

jetura para distintos casos de materia.

4.1. Prueba de Bekenstein

Jacob Bekenstein [7] probé que una estrella que colapsa esféricamente en un agu-

jero negro estatico no puede tener campos cldsicos escalares masivos o vectoriales
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en el exterior. En particular, para el caso del campo escalar masivo, utilizé un aco-

plamiento minimo de la gravedad a un campo escalar, dado por la accién

S = /dx4\/—_g {R — K(%W(pvw +Vi(p)|, (4.1)

donde x = 167G es la constante de acoplamiento, ¢ el campo escalar, y V(¢) el
potencial escalar.

Notamos que la accién de esta teoria tiene dos términos dindmicos, que son gy, y
¢, por lo cudl al utilizar el principio de minima accién se tienen que hacer 2 varia-
ciones distintas, una respecto al campo y otra respecto al tensor métrico e igualar
a cero para obtener las ecuaciones de movimiento, sin embargo, para la prueba
del teorema de no-pelo formulada por Bekenstein solo es necesario obtener las
ecuaciones de movimiento para el campo ¢.

Haciendo la variaciéon con respecto al campo escalar se obtiene

5y =0 = / dxt /g ( VIV p - 55 ¢) 4.2)

de donde haciendo integracién por partes en el primer término se tiene

/dx‘*\/_vy V¥ psep) /dx4\/_ (Vy Vip)op — _<P5(P) (4.3)

y observando que el primer término de (4.3) es una derivada total se puede aplicar
el teorema de Stokes, por lo que se produce un término de frontera que se anula

en infinito, entonces la variaciéon queda como

0= / dxt\/—go¢ <vyw¢ <P> (4.4)

por lo que la ecuaciéon de movimiento para el campo es

VIV 4 — ag 0. (4.5)
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Si suponemos que el espacio-tiempo corresponde a un agujero negro con simetria
esférica, asintéticamente plano, globalmente hiperbdlico, estético, y existe un ho-
rizonte de Killing que coincide con el horizonte de eventos y ademas es regular,
es decir, una frontera entre regiones del espacio-tiempo donde el vector de Killing
se anula, y ademas esta superficie sera de bifurcacién. Como el espacio-tiempo es
estatico y globalmente hiperbdlico, existen hipersuperficies X espacialoides llama-
das superficies de Cauchy. Entonces, si asociamos a t con el pardmetro de Killing y
lo usamos como coordenada temporal estas hipersuperficies estaran en t = cte. Si
multiplicamos (4.5) por ¢ e integramos en un volumen en una regién de espacio-
tiempo cuya frontera estd dada por el horizonte de Killing de bifurcacién, 2 hi-
persuperficies espacialoides X1 y X, y la region asintética como se observa en la

figura(4.1.1) , se tiene que

/\/_(¢Vﬂvy¢ % >:0. (4.6)

Notamos que podemos integrar por partes el primer término de (4.6), lo cual que-

da como

[ V=89u6949) = [ V(T (T), 47)

de donde el primer término de (4.7) se anula en las fronteras de la regién de in-
tegracion, ésto porque el horizonte de Killing es de medida cero comparado con
el resto de la regién, y como el espacio-tiempo se asume asintéticamente plano,
se tiene que asintoticamente ¢ — 0, por lo que se anula en esta frontera, mientras
que los vectores normales de las hipersuperficies espaciales son antiparalelos por
lo cual la suma de esas contribuciones se cancela teniendo signos opuestos.

Con esto, la integral obtiene la forma

[v==2 ( VIOV ¢¢) 0, (4.8)

y si suponemos que el potencial tiene la forma de
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Fig. 4.1.1: Region de Integracion en el espacio-tiempo

V=3 a;¢%, (4.9)

con a; > 0, entonces (4.8) se escribe como

/ V8 (V" 9V — Zi2iaig™) =0 (4.10)

Ahora, debido a que se tiene simetria esférica ¢ = ¢(r) i.e. al campo escalar de-
pende tinicamente de la coordenada radial, y por la estaticidad, el término (V¢)?
sera estrictamente positivo pues V¢ sera un vector espacialoide, por lo que (4.10)
es estrictamente negativo, y solo se satisface si ¢ = 0. Esto significa que dicho
campo no puede existir en el exterior del agujero negro, por lo tanto la métrica
que describe este espacio-tiempo serd la métrica de Schwarzschild caracterizado

Unicamente por su masa.

4.2. Prueba de Sudarsky

Sudarsky [25] realiz6 una prueba maés general para esta teoria aplicable para cual-
quier potencial no negativo donde son necesarias las ecuaciones de movimiento

de la métrica. Haciendo la variacién sobre la métrica de la acciéon (4.1) se tiene que
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68y =0= /dx‘*\/—_g&gw (G,w - K%VV(PVVQD + K}L(qu)z + K%V((]))) , (4.11)

por lo que entonces las ecuaciones de Einstein son

1 1 1
Gy = & (vawp -4(V9) - 5V(¢)) : (4.12)

La métrica mas general de agujero negro con horizonte de eventos regular, es decir
el horizonte de eventos no es una singularidad fisica, que satisface las simetrias

de esta teoria (asint6ticamente plana, esférica, y estatica), se puede escribir como

2m(r)

2_ _(1-—
ds” = —(1 p

Je 32 4+ (1= 2201002 1242 +-sin(o)2g?), (@415)

conm, J,y ¢ funciones dependientes tinicamente de r. Ademds, como el horizonte

debe ser regular en v = rp, estas funciones deben de satisfacer las condiciones

m(re) = 2, (4.14)
m(r) < % Vr > ry, (4.15)
0(ry) = valor finito. (4.16)

Con esta métrica, y utilizando las simetrias, las ecuaciones de Einstein se reducen

a las siguientes ecuaciones:

/ ”
& =27, (4.17)
y
,  kr? |1 2m(r). p
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donde la prima significa %. Ahora, las condiciones para una métrica asintética-
mente plana requieren que m(r) y 6(r) convergan a un limite finito cuando r — oo,
esto para que se recupere la métrica de Minkowski en dicha regién. Esto implica
que ¢’ y m’ se tendrian que anular en dicha region, por lo que que (para un poten-
cial V no negativo) (¢')2 = O(r~3+€)) y que V = O(r~®+¢)) para valores muy
grandes de r.

Ahora, con esta métrica la ecuacion de movimiento para el campo (4.5) se ve como

(-2 e (- ) (-0 (0 %5)

Procederemos haciendo un equivalente al teorema de trabajo-energia, multipli-

cando (4.19) por ¢’ se tiene que

(1= 220 (g + = S ) o+ (22 - 2200 ) g2 = Ty a0

Podemos definir una “energia” E del sistema como

E= % (1 — ZmT(r)) P2 —V(gp), (4.21)

y vemos que parece un término usual de energia, con la diferencia de que ahora

m(r)

. 2 : f .
sumasa serd y = 1 — ==+, La derivada de este término estd dada por

£ (1 B Zmr(r)> o0l + (mr(zr) B m’r(r)) o2 — % 3 (4.22)

y asociando (4.20) con la derivada de esta energia se tiene que

() (B (e

con
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bzl<2m(r)_2m’(r))+<1_2m(r)) (g_é’(_r)> (4.24)

2 r2 r r r 2

Sustituyendo m’ y ¢’ de (4.18) y (4.17) en b obtenemos

_xr [1 2m(r)\ .p 2 3m
que podemos escribir como
p=-ME 2 3m0) (4.26)
4 7 2r )’ '

Por lo que entonces la derivada de la energia se escribe como

E = (ﬁ _2 (1 — 3’”—(7))) ¢ (4.27)

4 r 2r

Multiplicando por un factor integrante dado por e~ se tiene que

o / S(r
%(Eeg) = (E’ - E%) et = —% <1 - 3";—?> ¢ %, (428)

de aqui observamos que %(Ee‘g) es una funcién negativa para todo r > ry, por
lo que podemos enunciar el teorema de la siguiente manera:

Teorema: Un espacio-tiempo de agujero negro que sea estético, esféricamente si-
métrico, asintéticamente plano, y con horizonte regular que satisfaga las ecuacio-
nes de Einstein con campos de materia arbitrarios dados por campos escalares (de
clase 42 en el horizonte) sometidos a un potencial no negativo, que estdn mini-
mamente acoplados a la gravedad y satisfacen la ecuacién del movimiento para
el campo, es necesariamente trivial, esto quiere decir que el espacio-tiempo es de
Schwarzschild y los campos escalares son constantes y corresponden al cero del

potencial.

Prueba: Notamos que la energia del sistema en el horizontees E(rgy) = —V(¢(ry) <

. . . _9(rg)
0 para un potencial no negativo, entonces se satisface que E(rp)e™ 2

>

< 0y co-

mo el lado derecho de (4.28) es semidefinido negativo para r > ry, pues m(r) < 5
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ar)
2

por la regularidad del horizonte, entonces E(r)e es una funcién decreciente,es

decir cada vez es mds negativa que E(rp)e - , Pero como el espacio-tiempo es
asintéticamente plano, entonces E(r)e’@ debe tender a 0 cuando r — oo de la
forma O(r~(3+¢)) , y como por construccién esto se satisface, de las ecuaciones
de movimiento solo queda que V = 0y ¢ = cte. Por lo que queda concluida la

prueba.

4.3. Teorema de no-pelo en teorias de Brans-Dicke.

En teorias de gravedad escalar-tensorial no minimamente acopladas también exis-
te una formulacién del teorema de no-pelo[24] , que ha sido probada para teorias

tipo Brans-Dicke con una accién general dada por

1
= Ten /d4x\/—_g (fPR — %guvvywﬁ — V((p)) , (4.29)

donde ¢ es el escalar de Brans-Dicke, cuyo papel fisico es cambiar el valor de la
constante de gravitacion en distintos lugares, y w(¢) es la funcion de acoplamien-
to de Brans-Dicke que tambien cambia para distintas regiones, y V el potencial del

campo. Ahora, haciendo una transformacién conforme de la métrica de la forma

& = e = Vg = P, (4.30)

donde () es el factor conforme, el cudl es un mapeo suave que mapea el espacio-
tiempo en el marco de Jordan M en un espacio-tiempo conforme en el marco de
Einstein M. Redefiniendo de manera no lineal el término escalar de Brans-Dicke

como

B 2w(p) +3d¢p
® = / e 4.31)

la accién pasa a la forma de
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S = / d*x\/—3 (% — %gﬂ”%qﬁvcp — u(q>)) , (4.32)

donde la tilde denota las cantidades asociadas con la métrica reescalada g, y

(D) = %. 433)

Es decir, ahora esta accién es la accién de un campo con acoplamiento minimo a
la gravedad, y se pueden usar los pasos realizados anteriormente para teorias de

este tipo para probar la conjetura de no-pelo tal como se muestra en [13, 24].

Existe también una forma de probar el teorema de no-pelo para estas teorfas ti-
po Brans-Dicke sin tener que recurrir al cambio entre marcos de Jordan y Eins-
tein, esto fue mostrado en [13]. Si hacemos las variaciones respecto a la métrica y
al campo de Brans-Dicke de la accién (4.29), entonces se obtienen las siguientes

ecuaciones de movimiento

1 1
Gy :% (Vygbqub - ngvaqbv%p) + r (ViVigp — )
(4.34)
., Vi)
Suv 24) ’
para la variacién de la métrica y
dw _, av

(2w +3)0¢p = —%V $Vadp + gb% -2V, (4.35)

para el campo escalar. Podemos escribir la solucién més general para un espacio-

tiempo de agujero negro estético con simetria esférica como

ds? = — A%(r)dt* + B2(r)dr? + r*dQ2. (4.36)

Con esta métrica la ecuacién (4.35) toma la forma de
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A" B 2 dw av
2 "=+ D) =P+ B (9 —2V ), (437
@o+3) [+ (G -G+ ) 0| =—Tov+ 8 (o 37
donde la prima denota %. Ahora, el horizonte de eventos ry estd dado por la
raiz positiva de g’ = 0, es decir, se obtiene cuando B — oo, y notemos que si el
horizonte es regular lo que implica que ¢ y ¢’ estan definidos ahi y son finitos,

entonces

¢”(ru)
B%(ry)

Ahora, si suponemos que V (¢) = m?$? (es decir, que el campo estd sometido a un

Vup(ru) Vie(ra) =

—0. (4.38)

potencial tipo Klein-Gordon) o es idénticamente cero, el tltimo término de (4.37)

desaparece, por lo que entonces se puede reescribir como

(P// dw (Pl A/ B/ 2
¢ . uv el T b 4.
q’)’+dq> 2wr3) T a B0 (4.39)

notando que

(PH dew (P/ Al B 2 B ATZ(P/ !
Ot () + 5 - S+t [ (2 vw3)| . ww

lo cual se puede integrar como

¢’ Co
= 441
B Ar2\2w+3 (441)

con Cp una constante de integracién. Ahora, por la condicién (4.38), se tiene que

entonces al evaluar (4.41) en el horizonte

Co _
A(ra)rgy/2w(¢(re)) +3

lo que implica que Cy = 0. Sin embargo, por (4.41), esto significa que ¢'(r) = 0

0, (4.42)

para todo r > ry, y por lo tanto ¢ = cte, con lo que queda concluida la prueba
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y por lo cual el agujero negro se reduce a un agujero negro de Relatividad General.

Las pruebas del teorema de no-pelo son importantes, pues sugieren que los agu-
jeros negros son indistinguibles en Relatividad General y teorfas modificadas. En
particular, en esta secciéon nos hemos fijado en el caso particular de campos es-
calares, pues ademas de ser el caso més sencillo, muchas teorias alternativas a
Relatividad General incluyen este tipo de campos, y las pruebas presentadas aqui
pueden ser extendidas a otro tipo de teorfas. En el siguiente capitulo haremos la

extension de la prueba de Bekenstein para una teoria escalar-tensorial.
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Capitulo 5

Prueba del Teorema de no pelo con acopla-

miento no minimo

En este capitulo se hard una prueba analoga a la de Bekenstein para teorfas con un
acoplamiento no minimo a un campo escalar. La motivacién para esto es extender

la prueba para teorias en el que el acoplamiento no minimo es tensorial y del tipo

1
S = / dtx\/—g {R + a(¢R + Ry H" + Copu K1) — <§(V¢)2
(5.1)
1 1
+§VVHO(’BVVHD(ﬁ + EVUKD(‘BP[VVUKaﬁHV + V((P, HZ, K2)):| V2

donde Hy,, tiene las mismas simetrias que el tensor de Riemann y K45 las mis-
mas simetrias que el tensor de Weyl, y dichos términos pueden llevar a violaciones
espontdneas de Lorentz.

A pesar de que ya existen pruebas para teorfas con acoplamiento no minimo a un
campo escalar como las que se ven en la seccién (4.3), éstas requieren hacer una
transformacién conforme al marco de Einstein, lo cudl no desacoplaria el término
acoplado al tensor de Weyl, pues este es invariante ante transformaciones con-
formes, mientras que la otra utiliza las ecuaciones de movimiento utilizando una
métrica general, lo cudl se puede hacer bastante mds complicada en teorias con

acoplamientos tensoriales, pues estas se vuelven altamente no lineales.

Una teoria con acoplamiento no minimo a un campo escalar estd dada por la ac-

cién
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5= [ x5 |[FOIR - x(;7"9,+ V()] 52)

donde F(¢) es la funcién del campo escalar que se acopla con la gravedad.

Haciendo la variacion respecto al campo se obtiene

6Sp =0 = / dx*\/—g ( (qu—K(V“(PVyégb—i— 5 (p)) (5.3)

de donde, haciendo integracién por partes, se tiene

0= [ axty=g (RG50 + x(V,(TPolig - S0o0) )

(5.4)
+ / dx4\/—_g1cvy (VHpoep).

Observando que el segundo término es una derivada total, aplicando el teorema
de la divergencia y viendo que el término de frontera se anula de forma analoga

a la teoria con acoplamiento minimo, se tiene que

0= /dx‘h/ 250 (R RS Ka—;) (5.5)
por lo que la ecuacién de movimiento para el campo es
oF oV
—_ K — K =
Ra<p +xVEV Ka(P 0. 5.6)

Notemos que, a diferencia del caso minimamente acoplado, aparece el escalar de
curvatura, por lo que necesitaremos las ecuaciones de Einstein para obtenerlo.

Ahora, haciendo la variacion respecto al tensor métrico se tiene

— vl 1 1
+ FRy, 08" + Fg;w(SR”"}.

(5.7)
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Al integrar por partes el dltimo término de esta expresion este queda como

/dx4\/__gF8VV(5Ryv - /dx4\/ —8§Vu(FVF) — /dx4 v —8VHV,F, (58)

donde

VH = —V, 09" + g”vg“ﬁvy(ég“ﬁ), (5.9)

y vemos que como el primer término de (5.8) es la integral de un derivada total, y
por lo tanto, se anula en las fronteras por el teorema de Stokes, es decir, no tiene
contribucién a la variacién, usando (5.9), el segundo término de 5.8) se escribe

como

/dx‘ﬂ/—gV”V},P :/dx4\/—gva((5g“”)vyl-“

5.10
_ 4 /T ap uv ( )
dx*\/—88" g Vu (") VgF.

Integrando por partes una vez, y anulando los términos de frontera al usar el

teorema de Stokes en la integral de la derivada total resultante, tenemos que

/ dxt\/—gVIVF = / dxt\/=g0g" [8ug VLV =V, VuF] . (B1D)

Por lo que, juntando estos resultados previos en la variaciéon de la accion, esta

queda como

(5.12)

1 1 1
+K(—§Vy4’vv4’ + Zngpcpvpgb + Egzwv)

Por lo que las ecuaciones de movimiento para la métrica son

F(¢)Gpv + §uOF (@) — Vu Vo F(¢) = Ty, (5.13)
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donde

1 1 1
Twzivzﬂpvvqb - Zg;vafpvpfp - Eg}wv(fp)- (5.14)

Necesitamos ahora encontrar una expresion para el escalar de curvatura en térmi-
nos del campo escalar para sustituirla en la ecuacién de movimiento que obtuvi-
mos para el campo. Para esto sacamos la traza de las ecuaciones (5.13), de donde

se obtiene

— F($)R +30F(¢) = K(—5 V¢ Vug — 2V(9). (5.15)

Si tomamos a F(¢) = 1+ a¢ con a una constante, y ademds como condicién extra
pedimos que 1+ a¢ > 0 para que sea bien comportada y el acoplamiento no
minimo sea a primer orden en el campo y en la curvatura, entonces la ecuacién de

movimiento que satisface el campo se escribe como

aR +xUp —x— =0, (5.16)

y el escalar de curvatura toma la siguiente forma

1 K 2
R = T MP(BaD(p + E(V(P) +2xV), 5.17)

donde

(V§)? = VupV*p. (5.18)

Si asumimos que el espacio-tiempo corresponde a un agujero negro estatico, asin-
téticamente plano, con simetria esférica , y con horizonte de Killing bifurcado y
regular, y andlogamente al caso minimamente acoplado tomamos la ecuacién de
movimiento para el campo(5.16), la multiplicamos por ¢(r) e integramos en una
region del espacio-tiempo cuyas fronteras estdn dadas por el horizonte de Killing,
dos hipersuperficies espacialoides ¥ y ¥, con t = cte, y la regién asintética, se

tiene entonces que



Capitulo 5. Prueba del Teorema de no pelo con acoplamiento no minimo 62

0= /d4x\/—_g (K%—;qﬁ — aR — K¢D¢) . (5.19)

Integrando por partes el tercer término de (5.19) se tiene

— [ dxy/=g(xpTp) = — [ dxy/=g(ValpV 9)) + [ d*xy/=g(c(Va($)V"9),
(5.20)
y andlogamente al caso minimamente acoplado, el primer término del lado dere-
cho de (5.20) se anula en las fronteras de la regiéon de integracién, esto porque en
el horizonte de Killing es de medida cero comparando con el resto de la region,
y como la teoria es asintéticamente plana entonces ¢ — 0, y en las hipersuperfi-
cies espaciales los vectores normales son antiparalelos siempre, teniendo signos
opuestos en cada hipersuperficie restante, por lo cudl la suma se anula.

Asi, la ecuacion (5.19) es

0= /d4x\/—_g (K%—;QD — apR + K(Vgt))Z) , (5.21)

y sustituyendo el escalar de curvatura se tiene que

[ oV ,  3a2p0¢  xap(Ve)?  2xapV
0—/d x\/—_g(;c%cpﬂ(wb) “Ttap 20+ a9) —1+a¢). (5.22)

De igual forma integramos por partes el término proporcional a [¢, el cudl queda

como

4 3zxq>Dq> 4 3a V¢
/d 1+ ag /dxrv”(1+a¢)+

2 3
. / txy g (304 V.9V 3a ¢vﬂ<pwcp> . 6523)

14 ag (1+ ag)?
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Aplicando el teorema de Stokes al primer término del lado derecho de (5.23) im-
plica que este se anula en las fronteras por los mismos argumentos dados ante-

riormente, por lo que la ecuacién toma la forma

oV 2kapV 302 (V)2
0= /d4x\/—_g (K% - 1’1‘4:@ +K(V¢)2+—ﬁi£

ET .
(1+ap)? 2(1+ap))’
y agrupando términos, la ecuacion (5.24) se escribe como
[ oV 2kapV
o= [ (g0 Tig)
(5.25)

(Vo) [ (vEap  V2\ |, axe X
1+ ag)? (( /2 +T> +T+3"‘2+§>

2 una

Ahora, si suponemos que el potencial estd dado por V(¢) = %24)2, con m
constante positiva, es decir, un potencial del tipo masa,entonces su derivada es
m?@, por lo que la parte de la ecuacién (5.25) que depende del potencial se escribe

como

oV 2kapV  xm?
K— — frny
37  T+ap  1+ap

y claramente es no negativa, si 1 + a¢p > 0 por lo que solo hace falta fijarse en el

¢?, (5.26)

resto de los términos de (5.25), los cudles estan dados por

2
(V¢)* ((ﬂw n Q) 4P a2y g) : (5.27)

(1+ ag)? V2 k 2

2
Vemos que el factor % que multiplica el resto de los términos es estrictamente

positivo, esto porque como ¢ = ¢(r), entonces (V¢) serd un vector espacial, cuya

norma es positiva. Ahora, dado que habiamos puesto la condicién de que 1 +
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a¢ > 0 vemos que el dominio de ¢ estd en (—1, ).

2
Observamos que el término ( % + %) es positivo definido, por lo que solo

1

basta evaluar el segundo término de la funcién (5.27) en ¢ = € — - con € positivo

y lo suficientemente pequefio para que este valor de ¢ sea parte del dominio de la

funcioén, se tiene que

= ”‘T"G 1302, (5.28)

€~

P oy
(2+30c+2)

La expresion (5.28) es estrictamente positiva. Si ahora se obtiene la derivada de la

funcién en (5.28) con respecto a ¢, se tiene que esta es

d [(oaxeg 2 K\ _ aK
@ (T + 3a” + E) = 7, (529)

y observamos que (5.29) es positivo para todo ¢ en el intervalo (—%, o), lo cual

implica que la funcién (5.28) es creciente. Ahora, es facil ver que para ¢ > 0, la

funcién (5.27) es no negativa, y por tanto la funcién

K sz

302 + -
2 TS T iy

(Vg)? (\/W? n ﬁ):ﬂ ¢?, (5.30)

(1+ agp)? V2 k

es positiva en todo el intervalo de ¢. Entonces, se tiene que (5.25) es no negativa,
lo que implica que la tnica opcién posible para que se satisfaga esta ecuacion es

que ¢ = 0 en toda la region.

Con esto queda demostrado el teorema de no pelo utilizando simetria esférica y
estatica, una métrica asintéticamente plana y con potencial masivo para la teoria
con un campo escalar no minimamente acoplado utilizando un procedimiento si-
milar a la prueba utilizada por Bekenstein. Sin embargo, la prueba necesit6 de una
condicion extra, siendo esta que el dominio de ¢ esté en (—&, oo), y no existe una
razén fisica por la cudl el campo deba estar restringido a esos valores (note que

el intervalo especifico se us6 para un acoplamiento no minimo muy particular) y
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es posible que esta restriccion cambie para distintos acoplamientos con el campo

escalar. Este y otros problemas se discutiran en el siguiente capitulo.
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Capitulo 6

Conclusiones

Se logré demostrar existosamente la conjetura de no pelo para una teorfa tipo
Brans-Dicke sin tener que recurrir al cambio de marcos conformes de Jordan y
Einstein, mostrando que realizar esta transformacién conforme no es necesaria
para realizar este tipo de demostraciones. Sin embargo, este camino tiene limita-
ciones, pues tinicamente se puede utilizar cuando el potencial del campo escalar
es del tipo V = c¢? o nulo idénticamente. Dicha limitacién surge tinicamente por
la complejidad que pueden tener las ecuaciones. Ademads de esto, también esta la
restriccion que se hizo sobre los valores posibles del campo ¢, pues fisicamente

no existe un mecanismo que restringa al campo a tener esos valores.

El posible trabajo a futuro puede consistir en realizar una prueba anéloga a la
realizada en esta tesis o usando el formalismo de [13] para una teoria acoplada
no minimamente con campos tensoriales, y con base en esto encontrar el camino
para una teoria mds compleja con acoples no minimos con una accién similar a
(6.1). Sin embargo, las ecuaciones de dicha teoria serdn bastante mas complicadas
debido a que se tienen términos de orden superior. Ademds se debe remover el
acoplamiento del campo tensorial que se acopla con el tensor de Weyl, pues al es-
cribir a este en términos del campo y buscar que el campo sea constante, se entra
en conflicto con la estructura del espacio-tiempo que queremos, pues de probar-
se el teorema desapareceria la curvatura ya que el tensor de Riemman se podria
escribir en términos de los campos de materia que quisieramos que se anulen. Se

traté también de extender el formalismo utilizado por Sudarsky para una teoria
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no minimamente acoplada, sin embargo no se lleg6 al resultado deseado por pro-
blemas que se explican en el apéndice A, y de resolverse esos problemas se puede
llegar a una prueba exitosa que incluya potenciales méas generales que los usados

en las pruebas aqui realizadas.

Otra aplicaciéon que se le puede dar a estos teoremas seria quitando la estatici-
dad del espacio-tiempo y dejando tnicamente la condicién de estacionariedad,
pues se cree que la mayoria de agujeros negros en el universo se comportan co-
mo agujeros negros de Kerr. Ademads de esto, habria que analizar el caso donde
hay pequefias perturbacion, pues la mayoria de agujeros negros tienen discos de
acrecion, lo cudl se puede manejar como una perturbaciones. Dicho resultado se
asemejaria mds a la realidad, y los nuevos avances en tecnologia para la detecciéon
de agujeros negros como lo hace LIGO y el telescopio “Event Horizon”, pueden

ayudarnos a tener restricciones en el tipo de teorfas que utilizamos.

Ademads de esto, también se puede buscar cambiar la condicién de que el espacio
sea asintéticamente plano, pues usualmente se buscan teorias de gravedad modi-
ficada para explicar fendmenos cosmolégicos como la materia y energia obscura,
tal como lo hacen la teoria de Horndeski o Gauss-Bonnet, y se puede analizar el

caso donde la teoria es asintéticamente FLRW, de-Sitter, o anti de-Sitter.



68

Apéndice A

Extension de la prueba de Sudarsky para el

Teorema de no pelo en teorias escalar-tensorial

En este apéndice se intenta seguir el formalismo de Sudarsky para realizar la prue-
ba del teorema de no pelo en teorias con campo escalar no minimamente acopla-
do y se mencionan las complicaciones encontradas que no permitieron realizar la

prueba, recordemos que la accién de dicha teoria estda dada por

5= [t/ =gl(1+ )R — a3 V4,9 + V(9))]. (A1)

Recordando que la métrica més general de agujero negro estatico con horizonte de
eventos regular y con simetria esférica, y asintéticamente plano se puede escribir

como

-1
g2 — (1 B Zmr(r)> o042 | (1 _ @) dr® + 12 (d6% + sin(8)%d¢?).
(A2)

Analizando las ecuaciones de movimiento de la métrica, tenemos

, ar " 2pr

= T2 289+ 80?24 280+ By

¢, (A3)
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teorias escalar-tensorial

. 2ar? 8Br , 12Bmr* , 2m(r) ar ,» 2m(r) 4Br?*
m = ——V(¢)+ - +(1——=)—¢"+(1———=)—9¢",
Tv(g)+ T (1= T Sy (- S g
(A4)
donde v = 8 + 8B¢ + 4rp¢’.
Con esta métrica la ecuacién de movimiento para el campo se ve como
g (1-20) (20200
(A.5)

()

de dénde R se puede obtener de la traza de las ecuaciones de Einstein. Haciendo

esto con la métrica dada se tiene

m

_ 7 I
R_l-i-ﬁ(,b 20(V—|—2( )(P +ﬁ<p (1—m—7) o)
—§<1—2—’”>54> 5 +3p(1 - 2.

El siguiente paso consiste en construir una “energia”, y lo podemos hacer con la

ecuacion

E— (6T )e¢” (A7)
= (6T v = 2T 8w HEX :
donde ¢ es el vector de Killing temporal y
1
Ty = Tag | T~ @D+ 50) - T, Wu( )} (a8

Haciendo esto obtenemos

E=o B (1 - 2’”—(”) - V(4>)] , (A.9)
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teorias escalar-tensorial

y calculando la derivada de dicha funcién se tiene que

B g 12

(A.10)

El siguiente paso seria multiplicar la ecuacién (A.10) por % y relacionarla con
(A.5) tratando de hacer algo anélogo al caso anterior y sustituir m’ y ' obtenidas
de las ecuaciones de Einstein. Sin embargo, ahora aparece el escalar de curvatura
R, y ademas estd la complicacion de que los valores de m’ y ¢’ no son tan triviales
como en el caso anterior, ademds al manipular las ecuaciones aparecen términos
que incluyen a m” y 6", por lo que hacer esto resulta complicado, ademés de que
probablemente cambie el factor de integracion, por lo que se deja abierta la po-
sibilidad de imponer ciertas condiciones no triviales para obtener el resultado

esperado.
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Apéndice B
Formas diferenciales y teorema de Stokes

En este apéndice se estudia el formalismo de la formas diferenciales, los cuales
son objetos muy importantes en el cdlculo tensorial, y son la base de los teoremas
de integracién en variedades diferenciales. Este apéndice se basa en el apéndice B

de [28].

Sea M una variedad diferencial n-dimensional. Una k-forma se define como un

tensor de rango (0,k) el cudl es totalmente antisimétrico de la forma

Waty.cty = W] (B.1)

y denotamos el espacio de k-formas por A¥. Podemos construir un mapeo
A AR x AP — APTE eg decir, si tenemos una k-forma w y una p-forma y, el
tensor resultante del producto A serd una k+p-forma

(k+p)!
Way ..y A ]’lﬁlﬁp = Tp!w[al...akyﬁl...ﬁp]/ (BZ)

y por construccién este producto no es conmutativo, pues se tiene que w A y =
(—1)k7’]/t A w. Ademas, si tenemos 2 operadores derivada covariante Va y Va,

podemos definir un mapeo suave de una k-forma a una k+1-forma de la forma

Way ..o = (k + 1)v[ﬁwzx1...1xk]/ (B.3)

y se hace lo andlogo para el otro operador de derivada covariante. Ahora si resta-

mos un mapeo del otro se tiene que
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_ vk ) —
v[ﬁwal...ak] - v[ﬁwal...ak] - Zi:lc[ﬁaiwal...\é\..ak =0, (B.4)

Es decir, el mapeo (B.3) es independiente del operador derivada y es tnico, lo
denotamos como d llamado diferencial exterior, si se aplica a una k-forma w, de-
notamos a la (k+1) forma resultante como dw. Y una propiedad importante que
satisface este operador es que d> = dod = 0.

Sea M una variedad diferencial n-dimensional. En cada punto en la variedad el
espacio vectorial de n-formas serd unidimensional, ademads, si es posible encon-
trar una n-forma € = €, 4,] en M, entonces se dice que M es orientable, y la
orientabilidad estard dada por €, y cada variedad orientable tendrd 2 orientacio-
nes distintas, llamadas derecha, e izquierda. Consideremos una regién abierta U
en M cubierta por el sistema de coordenadas . Si expandimos € en la base de ¢

se tiene

€ = hdx' A .. Adx", (B.5)

donde / nunca se anula y ademds su signo determina la orientacién de i respecto
a €, i.e. derecha si h > 0 e izquierda si h < 0. Sea a una n-forma en U, si la
expandemos en la base de i esta queda como

w=a(xt, .., xM)dx! A Adx" (B.6)

Si ¢ es derecha, entonces definimos la integral « sobre la regién U como

/a:/ adxt..dx", (B.7)
u p[U]

donde el lado derecho es la integral de Riemann usual de R”, si ¢ es izquierda
entonces la definicién tendrd un signo menos en el lado derecho de la ecuacién, y

esta definicién es independiente de coordenadas.

Para definir la integral de a sobre todo M utilizamos que M puede ser cubierto
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por una coleccién contable {O;} de vecindades finitas tal que cada O; es compac-
to. Ademads existe una particion unitaria { f;} subordinada a esta cubierta. Si se
satisface que %; |, $[O] fi'la;|dx'..dx"™ < oo, entonces decimos que « es integrable y

se define como

/Moc _ 5, /O fi (B.8)

Se puede demostrar que esta definicién es independiente de la eleccién de cubier-
tas {O;} y particiones {f;}. Podemos usar la definicién anterior de integracién
en variedades para definir la integral de una k-forma en M sobre una superficie
orientable k-dimensional bien comportada. Si la dimensién de dicha superficie
es (n-1), entonces se le llama hipersuperficie. Existe un caso particular de esto,
si dicha hipersuperficie denotada por N es la frontera de una regiéon cerrada N
contenida en M, es decir, N es una variedad n-dimensional orientable, y « es una

(n-1)-forma en M de clase %!, entonces se tiene que

/N da = /N . (B.9)

Dicho resultado se conoce como teorema de Stokes. La integracion de funciones
en una variedad diferencial es posible si se tiene un elemento de voltimen, esto es,
si se tiene una n-forma € que sea continua y distinta de cero. La integral de una

funcién f sobre M se define como

/M f= /m fe, (B.10)

donde la integral de fe se defini6 anteriormente. Si M tiene una métrica g, defi-

nida, entonces existe una forma natural de € dada por la condicién

Galmanele..zxn = (=1)*n!, (B.11)

donde s es la signatura de la métrica. (s = 0 para métricas Riemannianasy s = 1
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para métricas Lorentzianas.) Si le aplicamos la derivada covariante a esta condi-

cién se tiene

2€a1...ﬂénvﬁ€a1“an = O’ (B12)

lo cudl a su vez implica que

vﬁeacl..zxn =0, (B.13)

y como se tiene que V €.y €S totalmente antisimétrica en sus ultimos n indices

y €*1-% es distinto de cero, entonces se satisface que

eal...aneﬁlnﬁn _ (_1)571!5/[30;1 523“522], (B.14)

donde 5% es el mapeo identidad en el espacio tangente. La contraccién de los pri-

meros j indices de la ecuacién (B.14) tiene como resultado

My 1..0p )17 [ ‘ n
eI Eey wpiir e = (—1)7(n = 16 0;’“ s (B.15)

Biay OBy 7

mientras que la ecuacién (B.11) implica que las componentes de € en una base

ortonormal derecha son

(—1)?, sitodos los p; son distintos
eVlan = (816)

0, otro caso,

donde P es la signatura de las permutaciones. En una base coordenada las com-

ponentes de € satisfacen que

Z gyl]q"'gl/tnvnelll..ﬂnevl--vn = (—1)Sn!, (B.17)
H1--Hn

pero el lado izquierdo de esta expresion es (n!)(e?, ) multiplicado por el deter-

minante de la matriz g"’, y det(g" = W). Eligiendo el signo correcto para

una sistema de coordenadas derecho, se tiene que
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1
€12.n = [(—1)°det(guv)]2 = 1/ I8, (B.18)
donde ¢ = det(g,v). Por lo que entonces en una base coordenada, se tiene que el
elemento de volimen natural estd definido por (B.11) y toma la forma de
€ = /|gldxt A ... A dx". (B.19)

Usando este elemento de voliimen natural podemos convertir el teorema de Sto-
kes (B.9) en una forma del tipo "Ley de Gauss". Sea N una variedad compacta,
orientable, n-dimensional con frontera. Sea g,5 la métrica en N asociada al ele-
mento de voltimen €. Dado un campo vectorial v* de clase ¢!, podemos obtener

una (n-1)-forma w de la forma
Way.oy_ 1 = €Pay.tty_ 1 Uﬁ/ (B.20)
y tenemos que

(dCU)mxl...(xnfl = nv[a‘(e‘:g‘“lnfxn—lvﬁ) (le)

= 1€play ., Vi

Por otro lado, un tensor de rango (0,n) totalmente antisimétrico debe de ser pro-

porcional a €, por lo que

€plar.ay 1 Vol 0P = heouy ;- (B.22)

De donde la funcién h se puede usar contrayendo €7#1-*:-1 por lo que se obtiene

Vo = nh, (B.23)

por lo que entonces

dw = (V,0%)e, (B.24)
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por lo que el teorema de Stokes toma la forma de

/NVW“Z/N%M..WU’S- (B.25)

El lado derecho de (B.25) puede expresarse de la siguiente manera. Como la mé-
trica g,y en N induce un campo tensorial /1, en N. Si hy,, es no degenerado, el
cuél serd el caso si N no es una superficie nula, podemos usarlo para definir el
elemento de volimen € en N. Se puede mostrar que

1 _
Eeal-“"n =Ny € (B.26)

ayCay.an)

donde 1P es el vector normal a N, y se escoge saliente si la superficie es espacialoi-
de y entrante si es temporaloide. Contrayendo v* en ambos lados de la ecuacién

y restringiendo las (n-1)-formas resultantes a vectores tangentes a N se tiene

6[3061..0611 U‘B = ”ﬁU'BEtxl..lxn_lr (B27)

donde vemos ambos lados de la ecuaciéon como formas en N. Por lo que si N no

es nulo, entonces podemos expresar el teorema de Stokes como

/ Vot = / n,o*. (B.28)
N N

Esta es la forma mas conocida del teorema de Stokes, y esta es muy importante
en la fisica, pues su uso es escencial en el Electromagnetismo y en el formalismo

lagrangiano.
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