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¢ QUE ES UN ALGORITMO?

Un algoritmo es una serie de pasos computacionales bien definidos que toman un
valor o conjunto de valores como entrada y producen un valor o conjunto de valores

como salida 1.

También se puede pensar en un algoritmo como la solucion a un problema
computacional donde el algoritmo establece la relacion que existe entre una entrada

y salidas dadas.

Un ejemplo son los algoritmos de busqueda de caminos. Estos algoritmos toman
como entrada un grafo, un vértice de partida y un vértice objetivo y devuelven como
salida una lista de aristas que conforman el camino mas corto. La serie de pasos para

obtener dicha lista es la descripcion del algoritmo.

Para que un algoritmo sea util no s6lo debe funcionar en un ejemplo particular o en
una instancia de un problema, sino que deben abarcar todas las instancias. Volviendo
al ejemplo anterior de la lista de numeros, si un algoritmo de ordenamiento sélo
pudiera ordenar dicha lista, entonces no seria muy util a comparacion de un algoritmo

gue puede ordenar esa y cualquier otra lista conformada de nimeros.

Se puede ser mas especifico en el dominio del problema que resuelve un algoritmo,
por ejemplo, si los elementos de la lista que ordena deben ser nUmeros positivos
enteros o si también se incluyen nimeros negativos o fracciones, etc. Pero la finalidad
de un algoritmo es que sea capaz de resolver cualquier instancia dentro del dominio

del problema.

Los algoritmos de busqueda de camino toman como entrada un grafo, un vértice de
partida y un vértice objetivo; y devuelven como salida una lista de vértices o aristas
(dependiendo de la implementacion) a recorrer para llegar al vértice objetivo desde el

vértice inicial.

Un grafo es una estructura matematica conformada por vértices (0 nodos) y aristas
gue relacionan dichos vértices. Una representacion visual de un grafo se ilustra en la
Figura 1. Los circulos representan los vértices, mientras que las lineas representan
las aristas que relacionan dichos vértices. Ademas, a través de las aristas es posible

desplazarse de un vértice a otro.
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Figura 1. Representacion visual de un grafo dirigido. Los vértices estan representados con circulos, y

las aristas con flechas. Los vértices marcados en azul indican un punto de partida y un objetivo, ¢ cudl

es el camino mas corto para ir de un vértice azul a otro?

Sin embargo, observe que las aristas estan representadas con flechas, indicando que

so6lo se puede transitar de un vértice a otro hacia una direccién.

Supodngase que se desea encontrar el camino mas corto para ir desde el vértice en la
esquina superior izquierda marcado en azul hacia el otro vértice marcado del mismo

color. ¢ Cudl es el camino 6ptimo? Se incita al lector a encontrar la solucion.

La solucién al problema se muestra a continuacion en la Figura 2 donde las flechas

marcadas en rojo indican las aristas a transitar.
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Figura 2. Solucién al problema planteado en la Figura 1. Las flechas en rojo indican las aristas que

describen el camino mas corto entre ambos vértices marcados en azul.

Ahora considérese el grafo de la Figura 3. Observe que cada arista tiene asociado un
namero. Cada numero es el costo que toma transitar de un vértice a otro. Una manera
intuitiva de verlo es considerar el costo como la distancia que toma ir de un vértice a

otro recorriendo la arista que los conecta.



Figura 3. Representacion visual de un grafo unidireccional ponderado. Los vértices marcados en azul
indican el punto de partida y el objetivo y los nimeros sobre las aristas su respectivo costo ¢ cudl es

el camino para ir de un vértice azul a otro con el costo minimo?

De igual manera supongase que se desea encontrar un camino entre los dos veértices
marcados en azul de tal forma que la suma del costo de las aristas sea el minimo.
¢, Cuadl es el camino 6ptimo? De nuevo se incita al lector a encontrar la solucién. A

continuacion, se presenta la solucion al problema en la Figura 4.

A 38 /) A
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Figura 4. Solucion al problema presentado en la Figura 3. Las aristas marcadas en rojo describen el

camino con el menor costo para dirigirse de un vértice azul a otro.

Una estrategia comun que utilizan las personas para solucionar el problema es
primero encontrar un camino que conduzca de un vértice azul a otro y sumar el costo
de las aristas. Después intentar hallar otros caminos y de igual manera calcular el
costo. Si alguno de estos caminos tiene menor peso que el encontrado inicialmente,

se elige este nuevo camino como la solucion y se sigue buscando mas rutas.

Dicha estrategia es lo que se suele hacer de manera intuitiva, pero sélo es efectiva
para grafos pequeios. Por ejemplo, supongamos que se desea encontrar el camino
mas corto para ir de Ensenada a Ciudad de México. Se asigna a cada vertice un punto
de interés y cada arista representa una carretera. Una ilustracion se presenta en la

Figura 5.
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Ensenada

Hondura

Figura 5. Mapa de México con algunos puntos de interés marcados con vértices y aristas
representando carreteras. El camino mas corto para ir de Ensenada a Cd. México es pasar por Tecate,
Mexicali, Hermosillo, Ciudad Obregdn, Culiacan, Mazatlan, Tepic, Guadalajara, Morelia y finalmente

llegar a Cd. México.

Cuando el grafo es lo suficientemente grande, el problema toma demasiado tiempo

para que lo resuelva una persona y entonces se recurre a utilizar una computadora.

Sin embargo, la estrategia de encontrar todos los caminos posibles y seleccionar el
gue tiene mayor peso no es eficiente. Por ejemplo, no tiene caso considerar los
caminos que comienzan en Ensenada, pasan por Mérida, Yucatan y que finalmente

llegan a Ciudad de México porque Mérida esta al otro extremo del pais.

El qué tan eficiente es la estrategia para resolver este tipo de problemas es de vital
importancia para ahorrar tiempo de computo, sobre todo en grafos de mayor tamario.
Mientras mas grande es el grafo, mas tiempo toma computar la solucion dependiendo

de la estrategia utilizada.

Habiendo dejando en claro algunos conceptos, se define el problema principal que se

aborda en este trabajo.
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PROBLEMA DEL CAMINO MAS CORTO

El problema del camino méas corto consiste en encontrar en un grafo el camino
entre dos vértices tal que la suma del costo de las aristas que constituyen dicho

camino sea minima [,

Para resolver este problema se utilizan algoritmos denominados algoritmos de
busqueda de camino. Dichos algoritmos comuUnmente requieren como entrada un
grafo, un vértice de partida y un veértice objetivo para producir como salida el conjunto

de aristas a recorrer para ir del vértice de partida hacia el objetivo.

El problema del camino mas corto aparece en una gran variedad de campos de
estudio. Una de las aplicaciones mas intuitivas es el trazado de rutas en mapas
recabados por satélites; servicio ofrecido por proveedores como Google Maps, Apple

Maps y OpenStreetMap.

Otras aplicaciones son en sistemas de navegacion automaticos en automoviles 2,
ensamblaje automatizado de nanoestructuras utilizando microscopios electrénicos 4,
control autbnomo de microrobots en el sistema cardiovascular B, identificacion de
nuevos genes asociados a cancer 6, control de robots llamados rovers para
exploracion espacial [/}, en telecomunicaciones cuando se transmiten paquetes de

datos en varias localizaciones geogréaficas [, etc.

En este trabajo se realiza un analisis de algoritmos de busqueda de camino para
entornos de cuadricula 2D a través del estudio de la literatura estableciendo las
ventajas y desventajas de cada uno. La finalidad es identificar cuél estrategia o
algoritmo es el mas eficiente para resolver el problema del camino mas corto y bajo
gué circunstancias. Se recopilan tiempos de ejecucién de cada algoritmo en distintos
mapas utilizando como medida el niumero de operaciones que se requieren para

computar las soluciones.

OBJETIVOS DE ESTA TESIS

Objetivo general:
e Determinar cuales algoritmos son mas eficientes para resolver el problema

del camino mas corto dependiendo de la estructura del mapa en el que se
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ejecutan.
Objetivos particulares:
e Describir varios algoritmos de busqueda de camino y realizar un analisis en el
gue se determinen sus ventajas y desventajas.
e Implementar varios algoritmos de basqueda de camino y ejecutarlos en
distintos mapas.
e Recopilar tiempo de cdmputo para cada algoritmo en cada mapa medido en

namero de operaciones.

ESTRUCTURA DE ESTA TESIS

La seccidn Il de este escrito comienza describiendo algunas de las aplicaciones al
resolver el problema del camino mas corto, haciendo hincapié a aquellas relacionadas

con las nanociencias.

En la seccion lll se explica toda la teoria respecto la implementacion de cada
algoritmo y la manera en la que se cuantifica el tiempo de ejecucion. Primero se
comienza definiendo lo que es un algoritmo y después se detalla lo que es la notacion
O grande y como puede utilizarse para medir la eficiencia de un algoritmo.
Posteriormente se describen las distintas maneras de implementar un grafo en una
computadora y cdmo pueden utilizarse los grafos para representar mapas o mundos
utilizando la representacion de cuadricula. Finalmente, la seccion concluye
presentando distintos algoritmos de busqueda de camino, describiendo la
implementacion de cada uno, sus Ordenes de crecimiento y sus ventajas Yy

desventajas.

En la seccion IV se detalla la realizacién de los experimentos para determinar la
eficiencia de cada algoritmo. Se especifica cada uno de los mapas utilizados, se
grafica el nUmero de operaciones que toma para cada algoritmo computar la solucién

en un mapa y se elabora el analisis de resultados.

Finalmente, en la seccion V y seccion VI se presentan las conclusiones de este

trabajo y se enlista la bibliografia utilizada para la realizacién del mismo.
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Parte 11

APLICACIONES
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Los algoritmos de busqueda de camino resuelven el problema de encontrar el camino
optimo en un grafo para ir de un vértice a otro. Y dado que los grafos son objetos
matematicos abstractos que pueden utilizarse para modelar problematicas en las que
existan una serie de elementos (vértices) que guardan relaciones entre si (aristas), la
resolucion del problema del camino més corto a través de algoritmos da lugar a una

amplia variedad de aplicaciones.

En esta seccion se detallan algunas de las aplicaciones al emplear este tipo de

algoritmos.
TRAZADO DE RUTAS EN MAPAS

Hoy en dia gracias a las imagenes satelitales de la Tierra ha sido posible construir
mapas de ciudades enteras y con el uso de teléfonos celulares acceder a dichos
mapas. Varias plataformas ofrecen este servicio, entre ellas se encuentra Google
Maps, Apple Maps, OpenStreetMap, MAPS.ME, etc.

Entre las funcionalidades de este tipo de servicio se encuentra el trazar una ruta para
ir de un sitio a otro, ya sea a pie o utilizando un medio de transporte. Esta modalidad
hace uso de algoritmos de busqueda de camino para poder brindar el camino mas
corto. Varios puntos de interés como intersecciones o establecimientos son
representados como los vértices de un grafo y la distancia que hay entre estos puntos

de interés simbolizan las aristas.
EXPLORACION ESPACIAL CON ROVERS

Un rover es un robot disefiado para la exploracion de las superficies de otros planetas
cuyas funciones principales suelen ser recabar informacion sobre el terreno y
recolectar muestras de polvo, tierra, rocas e incluso liquidos. Dichos dispositivos

pueden ser parcial o completamente autbnomos.

Curiosity es un rover disefiado para explorar Marte que cuenta con dos métodos
principales para explorar. El primero se denomina “exploracién a ciegas”, donde el
rover simplemente se dirige hacia un objetivo sin identificar terrenos peligrosos. El

segundo es un sistema de navegacion automatico donde el rover identifica obstaculos

15



de manera autbnoma, tales como rocas grandes y los evita para alcanzar su objetivo
9]

Ambos métodos tienen sus ventajas y desventajas. Para el caso de la “exploracién a
ciegas” el rover puede cubrir grandes distancias en cierto periodo de tiempo debido a
gue no tiene que procesar las imagenes del terreno. La desventaja de este enfoque
esta en que los ingenieros en la Tierra deben verificar que el camino entre el rover y
el objetivo esté libre de obstaculos y terrenos peligrosos antes de ejecutar el comando.
Por otro lado, el sistema de navegacion automatica es mas lento, pero mantiene al
rover seguro durante su trayecto, sin necesidad de que ingenieros lo supervisen. A
menudo, los dos métodos se utilizan en conjunto. Primero se realiza una exploracion
a ciegas, tan lejos como sea seguro y después se utiliza el sistema de navegacion

automatico para seguir explorando en terreno desconocido.

El sistema de navegacion automatico utiliza algoritmos de busqueda de camino para
trazar una ruta que evite los obstaculos siguiendo el camino Optimo y algunas

implementaciones utilizan versiones tridimensionales de dichos algoritmos ["].
CONTROL DE MICROROBOTS DENTRO DEL SISTEMA CARDIOVASCULAR

Multiples reportes existen sobre la posibilidad de utilizar algoritmos de busqueda de
camino para el control del movimiento de microrobots dentro del sistema
cardiovascular con el objetivo de transportar farmacos a una regidén especifica o
acceder a zonas que por cirugia convencional son de alto riesgo 0 inaccesibles
(101111]112] | 3 necesidad de tener un sistema de navegacion automatico es debido a la
complejidad del sistema cardiovascular y la gran cantidad de posibles caminos para
ir de un lugar a otro. El control manual puede ser lento y tedioso y por ese motivo se

opta por un sistema de navegacion automatico.

La estrategia principal es generar imagenes del sistema cardiovascular utilizando
técnicas de imagen por resonancia magnética (MRI). A las imagenes generadas se
les aplica filtros de contraste para poder discernir los obstaculos de las zonas por las

cuales puede transitar el microrobot.

En su articulo Robotic Path Planning Using A* Algorithm for Automatic Navigation in

Magnetic Resonance Angiography!*®! Youchou utiliza el algoritmo de busqueda de
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camino A* para encontrar el camino mas corto en imagenes obtenidas por MRI de
vasos sanguineos ubicados en tejido cerebral. En una interfaz de usuario selecciona

dos pixeles que fungen como punto de partida y el punto objetivo.

Youchou utiliza dos conjuntos de imagenes de 454x318 y 270x170 pixeles
respectivamente. En sus resultados la computacion de la solucion en el primer
conjunto de imagenes ronda alrededor de los 5500 segundos, mientras que en el
segundo toma alrededor de 1100 segundos. Mientras menor es la resolucion de las
imagenes, menor el tiempo de la computacion, pero a cambio de que la imagen no

sea una reproduccion fiel a la realidad.

En su articulo Use of 3D Potential Field and an Enhanced Breadth-first Search
Algorithms for the Path Planning of Microdevices Propelled in the Cardiovascular
Systemb! Sabra describe una metodologia similar utilizando el algoritmo de busqueda
de camino Breadth First Search en tres dimensiones con imagenes de varios cortes
de tejido cerebral. Con las imagenes recabadas construye una estructura en MATLAB
gue representa el tejido cerebral en tres dimensiones y resuelve el problema de
encontrar el camino para ir de un punto a otro, aunque en su articulo no provee

informacion del tiempo de computacion en los experimentos realizados.

En la actualidad aun existen limitaciones tecnoldgicas para implementar un sistema
de navegacion de este tipo. Una de estas limitaciones recae en el recabado de las
imagenes. Por ejemplo, la técnica MRI toma imagenes de manera secuencial y debido
a que el cuerpo esta en constante movimiento (ya sea de manera voluntaria o
involuntaria) algunas de las imagenes obtenidas por la técnica aparecen discontinuas,

no representando como luce en realidad el sistema cardiovascular del paciente.

Otro problema que complica la implementacién de este sistema es que los vasos
sanguineos cambian su volumen debido a que se contraen. Esto causa que en las
imagenes parezca que algunos vasos sanguineos conducen a un camino sin salida,

cuando en realidad no es asi.

Otras cuestiones recaen en la fisica del movimiento del microdispositivo. Por ejempilo,
la fuerza de propulsion del dispositivo debe ser lo suficientemente fuerte para
contrarrestar la corriente del flujo sanguineo, el cual suele ser de mayor magnitud en

vasos sanguineos de mayor diametro. En el caso de que el microdispositivo sea muy
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pequefio en comparacion al diametro del vaso sanguineo, la fuerza de propulsion
puede no ser suficiente para contrarrestar la corriente y se perderia control del
dispositivo. Por lo tanto, el algoritmo debe tomar en cuenta también el evitar transitar

en vasos sanguineos con un diametro grande.

De manera similar, si el tamafio del microdispositivo es grande en comparacion al
diametro del vaso sanguineo, el riesgo de que ocurra una obstruccion aumenta. En

ambas situaciones se puede poner en riesgo la salud del paciente.

Adicionalmente la forma del microdispositivo influye en la fuerza de arrastre, la cual
debe ser conocida y considerada por el software. Otros factores a tomar en cuenta
son la flotabilidad, la viscosidad de la sangre y la amplitud de la contraccién de los
vasos sanguineos para asegurar la fiabilidad del movimiento y la mayor seguridad

posible.

Los resultados de los articulos muestran que es viable implementar software que
permita automatizar el sistema de navegacion de un microdispositivo. No obstante,
es requerido que se realice trabajo adicional que considere la fisica del

microdispositivo.
AUTOMATIZACION DE ENSAMBLADO DE NANOESTRUCTURAS

La ingenieria y fabricacion de nanorobots es un campo emergente de la
nanotecnologia. Practicamente estos sistemas son dispositivos
nanoelectromecanicos capaces de llevar a cabo tareas y funciones preprogramadas
de manera precisa y fehaciente con energia provista por un nanomotor o una
nanomaquina [*4. Varias de sus potenciales aplicaciones entran en el campo de la
nanomedicina para el diagnéstico de enfermedades, transporte de farmacos,
quimioterapia y operaciones quirirgicas no invasivas . Las dimensiones de estos
dispositivos estan por debajo o alrededor del rango de los micrometros (0.01 um a 10
Mm); sin embargo, las partes que lo conforman son componentes a hanoescala como

nanoparticulas, nanovarillas, biomoléculas o polimeros.

Gracias a los avances tecnoldgicos, es posible manipular estos componentes de
manera individual utilizando la punta de microscopios electronicos tales como el

microscopio de fuerza atomica (AFM) o el microscopio de sonda de barrido (SPM).
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Sin embargo, construir patrones con un gran numero de nanoparticulas
(potencialmente de cientos o miles) de manera interactiva es tedioso y se presta a
error humano al posicionarlas en un lugar preciso. Por esta razon surge la necesidad
de automatizar el proceso de planear el camino que va a seguir la punta del

microscopio para posicionar varias hanoparticulas en sitios especificos.

En su articulo Automatic Planning of Nanoparticle Assembly Tasks 8 Makaliwe
describe una metodologia para resolver este problema utilizando algoritmos de
busqueda de camino. El problema es abstraido planteando que la punta puede
considerarse como un robot que opera en dos estados: el estado activo y el no activo.
En el estado activo la punta es capaz de empujar un objeto movible cuyo centro se
encuentre en el camino que sigue la punta. Mientras que en el estado no activo su

movimiento no tiene ningun efecto en objetos movibles u obstaculos.

Ademas, se definen las nanoparticulas como un conjunto de objetos movibles de
forma circular cuya localizacién es conocida y se describen los obstaculos como
objetos que la punta debe evitar entrar en contacto en el estado activo. Dichos
obstaculos representan objetos que no pueden ser movidos 0 nanoparticulas que ya

han sido posicionadas en el lugar correcto.

El problema puede ser traducido a buscar el camino éptimo para ir de un punto a otro
evitando una serie de obstaculos. El mapa del terreno puede obtenerse utilizando las
imagenes recabadas por el propio microscopio y procesarlas en un equipo de
computo conectado directamente. De esta manera Makaliwe logr6 mover alrededor
de 50 nanoparticulas de manera automatizada en el rango de 5-10 segundos.

Aungue el estudio de la manufactura automatizada esta ampliamente estudiado a
macroescala, poco se ha hecho al respecto a nanoescala. El paso de ir a macroescala
a nanoescala no es trivial. Las investigaciones realizadas a nanoescala se limitan
exclusivamente a utilizar nanoparticulas porque solo requieren operaciones de
traslacion. Para el caso de otras nanoestructuras como las nanovarillas, se pueden

realizar movimientos de translacion o rotacién, aumentando la dificultad del problema
[17]

En la actualidad el ensamblaje de nanorobots por medios artificiales como el uso de

microscopios electronicos es bastante limitado, pero es un concepto que se ha
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explorado de manera persistente. Por ahora la manera practica en la cual se han
ensamblado nanorobots ha sido por medios bioldgicos utilizando proteinas o ADN. En
el futuro es posible que se realice mas investigacion al respecto y pueda realizarse el

ensamblaje de multiples maneras.
IDENTIFICACION DE GENES ASOCIADOS A CANCER

Inicialmente, las investigaciones en el rea de la bioinformética estaban enfocadas al
estudio individual de moléculas y componentes celulares. Sin embargo, los sistemas
biolégicos son complejos y algunos mecanismos no pueden ser explicados sélo
estudiando sus componentes de manera aislada porque funcionan de forma diferente

en distintos procesos 18],

Por esa razon, la bioinformatica ha cambiado su enfoque hacia estudiar el cémo
interacttan los componentes bioldgicos entre si y el reto es analizar y comprender la

estructura y el comportamiento de esta red de interacciones.

Para modelar esta red de interacciones entre moléculas bioldgicas se utilizan grafos,
donde los vértices representan distintos componentes biolégicos y las aristas

describen la interaccién entre dos de estos componentes.

Comunmente se utilizan redes de interaccion proteina-proteina debido a que las
proteinas son los agentes principales de las funciones biolégicas; controlan
mecanismos a nivel molecular y celular y determinan si un organismo sufre alguna

enfermedad o se encuentra en un estado saludable.

Las redes de interaccion proteina-proteina brindan informacion para realizar
prediccion sobre la funcion de algunos genes si se supone que las proteinas que
interactian entre si, tienen funciones similares o idénticas. En realidad, se ha
mostrado que en una red de interaccién proteina-proteina donde un par de proteinas

gue estan conectadas a través de un camino corto suelen tener las mismas funciones
[19]

En su articulo de investigacion Identification of Lung-Cancer-Related Genes with the
Shortest Path Approach in a Protein-Protein Interaction Network 2% Bi-Qing Li y su

equipo obtienen una red de interaccion proteina-proteina de una base de datos

20



llamada Search Tool for the Retrieval of Interacting Genes (STRING) [?1l. Esta red de
interaccion incluye proteinas asociadas a genes que pueden causar cancer de
pulmén. Cada una de las aristas que unen una proteina con otra tienen asociado un
numero del 1 al 999 que cuantifica qué tan probable es que una proteina interactue
con la otra. Un nimero pequefio indica que es muy probable que interactien, mientras
gue un numero grande significa lo contrario. Puede pensarse en las aristas como las
distancias que hay de una proteina a otra y entre menor la distancia, es mas probable

gue las proteinas tengan funciones idénticas o similares.

Con dicha informacion se comput6 la distancia mas corta entre todos los pares
posibles de proteinas y de esta manera se identificaron nuevos genes que podrian
estar asociados a cancer de pulmoén. Metodologias similares se han utilizado para
identificar genes que pueden estar asociados a cancer de mama 22123 cancer

colorrectal?¥l, cancer de prostatal?®!, cancer de estomagol? y cancer de pancreas!?’.
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ANALISIS DE ALGORITMOS

Aunque existen toda clase algoritmos para resolver un problema especifico, no todos
se utilizan debido a que algunos no son practicos. Por ejemplo, una estrategia para
resolver el problema del camino mas corto es encontrar todos los caminos para ir de
un veértice partida a un vértice objetivo, calcular el peso de las aristas para cada
camino y seleccionar el que tenga el menor peso. El problema con esta estrategia es
que para grafos grandes se requiere un gran nimero de pasos para computar la
solucion y el aumentar el nimero de vértices o aristas se presta a que el nUmero de

pasos aumente de manera subita.

Los pasos u operaciones que realiza una computadora toman tiempo y con una
cantidad de pasos lo suficientemente grande, se puede terminar realizando un célculo
gue puede tomar miles de afios en completarse o incluso mas tiempo que la edad
actual del universo. Por esta razon, se realiza el analisis de algoritmos para

seleccionar aquellos algoritmos mas eficientes.

El andlisis de algoritmos es un proceso que consiste en predecir los recursos

computacionales que requiere un algoritmo, ya sea memoria, hardware o tiempo.

En la mayoria de los casos es de interés saber el tiempo de ejecucion. De esta
manera, Si se conoce cuanto tiempo tardan distintos algoritmos en producir sus

respectivas salidas, se puede determinar cudl algoritmo es mas eficiente.

El tiempo de ejecucion de un algoritmo estan en funcion del tamafio de la entrada que
se le provee. Encontrar el camino mas corto de un veértice a otro en un grafo
relativamente pequefio que representa las calles de un vecindario es mas rapido de
computar que en un grafo que representa las calles de todo un pais. Ademas, el
tiempo puede variar para grafos del mismo tamafio segun los veértices de origen y

destino que se eligen.

Dependiendo del problema que se estudia, el tamafio de la entrada puede variar. En
el caso de los algoritmos de ordenamiento, el tamafio de la entrada es el nimero de
elementos de la lista a ordenar. Para el caso de algoritmos de busqueda de camino,
es conveniente representar el tamafio de la entrada con dos nimeros: El nUmero de

vértices y el numero de aristas en el grafo.
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Para medir el tiempo de ejecucién podrian utilizarse segundos, milisegundos o
microsegundos, pero en ese caso los tiempos dependen de los componentes de la
computadora donde se ejecuto el algoritmo o el lenguaje de programacion utilizado.
En cambio, si se utiliza como unidad de medida el nimero de pasos u operaciones
gue requiere un algoritmo para producir su salida, se tiene una manera de cuantificar

la eficiencia de los algoritmos independientemente del hardware en el que se ejecuta.

Estas operaciones o pasos deben ser simples. Ejemplo de estas operaciones pueden
ser suma, resta, multiplicacion, division, operaciones légicas como AND, OR y NOT o

asignar un valor a una variable.

NOTACION O

Usualmente para representar el nimero de pasos no se utiliza un numero como 7, 42
o 1337. En realidad, se representa en funcion del tamafio de la entrada, que, de
nuevo, para algoritmos de busqueda de camino corresponde al nUmero de vértices y

de aristas del grafo.

La notacion utilizada para representar la eficiencia de un algoritmo se denomina
notacion O. La notacién O es un analisis simplificado de dicha eficiencia en términos

del tamafio de la entrada y el nUmero de pasos.
Formalmente la notacién O esta definida de la siguiente manera:
Para una funcién dada g(n), O(g(n)) denota el conjunto de funciones

O(g(n)) = {f(n) : dénde hay constantes positivas c y no tal que 0 < f(n) < cg(n) para toda

n = no}

Una funcién f(n) pertenece al conjunto O(g(n)) si existe una constante positiva c tal
gue el valor de f(n) sea siempre inferior al valor de cg(n) para una n lo suficientemente

grande (a partir de una n mayor o igual a una constante no).

cg(n) establece una cota superior asintética para f(n). Por ejemplo, f(n) € O(n?) indica
que f(n) pertenece a un conjunto de funciones, las cuales sin importar que tan grande

sean los valores de n los valores de f(n) no sobrepasan los valores de la funcién cnZ2.
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Cuando se dice que un algoritmo es O(n?) se refiere a que cuando el tamafio de la
entrada es muy grande, el nimero de pasos no supera la funcién n2. Es decir, como

mucho el orden de crecimiento del algoritmo es cuadratico.

En analisis de algoritmos la notacién O indica que se esta considerando el peor caso
del algoritmo. El peor caso se refiere a la instancia donde el algoritmo tomara mas

tiempo en ejecutarse.

Lo comun es emplear el peor caso para describir el orden de crecimiento de un
algoritmo debido a que brinda la cota superior del tiempo de ejecucion para cualquier
entrada. Con esa informacién se tiene la garantia de que sea cual sea la entrada, el

algoritmo no tardara mas tiempo que el peor caso.

En algunos algoritmos el peor caso se da de manera frecuente, por ejemplo, para
buscar un elemento en una lista puede darse la situacion de que tenga que revisarse

la lista completa debido a que el elemento no esta en la lista.

En la Figura 6 se presenta una visualizacion de distintos 6rdenes de crecimiento.

Ordenes de crecimiento

2500 == 0O(1)
== O(log n)
2000 O(n)
§ == O(n log n)
§ 1500 == O(n"2)
8 O(2™n)
o
® == O(n!)
o
o 1000
@
£
=]
=
500
0
20 40 60 80 100

Tamafio entrada (n)

Figura 6. Visualizacién de distintos érdenes de crecimiento. Notese que O(1) no se visualiza en el
gréfico debido a que sus valores son muy pequefios. Un algoritmo con un orden de crecimiento grande,
es un algoritmo lento, porque requiere mayor nimero de pasos para computar una solucion.
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En el grafico se aprecia la relacion que existe entre el nimero de operaciones y el
tamafio de la entrada. Mayor nimero de operaciones denota que el algoritmo es mas
lento. Cuando se disefian algoritmos se desea que tengan un orden de crecimiento

pequeno.

O(1) significa que el orden de crecimiento es constante y es independiente del tamafio
de la entrada. Eso quiere decir que no importa cual es el tamafio de la entrada que se
le asigna a estos algoritmos, siempre tardaran el mismo numero de pasos en
computar una solucion. Este es el orden de crecimiento mas pequefio, y en varios

algoritmos, O(1) suele ser un sélo pasol?8l.

El orden de crecimiento O(log n) es el orden de crecimiento logaritmico. Cambiar la
base de un logaritmo a otra, cambia el valor del logaritmo por un factor constante, por
lo tanto, la base del logaritmo no es importante porque en notacion O, los factores
constantes se descartanlll. Aungue los algoritmos con orden de crecimiento O(log n)
son mas lentos que O(1), en la practica la diferencia de tiempo es imperceptible, sobre

todo en casos donde el tamafio de la entrada es pequefio.

O(n) es crecimiento lineal y suele darse en casos dénde el cadigo tiene un ciclo for

o un ciclo while.

O(nlog n)es crecimiento linealitmico. Este tipo de crecimiento suele aparecer en
algoritmos que utilizan una estrategia denominada “divide y venceras” [l. Es un poco

mas lento que el crecimiento lineal.

0O(n?) se refiere a crecimiento cuadratico. Se da en situaciones donde hay un ciclo

dentro de un ciclo.

O(n3) es crecimiento cubico. Aparece en casos donde hay tres ciclos, uno dentro del

otro.

O(2") y O(n!) corresponden a crecimiento exponencial y factorial respectivamente.
Algoritmos de este tipo suelen ser bastante lentos, por lo que suelen evitarse si la
entrada es grande. Se suele buscar alternativas mas rapidas incluso si la solucién que

estas brindan es so6lo una aproximacion.
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DEFINICION DE GRAFO

Un grafo es una estructura conformada por un conjunto de vértices donde varios pares
de estos vértices (0 ninguno) estan unidos por aristas. Tipicamente se representan
graficamente. En la Figura 7 se presenta un grafo con vértices a, b, ¢, d, e y f unidos

por varias aristas.

Figura 7. Grafo no dirigido con vértices a, b, c, d, e y f.

Algo a sefialar es que un vértice puede tener vértices vecinos. Los vértices vecinos
de un vértice dado son aquellos vértices que estan conectados por una arista a dicho
vértice. Por ejemplo, en la Figura 7, los veértices vecinos de a, corresponde a los
vértices b y c. En cambio, los vértices vecinos de e, son b, d y f.

Una definicibn mas formal desde un punto de vista matematico es la siguiente:

Un grafo es un objeto conformado por dos conjuntos, el conjunto vértice y el conjunto
arista. El conjunto vértice es un conjunto finito no vacio. El conjunto arista puede estar
vacio, y si no es asi, entonces sus elementos son subconjuntos de dos elementos del

conjunto vértice (29,

Ejemplos:
1. Los conjuntos {A, B, C, D, E} y {{A,B}, {A,C}, {A,D}, {B,D} {D,E}} constituyen un
grafo.
2. Losconjuntos{U, V,W, X, Y, Z} y g conforman un grafo. Este grafo en particular
esta constituido de so6lo veértices sin unir.
3. Un grafo con el conjunto vértice {1, 2, 3, 4, 5} y el conjunto arista {{1,2}, {1,3},
{2,3}, {3,4}, {3.,5}, {4.5}}.
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4. El grafo de la Figura 7 conformado por el conjunto vértice {a, b, c, d, e, f} y el
conjunto arista {{a, b}, {a, c}, {b, c}, {b, d}, {b, e}, {c, d}, {d, e}, {e, f}}

Existen varios tipos de grafos. El grafo de la Figura 7 se denomina grafo no dirigido
debido a que las aristas que unen un par de vértices no tienen asociadas una
direccion. En la Figura 8a se muestra un grafo dirigido, que al contrario de un grafo
no dirigido sus aristas tienen asociadas una direccién o sentido. En la Figura 8b se
muestra un grafo dirigido ponderado, que se distingue en que se asigna un valor o
un peso a cada arista del grafo. Dicho costo podria interpretarse como la distancia

para viajar de un vértice a otro.

Figura 8. a) Grafo dirigido. b) Un grafo dirigido ponderado.

IMPLEMENTACIONES DE GRAFOS

Las dos maneras estandar de implementar grafos en una computadora es mediante

listas de adyacencia y matriz adyacente.

Un grafo implementado por listas de adyacencia es simplemente un arreglo de listas.
Cada lista representa un vértice del grafo y sus elementos corresponden a los vértices
a los que esta unido un vértice en particular. Por ejemplo, en la Figura 9b la primera
lista contiene los elementos 2 y 3, es decir, el vértice 1 esta unido a los vértices 2y 3.
La segunda lista incluye los elementos 1, 3, 4, 5, por consiguiente, el vértice 2 esta
unido a los vértices 1, 3, 4 y 5. La cuarta lista tiene los elementos 3, 2 y 5, indicando

gue el vértice 4 esta unido a los vértices 3, 2y 5.

La representacion de listas de adyacencia puede adaptarse para grafos ponderados.
Considere una arista uv que va del vértice u al vértice v, por lo tanto, se almacena el

peso de dicha arista junto con el vértice v en la lista de adyacencia u.
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Una potencial desventaja con la representacion de listas de adyacencia es que es que
para determinar si una arista dada uv esta presente en el grafo, habria que buscar en
la lista que corresponde al vértice u si alguno de sus elementos contiene el vértice v.
Esto es algo que es remediado por la representacion de matriz adyacente a costa de

utilizar mas memoria.

La representacion por matriz adyacente consiste en utilizar matriz cuadrada A de

[V|x|V| donde [V| representa el nimero de vértices en el grafo. Si el elemento A;;

es 1, el grafo contiene una arista que va del vértice i hacia el vértice j. Si Aij es 0, no

hay una arista que vaya del vértice i al vértice j (Figura 9c). Para grafos no dirigidos

la matriz es simétrica, en otras palabras A;; = Aj;.

Para grafos ponderados, el peso wj de la arista que va del vértice i al vértice j se

representa asignando Ajj = wij;.

1 2 1 2 3 4 5

5 1 [ e[ 3] 1o 1 1 0 o

G EEEE |, . .

AEnE e Pooo
4 3] 2] —+[5]] 3 0

5 [ 2] el al 0 1 1 0 1

3 4 510 1.0 1 0
a) b) c)

Figura 9. a) Representaciéon de un grafo de manera grafica. b) Representacion del mismo grafo por
listas de adyacencia. Notese que el vértice 2 esta unido a todos los otros vértices y el vértice 5 esta
unido sélo al vértice 2 y 4. c) Representacién por matriz de adyacencia. Dado que el grafo es no dirigido,
la matriz es simétrica (figura adaptada de Introduction to Algorithms 3rd Edition, Thomas H. Cormen
p.590 1),

La implementacion de matriz adyacente para un grafo requiere O(|V|?) de memoria
donde |V| es el numero de vértices del grafo; independientemente del nUmero de
aristas. Sin embargo, aunque la representacién por listas de adyacencia es mas
compacta y asintoticamente requiere menos memoria, la matriz adyacente es mas
simple. Considerandose estas ventajas y desventajas, se pueden designar unas

cuantas pautas generales:
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Cuando se implementa un grafo disperso, es decir, cuando el grafo tiene un nimero
de aristas lejano a |V|?, lo mejor es utilizar listas de adyacencia. Por otro lado, cuando
el grafo tiene un nimero de aristas cercano a |V|?, se dice que es un grafo denso y

conviene utilizar la representacion de matriz de adyacencia.

REPRESENTACION POR CUADRICULA

Una forma de representar mapas o mundos utilizando grafos es a través de la
representacion por cuadricula. Dicha cuadricula esta conformada por un conjunto
de celdas ordenadas de dos tipos: aquellas en las que se puede transitar (celdas de
color claro en la Figura 10) y aquellas que son obstaculos (celdas oscuras). En la
cuadricula se permite moverse en 8 direcciones: 2 horizontales, 2 verticales y 4

diagonales.

En algunas implementaciones no se permite movimiento de manera diagonal, por lo
gue el movimiento esta restringido a so6lo 4 direcciones, 2 horizontales y 2 verticales,

pero para este trabajo se utiliza la implementacion que permite movimiento diagonal.

El costo de moverse de manera horizontal o vertical es 1, mientras que moverse de

manera diagonal es v2.

_
2

Figura 10. Representacion de un mapa utlizando la abstraccion de cuadricula. En dicha
representacion es posible realizar movimiento en ocho direcciones (horizontal, vertical y diagonal). Las
celdas oscuras representan obstaculos provocando que sdélo pueda realizarse movimiento hacia sélo

tres direcciones desde el punto marcado.

Esta representacion de mapas puede ser implementada utilizando grafos designando
cada celda transitable como un vértice en un grafo conectado por aristas a otros
veértices que también simbolizan celdas transitables. Por ejemplo, en la Figura 10 se

muestra una celda desde la que se puede viajar a una de las ocho direcciones, lo cual
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traducido a un grafo es un vértice conectado a otros 8 vértices mediante aristas.
Cuatro de esas aristas tienen un peso de /2 representando movimiento diagonal,
mientras que el resto tienen un peso de 1, representando el movimiento vertical y

horizontal.

En la Figura 10 también se denota una celda en la que solo es posible movimiento
hacia tres direcciones debido a los obstaculos. Trasladado a un grafo esto es un
vértice conectado a otros tres vértices mediante aristas. Dos de estas aristas poseen
un peso de 1 simbolizando el movimiento vertical hacia abajo y el movimiento
horizontal hacia la izquierda, mientras que la arista restante posee un peso de 2

simbolizando movimiento diagonal.

Una limitante para este tipo de representacion es la restriccion de movimiento en 8
direcciones. En la realidad el movimiento no esta restringido a sélo 8 direcciones,
dando lugar a que las soluciones computadas brinden caminos no Optimos. Un

ejemplo se muestra en la Figura 11.

Figura 11. Representacion de un mapa utilizando la abstraccién de cuadricula. La linea azul describe
el camino 6ptimo para dirigirse de la celda verde hacia la celda roja, sin embargo, la representaciéon
por cuadricula restringe la manera en la que se realiza el movimiento hacia sélo 8 direcciones. El

camino 6ptimo considerando dicha restriccién se describe con la linea morada.

La representacion por cuadricula también no es muy buena representando entornos
con varios anchos. El problema recae en la resolucién de las celdas; muy similar a
como imagenes son representadas con pixeles. Si se desea representar un mapa de
manera detallada s6lo hay que utilizar mayor nimero de celdas de menor tamafo.

Pero eso es a costa de aumentar el nimero de vértices del grafo que representa la
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cuadricula y por lo tanto incrementar el tiempo de computo para que el algoritmo
provea una solucién. Por consiguiente, para lograr que los algoritmos de busqueda
de camino funcionen lo mas rapido posible, se debe aumentar el tamafio de cada

celda sin perder detalles importantes del mapa.

COLA DE PRIORIDAD

Varios algoritmos de busqueda de camino utilizan una estructura de datos
denominada cola de prioridad. Una cola de prioridad esta constituida de elementos
gue tienen asociados una prioridad. Para los algoritmos de busqueda de camino la

cola de prioridad debe tener al menos tres operaciones:

e Afadir elemento a la cola
e Extraer elemento con mayor prioridad

e Cambiar valor de un elemento

Por ejemplo, considere la cola de prioridad constituida por los elementos {10, 17, 2,
8, 3,9, 0, 7}, dénde los elementos con mayor prioridad son aquellos que tienen el
valor mas pequefno. Anadir el elemento “4” a la lista desordenada provocaria que
dicha lista sea: {10, 17, 2, 8, 3,9, 0, 7, 4}.

Extraer el elemento con mayor prioridad de esta Ultima lista, dejaria la lista en el

siguiente estado: {10, 17, 2, 8, 3, 9, 7, 4} debido a que 0 es el valor mas pequefio.

Finalmente, si se desea cambiar el valor del segundo elemento por “1” la lista seria:
{10,1,2,8,3,9, 7, 4}

Cada una de estas operaciones tiene una complejidad temporal. Para el caso de una
cola de prioridad implementada con una lista desordenada, las operaciones afadir,

extraer y cambiar valor son O(1), O(n) y O(1) respectivamente.

Existen otras implementaciones de colas de prioridad que utilizan estructuras de datos
denominadas monticulos binarios 2%, En la Tabla 1 se enlista la complejidad temporal

de las operaciones de una cola de prioridad utilizando distintas estructuras de datos.
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Lista Monticulo

desordenada binario
Insertar O(1) O(log n)
Extraer O(n) O(log n)
Cambiar . .
valor o(1) O(log n)

Tabla 1. Complejidad temporal para distintas operaciones de una cola de prioridad con n elementos

utilizando una lista desordenada y un monticulo binario.

Las colas de prioridad que utilizan monticulos binarios parecen ser mas rapidas que
las listas desordenadas. Para verificar si es el caso de manera practica, se realizaron
unas cuantas pruebas iniciales. Se confirmé que utilizar monticulos binarios es mas

rapido y por lo tanto para el resto de experimentos se utilizd esta implementacion.

ALGORITMOS DE BUSQUEDA DE CAMINO

ALGORITMO DE DIJKSTRA

El algoritmo de Dijkstra fue concebido en 1956 y publicado tres afios después por
Edsger Wybe Dijkstra en su articulo A note on two problems in connexion with
graphs!3l, El algoritmo resuelve el problema del camino mas corto entre dos vértices

en un grafo. En el Anexo se incluye el pseudocédigo del algoritmo.

Dijkstra utiliza dos listas denominadas: lista abierta y lista cerrada, dénde ésta
primera estd implementada con una cola de prioridad. El propésito de estas listas es

llevar un registro de los valores G de cada vértice.

El valor G de un vértice es la distancia o el costo mas pequefio para ir del mismo hacia
el vértice de partida. Los valores G de los vértices dentro de la lista abierta son sélo

estimados, mientras que los que estan en la lista cerrada son correctos.

Cada vértice tiene asociado un valor G, pero para aquellos vértices que no estan

dentro de la lista abierta o lista cerrada sus valores se estiman como indefinido. En

algunos se denota con el valor » (infinito) o un nimero muy grande .
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A continuacion, se ilustra paso a paso una instancia de la ejecucion del algoritmo de
Dijkstra. En dicha instancia, se desea encontrar el camino mas corto desde el vértice

a hacia el vértice e.

Se comienza con un grafo donde el estimado de los valores G de todos los vértices

es indefinido y las dos listas estan vacias como se ilustra en la Figura 12.

a b Cerrada Abierta

Figura 12. Visualizacién del algoritmo de Dijkstra. En su primera iteracion la lista cerrada y abierta

estan vacias y el valor G asociado a cada vértice es indefinido.

El primer paso es colocar el vértice inicial (que para este caso es el vértice a) en la
lista cerrada y designar su valor G como 0, debido a que es el vértice inicial. En la
Figura 13 el numero dentro de los vértices representan su valor G asociado 0 un

estimado. Los vértices coloreados de gris denotan que estan en la lista cerrada.

a b Cerrada Abierta

Figura 13. Visualizacion del algoritmo de Dijkstra. El siguiente paso es afadir el vértice inicial a la
lista cerrada y asociarle un valor G de 0. El nUmero dentro del vértice indicado su valor G. De color
gris se denota que el vértice ha sido movido a lista cerrada. Los nimeros en cada arista indican su

costo y las letras el nombre del vértice.
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A continuacion, se afiaden todos los vecinos del vértice a (vértice b y vértice c) a la
lista abierta y se estiman sus valores G. En la Figura 14 se muestran los vértices en

la lista abierta coloreados de azul con sus respectivos valores G estimados.

Cerrada Abierta

a| b

C

Figura 14. Visualizacién del algoritmo de Dijkstra, los vértices vecinos del dltimo vértice en la lista
cerrada se afiaden a la lista abierta. Los nimeros dentro de cada vértice denotan su valor G asociado.
El color azul indica que el vértice se encuentra en la lista abierta y en gris que el vértice esta en la lista

cerrada. Los niUmeros en cada arista indican su costo y las letras el nombre del vértice.

El valor G estimado del vértice b es 4, porque el costo mas pequefio para ir al vértice

a desde b es 4, mientras que para c el valor G estimado es 1.

Algo a destacar es que la operacion de afiadir un vértice con su valor G estimado a la
lista abierta (una cola de prioridad) toma O(1) si la lista es una lista desordenada. En
cambio, si la lista abierta esta representada con un monticulo binario, la operacion

toma O(log n).

Posteriormente se extrae el elemento con el valor G mas pequefio de la lista abierta
y se mueve a la lista cerrada. Esta operacion de extraer un elemento con mayor
prioridad toma O(n) en una lista desordenada mientras que para un monticulo binario

toma O(log n).

Para este caso el elemento con el valor G mas pequefio en la lista abierta es el vértice
c. El vértice se coloca en la lista cerrada. Después se afiaden todos los vecinos de ¢

a la lista abierta (vértice b y d) y se estiman sus valores G.

Debido a que el vértice b ya se encuentra en la lista abierta, sélo es necesario
recalcular su valor G. Esta vez el camino para ir hacia el vértice inicial debe pasar por

el vértice c. De esta manera el nuevo valor estimado de b es 3. Si se compara con el
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valor anterior de 4, el nuevo estimado es un valor mas pequefo. Este cambio se le

denomina relajacion del valor G.

Relajar un valor G es equivalente a cambiar un valor en la lista abierta. La operacion
de cambiar un valor G es O(1) si la lista abierta es una lista desordenada y O(log n)

si la lista es un monticulo binario.

Por otro lado, el vértice d es afiadido a la lista abierta, y se estima su valor G. Su valor
G estimado es 8. En la Figura 15 se ilustra el resultado de estos pasos.

Cerrada Abierta

Figura 15. Visualizaciéon del algoritmo de Dijkstra. Los numeros dentro de cada vértice denotan su
valor G asociado. El color azul indica que el vértice se encuentra en la lista abierta y en gris que el
vértice esta en la lista cerrada. Los nimeros en cada arista indican su costo y las letras el nombre del
vértice. Notese que el valor G estimado del vértice b ha cambiado de 4 a 3. El vértice d es afadido a
la lista abierta, y se estima que su valor G es 8.

Después, se extrae el vértice con el valor G mas pequefio en la lista abierta y se

mueve a la lista cerrada. En esta ocasion es el vértice b.

Los vecinos del vértice b (vértices d y e) se afiaden a la lista abierta y se estima el
valor G de cada uno. El vértice d ya estaba en la lista abierta, por lo tanto, se vuelve
a estimar su valor G dénde el camino hacia el vértice inicial (vértice a) pase primero

por el vértice b y luego c. Asi, el nuevo valor G estimado de d es 7.

En el caso del vértice e su valor G estimado es 6. En la Figura 16 se ilustra el resultado

de seguir estos pasos.
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Cerrada Abierta

a d
c e
b

Figura 16. Visualizacion del algoritmo de Dijkstra. Los nimeros dentro de cada vértice denotan su
valor G asociado. El color azul indica que el vértice se encuentra en la lista abierta y en gris que el
vértice esta en la lista cerrada. Los nimeros en cada arista indican su costo y las letras el nombre del
vértice. El vértice b es afiadido a la lista cerrada y el vértice d y e a la lista abierta, sus valores G
estimados son respectivamente 7 y 6.

Finalmente se coloca el vértice e en la lista cerrada debido a que tiene el valor G
estimado mas pequefio en la lista abierta. Una vez que el vértice objetivo es afiadido
a la lista cerrada, se recorre el camino de regreso hacia el vértice inicial. EI camino
generado garantiza ser el camino mas corto entre el vértice inicial y el objetivo. En la
Figura 17 se ilustra las aristas a recorrer marcadas en rojo, para transitar el camino

mas corto.

Cerrada Abierta

S

Figura 17. Visualizacién del algoritmo de Dijkstra. Los numeros dentro de cada vértice denotan su
valor G asociado. El color azul indica que el vértice se encuentra en la lista abierta y en gris que el
vértice esta en la lista cerrada. Los nimeros en cada arista indican su costo y las letras el nombre del

vértice. El camino mas corto entre el vértice a y e estd conformado por las aristas marcadas en rojo.

Resumiendo, el funcionamiento del algoritmo; se utilizan dos listas llamadas lista
cerrada y lista abierta. En la lista cerrada se almacenan los vértices cuyo valor G es

conocido, mientras que en la lista abierta se afiaden aquellos en los que soélo se tiene

37



un estimado. El valor G de un vértice es el costo de ir de dicho vértice hacia el vértice
de inicio siguiendo el camino mas corto. Inicialmente se afiade el vértice inicial a la
lista cerrada y se le asigna un valor G de 0. Después se afiaden sus vecinos en la
lista abierta, se estiman sus valores G, se extrae aquel vértice con el valor mas
pequefio y se coloca en la lista cerrada. A continuacion, se afiaden los vecinos de
este vértice a la lista abierta y se repiten los pasos anteriores hasta afiadir el vértice
objetivo a la lista cerrada. Si alguno de los vecinos ya se encontraba en la lista abierta
simplemente se vuelve a estimar su valor G. Cuando el vértice objetivo es afiadido a
la lista cerrada se recorre el camino de regreso hacia el vértice inicial. EI camino

recorrido esta garantizado ser el 6ptimo.
ANALISIS DEL ALGORITMO DE DIJKSTRA

En el peor caso, el algoritmo de Dijkstra tendria que realizar la operacion extraer
elemento para todos los vértices del grafo y la operacion cambiar valor para cada
arista del grafo. Por lo tanto la complejidad temporal del algoritmo de Dijsktra es: O(|V|
*Te+ |[E|* Tev).

Dénde |V| es el numero total de vértices en el grafo, |E| el nUmero de aristas en el
grafo, Te es la complejidad temporal de la operacién extraer elemento y Tev €s la

complejidad temporal de la operacion cambiar valor.

Por lo tanto, si se utiliza la implementacion de Dijkstra donde la lista abierta es una
cola de prioridad representada con una lista desordenada, la complejidad temporal
del algoritmo de Dijkstra es: O(|V|2 + |E]| ).

En cambio, para la implementacion con monticulo binario la complejidad temporal es:
O(|Vllog|V| + |E[log|V] ).

VENTAJAS Y DESVENTAJAS

La ventaja del algoritmo de Dijkstra es que establece la estrategia principal para
encontrar el camino mas corto entre dos vértices y garantiza encontrar el camino
Optimo. Varios de los otros algoritmos que se mencionan en este texto han sido

disefiados a partir del algoritmo de Dijkstra.
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La desventaja principal, es que debido a que Dijkstra no realiza ningun tipo de
suposicion respecto a la estructura del grafo (a excepcion de que se supone que las
aristas tienen costo positivo), termina explorando vértices de mas comparado con el
resto de algoritmos. Los grafos generados por la representacion de cuadricula tienen
un arreglo ordenado y predecible y esta informacion puede utilizarse para crear

algoritmos mas eficientes.

ALGORITMO A*

A* (pronunciado A estrella) es un algoritmo disefiado en 1968 por un grupo de
investigadores en Stanford Research Institutel®2, Dicho algoritmo es una extension
del algoritmo de Dijkstra y su propdsito es mejorar el tiempo de ejecucion utilizando

funciones heuristicas.

La estructura de este algoritmo es exactamente la misma con respecto a Dijkstra. Se
coloca como entrada un vértice inicial, un vértice objetivo y un grafo, se utiliza una
lista cerrada y una lista abierta y en cada iteracion se mueve un vértice de la lista
abierta hacia la lista cerrada. Sin embargo, a diferencia de Dijkstra que selecciona los
vértices con los valores G mas pequefios, A* elige los vértices con los valores F mas

pequenos.

El valor F de un vértice es su valor G sumado con su valor H. El valor H de un vértice
es un estimado del costo para ir de dicho vértice hacia el vértice objetivo tomando el

camino optimo.

Para calcular el valor H de un vértice se utiliza una funcion heuristica. Cabe recalcar
que el valor H de un vértice no necesariamente debe ser exactamente la distancia

entre dicho vértice y el objetivo. El valor H de un vértice es so6lo un estimado.
En resumen:

e El valor G de un vértice es el costo para ir de dicho vértice hacia el vértice inicial
tomando el camino més corto.

e Elvalor H de un vértice del costo para dirigirse desde dicho vértice hacia el vértice
objetivo tomando el camino mas corto.

e Elvalor F de un vértice es la suma del valor G y el valor H.
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De nuevo, el algoritmo A* elige el vértice con el valor F mas pequerio de la lista abierta
y lo coloca en la lista cerrada. La eficiencia del algoritmo A* varia segun la funcion
heuristica utilizada. Mientras mas exacto sea el estimado del valor H para cada

vértice, mejor sera el tiempo de ejecucion de A*.

DEFINICION DE UNA HEURISTICA

Una heuristica es una técnica para resolver problemas cuando el utilizar métodos
convencionales es demasiado lento. También puede utilizarse para hallar una
solucion aproximada a un problema cuando no es posible encontrar una solucién

exacta [33],

El objetivo de una heuristica es producir una solucién en un tiempo razonable que sea
lo suficientemente buena para resolver un problema dado. La solucién dada puede
no ser la mejor para solucionar el problema, o s6lo una aproximacion, pero en varios
casos es preferible utilizarla porque no requiere una cantidad de tiempo irrazonable

en computarse.

REQUERIMIENTOS DE LA FUNCION HEURISTICA

Para que el algoritmo A* funcione de manera éptima, la funcion heuristica debe tener

dos propiedades: admisibilidad y consistencia 4,

Se dice que una funcién heuristica es admisible, cuando dicha funcién nunca

sobreestima el valor H de un vértice.

Considere una funcién heuristica h y un vértice cualquiera v. Entonces h(v) es un
estimado heuristico del costo para dirigirse desde el vértice v hacia el vértice objetivo

tomando el camino méas corto. Considere también c¢(v), que es el costo real para
transitar desde el vértice v al vértice objetivo tomando el camino 6ptimo. Entonces se

dice que h es admisible si y sélo si para todo vértice v € V:

h(v) < c(v)

En otras palabras, la funcion h nunca sobreestima el costo real para ir del vértice v al

vértice objetivo tomando el camino éptimo.
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Si deliberadamente se disefia una funcion heuristica que estime que el valor H es 0

para todos los vértices, entonces el valor F es igual al valor G:
F=G+H=G+0=G
y de esta el algoritmo A* se convierte en el algoritmo de Dijkstra.

Para el caso de que h siempre estima correctamente el valor H para cada vértice, el

algoritmo siempre expande su busqueda hacia los vértices que conforman el camino

mas corto.

Por otro lado, si la funcién h sobreestima el valor H de cada vértice, A* se ejecuta con

mayor velocidad, pero no garantiza que el camino encontrado sea el mas corto.

Para la propiedad de consistencia considere un vértice cualquiera v y su veértice
vecino n. También considere una funcion d que calcula el costo entre un vértice y

alguno de sus vértices vecinos. Entonces se dice que la funcién h es consistente si y

sélo si:

1. h(objetivo) = 0 vy
2. h(v) <d(v,n) + h(n)

Para todo vértice v € Vy paratodon € vecinos(v). vecinos(v) es el conjunto

de todos los vértices aledanos al vértice v.

Otra forma de formular lo anterior es utilizando una representacion visual. Observe la

Figura 18.
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Figura 18. a) Un grafo con un vértice v y un vértice vecino n. Las aristas y vértices punteados
representan el camino mas corto que llevan al vértice objetivo. No se conoce el costo y la estructura
de ese camino. b) La arista en negrita que une el vértice v y n tiene un costo de d(v,n). La linea que
va del vértice n hacia el vértice objetivo representa el costo estimado para llegar al objetivo. De igual
manera para la linea que va del vértice v al vértice objetivo. Respectivamente los costos estimados

son h(n) y h(v). El costo real es desconocido.

En la Figura 18a se presenta un grafo con un vértice v, su vértice vecino n y el vértice

objetivo. Las aristas y los vértices punteados representan el camino con menor costo

para llegar al vértice objetivo. El costo de esos trayectos y su forma es desconocido.

42



En la Figura 18b, la arista marcada en negrita que va del vértice v al vértice n tiene

un costo de d(v, n).

Como no es conocido el costo real para ir del vértice n al vértice objetivo, no queda
de otra méas que estimarlo. Por lo tanto, se traza una linea que va del vértice n al
vértice objetivo y se le asigna un costo de h(n) (el estimado de la funcién heuristica

h para el vértice n).

Del mismo modo para el vértice v, se traza una linea que va del mismo hacia al vértice

objetivo y se le asigna un costo de h(v). Nétese que las lineas en negrita forman un
triangulo.
En matemaéticas, la desigualdad del triAngulo indica que para todo triangulo la suma

de las longitudes de dos lados cualquiera debe ser mayor o igual a la longitud del lado

restante. Si se toma la suma de las longitudes d(v,n) + h(n), entonces para que

la desigualdad del tridngulo se cumpla h(v) < d(v,n) + h(n).

Basicamente una de las condiciones de la propiedad de consistencia es que se

cumpla la desigualdad del triangulo.

La otra condicion para que la funcion heuristica h sea consistente es que

h(objetivo) = 0 debido a que se conoce con certeza que el costo para ir del

vértice objetivo hacia a si mismo es 0.

Para que el algoritmo A* garantice que su solucion es el camino 6ptimo, Unicamente
es requerido que su funcion heuristica satisfaga la condicion de admisibilidad. Sin
embargo, si se cumple también la propiedad de consistencia, su tiempo de ejecucion

mejora al explorar menos vértices 35,

Un detalle a sefialar es que, si la funcion heuristica es consistente, necesariamente
es admisible. En cambio, si una funcién heuristica es admisible no necesariamente

es consistente.
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FUNCIONES HEURISTICAS PARA A*

A* utiliza funciones heuristicas para estimar el costo de ir desde un veértice dado hacia
un veértice obijetivo utilizando el camino 6ptimo. Para estimar este costo, existen tres
funciones heuristicas bastante comunes: Distancia Euclidiana, distancia de

Manhattan y distancia Octile.

Distancia Euclidiana
La distancia Euclidiana es la longitud que hay de un punto a otro trazando una recta

gue pase por dichos puntos.

Distancia de Manhattan
A diferencia de la distancia Euclidiana que traza una linea en cualquier direccion, la
distancia de Manhattan so6lo permite movimientos en vertical y horizontal. La suma de

la longitud de estas lineas es la distancia de Manhattan.

Distancia Octile

La distancia Octile permite movimientos en horizontal, vertical y diagonal. El costo de
moverse de manera diagonal es v/2, mientras que el costo de desplazarse de manera
horizontal o vertical es 1. La distancia octile primero traza una linea recta en direccion
al objetivo. Cuando la linea termina en la misma columna o fila que el objetivo de

inmediato se traza otra linea vertical u horizontal hacia el objetivo.

En la Figura 19. se presenta una comparacién entre la distancia Euclidiana, la

distancia de Manhattan y la distancia Octile.
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Figura 19. Comparacién de la distancia Euclidiana (azul), Manhattan (naranja) y octile (morado) entre
la celda verde y la celda roja. La distancia Euclidiana es una linea recta de una celda a otra, la distancia
de Manhattan Unicamente permite desplazamiento en horizontal y vertical y la distancia Octile
inicialmente realiza movimiento diagonal hasta llegar a la misma fila o columna que el objetivo, después

sélo se realiza movimiento en horizontal o vertical.

En general el uso de la de distancia de Manhattan como funcion heuristica causa que
el algoritmo A* sea mas eficiente comparado con la distancia Euclidianal®¢l. La
distancia de Manhattan solo es una funcion heuristica admisible en representaciones
de cuadricula que sélo permite movimiento en horizontal y vertical. En
implementaciones que incluyen movimiento diagonal la distancia de Manhattan puede

sobreestimar el valor H de un vértice, no garantizandose el camino mas corto.

Por esa razon es preferible utilizar la distancia octile en implementaciones que
permiten movimiento diagonal y la distancia de Manhattan en aquellas donde sélo se

permite movimiento vertical y horizontal.

VENTAJAS Y DESVENTAJAS

El algoritmo A* es una mejora respecto al algoritmo de Dijkstra. Gracias al uso de
funciones heuristicas A* expande hacia las celdas que se encuentran mas cercanas
al objetivo. De esta manera se explora menor numero de celdas, realizando menos

operaciones en la lista abierta y disminuyendo el uso de memoria.

Sin embargo, en algunos mapas donde el camino Optimo tiene varios giros bruscos

gue se alejan del objetivo, la heuristica se vuelve ineficiente y el algoritmo tiende a
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comportarse como el algoritmo de Dijkstra. En realidad, A* no mejora su complejidad
temporal con respecto a Dijkstra en el peor caso. Sin embargo, en términos practicos

A* suele ser mas eficiente en la mayoria de los casos.

ALGORITMO JUMP POINT SEARCH (JPS)

El algoritmo Jump Point Search es un algoritmo disefiado recientemente en 2011 por

Daniel Harabor y Al-ban Grastien en The Australian National University®7l.

En su articulo Harabor y Grastien identifican que en las representaciones de
cuadricula se da el caso comun de que existen varios caminos 6ptimos que conducen

desde un punto de partida hacia el objetivo. Un ejemplo se muestra en la Figura 20.
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Figura 20. Varios caminos 6ptimos con la misma longitud que van de la celda verde hacia la celda roja
en un mapa representado por la abstraccion de cuadricula. Dicho conjunto de caminos se les conoce

como caminos simétricos. Figura adaptada de zerowidth 38,

En dicha figura se presentan varios caminos optimos que van desde el punto de
partida hacia el objetivo. Esencialmente todos los caminos son los mismos y tienen la
misma longitud. La Unica diferencia es el orden en el que se da el desplazamiento
vertical, horizontal y diagonal. En su articulo de investigacion Harabor y Granstein se

refieren a estos caminos como caminos simétricos.

JPS utiliza una serie de reglas para que en situaciones donde existen caminos

simétricos se identifique s6lo uno y no todos ahorrando tiempo de computo.
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La implementacion JPS esta basada a partir del algoritmo A*, el cual selecciona el
vértice con el valor F mas pequefio y expande su busqueda afiadiendo todos los
vecinos a la lista abierta. Pero JPS va mas alla expandiendo de manera inteligente
371 A continuacién, se describen las pautas que utiliza JPS para expandir su

bdsqueda.

Considere la Figura 21. La celda azul es la celda desde la que se desea expandir y la
celda verde claro es la celda desde la cual se expandié anteriormente. A esta celda

se le llama celda padre.

Figura 21. JPS hallando los sucesores de la celda azul. La celda verde llamada celda padre, es la
celda desde la que se expandié anteriormente. Las celdas marcadas en gris son celdas que se pueden
alcanzar de manera 6éptima desde la celda padre siguiendo el camino marcado por las flechas grises.
Considerando el andlisis de JPS, las Unicas celdas a considerar como sucesores para la celda azul
claro son aquellas en frente de ésta. Se inspecciona cada celda en frente hasta encontrar una celda

(verde oscuro) que tenga un vecino forzado (celda morada). Figura adaptada de zerowidth 38,

Primero, para expandir la celda azul, se puede comenzar ignorando la celda padre,
porque es una celda que ya ha sido explorada. También se pueden ignorar las celdas
diagonales, detras de la celda azul porque es mas eficiente acceder a ellas desde la
celda padre. Lo mismo se puede decir respecto las celdas que estan arriba y abajo
de la celda azul. Las celdas diagonales en frente de la celda azul, también pueden
ignorarse porque se puede preferir tomar el camino que pasa a través de las celdas

arriba y abajo de la celda azul.

De esta manera solo hay un posible sucesor; la celda a la derecha de la celda azul.

Pero si se aplican las mismas reglas a esta celda que esta a la derecha, se puede
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saltar hacia otra celda mas a la derecha. Esto se repite de manera indefinida siempre
y cuando el camino esté despejado. De esta manera se pueden saltar celdas sin tener

gue afadirlas oficialmente a la lista abierta.

Sin embargo, la celda verde oscuro tiene un obstaculo justo arriba. Normalmente no
es necesario revisar las celdas diagonales al frente, pero debido al obstaculo se
vuelve forzoso tener que revisar la celda diagonal que se muestra en la figura de color
morado y también la celda a la derecha. A esta celda de color morado se le denomina

vecino forzado.

Cuando se encuentra un vecino forzado se deja de saltar a la derecha y se afiade la
celda actual a la lista abierta. En este caso el sucesor de la celda azul es la celda

verde oscuro.

Otro caso a considerar es cuando el obstaculo esta directamente en frente del salto,
como se ilustra en la Figura 22.
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Figura 22. JPS intentando ubicar un punto de salto para la celda en azul, cuando hay un obstaculo
en frente (celda oscura). La celda verde es la celda padre. Lo preferible es tomar los caminos que

pasen por las celdas ubicadas arriba y abajo de la celda azul. Figura adaptada de zerowidth (381,

En esta situacion el salto se descarta completamente debido a que se supone que es
preferible tomar otro camino que pase por las celdas ubicadas arriba y abajo de la
celda azul.

Estas reglas pueden extenderse para movimiento en las otras dos direcciones
verticales y la otra direccion horizontal. Pero para el movimiento diagonal las pautas

son un tanto distintas.
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Figura 23. JPS buscando sucesores para la celda azul cuando la celda padre (marcada en verde) esta
detras de manera diagonal. Las celdas a considerar estan en direccién vertical, horizontal y diagonal

indicadas por las flechas en azul. Figura adaptada de zerowidth [38l,

En la Figura 23, se muestra una celda marcada de color azul, con su celda padre
detrds de manera diagonal. Observe que 5 de sus vecinos pueden ser ignorados. Por
otro lado, se puede llegar a las celdas que estan arriba y a la derecha por otros

caminos, pero se prefiere pasar a través de la celda azul.

Si hay obstaculos presentes, puede darse el caso de que se tengan que revisar mas

vecinos como se ilustra en la Figura 24.

Figura 24. Cuando JPS expande celdas de manera diagonal y hay obstaculos aledafios a la celda a
expandir (celda azul), es requerido considerar mayor nimero de celdas como posibles sucesora. Las
flechas en azul indican las direcciones que hay que considerar para encontrar un sucesor para la celda

azul. Figura adaptada de zerowidth [38],

Cuando hay movimiento en diagonal es requerido revisar tres vecinos o mas, lo cual

es un poco mas dificil comparado con el movimiento vertical u horizontal. En la Figura
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23, se observa que dos de estos vecinos requieren movimiento horizontal o vertical,
por lo tanto, se intenta ubicar un vecino forzado en dichas direcciones siguiendo las
reglas de movimiento vertical y horizontal. Si no se encuentra un vecino forzado se
realiza un movimiento en diagonal y se vuelve a buscar de nuevo de manera
horizontal y vertical. Esta situacion se ilustra en la Figura 25. En este caso el sucesor
de la celda verde es la celda azul, porque al explorar de manera horizontal y vertical

se encuentra un vecino forzado.

Figura 25. JPS expandiendo de manera diagonal. La celda azul claro representa la celda sucesora,
la celda morada un vecino forzado, las celdas oscuras obstaculos. Las flechas en azul indican las
celdas inspeccionadas por el algoritmo al intentar hallar un sucesor de la celda verde. Figura

adaptada de zerowidth [38],

Resumiendo, JPS toma como base el algoritmo A* e intenta mejorar su funciéon
sucesora. A* aflade todos los vecinos de un vértice a la lista abierta al intentar
expandir su busqueda, mientras que JPS va mas alla y utiliza una serie de reglas

para afiadir la menor cantidad de vértices posible a la lista abierta.

VENTAJAS Y DESVENTAJAS

La ventaja de JPS es que reduce el numero de vértices explorados de manera
considerable. Sin embargo, aunque parezca que JPS requiere menos tiempo de
computo porque explora menos vertices, lo cierto es que en algunos casos las reglas

utilizadas requieren mas pasos comparado con simplemente ejecutar A*.

Ademas, al ser un algoritmo basado en A*, en el peor de los casos el orden de

crecimiento no mejora con respecto a Dijkstra.

El identificar las situaciones donde JPS es mas rapido a comparacion de A*, es un

punto a analizar en los experimentos.
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ALGORITMO BREADTH FIRST SEARCH (BFS)

Breadth First Search (BFS) es un algoritmo de busqueda de camino inventado por
Konrad Zuse en 1945839, Comparado con los algoritmos vistos ahora, BFS es un
algoritmo relativamente simple. En el Anexo se incluye el pseudocédigo.

A diferencia de los otros, BFS utiliza una estructura de datos llamada cola. Las colas
modelan el comportamiento que se ve en las filas de los supermercados -el primero
en llegar es el primero en ser atendido-. Considere una cola con los nameros {5, 9, 2,
3, 1}. Si se realiza la operacion encolar(4) se afiade el numero 4 al final de la cola y
el resultado seria: {5, 9, 2, 3, 1, 4}. Por otro lado, si se ejecuta la operacion decolar(),
se elimina el primer niumero en la lista y el resultado es {9, 2, 3, 1, 4}.

A continuacion, se detalla paso a paso el funcionamiento de BFS, utilizando un

ejemplo.

Considere el grafo de la Figura 26. El objetivo es encontrar el camino mas corto desde
el vértice a hacia el vértice i y para llevar un registro de los vértices que han sido
visitados se utiliza una cola. Dado que el vértice a es el inicio del trayecto, se afiade

a la cola.

Figura 26. Ejecucioén del algoritmo Breadth First Search (BFS) en un grafo para encontrar el camino

mas corto entre el vértice a y vértice i. El vértice inicial a se afiade a la cola (marcado en gris).
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A continuacioén, se selecciona el vértice a, se afiaden todos sus vértices vecinos a la
cola y finalmente se decola el vértice a. En la Figura 27. se indica con color azul que

el vértice a ha sido decolado y se han afiadido sus vértices vecinos.

Figura 27. Ejecucion del algoritmo BFS. En azul se marcan los vértices que ya han sido explorados y
en gris los vértices que restan por explorar. El vértice a es un vértice explorado y que ha sido
decolado, mientras que el vértice b y ¢ han sido afiadidos

El siguiente elemento en la cola es el vértice b. Al igual que el paso anterior, se
afladen todos los vértices vecinos de b y finalmente se decola b. Una ilustracion de

este paso se muestra en la Figura 28.

=~ (0|0 |T|o

Figura 28. Expansién del vértice b. Dicho vértice se decola y se afiaden sus vértices vecinos (vértice
e yf) alacola. En azul se marcan los vértices decolados, en gris los vértices que se encuentran en la

cola y sin color aquellos vértices que no han sido agregados a la cola.
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Posteriormente se selecciona el siguiente vértice en la cola, el cual vendria siendo el
vértice c. Una vez mas, se afladen todos sus vértices vecinos para después decolar

c. En la Figura 29 se ilustra este paso.

Q|=|m|o|T|®

Figura 29. Expansion del vértice c. Dicho vértice se decola y se afiaden sus vértices vecinos (vértice
d) a la cola que no lo estuvieran anteriormente. En azul se marcan los vértices decolados, en gris los
vértices que se encuentran en la cola y sin color aquellos vértices que no han sido agregados a la

cola.

Después se selecciona el vértice e. Pero debido a que este vértice no cuenta con

vértices vecinos, solo se decola sin afiadir nada nuevo a la cola (Figura 30).

Q|=|0D O T

Figura 30. Expansion del vértice e. Dicho vértice se decola y se afiaden sus vértices vecinos a la cola.
Como no hay vecinos que afiadir, Gnicamente el vértice se decola. En azul se marcan los vértices
decolados, en gris los vértices que se encuentran en la cola y sin color aquellos vértices que no han

sido agregados a la cola.

Enseguida se selecciona el vértice f cuyo Unico vecino es el vértice d. Sin embargo,
debido a que el vértice d ya esta presente en la cola, no se encola nada nuevo y

simplemente se decola el vértice f.
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Estos pasos se repiten una y otra vez hasta afiadir el vértice objetivo y decolarlo.

Observe la siguiente figura.

b LA O
\_/
( 7f

Figura 31. El vértice i ha sido afiadido en la cola pero el algoritmo sigue ejecutandose hasta que dicho

— Q[T |Qa|=|@® O | T|®

vértice haya sido decolado. En azul se marcan los vértices decolados y en gris los vértices que se

encuentran en la cola.

El vértice objetivo i ha sido afiadido en la cola, pero el algoritmo no deja de ejecutarse.
La ejecucion termina cuando el vértice i haya sido decolado. Por lo tanto, primero se

selecciona el vértice g y se observa que no tiene vecinos que afiadir a la cola.

° (o4 h [/ﬂ\'.
N4
( _ f

Figura 32. Expansion del vértice g. Dicho vértice se decola y se afiaden sus vértices vecinos a la cola.

— Q@ |(T|a|—|d| 0T |®

Como no hay vecinos que afiadir, Gnicamente el vértice se decola. En azul se marcan los vértices

decolados y en gris los vértices que se encuentran en la cola.
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Finalmente se selecciona el vértice i y se decola. A continuacién, se sigue el camino
de regreso para llegar al vértice a desde el vértice i y se devuelve la solucién. El

camino mas corto para ir de a hacia i es pasar el vértice c, d, h y finalmente i.

—|la|T]jal=-® |0 T|o

Figura 33. Expansion del vértice i. Finalmente, el algoritmo deja de ejecutarse debido a que el vértice

i ha sido decolado. En azul se marcan los vértices decolados.

El orden de crecimiento de BFS es de O(|V| + |E|) donde |V| y |E| representan el
namero total de vértices y aristas respectivamente. Esto es una mejora comparado
con el orden de crecimiento de Dijkstra de O(|E| log |V| + V log [V|) si se utiliza la

implementacion dénde la cola de prioridad se representa con un monticulo binario.

La limitante con el algoritmo BFS es que s6lo computa la solucion correcta si las
aristas del grafo no tienen peso. Considere el grafo en la Figura 34. BFS sefialaria
que el camino mas corto para ir de A a B es tomar la arista AB directamente porque
no se considera que el peso de la arista es 10, cuando en realidad el camino 6ptimo

es transitar la arista AC y después CB.

\4_,/ 3 _7__,/ f

B C

Figura 34. Un grafo ponderado con vértices A, By C. Al ejecutar el algoritmo BFS para encontrar el
camino mas corto para ir de Ay B en este grafo, se obtiene la respuesta equivocada A->B, cuando el

camino mas corto en realidad es A->B->C. BFS no da la respuesta correcta en grafos ponderados.
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BFS computa la solucién 6ptima, pero considera que dicha solucion es aquella dénde
se transita el menor nimero de aristas. A simple vista esto podria parecer un problema
para las representaciones de cuadricula dénde se permiten movimientos en diagonal
con un peso de V2, pero transitar una arista en diagonal sigue siendo 6éptimo que

transitar dos aristas en vertical y horizontal como se ilustra en la Figura 35.
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Figura 35. Grafo con vértices A, B y C representando tres celdas de una representacion de cuadricula.

Ejecutar el algoritmo BFS en este grafo para ir de A hacia B brinda la respuesta correcta en este caso.

En la representacion de cuadricula con movimiento diagonal con costo de V2, sigue funcionando

correctamente.

Para estas representaciones de cuadricula, el camino que transita menor niamero de
aristas sigue siendo la solucién correcta. BFS brindaria una solucion errénea si los

movimientos en diagonal fueran de un peso mayor a 2, lo cual no es el caso.

VENTAJAS Y DESVENTAJAS

La ventaja principal de BFS es que su orden de crecimiento es menor comparado con
Dijkstra, convirtiéndolo en un algoritmo relativamente rapido. Sin embargo, al igual
que Dijkstra, su enfoque es buscar a ciegas sin suponer nada del grafo; exceptuando
gue las aristas no tienen peso. Si el beneficio obtenido por el orden de crecimiento es
mayor o no comparado con algoritmos como A* y JPS que utilizan heuristicas para

acelerar la busqueda, se vera en los experimentos.

Otra desventaja es que debido a que el algoritmo sélo funciona en grafos que no

tienen aristas con peso, las circunstancias donde se puede aplicar BFS son limitadas.
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ALGORITMO BEST FIRST SEARCH (CODICIOSO)

Los algoritmos tipo codicioso son una familia de algoritmos que utilizan heuristicas
para computar soluciones Optimas de manera local en cada paso con la esperanza
de producir una solucion 6ptima de manera global. Aunque usualmente no suelen
producir un resultado éptimo de manera global, son bastante practicos porque son

rapidos y la solucién que computan brindan aproximaciones aceptables.

Para el caso de algoritmos de busqueda de camino se traduce a seleccionar y

expandir los vértices que estén mas cerca del objetivo.

La implementacion es similar al algoritmo A*, con la diferencia de que no se calculan
los valores G y sélo se calculan los valores H. Por lo tanto, en la lista abierta el
siguiente vértice a expandir es aquel con el valor H mas pequefio, o en otras palabras,
el vértice cuya distancia estimada que queda por transitar para llegar al objetivo sea

la menor.

El algoritmo codicioso no garantiza encontrar el camino mas corto, pero a cambio le

toma menor nimero de pasos computar la solucion.

VENTAJAS Y DESVENTAJAS

La ventaja del algoritmo codicioso es que es bastante rapido debido a que si su
heuristica lo lleva a buscar por el camino correcto, el nUmero de vértices que tiene

gue expandir se reduce.

La desventaja esta en que, si las circunstancias demandan estrictamente encontrar
el camino mas corto, entonces el algoritmo no es util porque no garantiza computar la
solucion Optima. En algunas circunstancias realmente no es requerido obtener el
camino mas corto y simplemente encontrar un camino desde un vértice hacia el
objetivo lo mas rapido posible. En esa situacion el algoritmo codicioso es el algoritmo
ideal. Si las soluciones aproximadas que brinda el algoritmo codicioso son lo

suficientemente aceptables, se analiza en los experimentos.
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Parte IV

EXPERIMENTOS
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METODOLOGIA

En esta seccidn se describen y discuten los experimentos realizados. Los algoritmos
gue se analizaron en los experimentos son los siguientes:

e Dijkstra

e A* con funcion heuristica octile

e JPS con funcion heuristica octile

e Breadth First Search (BFS)

e Best First Search (codicioso) con funcién heuristica octile

Para todos los algoritmos se utilizd la representacion de cuadricula que permite

movimiento diagonal.

Se escribid un programa utilizando el lenguaje de programacion JavaScript. Este
programa permite colocar obstaculos en una malla cuadriculada, elegir una celda de
inicio, una celda obijetivo, un algoritmo y visualizar cobmo el algoritmo encuentra el
camino mas corto desde la celda de inicio hacia la celda objetivo. El programa
contabiliza el nUmero de operaciones o pasos que toma el algoritmo para encontrar

la solucion.

Se disefaron distintos mapas de diferentes tamafios y para cada uno se coloc6 una
celda de inicio y una celda objetivo. Se ejecuté cada algoritmo para encontrar el
camino mas corto entre las celdas y conocer el nUmero de pasos que le toma a cada

uno encontrar la solucion.

HARDWARE UTILIZADO

Los experimentos se realizaron en un equipo que cuenta con un procesador Intel Core
i5 9300H de 2.4 GHz, 16 GB de RAM DDR4 de 2666 MHz en el sistema operativo
Ubuntu 18.04.

CREACION DE MAPAS

Algunos mapas como el mapa de giros y el mapa de cuadros fueron creados utilizando
un editor de imagenes. En las imagenes cada pixel oscuro representa un obstaculo
mientras que un pixel claro representa una celda transitable. El programa permite

cargar las imagenes y visualizar las celdas que explora cada algoritmo.

59



En el caso de los mapas de cruces, se generaron automaticamente, colocando cruces
de manera aleatoria. Para los mapas laberinto se generaron utlizando una

herramienta online que permite generar imagenes de laberintos 49,

RESULTADOS Y DISCUSION

MAPA DE CRUCES

El primer tipo de mapa utilizado en los experimentos contiene obstaculos en forma de
cruces. Una ilustracion del mapa de mayor tamafio, se muestra en la Figura 36. Con
dicho mapa se pretende representar aquellos entornos con espacios abiertos y
obstaculos pequefios distribuidos de manera uniforme. En este tipo de mapa se
ejemplifica la situacion donde los algoritmos de busqueda de camino mantienen cierta
direccién hacia el objetivo, realizando giros pequefios de vez en cuando para rodear

los obstaculos. Es similar a caminar a pie en una vecindad y rodear edificios.

Se eligi6 la forma de cruz debido a que generan pequefios caminos sin salida y tienen
mas detalles a comparacion de cuadrados o circulos.
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Figura 36. Mapa de 200x200 celdas de longitud con obstaculos en forma de cruces.

Por cada algoritmo se registro el nUmero de operaciones para encontrar el camino
mas corto desde cada una de las cuatro esquinas hacia el centro del mapa. Se calculo

el promedio de los cuatro datos.

Este procedimiento se repiti6 en mapas de distinto tamafio que fueron generados

recortando el mapa mas grande como se ilustra en la Figura 37.
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Figura 37. llustracién de la manera en la que se recortd el mapa de cruces para obtener distintos
mapas pequenos.

Los tamafos de cada mapa fueron de 20x20, 40x40, 60x60, 80x80, 100x100,
120x120, 140x140, 160x160, 180x180 y 200x200.

A continuacién, en la Figura 38 se presenta una gréfica del nimero de operaciones

vs. la longitud del mapa para cada algoritmo ejecutado en los mapas de cruces.

Mapas de cruces

= Dikstra == A* JPS == BFS == Codicioso

30000
[}
(4]
& 20000
Q
@©
@
=3
o
()
©
o
5 10000
E
=]
z

0= ——
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Figura 38. Resultados de busqueda de camino méas corto en el mapa de cruces. El algoritmo de
Dijkstra es mas lento (mayor nimero de operaciones) y le sigue BFS, JPS, A* y algoritmo codicioso.
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En los resultados se observa que el algoritmo de Dijkstra es significativamente mas
lento (mayor numero de operaciones) comparado con el resto de algoritmos. Esto es
algo esperado debido a que Dijkstra al no utilizar ninguna funcion heuristica, no tiene
una “nocion” de donde se encuentra el objetivo y por lo tanto expande su busqueda
de manera homogénea hacia todas direcciones. Esto es contraste con A*, JPS y el
algoritmo codicioso que son mucho més rapidos gracias a que sus heuristicas son
Utiles para hallar rapidamente el objetivo. Ejemplo de ello se ilustra en la Figura 39,
donde se compara el niumero de celdas exploradas (celdas azules) por el algoritmo
de Dijkstra y A*.
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Figura 39. Comparacion visual del nimero de celdas exploradas en el mapa de cruces con los

algoritmos de Dijkstra (izquierda) y A* (derecha). Las celdas azules representan las celdas exploradas.

BFS tiene una complejidad temporal menor que Dijkstra y por consiguiente menor al
resto de algoritmos. En los resultados se observa que le toma menor nimero de
operaciones en computar una solucion comparado con Dijkstra, pero no con el resto
de algoritmos. BFS al igual que Dijkstra expande celdas de manera homogénea hacia
todas direcciones, sin ninguna “nocion” de donde esta el objetivo. La diferencia con el
algoritmo de Dijkstra es que expandir le toma menor niumero de operaciones porque
no toma en cuenta el costo de las aristas del grafo. Por lo tanto, BFS por lo menos es

mas rapido que el algoritmo de Dijkstra, en cualquier caso.

Comparando A* con JPS, en este caso la estrategia de JPS de controlar el como se

expanden las celdas que se van a explorar, termina tomando mas pasos que
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simplemente utilizar A*. Por lo tanto, para los mapas de cruces, A* es el algoritmo

mas eficiente y que brinda una solucién con el camino mas corto.

Por otro lado, se observa que algoritmo tipo codicioso es mas rapido que A*, pero la
solucion que brinda no es 6ptima. Una comparacion entre la distancia del camino mas
corto y la distancia del camino encontrado por el algoritmo codicioso se muestra en la
Figura 40.

Distancia 6ptima y distancia codiciosa

== Distancia optima == Distancia codiciosa
200
150
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50

Distancia (adimensional)

50 100 150 200

Longitud mapa

Figura 40. Comparacion entre la distancia del camino més corto (azul) y la distancia del camino

encontrado por el algoritmo codicioso (rojo) en mapas de distinto tamafio con obstaculos de cruces.

Notese que la diferencia entre la distancia del camino més corto y la distancia del
camino hallado por el algoritmo codicioso es casi negligible. Por ello, para mapas con
obstaculos pequeiios, con la misma forma y distribuidos de manera aleatoria, el
algoritmo codicioso es un buen candidato si la prioridad es computar una solucién lo
mas rapido posible sin importar mucho si el camino encontrado es exactamente el
mas corto, aunque la diferencia entre el camino 6ptimo no es mucha. En caso de que
sea estrictamente necesario asegurar que el camino sea optimo, lo mejor es utilizar
A*,
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MAPA DE CUADRADOS

El segundo tipo de mapa consiste en un arreglo de cuadrados similar a edificios que
forman un sistema de calles. El disefio del mapa tiene como objetivo observar el
comportamiento de los algoritmos en entornos donde hay pasillos largos y obstaculos
distribuidos de manera ordenada, en contraste con el mapa de cruces en el cual los
obstaculos estan distribuidos de manera aleatoria. Una ilustracion del mapa se

muestra en la Figura 41.

Figura 41. Mapa de 100x100 celdas de longitud con obstaculos en forma de cuadrados y pasillos. El

punto de inicio es cada una de las esquinas, mientras que el objetivo es el centro del mapa

Al igual que el mapa de cruces se registré el nUumero de operaciones que toma ir
desde cada una de las cuatro esquinas hacia el centro del mapa y se calcul6 el

promedio.

Se realiz6 el procedimiento para mapas de 20x20, 40x40, 60x60, 80x80, 100x100,
120x120, 140x140, 160x160, 180x180 y 200x200.

A continuacion, en la Figura 42. se presentan los resultados del mapa de cuadrados.
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Mapas de cuadrados
== Dijkstra == A* JPS == BFS == Codicioso
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Figura 42. Resultados de busqueda de camino més corto en los mapas de cuadrados. Obsérvese que
Dijkstra es el algoritmo mas lento, le sigue BFS, JPS, A* y algoritmo codicioso respectivamente.

Los resultados son similares al mapa de cruces. Dijkstra es el algoritmo que requiere
mayor numero de operaciones y luego le sigue BFS. Ambos algoritmos crecen de
manera similar si se compara con el mapa de cruces, aunque en este caso requieren
menor nimero de operaciones. Esto puede ser porque el mapa de cuadros tiene mas
obstaculos comparado con el mapa de cruces y por lo tanto hay menor cantidad de

celdas a explorar.

Comparado con los resultados del mapa de cruces, JPS requiere significativamente
mayor numero de operaciones que A*. Esto es debido a que en este mapa hay pasillos
sin ningun obstaculo. Al no haber ningun obstaculo, el algoritmo no encuentra un
vecino forzado. Por lo tanto, antes de expandir y explorar la siguiente celda, JPS
intenta buscar un vecino forzado de manera vertical u horizontal hasta llegar al borde
del mapa. A diferencia del mapa de cruces, donde rapidamente el algoritmo encuentra

un obstaculo y por lo tanto un vecino forzado.
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Figura 43. Visualizacién de celdas inspeccionadas por JPS para encontrar un vecino forzado. Las
celdas en color gris claro son las celdas inspeccionadas para intentar encontrar celdas sucesoras. En

verde se marcan posibles celdas sucesoras encontradas por el algoritmo.

Una visualizacion del nimero de celdas inspeccionadas por JPS para encontrar un
vecino forzado se ilustra en la Figura 43. Las celdas grises representan las celdas

inspeccionadas para encontrar un vecino forzado.

En este mapa el algoritmo codicioso es el algoritmo mas rapido, aunque A* le sigue
de cerca. El algoritmo codicioso no garantiza encontrar la solucién optima, pero en
este caso la encontr6 para todos los mapas. Si se inspecciona el camino trazado por
ambos algoritmos, se observa que la solucién es casi una linea recta, como si jamas

se hubieran topado con alguno de los obstaculos.

Por ello en situaciones donde no hay obstaculos o los obstaculos no provocan que el
camino Optimo tenga que hacer giros o desviarse, el algoritmo codicioso tiende a
encontrar la solucion 6ptima.
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MAPA DE GIROS

Con el tercer tipo de mapa se busca observar el comportamiento de los algoritmos en
entornos donde el camino mas corto tiene giros bruscos y momentaneamente se aleja
del objetivo, en contraste con los dos mapas anteriores donde el camino mas corto
tiene giros pequefios. El mapa tiene un disefio laberintico donde ciertos caminos
conducen a pasillos sin salida. También a diferencia de los mapas laberinticos
tradicionales donde hay pasillos estrechos, en este tipo de mapas hay espacios

abiertos.

La finalidad de disefiar un mapa de este tipo es para observar como A* empieza a
comportarse bastante similar al algoritmo de Dijkstra debido a que su funcion
heuristica no es muy 0til en mapas de este tipo. Ademas, esta la intencion de observar
si JPS ofrece una ventaja respecto a A* que no sea relacionado con funciones

heuristicas.

En la Figura 44 se ilustra el mapa de mayor tamafio junto con su camino mas corto.

J,n' e e . N :I.

Figura 44. Mapa de 200x200 celdas de longitud, en el cual el camino méas corto desde la esquina

superior izquierda hacia la esquina inferior derecha requiere giros bruscos (linea amarilla).
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De igual manera que el mapa de cruces se hicieron recortes del mapa de mayor

tamafo para generar distintos tamafnos.

Para cada mapa se buscaba que el camino mas corto tuviera varios giros repentinos
para evitar que los algoritmos se beneficien de sus funciones heuristicas. El punto de
partida para este tipo de mapas se encuentra en la esquina superior izquierda y el

objetivo en la esquina inferior derecha.

Para cada mapa se corrid6 cada algoritmo y se registré el nUmero de pasos para
computar el camino més corto. Los resultados se muestran en la gréfica de la Figura
45,

Mapas de giros
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Figura 45. Resultados de busqueda de camino mas corto utilizando los mapas de giros. Notese que
el numero de operaciones para A* tiende a ser similar al del algoritmo de Dijkstra. El algoritmo mas
rapido en este mapa es el algoritmo codicioso, seguido de BFS, JPS, A* y por ultimo Dijkstra.

Se observa que A* crece mas rapido a comparacion de los mapas anteriores. Esto es
debido a que la forma del camino mas corto es un camino con giros bruscos y que en
varias ocasiones se aleja de la celda objetivo. La heuristica utilizada en A* causa que
se dé prioridad a explorar las celdas mas cercanas al objetivo. Sin embargo, esto
provoca que se utilicen pasos de mas cuando se encuentran callejones sin salida y

se requiere buscar el camino por otra direccion.
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Cuando la heuristica de A* se vuelve ineficiente en encontrar el camino mas corto
hacia el objetivo, A* tiende a comportarse de manera similar al algoritmo de Dijkstra.

Esto muestra que usar heuristicas no siempre provee un beneficio.

En estos mapas expandir de manera selectiva encontrando puntos de salto con el
algoritmo JPS, es mas eficiente que utilizar A*. A diferencia de los mapas de
cuadrados, en este tipo de mapa hay varias paredes u obsticulos que permiten que
JPS encuentre vecinos forzados y afiada rapidamente una celda a la lista abierta.

BFS esta a la par con JPS, lo que lo convierte en una muy buena alternativa cuando

no hay mucho beneficio en utilizar funciones heuristicas.

El algoritmo codicioso es el algoritmo mas rapido, pero a cambio de sélo encontrar
una aproximacion del camino 6ptimo. En la Figura 46 se muestra una comparacion
de la distancia a recorrer entre el camino encontrado por el algoritmo codicioso y el

camino optimo.

Distancia y distancia codiciosa

== Distancia optima == Distancia codiciosa
800
600

400

200

Distancia (adimensional)

50 100 150 200

Longitud mapa

Figura 46. Comparacion entre la distancia del camino mas corto (azul) y la distancia del camino

encontrado por el algoritmo codicioso (rojo) en los mapas de giros.

Para el mapa mas grande la diferencia de distancia entre el camino mas corto y el
camino encontrado por el algoritmo codicioso es alrededor de 100 unidades. El

algoritmo codicioso encuentra una solucion distante de ser 6ptima cuando el camino
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mas corto tiene varios giros y se aleja del objetivo, en contraste con lo mencionado
anteriormente en el mapa de cuadrados, dénde si el camino mas corto no tiene

desvios el algoritmo codicioso tiende a encontrar una solucién cercana a la 6ptima.

Al igual que A*, la heuristica que utiliza el algoritmo codicioso se vuelve ineficiente,
dado que dicha heuristica considera que las celdas mas prometedoras son aquellas

gue estan mas cercanas al objetivo.

Notese que a comparacion de los otros mapas el numero de operaciones es mayor
para todos los algoritmos. Esto es debido a que anteriormente la celda inicial y la
celda objetivo eran una esquina y el centro del mapa respectivamente. Pero para
estos mapas el inicio y el objetivo se encuentran en esquinas opuestas, provocando

gue exploren mas celdas.

MAPA DE LABERINTO

Los siguientes mapas son laberintos tradicionales con pasillos estrechos y varios
callejones sin salida. Son mapas similares a los mapas de giros con la diferencia de

gue no hay espacios abiertos.

Los mapas fueron creados utilizando un generador de mapas en linea [9]. Los pasillos
s6lo son de una celda de espesor y los tamafios de los mapas son 20x20, 40x40,
60x60, 80x80, 100x100, 120x120, 140x140, 160x160, 180x180 y 200x200 donde
cada uno es un laberinto diferente. Una ilustracion del mapa de 100x100 se muestra

en la Figura 47.
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Figura 47. Mapa de 100x100 celdas de longitud, de un laberinto clasico. El punto de inicio se encuentra

en la esquina superior izquierda y el objetivo en la esquina superior derecha.
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Para cada mapa se ejecutd cada algoritmo para encontrar el camino mas corto desde
la esquina superior izquierda hacia la esquina inferior derecha y se registro el nimero

de pasos.

En la Figura 48 se muestran los resultados para los mapas laberinticos.

Mapas de laberintos
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Figura 48. Resultados de busqueda de camino mas corto en mapas de laberinto. Nétese que Dijkstra,
A* y JPS crecen de manera similar. El algoritmo mas lento es Dijkstra, le sigue A*, JPS, BFS y
finalmente el algoritmo codicioso.

Para este tipo de mapas JPS es mas rapido que A*. Los mapas laberinticos con
pasillos estrechos son ideales para JPS porque estos limitan las direcciones en las
gue hay que buscar puntos de salto. Ademas, como el mapa tiene varias paredes de
obstaculos esto ayuda a que JPS encuentre vecinos forzados con frecuencia. Asi JPS

expande las celdas a explorar con rapidez haciéndolo mas eficiente que A*.

Las heuristicas en este tipo de mapa no son muy Uutiles, a tal grado que incluso el
algoritmo codicioso requiere un gran namero de pasos en computar una solucioén.
Esto ocurre porque hay varios callejones sin salida bastante profundos, es decir,
caminos que requieren que se recorra un gran numero de celdas de antemano. Por

ello, se termina explorando casi todas las celdas transitables del mapa.
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En estos mapas la solucion que provee el algoritmo codicioso no es la 6ptima, pero
la diferencia de unidades de distancia comparado con la solucién 6ptima es de
alrededor de 5 unidades para el mapa mas grande. Esto ocurre porque no hay muchos
caminos alternativos que se puedan encontrar, debido a que los pasillos son muy
estrechos y so6lo hay una forma de llegar hacia el objetivo. Los otros caminos

alternativos conducen hacia callejones sin salida.

BFS es el algoritmo mas rapido, porque si se da el caso de que se exploren todas las
celdas del mapa a BFS le tomaria menor tiempo comparado con el algoritmo de

Dijkstra debido a que su complejidad temporal es menor.

MAPA DE LABERINTO ESCALADO

Para el quinto tipo de mapa se gener6 un laberinto clasico y se escalé dicho mapa a
distintos tamafos. Para cada mapa la estructura del laberinto es la misma, con la
diferencia de que los pasillos son mas anchos conforme se aumenta el tamafio (Figura
49).
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Figura 49. Mapas de laberintos escalados con distintos anchos de pasillo. De izquierda a derecha,
mapa de 40x40 con pasillos de 1 pixel de ancho, mapa de 80x80 con pasillos de dos pixeles de ancho
mapa de 120x120 con pasillos de 3 pixeles de ancho, mapa de 160x160 con pasillos de 4 pixeles de

ancho.

Para este tipo de mapas el objetivo es observar el comportamiento de cada algoritmo

conforme se aumenta el ancho de los pasillos.

El punto de partida es la esquina superior izquierda y el objetivo la esquina inferior
derecha. Para cada mapa se ejecutd cada algoritmo y se registrd el nUmero de pasos

para computar el camino mas corto.
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A continuacién, en la Figura 50 se presentan los resultados del mapa del mismo

laberinto, pero con pasillos de distinto ancho.

Mapas de laberintos escalados
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Figura 50. Resultados de busqueda de camino méas corto en mapas de laberintos escalados. E
algoritmo mas lento es Dijkstra, seguido de A*, el algoritmo codicioso, BFS y finalmente JPS.

En estos experimentos se utilizé el mapa de 40x40 del conjunto de mapas de
laberintos y se escal6 a varios tamafios. Observe en la Figura 48 que para este mapa
de 40x40 el algoritmo codicioso es menos eficiente que JPS. Por lo tanto, no es de
extrafar que, si se utilizan versiones de distintos tamafios de este mapa, en los

resultados el algoritmo codicioso se mantenga como menos eficiente que JPS.

El motivo por el cual el algoritmo codicioso se vuelve menos eficiente es que al igual
gue A* la funcion heuristica no ayuda a acelerar la busqueda del objetivo, porque en
el mapa hay caminos que se acercan al objetivo, pero dichos caminos terminan en
callejones sin salida. Cuando un algoritmo de busqueda de camino termina buscando
en un callejon sin salida, a continuacién, empieza a explorar las celdas en otra seccién
del mapa. En el peor de los casos, el algoritmo explora todas las celdas del mapa,

aumentando el tiempo de computacion de la solucion.

Para este mapa el algoritmo codicioso explora casi todas las celdas del mapa.

Observe la Figura 51. Las celdas de color oscuro corresponden a obstaculos,
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mientras que las celdas coloreadas de azul y verde son celdas que ha explorado el
algoritmo para computar la solucion. La linea en amarillo es el camino encontrado por

el algoritmo codicioso.

Figura 51. Visualizacién del algoritmo Best First Search (codicioso) encontrando el camino mas corto
desde la esquina superior izquierda hacia la esquina inferior derecha. Las celdas azules corresponden
a las celdas exploradas. Notese que se exploro casi todo el mapa.

JPS también busca en casi todo el mapa, pero termina siendo mas eficiente debido a
gue es capaz de encontrar varios puntos de salto, ahorrando pasos.

Para todos los mapas de este tipo el algoritmo codicioso encontré el camino 6ptimo,

pero esto es debido a que no hay caminos alternativos para llegar al objetivo.

Al igual que el algoritmo codicioso, la heuristica utilizada en A* no es muy util debido
a que el mapa contiene varios callejones sin salida. Por lo tanto, A* busca en casi

todo el mapa, comportandose de manera similar al algoritmo de Dijkstra.

BFS también busca en casi todo el mapa, pero su complejidad temporal le da el
beneficio de que le tome menos tiempo explorar una celda estando a la par de JPS.

MAPA DE MAKALIWE

El siguiente tipo de mapa intenta replicar el mapa disefiado por Makaliwe en su
articulo de investigacion Automatic planning of nanoparticle assembly tasks. En dicho

articulo Makaliwe utiliza algoritmos de busqueda camino y un microscopio electrénico
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de barrido para desplazar nanoparticulas de manera automatizada hacia varios

puntos designados tomando el camino mas corto [,

Una ilustracion del disefio del mapa se muestra en la Figura 52. El punto de inicio esta

marcado en verde mientras que el objetivo esta marcado en rojo.

_
: I

Figura 52. Disefio del mapa de Makaliwe. La marca verde indica el punto de inicio, mientras que la

marca roja el objetivo.

La intencién con este mapa es observar lo que sucede cuando inicialmente el camino

Optimo se aleja del objetivo.

Se utilizaron mapas de 20x20, 40x40, 60x60, 80x80, 120x120, 140x140, 160x160,
180x180 y 200x200 y para cada uno se ejecutd cada algoritmo con el mismo punto
de inicio y objetivo.

En la Figura 53 se presentan los resultados.
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Mapas de Makaliwe
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Figura 53. Resultados de busqueda de camino més corto en mapas de Makaliwe. El algoritmo mas
lento es algoritmo de Dijkstra, seguido de BFS, JPS, A* y finalmente el algoritmo codicioso.

Se observa que Dijkstra es el algoritmo mas lento, seguido por BFS. Ambos
algoritmos no poseen una funcion heuristica, por lo cual terminan realizando su
busqueda hacia todas direcciones. Aunque el nimero de celdas que exploran ambos
es similar, BFS le toma menos operaciones debido a que tiene una complejidad

temporal menor.

Por otro lado, el resto de algoritmos que utilizan funciones heuristicas son mas rapidos
por un gran margen, indicando que la heuristica es util en algun punto. Inicialmente
cuando un algoritmo con heuristica intenta salir de la estructura de obstaculos con
forma de C, tiende a comportarse como el algoritmo de Dijkstra explorando varios
nodos adicionales. Pero una vez fuera, el camino éptimo mantiene su direccién hacia

el objetivo y de este modo el algoritmo se beneficia de su heuristica.

En la Figura 54 se muestra una comparaciéon visual entre el nimero de celdas

exploradas por el algoritmo de Dijkstra 'y A*.
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Figura 54. Comparacion visual del nimero de nodos explorados por el algoritmo de Dijkstra y A* en
un mapa Makaliwe.

En la ilustracion se observa que en un principio A* expande hacia todos lados, pero
una vez fuera de la estructura en forma de C, A* se beneficia de su heuristica,
mientras que el algoritmo de Dijkstra se expande hacia todas direcciones en todo

momento explorando celdas adicionales.

A* y JPS estan a la par, siendo JPS ligeramente mas lento porque el espacio es
abierto y no hay muchos obstaculos provocando que la busqueda de vecinos forzados

llegue varias veces al borde del mapa.

El algoritmo codicioso es el mas rapido expandiendo el menor nimero de celdas. A
diferencia de los otros algoritmos, el algoritmo codicioso toma un camino distinto. El
camino no es el optimo y la aproximacion que brinda es diferente alrededor de 20
unidades de longitud en los mapas mas grandes. Una comparacion se muestra en la

Figura 55.
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Distancia optima y distancia codiciosa
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Figura 55. Comparacion entre la distancia del camino mas corto y la distancia del camino encontrado

por el algoritmo codicioso en los mapas de Makaliwe.

Para espacios abiertos donde hay una variedad de caminos que conducen hacia el
objetivo, el algoritmo codicioso suele ser mas rapido. Debido a que inicialmente el
camino Optimo requiere ir en direccion contraria del objetivo, esto ocasiona que el
algoritmo empiece a encontrar un camino lejano de lo 6ptimo. Comparado con el
mapa de cruces y mapa de cuadrados dénde el camino mas corto era casi una linea
recta y la diferencia entre la solucion encontrada por el algoritmo codicioso y otros
algoritmos que aseguran encontrar el camino 6ptimo es despreciable.
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Parte V

CONCLUSIONES
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En este trabajo se realizé una investigacion sobre algoritmos de busqueda de camino
en entornos 2D con el objetivo de sefialar qué algoritmo es preferible usar respecto a
otro dependiendo del mapa. Dichos algoritmos tienen potenciales aplicaciones en
nanotecnologia en el ensamblaje automatizado de microrobots o0 en sistemas de
navegacion automatizados de nanomdaquinas para el transporte de farmacos de

manera autbnoma.

Cuando se decide qué algoritmo utilizar, se debe esclarecer lo que se considera
prioritario. Si es importante que la solucion sea Optima lo mejor es utilizar JPS o BFS
si el mapa tiene varios obstaculos, o A* si hay pocos obstaculos. En cambio, si no es
importante que la solucion sea el camino mas corto, Best First Search (codicioso) es

el algoritmo ideal.
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Parte VI

EPILOGO
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ANEXO

PSEUDOCODIGO DEL ALGORITMO DE DIJKSTRA

1.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

funcion DIJKSTRA (grafo, inicio, objetivo)
para cada v de grafo.V hacer
vV <= o
fin para
lista cerrada <- @
lista abierta <- @
inicio.predecesor <- nulo
inicio.G <= 0
lista abierta.adicionar (inicio)
repetir:
si lista abierta = 9 entonces regresar error
v <- lista abierta.extraer minimo() //Extrae el
vértice en la lista abierta con el valor G mas pequefio
lista cerrada.adicionar (v)
si v = objetivo entonces romper ciclo
para cada sucesor s de v hacer
si s estd en la lista cerrada entonces continuar
G <- v.G + costo(v, s) //Estimando valor G
si s no estd en la lista abierta entonces
s.G <= G
lista abierta.adicionar (s)
S.predecesor <- v

si no si G < s.G entonces
s.G <= G
S.predecesor <- v
fin para

fin repetir

camino <- @

n <- objetivo

mientras n no es nulo hacer
camino.adicionar (n)
n <- n.predecesor

fin mientras

camino.invertir ()

regresar camino
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PSEUDOCODIGO DEL ALGORITMO A*
1. funcion A ESTRELLA (grafo, inicio, objetivo)

2. para cada v de grafo.V hacer

3 vV <— o

4 fin para

5. lista cerrada <- @

6. lista abierta <- @

7 inicio.predecesor <- nulo

8 inicio.G <- 0

9 inicio.H <- HEURISTICA OCTILE (inicio, objetivo)

10. inicio.F <- inicio.G + inicio.H

11. lista abierta.adicionar(inicio)

12. repetir:

13. si lista abierta = 9 entonces regresar error

14. v <- lista abierta.extraer minimo() //Extrae el
vértice en la lista abierta con el valor F mas pequefio

15. lista cerrada.adicionar (v)

16. si v = objetivo entonces romper ciclo

17. para cada sucesor s de v hacer

18. si s estd en la lista cerrada entonces continuar

19. G <- v.G + costo(v, s) //Estimando valor G

20. H <- HEURISTICA OCTILE (s, objetivo)

21. F <- G+ H

22. si s no estd en la lista abierta entonces

23. s.G <- G

24. s.H <- H

25. s.F <- F

26. lista abierta.adicionar (s)

27. s.predecesor <- v

28. si no si G < s.G entonces

29. s.G <- G

30. s.H <- H

31. s.F <- F

32. s.predecesor <- Vv

33. fin para

34. fin repetir

35. camino <- @

36. n <- objetivo

37. mientras n no es nulo hacer

38. camino.adicionar (n)

39. n <- n.predecesor

40. fin mientras

4]. camino.invertir ()

42. regresar camino
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funcion HEURISTICA OCTILE (vertice, objetivo)
x <- vertice.x //Coordenada x del vértice
y <- vertice.y //Coordenada y del vértice
X objetivo <- objetivo.x //Coordenada x del objetivo
y objetivo <- objetivo.y //Coordenada y del objetivo

ogkwhE

dx <- abs(vertice.x - x objetivo) //abs es el valor
absoluto B
7 dy <- abs(vertice.y - y objetivo)
8. si (dx > dy) entonces
9 H <- (dx - dy) + sqgrt(2) * dy //Calculando valor H

10. si no entonces
11. H <- (dy - dx) + sqgrt(2) * dx //Calculando valor H
12. regresar H
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PSEUDOCODIGO DE JUMP POINT SEARCH
1. funcion A ESTRELLA (grafo, inicio, objetivo)

2. para cada v de grafo.V hacer

3 vV <— o

4 fin para

5. lista cerrada <- @

6. lista abierta <- @

7 inicio.predecesor <- nulo

8 inicio.G <- 0

9 inicio.H <- HEURISTICA OCTILE (inicio, objetivo)

10. inicio.F <- inicio.G + inicio.H

11. lista abierta.adicionar(inicio)

12. repetir:

13. si lista abierta = % entonces regresar error

14. v <- lista abierta.extraer minimo() //Extrae el
vértice en la lista abierta con el valor F mas pequefio

15. lista cerrada.adicionar (v)

16. si v = objetivo entonces romper ciclo

17. sucesores <- OBTENER SUCESORES (v, inicio, objetivo)

18. para cada elemento s de la lista de sucesores hacer

19. si s estd en la lista cerrada entonces continuar

20. G <- v.G + costo(v, s) //Estimando valor G

21. H <- HEURISTICA_OCTILE(S, objetivo)

22. F <- G+ H

23. si s no estd en la lista abierta entonces

24. s.G <- G

25. s.H <- H

26. s.F <- F

27. lista abierta.adicionar (s)

28. s.predecesor <- Vv

29. si no si G < s.G entonces

30. s.G <- G

31. s.H <- H

32. s.F <- F

33. s.predecesor <- Vv

34. fin para

35. fin repetir

36. camino <- @

37. n <- objetivo

38. mientras n no es nulo hacer

39. camino.adicionar (n)

40. n <- n.predecesor

4]. fin mientras

42. camino.invertir ()

43. regresar camino
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W

20.
21.
22.
23.

funcion OBTENER SUCESORES (vertice, inicio, objetivo)

suces
vecin
vértice

para

//

si

si

si

si

si

si

ores <- @
os <- vertice.vecinos //vértices adyacentes al
cada vecino en la lista vecinos hacer
Obteniendo direccion del vértice hacia el vecino
(vecino.x — vertice.x < 1) entonces
dx = -1
no si (vecino.x - vertice.x > 1) entonces
dx = 1
no entonces
dx = vecino.x - vertice.x
(vecino.y — vertice.y < 1) entonces
dy = -1
no si (vecino.y - vertice.y > 1) entonces
dy = 1
no entonces
dy = vecino.y - vertice.y
//Buscando un vértice al cual saltar
punto salto <- SALTO(vertice.x, vertice.y, dx, dy,

inicio,
//S

si

objetivo)

i hay un punto de salto, afiadirlo a la lista
punto salto no es nulo entonces
sucesores.adicionar (punto_salto)

regresar sucesores
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1. function SALTO(vx, vy, dx, dy, inicio, objetivo)

2. // vx, vy - Coordenadas del vértice actual dx,dy -
direccién
3. //salto es un vértice en la cuadricula como posible punto

de salto
4 salto.x <- vx + dx
5 salto.y <- vy + dy
6. si salto es un obstaculo en la cuadricula entonces
7 regresar NULO
8 si salto.x = objetivo.x y salto.y = objetivo.y entonces
9. regresar salto
10. //Caso diagonal
11. si dx # 0y dy # O

12. si hay vecinos forzados para direccidén en diagonal
entonces

13. regresar salto

14. //Revisando vecinos forzados de manera horizontal vy
vertical

15. //Este caso es especial para direccidén diagonal

16. si SALTO(salto.x, salto.y, dx, 0, inicio, objetivo)

no es NULO o SALTO(salto.x, salto.y, 0, dy, inicio,
objetivo) no es NULO entonces

17. regresar salto

18. si no

19. //Caso horizontal

20. si dx # 0

21. si hay vecinos forzados para direccidén horizontal
entonces

22. regresar salto

23. //Caso vertical

24. si no

25. si hay vecinos forzados para direccidédn vértical

26. regresar salto

27. //S1i no se encontraron vecinos forzados probar con

otro punto de salto
28. regresar SALTO(salto.x, salto.y, dx, dy, inicio,
objetivo)
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PSEUDOCODIGO DEL ALGORITMO BREADTH FIRST SEARCH

1. funcion BFS (grafo, inicio, objetivo)

2. para cada v de grafo.V hacer

3 v.distancia <-

4 v.explorado <- falso

S. fin para

6. inicio.explorado <- verdad

7 inicio.predecesor <- nulo

8 inicio.distancia <- 0

9 Q <- Una cola vacila

10. Q.encolar (inicio)

11. mientras Q # 2 hacer

12. v <- Q.decolar ()

13. si v = objetivo entonces romper ciclo
14. para cada sucesor s de v hacer

15. si s.explorado # verdad entonces
16. s.explorado <- verdad

17. s.predecesor <- v

18. si s es diagonal a v entonces
19. s.distancia <— v.distancia + 2
20. si no entonces

21. s.distancia <- v.distancia + 1
22. Q.encolar (s)

23. fin para

24. fin mientras

25. camino <- @

26. n <- objetivo

27. mientras n no es nulo hacer

28. camino.adicionar (n)

29. n <- n.predecesor

30. fin mientras

31. camino.invertir ()

32. regresar camino
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PSEUDOCODIGO DEL ALGORITMO BEST FIRST SEARCH

(CODICIOSO)
1. funcion CODICIOSO (grafo, inicio, objetivo)
2. para cada v de grafo.V hacer
3 vV <— o
4 fin para
5. lista cerrada <- @
6. lista abierta <- @
7 inicio.predecesor <- nulo
8 inicio.H <- HEURISTICA OCTILE (inicio, objetivo)
9. lista abierta.adicionar (inicio)
10. repetir:
11. si lista abierta = % entonces regresar error
12. v <- lista abierta.extraer minimo() //Extrae el
vértice en la lista abierta con el valor H mas pequefio
13. lista cerrada.adicionar (v)
14. si v = objetivo entonces romper ciclo
15. para cada sucesor s de v hacer
16. si s estd en la lista cerrada entonces continuar
17. H <- HEURISTICA OCTILE (s, objetivo)
18. si s no estd en la lista abierta entonces
19. s.H <- H
20. lista abierta.adicionar(s)
21. s.predecesor <- v
22. fin para
23. fin repetir
24. camino <- @
25. n <- objetivo
26. mientras n no es nulo hacer
27. camino.adicionar (n)
28. n <- n.predecesor
29. fin mientras
30. camino.invertir ()
31. regresar camino
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