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Métodos de Caminatas Aleatorias Hasting-Metropolis (por sus siglas en
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Matriz Simétrica Positiva Definida (por sus siglas en inglés Symmetric Po-
sitive Definite)

Matriz Simétrica Semipositiva Definida (por sus siglas en inglés Symmetric

Positive Semi-definite)
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Resumen

En este trabajo se implementaron diferentes técnicas relacionadas con problemas inversos ba-
yesianos para la formulacion de un disefio experimental 6ptimo (OED) en Ecuaciones Dife-
renciales Parciales. Dicho experimento tiene la caracteristica de que el usuario puede elegir la
cantidad minima de nodos posibles para medir y de manera que dichos nodos aporten la mayor

informacion posible a la hora de hacer inferencias de los parametros.
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Capitulo 1

Introduccion

Dentro de la ciencia, la ingenieria y las finanzas existen modelos matematicos que dependen
de parametros, a las ecuaciones que gobiernan dichos modelos se les conoce como problema
directo o mapeo directo. Sin embargo, la reproducibilidad de dichos modelos dependen del
conocimiento de los pardmetros involucrados; es entonces que la estimacidn de estos parametros
se convierte en el objeto de estudio el cual se denomina problema inverso (para varios ejemplos
puede consultar [9], [18], [19]). A su vez, los problemas inversos necesitan de mediciones hechas

con aparatos de alta precision en laboratorios o en posiciones geogrificas especificas.

En la mayoria de casos estas mediciones estan hechas por personal calificado y/o por apara-
tos cuyo funcionamiento puede ser en si costoso, por lo que la adquisicién de datos puede ser
inviable si se desean muchas mediciones. Es entonces cuando se requiere formular un modelo
matematico para un experimento que contenga solo las mediciones que sean indispensables; esto

se conoce como disefio experimental optimo.

Existen varios enfoques para la solucién de problemas inversos; en nuestro caso nos enfocamos
en el paradigma bayesiano, el cual consiste en hacer la inferencia del pardmetro m asocidndole
una distribucién de probabilidad, la cual llamaremos distribucién posterior. Dicha distribucion
se construye a través de una distribucion a priori de m por medio de informacién previa, y
de mediciones englobadas en una funcién llamada verosimilitud. En particular nos enfocamos
en modelos gaussianos y aproximaciones de rango bajo para el modelado de la distribucion

posterior.

Una vez aplicadas dichas herramientas para construir una distribucion posterior en algunos pro-
blemas de PDEs, se procedi6 a su implementacion en la formulacién del disefio 6ptimo.
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1.1. Trabajos previos

El enfoque usado en este trabajo es que cuando se trabajen problemas inversos donde el espacio
parametral estd en un espacio de Hilbert con dimensidn infinita, entonces se use una distribucién

a priori formulada en dicho espacio y después se discretice €sta.

Un trabajo pionero es el hecho por [9] en probemas inversos bidimensionales de mecanica de
fluidos. Después se generalizé esta idea para varios problemas en [36], asi mismo en dicho
trabajo se pudo probar existencia y estabilidad en la solucién al problema inverso.

Para la discretizacion numérica de la distribucidn a priori tenemos el trabajo de [6] el cual a
su vez estd basado en la tesis doctoral [34]. En estos trabajos se puede construir el operador de
covarianzas y la media de la distribucién a priori gaussiana por medio del método de elemento
finito.

En el caso de la distribucién posterior basada en aproximaciones de rango bajo tenemos los
trabajos de [11] y [35]. El primero de ellos se basa en hacer una proximacién por medio de des-
composicion SVD truncada, mientras que el segundo usa eigenvalores generalizados ademads de
dar una proximacion que es 6ptima con la distancia de Hellinger, la de Forstner y la Divergencia

de Kullback-Leibler respecto a la posterior de rango completo.

Respecto a la parte de disefio 6ptimo experimental basado en la minimizacion de la traza, uno
de los primeros compendios del drea se encuentra en [27]; sin embargo, dicho trabajo no esta
enfocado a problemas inversos como tal. Una referencia de diseiio 6ptimo en problemas inversos
usando un enfoque diferente es [24]. En nuestro caso, este trabajo usa como marco de referencia
a [2], el cual se basa en la minimizacion de la traza. Cabe mencionar que un trabajo muy reciente
basado en la minimizacién de la traza es el dado por [20]; sin embargo, dicha investigacion

necesita del desarrollo de més herramientas que no son estudiadas en esta tesis.

1.2. Objetivos

El objetivo de este trabajo es modificar la parte de la regularizacion en la metodologia de disefio
optimo propuesta en [2], aqui la parte de la regularizacion se sustituye por una secuencia de
regularizaciones LASSO. Una vez hecho esto, otro objetivo es analizar los resultados de manera
sucesiva con respecto a datos sintéticos para tres estudios de caso.
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1.3. Contribuciones

En el trabajo de [2] se usé una regularizacion LASSO en la que se propone de manera arbitraria
un coeficiente de regularizacion alto. Esto seguido de una regularizacion basada en funciones
convexas y suaves a trozos, lo anterior con la finalidad de discriminar los nodos que no se

consideran informativos.

Nuestra propuesta de regularizacion LASSO sucesiva genera una discriminacion de los nodos de
manera suave. Asi mismo esta metodologia reduce la dimension del problema, evitando un mal
condicionamiento del problema y guardando la informacién secuencialmente para un analisis
mas detallado.

1.4. Limitaciones y trabajo futuro

Las limitaciones en este trabajo se resumen primeramente en la capacidad de computo que se
tenia para los estudios de caso propuestos, ya que el calculo del disefio 6ptimo es bastante
costoso computacionalmente. Esto a pesar de que se us6 un cluster con aproximadamente 50

nodos para los célculos.

En segundo lugar, tenemos que esta metodologia para disefiar un problema OED est4 restringida

a problemas inversos cuyo mapeo directo es un operador lineal.
Algunas propuestas de problemas a futuro son las siguientes:

1. Problemas inversos no lineales.

2. Dominios con obstéaculos.

3. Problemas con datos reales.

4. Paralelizacion masiva via GPUs.

9

. Reformulacién de la metodologia con otros métodos numéricos para PDEs.

1.5. Contenido

El capitulo 2 se divide en cuatro secciones, la seccion 2.1 hace referencia al sustento tedrico
de las PDEs que se usaron en este trabajo. La seccién 2.2 consiste en un resumen sobre el

método de elemento finito para ecuaciones elipticas y parabdlicas, es aqui donde es explora
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de manera numérica la formulacién del problema directo. En el caso de la seccion 2.3 ésta esta
completamente enfocada al estudio de problemas inversos, donde se hace una breve introduccion
a éstos, a la estadistica bayesiana y al paradigma bayesiano como tal. Asi mismo se menciona
teoria especifica en la solucidn a este problema, como es el caso de la formulacién en espacios
de Hilbert con dimensién infinita, la construccién de la distribucién a priori y de la distribucion
posterior. El capitulo se cierra con la seccion 2.4, la cual aborda el tema de disefio 6ptimo y en
la que podemos encontrar desde su concepcion hasta el desarrollo de las técnicas usadas para su

implementacion.

En el caso del capitulo 3, la metodologia se divide en tres secciones. La secciéon 3.1 aborda
la forma en la que rescribe la discretizacion numérica hecha en la seccion de FEM. Mientras
que las secciones 3.2 y 3.3 especifican todos los pardmetros usados y la paqueteria de computo

respectivamente.

Los resultados son presentados en el capitulo 4, en donde se hizo una seccion para cada estudio

de caso. La conclusion de estos resultados estd dada en el capitulo 5 .

Finalmente, se escribieron dos apéndices. El apéndice A es referente a andlisis funcional y estd
enfocado en espacios de Hilbert y Espacios de Sobolev para complementar la teoria de PDEs
tratada en la seccion 2.1. Por otro lado, el apéndice B aborda el tema de probabilidad en espacios

de Hilbert con dimension infinita, aqui se complementa la teoria abordada en la subseccion 2.3.4.
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Marco teorico

2.1. [Ecuaciones diferenciales parciales

En esta seccion estudiaremos algunas de las propiedades tedricas de las ecuaciones usadas en
los estudios de caso mencionados previamente. Analizaremos brevemente los casos en los que

estos problemas obedecen a un problema bien planteado en el sentido de Hadamard.

2.1.1. Preliminares

En el 4mbito de la modelacion, generalmente surgen problemas de matemadticas cuya solucién
en principio puede ser desconocida. Lo que se esperaria de este tipo de problemas es dar una
solucién ya sea analitica o niimerica con las herramientas tanto tedricas como computacionales
que se tengan a la mano. Algunos de los problemas con los que nos podemos enfrentar son que
la solucidn no exista, o que existan multiples soluciones, o bien que dicha solucion sea sensible a
pequeios cambios en el estado inicial del problema; esto dltimo imposibilita la reproducibilidad

de un experimento.

Hadamard [25] se vi6 en la necesidad de replantear la forma en la que se debe estudiar un pro-

blema antes de preguntarse por una solucién, por lo que di6 la siguiente definicion.

Definicion 2.1.1. Un problema esta bien planteado si cumple con las siguientes condiciones:
1. La solucion existe.

2. La solucién es Unica.
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3. Es Lipschitz continua con respecto a los datos iniciales.

En nuestro caso nos interesan ecuaciones diferenciales parciales, en especifico del tipo eliptico

y parabdlico.

2.1.2. Operadores elipticos

Las ecuaciones que nos interesan son PDEs las cuales estan formuladas por operadores diferen-
ciales que pueden estar definidas en términos de derivadas débiles. En nuetro caso nos interesan

las que llamaremos elipticas y las cuales definiremos a continuacion.

Definicion 2.1.2. Sea (2 C R" acotado, abierto y conexo. Sean también las funciones medibles

a; j, b;, ¢; € L*(£2). Una ecuacién diferencial parcial eliptica es aquella que es de la forma

_ Z On, (ij(X)s, ) + Z O, (bi(x)u) + Z ¢i(X)ug, + ap(x)u = f(x), (2.1)

ij=1

y ademds cumple con la propiedad

n

D a;(x)&8 >0, VxEQEEREAO.

ij=1

El término asociado a los coeficientes a,; puede interpretarse fisicamente como difusion, mien-
tras que en el caso de los coeficientes b;, ¢;, éstos determinan transporte y finalmente el término
asociado a agy es una componente de reaccion. Al término f se le conoce como la fuente de la

ecuacion.

Esta misma ecuacion se puede escribir en forma de divergencia como

— V- (A(x)Vu) + V- (b(x)u) + ¢(x) - Vu + ag(x)u = f(x),

de la cual empezaremos a definir algunas condiciones de regularidad que son necesarias para

plantear el problema.

Definicion 2.1.3. Sea L el operador diferencial asociado a la ecuacién 2.1 sobre un dominio {2
acotado, entonces este operador es uniformemente eliptico si existen constantes My, My > 0
tales que

MifE] < A(x)§ - € < Myfé]”.

6
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Notemos que en un operador uniformemente eliptico los eigenvalores de A son estrictamente
positivos, por lo que en el caso de matrices diagonales basta con que sus elementos de la diagonal

sean funciones estrictamente positivas y acotadas en (2.

En nuestro caso nos enfocaremos en ecuaciones con término de transporte nulo y con condicién

de frontera nula
—V - (A(x)Vu) + ap(x)u = f(x), x €

(2.2)
u =0, x € 0f)

También buscaremos soluciones débiles, las cuales son aquellas que pertenecen al espacio de
Sobolev H} (). Por lo que el problema 2.2 se puede reformular en este sentido como encontrar
u € H} () en la forma variacional 2.3

/ (AVu - Vv + aguv) dx = / fudx, v € Hy(Q). (2.3)
Q Q

A partir de ahora es necesario dar las hip6tesis para formular un problema bien planteado, por
lo que el siguiente teorema establece el problema.

Teorema 2.1.1. Sea L el operador diferencial asociado al problema 2.2 tal que este es unifor-

memente eliptico y ademds se satisfacen las siguientes hipotesis:
1. € es un dominio Lipschitz.
2. ag(x) >0, c.s. en 2
3. fe L*N).

Entonces existe solucion vinica en H, 6 (Q) y existe una constante M que se satisface la siguiente
cota de estabilidad

1
Jull ) < M"f“LQ(Q)
Demostracion. Puede consultar la prueba en [33]. ]

Adicionalmente es posible dar algunas condiciones de regularidad para la solucién por medio
del siguiente teorema.

Teorema 2.1.2. Sea L el operador diferencial con las hipotesis del teorema anterior y ademds

cumple que:
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1. Q) es poligonal convexo o tiene frontera suave.
2. Q5 5 (X), ao(X) S Cl (ﬁ)

Entonces, v € H*(Q2) N HY ().

Demostracion. Puede consultar la prueba en [29]. O

2.1.3. Ecuacion de calor o difusion

Consideremos el problema dado por la Ecuacion de Calor también conocida como Ecuacién de

Difusion, la cual es de la forma

g—?—AVQUZO, (x,t) € 2 x(0,T)

u(x,0) = g(x), xe (2.4)
u(x,t) =0, (x,t) €I x[0,T].

En forma débil este problema puede escribirse como

/Qut(x, t)v(x)dx + A/QVu(x, t) - Vo(x)dx =0, vVt € (0,77,

con u(x,0) = g(x) y donde v € Hj ().

Dicha ecuacion representa un problema bien planteado y puede probarse por medio del siguiente
teorema.

Teorema 2.1.3. Sea Q un dominio poligonal convexo o bien con frontera 9 € C? y sea g(x) €

H(2) N H?(RY), entonces el problema 2.4 tiene solucion tinica y se cumple lo siguiente:
1. we L*(0,T; H3(Q2)) N HY (0, T; L*(Q)) N C°([0,T]; H} (2) N H?(R2)).
2. Existe C(A) > 0 independiente de t tal que

max |lu(x,t)||7: —|—/T %(X t)
t€[0,T] NN T ot

2

2
+ Jlu(x, t)!l?{z(m> dt < C(A) |9l
L2(Q)

Demostracion. Puede consultar la prueba en [29]. ]
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Esta ecuacién como lo dice su nombre, fue modelada para estudiar la transmision del calor
a través de la temperatura. Otra interpretacion fisica es la disipacion de alguna sustancia (por
ejemplo un contaminante) a través de un medio; a este tipo de procesos se les conoce como

difusivos.

Teniendo en cuenta lo anterior, la ecuacidon de calor tiene como una de sus caracteristicas mas

representativas, el ser una funcién decreciente en funcion del tiempo.

2.1.4. Estudio de casos

En esta seccion presentaremos los estudio de casos asociados a los problemas inversos que
abordaremos mds adelante, el objetivo es ver si en principio el problema directo (el cual es
encontrar a u en funcidén de sus pardmetros) es un problema bien planteado. Cabe mencionar
que a partir de este momento solo consideraremos casos en los que la matriz A(x) = A(x)I,

por lo que usaremos la notaciéon A(x) en lugar de A(x) para referirnos a la accién A(x)Vu =
A(x)Vu.

Caso 1

Sean = 2y el dominio 2 = [0, 1] x [0, 1]. El primer problema es la ecuacién de Poisson

-V -(Ax)Vu) =f, xe

u=0, xe&oiQ, 2>
donde el parametro de difusién queda dado por
Ax) = exp [— ((z = 1/2)* + (y — 1/2)%) ],
y el término fuente es
f(x) = 2m*A(x) sin(mz) sin(my) + 27 (z — 1/2) A(z) sin(ry) cos(mz) 26)

+27m(y — 1/2) A(x) sin(7z) cos(my).

Es fécil verificar que el parametro A(x) define un operador uniformemente eliptico y la fuente
es una funcién infinitamente suave en un conjunto compacto, por lo que f € L?*(€2). Con esto
estamos probando que este estudio de caso asociado al problema directo es un problema bien

planteado y su solucién por tanto debe ser tnica.

Finalmente notemos que la funcién u(x) = sin(nx) sin(7y) satisface ser solucion al problema

Dirichlet 2.5. Dicha funcion la podemos observar en la figura 2.1.1.

9



Capitulo 2. Marco teorico

Solucién Analitica

0.90
0.75
0.60
0.45
0.30
0.15
0.00

Figura 2.1.1: Solucién analitica, estudio de caso 1.

Caso 2

Sean = 2 con dominio 2 = [0, 1] x [0, 1]; este problema se conoce como ecuacién de reaccion-
difusion estacionaria y es de la forma

-V - (AX)Vu) + ap(x)u=f, x€Q

(2.7)
u=0, x€0IN,
con los siguientes parametros:
1. Difusién
A(x) = exp [— (xz + yg)}
2. Reaccion
ap(x) = 3.0.
3. Fuente
1 -2z 1 -2y
) = [ 22 4 2222 Aot
1—0p 1—0p 2p
A 2.8
+ {(1 —1x)? + x? + z(1 —x)} (x)v(x) 28)

10
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dondep > 2y
v(x) =aP(1 — x)PyP(1 — y)*. (2.9)

Este problema define un problema eliptico con los operadores A(x) y ag(x). Asi mismo estd
claro que f € L?(Q), todos estos parametros satisfacen las hip6tesis del teorema 2.1.2 por lo
que el problema es bien planteado y su solucion es: u(x) = v(x).

Usando p = 10 podemos observar la solucion analitica en la figura 2.1.2.

Solucion Analitica

0.90
0.75
0.60
0.45
0.30
0.15
0.00

Figura 2.1.2: Solucién analitica, estudio de caso 2.

Caso 3

Consideremos el dominio 2 = [0, 1] x [0, 1] y el problema

g_;‘ CAVPu=0, (x,1) €Qx(0,T)
(2.10)

u(x,0) =g(x), x€0
u(x,t) =0, (x,t) €9 x[0,T],

con los parametros A = 0.1, 7" = 1, y la condicion inicial
g(x) = 100 sin(7z) sin(7y).
Debido al teorema 2.1.3 se trata de un problema bien planteado y tiene como solucion
u(x,t) = 100 sin(7rx) sin(7y) exp(—272 At). (2.11)

11
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Dicha solucién la podemos observar en la figura 2.1.3 para los tiempos t = 0,0.4 y 0.8.

Ec de Calor, Analitica, t = 0.00e+00 Ec de Calor, Analitica, t = 4.00e-01

Ec de Calor, Analitica, t = 8.01e-01

Figura 2.1.3: Solucién analitica, estudio de caso 3.

12
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2.2. Meétodo de Elemento Finito

En este capitulo abordaremos el método de elemento finito, el cual funciona como método de
discretizacion numérica para el mapeo directo 2.37. Estudiaremos su convergencia y algunas
propiedades de la discretizacion en los estudios de caso mencionados. Gran parte de esta seccion
para los problemas elipticos estd basada en [22], asi mismo se recomienda consultar en la parte

de referente a los problemas parabdlicos a [23].

2.2.1. Justificacion

En la solucién de ecuaciones diferenciales parciales es comin usar métodos numéricos, esto
generalmente se debe a la imposibilidad de exhibir una solucién en términos de expresiones
algebraicas ya conocidas. Los métodos cldsicos para resolver cada problema dependen del tipo
de ecuacion a estudiar, del dominio sobre el cual se quiere resolver y de la informacién disponi-
ble. Por ejemplo, los métodos de diferencias finitas otorgan excelentes resultados con ecuaciones
elipticas y parabdlicas, asi mismo son baratos computacionalmente hablando, sin embargo, éstos
pueden usarse solamente en nodos sobre una rejilla y no ofrecen buenos resultados en ecuaciones

hiperbdlicas no lineales.

Los métodos de elemento finito por su parte también ofrecen excelentes resultados en ecuaciones
elipticas y parabdlicas; sin embargo, requieren mayor costo computacional ya que necesitan
crear mallas para su implementacion. Su gran ventaja radica en que los nodos pueden escogerse
de manera aleatoria salvo algunas excepciones. De igual manera, la amplia literatura que existe
sobre FEM ha permitido desarrollar las herramientas de problemas inversos que después serdn

mencionadas.

2.2.2. Aproximacion polinomial a trozos

Supongamos que tenemos un dominio 2 C R? con frontera Lipschitz y dentro de él un conjunto
de nodos {x;}, sobre los cuales queremos aproximar una funcién f(x). El objetivo es encon-
trar una funcién S¢(x) ~ f(x), los requisitos que pediremos de esta funcion es que sea continua

y que se pueda expresar por medio de una base finita.
Una opcién viable es usar polinomios en R?, el mas sencillo de ellos es el de grado 1
p1(X) = ap + a1z + asy,

pues tiene dimension 3 y por tanto necesita a lo mds 3 nodos no colineales para quedar determi-

nado de manera dnica por sus coeficientes.
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Para abordar este problema se puede descomponer este dominio en pequeios tridngulos, sobre
los cuales quedaria definida esta aproximacion. Para que dicha aproximacion funcione de ma-
nera adecuada, los nodos en nuestro dominio deben definir una triangulacion, la cual definimos

a continuacion.

Definicion 2.2.1. Denotemos por K al tridngulo formado por tres nodos, diremos que los nodos
{x;}Y¥, definen una triangulacién en el dominio {2 si para N tridngulos se satisface lo siguiente.
— | Nk
1. Q=14 K.
2. La interseccion de dos triangulos es una arista, un vértice o bien el conjunto vacio.

A dicha triangulacién la denotaremos por K.

Cabe mencionar que una triangulacion aceptable es aquella que no tiene tridngulos degenerados,

los cuales se definen como aquellos en los que sus vértices tienden a ser colineales.

Dada una triangulacion, el espacio sobre el cual definiremos nuestra base es el siguiente

Vi ={v:veCN), vlx € P(K), VK € K},

el cual se trata de funciones que son polinomiales de grado 1 en cada tridngulo K. Asi mismo
guarda la propiedad de ser continua entre tridngulos vecinos, es decir, si dos tridngulos vecinos
K, y K5 con funciones v; y vs respectivamente estdn conectados por una arista o un nodo,

entonces en dicha interseccion ocurrira que vy = vs.

La forma ideal de escoger una base {¢;}, para V}, es lo que popularmente se conoce en teoria

de interpolacion como una base de Lagrange, es decir, una de la forma

1, i=j

¢j(Xi): 0 i;éj’

i,j=1,2,...,N.

De esta manera, toda funcion v € V}, se puede escribir simplemente como

N
v = Z ;i Oi; a; = v(x;). (2.12)
i=1

Abhora, existen dos enfoques cldsicos para construir la funcion Sy. El primero es por medio de

una interpolacién 7 f; la construccion de este interpolante es simple ya que se define como
N
Tf = Zf(xi)¢z’-
i=1

14
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El otro enfoque se basa en construir una funcién de aproximacion, es decir, una funcién cuya
distancia a la funcién f sea minima en norma. La norma natural que corresponderia a esta base
{¢:}Y, esla correspondiente a L?(£2). Asf mismo el teorema de proyecciones ortogonales A.1.1
nos asegura que la funcién de distancia minima es la proyeccidn ortogonal en este espacio. En el
caso de L?(Q) recordemos que una proyeccién ortogonal sobre V;, queda dada por la siguiente

definicidn.

Definicién 2.2.2. Sea f € L?(f2), definimos la proyeccién ortogonal de f sobre V}, como aquella
funcién P,(f) € V), que cumple lo siguiente:

(f = Puf,v)12(0) = 0, Yv € V.

Dado que P, f € V},, entonces esta funcion se puede expresar en términos de la base, es decir

N
Puf =Y Goilx),
=1

por lo que nuestro objetivo se reduce a determinar los coeficientes de la base (;.

Notemos ahora que cualquier elemento v también se puede escribir en términos de dichas base,

por lo que la definicion de proyeccion ortogonal es equivalente a

<f - th7 ¢1>L2(Q) = 07 Vi = 1727 e 7N’ (213)

Reescribiendo a P, f en términos de la base y usando la equivalencia 2.13, encontramos que los

coeficientes de la proyeccion ortogonal quedan determinados por el sistema lineal

MT = b,

donde

M)i=G (M), = /Q biydx,  (b); = /Q foudx. (2.14)

Debido a que desde que aparecieron los métodos de elemento finito, é€stos han sido ampliamente
usados en problemas de mecdnica, existe una fuerte tradicién de llamar a M y b como matriz

de masa y vector de carga respectivamente.
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En este sistema debemos resaltar algunas cosas, la primera es que la solucién a este problema
es unica. Esto puede verse desde el Teorema de proyecciones ortogonales, donde la proyeccion
estd unicamente determinada. Por otro lado, dado que la base es polinomial a trozos, entonces las
entradas de la matriz de masa pueden calcularse de manera analitica bajo ciertas manipulaciones
algebraicas, situacidén que no sucede con las entradas del vector de carga. Para solucionar este

ultimo inconveniente, se opta por usar métodos de Newton-Cotes o alguna regla de cuadratura.

Refiriendonos a la solucion numérica del sistema lineal y su estabilidad, podemos remarcar las

siguientes propiedades.

Teorema 2.2.1. La matriz de masa M satisface lo siguiente:
1. Es simétrica definida positiva.

2. Tiene nuimero de condicion acotado.

Demostracion. [22] O

2.2.3. Solucion a ecuaciones elipticas y parabdlicas

Empezaremos por formular un problema Dirichlet para la ecuacion de Poisson y extender este
resultado para el caso eliptico 2.2. Finalmnete se formulara un problema de evolucién parabdlico

como uno estacionario eliptico por medio de métodos numéricos para EDO.

Ecuacion de Poisson

El primer problema a resolver serd el de la ecuacién de Poisson con coeficiente de difusion

variable

-V -(Ax)Vu)=f, x€Q

(2.15)
u=0, xe€od.

Como mencionamos en la seccidn anterior 2.1, estamos interesados en buscar una solucion débil.
Si bien, dicha solucién corresponde a H} ((2), al usar elemento finito tenemos que replantear el

espacio sobre el cual quedaria dada nuestra solucion.

Al aproximar una funcién por medio de una aproximacién polinémica vimos que la solucién

era una proyeccion ortogonal sobre el espacio Vj. En este método, la solucion numérica debe

16
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mimetizar a la solucién analitica, por lo que el espacio de soluciéon debe ser compatible con

H{ (). Para verificar dicha compatibilidad se puede probar primero que V,, C H'(Q) [23].

Por otro lado, el problema Dirichlet exige usar una condicién de frontera nula, lo cual obliga a
los elementos de la base a satisfacer esta misma condicidn. Asi el espacio solucion conveniente

es el definido como

V;? = {’U eV, U|aQ = O},

y el cual verifica que V}! C H(2) [23].

Una vez replanteado el espacio de interés, llamaremos uy, a la solucion numérica, la cual mime-
tiza la forma variacional analitica de la siguiente manera. Elegimos a v € V}? y multiplicamos
ambos lados de la ecuacién por dicho término, una vez hecho esto integramos por partes sobre
(2 y obtenemos la expresién

/ AVuy, - Vodx — / AvVuy, - ndx = / fudx.
Q a9 Q

Utilizando el hecho de que v se anula sobre la frontera, entonces el problema se reducen a la

/AVuh -Vudx = / fodx.
Q Q

De igual manera que en el caso de aproximacion polindmica, uy, se puede expresar por medio

ecuacion

de la base de Lagrange {¢; fil asociada a V}?, es decir, es de la forma
N
up(x) = Z Ui (x).
i=1
Sustituyendo en términos de la base tenemos nuevamente el sistema lineal
KU = b, (2.16)
donde

la matriz K también aparece en un contexto de mecdanica, por lo que regularmente es conocida

como matriz de rigidez.

17
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Al igual que en el caso de aproximacion polindmica, las entradas de b se calculan de manera
numérica con alguna cuadratura bidimensional o con métodos de Newton-Cotes. Para el caso
de la matriz de rigidez, recordemos que en cada tridngulo los elemento de la base se pueden

expresar por medio de un polinomio lineal, es decir

¢i(x) = aé + a’ix + aéy.

Los coeficientes de dicho polinomio varian dentro de cada tridngulo, esto de manera que la
funcién siga siendo una base de Lagrange y tenga un soporte compacto. De esta manera, los

tridangulos que estan dentro del soporte tienen gradientes dados por la expresion constante
Voi(x) - Vi (x) = dial + abay,.
Asi, la integral se reduce a una regla de cuadratura para el término A(x) sobre cada tridngulo K

en el soporte de la funcion.

Nuevamente tenemos una solucién basada en una proyeccion ortogonal, y por ende con solucién
unica. Asi mismo tenemos que la matriz de rigidez cumple con propiedades similares a la matriz

de masa.

Teorema 2.2.2. La matriz de rigidez K asociada al problema 2.15 es simétrica definida positiva.

Demostracion. Puede verificar la prueba en [23]. O

Ecuacion reaccion-difusion estacionaria

Consideremos ahora el caso concerniente a la ecuacion de reaccion difusion estacionaria

V- (AX)Vu) + ap(x)u=f, x€Q

(2.18)
u=0, x¢&o,

con los parametros A(x) y ag(x) tales que satisfacen las hipétesis del teorema 2.1.1; mas atn,
pediremos que ap(x) > C' > 0 para alguna constate C'. Al igual que en el caso de la Ecuacién
de Poisson 2.15, se trata de un problema bien planteado con solucién tnica y estable en H} (£2)

por el teorema 2.1.1.

Al igual que en el caso anterior, basta con proponer una solucién u;, € V0. Asi, al multiplicar la

PDE del problema 2.18 por v € V", tenemos la forma

18
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/AVuh-Vvdx—l—/aguhvdx—/ AvVuh~ﬁdx:/fvdx. (2.19)
Q Q E'9) Q

Por lo que al aplicar condiciones de frontera sobre la funcién v en la expresién 2.19, ésta se

reduce a

/ AVuy, - Vodx + / agupvdx = / fudx. (2.20)
Q Q Q

Sabemos que u;, = Zi\il U;¢i(x), por lo que la ecuacién 2.20 puede reformularse en términos
de la base de V. Para esto notemos que el primer término del lado izquierdo corresponde a la

matriz de rigidez 2.17 en la ecuacién de Poisson. Mientras que el otro término es muy similar al

dado por la matriz de masa 2.14 salvo el término a(x).

La solucion queda entonces establecida por el nuevo sistema lineal

(K+M,,)U =b, (2.21)
donde

(Mg )i _/ao@'%'dX, (2.22)
Q

Teorema 2.2.3. Sea M,,, la matriz de masa asociada a la integral

(Ma)ij = / aodiddx, (2.23)
Q
entonces M, es SPD.

Demostracion. Sea z € RY no nulo, entonces

N N
ZTMaOZ = Z Z Zi(Ma0>iij
j=1 i=1
/a0¢i¢jdX) Zj
_ Q
=1 i=1

N
/ C(ﬁﬂ%d)() Zj
Q
N N

Sy,
Zzzz (/Q ¢i¢jdx) Zj

V

22

(
-

<

Q

j=1 i=1
j=1 i=1

= Cz"Mz > 0.

19
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Dado que la matriz de masa M es SPD, se tiene la tltima desigualdad de lado derecho.

]

Usando el hecho de que la matriz de masa y de rigidez son simétricas definidas positivas, es
posible aseverar la misma propiedad para la matriz involucrada en el sistema lineal 2.21

Corolario 2.2.4. Sea la matriz de rigidez K,, :== K + M,,, entonces es SPD.

Demostracion. Sea el vector z € RY no nulo, al usar el hecho de que K y M,, son SPD

tenemos que

7z (K,,)z =z (K + M, )z
=2z"Kz +2" M,z > 0.

O
Ecuacion de difusion o calor
Veamos ahora el caso de la ecuacion de calor con condicion de frontera Dirichlet
ou 9
E—AV u=0, (x,t)eQx(0,T)
u(x,0) = g(x), xe€Q (2.24)

u(x,t) =0, (x,t)€ 00 x[0,T],

donde el pardmetro de difusion es una constante A > (0. Dado que este problema esta bien plan-
teado, es posible hacer una semidiscretizacion basada en la discretizacion de la parte temporal.
A esto cominmente se le conoce como método de lineas.

Para poder aplicar el método de lineas, empezaremos por definir el operador £ asociado a la
parte eliptica de la ecuacion como
Lu = AV

Con lo anterior, la ecuacion se puede escribir como

ou
5 = (2.25)

donde la estructura de los operadores diferenciales es andloga a la de un problema de valor

inicial para una ODE. A su vez, esto conlleva al uso de métodos numéricos para ODEs.

20
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Una propuesta adecuada para este problema es el método llamado regla trapezoidal, a veces co-
nocida en el contexto de diferencias finitas como Crank-Nicolson. Este consiste en usar la regla
de integracion trapezoidal sobre el lado derecho de la expresion 2.25. Para ello consideremos la
particién del tiempo t* = kAt € [0,T] conk =0,1,2,..., N,.

Entonces el esquema queda dado por

At
l(x) = > (Luf(x) + Lu" (%)) (2.26)
La primera razon para elegir este método es que es consistente, lo que quiere decir que mimetiza
el operador diferencial temporal de manera adecuada, ademads su error local de truncamiento es
del orden

[u¥ —u(t®)| = O(A), (2.27)

el cual es superior a las dos versiones de Euler clasicas. Otro beneficio es que este método
califica en la categoria de A-estable, es decir, que su regién de estabilidad es todo el semiplano
complejo izquierdo, o equivalentemente, que cualquier tamafio de paso At asegura estabilidad

lineal. Estos resultados pueden consultarse en [15].

Cabe mencionar que la A-estabilidad depende de la estructura de la ODE; para asegurarla es
necesario que todos los eigenvalores del operador £ sean negativos. Esto es facil de probar ya
que la discretizacion espacial de dicho operador depende de la matriz de rigidez. Para probar la

afirmacién anterior, definamos uf € V}? la solucién por elemento finito en cada paso de tiempo

k.

El esquema trapezoidal para la solucién u} es entonces

AAtL

uf(x) — ub (%) = —~5 (Vzui(x) + Vguﬁ_l(x)) , (2.28)
y a su vez esto puede reescribirse
AAtL AAtL
- TVQU;“L(X) +up(x) = TVQUZ_I(X) +ubH(x). (2.29)

Notemos primero que esta formulacion se ha reducido a la solucién con elemento finito del
problema eliptico 2.18. Multiplicando la igualdad 2.29 por la funcién arbitraria ¢ € V) e inte-
gramos por partes, tenemos que

AAt AAt
—/ Vuy - Vudx + / ufvdx = ——— [ Vub™' - Vudx + / uftvdx. (2.30)
2 Ja Q 2 Ja Q
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Asi la discretizacion total de la ecuacion de calor con elemento finito, estd dada por la expresion

2.31
(M + %K) Ur = (M — %K) Ukt (2.31)

Es claro que la matriz asociada a este problema es un caso particular de la matriz involucrada
en la ecuacion de reacion difusion estacionaria, por lo que podemos garantizar que tenemos una

solucién numérica bien definida para cada paso k del tiempo.

2.2.4. Solucion numérica a sistemas lineales

Como ya hemos visto, un problema de proyeccion ortogonal como de solucién a PDEs elipticas
o parabdlicas lineales lo podemos resumir a la solucién de un sistema lineal algebraico. Tanto las
matrices de masa como rigidez cumplen con la peculiaridad de ser simétricas definidas positivas,

mas aun, el soporte compacto de la base asegura que son matrices ralas.

Debido a las propiedades anteriores, de manera cldsica muchos autores como por ejemplo [3],
[23], [22] y [32] han sugerido que el sistema lineal involucrado se resuelva con métodos del
Subespacio de Kylov como Gradiente Conjugado, GMRES, BIGSTAB, entre otros. También se
ha recomendado que el almacenamiento de las matrices se haga de manera rala; existen dife-
rentes formatos para ello como el CSR, CSC, MSR, etc, los cuales reducen sustancialmente la
memoria involucrada como las operaciones asociadas a cada método. Para consultar mds sobre

estos formatos puede consultar por ejemplo a [3] y [32].

Si bien nunca se recomienda calcular matrices inversas en la solucion a sistemas linales de este
tipo, mds adelante veremos que en el estudio de los problemas inversos generalmente necesita-
mos calcular operadores de la forma

R=E"'F, (2.32)

con las matrices estudiadas previamente.

Una forma de hacer esto eficientemente es por medio de métodos directos (basados en factori-
zacién) con almacenamiento ralo; estos métodos se basan en hacer una descomposicién LU o
de Cholesky de R tomando en cuenta las pocas operaciones y almacenamiento de una matriz en

formato ralo. Una vez hecho esto, se calcula la solucion a los sistemas lineales
ER,; = F;, 1=1,2,..., Nk, (2.33)

por medio de sustitucion hacia atrds y hacia adelante. En este caso F; es la ¢-ésima columna de
F, asi mismo la solucion R; resulta ser la i-€sima columna de R. Con esto, el proceso de mayor

complejidad es la factorizacion y ésta sélo se calcula una vez.
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La libreria de Scipy en python3 conocida como Sparse linear algebra contiene la funcién spsol-
ve, con la cual se puede calcular el operador R en 2.32 de manera eficiente. Para mds detalles

puede consultar [Sci].

2.2.5. Estimacion del error

Cerraremos esta seccion relativa al método de elmento finito mencionando algunas estimaciones
de error conocidas para las funciones lineales a trozos. Comenzaremos por remarcar que en este
contexto se prefiere el uso de la norma de energia para funciones en H{ definida como A.2

Una vez hecha la observacion anterior, tenemos las siguientes cotas de error.

Teorema 2.2.5. Sean los problemas elipticos 2.15 y 2.18 con las hipotesis ya mencionadas en

cada caso, entonces se tienen las siguientes estimaciones en:

1. Norma de energia

lu— unllma ) < Chllullg2q)- (2.34)

2. Norma L*(2)
||u—uh||Lz(Q) S Ch2HU||H2(Q). (235)

3. Norma L>=(X)
|u = unll 2o (@) < Chllul|g2(0)- (2.36)
Demostracion. Las pruebas pueden encontrarse en [29]. [
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2.3. Problemas inversos

En este capitulo desarrollaremos la parte correspondiente a la teoria de los problemas inversos,
haremos una breve descripciéon del planteamiento bayesiano tanto en dimensién finita como
infinita. Asi mismo estudiaremos técnicas relativamente recientes para atacar este problema en

dimension infinita y su correcta mimetizacion a dimension finita.

2.3.1. Definicion de problema directo e inverso

Supongamos que tenemos un modelo matematico determinista o estocastico que depende de uno
o0 varios parametros, los cuales englobaremos en la variable m. Si dicho pardmetro ya se supone
conocido desde un principio, entonces tenemos lo que llamamos un problema directo, y queda
dado por el mapeo

u=g(m), (2.37)

mientras que a la estimacion de m, conocidas mediciones de v se le llama problema inverso.
A continuaciéon mencionaremos algunos ejemplos de problemas inversos:

1. Ecuacion de van der Pol.
T=1y
y=p(l-2")y—= (2.38)
2(0) = 2o,  y(0) = yo.
Esta ecuacion es de gran importancia en la modelacion de circuitos eléctricos [38]; el

problema inverso consiste en la estimacion del pardmetro m := p a partir de las observa-

ciones

2. Ecuaciones de la elastodindmica
Consideremos el dominio acotado y Lipschitz 2 x (0,7"), sobre dicho dominio las ecua-

ciones
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O, bz 2) (0TM N asz)

ot Oz 0z

o =) (5 5)

e
R

OTp. vy n %
ot H 0z ox )’

con condicion inicial

(Uxa Vzy Tozy Tzzy sz) (X, O) = UO(X)a X € Qa

y cuya condicién de frontera es

(Uamvza Txx, TZZ7TIZ> (X, t) = g(Xa t)? (X7 t) € a_Q X [07 T]

Se trata de un sistema de ecuaciones hiperbdlicas que rigen la propagacion de las ondas
P-SV, es usado ampliamente en la modelacion sismica [39]. El problema inverso para un
medio homogéneo consiste en la estimacién de los coeficientes A y p conocidos como

constantes de Lamé.

Notemos que el problema involucra méas de un coeficiente, por lo que el problema se

considera de dimension dos y el parametro por estimar es

()

dadas las observaciones

. Ecuacion de calor en medios heterogéneos.

Asumamos que queremos modelar la propagacion del calor sobre un medio heterogéneo,

en el dominio Lipschitz y acotado €2 x (0, 7). Entonces como ya hemos visto previamente,
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las ecuaciones que modelan este problema son

% — V- (AX)V) = f(z), (x,t) € Qx (0,T)

U(Xa O) = g(X), x e (2.40)
u(x,t) = p(x,t), (x,t) €00 x[0,T].

Como pardmetro a modelar en un problema inverso podriamos considerar alguno de los

siguientes casos:
a) El coeficiente de difusion A(x).
b) El términio fuente f(x).
¢) La condicion inicial g(x).
d) La condicion de frontera p(x, t).

Notemos que para cada uno de los casos, el pardmetro m es una funcion y en general el espacio
al que pertenece puede tener dimension infinita. En estos casos, obtener una estimacion de una
funcién suele ser mucho mds complicado de tratar que los problemas finito dimensionales; asi
mismo computacionalmente muchas veces incluyen un gran reto en tiempo de computo. Mas

adelante veremos una técnica especial para este tipo de problemas.

2.3.2. Problema inverso no determinista

Cabe mencionar que los problemas inversos generalmente son problemas mal planteados en
el sentido de Hadamard 2.1.1. Existen ejemplos de problemas inversos en dimension infinita
bien planteados (generalmente asociados a PDEs); sin embargo, las hipétesis de regularidad son

demasiado restrictivas (para varios ejemplos puede consultar Isakov [18]).

Otro inconveniente es que, en el mundo real las mediciones de la variable de observacion «
siempre contienen ruido. Dicho ruido puede estar asociado a los intrumentos de medicidn, va-
riables ambientales e incluso manipulacion humana de los instrumentos. Este ruido genera una

incertidumbre tanto de las observaciones como del pardimetro m.

Existen diferentes formas de modelar el ruido, la més sencilla es suponer que el ruido es una
variable aleatoria 1 con una distribuciéon de probabilidad. La primer suposicion que haremos
para nuestra modelacién es que tenemos ruido aditivo, es decir, las observaciones son de la

forma

i=G(m)+7. (2.41)
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Asi mismo su esperanza tiene que ser nula, es decir,
E(n) =0.

A pesar de que los problemas inversos son mal planteados y estdn contaminados con ruido, se

han estudiado técnicas para dar una solucién numérica a estos problemas.

Uno de los enfoques clésicos consiste en regularizar estos problemas con algoritmos de op-
timizacion clésica. Por ejemplo, si nuestro mapeo es lineal, entonces es posible usar: minimos
cuadrados, descomposicion SVD truncada, regularizacion de Tikhonov, iteracion de Landweber-
Fridman, etc. Mientras que en en los no lineales tenemos aquellos basados en algoritmos iterati-

vos como los métodos Newton y Quasi-Newton, entre otros (para mas detalles puede consultar

[19]).

Otro enfoque del cual hablaremos a profundidad aqui, es considerar a todas las variables invo-
lucradas como variables aleatorias. De esta manera el problema inverso puede atacarse desde
diferentes enfoques de la estadistica, en particular nos enfocaremos en el paradigma bayesiano,

el cual aprovecha la informacién previa sobre el pardmetro a estimar.

Finalmente, mencionaremos que las medidas de probabilidad sobre las cuales trabajaremos se
haran sobre espacios de medida no discretos y definen distribuciones continuas.

2.3.3. Elementos de Estadistica Bayesiana

Supongamos que tenemos la variable aleatoria X definida sobre la tripleta (X, X, P), donde
X es un espacio de medida, X una o-dlgebra y P medida de probabilidad, estos dos ultimos
definidos sobre X. Si X depende de uno o varios parametros 6, entonces el objetivo al que se
reducen varias teorias estadisticas es hacer inferencias sobrel el valor desconocido de 6 dada

informacion de las realizaciones de X.

La estadistica bayesiana parte de la premisa de que al existir incertidumbre en el pardmetro, se
puede postular una distribucion inicial de manera subjetiva para éste. Por tanto, debe existir una
tripleta (©, O, H) sobre la cual la distribucién estd definida. Dicha distribucién debe contener la
informacién que se tenga a la mano del pardmetro por estimar y se le conoce como distribucion
a priori. Adicionalmente supondremos que existe una densidad asociada a dicha distribucién y

la denotaremos por 7, (6).

De esta manera se puede definir una variable aleatoria (z, f) sobre la o-dlgebra X x O, asi mismo
se puede definir la densidad conjunta 7(z, §). Ahora, por definicion de densidad condicional, se
tiene que la densidad conjunta puede expresarse como

n(x,0) = w(2|0),0 (0),
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donde a 7(x|f) modela las realizaciones de X, dada informacién del pardmetro 6.

En un modelo bayesiano siempre se tiene informacion previa pero no suficiente del pardmetro,
de igual manera se cuenta con realizaciones en funcion del pardmetro, por lo que la distribucién
a priori y la verosimilitud son informacién inicial. El objetivo entonces se reduce a buscar una
distribucién condicional de la forma 7, (6|x), a esta distribucién se le conoce como distribu-

cion posterior.

Teorema 2.3.1. La distribucion posterior puede calcularse como

(x|0)m, ()
Tpost (1) = Jo 7 (@0 ) (07)d6

Demostracion. Por el Teorema de Bayes [36] las distribuciones conjuntas quedan relacionadas

por la expresion
m(]0)mpr (6)

Tpou(0l2) =

pero la marginalizacién de la verosimilitud nos lleva a la densidad inicial de z, es decir

r(z) = /@ ()0 (0)d.
m

Es comin dentro de la estadistica bayesiana usar la siguiente notacién para manejar la distribu-
cién posterior
Tpost (0]) oc 7 (2|0) 7y (0),

esto en primer lugar por comodidad; por otro lado, la constante de normalizacién dada por
la integral puede no ser sencilla de calcular, e incluso puede ser imposible dar una expresion
analitica en términos de funciones elementales. A continuacion daremos algunos ejemplos del

calculo de una distribucion posterior.
Ejemplo 1

Supongamos que tenemos la variable aleatoria X ~ A/ (0,0?) con ¢? pardmetro conocido. Si
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tenemos realizaciones {z;}¢_, i.i.d. de X, entonces la verosimilitud queda dada por la expresién

(2]0) ox }iexp (-%'2 (2 — 9)2)

1 d
X exXp <— ('T'L _ 9)2>7
i=1

202
d
X exp (_Tr?(j - 9)2)

- 1 d )
donde z = 5 > 7 | ;.

Si proponemos la distribucién a priori asociada a # como normal N'(p, 72) , donde p y 72 son

parametros conocidos, entonces la distribucion posterior queda determinada como

T (0]) o 7(2]0)m,0(0)
< exp (—%2(@ - 9)2) exp (—2%(9 - ,0)2)

d 1
X exp (—ﬁ(aﬁ - 6)2) exp (—F(G - ,0)2)
e 1 o2r2 \'[ o272 p n dz 0 2
AT\ o dr?2 + o2 \12 o2 '

Por la estructura de la expresion anterior, puede deducirse que la distribucion posterior es gaus-
siana y entonces la distribucion asociada a la posterior es de la forma

o272 o272 p dT
Olz ~ N , = 4+ — )
= <d7'2+02 dr? + o2 <72+02>)

Notemos que en este caso no fue necesario hacer el célculo de la constante de normalizacion,

sin embargo, existen casos en los que la constante no puede deducirse de esta forma y tampoco
es facil de calcular.
Ejemplo 2

Sea X ~ Gamma(c, 5) con ambos parametros desconocidos, supongamos que se tienen reali-
zaciones {z;}%_,. Si suponemos que los pardmetros pueden modelarse por medio de una distri-
bucién normal no truncada 6 := (a, 3) ~ N (1, 0%I) L{s>0, g>03 con pardmetro f := (puq, jiz)

(de componenetes positivas) y o2 conocidos, entonces la verosimilitud queda determinada por
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la expresion

d
B o
m(z|0) = Hp 2y e (=07) Ly 40
a—1 d

d
6ad
- () Hxl Xp _ﬁle ]1{1_[?:1 >0}
i=1

i=1

mientras que la distribucién a priori es de la forma
1
Tpr(0) o< exp (—T‘z (= p1)* + (B — Mz)Q]) Lia>0, 80

Con esto la distribucion posterior se puede expresar como

a—1

ad d
(B zim iy [(amm)* +(B-p2)] ) 1

Wpost(9|x) X W E.QTZ

{T1%., 2:>0,a>0, >0}

Queda claro que conocer la constante de normalizacidn es bastante complicado integrando de
manera convencional; tampoco se puede asociar la expresion a una distribucién ya conocida.
Una metodologia bastante usada en estos casos consiste en obtener una muestra de dicha dis-
tribucidn; esto es posible con métodos MCMC. Dicha muestra puede quedar representada por
un histograma, asi mismo ésta contiene de manera implicita informacién sobre la media y la

varianza de la distribucion (para mas detalles [19]).

De manera concreta, supongamos que los verdaderos pardmetros son o = 7.2y 5 = 1.3, con los
cuales se generan d = 50 realizaciones. Por otro lado, los pardmetros de la distribucién a priori
son /1 = (6.5,2.0) y 0 = 1.2. Usando el método RWHM perteneciente a la familia de métodos
MCMC, tenemos los histogramas dados en la figura 2.3.1, los cuales tienen una muestra de

tamano 90000 cada uno.

Notemos que los histogramas se encuentran centrados en valores cercanos a los verdaderos
parametros; sin embargo, el grosor de cada uno varia. Lo anterior nos da una idea de la incerti-

dumbre asociada a cada uno de los parametros.

Si bien el obtener una muestra de la distribucion posterior puede ser una técnica suficiente, esto
suele ser computacionalmente costoso y factible solo cuando la dimensién del espacio parame-
tral no es muy grande.

Ejemplo 3
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Histograma de alpha Histograma de beta

0.51

0.4

0.3 4

Frecuencias relativas

0.2 4

Frecuencias relativas

0.19

0.0 -

10 1.8

Figura 2.3.1: Histogramas de la distribucién posterior

Consideremos ahora el modelo lineal de la forma

x=GHl+e, (2.42)

donde x € R", 0 € Ry G € R™™. Asi mismo, tenemos ruido distribuido como ¢ ~
N(0, T yps) con Ty, una matriz SPD.

Supongamos ahora que la distribucion a priori del pardmetro 6 también es gaussiana y es de la
forma N (6, ', ). El siguiente teorema nos garantiza que la distribucién posterior es gaussiana
y esté bien definida con una férmula explicita.

Teorema 2.3.2. Sea el modelo lineal 2.42 con ruido ¢ ~ N (0,T ) y con distribucion a prio-
ri 0 ~ N (6, I'yr), donde T y Ty son matrices simétricas definidas positivas. Entonces la

distribucion posterior es gaussiana y es de la forma

7Tpost<0‘x) = N(eposa Fpos), (243)

con pardmetros
Doy =G T GHT,  Opost = Tpos(GTT i x + T, 16p). (2.44)
Demostracion. Puede consultar la prueba en [36]. L]

Para concluir este ejemplo, resaltaremos que a pesar de que tenemos una férmula explicita para

la distribucién posterior, el cdlculo de I'y,s; ¥ 6,05 €s bastante costoso cuando la dimension
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del espacio parametral m es muy grande, esto ultimo debido a que se requiere invertir varias
matrices. Por otro lado, el uso de MCMC también es inviable en dimensiones muy grandes;
sin embargo, como veremos més adelante existen técnicas de aproximacion de rango bajo que

reducen de manera eficiente el costo computacional.

2.3.4. Planteamiento bayesiano en espacios de Hilbert con dimension infi-
nita

Recordemos que nuestro problema inverso de interés surge del problema directo 2.41. En este

caso, nuestro parametro de interés es m dada la informacion .

Como ya mencionamos anteriormente, el paradigma bayesiano necesita informacion previa so-
bre nuestro pardmetro m. Por ello, se puede usar informacion conocida o la opinién de un ex-
perto sobre el comportamiento de m; esto a su vez se traduce a definir una distribucién con

densidad m ~ 7,.(m) la cual corresponde a la densidad de la distribucién a priori de m.

Por otro lado, el pardmetro es usado en modelos mateméticos definidos por el problema directo
y con los cuales se obtiene informacion a partir de mediciones. De igual manera en el contexto
bayesiano esta informacién queda reducida a @|m ~ 7(@|m). Esta densidad depende como tal
de la distribucién de 7, por lo que si g es la densidad de 7, entonces

m(ilm) o o(i — G(m)). (2.45)

Con esto, la estimacion bayesiana del pardmetro queda reducida una distribucion posterior de la
forma

Tpost (M|T) X Ty (M) (U|M). (2.46)

En dimension finita la distribucion posterior siempre queda bien definida por medio de la ex-
presion 2.46. Algunos problemas inversos de este tipo son los ejemplos 2.38 y 2.39. Por otro
lado, en el ejemplo 2.40 tenemos una serie de problemas inversos a plantear, todos en espacios
de Hilbert de dimension infinita.

Cuando la dimension no es finita, podria no ser sencillo asociar una densidad de probabilidad
para las distribuciones involucradas en el problema inverso. Por ello, es conveniente hablar de
las medidas de probabilidad asociadas tanto a la a priori y la posterior, las cuales denotaremos

respectivamente como P, y Pp,;.

Sabemos que la medida de la posterior se define en términos tanto de la medida a priori como de
la verosimilitud, en esencia estan conectadas por medio del Teorema de Radon-Nikodym B.0.1,

especificamente, la verosimilitud es la derivada de Radon-Nikodym dP s /dP,,.
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Una vez aclarado lo anterior, es necesario decir que elegir un modelo para la medida a priori
en dimension infinita puede ser una tarea delicada, ya que podrian no cumplirse las hipdtesis
del Teorema de Radon-Nykodim B.0.1. Por ello, un paradigma para simplificar el problema de

modelacidn, estd sugerido por Stuart [36]. Por medio de este paradigma es posible:

1. Demostrar existencia a nuestro problema inverso bayesiano por medio de una distribucién

posterior.
2. Demostrar estabilidad en la solucién respecto a los datos.
3. Dar estimaciones de error en la discretizacién numérica.
Existencia

Empezaremos por remarcar que el pardmetro m y los datos @ viven en los espacios de Hilbert
(Hoary (-, )#a) Y (Hu, (5 )2, ) Tespectivamente. En un problema inverso real, los datos @ no
son mds que ¢ mediciones finitas contaminadas con ruido distribuido N (0, C ;). Por lo que en
este trabajo sélo nos enfocaremos en el caso donde Hy = R? con producto interior (-, )3, =
(-, )Cupe = (C_l/ 2.,cY 2.); sin embargo, esta teorfa se puede extender al caso donde H,; tiene

obs obs

dimensidn infinita.

La primera suposicion en este paradigma es que la distribucion a priori es una medida gaussiana,

es decir, es de la forma

Py = N(myr, Cpr). (2.47)
La segunda suposicion es que la distribucion posterior también debe ser Gaussiana y de la forma

]P)post = N(mpost7 Cpost)- (248)

Para que lo anterior sea posible, entonces la derivada de Radon-Nykodim tiene que estar bien
definida. Recordemos que la verosimilitud estd dada por la accién del operador G sobre m, por

lo que empezaremos por definir las propiedades que debe cumplir este mapeo.

Es posible probar [36] que para que la posterior sea una medida Gaussiana, entonces existe la
funcién potencial ® : Hjy; X Hy — Rtal que

dPpost 1 .
- —® 24
= 7 o (B ), 2.49)
donde la constante de normalizacion Z (1) es
(i) = / exp (—®(m, i) dP(m). (2.50)
Hum

(O8]
(O8]
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En este sentido dP,,s:/dP,, estd bien definida si dicha constante de normalizacion es acota-
da. Para probar esta afirmaciéon empezaremos por decir que en nuestro contexto de problemas

inversos, dicho potencial ® es un operador de minimos cuadrados, es decir,

1
®(m, @) = lla = G(m)lz,,- 251)

Por otro lado, daremos algunas hipétesis de regularidad sobre el operador G para que & esté bien
definido.

Hipotesis 2.3.3. El operador G : Hy; — Hy satisface las siguientes propiedades.

1. Dado € > 0, existe C = C(e) > 0 tal que, para todo m € Hyy,
1G (M)l < C explellmlz,,)-
2. Paratodor > 0, existe K = K(r) > 0 tal que, para todo par my, mq € Hys acotados
por max{||mi|lgam), [|m2llgm)} <,
1G(m1) = G(m2) 2, < Kllmi —malla,,-
Primero notemos que las hipétesis 2.3.3 practicamente piden que el operador esté acotado y sea

Lipschitz continuo, respecto a los parametros. Como ejemplo tenemos que si G es un operador

lineal continuo, entonces ambas propiedades se satisfacen automaticamente.

Con la hipdétesis 2.3.3 ya es posible probar el siguiente teorema de existencia.

Teorema 2.3.4. Sea P,, = N(my,,C,) de manera que P,.(Hy) = 1, supongamos que la
funcion potencial @ satisface la hipdtesis 2.3.3; entonces Z () es acotada 'y en consecuencia la

medida de la posterior 2.48 estd bien definida.
Demostracion. Se puede consultar la prueba en [36]. [

Ahora hablaremos de la estabilidad con respecto a los datos.
Estabilidad

Para poder hablar de estabilidad o bien de Lipschitz continuidad, iniciaremos por definir la métri-
ca sobre la cual serd definida. En este caso corresponde a una métrica que compara la distancia
entre medidas de probabilidad (qué tanto podrian parecerse dos distribuciones). Esta distancia

se conoce como distancia de Hellinger y se define a continuacion.
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Definicion 2.3.1. Sean dos medidas de probabilidad IP; y P, absolutamente continuas respecto

a una medida [P, definimos la distancia de Hellinger entre ellas como

2
1 [dP [dP
dien (P1,Py) = 5/ d_IP’l — d_]P’2 dP ). (2.52)

Con esta distancia ya es posible definir estabilidad en la solucion por medio del siguiente teore-

ma.

Teorema 2.3.5. Sea ® una funcion potencial que satisface la hipotesis 2.3.3 y sean los datos
u,u € Hy acotados en la forma max{||t||y,, , |@ |2, } < r. Supongamos que @ define con @y
u' las medidas posteriores Pp,s y P, como en el teorema 2.3.4, respectivamente. Entonces la

medida posterior es Lipschitz continua respecto a los datos, es decir, existe C(r) > 0 tal que
dHell (Pposty P;)ost) < C H’lj - ﬂ’/HHU :
Demostracion. Para ver la prueba consulte [36]. U]

Discretizacion por metodos numéricos

Si bien el planteamiento de esta seccion estd hecha en espacios de Hilbert con dimension infinita,
en un problema real el mapeo G tiene que ser discretizado por métodos numéricos a una version
de dimensién finita GV. Esta version debe de mimetizar de manera adecuada la solucién continua
en funcién del nimero de nodos N de la discretizacion, labor que estd sustentada por la teoria

del método numérico elegido.

Asfi, el mapeo G¥ definira una nueva funcién potencial ®V que a su vez esperamos construya

N

una distribucién posterior PP, con la distribucion a priori original 2.47. Por lo que la nueva

derivada de Radon-Nykodim de nuestro problema inverso es de la forma

dpPN 1
post N ~
= —d .
iP,, N (@) exp ( (m, u))

Nota 1. La discretizacién del operador GV podria no heredar las hipétesis 2.3.3 si G es no lineal.

Teorema 2.3.6. Sean las medidas posteriores Pp,s; y PN

bostr absolutamente continuas respecto

a P, por medio de ® y ®" respectivamente. Supongamos ahora que para todo € > ( existe
K'(e) > 0 tal que
1G(m) — g™ (m)|| < K exp(el|ml|,, )(N),

(98]
[9)]
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donde {)(N) — 0 cuando N — oo. Donde G y G cumplen la hipdtesis 2.3.3 de manera

uniforme respecto a N, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

1. Existe C' > 0 (independiente de N ) tal que

dHell (Pposta ]P)IJ;\([)st) S C@ZJ(N)

2. La distancia entre las medias de las posteriores

Hmpost - m;{o\(])stHHM = O(w(N»

3. Paratodo z € H,y
1Coost (2) = Cpost(2)ll3ar = O(H(N)).

Demostracion. Las pruebas a estas afirmaciones pueden ser consultadas en [36]. [l

2.3.5. Distribucion a priori

En la seccion anterior dimos las herramientas necesarias para construir una distribucién poste-
rior que cumple dos propiedades del buen planteamiento de Hadamard 2.1.1. Sin embargo, la
distribucion a priori sigue siendo una medida gaussiana de dimensién infinita; en consecuencia

nuestra distribucién posterior también podria tenerla aunque exista una discretizacién G.

Por otro lado, es necesario definir un operador de covarianzas coherente para nuestro problema
inverso. En particular nosotros estamos interesados en problemas de ecuaciones diferenciales
parciales sobre dominios {2 acotados y conexos, donde las observaciones y los pardmetros se

encuentran en espacios de Sobolev y algunos subespacios de L?(2).

Un candidato para esto podria ser el operador C,,! = —A : H*(Q)(H(Q) — L*(Q); sin
embargo, este operador no es continuo [36]. Una forma de solucionar este problema es por
medio de las proposiciones B.0.6 y B.0.7, con las cuales podemos construir a C,, por medio del

operador A := —A + I con frontera nula. Asi el operador de covarianzas a priori es de la forma

Cpr =A™ a>d/2. (2.53)

Remarcaremos que este operador tiene la ventaja de ofrecer regularidad sobre elementos de la
distribucién a priori, es decir sim ~ P = N (0, Cpr), entonces m es s-Holder continua con
s < min{l,a — d/2} y ademds m € H3,. Para ello este operador debe satisfacer las hipétesis
B.0.4, las cuales se heredan del operador —A (puede consultar [30] y [33]).
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Ya que hemos concretado cudl es el operador de covarianzas que debemos usar, es necesario
hablar sobre la correcta discretizacion de este operador. Como ya mencionamos anteriormente,
usaremos FEM para el problema directo, por lo que el método numérico para discretizar C,,

también debe empatar con los nodos de discretizacion.

La discretizacion del operador A obtenida con el método de elemento finito es estandar y esta
dada por
A:=M'K+1,

donde M y K son las matrices de masa y rigidez respectivamente, con condicién de frontera

nula (para ver més detalles de esta discretizacion puede consultar [34]).

A partir de esta discretizacion, expondremos a continuacion el enfoque propuesto en [6] pa-
ra construir la versién fraccionaria del operador. Notemos primero que la matriz A se puede

escribir de la siguiente manera

[N

A=M": M :(K+MM 7| Mz.
Esto indica que A es similar a una matriz SPD, en consecuencia es diagonalizable y tiene una

descomposicion espectral de la forma

A=VIV

Por lo que el operador fraccional queda dado entonces como

A2 = VATV (2.54)

8/2 : /2 —8/2 —5/2).

donde la matriz diagonal se define como A = X7%/2 := diag(o, 7", 0,77, -+ ,oy

Con esto finalmente se puede dar una definicién congruente del operador de covarianzas en di-

mension finita.

Definicion 2.3.2. Sea la discretizacion 2.54 obtenida con el método de elemento finito del ope-

rador A°/2, entonces definimos la matriz de covarianzas como

1
C, = aVAZVT. (2.55)

Mis aun, es posible dar una expresion concreta para la matriz de precision.
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Teorema 2.3.7. La matriz de precision asociada a la matriz C,, es

C,' =aMVA*V'M. (2.56)
Demostracion. Consulte [6]. ]

Necesitamos hacer algunos comentarios respecto a este operador de covarianzas y su precision.
El primer detalle es que es costoso computacionalmente, ya que implica la inversion de la matriz
de masa. Asi mismo es necesario calcular numéricamente la base de eigenvectores y eigenvalo-

res. Sin embargo, el teorema 2.56 evita el célculo de inversas de manera numérica.

Debemos ahora mencionar que la eleccion de la media debe encontrarse en el espacio de Cameron-
Martin (revisar la definicion B.0.6 y el teorema B.0.2 del apéndice B para mas detalles). Si bien
sabemos que m,,, € [ m(C;f 2), puede ser complicado caracterizar cualquier elemento que esté
en este conjunto. Una opcidn es usar una funcidén constante, ya que el dominio es un conjun-
to compacto y en consecuencia tenemos una media que es suave y se encuentra en cualquier

subespacio de L?(2). En particular m,, = 0 es una opcién aceptable en muchos problemas.

Finalmente la medida de la distribucién a priori, tiene una discretizacion cuya medida a su vez

tiene asociada una densidad gaussiana en dimension finita y es de la forma
P, =~ N (m,,, C,,). (2.57)

2.3.6. Distribucion posterior

En este trabajo nos enfocaremos en el caso donde el operador G es lineal; dicha suposicion
es vélida para una gran cantidad de problemas inversos, en particular los estudios de caso que

hemos propuesto.

Recordemos primero que el problema directo estd definido por el mapeo G : H,; — RY. Por
lo que al discretizar por métodos numéricos, el operador puede discretizarse en dimension finita
como G : RY — R?y el modelo

u=Gm+n, (2.58)

donde n ~ N (0, Cs).

Usando el paradigma de Stuart con la distribucién a priori 2.57, el modelo 2.58 y el teorema

2.3.2, tiene distribucién posterior

7rI70$t(1’n|1~1) = N(mposta Cpost)a (259)
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con parametros

Cfl

post

=H+C,!, my = Cpu(G'C,.

obs

u+C,'m,,) (2.60)

y donde
H=G'C;'G. (2.61)

obs

Como ya mencionamos en el mismo ejemplo, el cdlculo de esta distribucion posterior es muy
costoso al tener que calcular varias inversas. Una forma de remediar este problema, es por medio
del paradigma propuesto en [35], el cual consiste en hacer una aproximacion de rango bajo para

el operador de covarianzas y de precision posterior.

La primer hipétesis en la modelacion para usar esta técnica es que

m,, = 0.

Una forma de tomar ventaja a este problema es demostrar que la matriz de covarianzas posterior

y la matriz de precision se pueden escribir de la siguiente manera.

Cpost - Cp'r' - KKT, C_l = C;rl + ZZT

post —

En el caso de la precision esto es facil de probar, ya que H es SSPD por construccion, mientras

que en el de la matriz de covarianzas, haremos uso de la identidad de Woodbury.

Teorema 2.3.8 (Sherman-Morrison-Woodbury). Supongamos que las matrices C, D, D! +
AC™'B y C + BDA son invertibles. Entonces tenemos la identidad
(C+BDA)'=C'-C'B(D'+AC'B) 'AC™".

Demostracion. Puede revisar completa la prueba en [13]. [

Aplicando este teorema a la matriz de covarianzas tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.3.9. Existe matriz K tal que
Cpost = C,r — KK
Demostracion. Definiendo A := G, B:=G*,C:=C,'yD :=C,

(Cp_rl + H)_l - Cpr - CprGT (Cobs + GCPTGT)_I GCpT'
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Por construccion C,y, + GCWGT es SPD, por lo que su inversa también lo es. Asi tenemos que
CpTGT (CobS + GCPTGT)_1 GC,, es SSPD, y en consecuencia esta ultima matriz es factori-
zable por KK”. O

Una vez probado lo anterior, la estrategia a seguir es hacer la aproximacion de rango bajo sobre
las factorizaciones KK* y ZZ”. Por lo tanto, es conveniente definir los espacios donde la apro-

ximacion es coherente.

Definicion 2.3.3. Definimos:

1. El conjunto de actualizaciones semidefinidas negativas de C,,

M, ={C,, —KK" = 0 : rank(K) < r}.

2. El conjunto de actualizaciones semidefinidas positivas de C;rl

M= {CI;T1 +JJ" =0 rank(J) <r}.

Donde la notacién > 0 es usada para indicar que la matriz es SPD.

Ahora, denotaremos a las nuevas distribuciones de rango bajo de la siguiente manera

%post(m|u) = N(fﬁposh apost)-

Lo que esperamos de esta nueva distribucion es que cumplan lo siguiente:
1. Cpost € M,
2. Gl e M
3. 7(m|u) y m(m|u) deben definir medidas de probabilidad cercanas con la distancia de

Hellinger.

-1

4. Ladistancia entre C,,5 y C,0s: asi como la que existe entre C;olst Y Cpost

debe ser pequeiia

para alguna métrica.

Debemos comentar que con las condiciones 1 y 2 tenemos matrices que aunque se consideran
de rango bajo, son SPD y por ende invertibles. Para la condicion 4 necesitamos definir otros
conceptos. El primero es una generalizacion de la idea de eigenpar, ya que con ello es posible

obtener informacion de manera simultanea de dos matrices.

Definicién 2.3.4. Sean A, B € CV*V entonces
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1. Llamaremos pencil ! a la funcién

Ff(A):= A — B =: (A,B)

2. Eigenvalores generalizados al conjunto

AA,B) := {z € C|det(A — zB) = 0}.

3. Eigenvectores generalizados a los vectores x no nulos tales que

Ax = \Bx.

Notemos que esta definicion generaliza el concepto de eigenvalor y eigenvector cuando B es la

identidad. Por otro lado, esta idea permite definir un solo espectro para dos matrices.

Nota 2. Si A € CV*VN es SSPD y B € CV*¥ es SPD, entonces el pencil (A, B) se reduce al
problema clasico de eigenvalores.
B'Ax = \x. (2.62)

Una vez hecho esto, podemos definir una métrica con la que podemos medir la distancia entre
matrices. Si bien existen diferentes normas como la p o la de Frobenius, estamos interesados
en una métrica que penalice fuertemente una aproximacion que sea cercana a singular o con un

espectro muy grande. El candidato ideal en este caso es la distancia de Forstner.

Definiciéon 2.3.5 (Distancia de Forstner). Sean A, B € CV*¥ SPD, entonces definimos la dis-

tancia de Forstner como

d.27-'(A7 B) = tr [1n2 (A*l/QBAfl/Q)}

Cabe decir que es facil probar que esta métrica esta bien definida; ademéas podemos dar algunas

propiedades de esta métrica.

Proposicion 2.3.10. Sean las matrices A, B € CN*¥ SPD; entonces la distancia de Forstner

cumple lo siguiente:

1. d%(A,B) = Zf\il In? (\;), donde {\;}¥., es el conjunto de eigenvalores generalizados
asociados al pencil (A, B).

!Este término proviene del inglés y en un contexto de matematicas no tiene traduccion al espaiiol.

41



Capitulo 2. Marco teorico

2. dr(A,B) =dr (A7, B7).
3. dr(A,B) =dF (MAMT, MBMT). Para toda matriz no singular M.

4. dr (Cpost, a6p05t> — 00, si a—0,00.
Demostracion. Puede consultar estos resultados y mds propiedades en [12]. 0

La propiedad 1 es una caracterizacion de la distancia de Forstner con la que intuimos que si el
pencil es cercano a ser singular o tiene un radio espectral demasiado grande, entonces la distancia
es muy grande. Mientras que las propiedades 2 y 3 son de invarianza. Finalmente la propiedad

4 penaliza la distancia cuando se quiere aproximar con multiplos escalares muy contrastantes.

Una vez mencionado lo anterior, es posible dar la proximacion 6ptima de la covarianza posterior

en la distancia de Forstner y la distancia de Hellinger.

Teorema 2.3.11 (Covarianza posterior optima). Sean {(62,w;)}Y., los eigenpares del pencil

(H, C,}), de tal manera que estdn ordenados como 6} > 6;,,. Si definimos la matriz

Coostr = Cpr —KK”, KKT =362 (1+67) " @,
i=1

entonces se cumplen las siguientes propiedades:
1. Cposty € M,

2. Cpostr €s un minimizador de dx(A, C,ost) sobre el espacio M,, mds ain, la distancia

minima estd dada por

N
d?]—‘(©post,r; Cpost) = Z 1112 (]- + 522) .

i=r+1
3. El minimizador @post,,« es unico cuando los primeros (53 no son repetidos.

Demostracion. La prueba completa se encuentra en [35]. 0

En el caso de la matriz de precision Optima, ésta se puede determinar por el siguiente teorema.

Teorema 2.3.12 (Precision posterior 6ptima). Sean { (6%, w;)}Y., como en el teorema 2.3.11

=C,'+UU", UU" =) §aw , w =C, D (2.63)

i=1

671

post,r
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Dicha matriz cumple lo siguiente:

-1 —1
1. Cogr €M,

-1
post,r

C
~ -1
C post

2. es un minimizador de dx(A, C.,) sobre el espacio M.

~

—~ -1
—1 .
3‘ Cpost,r - <Cpost,r)

4. El minimizador C,.g es tinico cuando los primeros 51»2 no son repetidos.
Demostracion. Consulte [35] para ver la prueba original. [

Dado que también nos interesan otras formas de medir similitud entre las distribuciones origina-
les y aquellas en las que el operador se aproxima por uno de rango bajo, la siguiente proposicion

nos garantiza optimalidad cuando la media no cambia salvo el operador de covarianzas.

Proposicion 2.3.13. Sea (A?posw como en el teorema 2.3.11; entonces dicha aproximacion mi-
nimiza en M, la distancia de Hellinger y la divergencia de Kullback-Leibler entre las distribu-

CiOl’l€S N<mpost7 Cpost) Yy N(mpost7 Cpost,r)-
Demostracion. Consulte [35]. ]

Un inconveniente claro de las matrices de rango bajo 6ptimas para la covarianza y precision
posteriores es que se tiene que hacer el calculo de los eigenvalores; si bien el problema se reduce
a calcular el espectro de C,,. H, esto puede ser costoso computacionalmente por la asimetria de la
matriz. Una forma de arreglar este problema es usando el hecho de que la matriz de covarianzas
a priori, al ser SDP, se puede factorizar como

Cpr =SS, (2.64)

Con dicha factorizacion se tiene la siguiente factorizacion para C,os¢ .

Proposicion 2.3.14. Supongamos que C,, se puede factorizar como en 2.64, entonces la matriz

~

Cpost,r s€ puede calcular como

~

~ AT
Cpost,r = Spost Spost )

donde
/S\post = Spr Z [(1 + (57;2)_1/2 - 1:| wszT +1 y

=1

y los eigenpares { (62, wi)}i]il corresponden a la matriz S, HS] .
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Mds atin se tiene la transformacion
w; = S, ;. (2.65)

Demostracion. Puede consultar [35] para mds detalles. ]

Con la proposicion 2.3.14, los eigenpares por calcular correponden a la matriz SpTHS:fr la cual
es SSPD por construcciéon. Con esta caracteristica se pueden usar algoritmos ya conocidos para
matrices simétricas como Lanczos o descomposicion QR simétrica (para varios ejemplos puede
consultar [14]). Notemos ademads que los eigenvalores siguen siendo los mismos que en el pencil
original, esto se debe a que C,,H'y SerSZT son matrices similares. De esta manera el calculo
de la precision posterior en la expresion 2.63 puede hacerse con la transformacion 2.65.

Nota 3. Es claro que la matriz de covarianzas a priori 2.55 se puede factorizary S,, := \/LaVA.

Finalmente cabe decir que la media también depende del rango r, pues se calcula por medio de
la expresion 2.60. Por lo que al usarla aproximacién de rango bajo se puede redefinir como

Mpost, = Coky  (GTCLE + C,lmy, ). (2.66)

2.4. Diseiio optimo en problemas inversos

En esta seccion nos adentraremos en el campo del disefio 6ptimo, abordaremos el concepto de
manera general como se encuentra en la literatura estadistica, su aplicacién en problemas inver-

sos bayesianos y finalmente el desarrollo de los algoritmos necesarios para su implementacion.

2.4.1. Motivacion

Cuando resolvemos una PDE por métodos numéricos, es comtn introducir un nimero consi-
derable de nodos para asegurar convergencia y resolucion del resultado. Es por esto que si el
problema directo Gm usa muchos nodos en el parametro, la solucién a la PDE también se hard

sobre muchos nodos (generalmente sobre los mismos de m).

Lo anterior implicaria que si queremos hacer g observaciones, €stas serian mas fieles si se hi-
cieran sobre todos los nodos del mapeo directo, es decir ¢ = V. Esto sin lugar a dudas es casi
siempre inviable en un problema real; las razones pueden variar, sin embargo, las mas comunes
son que: puede ser fisicamente imposible medir en ciertas coordenadas espaciales o bien no se
pueden hacer tantas mediciones cuando los nodos solucion estan hechos sobre una rejilla fina.

Por ello distingamos algunos conceptos clave:
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1. Nodos del espacio parametral

— 1N P P 7
Son los nodos {X;} 21 C R? que usa el método numérico para evaluar el pardmetro m.

La discretizacion del pardmetro se evalua sobre estos nodos

m:[m17m27"'7mNM]7 mj:m(

2. Nodos del problema directo

Aquellos nodos {x;}}_; C R? donde se evalua la solucién numérica a la PDE

u:[UI,UQ,"',UN], u]:u(x.])

3. Nodos de observacion

Se trata de los nodos {x,, }?_, C R? donde se hacen las mediciones. Estos nodos pueden

estar ubicados en cualquier punto del dominio {2

u=[7l1,112,---,11q], ﬂk:’l](XTk)
De esta manera podemos definir el concepto de disefio dptimo experimental de la siguiente

manera.

Definicién 2.4.1. Sea p < ¢. Un Diseiio Optimo Experimental es un subconjunto de {x,, }7_,
con p elementos, tal que el error en la estimacién de m es minimo.

En este trabajo nos enfocaremos en una version de FEM en la que los nodos del espacio parame-

. . . . N _ — N]W . ,
tral y del mapeo directo coinciden, es decir {x;};2, = {X;},2{, mis atin, usaremos nodos que
se encuentran sobre una rejilla. Esto por simplicidad en la simulacién. Graficamente esto podria

verse como en la figura 2.4.1

2.4.2. Diseiio 6ptimo experimental

La teoria del OED ha sido bastante desarrollada en el campo de la inferencia estadistica. Princi-
palmente la idea es aplicada en modelos de regresion que dependen de: los nodos de medicion

x, un parametro # y ruido gaussiano 7 aditivo; como en la expresion 2.67

y=v(z,0)+n. (2.67)
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Tipos de nodos

1.0 ® ® ® ® ® ®
2
0.81 @ ® ® 0’ ® ®
L 2
0.6 1 ® ® ® ® ® ®
L 4
>
0 L 4
4 1@ ® ® ® ® ®
L 4
2
0.21 ® ® ’. ® ® ®
L 2
2
0.01@® ® ® ® ® ®
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
® Nodos del espacio parametral € Nodos de observacion

e Nodos del mapeo directo

Figura 2.4.1: Tipos de nodos.
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Histéricamente la base de la teoria fue desarrollada en un principio para estadistica frecuentista,
una vez hecho esto, la idea fue mimetizada a la estadistica bayesiana. Por lo que es comin

encontrar denominaciones similares en uno u otro caso.

Recordemos que en inferencia estadistica frecuentista, el modelo de regresion calcula estima-
dores de 6, los cuales comunmente son denotados por #. Centrandonos en el caso de modelos
lineales, el estimador tiene una matriz de covarianzas, la cual denotaremos por C, por lo que la

teoria del OED se basa en minimizar una funcién ¢/ : R — [0, co) que dependa de C.

Dependiendo de quien sea v, es comun encontrar en la literatura una letra para asignarle nombre

a dicho OED. Algunos de los mas conocidos son los siguientes:
1. D-OED
P(C) = det(C).
2. A-OED
$(C) := tr(C).
3. ¢-OED
Y(C) := cT'(C)c, c € RV,
4. E-OED
¥(C) == p(C).
Donde p(A) es el radio espectral de A.

Varias de estas funciones fueron deducidas al minimizar la Entropia de Shanon, maximizar
diferentes funciones de utilidad, asi como el cédlculo de secciones geométricas que limitan el
elipsoide de concentracion. Todos estos conceptos estdn fuera del alcance de este trabajo, por lo
que puede consultar [4], [27] y [28] para mas detalles.

En estadistica bayesiana la estimacion del pardmetro es por medio de su distribucion posterior
Tpost(8]y). Concretamente, en el caso de modelos gaussianos como el presentado en el teorema
2.3.2, la forma de definir la funcién 1) estd en funcion de la covarianza de su distribucién pos-
terior C,,,5;. Es mencionado en [8] que existe una version bayesiana de los conceptos de D, A,
¢, E-OED, en los que solamente es sustituida la matriz C por C,,.,;. La mayoria deducidos de

manera analoga a su parte frecuentista.

Finalmente, mencionaremos que es recomendado en [2] el uso de la A-optimalidad, ya que el
cdlculo de tr(Cpost) €s muy sencillo. Por lo que a partir de ahora cuando mencionemos un OED

haremos referencia a la A optimalidad.
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2.4.3. Formulacion en problemas inversos

Estamos interesados en un problema OED que contenga las siguientes caracteristicas:

1. Dada una propuesta de nodos (coordenadas espaciales y/o temporales) {x; };1:1 sobre las
cuales se pretenden hacer mediciones, el usuario pueda elegir un subconjunto p de medi-

ciones, de manera que p < q.
2. Que minimice la traza de la matriz de covarianzas posterior en funcién de dichos nodos.

3. El proceso de optimizacién debe mimetizar de manera adecuada un problema inverso de

dimensidn infinita en uno de dimensioén finita.
4. La seleccion de nodos no debe hacerse de manera combinatoria.

Dado que G mapea hacia los nodos de observacion, entonces implicitamente este mapeo se
puede descomponer como
G = BG, (2.68)

donde G : RY — RY actua sobre el pardmetro y mapea hacia los nodos del mapeo directo,
mientras que B : RV — R mapea de los nodos del mapeo directo hacia los nodos de observa-
cion. Al operador B se le conoce como mapeo de observacion.

Para entender como funciona este mapeo, consideremos los siguientes casos:

El primero es cuando {x,, }{_, C {x,}}_,, entonces el mapeo queda dado por

0, i#j
Blij=q 1, i=4j,i€{m}i,
07 Z - j? 7’ ¢ {Tk}Z:1

mas aun, si ¢ = NV, entonces B es la matriz identidad.

En el segundo caso, que es mds general, es cuando existen nodos de observacién que no coin-
ciden con los del mapeo directo, esto como en la figura 2.4.1. En este caso B es una matriz
cuyas filas tienen pesos que actian sobre u. Dichos pesos surgen ya sea de algiin método de
interpolacion o alguno de aproximacion. En nuestro caso nos enfocaremos por sencillez en
una interpolacion lineal, esto debido a que cualquier nodo x,, de medicion estd contenido en la

cerradura de al menos un tridngulo como en la figura 2.4.2.

En este caso, la interpolacién es de la forma

u(XTk) ~ ajlu(le) + aj2u(xj2) + ajsu(xjs)u
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u(le)

Figura 2.4.2: Interpolacion.

donde .
Loz y;
(aj, aj, ajy) = L yn) | 1 25, yj
1 Ljs  Yjs

Por lo que el mapeo de observacion es entonces

(B)kj = @y 0j, 4 + jy0jy 5 + g6

donde §; ; es la funcién delta de Kronecker.

Una vez que hemos hemos construido el mapeo de observacion hacia los nodos de medicidn,
el disefio 6ptimo se reduce en escoger un subconjunto de {7;}7_, con p elementos. De esta

manera, las mediciones en un OED se podrian reformular como

i =Gm+, (2.69)

con G = W'/2G, donde G es como en 2.68 y W = diag(w;, wy, - - - ,w,). Estos pesos w
valen 1 si x,, estd en el disefio 6ptimo y 0 en otro caso. Asi el OED se reduce a elegir los pesos

W = [wy, wy, - - - , w,] de manera que el error en el problema inverso sea minimo.
Nota 4. El exponente 1/2 es por convencion y no es relevante, ya que el dominio es {0, 1}7 .

Como ya dijimos, el criterio para elegir los nodos de manera que su aportacion sea maxima,
es minimizando la traza de C,,5; que ahora es funcién de w. Por lo que el problema se puede

escribir como

i tr[Chos(W)] . 2.70
ey I [Cpost(W)] (2.70)
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Desafortundamente esto es muy costoso computacionalmente, ya que el nimero de veces que

tendria que calcularse C,,,5 (W) es:

q
p

Esto claramente es inviable; es por ello que se uso la propuesta hecha en [2]. Dicho paradig-
ma consiste en suponer que w € [0, 1]%, de esta manera el problema de optimizacién 2.70 se

transforma en uno continuo y que puede ser resuelto por algin método de optimizacion clésico.

Con dicho contexto, entenderemos por solucién al problema OED a los p pesos w; de mayor
magnitud. Cabe mencionar que la solucion puede ser dificil de interpretar si los pesos de mayor
magnitud son muy pequefios respecto al valor 1. En [2] la solucién a este conflicto se basa en
suponer una regularizacién de la forma
min [tr [Cpost(W)] + J(W)]. (2.71)
wel0,1]9
donde J : [0, 1]9 — [0, 00) y es convexa. El objetivo de esta penalizacién es discriminar nodos,

es decir que los pesos que son representativos estén muy cercanos a 1 y los que no lo son que
sean muy proximos a cero.

Se puede probar que tr [C,,s:(W)] es una funcion convexa (puede consultar [27]), por lo que al
sumar a la traza el término J se tiene una funcién convexa. Esto debido a que la suma de dos
funciones convexas es convexa en un dominio convexo [0, 1]?. Con las propiedades anteriores el

problema de optimizacién 2.71 tiene solucion tnica (consulte [26]).

2.4.4. Estimadores de traza

Cabe mencionar que el cdlculo de la traza no es convencional, es decir, no se reduce a la suma
de la diagonal principal. Esto debido a que C,,:(W) estd en funcién de w y no se conoce una

regla de correspondencia para la accion de cualquier w.

Por lo anterior, podemos asociar el concepto de traza de este operador a su generalizacién en
dimensi6n infinita. Por ejemplo, si tenemos un operador Ky sus eigenfunciones son {¢y}, .

entonces su traza es de la forma 2.72 (puede revisar mas detalles en el apéndice B.3).

Z Ko, dr)4 (2.72)
=1

Ahora, dado que en un problema de optimizacién con restricciones, se necesita la evaluacion de

la funcién objetivo y la accion de su matriz Jacobiana, calcular la accion de la funcion objetivo
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resulta muy complicado y ain mds la accion de su derivada. Una forma de mitigar este problema,

es hacer una aproximacion estocdstica de la traza por medio de funciones gaussianas.

Basado en la defincién anterior de traza, en [S] se propuso una estimacion de la traza para una
matriz SPD dada.

Definicion 2.4.2. Sea A € RV*YN SPD con respecto al producto interior canénico; definimos

un estimador de traza Gaussiano como

donde y; son vectores aleatorios i.i.d. distribuidos ~ N (0, I).

Claramente la definicién 2.4.2 es una forma de estimar la traza por medio de una simulacién

Monte-Carlo, por lo que

1
Ely" Ayl ~ > vl Ay,

i=1

mads aun, este estimador es insesgado. Para probar esto consideremos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4.1. Sea la matriz A y sea’y € RY un vector aleatorio con media ;i y matriz de

covarianzas Y. Entonces

Ely'Ay] = tr(AX) + uT Ap.
Demostracion. Puede consultar la prueba en [31]. O

Asi tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.4.2. El estimador 2.4.2 es un estimador insesgado.

Demostracion.

Nir Nir
o ;yZT Ayz] N ;E yi Ayi]
1 Nir
=2 [tr(AT) + 07 AQ]
i=1
Nir
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]

2.4.5. Funcion objetivo

Por otro lado, cabe mencionar que al usar FEM puede ser mds conveniente usar un producto
interior no candénico, que esté pesado por una matriz. En [2] se propuso el uso de la matriz de

masa M, dando lugar al producto

(- a1 o= (MY2 MY2), (2.73)

Con dicho producto interior el operador adjunto de G ya no es G* sino

G'=M"!'GT, (2.74)

por lo que la matriz H (ver seccién 2.3.6) ahora es de la forma

Hy(w) = G*W2C L W/2G,

y la matriz de covarianzas posterior se calcula como
1\ -1
Chgpost(W) = (Hy(w) + C,') . (2.75)
Cabe mencionar que se prueba en [2] que dicha matriz cumple con ser autoadjunta con el pro-
ducto interior 2.73, es decir

CM,post (W) - M_ICTM,post (W)M

Para mimetizar la idea de un estimador de traza gaussiano en un producto interior pesado, se
definen los vectores aleatorios z; = M~"/?y;, cony; ~ N(0,I)iid., parai = 1,2,--- , Ny,.
Con esto ya podemos redefinir el problema de optimizacién como
min [O(w) + J(w)], (2.76)
wel0,1]4
donde la parte de la funcién objetivo asociada a la traza estd dada por

Ntr

<Zi7 CM,post (W)Z1>M,1 .
=1

1
O(w) := N,

Por otro lado, es necesario considerar la accion del gradiente de ©(w), por lo que es necesario
derivar CM,post(W) respecto a las componentes de w;. Para ello consideremos la siguiente pro-

posicion.
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Proposicion 2.4.3. La derivada de Cyy post(W) estd dada por la expresion
0 1

O (CMpost(W)) = _;CMu’oost(W)G*eie?GCM,post<W)-
Demostracion. De la definicidon de inversa, se tiene la relacion
0 0
C 08 C 08 1) = I
s QMo () Ontpon()7) = (1) @.77)
= 07
al mismo tiempo por la regla de la cadena
0 _ 0 _ 0 _
8_11)i (CM,post(W)CM,post(W) 1) = w; (CM,post(W>) Cl\/ll,pOSt(W) + CMvpost(W)a_wi (CMl,post(W)) :
(2.78)
Asi al juntar las expresiones 2.77 y 2.78, llegamos a
0 _ 0 _
Ow: (CM,POSt(W)) Cl\/Il,post(W) = _CMﬁDOSt(W)% (Cl\/Il,post<W)) ) (2.79)
postmultiplicamos por Cyy pos¢(W) y tenemos la ecuacién
0 0 _
aw‘ (CM,post(W)) = _CMJJOSt(W)% (Cl\/Il,post<W)) CM7p08t<W)' (280)
Desarrollando la derivada del lado derecho y asumiendo C,;,; = oI tenemos
9 —1 9 R 1/2 ~1
Fu, (Cpost (W) = 20 <G w —IW 2G+C,, o)
1 9 ‘
= — G"'WG
0_2 8w2 ( ) )

para derivar el término W, es posible usar una identidad ya conocida para matrices diagonales

y la cual esta dada por

N
W =) wieef, (2.82)

k=1
donde e, son los vectores canénicos de RY.

Con lo anterior tenemos entonces que

0 (G*WG) = 0 G*zNjwe el G
8wi 8w2 1 EREE (283)

= G*eie! G.
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De la proposicion anterior podemos calcular ya el gradiente de ©(w), asi

0 0
a <Zk, CM,post(W)Zk>M = <Zk7 _CM7pOSt(W)Zk>

ow; dw;
- _% {21y CMpost (W) G €8] GCpost (W) 2 )1
== <M1/2Zk> Ml/zCM,post(W)G*eie?GCMvPOSt(W)Zk>
L MOyt ()M G el G Copt ()

1
- _;ZgCII\ZI,Post (W) GTeielTGCMvpo‘St (W>Zk

M1

(2.84)

1 k\2
= __2<d )i7

o
donde d* := GCu post (W) 2z
Asi el gradiente queda dado por la expresion

1
o

VwO(w) = (d")2.

Con todo lo anterior podemos definir el algoritmo 1 para calcular a O(w) y V,,©(w). Cabe
mencionar que muchos algoritmos de optimizacion con restricciones necesitan la accion del
Hessiano, sin embargo, las paqueterias de python3 pueden calcularlo de manera numérica a
través del método de diferencias finitas por medio de su gradiente.
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Algorithm 1 Funcién objetivo ©(w) y su gradiente VO (w)
Require: Ny, 02, M, M~'/2, G, Cpp post(W).

I: Q:= GCyppost(W), O(W) :=0, VyO(W) :=0

2: fork=1,2,3,..., N, do
yr ~ N(0,1)
z), = M2y,
a;, = Mz,
d* := Qz;
O(W)+ = a} Cn post (W) 2z,
VwO(w)+ = (dF)?
end for
10: O(w)* =

D A

Ny

11: VO (W) = _?V_t

12: return O(w), Vwé)(w)

2.4.6. Algoritmo de discriminacion sucesiva

Respecto a la funcion de penalizacién J(w), en [2] se eligi6 esta funcién en dos etapas. La

primera consistid en elegir una penalizacién con la norma [y

J(w):=afwlh,  aeR".

Con esta funcion, el problema 2.71 es conocido en la literatura estadistica como regresion LAS-
SO. Esta funcion tiene la cualidad de discriminar componentes de w cuando o — o0, es decir,
mientras mas grande es o, mds componentes innecesarias de w tienden a cero y las necesarias

tienden a 1. Para mds detalles de esto puede consultar [17].

Una vez obtenida una solucidn previa, ésta se us6 como condicion inicial en el mismo problema
de optimizacidn con una sucesion de funciones polinomiales a trozos y suaves. Dichas funciones

necesitaban de la eleccion de una sucesién decreciente de pardmetros {¢; }.

El problema de esta metodologia es que resolver el problema de optimizacion depende de los
pardametros « y €;. La eleccion de cada uno de estos puede ser complicada y los criterios como
por ejemplo tomar o muy grande puede discriminar abruptamente los pesos o causar inestabili-

dad numérica en el método de optimizacién elegido.

En nuestro caso, se tomo la decision de discriminar los nodos de manera sucesiva con la optimi-

N
(9)]
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zacion LASSO. Para ello el problema se puede reformular en etapas sucesivas como

min_ (O(w’) + J;(w?)), (2.85)

wi€[0,1]%

donde J;(w’) = a;||w’|| y donde la sucesién {c;}32, cumple con ser creciente y tal que o; —
oo. Por otro lado, si definimos ¢y := ¢ y resolvemos el problema de optimizacién para 7 = 0,
los nodos w” € R% que no sean mayores a una tolerancia tol < 1 son descartados, dejando ¢,
nodos a discriminar. De esta manera, la dimension del problema se reduce y el problema 2.85

ahora minimiza w! € R%,

Este proceso se repite sucesivamente hasta que se discriminen todos los nodos que el usuario
desee, es decir, hasta que ¢; < g, 0 bien se alcance un maximo de iteraciones j,q, permitidas

por el usuario. Lo anterior se puede resumir en el algoritmo 2.
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Algorithm 2 OED
Reqllil'e= 45 Qmins jmaz, Winis G’ M, M_l, C;rla tOl
1 Go =G, G =G",q:=¢q,j:=0
2 LO - [17 27 7Q]
3: while ¢; > ¢35, and j < Jpa, dO
4:  Resuelve el problema:
W) = mingse s (O(WY) + J;(w?)),  con la condicién inicial w,;.

En cada iteracion del algoritmo de optimizacién (con j fijo) se calcula:
- W,
- Cpost(W?) con G, y G}
- Manda a llamar al Algoritmo 1
- Ji(w?) y VI (w?)
5:  Selecciona los pesos y sus indices:

J J ... J J
Wiy Wiy, o Wiy > tol de w;, ;...
6:  Reduce los operadores:
T
L= [lflaL% e 7LNj]

G = Gy[L,
G;TH = G;f[:,L]

7:  Discrimina los nodos del total
Ly = Ly[L]

8:  Redefine la condicion inicial:

Wini = [’UJZI,U)Z27 e 7wZN],]
9:  Actualiza la dimension
gj+1 = Nj.
10:  Actualiza el paso:
j+=1

11: end while

12: return L
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2.4.7. Calculo de la distribucion posterior en OED

Cerraremos esta seccion y el capitulo remarcando que la forma en la que se ha definido la matriz
de covarianzas posterior del OED 2.75 es diferente a la de la distribucién 2.59. En el primer
caso, ésta solo se usa en el diseno optimo, mientras que la segunda se usa hasta que ya se han
discriminado los nodos. Asi mismo debemos notar que no es posible usar la aproximacion de
rango bajo 2.3.11 para el OED.

Es por esta razén que en el algoritmo 1 se sugiere hacer el cdlculo de la matriz 2.75 por medio
de una aproximacién de rango bajo, por ejemplo una SVD. Para ello consideremos la siguiente

factorizacion de dicha matriz

Cotpost (W) = (Hm(w) + C,.1)
— [C/2 (CYHp(w)C2 +1) C V%] (2.86)
— CY/? (CY’Hy(w)CY2 +1) ' CY2.

Con dicha factorizacion, el calculo de la matriz de covarianzas se reduce a calcular la inversa de
la matriz (C;PHM(W) 021742 + I). Si bien este calculo parece ser costoso computacionalmente,
dicha factorizacion ha precondicionado la matriz Hys y como consecuencia el nimero de con-
dicién de esta matriz es muy bajo (de un orden menor a 10'). Con este buen condicionamiento

es muy rdpida una descomposiciéon SVD o algin otro método iterativo para calcular inversas.

Finalmente notemos que el calculo de C}f solo se hace una vez en todo el proceso, por lo que
la parte pesada en el cdlculo de la funcion objetivo y su gradiente se reduce a la accion de 2.86

en la traza.
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Metodologia

3.1. Estudios de caso

3.1.1. Determinacion de la fuente en la ecuacion de Poisson

Consideremos el estudio de caso 1 dado por la expresion 2.5 con los pardmetros y la solucion

mencionados. Definimos el problema inverso de estimar el pardmetro
m = f(x).

Recordemos que la solucién a la PDE con FEM estd dada por la expresion 2.16, con K la matriz
de rigidez y b una regla de cuadratura sobre el vector m. Por lo que el problema se puede

reescribir como
KU = Qm.

Denotando a U como u, tenemos que el mapeo directo de este problema es ahora

u=Gm,

con G := K'Q.

3.1.2. Determinacion de la fuente en la ecuacion eliptica

Este problema es tomado del estudio de caso 2 del problema 2.7 con los mismos parametros
presentados y con la solucién dada. De igual manera que el caso anterior, el problema inverso
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consiste en estimar el parimetro

m = f(x).

Como ya hemos visto, la solucion a la PDE con FEM esté dada por la expresion 2.21 y también

puede escribirse su mapeo directo como

u=Gm,

donde G := (K + M,,)'Q.

3.1.3. Condicion inicial en la ecuacion de calor

Este caso corresponde al estudio de caso 3 dado por la ecuacién de calor 2.10. El problema

inverso asociado a este problema es la estimacién de la condicion inicial
m = g(x).

Una vez dada una discretizacion del tiempo ¢ = %y, 1, - - - , tn,, la solucién a la PDE estaba dada
de manera sucesiva por la expresion 2.31. Por lo que en cada instante & del tiempo, la solucién

a la PDE puede ser calculada como

UF = AU, (3.1)
-1
donde A = (M + %K) <M — %K)

Aplicando el operador A de manera recursiva se tiene entonces que

U* = AFUY.

Sin embargo, si se tienen observaciones en los tiempos u(x, t,, ), u(X, t.,), - ,u(x,t.,, ), con

{tn,}7, C {t;}},. Entonces el mapeo directo del problema se escribe como

u=Gm,
donde
UHl Aﬂl
UHQ AHQ
UHm A’im
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3.2. Parametros generales usados

3.2.1. Problema directo

En todos los casos el dominio {2 se particiond sobre una rejilla con 50 nodos en la direccion x y
50 nodos en la direccion y. Con esto tenemos un total de N = 2500 nodos del mapeo directo

tal y como se muestra en la figura 3.2.1.

Nodos del mapeo directo

1.0 4

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 A1

0.0 1

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura 3.2.1: Nodos del mapeo directo.

Para la discretizacion temporal se tom6 7' = 1 y se hizo una particién con Ny = 1001.

3.2.2. Distribucion a priori

En la construccién de la distribucién a priori 2.55 son necesarios los pardmetros v y s, los
cuales deben satisfacer las hipétesis del teorema B.0.7. Por lo que se escogieron como o = 8.0

y s = 1.4 en todos los casos.

Con los pardmetros anteriores, la distribucidn a priori queda caracterizada por su media y su

matriz de covarianzas. Dichos parametros de la distribucién pueden observarse en la figura 3.2.2.
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Media priori

1.0 Covarianzas priori

0.8
-14 500

0.6 10-2

1000
1073

0.4 1074

-6 1500
10-5

0.2
2000

0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 2500
x 0 500 1000 1500 2000 2500

Figura 3.2.2: Distribucion a priori

3.2.3. Verosimilitud

La verosimilitud queda definida completamente por el operador de covarianzas del ruido, el cual
elegimos por simplicidad como
Cobs =0 21.

Cabe mencionar que se necesita un nivel de ruido bajo para que la estimacion del parametro sea
factible. Una forma de cuantificar el ruido es con la relacién de senal a ruido, la cual se define

como ,
onp - max{u}

o

Es mencionado en [6] que este pardametro debe satisfacer SN R > 100, por lo que en los estudios

de caso 1y 2 se crearon datos sintéticos con
o=10"", (3.2)
mientras que en el estudio de caso 3 se usé

o = 0.05. (3.3)

3.2.4. Distribucion posterior

En el cdlculo de la matriz de covarianzas posterior, se necesita dar una tolerancia r en la aproxi-
macion de rango bajo. Empiricamente se determiné que con » = 200 es suficiente si se toman a

lo mas 100 observaciones.

62



Capitulo 3. Metodologia

3.2.5. Diseiio 6ptimo

Para la construccion de la matriz de covarianzas posterior, se necesitan proponer los nodos de
observacion. En este caso se opté por una configuracion que no coincidiera con los nodos del
mapeo directo y que a su vez rellenaran el espacio de manera adecuada, por lo que usamos los

nodos con la configuracion conocida como Halton [16].

Tomando ¢ = 100 nodos iniciales Halton, los nodos a discriminar se ven como en la figura 3.2.3.

Nodos de observacion

1.0 A
o ° Y °
[ ] [ ] PY ()
° o o ©
L4 ®
o ® ® °
0-81 o o © ° ¢ °
[ J ° ° Y °
o °
o ® ° ® °
0.6 ) o ) ° [}
o o ° ]
° L °
> [ ] @ )
° o ) ®
J () L4 L °
0.4 [ ] Y
0 ° 4
[ ] [ ] PY o
[ ] Y L]
] o ® (]
° o )
0.2 - o ° ®
o ® o © b
o ° ¢ °
)
® [ °
° LIPS ®
0.0 A ) [ ]
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura 3.2.3: Nodos de observacion.
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Por otro lado, para la construccion de la matriz de covarianzas posterior 2.75, en [2] se recomien-
da usar ¢ no muy pequefio, por ejemplo ¢ = 1. En nuestro caso tambien tomamos o = 1 sélo
para el problema OED, mientras que el cdlculo de la distribucién posterior 2.3.11 se usaron los
niveles de ruido 3.2 y 3.3 una vez que terminé el proceso de OED. Si bien no se puede probar
invarianza en el problema OED respecto a o, si tenemos la certeza de que con dicho valor de o
se tiene un escenario mas pesimista, por lo que los resultados obtenidos se podrian considerar
aceptables.

En el caso de la regularizacion LASSO, la eleccion de pardmetros «; fueron elegidos como

ajp1 = O + 2, Qg = 1.

Respecto a la tolerancia con la que se discriminan los pesos w se us6 tol = 107, Y finalmente
tenemos que el nimero maximo de nodos a discriminar se asignaré como ¢,,;, = 15 para los
estudios de caso 1 y 2, mientras que en el estudio de caso 3 se usd ¢,;, = 45, asi mismo el
numéro maximo de iteraciones fue 7,,,. = 2500.

3.3. Algoritmos y paqueteria

El lenguaje de programacion fué en su totalidad python 3, de donde se usaron diferentes biblio-
tecas para cada problema.

La primera fué¢ FENICS [21], la cual se especializa en el método de elemento finito. Con dicha
libreria es posible construir las matrices de masa M, rigidez K y K. En segundo lugar se uso6 la
libreria Scipy [40] para el manejo vectorial de la informacion, la cual a su vez contiene varias
bibliotecas.

Para el célculo de las matrices G y G* es necesario el calculo de inversas de matrices ralas por
lo se usaron las bibliotecas scipy.sparse y scipy.sparse.linalg.

En el caso de la matriz de covarianzas a priori 2.55 y su precision 2.56, estd involucrado el
calculo de eigenvalores y eigenvectores por lo que se usé la biblioteca scipy.linalg, la cual se
especializa en dlgebra lineal numérica para matrices densas. De igual manera, el célculo de la
distribucién posterior 2.3.11 usa dicha libreria para calcular de manera eficiente la aproxima-
cién de rango bajo por medio de algoritmos de matrices simétricas. Por otro lado, la matriz de
covarianzas del disefio ptimo se calcul6 haciendo la descomposicion SVD de la matriz 2.86;
dicha descomposicion también usé scipy.linalg.

Finalmente, tenemos que el problema de optimizacion 2.85, se resolvio para cada j por medio de
la biblioteca de scipy llamada scipy.optimize. Dicha biblioteca esta disefiada para la solucién
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a problemas de optimizacién. En dicha libreria se usa como parametro el método a elegir, en

nuestro caso se opto por la sugerencia dada en [2] de usar el método conocido como L-BFGS-B

[7].
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Resultados

4.1. Estudio de caso 1

Una vez hecha la discriminacién sucesiva por medio del algoritmo OED, los resultados de com-

parar las distribuciones posteriores ¢* contra la ¢" estén dados en la figura 4.1.1.

Distancia de Forstner Divergencia de Kullback-Leibler

15.0 4 14000 A

12.5 12000 A

__ 10000 ~
% 10.0 .3
B =

= = 8000 ~
% 754 T®

S & 6000

5.0 4

4000 -

2.51 2000 -

0.0 04

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
q* gk

Figura 4.1.1: Comparacion de las distribuciones. Estudio de caso 1.

En primer lugar consideremos la distancia de Forstner, en la que la distancia entre en las matrices
de covarianzas parece ser semilineal y mantiene una escala no muy grande. Para el caso de la
divergencia de Kullback-Leibler, tampoco se observan cambios muy abruptos; sin embargo, la
escala es mayor, lo cual también se refleja en el hecho de que esta divergencia considera la media

de la distribucion.

Teniendo lo anterior en cuenta, se eligieron de manera arbitraria las distribuciones posteriores
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cuando ¢* = 100, 52 y 13. Los resultados de las configuraciones resultantes asi como sus pesos
se muestra en la figura 4.1.3; en ella podemos ver que existe una discriminacion hacia el centro
de la configuracion. Asi mismo, los pesos se van haciendo mas contrastantes hacia los extremos
del intervalo [0, 1].

Por otro lado, en la figura 4.1.4 se puede apreciar que no existe un cambio sustancial de las
medias de la distribucidn posterior, esto a pesar de haber realizado las mediciones en tan pocos
nodos. Asi mismo, se puede apreciar que las matrices de covarianzas se encuentran en un ran-
go de [0,1071), ademds de presentarse mds dispersion fuera de la diagonal principal a menor
nimero de nodos. Esto indica mayor incertidumbre a menor nimero de nodos; asi mismo, ma-
yor correlacion entre las variables de la distribucion. Lo anterior es facil de interpretar, ya que
la verosimilitud disminuye su aportaciéon con un nimero pequefio de nodos y la distribucion a

priori es la que rellena la informacion.

En general se tienen resultados bastante aceptables al comparar la media de la distribucién pos-

terior con el pardmetro verdadero 2.6, el cual puede observarse en la figura 4.1.2.

Fuente analitica

Figura 4.1.2: Pardmetro verdadero. Estudio de caso 1.
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Nodos, a=1.0
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Figura 4.1.3: Nodos y pesos del OED. Estudio de caso 1.
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Figura 4.1.4: Distribucién posterior. Estudio de caso 1.
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4.2. Estudio de caso 2

Para este caso, los resultados de la comparacidn entre los nodos discriminados y sin discriminar

se encuentra en la figura 4.2.1.

Distancia de Forstner Divergencia de Kullback-Leibler
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Figura 4.2.1: Comparacion de las distribuciones. Estudio de caso 2.

Respecto a la distancia de Forstner observamos un comportamiento muy parecido al caso an-
terior, ya que la distancia entre las matrices tiene una forma semilineal y se mantiene en una
escala de [0,20). Sin embargo, en la divergencia de Kullback-Leibler es claro que existe un
cambio abrupto cuando se tienen ¢* = 28 nodos, ademds de una escala mucho mayor. Esto nos
indica que a partir de este punto la media empieza a cambiar considerablemente; para verificar

este resultado observamos las distribuciones posteriores en ¢* = 100, 28 y 15.

En la figura 4.2.3 tenemos los resultados de la discriminacién sucesiva con el OED. Notemos
que al igual que en el estudio de caso 1, la discriminacion sucesiva se hace hacia el centro de la
configuracion. Asi mismo, los pesos se contrastan hacia los extremos de manera muy semejante

al caso anterior.

La razén por la cual los nodos y los pesos se comportan en forma muy parecida al caso anterior
puede ser debido a la estructura del operador diferencial, ya que éste se diferencia del anterior

con solo por el término de reaccion.

Al observar la figura 4.2.4, podemos notar que desde un principio con ¢ = 100 se nota una
diferencia entre el pardmetro verdadero 4.2.2 y la media; si bien no es significativa esta dife-
rencia, si es notable al comparar con la figura 2.8. Dicha diferencia se acentua un poco en 28
nodos y donde finalmente se nota una diferencia relativamente significativa aunque aceptable en

15 nodos. Por otro lado, las matrices de covarianzas también presentan dispersion fuera de la
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diagonal principal cuando se disminuyen los nodos de observacion, ademas de mantenerse en
los mismos rangos que el estudio de caso anterior.

Fuente analitica

90
72
54
36
18

-18

Figura 4.2.2: Parametro verdadero. Estudio de caso 2.

Es claro que las estimaciones de la media son un poco mas abruptas respecto al caso anterior;
esto se debe a que la solucion analitica u(x) de los datos dada por la ecuacién 2.9, contiene
zonas de muy alto gradiente cuando p = 10, las cuales se modelan bien con elemento finito bajo
nodos adaptativos (consulte [22] para mas detalles). Lo anterior provoca que el operador del ma-
pero directo G no pueda capturar de manera adecuada los valores que mds aportan informacién
en la verosimilitud, por lo que a pesar de que en la formulaciéon OED son nodos 6ptimos, la
verosimilitud necesita aportar mas informacion.
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Figura 4.2.3: Nodos y pesos del OED. Estudio de caso 2.
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4.3. KEstudio de caso 3

Finalmente para el estudio de caso 3, las graficas de comparacion entre las distribuciones son
mostradas en la figura 4.3.1. En ella podemos notar que existe una discriminacién abrupta en
¢ = 151 nodos para la distancia de Forstner; después de eso ya no se observa un cambio

sustancial en dicha distancia.

Distancia de Forstner Divergencia de Kullback-Leibler

20000 -

15000 1

ost)

w
K

10000 A

40 g
Dy (gt T3

5000

50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300

Figura 4.3.1: Comparacién de las distribuciones. Estudio de caso 3.

Por otro lado, en la divergencia de Kullback-Leibler ademds del salto en 151 nodos, podemos
ver otro en 94, a partir del cual se tiene un incremento significativo en la divergencia. Nueva-
mente esto es un indicador de cambios en la media de la distribucion. Debido a lo anterior se

examinaron los datos en ¢* = 300, 151,94 y 49.

Como se menciono en el capitulo anterior, los nodos espaciales a discriminar en este caso eran
los mismos para los tiempos ¢ = 0.5,0.75 y 1 como se muestra en la figura 4.3.3. Observemos
ahora la figura 4.3.4; en ella tenemos que se han descartato todos los nodos en el tiempo ¢t = 1.0

y varios mds en el tiempo ¢ = 0.75 dejando solo 151 nodos dispobibles.

Respecto al caso en que tenemos solo 94 nodos como en la figura 4.3.5, vemos que se han
descartado todos los nodos en el tiempo ¢ = 0.75. Al seguir con la discriminacién sucesiva
observamos 49 nodos en el tiempo ¢ = 0.5, es claro que el proceso de discriminacion tardo

demasiado, pues notamos que esto fue en oy, = 6085.

Lo anterior se debe a que la ecuacién de difusion aplasta la solucién conforme avanza el tiem-
po, esto provoca que la verosimilitud definida por los datos u no sea informativa para valores
grandes del tiempo. Dicha informacién ya se encuentra implicita en el operador G. Asi mismo,
los nodos se van centrando salvo algunas excepciones debido a que un operador parabdlico en

esencia es muy parecido a un eliptico en su discretizacién numérica.

74



Capitulo 4. Resultados

Al observar los correspondientes pesos de esta discriminacion de nodos en las mismas figuras,
podemos notar que los pesos se marginzalizan hacia la izquierda, ya que los 300 nodos estan
enumerados de izquierda a derecha en funcion del tiempo.

Ahora, al analizar las figuras 4.3.7, 4.3.8 y comparar las medias con respecto al pardmetro verda-
dero 2.11 representado en la figura 4.3.2, podemos notar que en realidad hay un cambio apenas

visible en la discriminacion a 45 nodos. En general los resultados en si son bastante aceptables.

Por dltimo, al analizar las matrices de covarianzas en las figuras 4.3.7 y 4.3.8, queda claro que
no hay un cambio perceptible en la matriz de covarianzas, lo cual ya se ve en la poca variacion
de la distancia de Forstner y en la divergencia de Kullback-Leibler, la cual preserva una escala

no mayor a 25000; esto es muy poco en comparacion con el estudio de caso anterior.

Condicidn inicial

90
75
60
45
30
15

Figura 4.3.2: Parametro verdadero. Estudio de caso 3
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Figura 4.3.5: Nodos y pesos del OED. Estudio de caso 3, o = 155.
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Figura 4.3.6: Nodos y pesos del OED. Estudio de caso 3, o = 6085.
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Figura 4.3.7: Distribucién posterior. Estudio de caso 3.
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Media OED, g =49
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Figura 4.3.8: Distribucién posterior. Estudio de caso 3.
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Capitulo 5
Conclusiones

Los resultados obtenidos en el capitulo 4 nos indican que la metodologia propuesta del algoritmo
OED puede considerarse aceptable, ya que exhibe el poco efecto de los nodos en los ultimos

pasos del tiempo para el estudio de caso 3.

Asi mismo, tenemos en todos los casos una centralizacion de los nodos, lo cual reafirma la idea
de que los nodos que se encuentran en la frontera o cerca de ella, son aquellos que aportan menos
informacion al tener una frontera nula. Es decir, la interaccion entre los nodos con la frontera

estd presente en la discriminacion.

Por otro lado, el estudio de caso 2 demuestra que a pesar de que la traza de una matriz de
covarianzas es un buen criterio para definir optimalidad sin conocer los datos u, éstos también
aportan informacion valiosa y necesaria para muchos problemas. Sin embargo, como un primer
intento de experimentacion es recomendable una discriminacion OED ya que, una vez hechas
las mediciones sobre los nodos, si los resultados no son convincentes y se desea a futuro medir
de nuevo, la informacidn previa se puede reutilizar simplemente con asignar de manera fija en
nuevo OED a los pesos medidos como 1 y redefinir los nodos de observacion con la evidencia

acumulada hasta el momento.

Finalmente diremos que el usar la formulacién del problema de optimizacién con regularizacio-
nes LASSO sucesivas, tiene la ventaja de guardar toda la informacién de manera secuencial y
analizar de manera previa la distancia de Forstner. Lo anterior nos indicaria la forma en la que

la incertidumbre del problema cambia en funcién de los nodos de medicion.
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Apéndice A
Analisis Funcional

Dentro de los elementos tedricos que se abordan en esta tesis, se encuentran el estudio de Ecua-
ciones Diferenciales Parciales, el Método de Elemento Finito y Problemas Inversos. En el primer
caso, la teoria base se encuentra en los espacios de Sobolev, los cuales se abordaran més adelante.
Por otro lado la teoria de elemento finito hace uso de estas mismas herramientas cuando recurre
nuevamente a la teoria de las parciales, asi mismo los conceptos de interpolacién involucrados
requieren también del estudio de los espacios de Sobolev. Finalmente, la parte correspondiente
a los problemas de regularizacion clasicos, hacen uso exhaustivo del Teorema de Proyecciones
Ortogonales y teoria de operadores, ambos temas tratados aqui mismo. Para el lector interesado
en las pruebas de éstos y otros temas relacionados puede consultar los libros de [33], [30], [10]

y [29].

A.1. Espacios de Hilbert

Definicion A.1.1. Sea (X, || - ||x) un espacio vectorial normado; diremos que una sucesion {zy }
es de Cauchy si se cumple que

i |z — @il =0.

Si bien en R las sucesiones de Cauchy implican convergencia de la sucesion, esto no siempre es
asi. Existen nimerosos ejemplos de espacios donde esto no ocurre, por ejemplo: El espacio de

las funciones continuas en un intervalo cerrado C°([a, b]) con la norma L?.

Definicion A.1.2. Sea X un espacio vectorial normado, diremos que es completo o de Banach

si toda sucesion de Cauchy {x}72, converge a un elemento x € X.
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En particular estamos interesados en espacios con producto interior, pues éstos definen algunos

espacios de interés en ecuaciones diferenciales parciales.

Definicién A.1.3. Sea H un espacio de Banach, diremos que es de Hilbert si su norma ||-||,,

proviene de un producto interior (-, -).

Uno de los teoremas célebres en espacios de Hilbert sobre caracterizacion de espacios es el si-

guiente.

Teorema A.1.1 (Proyecciones Ortogonales). Sea H un subespacio de Hiberty sea VVC H un

subespacio cerrado; entonces se cumple lo siguiente.

1. Existe un tinico w € V tal que es solucion al problema de minimizacion para el funcional

— = inf ||[v — )
= 2lly = inf lo — sl

2. w=uxsiysolosiz V.
3. Existe un inico z € V= tal que
r=w+ z.
Esto es equivalente a que H =V @ V* y ademds
]l = llwlly + 11215
Definicion A.1.4. Diremos que H es separable si existe un subconjunto denso en H que sea
numerable.

Ejemplos destacados de estos espacios son R" con el producto interior usual y L?(R"). Este tipo
de conjuntos son de vital importancia, ya que admiten una base ortonormal, es decir, para cada
x € H existe una sucesion {z;} C H ortonormal tal que

oo
T = (T, 2 ) 1 2k
k=0

Otro concepto importante es el de dualidad, el cual introduciremos a continuacion.

Definicion A.1.5. Sean el funcional lineal 7' : H — R, diremos que es continuo si para cualquier
x € H, existe C' > 0 tal que
Tx| < C |z, - (A.1)
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Todos estos operadores pueden englobarse en un solo espacio, el cual definimos a continuacion.

Definicion A.1.6. Definimos a * como el conjunto de todos los funcionales linales continuos;
a este espacio le llamaremos espacio dual de 7.

La importancia del espacio dual es su relacién de isomorfismo con el propio espacio H, esto

queda dado por el siguiente teorema.

Teorema A.1.2 (Representacion de Riesz). Sea H un subespacio de Hibert; entonces para todo
T € H* existe un tinicoy € ‘H

Tx = (z,y), Ve € H.

Nota 5. La accién de T sobre x usualmente se representa como (7', z)..

A.2. Teorema de Lax-Milgram

En el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales, es comun usar la forma variacional de
las ecuaciones; dicha estructura generamente es equivalente a una forma bilineal. Por lo que

empezaremos por definir este concepto.

Definicion A.2.1. Sea W un espacio vectorial, decimos que la funciéon B : W x W — R es una

forma bilineal si su mapeo B(x,y) es lineal en cada entrada.

Estamos interesados en formas bilineales que cumplan ciertas caracteristicas de regularidad, las
cuales definimos a continuacion.

Definicion A.2.2. Sea B(z,y) una forma bilineal asociada al espacio de Hilbert H. Definimos
las propiedades de:

1. Coercividad

Si existe una constante C'; > 0 tal que

Cillzll3, < B(, ).

2. Continuidad
Si existe una constante Cs > 0 tal que

1B, y)| < Coll2 3|yl
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Con lo anterior podemos establecer ahora el famoso teorema conocido como Lax-Milgram.

Teorema A.2.1 (Lax-Milgram). Sea B una forma bilineal coerciva y continua sobre H y sea

tambien f € H*, entonces existe un tinico x € H tal que

B(x,y) = (f,y)» Yy €H.

A.3. Espacios de Sobolev

Una forma de compactar la notacién de la derivada en todos los ordenes posibles es usando la
notacién mulitiindice; para ello consideremos el elemento &« = (ay, g, -+ ,a,) € N" (con-

siderando al 0 en los naturales). A dicho vector se le conoce como un multiindice de orden
e n
ol == 0.

Definicion A.3.1. Sea Q2 C R" abierto y u € C*(), definimos la derivada multindice como

ledgy (a2
D%u(x) : 0u(z)

- TN A%, A%n
= G g = OO
n

y para k = |
DFu(x) := {Du(z)||o |= k} .

Definicion A.3.2. Seay € (0, 1]; diremos que una funcién es y-Holder continua si existe C' > 0
tal que
u(z) —u(y)| <Cle —y|"  z,ye,

se puede asociar una norma.

Definicion A.3.3. Sea u € C*(Q) cuyas derivadas estan acotadas, definimos la norma Holder

como
||U||ckw((z) = Z ||Dau||L°0(Q) + Z [D‘“u]cow(m,
o<k =k
donde u(e) — u(y)
u(zx) — u(y
u ~(O) c— Su R —
[ ]co () WEPQ { |$ _ y|’7 }

Las funciones cuyas dervadas acotadas son todas Holder continuas pueden caracterizarse en el
siguiente espacio
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Definicion A.3.4. Definimos el espacio k-Holder como

Q) = {u € C*Q) | [[ullora) < o0}

Finalmente se puede afirmar que estos espacios son de Banach.

Algunos otros espacios de funciones de interés son los siguientes.

Definicion A.3.5. Definimos el espacio de las funciones de prueba C°(§2) como aquellas que
son continuamente diferenciables de todos los 6rdenes y ademds cumplen que cualquier ¢ €

C'°(Q2) tiene un soporte compactamente contenido en 2.

Otro espacio de interés es el de la funciones localmente integrables, el cualde finimos a conti-

nuacion.

Definicion A.3.6. Llamaremos espacio de las funciones localmente integrable como aquel dado
por
Ll

loc

(Q)={ueL'(V)| paratodo V CcCQ},

donde V' CC 2 indica que V' estd compactamente contenido en ).

Es con estas funciones que ahora podemos definir la derivada débil, como una generalizacion de
la derivada clasia.

Definicion A.3.7. Sean u,v € L}, (), definimos a v como la a-ésima derivada débil de u si se

cumple que

/ uD%¢dx = (—1) / vodx, Yo € C(Q).
Q Q

A dicha derivada la denotaremos como D*u := v.

Es con este concepto que podemos definir ahora los espacios de Sobolev.

Definicion A.3.8. Definimos el Espacio de Sobolev W"?(§)) como el conjunto de funciones

tales que D existe en sentido débil y estd en L?(€2) para todo multiindice |«| < k.

Definicién A.3.9. Sea una funcién con derivadas débiles hasta orden || = k, definimos la

norma Sobolev ||u|y k() como
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1. Parap € [1,00)
1/p

lullwisioy = [ 3 Il

lal <k

2. Parap = o0

[ul[wree () = Z [wll Lo ()-

| <k

Cuando p = 2, usaremos la notacién H*(Q) := W*2(Q).
Nota 6. Por convencién H°(Q)) := L*(Q).

Teorema A.3.1. Los espacios de Sobolev W*?(Q)) son espacios de Banach con la norma Sobo-

lev, mds atin H*(Q) es un espacio de Hilbert separable con producto interior

(U, v) g () = Z (D%u, D*v) 2.

lal<k

Defimos ahora el siguiente espacio.

Definicién A.3.10. Definimos el espacio H}(€2) como la cerradura de C°°(Q2) con la norma
Sobolev de H*(12).

Claramente por construccién HEY(Q) C H*(Q), por lo que puede considerarse a dicho espacio
como los elementos de H*(2) con traza cero.

Como observacién final notemos que al ser HY(£2) un subespacio cerrado con la norma Sobolev
de uno completo, entonces es un espacio de Hilbert. Sin embargo se puede definir una nueva
norma sobre este espacio, la cual se conoce como la norma de energia; dicha norma la definimos

por la expresion A.2.

1/2

[ B 20l o (A2)
la|=k

A.4. Espacios de Sobolev para problemas de evolucion

Dado que uno de los casos de estudio comprendidos en este trabajo fue la ecuacién de calor,

es necesario entrar en los problemas que dependen del tiempo, también conocidos como de
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evolucion. Debido a que estamos interesados en ecuaciones parabdlicas, la teoria desarrollada en
la seccidn anterior sirve de base para definir los espacios de Sobolev para ecuaciones parabdlicas

y sobre las cuales se define la solucion.

Empezaremos por redefinir los espacios L?(£2) en sentido de evolucion.

Definicion A.4.1. Sea X un espacio de Banach, y sean las funciones medibles « : [0, 7] — X.

Definimos las normas

1. Parap € [1,00) como

T
lll ooy = ( / \Iu(t>|\§<dt)

[ullzro.rix) := esssup [Ju(t)]|x
[0,7]

2. Para p = co como

Es con dichas normas definimos el siguiente espacio.

Definicion A.4.2. Sea v : [0,7] — X medible con X espacio de Banach. Definimos el espacio
LP(0,T; X) = {u: [0, T] = X | [[ul| ror:x) < 00}

Nuestro segundo espacio de interés es el de lo espacios que generalizan a las funciones que

mapean del tiempo a funciones continuas. Dicho espacio se define como

C%0,T; X) == {u:[0,T] — X | u(t) continua, r[rolz%]( |lul|x < oo}

)

Y finalmente mencionaremos la version temporal de los espacios de Sobolev. Para ello primero

definiremos la derivada débil en sentido temporal.

Definicion A.4.3. Sea X un espacio de Banach y sea u una funcién en L' (0, 7; X). Llamaremos
derivada débil a la funcién v € L'(0,T; X) tal que

/0 & (Du(t)dt = — /0 SOV Yot) € C(0,T).
d

A dicha derivada la denotaremos por %U@) = .

Es con esta definicion de derivada que podemos definir algunas normas necesarias para construir

nuestro espacio de interés.
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d
Definicion A.4.4. Seaw € LP(0,7; X) y sea %u(t) su derivada débil. Definimos las normas
P 1/p
i)
X

)

Con dichas normas ya es posible definir el siguiente espacio de Sobolev.

1. Parap € [1,00)

d
. p
|ullwirorx) == /0 <||u||X + H_dtu

2. Parap = o0

d
HUHWLP(O,T;X) ‘= ess sup (HUHX + H_u
[0,7] dt

W0, X) = {u € L(0.T; X) | [ullwanorax < o).
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Elementos de probabilidad en espacios de
Hilbert

En esta seccién abordaremos los elementos de probabilidad usados en espacios de Hilbert sobre
la tripleta (H, $,P), donde H es el espacio de Hilbert (nuestro espacio de medida), $ es una
o-algebra sobre H y la medida de probabilidad P. Para consultar las pruebas de este apéndice,

asi como profundizar en propiedades asociadas a estos espacios, puede consultar Stuart [36].

Empezaremos por definir las propiedades que caracterizan algunas distribuciones, en especial

las medidas gaussianas, las cuales son de nuestro interés.

Definicion B.0.1. Definimos la media o la esperanza de la medida IP como el elemento m € H

tal que cumple

(11, )y = / () P(dw),  Yu € H. (B.1)
H

Definicion B.0.2. Diremos que la medida IP tiene un operador de covarianzas asociado, si existe

C : H — "H lineal, simétrico y positivo tal que
(C(u),vyy = / (w —m,u)y(w —m,v)yP(dw), Vu,v € H. (B.2)
H
Mis aun, si C es invertible, llamaremos precisién al operador C 1.

Otro concepto importante es el de la fraza asociada a un operador lineal. Si bien en dimension

finita es muy simple, en dimensidn infinita este concepto estad definido de la siguiente manera.
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Definicion B.0.3. Sea K : H — 7 un operador lineal y sea { ¢y }rex una base ortonormal de

eigenfunciones, entonces llamaremos:

1. Trazade K a

Z Kbx, bx)n (B.3)
k=1
2. Operador nuclear a /C si
tr(K) < oo. (B.4)

Es sabido que algunas medidas de probabilidad se pueden construir a partir de otra, esto gene-
ralmente es a partir de aquellos conjuntos donde ambas medidas se anulan, esta caracterizacion

se define a continuacion.

Definicion B.0.4. Sean P; y P, dos medidas de probabilidad en §), diremos que P; es absolu-
tamente continua respecto a Py si para todo A € §) tal que Py(A) = 0 se tiene que P (A) = 0.
Denotaremos a esta propiedad como Py >> P;.

Con esto ya es posible definir una medida por medio de otra con el siguiente teorema.

Teorema B.0.1 (Radon-Nikodym). Sean las tripletas (H,$,P1) y (H,9,Ps), con Py >> Py,

entonces existe la funcion medible dPPy /dP; respecto a Py tal que

dP
Py(A) / ERR:),  ves (B.5)

En particular estaremos interesados en trabajar con la generalizacion de las distribuciones gaus-

sianas de dimension finita; esto es posible por medio de la siguiente definicion.

Definicion B.0.5. Sea la tripleta (7, $), P). Diremos que P es una medida gaussiana si existen

2

m, € Ry o2 > 0, tales que la funcién dada por (u, -)3 se distribuye N'(m,,o?) para todo

u € H. Més atin, denotaremos a dicha medida como P = N (m,C).

Dentro de las medidas gaussianas es posible caracterizar las propiedades del operador de co-
varianzas y de precision; empezaremos por hablar de los espacios de Hilbert que se pueden

construir por medio de la precision.
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Definicion B.0.6. Dada una medida gaussiana P = A/(m, C), llamaremos espacio de Cameron-

Martin £ sobre H como el dado por el conjunto

E=(\H, (B.6)

jel

donde los #; son subespacios vectoriales de H y que cumplen que P(#,) = 1.

Nota 7. Observemos que el espacio de Cameron-Martin también es subespacio vectorial de H.

La relacion entre el espacio de Cameron-Martin y una medida gaussiana estd dada por el si-

guiente teorema.

Teorema B.0.2. Sea la medida gaussiana P = N(0,C) y E el espacio de Cameron-Martin

sobre H. Entonces dicho espacio es de Hilbert y se caracteriza como
E = Im(CY?), (B.7)
mds aun, el producto interior asociado a este espacio es de la forma

(e = (C7V2,C72) = (€71 Yy (B.8)

La importancia del espacio de Cameron-Martin £ sobre una medida gaussiana estd dada por
la regularidad de este espacio sobre H y su propiedad de invarianza bajo traslaciones. Esto se

caracteriza por la siguiente proposicion.

Proposicion B.0.3. Dada la medida gaussiana = N'(0,C) y E su espacio de Cameron-Martin

sobre ‘H. Entonces se cumple lo siguiente:

1. E estd encajado continuamente sobre H, es decir, existe C > 0 tal que

Jull < Cllul|&. (B.9)

2. Sea P, = N'(m,C), entonces P,,, << PyP << P, siysolosim € E.

El teorema anterior nos indica que una medida gaussiana con media no nula estd bien definida si
la media pertenece a F, lo cual es importante para poder al menos definir de manera correcta la
distribucidn a priori en estadistica bayesiana . Si bien el espacio de Cameron-Martin nos dice en
qué espacio debe estar la media, es necesario que el operador de Covarianzas esté bien definido.

Consideremos entonces las siguientes hipotesis.
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Hipotesis B.0.4. .
Sea K un operador denso sobre H C L*(D,R?) que satisface lo siguiente:

1. K es autoadjunto, definido positivo y con inversa K.

2. El conjunto de eigenfunciones {¢ }rex de K con indices K C 7\ {0} forman una base

ortonormal en H.

3. El conjunto de eigenvalores {\; }r.cx asociados a {¢y. }rex estdn acotados por

para algiin par Cy, Cy > 0.

4. Existe C > 0 tal que
1
sup (Inlo= + D6 ) < C.

keK

Con estas hipotesis podemos construir el operador de covarianzas apropiado, asi como los subes-

pacios de H asociados a este operador. Por ello, definimos los siguientes conceptos.

Definicion B.0.7. Sea K un operador que cumple las hipétesis 1y 2

1. El operador faccional £ con o € R es aquel que cumple

K = Z g (U, Or) gy Dy Yu e H.

keK

2. El espacio de Hilbert H*® con s € R esta dado por

HE = {u €MD X u,dr)yl” < oo},

keK

mas aun, H* tiene norma dada por

ull2 =) DA [, i)y (B.10)

keK

La importancia de los espacios H* radica en su contencion sobre H y como construirlos. Esta

relacion estd dada por la siguiente proposicion.

Proposicion B.0.5. Sea IC que satisface las hipdtesis B.0.4. Entonces
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1. Sis >0, entonces H® C H.
2. H* = Dom(K*/?).

El siguiente teorema nos indica cudl es el operador de covarianzas apropiado para H y la regu-
laridad del espacio.

Proposicion B.0.6. Sea KC que satisface las hipdtesis B.0.4 y sea o > d /2. Entonces C = K¢
estd bien definido (Im(C) C L?(D,R%)), mds aiin, dado u ~ P = N(0,C), tenemos que u es
s-Hélder continua para todo s < min{1, a — d/2}.

Claramente este operador de covarianzas ofrece continuidad en sentido Holder para las varia-
bles aleatorias de IP. Por otro lado, también es posible decir més sobre el espacio en el que las

variables aleatorias de IP se encuentran.

Recordemos que H C L?*(D,RR%), y en especial nos iteresan problemas definidos en espacios de
Sobolev H. Puede probarse que H* C H?, por ello, el siguiente teorema es de suma importancia

cuando usemos operadores como las potencias del Laplaciano.

Proposicion B.0.7. Consideremos K que cumple B.0.4y seau ~ P = N(0,X~%) con a > d /2.
Entonces u € H? c.s. para todo s € [0, — d/2].
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