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Introduccion

Desde el nacimiento de la teoria de graficas en el siglo XVIII, llamada asi
por Sylvester [11], se tuvo interés por resolver si ciertos recorridos bajo ciertas
condiciones, son recorribles o no. De hecho, la teoria de graficas surgi6 a partir de
la pregunta para un recorrido en especifico, el famoso “problema de los puentes
de Konigsberg”.

La historia de este problema es asi: en la ciudad de Konigsberg, hoy Kali-
ningrado, habia siete puentes para cruzar los rios que separaban las distintas
partes de la ciudad. El problema que se planteaba era si se podian recorrer todos
los puentes una sola vez, terminando en el punto de inicio. Euler probé que no
es posible, dando comienzo a esta amplia area de las matematicas, la teoria de
graficas, atn cuando quizds nunca dibuj6é una grafica para modelar el proble-
ma y de que jamés hizo mencién de graficas; de hecho, las representaciones de
graficas como las conocidas actualmente no aparecieron hasta la segunda mitad
del siglo XIX [20]. En el contexto de graficas, se le denomina circuito euleriano
a cualquier recorrido como el descrito anteriormente, donde es posible dar un
paseo cerrado que pase por todas las aristas de la grafica. La denominacién se
debe al padre de la teoria de graficas, quien ademés dio la solucion del proble-
ma planteado, para cualquier recorrido de este tipo. Este se considera el primer
resultado de graficas, asi como de la topologia. Més interesante atn es que la
topologia surgié también con el problema de los puentes de Konigsberg. Es de-
cir, tanto la teoria de graficas como la topologia aparecieron al mismo tiempo.
Un interesante documental que introduce el problema y el inicio de la topologia
puede consultarse en [1].

Hay otro tipo de recorridos en graficas que han interesado a mateméaticos
desde el inicio del desarrollo de la teoria de graficas: los ciclos hamiltonianos.
En vez de pedir que se recorran todas las aristas (los puentes del problema de
Konigsberg) de la grafica, la condicion es que se recorran todos los vértices, sin
repetirlos, y terminando en el inicial. El nombre de estos ciclos es en honor a
William Rowan Hamilton, quien invent6 y resolvio el juego y acertijo (llamado
the Icosian Game o A Voyage Round the World) de encontrar un ciclo asi en el
dodecaedro [44]. A pesar del nombre de estos ciclos, ya habian sido planteados
con mucha anterioridad, desde el siglo IX, en el famoso e interesante proble-
ma del “recorrido de caballo (caballero)” en un tablero de ajedrez [40]: ;Eziste
un recorrido de caballo en que un caballo visite los 64 cuadrados del tablero

11



12 Introduccion

eractamente una vez y regrese al punto de inicio? Curiosamente, este problema
también fue de interés para Euler [6]. La solucion generalizada a este problema
puede encontrarse en [33], aunque fue resuelto inicialmente por al-Adli ar-Rumi
de Bagdad en el ano 890 [6]. Asi mismo, el matematico Thomas Kirkman, quien
se involucré con problemas de combinatoria, habia considerado un problema
mas general pocos meses antes que Hamilton [44]. De hecho, a él se le atribuye
la idea inicial de estos circuitos, pero fue Hamilton quien los popularizo6 [3].

Para este tipo de recorridos, no existe una caracterizaciéon de las graficas que
contienen un ciclo hamiltoniano. Al menos, no una que sea computacionalmente
atil. Es decir, no existe una condiciéon necesaria y suficiente, asi como 6ptima
computacionalmente, para que una grafica posea un ciclo hamiltoniano, asi co-
mo en el caso de las eulerianas; para éstas, se tiene que una grafica es euleriana
si y solo si todo vértice tiene grado par. Mas atn, determinar si una gréfica es
hamiltoniana o no, es un problema NP-completo [44].

En los parrafos anteriores, se introdujo brevemente el area de matematicas
de la teoria de graficas. En seguida se pasara a hacer lo mismo con la geometria
y un area dentro de la misma.

Desde las antiguas civilizaciones, se ha valorado estéticamente lo que se vi-
sualiza simétrico y regular. Un ejemplo claro de esto son los teselados islamicos
empleados en su arquitectura. Posteriormente, este interés por los patrones re-
gulares y por buscar las simetrias interesaria también a los matematicos. Para
resaltar la importancia de la simetria en la ciencia, hay que mencionar a la
matematica Amalie Emmy Noether, quien luch6 toda su vida por ocupar una
profesion cientifica en una época muy prejuiciosa hacia el rol que debia ocu-
par una mujer. Con dificultades pudo ocupar puestos dignos y cobrar por ello,
aunque su genio era admirado incluso por Einstein. Una de sus més grandes
contribuciones a la ciencia, fue el teorema de invariancia, que es un resultado
sorprendente, porque afirma que toda férmula matemaética simétrica equivale a
la existencia de una entidad fisica invariante; y viceversa [32].

En este texto, conjuntaremos las nociones de los ciclos hamiltonianos con
el tema de geometria que se ocupa de las teselaciones regulares. La motivacion
para trabajar con ambas areas de las matematicas es que su visualizacién es-
quematica facilita el entendimiento, ademas de resultar estéticos por si solos.
Las graficas, también conocidas como grafos, consisten tinicamente de puntos y
lineas entre esos puntos. Tienen el encanto de ser objetos visualmente simples,
que permiten resolver muchos problemas en las matematicas y en el mundo real.

El estudio de ciclos hamiltonianos ha sido motivado por diversas aplicacio-
nes. En particular, los ciclos hamiltonianos en mapas regulares del toro tienen
aplicaciones en quimica: resonancia en estructuras quimicas [23], simetrias y
propiedades de moléculas hexagonales [21, 24, 26, 31]. Para el toro, la antes
conjetura de si todo mapa regular tiene un ciclo hamiltoniano [5] ha sido pro-
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bada en [4, 45].

Podemos preguntarnos, si los mapas regulares en otras superficies tienen
ciclos hamiltonianos. Para la botella de Klein, sorprendentemente, también se
tiene que una buena parte de los mapas regulares son hamiltonianos [46].

Con el conocimiento de que la hamiltonicidad en los mapas asociados a las
teselaciones regulares esta resuelto para el toro y parcialmente para la botella
de Klein, quedan caminos por explorar en este problema, dentro del campo de
las matemaéticas. El camino que se seguird en el trabajo, serd escapar a una
geometria no tradicional.

La geometria euclidiana, la desarrollada por Euclides en la Grecia antigua,
fue la geometria imperante por veintitrés siglos, y se caracterizoé por ser una
geometria que se asemejaba a la realidad fisica del mundo perceptible. Dicha
geometria se desarrolla a partir de cinco postulados, de los cuales, los primeros
cuatro resultan un tanto intuitivos, y el quinto, el famoso postulado de las
paralelas, fue el que causé controversia y numerosos intentos de demostrarlo a
partir de los otros cuatro [16]. Nunca se consigui6 probar su dependencia a partir
de suponer los otros cuatro postulados. Sin embargo, al suponer los primeros
cuatro y negar el quinto, surgieron dos nuevas geometrias. Son dos porque hay
dos formas en que la negacién del quinto postulado sea verdadera. Aqui nos
adentraremos en la obtenida de una de las negaciones: la geometria hiperboélica.
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Capitulo 1

Preliminares

Esta seccion se ocupara de describir las nociones necesarias para poder abor-
dar el problema planteado en el capitulo 4. Las dreas matematicas son la teoria
de gréficas, la geometria y la topologia; pero se da también un contexto del
desarrollo histérico de éstas.

1.1. Sobre geometria

A continuacion se plasmara una sintesis del desarrollo de la geometria, tanto
de la euclidiana, asi como de la no euclidiana, tanto en la parte histérica como
en las ideas matematicas. En toda esta seccion se utilizaron las referencias [16]

y [35]-

1.1.1. La geometria euclidiana

Para hablar de las geometrias no euclidianas, tenemos que hablar primero
de la geometria euclidiana. Como mencionamos en la introduccioén, la geometria
euclidiana fue desarrollada por Euclides, alrededor de los siglos IIT y IT a.C.

Como es bien conocido, originalmente la geometria fue la ciencia de la medi-
da, anadiendo el establecimiento de las relaciones entre los objetos geométricos.
Para confirmar la veracidad de estas relaciones, los griegos de la antigiiedad
desarrollaron un procedimiento que caracteriza al método matemaético: la de-
mostracion, el cual consiste en una sucesion de inferencias logicas a partir de
resultados previos.

En el afio 300 a.C aproximadamente, Euclides escribié Los FElementos de
Geometria, donde recopilé gran parte del conocimiento matematico que se tenia
en aquel entonces. Consta de una exposicién légica, creativa y estructurada de
este conocimiento al estilo de Platon. Sorprendentemente, esta ha sido la obra
més difundida después de La Biblia. Comienza con definiciones y axiomas, lo
que se asume por cierto para construir la teorfa. Los axiomas son afirmaciones
intuitivas que se dan por hecho para tener un consenso del cual partir. Las

15



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

definiciones y axiomas, para llegar a las proposiciones, las nuevas afirmaciones
que se anaden a nuestro sistema de definiciones y axiomas; se conjugan mediante
la demostracion, y pueden ser empleadas para demostrar nuevos resultados (se
puede leer mas sobre el método axiomético en [10]). Las primeras definiciones
del libro son las de punto, recta, &ngulo recto, paralelismo, asi como una serie de
nociones comunes (axiomas) que no se demuestran, y sus famosos postulados,
que son los 5 axiomas relevantes y de los cuales se deriva toda la geometria
euclidiana que conocemos, y enunciamos a continuacion:

I. Por dos puntos distintos pasa una recta.

II. Un segmento rectilineo puede ser siempre prolongado.
III. Hay una tnica circunferencia con un centro y un diametro dados.
IV. Todos los angulos rectos son iguales.

V. Si una linea recta corta dos rectas de forma que los angulos interiores de
un mismo lado son menores que dos angulos rectos, las dos lineas rec-
tas, prolongadas indefinidamente, se encuentran en el lado en el cual los
angulos son menores que los dos angulos rectos.

Se observa con facilidad que el postulado V resalta de los demés por ser el
menos intuitivo y el més complejo. Por ello, se levanté la sospecha entre los ma-
tematicos que dicho postulado no era un axioma, no era una afirmacion evidente,
sino una propiedad, resultante de suponer sélo los otros cuarto postulados. En
el camino de la investigacion cientifica tratando de demostrar ese postulado a
partir de los otros, lo que se encontraron fueron numerosas equivalencias al di-
cho postulado, es decir, afirmaciones que se cumplen si el postulado se cumple,
y viceversa. Entre estas equivalencias, se encuentra el famoso teorema de Pi-
tagoras, y la equivalencia por el cual al postulado se le conoce como el de “las
paralelas”, encontrada por John Playfair, que dice: Por un punto exterior a una
recta, pasa una unica paralela.

1.1.2. Las geometrias no euclidianas

La geometria euclidiana o euclidea se considera como la expuesta en los
primeros libros de los Elementos, y la no euclidea como la obtenida a partir de
negar el quinto postulado. Si se le considera al quinto postulado en la versién
de las paralelas, hay dos formas en las que la negacién puede ser verdadera: que
la paralela no sea tnica, o que no existan paralelas, lo cual se puede enunciar
como sigue:

= Por un punto exterior a una recta, pasa mas de una recta paralela a la
dada.

= Por un punto exterior a una recta, no pasa ninguna paralela a la dada.
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Intercambiando el postulado V por cualquiera de estas dos afirmaciones y
preservando los primeros cuatro, se obtuvieron dos nuevas geometrias consisten-
te, una por cada una de las afirmaciones. La primera de ellas fue desarrollada
por Nikolai Lobachevski y Janos Bolyai y es nombrada geometria hiperbélica.
La segunda fue desarrollada por Bernhard Riemann y se llama geometria elip-
tica. Cabe resaltar que, histéricamente, el desarrollo de la geometria negando el
quinto postulado era con el proposito de demostrar su dependencia de los otros
cuatro, llegando a una contradiccién. Mas esa contradiccion nunca llegd.

Algo que también debe destacarse en el nacimiento de las geometrias no eu-
clidianas, es la geometria de las pinturas del renacimiento, la que hoy llamamos
geometria proyectiva. Pintores como Leonardo y Durero querian representar en
sus pinturas bidimensionales lo que veian tridimensionalmente. Les preocupaba
crear la sensacién de profundidad y dibujar los objetos en proyecciéon y pers-
pectiva. Si se considera el haz de lineas de visién que parten del ojo y llegan
hasta los objetos visibles, el cuadro fungia como una ventana, una secciéon plana
que es atravesada por estas lineas que parten del haz y llegan a los objetos. En
esta geometria, las lineas paralelas que se pintan convergen en un punto llama-
do punto de fuga o punto al infinito (también conocido como punto ideal), y el
conjunto de los puntos de fuga de un mismo plano son colineales en la llamada
linea de horizonte, que matematicamente llamariamos recta al infinito. De esta
manera, en el plano proyectivo cambia el sentido de paralelismo concebido por
Euclides, y se empieza a entrever que con este concepto nacen las nuevas geo-
metrias [16].

;Por qué se denominan por hiperbolica (término acufiado por Cayley [9])
y eliptica a las geometrias no euclidianas? La razon es que la clasificacion de
las conicas en elipses, parabolas e hipérbolas puede darse de acuerdo al nime-
ro de puntos al infinito que tiene cada tipo: elipses ninguno, pardbolas uno, e
hipérbolas dos. Para determinar el nimero de puntos al infinito se considera la
pendiente de las curvas. La elipse es una curva acotada por lo que se considera
que no tiene puntos al infinito; en la parabola, conforme tomamos puntos més
alejados del vértice de la parabola, la tangente en dichos puntos se tiende a vol-
ver paralela al eje focal en el limite; y en la hipérbola, tomando puntos que se
alejan de los vértices de la hipérbola, la tangente en un punto tiende a volverse
paralela a alguna de las dos asintotas, dependiendo de qué lado se aleja el punto
del vértice en su rama. Observando que un conjunto de rectas paralelas tienen
siempre la misma pendiente, identificamos un punto al infinito con la pendiente
de una familia de rectas paralelas. Asi, consideramos que la pendiente del eje
focal corresponde al punto infinito de la pardbola, y las pendientes de las asin-
totas de la hipérbola corresponden a los dos puntos al infinito de la hipérbola.
El comportamiento de las rectas es el que determina la denominacion de estas
geometrias: en la geometria eliptica, las “rectas” no tienen puntos al infinito, y
en la geometria hiperbdlica las “rectas” tienen dos puntos al infinito, mientras
que la geometria euclidiana es parabélica. Cabe mencionar también que un espa-
cio curvo de tipo hiperbolico es concavo y uno de tipo eliptico es convexo [35].
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En otras palabras, un espacio hiperbélico posee curvatura negativa, uno esférico
curvatura positiva, y un espacio euclidiano, curvatura cero.

Cabe resaltar que la geometria no euclidiana se puede extender a una super-
ficie que puede tener tanto puntos elipticos como hiperbodlicos, donde se define
a la linea recta entre dos puntos como geodésica: la curva de menor longitud
entre ellos. De este modo, la geometria de la superficie es eliptica o hiperbdlica
en una vecindad de un punto de acuerdo a qué tipo de punto es éste. Riemann
desarroll6 estas nociones, donde la curvatura del espacio puede permitir que las
geometrias cambien de un punto a otro.

El motivo por el cual las geometrias no euclidianas resultaron ser muy inno-
vadoras es porque terminaron con la idea de que los axiomas de Euclides son el
fundamento inmutable al que debe acomodarse el conocimiento experimental de
la realidad fisica. M4s aiin, muchos fenémenos fisicos actualmente son explicados
mejor mediante una geometria no euclidiana que una euclidiana. [10].

1.1.3. La geometria hiperbdlica

Para consolidar la existencia de las geometrias no euclidianas, tras compro-
bar la consistencia del sistema de axiomas y postulados, solo hacia falta exhibir
un modelo matemético que cumpliera con dicho sistema. Se buscaba una super-
ficie tal que algunas curvas fungieran como rectas, y que la manera de medir
angulos y longitudes permitiera la compatibilidad con el sistema axiomético.
El primero de ellos se debe a Eugenio Beltrami, quien exhibié la pseudoesfe-
ra. Mientras Riemann y Ferdinand Minding buscaban superficies de curvatura
negativa, Beltrami se dio cuenta de que una superficie asi debia tener una geo-
metria no euclidiana y dio con la pseudoesfera, una superficie de revolucion
generada por una curva llamada tactriz, que gira sobre su asintota. Se define
como tactriz a la curva que describe un objeto que es arrastrado por otro que se
mantiene a distancia constante y se desplaza en linea recta. La curvatura de una
superficie en uno de sus puntos la defini6 Gauss como la medida de la rapidez
con que la superficie se aparta de su plano tangente. Esta curvatura se llama
negativa cuando la superficie tiene puntos en ambos lados del plano tangente. El
problema con este modelo es que las rectas hiperbolicas (geodésicas) deberian
tener longitud infinita, pero eso no pasa para todas las curvas geodésicas en la
pseudoesfera, por lo que el modelo no es completo. De hecho, Hilbert probaria
més adelante que no existe una superficie en R? que funcione de modelo para
la geometria hiperbolica plana [34]. Beltrami propuso también un segundo mo-
delo al que se conoce como modelo de Beltrami-Klein (ver la figura 1.1a), en el
que se redefinen los conceptos de puntos, rectas y paralelismo. En este modelo
consideraron un circulo (euclideo), y llamaron plano a su interior, puntos a los
puntos en dicho interior, a los puntos de la frontera del disco puntos al infi-
nito, y a las rectas las cuerdas interiores del circulo (sin incluir los extremos).
Aqui las mediciones de angulos y longitudes se dan por medio de logaritmos,
razén doble y nameros complejos, y fue Felix Klein quien dio la férmula para



1.1. SOBRE GEOMETRIA 19

medir la distancia entre dos puntos, también demostré que esta construcciéon
geométrica en el circulo equivale a la geometria hiperbodlica, satisfaciendo los
cinco axiomas y resultados de la geometria hiperbélica. De hecho, este modelo
equivale al del hiperboloide propuesto por Henri Poincaré, que se obtiene del
anterior colocando el disco en el plano z = 1, y proyectando desde el origen los
puntos en el disco en puntos de la hoja superior del hiperboloide de dos mantos
—22 — 42 4 22 = 1. Al cortar el manto superior del hiperboloide con un plano
por el origen, se tiene una rama de la hipérbola, que es una recta hiperboélica
de este modelo [34]. Sin embargo, en este trabajo seran otros los modelos de
Poincaré que se ocuparan y serdn de mayor interés. Uno de ellos es el modelo
del disco (ver la figura 1.1b), el que consta también de los puntos interiores
del disco, pero donde las “rectas” son arcos de circunferencia perpendiculares
al borde del disco. Poincaré fue capaz de encontrar la relacién de la geometria
con la variable compleja y el algebra mediante las transformaciones de Mdbius,
que son conformes, lo que quiere decir que respetan angulos, y, restringidas a la
circunferencia de radio 1, mandan “rectas” en “rectas”. En este modelo, la forma
de medir angulos es igual a la euclidiana, y la distancia entre puntos se mide
nuevamente mediante la razon doble. Ademas, las paralelas corresponden a ar-
cos tangentes que forman un angulo nulo en el punto al infinito comdn. Notese
que estamos considerando como paralelas a las rectas que comparten un punto
al infinito en comun. A las rectas que no comparten puntos, ya sean puntos or-
dinarios o puntos al infinito, se les llama wultraparalelas. Si se tienen dos puntos
en el plano hiperbdlico bajo este modelo, y uno de ellos se aproxima al disco, la
distancia entre ambos se incrementara hacia el infinito, y lo mismo ocurre en el
modelo de Klein. Hay un segundo modelo de Poincaré que es equivalente al del
disco, mediante una transormaciéon de Mdbius, llamado modelo del semiplano
superior (ver la figura 1.1c), asi denominado porque el espacio que se considera
es el plano complejo, donde los ntimeros complejos tienen parte imaginaria po-
sitiva. La transformacién que lleva el interior del disco en el semiplano superior
es la siguiente:

—iz+1
z—1i

En este modelo del semiplano, las “rectas” son arcos de circunferencia per-
pendiculares al eje real y con centro en éste. Aqui también la forma de medir
adngulos es la euclidiana, y la longitud hiperbélica corresponde al tiempo em-
pleado en recorrer el “segmento”; tiempo que aumenta al acercarse al eje real, el
cual puede pensarse como la recta al infinito; asi como en el modelo del disco,
el borde representa la unién de todos los puntos al infinito.
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(b) Modelo del disco de Poncaré

" A B

(c) Modelo del semiplano superior

Figura 1.1: Modelos de geometria hiperbolica. Imagenes tomadas de [9].
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De igual manera que los geodgrafos proyectan la superficie esférica de la tierra
en los atlas planos (un interesante video de la menos comin proyecciéon este-
reografica puede verse en [30]), el plano hiperbdlico se puede proyectar en el
euclidiano. Una de éstas es la ya mencionada de Beltrami y Klein, que es simi-
lar a la proyeccion ortogonal de la esfera, y en donde las rectas estan dibujadas
como lineas rectas. Esta es la proyeccion mas natural, pues es la que simula co-
mo se veria el plano hiperboélico visto desde un punto en el espacio hiperbdlico,
v los dibujos aparecen en perspectiva. El motivo por el cudl es més usado el
modelo de Poincaré, a pesar de ser una proyeccién menos natural, es porque
se visualiza mayor parte del plano, es decir, se aprecia mas el plano que en el
modelo de Klein, ademés, recordemos que este modelo preserva angulos [9], y
las intersecciones de rectas hiperbélicas se enciman menos que en el modelo de
Klein, véase la figura 1.2.

Figura 1.2: Dibujos de una misma teselaciéon en el plano hipérbélico, con el
modelo de Klein, Poincaré y el semiplano superior. Imagenes tomadas de [9].

Si se desea profundizar més acerca de la geometria hiperbélica, tanto en la
parte historica como teorica y analitica, se puede consultar en [28]. En particular
resulta interesante lo que trata sobre la proyecciéon estereografica, entre otras
cosas como las superficies de curvatura negativa.

1.2. Consolidaciéon histérica de la teoria de grafi-
cas

Como mencionamos en la introduccion, el surgimiento de esta area de las
mateméticas, la teoria de graficas, se le atribuye a Leonhard Euler en el siglo
XVIII cuando solucion6 el problema de los puentes de Kénigsberg. Ahondando
en las cartas de Euler que se han logrado encontrar al respecto en [20], abor-
do el acertijo como un problema relacionado a la geometria de la posicion. El
documento en el que escribié la solucién en 1736, comienza asi:

En adicién a la rama de la geometria que se ocupa de distancias, ...
hay otra rama, hasta ahora casi desconocida, que fue mencionada
primero por Leibnitz, la cual llamé geometria de la posicion [Geo-
metriam situs]. Esta rama se ocupa solo en la determinacion de la
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posiciéon y sus propiedades; no involucra distancias, ni calculos rea-
lizados con ellas. Atn no se ha determinado satisfactoriamente qué
tipos de problemas son relevantes para esta geometria de la posicion,
o que métodos deberian usarse para resolverlos. Por lo tanto, cuando
un problema recientemente mencionado parecia geométrico, pero es-
taba hecho de tal manera que no requeria mediciones de distancias,
y ningtn calculo era de utilidad; no me cabe duda de que se rela-
cionaba con la geometria de la posicion - especialmente porque su
solucién involucraba sélo posicién, y ningtn célculo era de utilidad.
He decidido, por lo tanto, dar aqui el método que he encontrado
para resolver este problema, como un ejemplo de la geometria de la
posicion.

La referencia de Leibniz se remonta a 1679, donde él escribio:

No estoy satisfecho con el algebra, ya que no produce ni las prue-
bas maés cortas, ni las mas bellas construcciones de geometria. En
consecuencia, en vista de esto, considero que necesitamos ain otro
tipo de analisis, geométrico o lineal, que trate directamente con la
posicion, asi como el algebra trata con magnitudes...

Previa a la publicaciéon ya mencionada de Euler, las primeras correspon-
dencias encontradas que abordan el problema de los puentes de Konigsberg y
geometria o célculo de la posicion son entre Ehler y Euler, comenzando con esta
de Ehler, quien fungié como intermediario para Heinrich Kiihn, un profesor de
matematicas:

Nos rendiria a mi y a nuestro amigo Kiithn un valioso servicio, dejan-
donos en gran deuda con usted, gran senor, si pudiera enviarnos la
soluciéon, que usted conoce bien, al problema de los siete puentes de
Konigsberg, junto con una prueba de ella. Esto probaria ser un ex-
traordinario ejemplo del calculo de la posicion [Calculi Situs], digno
de su gran genio...

A lo que Euler contesto:

Asi como puede ver, noble sefor, este tipo de soluciéon mantiene poca
relacion con las matemaéticas, y no comprendo por qué espera usted
que un matematico la obtenga, en vez de alguien més, ya que la
solucién esté basada tnicamente en la razén, y su descubrimiento
no depende de principio matemaético alguno. Es por ello que incluso
yo no sé por qué estos cuestionamientos que tienen tan poca relacién
con las matemaéticas son resueltos mas rapidamente por matematicos
que por otros. Por el momento, noble senor, usted ha asignado esta
pregunta a la geometria de la posicion, pero yo soy ingnorante en
cuanto a lo que esta nueva disciplina implica, asi como qué tipos de
problemas Leibniz y Wolff esperaban ver expresados de esta forma...
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Alrededor de las mismas fechas, Euler le escribié a Giovanni Marinoni, un
matematico e ingeniero Italiano, introduciendo el problema de este modo:

Esta pregunta es muy banal, pero me parecié merecedora de aten-
cién pues ni la geometria, ni el algebra, ni el arte de contar fueron
suficientes para resolverla. En vista de ello, comencé a preguntar-
me si pertenecia a la geometria de la posicion [geometriam Situs], la
cual Leibniz alguna vez anhel6 tanto. Es asi como, después de delibe-
rar un poco, obtuve una regla simple y completamente establecida,
con cuya ayuda uno puede decidir inmediatamente para todos los
ejemplos de este tipo, con cualquier nimero de puentes en cualquier
disposicion, si tal viaje en redondo es posible, o no...

Fueron varios los problemas como éste, asi como otros juegos y acertijos, los
que no fueron inicialmente considerados dentro del area de teoria de graficas, ya
que esta area de las matematicas ain no se descubria como tal. Entre los cien-
tificos y acertijos que utilizaron esquemas a modo de grafica, en 1847 Kirchhoff
los emple6 para trabajar con circuitos eléctricos; en 1852, surgi6 el problema de
colorear mapas y propicié la investigacion en gréaficas. En 1857, Cayley estudio
la enumeracion de isémeros de un compuesto organico dibujando lineas unidas
a puntos de acuerdo con sus valencias de enlace, y fue en 1850 que Hamilton
ided su famoso juego, el cual posteriormente dio lugar a los ciclos hamiltonianos
antes mencionados. En 1869 Jordan estudi6 estructuras arborescentes abstracta-
mente; Lewin respresent6 personas mediante puntos, y unié lineas entre ellos si
dichas personas tenian relaciones personales, ésto en el d&mbito de la psicologia;
y Uhlenbeck, Lee y Young usaron esquemas graficos para simbolizar estructu-
ras moleculares y sus interacciones dentro de la fisica. En todos estos casos, se
simbolizaba un problema mediante un esquema de gréfica, y se estudiaban las
soluciones reflexionando sobre dicho esquema. Al estudiar los esquemas en ge-
neral, se obtienen soluciones a problemas miltiples. Es importante recalcar que
el trazado de la grafica no es un problema de geometria métrica, la forma de
las lineas que unen los puntos no es relevante, ni lo largo de ellas; lo importante
son las relaciones entre los puntos y sus interacciones [3].

Un problema introducido en el siglo XIX fue el que tuvo mayor impacto
para el desarrollo de la teoria de graficas: el famoso problema de los cuatro
colores. Introducido por Augustus de Morgan, replanteado por Francis Guthrie y
popularizado por Arthur Cayley; preguntaba si era posible colorear las regiones
de cualquier mapa con cuatro o menos colores de tal manera que todo par
de regiones con frontera comun fueran coloreadas con colores distintos. Una
demostracion de Alfred Bray Kempe, resulté tener un error descubierto por
Percy John Heawood; y la soluciéon final al problema se obtuvo mediante la
ayuda de una computadora hasta 1976.

Hasta 1891 fue que se escribio el primer articulo puramente tedrico que ma-
nejaba graficas como objetos matematicos, escrito por Julius Petersen, La teoria
de grificas regulares. Puede ser que el motivo por el cual usoé el término de “grafi-
ca”’, es porque se trataba del nombre que se le dio en ese tiempo. Fue hasta 1936



24 CAPITULO 1. PRELIMINARES

que se escribié el primer libro que trata tinicamente de teoria de graficas, Teoria
de grificas finitas e infinitas de Denés Konig. En este libro se present6 por pri-
mera vez a la teoria de graficas como una area organizada de las matematicas.
Para los matemaéticos de habla inglesa habia poco interés en esta area antes
de la publicacion del libro, cosa que cambi6 al término de la Segunda Guerra
Mundial, y a lo largo del siglo XX, donde se desarroll6 enormemente, tanto en el
ambito matematico, como en el de sus aplicaciones en todos los campos. A este
libro le siguié otro escrito por Claude Berge y posteriormente uno de Oystein
Ore y uno de Frank Harary, que favorecieron a que la teoria de graficas fuera
atn mejor conocida en Europa. Paul Erdos, un estudiante de Konig, y uno de los
matematicos mas conocidos de la segunda mitad del siglo XX, realiz6 contribu-
ciones muy importantes en esta area. Otro contribuyente de gran relevancia fue
William Tutte, quien jug6 un papel importante descifrando cédigos alemanes en
la Segunda Guerra Mundial. A partir de los afios sesenta del siglo XX es que se
ha dado un mayor crecimiento de matemaéticos, congresos, revistas y libros que
investigan y tratan esta fascinante drea matematica; y sigue creciendo gracias a
sus aplicaciones en la comunicacion, el internet y las ciencias de la computaciéon

[6].

Previamente se introdujo, no sélo el inicio de esta interesante area de las
matematicas, sino también el estudio de recorridos dentro de ésta: los euleria-
nos, que dieron pie al nacimiento de la teoria de graficas; y los hamiltonianos,
que trataremos en este trabajo. A continuacién, se daran a conocer los concep-
tos empleados a lo largo del texto, y asi mismo se daran las referencias para
profundizar en dichos conceptos que no sélo abarcardan nociones de graficas sino
también de topologia y geometria.

1.3. Definiciones

Se presentan a continuacioén los conceptos principales que se manejaran en
el resto del presente trabajo. Las palabras en cursivas denotan definiciones, y
de ellas, las que estén en negritas también, seran las de mayor relevancia.

1.3.1. Definiciones de graficas

Hemos dado el desarrollo histérico de la teoria de graficas, ahora comence-
mos por definir el concepto de grafica y las nociones principales del area que
ocuparemos. Nuestras referencias principales en esta seccion seran [6] y [27], ¥
seran empleadas también en la siguiente seccion. Si se desea leer més acerca de
conceptos basicos de graficas, puede consultarse también [§].

. Qué es una grafica?

Grafica : Una grdfica o grafo G = (V,E,I) es un conjunto V no vacio de
elementos llamados vértices, junto con un conjunto F, a cuyos elementos
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se les llama aristas, y una relacion de incidencia I entre los elementos
de V y los elementos de FE, tal que cada arista e € E es incidente a dos
vértices distintos vy, v € V, 0 es incidente “doblemente” al mismo vértice
v € V, en cuyo caso, la arista se llama lazo o loop.

A la cardinalidad del conjunto de vértices de una grafica G, |V(G)|, se le
llama el orden de G, y a la cardinalidad del conjunto de aristas tamano.

Si multiples aristas son incidentes al mismo par de vértices, éstas se llaman
aristas maltiples o multiaristas, y en caso de tener este tipo de aristas a
la gréfica se le llama multigrdfica. A partir de este momento no consideraremos
multigraficas a menos que se especifique lo contrario.

A menudo representamos una grafica G por medio de un diagrama (y nos
referimos a la grafica como el diagrama), donde cada vértice se indica por un
pequeno punto, y una arista ab por un segmento o una linea (recta o curva)
entre los vértices a y b.

Una arista e = uv en una grafica se dice que une a los vértices u y v, y
se dice que u y v son vértices adyacentes, también se dice que son vecinos
el uno del otro. Diremos que u y e son incidentes (igual para v y e). Si se
tienen los pares de aristas e = uv y f = vw, que comparten el mismo vértice v,
éstas son aristas adyacentes. Esta terminologia es la que ocuparemos cuando
abordemos nuestros problemas de graficas y mapas.

Grado de un vértice : El grado de un vértice v € V(G), denotado por §(v),
es el namero de aristas que inciden en él.

Grafica regular : Una gréfica es regular si todos sus vértices tienen el mismo
grado. Si el grado es r, entonces es r-regular.

Una sucesion de elementos de un conjunto A es una funcion s : N — A o
s:{0,1,--- ,n} — A donde lo que usualmente entendemos por sucesion es el
conjunto de las imagenes s(0), s(1),---, o bien sg, s1,- - .

Camino en una grafica : Un camino en una grafica es una sucesion finita
de vértices (v1,vs, -+ ,v,) tal que v; es adyacente a v;11, para todo i €
{1,---,n—1}; méas en especifico, se le llama un v;v,, —camino. Si v; = vy,
el camino es cerrado. En el caso de los rayos, que serdn definidos més
adelante en las definiciones de gréficas infinitas, se tratan de suceciones
naturales.

Con estas primeras definiciones ya podemos dar unas de las definiciones
centrales del trabajo presente.

Ciclo, ciclo hamiltoniano y grafica hamiltoniana : Un ciclo de una grafi-
ca es un camino cerrado que no repite vértices, excepto el inicial con el
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final. Al ciclo de n vértices se le denota por C,, y se le llama n-ciclo. Un
ciclo es hamiltoniano si contiene a todos los vértices de la grafica, una
grafica que contiene un ciclo hamiltoniano se llama grdfica ham:iltonia-
na.

El niimero de aristas distintas en un camino o ciclo es su longitud.

Distancia entre vértices de una grafica : La distancia entre dos vértices u
y v en una grafica G es la menor longitud de todas las uv—trayectorias en
G, denotada por dg(u,v) o simplemente d(u,v) si es claro con qué grafica
se esta trabajando. De no existir uv—trayectorias en G, la distancia entre
u 'y v se define como co.

Subgrafica de una grafica y subgrafica inducida : Una gréafica H se llama
subgrdfica de una gréfica G si todo vértice y arista de H es un vértice y una
arista de G, respectivamente. Es decir, V(H) C V(G) y E(H) C V(G).
Una subgrafica H de G es inducida si se tiene que, para todo par de
vértices u y v de H tales que son adyacentes en (G, entonces también lo
son en H.

Notese que una gréfica G es subgréfica de si misma, todas las demas sub-
graficas son subgrdficas propias de G.

Trayectoria en una grafica : Una trayectoria en una grafica es una sucesion
de vértices (v1,va, - ,v,) tal que v; es adyacente a v;41, para todo i €
{1,--- ,n—1}, y v; # v; para todo i # j. Es decir, es un camino que no
repite vértices.

Conexidad de una grafica : Una grifica G es conexa si para todo par de
vértices u, v existe una uv— trayectoria.

Una grafica G no conexa, inconexa, o disconeza ', se puede separar en dos
0 més estructuras conexas, llamadas componentes conexas o simplemente
componentes, donde cada una es una subgrafica de G que no es una subgréfica

propia de otra subgrafica conexa de G.

Conjunto de corte :Sea GG una grafica conexa. Un conjunto de corte por vér-
tices, es un conjunto U C V(G) tal que G —U es inconexa. Un conjunto de
corte de cardinalidad minima en G se llama un conjunto de corte minimo.

Conexidad puntual : La conezidad puntual de una grafica conexa G con
|V(G)| > 2, denotada por K(G), es el minimo namero de vértices que se
necesitan para desconectar a G. Es decir, es la cardinalidad de un conjunto
de corte minimo de G.

IEn realidad, la palabra “disconexa” no existe en espanol, por lo que se usa generalmente
el término inconexa para referirse a una grafica no conexa.
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Grafica k-conexa : Una grafica es k-coneza si K(G) > k.
Arbol : Es una grafica conexa sin ciclos.
Grafica cuabica : Es una grafica 3-regular.

Grafica plana : Una grafica es plana si puede dibujarse en el plano de mo-
do que sus aristas son representadas como curvas en la superficie que se
interectan sélo en los vértices.

Una gréafica plana G que estd dibujada en el plano sin que sus aristas se
crucen se dice que esté encajada en el plano, resultando en un encaje planar de
G. En seguida, en las nociones de topologia, veremos que esto esta intimamente
relacionado con mapas y con las caracteristicas de la superficie.

1.3.2. Algunas nociones de topologia

Variedad y superficie : Una variedad es un espacio topolégico que se compor-
ta localmente como el espacio euclidiano. Una superficie es una variedad
dos dimensional.

A continuacion, en la figura 1.3 mostramos dos ejemplos importantes de
superficies, el toro y la botella de Klein. Mostramos su construccion a partir
de una superficie cuadrada (ver 1.4 y 1.5): para el toro, identificamos los pares
de lados opuestos en la misma direccién. Para la botella de Klein, identificamos
un par de lados opuestos en la misma direccién, y otro par de lados opuestos
en direccion opuesta. En la secciéon de clasificacion de superficies del anexo se
pueden consultar con mas detalle éstas y otras superficies.

(b) Botella de Klein

Figura 1.3: Ejemplos de superficies
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(a) Identificacion del toro (b) Identificacion de la botella de Klein

Figura 1.4: Identificacion para el toro y la botella de Klein

) c N N '
— @

Figura 1.5: Construccion del toro. Imagen tomada de [7].

Mapa y mapa dual [11] : Un poliedro con N caras, Ny aristas y Ny vértices
puede ser considerado como un mapa, es decir, como la particiéon de una
superficie no acotada en Ny regiones poligonales por medio de Nj curvas
simples uniendo pares de Ny puntos. De un mapa dado se puede derivar
un segundo mapa, llamado el mapa dual, en la misma superficie. Este
segundo mapa tiene Ny vértices, uno en el interior de cada cara del mapa
dado; IV; aristas, una cruzando cada arista del mapa dado; y Ny caras,
una rodeando cada vértice del mapa dado.

Cuando trabajamos con graficas, usualmente las dibujamos en un trozo de
papel. Pero al hacer esto, también le damos una estructura abstracta a la grafica.
A esta grafica junto con su estructura topologica es lo que llamaremos mapa.
Esta definicion de mapa topoldgico es central y es la que méas usaremos a lo
largo del texto.

Mapa topolégico [27] : Un mapa es una grafica dibujada o encajada sobre
una superficie, es decir, en una variedad dos dimensional:
Un mapa M es una grafica I" encajada en una superficie X (I' C X) de
tal modo que:

= Los vértices son representados como puntos distintos de la superficie.

= Las aristas son representadas como curvas en la superficie que se
intersectan solo en los vértices.

= Si cortamos la superficie a lo largo de la grafica dibujada, lo que
queda (X \T') es una unién ajena de componentes conexas, llamadas
caras, cada una homeomorfa a un disco abierto.
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A los mapas se les conoce también con los nombres de: grificas encajadas,
grdficas de listones, grdficas gordas, grificas con rotacion y también grificas to-
poldgicas. La teoria que lo estudia es la teoria topolégica de graficas.

Es importante resaltar que una grafica se puede dibujar de distintas formas,
siempre que conserve el mismo conjunto de vértices, aristas, y las relaciones de
adyacencia e incidencia.

Caracteristica (o identidad) de Euler [3] : Para un mapa en una superfi-
cie con V vértices, A aristas y C caras, se define como: y =V — A+ C.

Por ejemplo, para el plano y la esfera y = 2 y para el toro y = 0. También
se le llama caracteristica de Euler-Poincaré.

Género de una superficie [3] : Se define como g = 1/2(2 — x). Se puede
entender como el nimero de agujeros de la superficie. Alternativamente,
puede definirse como el mayor numero de curvas cerradas simples que no
se intersecan y que pueden trazarse sobre la superficie sin separarla [10].

Asi, en la esfera g = 0 y en el toro g = 1.

Tanto la caracteristica como el género se consideran caracteristicas de la su-
perficie [3].

Una gréafica por si sola no determina el mapa, ni si quiera su género; ésto lo
determina el encaje que la grafica tenga.

Un resultado interesante es que hay un encaje planar de una grafica si y
s6lo si hay un encaje esférico de ella. Naturalmente, hay otras superficies més
complejas en las que una grafica se puede encajar sin que sus aristas se crucen,
por ejemplo, el toro, obteniendo un encaje toroidal.

Teselacion [36] : Una teselacidn (mosaico, o embaldosado) del plano, es una
descomposiciéon del mismo en regiones, denominadas teselas, que no se
traslapan ni dejan huecos.

Mapa regular [11] : Un mapa se llama regular, de tipo {p, ¢}, si hay p vértices
y p aristas por cada cara, y g aristas y ¢ caras en cada vértice, arreglados
simétricamente. Por cada mapa del tipo {p, ¢} hay un mapa dual del tipo

{a,p}.

Teselacion regular : Una teselacion es regular si sus teselas son todas del
mismo tipo de poligono regular.

Las siguientes definiciones de topologia se dan con el fin de entender qué es
un espacio topolégico. En particular, qué son un espacio compacto y un espacio
paracompacto, las cuales son nociones que se necesitaran posteriormente. No se
abordarén todos los conceptos de topologia, se asumird que el lector tiene las
bases matematicas suficientes, las cuales se pueden consultar en [13].
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Espacio topolégico y espacio Hausdorff [13] : Un espacio topoldgico es un
par (X, O), consistente de un conjunto X y una familia O de subconjuntos
de X que satisfacen las siguientes condiciones:

s cOyXeO
s SiU; € 0Oy Us; € O, entonces Uy NUy € O.
= Si AC O, entonces |JA € O.

Al conjunto X se le llama un espacio, los elementos de X se llaman puntos
del espacio, y los subconjuntos de X pertenecientes a O se llaman abiertos en
el espacio, y a la familia O de conjuntos abiertos de X se le llama también una
topologia de X.

Un espacio topolégico X se llama espacio Hausdorff o espacio Ts, si para
cada par de puntos distintos x1,xs € X, existen conjuntos abiertos Uy, Us tal
que 1 € Uy, zo € Us y Ui NU, = 0.

Ejemplos :

1. Sea X un conjunto arbitrario y O la familia de todos los subconjuntos de
X, (X,0) es un espacio topoldgico, llamado espacio discreto.

2. Sea R y O la familia consistente de todos los conjuntos U C R con la
propiedad de que cada z € U, existe un € > 0 tal que (z — e,z +¢€) C U.
A la topologia O se le llama topologia natural de la recta real. El espacio
topologico resultante es Hausdorff.

Cubierta y subcubierta de un conjunto X [13] : Una cubierta de un con-
junto X es una familia {A,}scs de subconjuntos de X tal que (J,.g As =
X, y que (si X es un espacio topologico) {As}ses es una cubierta abierta
(cerrada) de X si todos los conjuntos A son abiertos (cerrados). Decimos
que una cubierta {B; }te es un refinamiento de una cubierta { As}ses del
mismo conjunto X si para cada t € T existe una s € S tal que By C A, en
cuyo caso también decimos que B refina a A. Una cubierta A’ = {A}scs
de X es una subcubierta de otra cubierta A = {As}ses de X si S’ C Sy
Al = A para toda s € S’. En particular, una subcubierta es un refina-
miento.

Espacio compacto y paracompacto [13] : Un espacio topologico X se lla-
ma espacio compacto si X es un espacio Hausdorff y toda cubierta abierta
de X tiene una subcubierta finita. Una familia {As}scs de subconjuntos
de un espacio X es localmente finita si para cada punto z € X existe una
vecindad U tal que el conjunto {s € S: U N As # (0} es finito. Un espacio
topoldgico X se llama espacio paracompacto si X es un espacio Hausdorff
y toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto localmente
finito.

Homeomorfismo [13] : Un mapeo continuo f : X — Y se llama homeomor-
fismo si f mapea X en Y de forma biyectiva y si el mapeo inverso f~! de
Y a X es continuo.
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1.3.3. Definiciones de graficas infinitas

Ahora lo que sigue es dar un salto a las gréaficas infinitas, es decir, aquellas
graficas donde la cardinalidad del conjunto de vértices y del conjunto aristas no

necesariamente es finita. La mayor parte de las siguientes definiciones provienen
de [25].

Grafica localmente finita : Una grafica es localmente finita si todos sus vér-
tices tienen grado finito.

Rayo y rayos equivalentes : Un rayo es una trayectoria que es infinita hacia
un extremo (en una sola direccién). Dos rayos en una grafica G son equi-
valentes si para todo subconjunto finito S de vértices, ambos rayos tienen
un “subrayo” en la misma componente de G — S.

End : Es una clase de equivalencia de rayos equivalentes que se pueden pensar
como un mismo “punto al infinito”.

Compactificaciéon de G : A una grafica encajable G junto con sus ends se le
llama la compactificacion Freudenthal de G y se denota por |G|.

Curva de |G|, X—curva y curva hamiltoniana : Una curve (cerrada) de
|G| es la imagen de un mapeo continuo del circulo unitario S* a |G|. El
mapeo en si se llama una parametrizacion de la curva. Para un conjunto
de vértices X, una X—curva es una curva cerrada en |G| tal que cada
vértice de X es usado exactamente una vez. La X —curva es estricta si no
usa vértices fuera de X. Una V(G)-curva, llamada curva hamiltoniana,
pasa por cada vértice exactamente una vez, pero puede pasar por un end
arbitrariamente seguido.

Orden ciclico de X inducido por C : Es el orden en que los vértices de X
ocurren en C si C es una X—curva con una parametrizacion fija. En
general decimos que un orden ciclico O (en un conjunto X) y una S—curva
C (con S C X) son compatibles en S si el orden ciclico en S inducido por
C es la restriccién de O a S.

Si x,y,z son tres elementos de un conjunto ciclicamente ordenado X,
usaremos r — y — z para denotar que z,y, z ocurren en este orden.

Orden ciclico encajable : Llamamos a un orden ciclico O en un conjunto
X C V(G) encajable si para todo conjunto finito SC X y T C V(G) \ X
existe una S—curva en |G| — T que es compatible con O en S.

Trayectoria de Petrie : Una trayectoria de Petrie en un mapa (regular) M
es una sucesién ciclica de aristas tales que dos de ellas consecutivas, pero
no tres, comparten una cara de M.

Si se desea leer mas acerca de graficas infinitas, puede consultarse [12].
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1.4. Notacion

1.4.1. La notacién de Schliafli

El simbolo usual de Schlifli, {p, ¢}, en la version de Coxeter, denota el soli-
do platénico cuyas caras son p—agonos regulares y cuyas figuras de vértice son
g—agonos regulares [9].

Recuérdese que también utilizamos esta notacién para un mapa regular de
tipo {p, q}, si hay p vértices y p aristas por cada cara, y ¢ aristas y ¢ caras en
cada vértice [11]; como se puede ver en las definiciones.

1.5. ;Qué son las teselaciones?

Una teselacidn plana F es una familia numerable de conjuntos cerrados
F = {T1,T5,...} que cubren el plano sin huecos o sobreposiciones. Mas espe-
cificamente, la unién de los conjuntos 17,75, --- (a las que se llaman teselas de
F) es todo el plano, y los interiores de los conjuntos T; son ajenos por pares. Por
“el plano” se hace referencia al plano euclidiano de geometria elemental, el cual
también se puede pensar como el espacio vectorial R? con la topologia usual
que cominmente manejamos en calculo. Una restriccién natural para teselas y
teselaciones “bien portadas” es pedir que cada tesela sea homeomorfa al disco
cerrado, en otras palabras, que sea un disco topolédgico cerrado, el cual es cual-
quier conjunto cuya frontera es una curva cerrada simple. De aqui en adelante
se consideraré dicha restriccién, ya que son el tnico tipo de teselaciones que se
abordarén.

A los puntos de intersecciéon de un conjunto finito de teselas (al menos tres
teselas) de la teselacion se les llamara vértices de la teselacion, y a los arcos o
rectas se les llamar4 aristas. La curva simple que forma la frontera de la tesela
esta dividida por los vértices de la teselacién, a cada arco de la teselacién se
le llamaré también arista de la tesela. Cada arista de la tesela coincide con las
aristas de dos teselas que yacen a cada lado de ella. Una arista conecta dos
vértices (llamados puntos finales de la arista) y cada vértice es el punto final de
cierto nimero de aristas, llamado grado o valencia del vértice, que debe ser al
menos tres. Si cada vértice de una teselacién tiene la misma valencia j, entonces
decimos que es una teselacion j-valente.

Un caso especial de teselaciones es en las cuales sus teselas son poligonos.
Un poligono con k lados (aristas) se llama un k-agono.

Dos teselas se llaman adyacentes si tienen una arista en comidn. De modo
similar, cuando dos aristas tienen un punto final comin, también se llaman
adyacentes. Cuando consideremos graficas, también llamamos a los vértices ad-
yacentes si tienen una arista en comun. El término incidente se usa para denotar
la relaciéon de una tesela con cada una de sus aristas o vértices, y también el de
una arista con cada uno de sus puntos finales. Hay que notar que esta relaciéon
es simétrica.
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Las teselaciones de mayor interés en este trabajo son las requlares, las cuales
son monoedrales, 1o que quiere decir que todas las teselas son del mismo tamano
y forma, ya sea directamente o reflectivamente; es decir, que las teselas o son
iguales, o son distintas, pero en este segundo caso se puede llegar de una a
otra por medio de una refleridn, concepto que explicaremos en la siguiente
seccion. Al conjunto al que cada tesela es congruente se le llama prototesela de la
teselacion. Las teselaciones regulares son monoedrales en donde las prototeselas
son poligonos regulares [18]. Sin embargo, aqui se considerard una definiciéon de
regularidad més estricta que se dard en la siguiente seccién. Para el plano, es
bien conocido que so6lo hay tres: la de tridngulos {3,6}, la de cuadrados {4, 4}
y la de hexégonos {6, 3}, mostradas en la figura 1.6.

\VAVAVAVAV/
VAVAVAVAVA
\VAVAVAVAV/
VAVAVAVAVA
\VAVAVAVAV/
VAVAVAVAVA

(a) {3,6} (b) {4,4}

(c) {6,3}

Figura 1.6: Las tres teselaciones regulares del plano

En seguida mostramos las mismas teselaciones donde se notan los vértices
de las teselaciones, con otro color, que son las intersecciones entre las aristas.
Estas imégenes (figura 1.7) fueron realizadas con el programa Kaleido Tile, de
Jeff Weeks.
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(a) {3,6}

(b) {4,4} (c) {6,3}

Figura 1.7: Las tres teselaciones regulares del plano donde se aprecian los vér-
tices
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1.5.1. Los 17 grupos de simetrias o grupos cristalograficos

Para hablar sobre los grupos de simetrias del plano, tenemos que explicar
qué es la simetria, cuales son las transformaciones del plano, y dar la nocion de
grupo. Para esta subseccion nos basamos principalmente en [36] y en [18].

Antes de formalizar estas nociones, daremos una idea intuitiva de lo que son
las simetrias y los tipos que existen. Para dar la idea de lo que es simetria,
imaginese visualmente un objeto, tal que si es modificado, bajo ciertas reglas, el
objeto se ve igual. Es a la modificacion a la que se le llamaré una transformacion,
y una de las reglas es que esta modificaciéon no deforme el objeto, que no lo cam-
bie de tamano. Hay cuatro tipos de simetrias en el plano: reflexiones, rotaciones,
traslaciones, y deslizamientos con reflexion. Para la reflexion, imaginese que hay
un espejo perpendicular al plano en cuestién. El espejo intersecta al plano en
una linea recta, y lo divide en dos partes; y refleja lo que esta sobre un lado del
plano en una copia exacta, pero volteada, en el otro lado del espejo (en el plano).
Una rotacién es una imagen que, al ser rotada bajo cierto dngulo en el plano, no
se percibe que se realiz6 la rotacién. Una traslacion es la repeticion del objeto
tal cual, sin girarlo ni reflejarlo, a distancias iguales en el plano. Finalmente,
el deslizamiento con reflexién es una combinacioén de esta traslaciéon junto con
una reflexion, el cual crea un efecto particular y distinto a los anteriores. Ahora
se hablara de las nociones formales de lo anteriormente dicho y lo que le precede.

Una aplicacion o del plano asocia a cada punto p del plano un punto imagen
p’, que denotamos p’ = o(p). Un caso especial es la identidad, que lleva a cada
punto p en si mismo, y se denota por I. Dadas dos aplicaciones o y 7, si la
imagen de o estd contenida en el dominio de 7, se puede construir una nueva
aplicacion, denotada por Too tal que si o lleva pen p/, y 7 lleva p’ en p”’, entonces
Too lleva p en p”. Una aplicacion o puede tener una aplicacion inversa, la cual
se denota por ¢!, que compuesta con o da la identidad, es decir, 0"t oo = I,
en otras palabras, si o lleva p en p’, entonces ¢~ ! lleva a p’ en p. En este caso
también sucede que c oo~ ! =1I.

Se les llama transformaciones a las aplicaciones inyectivas. Un tipo especial
de transformaciones 7 : R? — R? son las que conservan la estructura geométri-
ca del plano preservando la distancia, es decir, las transformaciones tales que
d(t(p),7(q)) = d(p,q) para cada par de puntos p,q € R?, donde d es la dis-
tancia usual del plano: d(p,q) = ||p — ¢||, donde || - || es la norma euclidea de
dimension 2. A estas transformaciones que preservan distancias se denominaran
como isometrias en el plano, también conocidas como transformaciones rigi-
das del plano en el plano. Se puede probar que toda isometria es inyectiva y
tiene inversa, ademés, la composicién de isometrias es una isometria. De este
modo, el conjunto de isometrias de un plano es un grupo con respecto a la com-
posicion de transformaciones. La palabra grupo enfatiza que el conjunto tiene
una estructura algebraica especial. Recordemos la definicién de grupo: Un grupo
es un conjunto G en el que estd definida una operacién, es decir, una funcién
*: G x G — @G con las propiedades siguientes:
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1. Cerradura: El resultado de operar dos elementos de G es un elemento de
G. En simbolos: g x h € G para cualesquiera g, h € G.

Debe observarse que la propiedad de cerradura es consecuencia de que el
contradominio de la funcién * sea G, pero suele resaltarse este hecho por
su importancia.

2. Asociatividad: Para cualesquiera tres elementos de G, da lo mismo operar
los dos primeros y al resultado operarlo con el tercero, que operar el prime-
ro con el resultado de operar los dos tltimos. Esto es: (gxh)xk = gx(hxk).

3. Existencia del neutro: Existe un elemento e € G tal que al operarlo con
cualquier otro no afecta a este ultimo. Es decir: exg =g*e = g.

4. Euxistencia del inverso de cada elemento dado: Para cada g € G, existe
otro elemento de G, ¢!, tal que al operarlo con g da como resultado el
elemento neutro e. En simbolos, g ' xg=g* g~ ! =e.

Dado un grupo de transformaciones I', si un subconjunto no vacio H del
grupo I' es un grupo con la composicién de funciones, diremos que H es un
subgrupo del grupo I'. Sélo hay cuatro tipos de isometrias del plano: las re-
flexiones, las traslaciones, las rotaciones, y los deslizamientos con reflexién. A
continuacion daremos las respectivas definiciones:

Reflexiéon : Dada una recta ! contenida en el plano R2, la reflezidn oy, con
respecto a la linea [, es la aplicacién que en cada punto p del plano esta
definida como:

p, siel punto p esté en [

gl = . . . .
() p’, sipnoestdenlyl eslamediatriz del segmento que une p y p’

Rotacion : Una rotacidon alrededor de un punto ¢, con angulo dirigido 6, es la
transformacion p. ¢ que fija el punto ¢, y cualquier punto p es enviado en
el punto p’, donde ||i>—p|| =|lc=p'|| y 0 = Zpcp' es el dngulo dirigido del
vector ¢p al vector cp'.

Traslacién : Una traslacion es la tranformacién que mueve cada punto del
plano a la misma distancia y en la misma direccion.

Deslizamiento con reflexion : Un deslizamiento con reflexion es la compo-
sicién de una traslacién con una reflexién, y se obtiene al aplicar primero
una traslaciéon 7% por un vector no nulo 7, seguida de una reflexion o;

con respecto a una linea [, cuya direcciéon coincide con la del vector .
A la reflexion también se le conoce como simetria de espejo o caleidoscépica,
y que se denota por * en la notacién de Conway. Se le llama asi por su similitud
a los patrones que se ven en los caleidoscopios [9]. Otro término empleado para
referirse a la reflexion como simetria del espacio (como en el caso de un espejo
plano real, que refleja objetos tridimensionales), es simetria especular, la cual
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implica el concepto de gquiralidad (o torsiéon) [32], un claro ejemplo de este tipo
de simetria es la que tienen la mano derecha e izquierda del cuerpo humano, de
ahi el uso del concepto de mano como raiz etimolégica del término quiral.

Describimos al deslizamiento con reflexiéon como composicién de otras iso-
metrias del plano. Las otras composiciones posibles no generan nuevo tipos de
isometrias, lo cual no se probard aqui, pero es derivado del Teorema mdgico
mencionado en [9], asi como del teorema de clasificacion de superficies. Ambos
volveran a ser mencionados méas adeltante, y el segudo serd discutido a mayor
profundidad en el anexo del presente trabajo.

Dado un conjunto del plano, una simetria para este conjunto es una iso-
metria, la cual transforma al conjunto en si mismo. Es decir, si S denota
dicho conjunto, una simetria es una transformacién o : R? — R? tal que
[lo(p) — a(q)|]| = |lp — q|| para todo p,q € S, y, como conjuntos, oS = S,
donde ¢S = {o(s) : s € S} es la imagen de s bajo o. Diremos que un conjunto
S posee simetrias si admite una simetria o, distinta de la identidad. Ahora, da-
do un conjunto de puntos del plano, su grupo de simetrias es la pareja formada
por el conjunto de simetrias del conjunto, junto con la operaciéon dada como la
composicion de funciones.

Acerca del élgebra dentro de los grupos de simetrias del plano, un hecho
sorprendente es el teorema atribuido al cientifico y artista Leonardo Da Vinci,
que los caracteriza en dos tipos: Todo grupo finito de simetrias del plano es un
grupo ciclico C,, o bien, un grupo diédrico D,,.

La definicién de simetria se puede extender a estructuras méas complicadas,
para el caso de una teselacién se define como sigue: Una simetria o es una si-
metria para una teselacion F, si cada tesela T de la teselacion F' se transforma
en otra tesela del mosaico F, es decir: T' € F implica o(T) € F.

Una manera intuitiva de entender una simetria de una teselacién es imaginar
que se dibuja una teselacion en una hoja de papel infinita, y luego es calcada
en una hoja transparente. La simetria corresponde entonces a un movimiento
de la hoja transparente, tal que encaja perfectamente sobre el dibujo original
después del movimiento.

Si una teselacién admite alguna simetria ademéas de la identidad, se llama-
rd simétrica, y si su grupo de simetrias contiene al menos dos traslaciones en
direcciones no paralelas entonces se llamara periddica. En este caso, se pueden
representar las dos traslaciones por dos vectores a y b, de modo que o(7") contie-
ne todas las traslaciones na +mb, donde n y m son enteros. Comenzando desde
un punto cualquiera y fijo O, el conjunto de las imagenes de O bajo el conjunto
de traslaciones na + mb forma una reticula (también llamado un enrejado o latiz
2. Asi, cada teselacion perdiddica es asociada con una reticula.

Dos teselas T y T, de una teselacién 7' se llaman equivalentes si el grupo de
simetrias o(T") contiene una transformacién que manda 73 en T5, y al conjunto

2La palabra “latiz” tampoco existe en espafol, por lo que se usa generalmente el término
reticula para referirse al conjunto descrito anteriormente.
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de todas las teselas que son equivalentes a 77 ser le llama la clase de transitividad
de T;. Si todas las teselas de T forman una tnica clase de transitividad se dice
que T es transitiva en teselas o isoedral. La idea de transitividad y equivalencia
se puede aplicar también a otros elementos de una teselacién, por ejemplo, si el
grupo de simetrias o(T") contiene transformaciones que manda cada vértice de
T en cualquier otro vértice, entonces se dice que los vértices forman una clase de
transitividad, o que la teselacion es isogonal. Andlogamente, las teselaciones en
que cada arista puede mandarse en cualquier otra arista por una simetria de la
teselacion se llaman isotozal. Aunque una teselacion isoedral, isogonal e isotoxal
ya consta de mucha simetria y “regularidad”, es necesario pedir una condicién
de transitividad atn mas fuerte. Para ello, definimos lo que una bandera es:
una tripleta (V, E,T) consistente de un vértice V', una arista F y una tesela (o
cara) T tal que son mutuamente incidentes. Asi, las teselaciones regulares son
aquellas que son transitivas en banderas.

Figura 1.8: Ejemplo de teselado islamico

Se mencionoé en la introduccion que los drabes desarollaron mosaicos geomé-
tricos, aunque los mas antiguos conocidos proceden de Mesopotamia, y otros
menos antiguos de Grecia, aunque quizas alcanzaron su mayor apogeo durante
la Edad Media (en los siglos V y VI), en las culturas islamicas, también se dio
en la ocupacién de los moros en Espana, alrededor del siglo XVIII. Un gran
ejemplo de ello es el palacio de la Alhambra en Granada. Como ejemplo de
estos teselados islamicos, puede verse la figura 1.8 Esta bisqueda por encontrar
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patrones y belleza en estos objetos geométricos, fue a causa del “Segundo Man-
damiento” religioso, el cual les prohibia representar personas o animales. A pesar
de que ellos no tenian conocimiento matematico formal al respecto, un hecho
impresionante es que ellos conocieran cada uno de los 17 grupos de simetrias
que pueden usarse para rellenar el plano con teselas, aunque atin matematicos
lo ponen en duda [32] ; y més atn, también conocian muchas de las teselaciones
aperiddicas (las que no se repiten peridédicamente), de igual manera, también
esculpieron teselaciones tridimensionales en bévedas. El cristalografo E. S. Fe-
dorov fue quien demostré que existen sélo 17 grupos finitos de dimensién dos,
los cuales fueron redescubiertos por Polya y Niggli en el siglo XX. A este re-
sultado se le conoce como un teorema de clasificaciéon también nombrado como
la Restriccion cristalogrdfica. Como los simbolos que se utilizan normalmente
para estos grupos son los de cristalografia, es por eso que a los 17 grupos de
simetrias del plano también se le conoce como grupos cristalograficos. Se mues-
tran a continuacién imagenes con ejemplos de cada uno de los 17 grupos en las
figuras 1.9, 1.10 y 1.11. Notese que las tres teselaciones regulares mencionadas
anteriormente, son casos particulares de los 17 grupos de simetrias del plano [36].
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Figura 1.9: Los 17 grupos cristalograficos. Imagen tomada de Stanford Univer-
sity.

En las imégenes de las figura 1.10 y 1.11 la primera notacién es de Orbifold
v la segunda es la cristalografica. Fueron realizadas con el programa Kali.



1.5. ;QUE SON LAS TESELACIONES? 39

(f) *333 o p3ml
e%e%‘s’%@\
060608060
@QQQ‘QQQ .
@;%&@ww
%%? 20 %\/
%*?é&%% Ste

toie Gtas

(g) *442 o p4m (h) *632 o p6m (i) 4%2 o pdyg

Figura 1.10: Ejemplos de 9 de los grupos cristalogréficos realizados con Kali

Cabe mencionar que otra manera de clasificar las posibles simetrias del plano
es a través de grupos puntuales, los que fijan un punto; y de redes de Bravais,
llamadas asi por Auguste Bravais, otro cristalografo del siglo XIX, también
conocidas como reticulas. Una red de éstas es una coleccion infinita de puntos
discretos invariantes a través de traslaciones. Para el plano hay exactamente cin-
co: oblicua, cuadrada, hexagonal, rectangular, y rectangular centrada. A partir
de estas cinco pueden construirse los grupos de simetria que actian sobre todo
el plano. También existen redes de Bravais en el espacio tridimensional. Los 17
tipos de mosaico del plano se pueden obtener al combinar las 5 redes de dimen-
si6n dos con los grupos puntuales. En el espacio, hay 32 grupos puntuales, y al
considerar las posibles traslaciones en las redes espaciales, se obtienen 230 gru-
pos posibles, los cuales también fueron descubiertos por Fedorov. Es interesante
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notar que los cuasicristales son objetos muy simétricos, pero no encajan dentro
de esta clasificaciéon de la restricciéon cristalografica, porque no son teselaciones
regulares ni semirregulares, es més, ni siquiera son peridédicas. Un filésofo, fisico
y matematico que estudié y desarrollé muchas teselaciones no periédicas fue sir
Roger Penrose [32].

1.5.2. Teselaciones fuera del plano

En los apartados anteriores, se han estudiado patrones simétricos en super-
ficies planas. Sin embargo, muchos de los objetos simétricos que son vistos en
nuestra cotidianeidad no son superficies planas.

Para la esfera, hay una restriccion similar a la cristalografica del plano, deri-
vada del mismo Teorema mdgico, del cudl se puede deducir la restriccién crista-
lografica del plano, en la versién para la esfera. En este caso, son 14 los grupos
de simetrias posibles. Siete de ellos son tipos de simetrias individuales, y los
otros siete en realidad son siete familias infinitas.

Un tipo de teselados no mencionado anteriormente y mas simple que los
vistos del plano y la esfera, es el friso. Los frisos estan formados por las simetrias
de los patrones planos que se repiten infinitamente en una sola direccién. Los
vistos anteriormente del plano se dan en dos direcciones. En este caso, existen 7
tipos de frisos, y estudiar sus simetrias es equivalente a estudiarlas en el plano
o en la esfera. Para la esfera, se puede imaginar el patron envuelto sobre el
ecuador de una esfera de tamano suficientemente grande.

Un factor determinante para la restriccién cristalografica y para el teorema
mégico mencionado, es la caracteristica de Euler. Para un mapa, ésta se define
como V — A+ C, donde V son los vértices, A las aristas, y C' las caras del mapa.
Este valor depende tnicamente de la superficie en donde es dibujado un mapa, y
no del mapa en si. La clasificaciéon de superficies puede consultarse en el anexo,
el cual muestra todas las formas que un orbifold puede tomar. Esto es de interés
pues cualquier patron que se repita puede ser plegado en un orbifold en alguna
superficie. ;Qué es un orbifold? En ocasiones, conviene pensar en los objetos
que se ven iguales como uno solo (se explicard como con mas detalle adelante),
de este modo, se pueden contar cosas que no estan en la superficie original, sino
en una version plegada de ella, la que se obtiene al tomar los puntos del mismo
tipo en uno solo. Al conjunto de puntos del mismo tipo se le llama la drbita de
ese tipo de punto bajo la accion del grupo de simetrias. Esta superficie plegada
bajo orbitas es llamada orbifold. Una vez que ha sido especificado un orbifold,
podemos recuperar una teselacion desenvolviendo el orbifold [9].

Un acercamiento ameno hacia las superficies se puede encontrar en [22].

La orbita de un punto p, se define mas formalmente como:

O(p) = {o(p) : o pertenece al grupo I" de simetrias}. (1.2)
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Entonces, al espacio que se obtiene de pensar cada 6rbita como un punto,
también se le puede ver como el espacio de las 6rbitas de los puntos del plano
bajo la accién del grupo I'. Si en vez de considerar al grupo completo de isome-
trias, se considera un subgrupo de éste, se le llama espacio cociente mdodulo un
subgrupo. En este caso, un subgrupo del grupo de simetrias consta de las clases
de equivalencia definidas por el subgrupo del grupo de simetrias. Al pensarlo
de este modo se trata del punto de vista algebraico, y si se piensa el orbifold
como una superficie de estructura euclidiana a partir de R? como un espacio
de identificacién bajo una relacién de equivalencia, se trata del punto de vista
topologico [34].

1.5.3. ;Cuales son las teselaciones hiperbdlicas?

Figura 1.12: Circle Limit I, un ejemplo de una obra de Escher con teselaciones
hiperboélicas.

Cabe destacarse que un artista que utilizo las teselaciones hiperbdlicas con
gran destreza fue Mauritz Cornelis Escher, un grabador holandés del siglo XX.
Es impresionante el hecho de que en un principio ocupé mateméticas y tesela-
ciones hiperbolicas sin darse cuenta de ello [34]. De hecho, él era mas cercano a
los matematicos que a otros artistas; por ejemplo, fue amigo de H.S.M. Coxeter.
Estudio6 simetrias, teselaciones, poliedros, construcciones imposibles y otros ob-
jetos matematicos. No trabajé inicamente con las teselaciones hiperbdlicas, sino
que también realizé disenos empleando los 17 grupos de simetria planos men-
cionados anteriormente, también se inspir6 en algunos disenos de la Alhambra
e incluso copi6 varios.

Otro dato curioso es que a Escher se le ocurrié cémo teselar piezas, aunque
no conocia los trabajos de Conway, quien determiné una condicién necesaria y
suficiente para que el plano quede cubierto sin huecos entre las figuras. Relacio-
nando estas ideas, escribié lo siguiente:

La division regular del plano en figuras congruentes que evoquen
en el observador una asociacién con un objeto natural familiar, es
uno de esos problemas o hobbies que genera pasién. He trabajado en
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Figura 1.13: Dibujos realizados por Escher copiando disefios de la Alhambra

este problema geométrico multitud de veces a lo largo de los anos,
intentando resolver distintos aspectos cada vez. No puedo imaginar
lo que mi vida hubiera sido si no hubiera encontrado nunca este
problema; se puede decir que estoy locamente enamorado de él, y
sigo sin saber por qué.

Su obra usa también la proporcionalidad, homotecia, transformaciones iso-
métricas y heterométricas. Realizé configuraciones espaciales de teselas zoomor-
ficas, teselas que cambian de forma y tamano, que van de lo poligonal a lo orga-
nico. Ilustré el infinito y el concepto de limite, el de proporcionalidad, y mostr6
las transiciones entre ellos, también de lo bidimensional a lo tridimencional asi
como algunas cuestiones paraddéjicas.

La obra de Escher tiene el encanto de ser arte y geometria al mismo tiempo.

Lo expuesto sobre Escher en esta primera parte de la seccién se ha basado
en las referencias [34], [32], [36] y [2]. Si se desea leer un poco acerca de su vida,
puede consultarse [14].
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Figura 1.14: Snakes, de M.C. Escher.

Antes de comenzar a explicar las teselaciones hiperbolicas de acuerdo con
su topologia, se explicardn algunos elementos generales de ellas. Nos basare-
mos principalmente en el articulo [29], que también se usard al introducir las
teselaciones hiperbdlicas compactas. En la figura 1.15 se muestran ejemplos de
teselaciones hiperbodlicas realizadas con Kaleido Tile.

Figura 1.15: Ejemplos de teselaciones hiperbélicas realizadas con KaleidoTile

A diferencia del plano euclidiano y el plano eliptico, hay una infinidad de
maneras de tapizar el plano hiperboélico con teselas regulares y congruentes. Esto
se debe principalmente a que existen tridngulos cuya suma interna de dngulos
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puede ser tan pequefia como se desee, asi como la forma de construir los te-
selados hiperbdlicos. Se debe recordar que en el plano hiperbélico, la suma de
adngulos de un tridngulo no es m como en el plano euclidiano, sino es siempre
menor a 7.

A continuacioén en la figura 1.16 se tienen un tridngulo equilatero cuya suma
de angulos es 37/4, y otro donde la suma de angulos es cercana a cero. Esto
quiere decir que se pueden dibujar tridngulos equildteros con dngulos entre 0 y
7/3, y es posible dibujar una infinidad de teselaciones de tridngulos equilateros.
Lo mismo sucede para los otros poligonos regulares.

(D0

Figura 1.16: Triangulos equilateros con distinta suma de angulos en el disco de
Poincaré

En la figura 1.17 se tiene la misma situacion, pero ahora con heptagonos en
vez de tridngulos.

(D

Figura 1.17: Heptagonos regulares con distinta suma de angulos en el disco de
Poincaré

En la figura 1.18, los puntos P y P’ son simétricos con respecto a la recta
hiperbélica que pasa por M y es perpendicular a PP’. Las distancias hiperbo-
licas |[M P| y | M P’| son iguales. Se puede verificar que P’ se obtiene por medio
de una inversiéon en el circulo, la cual es la recta hipérboélica que pasa por M.

La inversion circular es de interés porque preserva angulos y transforma
circulos en circulos. En el caso del espacio, manda esferas en esferas. Para leer
un poco mas sobre inversion en el plano, puede consultarse [10].
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Figura 1.18: Puntos simétricos con respecto a una recta hiperbélica

Figura 1.19: Dibujando las teselaciones compactas

Las teselaciones hiperbdlicas compactas

,Como se puede dibujar una teselacion hiperbdlica por poligonos regulares
de n vértices tal que m poligonos se encuentren en cada vértice?

Las teselaciones hiperbdlicas compactas son las mas faciles de entender. En
la introduccién, se ha descrito qué es un espacio topolégico compacto. En este
caso, seran de la forma {n,m}, n,m € N con s6lo una restriccién para n y m:

11 1
—+ =<
n

— <3 (1.3)

Para responder la pregunta planteada, se puede ver la figura 1.19, donde
basta encontrar la posicién de A y el radio r del circulo C'4 tal que:

= El circulo Cy4 es ortogonal al circulo unitario.

= El angulo entre Cy, y un segundo circulo con el mismo radio, rotado por
un angulo 27 /n alrededor del origen, iguala a 27 /m.

En el tridngulo ABO, el angulo ZBOA = 7w/n, y el angulo ZOBA = 7/m +
/2. AO = /1 + r2, usando Pitagoras en el tridngulo con vértices O, A y el de la
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interseccion del circulo Cy y el circulo unitario, X, pues |[AX|=ry |OX]| =1,
y el tridngulo tiene adngulo recto en X. Como AO = V1412 y |AB| = r, se
pueden encontrar facilmente r y |OA|. Esta construccion sélo es posible si

de donde se sigue la desigualdad mencionada previamente (1.2).

Para dibujar el poligono, se rota el punto A alrededor del origen por un
angulo 27 /n, y se dibujan arcos de radio r. Los angulos del poligono son 27 /n.
Para encontrar las teselas vecinas, hay que dibujar teselas simétricas de mo-
do hiperbélico. Los ejes de simetria son los lados del poligono. Recuérdese que
la simetria en el plano hiperboélico puede ser vista como una inversién en un
circulo, el circulo unitario. El hecho de que la inversién en un circulo sea una
transformacién conforme, asegura que los angulos se preserven en la imagen ba-
jo inversion [29].

A continuacién en la figura 1.20 se muestran unos ejemplos de estas tesela-
ciones para valores pequefios de n y m, que fueron realizadas con el programa
KaleidoTile. Notese que las parejas {3,7} y {7,3}, {3,8} v {8,3}, {4,5} y {5,4}
son duales, mientras que {5,5} es autodual.
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(g) {7,3}. (h) {8,3}.

Figura 1.20: Valores pequenios de n y m para {n,m}

Teselaciones hiperbodlicas paracompactas

Las primeras teselaciones hiperbodlicas paracompactas mostradas a continua-
cion (ver figuras 1.21 y 1.22) son las de la forma {n, oo}, que se caracterizan
por tener todos sus vértices en el infinito, ya sea en el disco de Poincaré, o el eje
real en el caso del semiplano superior. Constaran de los n-agonos donde cada
vértice tiene grado infinito.

Pueden ser visualizadas en el disco del siguiente modo: se comienza con un
n-4gono regular hiperboélico con sus vértices repartidos en el disco con la misma
separaciéon de arco. Posteriormente, se pintan n n-agonos en cada arco defini-
do por el primer n-4gono, donde comparten un lado con el n-agono original y
los n — 2 vértices restantes se reparten regularmente en el arco. El procedimien-
to se continta recursivamente para obtener la teselacién. Ver figuras 1.25 y 1.26.
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Figura 1.21: Teselacion {3, co} vista con el modelo del disco de Poincaré. Imagen
realizada con Wolfram Mathematica.

Figura 1.22: Teselacion {3, 00} vista cn el modelo del semiplano superior. Ima-
gen realizada con Wolfram Mathematica.

En el caso de visualizarlo en el semiplano superior, el método es un poco
mas sencillo: se traza un arco perpendicular al eje real, ese serd uno de los lados
del primer n-agono, donde ya se ocuparon dos de sus vértices, asi como en el
caso anterior. Se reparten después n — 2 vértices en el segmento determinado
por el arco en el eje real, de forma que estén separados a distancias iguales. Se
conectan todos los vértices con rectas hiperbolicas (arcos perpendiculares al eje
real), y se tiene completado el primer n-agono. Para los siguientes, se repite el
procedimiento utilizando los nuevos arcos. Al repetir el proceso infinitamente,
se obtiene la teselacién de tal modo que cada vértice tiene grado infinito.
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Figura 1.23: Teselacion {3, 00} vista con el modelo del semiplano superior. Ima-
gen realizada con Wolfram Mathematica.

Figura 1.24: Teselacion {3, co} vista con el modelo del disco de Poincaré. Imagen
realizada con Wolfram Mathematica.
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(b) {5, 00}

Figura 1.25: {n,c0} con n = 4,5,6. Imagenes realizadas con Wolfram Mathe-
matica.

®

(b) {4, 00}.
(a) {3,00}.
(c) {5, 00} (d) {6, 00}

Figura 1.26: Teselaciones {n, o0} con n = 3,4, 5,6 y caras coloreadas, usando el
modelo del disco de Poincaré. Imégenes realizadas con Wolfram Mathematica.
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Ahora, se presentaran las teselaciones duales de las anteriores, las {oo, n}.
Estas tienen caras de longitud infinita, con vértices de grado n. ;Cémo se ven
estas teselaciones? No son tan raras como suenan: pensando en la dualidad,
se tiene que por cada cara obtenida anteriormente, ahora se tiene un vértice.
Cada uno de estos vértices estard conectado con los n que correspondian a caras
adyacentes. Asi, lo que se forma es una especie de “arbol” infinito n-regular. Y
si, va entre comillas, porque en realidad, cada cara se completa en el infinito. Se
debe recordar que se tienen caras cuya longitud es infinita, las cuales se cierran
en el infinito. Un poligono como éste, es llamado en inglés apeirogon, un poligono
con un nimero infinito numerable de lados. Ver figura 1.27.

Figura 1.27: Apeirégono inscrito en un horociclo. Imagen tomada de Wikipedia.

Puede ser considerado como el limite de un n-agono cuando n tiende a in-
finito. Las teselaciones {oo,n} tienen caras “apeirogonales” regulares, donde el
apeirdgono regular por si solo se denota por {oo}. Ver figura 1.28. La circunferen-
cia que circunscribe a los vértices del apeirégono ortogonal al disco de Poincaré,
es conocida como horociclo.

Figura 1.28: Teselacion {oo,3} donde todas las caras son apeirégonos y cada
vértice tiene grado 3. Imagen de Wikipedia.

Un caso especial lo conforma la teselacion autodual {oo, 00}, con vértices de



1.5. ;QUE SON LAS TESELACIONES? 53

grado infinito en el disco, e infinidad de caras apeirogonales, que se muestra a
continuaciéon en la figura 1.29:

Figura 1.29: Teselacion {oco, 00} donde todas las caras son apeirogonos y cada
vértice tiene grado infinito. Imagen de Wikipedia.

Para la ultima parte de las teselaciones paracompactas se uso de referencia
el articulo [39], y de ahi fueron tomadas las tltimas tres imégenes. Las primeras
fueron realizadas con Wolfram Mathematica.

En la secciéon completa de las teselaciones hiperbolicas también se uséd la
referencia [41], su tabla de las teselaciones regulares hiperbolicas, y algunas
imégenes de dicha tabla.

Teselaciones hiperbdlicas no compactas

Se dieron a conocer las teselaciones {oco, n}, donde las caras son apeigogonos
y los vértices tienen grado n. Las teselaciones no compactas {im/\,n} van a
tener cierto parecido con ellas. Aqui, en vez de que las caras sean apeir6gonos
son pseudoégonos, una generalizacién del apeirdégono, donde los vértices ya no
estan necesariamente circunscritos en un horociclo, sino en un hiperciclo o cur-
va equidistante, la cual es una curva cuyos puntos tienen la misma distancia
ortogonal a una recta (hipérbdlica) dada, llamada eje, centro o linea base del
hiperciclo. Ver figura 1.30.

Esta curva se ve como un arco de circunferencia, pero que no intersecta per-
pendicularmente al borde del disco (o la linea al infinito, en el caso del semiplano
superior). Su eje intersecta al disco en los mismos puntos que el hiperciclo, ahi
si con angulos perpendiculares al disco, ya que el eje si es una recta hiperbolica.
A los pseudogonos regulares se les denota por {im/A}, donde X es la distancia
periodica entre los ejes perpendiculares [39], [38].

Asi, las teselaciones {im/A,n} estan compuestas por caras pseudogonales,
y los vértices son todos de grado n. Estas teselaciones se ven muy similares a
las {oo,n}, con la diferencia de que, en este caso, las caras no se cierran en
el infinito. También se verdn diferentes de acuerdo con el parametro . Cabe
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™
Hypercycle

Figura 1.30: Pseudégono inscrito en un hiperciclo. Imagen de Wikipedia.

notar que aqui no hay restriccion para n, que puede valer desde 2 hasta infini-
to. Al pensarlo graficamentre, se pueden pensar estas teselaciones como arboles
infinitos regulares, con regularidad n. En el caso de {ir/\, o0}, ésta se ve co-
mo la {oo, 00}, pero en vez de caras apeirogonales son pseudogonales (con su
parametro \), como se sabe, no se cierran en el infinito.

Figura 1.31: Teselacion {im/A, 0o}. Imagen de Wikipedia.

Ahora, jcémo son sus teselaciones duales? Es decir, ;como son las teselacio-
nes {n,im/A}7 Al pensar en la dualidad, se nota que las caras de las teselaciones
{im/A,n}, no son propiamente caras cerradas, y sus “centros” quedan fuera del
disco de Poincaré. Asi, los vértices de la grafica dual quedarian fuera del disco,
y lo tinico que se obtienen son lineas, desconectadas entre si (se conectarian mas
alla del borde del disco). No se pueden ver estas teselaciones propiamente como
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graficas, porque no tienen vértices dentro del disco. A continuaciéon se muestra
un ejemplo con n = 3 (figura 1.32).

Figura 1.32: Teselacion {3,im/A}. Imagen de Wikipedia.
Nuevamente, un caso especial es el de {co, im/A}. Este se parece a {im/\, 0o},

s6lo que no hay vértices, y las lineas estan desconectadas unas de otras. Mos-
tramos ésta a continuacion (figura 1.33):

Figura 1.33: Teselacion {oo,im/A}. Imagen de Wikipedia.

Finalmente, el caso autodual de las teselaciones no compactas es la tesela-
cion {im/\,im/\}. Se sabe que tienen caras pseudogonales, que no hay vértices
(podemos imaginar que estan afuera del disco y que tienen grado infinito), que
todas las aristas estan desconectadas entre si, y que las “caras” interiores for-
madas por rectas que no se tocan tienen infinitos lados.
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Capitulo 2

Antecedentes importantes:
Hamiltonicidad en superficies

Ya con las bases para entenderlos, se plantearan los problemas y preguntas
que dieron lugar a la realizacién este trabajo. Cabe aclarar que no se presen-
taran las demostraciones de los teoremas presentados en este capitulo, ya que
el propésito del trabajo presente es conocer la hamiltonicidad de las graficas
asociadas a las teselaciones regulares del plano hiperbélico, lo cual se abordaré
en el capitulo siguiente, y las herramientas principales que se ocuparéan para ello
son principalmente de teoria de graficas.

2.1. ;Los mapas regulares en el toro son hamil-
tonianos?

La realizacién de este texto comenzd después de leer el articulo de 1972 so-
bre circuitos hamiltonianos en el toro [5]. En éste, se resuelve la pregunta de si
los mapas regulares del toro son hamiltonianos para buena parte de los casos,
pero no para todos. Se iniciard esta seccién proporcionando los resultados més
relevantes de dicho articulo y se continuara con el desarrollo de la investigacién
realizada a partir de la pregunta que quedo abierta en él.

Un mapa en el toro se puede ver como un encaje de una grafica finita en la
cual se permiten aristas dobles y lazos. Se debe recordar que, para el toro, la
caracteristica de Euler es cero, es decir, V — A 4+ C' = 0. Si se tiene un mapa
regular del tipo {p, ¢}, se tiene también que ¢V = 24 = pC, de donde se deduce
que los tinicos mapas regulares en el toro son del tipo {3,6}, {4,4} y {6,3}. Mas
aun, para todo entero positivo v existe un mapa regular (usualmente méas de
uno) de tipo {6,3} y de tipo {4,4}, exactamente con v vértices, mientras que
un mapa de tipo {3,6} en el toro con exactamente v vértices existe si y sélo si
v es impar.
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Se tienen los siguientes dos teoremas:

Teorema 2.1.1 [5] : En cualquier mapa regular del tipo {3,6} en el toro hay
un circuito hamiltoniano.

Figura 2.1: Teselacién de tridngulos en el toro

Teorema 2.1.2 [5] : En cualquier mapa regular del tipo {4,4} en el toro hay
un circuito hamiltoniano.

Figura 2.2: Teselacién de cuadrados en el toro

Ademés de probar su existencia, la demostraciéon de los teoremas exhibe
explicitamente un ciclo hamiltoniano para cada caso. Sin embargo, para los
mapas del tipo {6,3} no se logra establecer en el articulo un teorema como los
anteriores. Se prueba que para estos tipos existe siempre un paseo hamiltoniano,
y también la existencia de un ciclo hamiltoniano para una clase de mapas {6, 3},
que no se logr6 determinar si se trataba de una clase propia o impropia de todos
los mapas del tipo {6, 3}.
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Posteriormente, en los articulos [4, 45], entre otros, se explora el caso faltante.
En el primero de ellos, se prueban teoremas més generales, y en el segundo se
prueba que los mapas regulares {6,3} en el toro son hamiltonianos, a los que
llaman panal de abejas generalizado, los cuales son también mencionados en el
primero.

En las figuras 2.1, 2.2 y 2.3 se puede observar una teselaciéon por tridngulos,
cuadrados y hexagonos regulares en el toro, respectivamente. Fueron realizadas
con Adobe Photoshop a partir de las del plano, las cuales fueron elaboradas con
Wolfram Mathematica.

Figura 2.3: Teselacion de hexigonos en el toro

Otros ejemplos de teselaciones cuadradas en el toro y la botella de Klein
pueden apreciarse en la figura 1.3.

2.2. ;Los mapas regulares en la botella de Klein
son hamiltonianos?

Con el conocimiento de la hamiltonicidad para los mapas regulares del toro,
la pregunta natural es preguntarse qué sucede en la botella de Klein.

El primer resultado ha sido encontrado en [46], donde a las graficas ctubicas
cuyas caras son hexagonales son llamadas graficas polyhex. Si la grafica esta
encajada en una superficie, por la féormula de Euler, la superficie puede ser tni-
camente el toro o la botella de Klein. En este articulo se reafirma que las graficas
polyhex toroidales son hamiltonianas, y prueban que toda gréfica polyhex de la
botella de Klein es hamiltoniana también.

No sabemos si los demés mapas regulares de la botella de Klein son hamil-
tonianos o no. Averiguarlo da pie a un posible camino de investigaciéon, pero no
es el que seguiremos en este trabajo.
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Capitulo 3

Explorando otras geometrias:
La hamiltonicidad en
teselaciones hiperbdlicas

Con la hamiltonicidad resuelta para los mapas regulares del toro, y parcial-
mente resuelta para los de la botella de Klein, se dard aqui un salto: en vez
de buscar otras superficies o géneros, interesard mas en este apartado estudiar
la hamiltonicidad de teselaciones regulares en otras geometrias, en este caso, la
geometria hiperbolica. Primero se analizard un caso particular para entender
intuitivamente lo que se puede hacer, y posteriormente se presentaran y utili-
zardn como herramienta dos teoremas principales que seran escenciales para la
determinacién de la hamiltonicidad en buena parte de las teselaciones regulares
hiperbolicas. Luego se hard una generalizaciéon de la construcciéon realizada para
el caso particular, ocupando el primer teorema. Finalmente, se utilizara el se-
gundo teorema para determinar otra gran cantidad de casos, y se discutird qué
ocurre con los casos que no caben dentro del andlisis de estos dos teoremas.

3.1. Descubriendo la hamiltonicidad para las te-
selaciones del plano hiperbdlico

Como vimos al introducir las teselaciones regulares hiperbdlicas en la seccién
2.5.3, hay una infinidad de teselaciones regulares que son paracompactas o bien
que no son compactas, las cuales también seran consideradas.

Lo primero que surge, son los siguientes cuestionamientos: ;De verdad exis-
ten los ciclos infinitos en las gréficas infinitas? De existir, ;cémo son? En parti-
cular, jcomo es, si es que existe, un ciclo hamiltoniano de una grafica infinita?
 Cémo garantizar que es posible “regresar” después de “llegar al infinito™?

La primera idea es que se puede lograr por medio de una sucesiéon de ciclos
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C1,Cs, ... tal que V(C,,) contiene a V(C,,_1), y cada uno de ellos, los C;, con-
tiene a todos los vértices etiquetados del 1 al 4.

Con estas ideas presentes, se iniciara el analisis con las teselaciones 3-regulares.
En particular, se comenzara con la teselacion compacta {7,3}, y se dara la su-
cesion de ciclos como sigue:

Figura 3.1: El primer ciclo C4

Contruccion de ciclos para {7,3}:

Paso 1: La teselacion {7,3} est4 formada por heptagonos, donde cada vér-
tice es de grado 3. Se comienza por un heptagono P; cualquiera. Se escoge la
orientacion de las manecillas del reloj. Sea C; el ciclo formado por el hepta-
gono, C7 = a1, as, ...,a7 con las aristas tomadas en la orientacion escogida (ver
la figura 3.1).

Paso 2: Para (5, se retira la arista ay. El vértice que incide en las aristas
ag y a7 incide también en una tercer arista by, la cual se escoge para nuestro
ciclo C5. De momento, se tiene la trayectoria aq, ao, ..., ag, b1

Se considera ahora la arista que incide en a7, que no es ninguna de las aristas
{a1, ag, b1}, lamémosle ¢;. Considérese la trayectoria de Petrie (infinita), P que
contiene a a7 y a ¢y (ver figura 3.2).

Sea co la siguiente arista de P que incide con c¢p, y c3 la siguiente arista de
P que incide con cs, y asi sucesivamente. Asi, se construye P’, que es un rayo
contenido en P, que comienza en a7 y se va al infinito por un extremo.

Ahora, P; estd rodeado por 7 heptagonos. Se nombra A; al heptagono ad-
yacente a P; de modo tal que ambos comparten la arista a;, ¢ € {1,...,7} (ver
figura 3.3). Se agregan todas las aristas de Ag formando una trayectoria con las
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Figura 3.2: Trayectoria de Petrie P

aristas que ya se tenian, aq,as, ..., ag,b1. La arista by que no se toma de Ag es
precisamente la que incide en ag (y as) que no es as. A partir de aqui se realiza
un procedimiento similar con el heptagono As, se toman todas las aristas del
poligono que no sean by ni la que incide en as. Se contintia con este procedi-
miento hasta llegar a A;. Se cierra el ciclo tomando las aristas ¢; (y ¢2) de P'.
Asi el ciclo Oy se define Cy = (a1, as, ..., a6, b1, ..., c2, ¢1) (ver figura 3.4).

Figura 3.3: Construccién de Co
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Figura 3.4: Ciclo Cs

Paso 3: Ahora, sea b la altima arista en Cy fuera de P’, es decir, la arista
en C5 que es adyacente a ¢y y que no es c¢;. Para Cj3, se retiran las aristas que
pertenezcan a P’ y a b, y se toma la arista que incide en b que no pertenece a
P’. Se repite el mismo procedimiento empleado anteriormente para generar el
ciclo C3 = (a1, az, ..., ag, b1, ..., c3, ca, ¢1) (ver figura 3.5).

Figura 3.5: Ciclo Cs

Es importante notar que en este paso deben tomarse los vértices de A; que
no se habian tomado antes (no se habian tomado todos para el ciclo C5).

Paso 4: Para el cuarto ciclo, se debe seguir teniendo cuidado con ese “hun-
dimiento” que se genera: se trata de ir haciendo el ciclo “pegado” al anterior
siempre.

Al continuar con el procedimiento, se obtiene una sucesion {Cy, Ca, ..., Cy, ...}
donde C,, = (a1, ag,...,a6,b1,...,Cp, ..., C3, C2, c1). Esta es una sucesion que cum-
ple que V(C,41) contiene a V(C,,). De modo que, para cualquier subconjunto
finito S de vértices, se puede encontrar n € N tal que S esta contenido en C,,.
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Figura 3.6: Ciclo Cjy.

Cuando esta sucesiéon de ciclos tiende a infinito, converge a un ciclo que cu-
bre a todos los vértices. Méas adelante demostraremos que efectivamente se trata
de un ciclo hamiltoniano, y una generalizacién de esta construccion.

Figura 3.7: Teselacion {3,000} con el modelo de Poincaré

. Qué pasa si se considera ahora a {3, c0}? Se puede dar también una sucesion
de ciclos de la siguiente manera: se considera un triangulo cualquiera de {3, oo},
véase la figura 3.7. Recuérdese que las teselaciones regulares son transitivas en
caras (lo que quiere decir que el grupo de automorfismos acttia transitivamente
en las caras), de modo que cualquier tridngulo es equivalente a cualquier otro
de la teselacion. Llamese a este tridngulo Cy, que es un ciclo (vq, ve, vs3,v1) (ver
figura 3.8).

Partiendo de vy, se toma el tridAngulo adyacente a C; que comparte la arista
v1v2, donde el tercer vértice es uj. Se considera ahora el tridngulo adyacente a
C por la arista vovs, con tercer vértice ug, y finalmente se considera al tridngulo
adyacente a C7 por la arista vzv; con el tercer vértice uz. Se define a Cs como
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Vo

Figura 3.8: Ciclo C; de {3,000}

(v1,u1, v, us, v3,us3,v1) (ver figura 3.9).

Vi

2
Figura 3.9: Ciclos C; y Cy de {3,000}
Se realiza el mismo procedimiento, ahora con las aristas
V1U1, U1V2, V2U2, U2V3, U3UZ, U3V1,

con nuevos vértices w1 1,u1,2,U2,2,U23,U33,Us 1, respectivamente. Asi, C3 =
(v1,u1,1, U1, U1 2, V2, U2 2, Ug, Uz 3, U3, U3 3, U3, U3 1,v1) (ver figura 3.10).

Se observa que C es un triangulo, Cs es un hexagono, y C'5 es un poligono
de 12 lados. Recursivamente, C,, un poligono con el doble de aristas y vértices
de C,,—1. Méas precisamente, serd un poligono de 3(2" — 1) lados. Ver figuras
3.11y 3.12.

Entonces, jrealmente también esta grafica es hamiltoniana 7 jPues no! A
continuacion se explica porqué.

Considérese una arista cualquiera de {3,000}, como todos los vértices de la
teselacién estdn en el borde del disco, es decir, en el infinito, cualquier arista
divide al plano hiperboélico en dos. Si la gréafica fuera hamiltoniana, al quitar
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Vi

u V,

Figura 3.10: Ciclos C1, Co y C3 de {3, 00}.

dicha arista, con sus respectivos vértices, deberia quedar una trayectoria. Sin
embargo, esto no puede suceder en dicho caso, ya que al quitar la arista con sus
vértices, la grafica queda inconexa, por lo que no puede ser una trayectoria (que
es conexa), de modo que ninguna arista puede pertenecer a un ciclo hamilto-
niano. De este modo, jla sucesion de ciclos construida, converge tnicamente a
vértices! A todos los vértices, jpero no a las aristas!

Figura 3.11: Construccion de ciclos para {3, 0o} visto con el modelo de Poincaré
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Figura 3.12: Construccion de ciclos para {3, 00} visto con el modelo del semi-
plano superior

Entonces, ;cémo es que el argumento de los ciclos si funciona para la otra
teselacion? ;Como garantizamos que efectivamente la otra si converge a los
puntos y aristas? Y finalmente, ;como funciona la convergencia en este caso?

Para contestar estas preguntas, recordemos las definiciones de graficas infini-
tas que se dieron previamente, en particular, la compactificacién de una gréfica
G y la de curva hamiltoniana:

Compactificacion de G : A una grafica encajable G junto con sus ends (cla-
ses de equivalencia de rayos equivalentes) se le llama la compactificacion
Freudenthal de G y se denota por |G|.

Curva de |G|, X —curva y curva hamiltoniana : Una curva (cerrada) de
|G| es la imagen de un mapeo continuo del circulo unitario S a |G|. El
mapeo en si se llama una parametrizacion de la curva. Para un conjunto
de vértices X, una X—curva es una curva cerrada en |G| tal que cada
vértice de X es usado exactamente una vez. La X —curva es estricta si no
usa vértices fuera de X. Una V (G)-curva, llamada curva hamiltoniana,
pasa por cada vértice exactamente una vez, pero puede pasar por un end
arbitrariamente seguido.

Con la definicién de curva hamiltoniana de la compactificaciéon de una grafica
G, obtenemos una extension de hamiltonicidad para graficas infinitas, hay que
observar que la curva se define para la compactificacién, no para la gréfica por si
sola. Con las definiciones dadas para graficas infinitas, se puede pasar a presentar
el siguiente teorema:

Teorema 1 [25] : Para una grafica G localmente finita son equivalentes:

i) Para todo subconjunto finito S de vértices, G tiene un ciclo que
contiene a S.
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ii) Para todo subconjunto finito S de vértices, existe una S-curva en |G|.

iii) |G| tiene una curva hamiltoniana.

Con este teorema, y el procedimiento antes efectuado, es posible garantizar
que |[{7,3}| tiene una curva hamiltoniana, por los incisos i) y iii); y que para
[{3,00}| no se puede aplicar el teorema, pues {3,00} no es una gréfica local-
mente finita, ya que todos los vértices tienen grado infinito (los vértices estan
todos en el borde del disco y tienen una infinidad de adyacencias). Y, dado el
argumento planteado, {3, 00} no puede ser una grafica hamiltoniana, o bien su
compactificacion no puede tener una curva hamiltoniana.

Para continuar estudiando los casos generales, porque existe una infinidad
de casos, se hara énfasis en un segundo teorema importante:

Teorema 2 [25] : Toda grafica plana localmente finita 4-conexa tiene una cur-
va hamiltoniana.

Este segundo teorema garantiza que casi todas las compactificaciones de las
teselaciones compactas van a poseer curvas hamiltonianas, ya que, en su ma-
yoria, todas son 4-conexas (cosa que se debe probar), excepto las de la forma
{n, 3}, que no pueden ser 4-conexas, pues son 3-regulares. Para este tltimo caso,
funcionara el procedimiento utilizado en un inicio (ocupando el teorema 1). Aun-
que aun queda pendiente las demostraciones correspondientes, puede suponerse
que ya se tiene resuelto el caso para las teselaciones regulares compactas.

Recuérdese que también se tiene resuelto el caso para las de la forma {n, oo},
por el argumento empleado para {3,00}. Ademas, debe observarse que no se
estan considerando a los vértices del disco como vértices de la gréfica, de modo
que este tipo de teselaciones no pueden considerarse gréficas como tal. En el
caso de que si se consideraran como vértices ordinarios, la compactificacion y
la hamiltonicidad podrian cambiar. N6tese ademés que los puntos del disco no
son ends de la compactificacion, por la definicion de end. Antes de pasar a sus
duales, las de la forma {oo,n}, se prestara atencion a los casos no compactos.

Para empezar, los de la forma {n,iw/\}, ni siquiera son conexos, y, como
mencionamos al introducirlos dentro de las teselaciones hiperbdlicas, tampoco
pueden considerarse como graficas propiamente; asi que pueden ser descartados
rapidamente del panorama. Similarmente ocurre con sus duales, {im/\, n}, que
pueden ser pensados como arboles infinitos, de modo que no es posible pensar
en curvas hamiltonianas ahi.

Entonces, sélo queda ver que ocurre con {oo,n}. Se observa que, para 3 < n,
se tiene que {oo,n} es 4-conexa. Sin embargo, al prestar atencion a la equiva-
lencia de 1 y 3 en el teorema 1, se deberian tener que para cada subconjunto de
vértices finito, G deberia tener un ciclo que lo contiene, pero eso no puede pasar
en {oo,n} ya que aqui la grafica se parece a los arboles infinitos de {im/\, n},
donde la diferencia radica en que en {oo,n} la grafica no es un arbol, en este
caso sus caras son poligonos infinitos. Entonces se deben comprender bien los
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teoremas de [25] y las teselaciones {co,n}, cuestionandonos si realmente los ma-
pas asociados a las teselaciones {oo,n} son graficas; asi como la 4-conexidad de
una gréafica infinita.

Para esto, es necesario recordar cuéales son las equivalencias de que una
grafica G sea 4-conexa, que hemos visto ya en la seccion de definiciones de
graficas:

G es 4-conexa si y solo si:

= K(G) > 4, es decir, al remover 3 vértices o menos, no se desconecta la
grafica (definicion).

= Para todo u,v € V(G), existen al menos 4 uv— trayectorias internamente
ajenas.

El teorema que establece que ambas afirmaciones son equivalentes, es el
teorema de Menger.

La equivalencia también sera de utilidad para probar la hamiltonicidad de
{n,m} con m > 3, a menos que se emplee la misma construccion utilizada para
{n,3} en una versién mas general.

Construccion de la sucesiéon de ciclos para {n,3}:
Debe observarse que esta es la construccién generalizada de la realizada para

{7,3}.

La teselacion {n,3} esta formada por n-agonos, donde cada vértice es de
grado 3. Se inicia con un n-agono P; cualquiera. Se escoge la orientaciéon de las
manecillas del reloj. Sea C el ciclo formado por el n-dgono, C1 = ay,as, ..., ay
con las aristas tomadas en la orientacion escogida. Para (s, se retira la arista
an. El vértice que incide en las aristas a,_1 y a, incide en una tercer arista
b1, la cual se escoge para nuestro ciclo C5. De momento, se tiene la trayectoria
a1,02,...,0n—1, bl.

Se considera ahora la arista que incide en a,, que no es ninguna de las aristas
{a1,an-1,b1}, lamémosle ¢;. Considérese la trayectoria de Petrie (infinita), P
que contiene a a, y a c¢1. Sea cq la siguiente arista de P que incide con ¢1, y c3
la siguiente arista de P que incide con cg, y asi sucesivamente. Asi, se construye
P’, que es un rayo contenido en P, el cual comienza en a,, y se va al infinito por
un extremo.

Ahora, P; esta rodeado por n n-dgonos. Se nombra A; al n-agono adya-
cente a P; tal que compartan ambos la arista a;, i € {1,...,n}. Se agregan
todas las aristas de A, _1 formando una trayectoria con las aristas que ya se
tenian, ay, as, ..., a,_1,b1. La arista by que no se toma de A, _1 es precisamente
la que incide en a,—;1 (y an—2) que no es a,_s. Se realiza un procedimiento si-
milar con el n-dgono A,,_s, tomando todas las aristas del poligono que no sean
be ni la que incide en a,_5. Se contintia con este procedimiento hasta llegar
a Aj. El ciclo se cierra tomando las aristas ¢; (y ¢2) de P’. Ahora tenemos
el ciclo Cy = (a1,a2,...,an-1,b1,...,c2,c1). Sea b la ultima arista en Cy fuera
de P’, es decir, la arista en Cy que es adyacente a cp y que no es c;. Para
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(3, se retiran las aristas que pertenezcan a P’ y a b, y se toma la arista que
incide en b que no pertenezca a P’. Se repite el mismo procedimiento emplea-
do anteriormente para generar el ciclo C3 = (a1,a2,...,;an—1,b1,...,¢3,¢2,¢1).
Al continuar de esta forma, se obtiene una sucesion {Cy,Cy, ..., C,, ...} donde
Cp, = (a1,a2,..cs@p_1,b1,...,Cpn, ..., C3,Ca,c1). Esta es una sucesiéon que cumple
con que V(Cp41) contiene a V(C),). De modo que, para cualquier subconjunto
finito S de vértices, se puede encontrar n € N tal que S estd contenido en C,.

Asi se concluye, por el teorema 1, que |{n, 3}| tiene una curva hamiltoniana,
para todo n € N.

Para terminar, debe notarse que la compactificaciéon depende de la topologia
del espacio donde se esté trabajando. Es decir, se estan considerando las graficas
encajadas en una superficie (espacio topologico). Determinar si existen o no los
posibles ciclos hamiltonianos depende de dénde se encajen éstas. Notese que
si una gréfica tuviera un ciclo hamiltoniano y un ndmero infinito de vértices,
entonces hay puntos de acumulaciéon dentro del ciclo, lo cual no deberia suceder,
pues eso no te permitiria “recorrer” el ciclo de forma discreta.

Otra observacién importante es senalar que cuando analizamos el caso de
{3, 00}, la teselacion en si no es la compactificacion de ninguna grafica. Si se
considera una subdivisién de la teselacion, de modo que, en cada arista de la
teselacion original, haya vértices que no estén en el infinito, se puede obtener
una grafica compactificada que si va a resultar hamiltoniana, precisamente al
utilizar el teorema 1, empleando nuevamente i) implica iii). Otro modo mas
sencillo en que podria resultar hamiltoniana la compactificacion de {n,co} es
que se consideraran los vértices del disco como vértices ordinarios.

Para el caso de las teselaciones que hacia falta analizar, las {oo,n}, el ra-
zonamiento es similar al anterior. En abstracto, por el teorema 1, se tiene que
la compactificacion |{oco,n}| no puede tener una curva hamiltoniana, pues de
tenerla, deberia cumplir que para todo subconjunto finito, la grafica (donde
no se estan considerando a los vértices en el borde el disco) deberia cumplir
el inciso i), el cual no cumple, pues como grafica (abstracta), {oo,n} es igual
que {im/A,n}, el arbol infinito n-regular, que claramente no tiene ciclos. Lo que
cambia es la topologia, y todo depende del encaje realizado y por lo tanto su
compactificacion. Nétese que en este caso, los vértices del borde que “cierran”
las caras tampoco son ends de la compactificacion.

Por ultimo, lo Gnico que queda pendiente es probar la 4-conexidad de to-
das las teselaciones compactas con regularidad mayor a 3, es decir, todas las
teselaciones {n, m} con m > 3. Se empleara la equivalencia: G es 4-conexa si y
solo si para todo u, v € V(G), existen al menos 4 uv— trayectorias internamente
ajenas. La manera de probarlo seré constructiva, similarmente a como se probé
la existencia de ciclos para las teselaciones compactas 3-regulares.

Construccion:
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Sean u,v € V(G), y G la grafica asociada a una teselacién compacta {n, m} con
m > 3. Como G es conexa, existe al menos una uv— trayectoria. Sea T una uv—
trayectoria de longitud minima, es decir, de todas las trayectorias posibles entre
u y v se escoge una tal que su longitud sea minima, en otras palabras, tal que
I(T) = d(u,v), donde [ es la longitud de T (ver figura 3.13). En realidad, no es
necesario pedir una trayectoria con esta propiedad, pero se haré por simplicidad.

Figura 3.13: Trayectoria 1" entre u y v.

Denotemos a T = (u = vg, 1, ..., Un—1,Vp, = ¥), que a su vez puede verse
como la sucesiéon de aristas (a1 = (u,v1),a2 = (v1,02),...,an = (Vp_1,0)).
Se puede pensar, coloquialmente hablando, que este segmento de recta separa,
al menos localmente, al plano en dos regiones. Se elige una de las dos, como
sigue: escojase una arista incidente con u (es decir, adyacente a a;) tal que
comparta una cara con aj. Por comodidad, tomese la que, de acuerdo a la
direccién opuesta de las manecillas del reloj, esté mas proxima. Llamese a esta
arista by, by = (u, w;). Considérese como referencia todas las caras que contienen
a las aristas ai,as,...,a, del mismo lado que estd A;, y se nombra A; a la
que contiene a a; para todo i € {1,...,n}. Para la trayectoria, tomense todos
los vértices adyacentes a estas caras que no sean vértices de 7. Uniendo los
vértices que son adyacentes, puede que lo que se obtenga no sea una trayectoria
ann, sino varios tramos de trayectoria desconectados. En caso de no tener una
trayectoria aiin, se completa con vértices que sean adyacentes a los del conjunto

{’01,7}2, e u/Un}-

Por construccion, lo que queda es una uv—trayectoria Ty (ver figura 3.14).
Para T3, se efectta el mismo procedimiento pero ahora del “otro lado” de T', es
decir, ahora tomando las caras del otro lado delimitadas por las aristas de T
(ver figura 3.15).


Margarita
Texto escrito a máquina
Construcción:
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Figura 3.14: Trayectorias 17" y T, entre u y v

Figura 3.15: Trayectorias T, 15 y T3 entre u y v

Para la cuarta trayectoria Ty, se realiza el mismo procedimiento para obtener
T5 pero ahora utilizando la trayectoria T, como base, en vez de T'. Esto se puede
hacer pues el grado de cada vértice es al menos 4 (ver figura 3.16). Asi, se tienen
las 4 trayectorias: T, 75,13 y T4 y, por contruccién, son internamente ajenas.
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Figura 3.16: Trayectorias T', 1o, T3 y T4 entre u y v

3.2. Demostraciones de los teoremas utilizados

El siguiente lema se usara como parte de la demostracién del teorema 1.

Lema 3.2.1 [17]: Si (V, E) es una grafica conexa localmente finita, entonces
el conjunto de vértices V es finito o numerable.

Demostracion. Se fija un vértice de referencia x € V' y se considera el conjunto
B, ={y €V :d(z,y) < n}, que es una bola con respecto a la distancia d usual
en graficas. Se probara por induccién sobre n que |B,| < co.

La base de induccién es trivial pues para n = 0, By = {z}.

Paso inductivo: asumiendo que B, es finito, se probaréd que B,, 1 es finito. Es
suficiente probar que B,,11 \ By, es finito. Para cualquier vértice y € By, 11 \ By,
se tiene que d(z,y) = n+ 1, por lo tanto, existe una trayectoria {xk}Zié de z a
y de longitud n 4 1. Consideremos el vértice z = z,,. Claramente, la trayectoria
{zx}}_, conecta a zya zy esde longitud n, lo que implica que d(z,z) <n,y,
por lo tanto, z € B,,. Por otra parte, tenemos por construccién que z y y son
adyacentes. De este modo, se ha probado que todo vértice y € B,y \ B, esta
conectado a uno de los vértices en B,,.

Pero el namero de vértices de B,, es finito (por hipotesis de induccion), y
cada uno de ellos tiene un namero finito de vecinos (por hipotesis, la grafica es
localmente finita). Por lo tanto, el nimero total de vecinos de B,, es finito, lo que
implica que |Bp41 \ Brn| < 00 y por lo tanto |B,t1| < co. Finalmente, obsérvese
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que V = UZOH B,,, porque para cualquier y € V se tiene que d(z,y) < oo, por lo
que y pertenece a alguna bola B,,, para alguna n natural. Entonces, V' es finito
o numerable, como unién numerable de conjuntos finitos.

O

De igual manera, se utilizara el siguiente lema, el cual no ser4d demostrado
aqui, la demostracion puede encontrarse en [25]:

Lema 3.2.2: Sea GG una gréfica localmente finita, y O un orden ciclico de un
conjunto de vértices X. O es un orden ciclico encajable de X si y sélo si existe
una X —curva estricta C' tal que el orden ciclico de X inducido por C es O.

Ahora recordemos que |G| denota la compactificacion de G, recordemos tam-
bién el enunciado del teorema 1:

Teorema 1 [25] : Para una grafica G localmente finita son equivalentes:

i) Para todo subconjunto finito S de vértices, G tiene un ciclo que
contiene a S.

ii) Para todo subconjunto finito S de vértices, existe una S-curva en |G|.

iii) |G| tiene una curva hamiltoniana.

Demostracion:
Obsérvese que la implicacién de interés para el fin del trabajo presente es tni-
camente i) implica iii), la cual se vera desglosada en i) implica ii) y ii) implica
iii). Para la demostracion de iii) implica i), ver [25].
i) implica ii)

Es inmediato pues todo ciclo que contiene a S es una S—curva en |G|.
ii) implica iii)

Para esta demostracién, se utilizara el lema 3.2.2.

Demostracion de que el lema 3.2.2 implica (ii) implica iii)):

Demostracion. Notese que para demostrar que el lema 3.2.2 implica (ii) implica
iii)), basta probar que (lema 3.2.2 y ii)) implica iii), por la regla logica de
inferencia exportacion:

(pAg) =r

p=(qg=r) (3.1)

Obsérvese que se desea emplear la ida del lema, ya que si se considera
X = V(G), si se encuentra un orden ciclico encajable de V' (G), entonces hay una
V(G)—curva (estricta). Y por definicién de orden ciclico encajable, si es encon-
trado, quiere decir que para todo subconjunto S C X finito hay una S—curva
en |G| . En particular en |G| — T con T C V(G) \ X, pero en este caso, como
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X =V(G),T = 0. Asi, por el lema esto implicaria iii) , es decir, se tendria una
V(G)—curva.

Con esto ya entendido, se procederéd a encontrar un ordenamiento encajable
O de X = V(G), comenzando con el lema 3.2.1.

Por ii), G es conexa, y como G es localmente finita, X = V(G) = {vy,vs, ...}
es un conjunto numerable.

Sean X; = {v1,vs,...,v;} y C; una X;—curva en |G|, se sabe que existe por
hipotesis de ii). Se construird un orden ciclico O en X = V(G), construyendo
primero o6rdenes ciclicos O; en X; tal que para todo i < j, O; es la restriccién
de O; a X,;. Méas atn, para toda 7 > j, se encontrard una X;—curva c cuyo
orden inducido en X; es O;.

Sean C’il = C’f = (C; y O1 y Oz los o6rdenes ciclicos triviales en X; y X,
respectivamente, O1 = {v1} y Oy = {v1,v2}. Para j > 3, se define C;/ y oF
recursivamente. Como X es finito, existe s6lo una cantidad finita de 6rdenes
ciclicos en X;. Pero hay un ntmero infinito de X;—curvas que induce O;_; en
Xj_1, esto es por ii) y porque V(G) es infinito. A estas X;—curvas que induce
Oj_1 en X;_1 se les llamaréd C;7~!, para toda i > j. Por lo tanto, es posible
encontrar un orden ciclico O; en X, que estd inducido por una infinidad de
estas X;—curvas. Asi es como se define la recursién, ya se tiene cl=c%=cq,
y O1 ={v1} y O = {v1,v2}. Asi, O3 sera el orden ciclico en X3 inducido por
la infinidad de X3—curvas inducidas por O en Xo, a las que se les llamara C;2.
Continuando con este procedimiento, se define {C;7}52, como la subsucesion de
{C771}22, que induce O; en Xj.

Ahora, se define al limite de (O;)2; como el orden ciclico O en V(G) tal
que cumpla la siguiente condicion: para toda v;, vj, vi € V(G), v; = v; — v
en O siy solo si v; = v; — vk en Opgxyijky- Bs decir, v; — v; — vg en O si
y s6lo si v; = v; — v, en O; con | = méx{3, j, k}. Por construccion, O; es la
restriccién de O en X; para toda ¢ > 1.

Finalmente, para ver que O es un orden ciclico encajable, se consideran los
conjuntos finitos S € X y T C V(G) \ X. Recuérdese que X = V(G), y que
T = 0. Asi, para todo S C V(G), se puede encontrar j lo suficientemente grande
tal que S C X;. Por lo tanto, C’JJ» es la S—curva deseada.

Es decir, suponiendo ii) se ha encontrado el orden encajable de V(G), que
junto con el lema garantiza la existencia de la V(G)—curva que es necesaria
para garantizar iii).

Con esto se concluye que el lema 3.2.1 implica (ii) implica iii)). No se probara
iii) implica i), que igualmente puede consultarse en [25].

O

Ahora, se pasara a la prueba del teorema 2, para lo cual se empleara el si-
guiente teorema:
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Teorema 3.2.3 [19] : Sea G una grafica plana y X un subconjunto de V(G)
con al menos dos vértices no adyacentes. Si ningan par de vértices de X
estan separados por menos de 4 vértices (es decir, cada conjunto de corte
de la subgréfica inducida por X, tiene al menos 4 vértices), entonces X
estd contenido en un ciclo de G.

No se incluira la prueba del teorema 3.2.3, se puede consultar en [19].

Teorema 2 [25] : Toda grafica plana localmente finita 4-conexa tiene una cur-
va hamiltoniana.

Demostracion. Para esta demostracion, se usara el teorema 1y el teorema 3.2.3.

Se observa que, al igual que antes, se desea utilizar la parte i) implica iii)
del teorema 1.

Sean G una gréfica plana, localmente finita, 4-conexa, y S un subconjunto
de V(G) finito. Basta probar que S esta contenido en un ciclo. Para todo par
de vértices u, v en S, se escogen cuatro trayectorias internamente ajenas entre u
y v. Estas existen por el teorema de Menger (en su versiéon para gréaficas infini-
tas, puede consultarse en [12]). Sea G; la subgrafica finita de G obtenida de la
union de todas las trayectorias escogidas (es finita pues S es un conjunto finito).
Entonces GG; cumple con las hipétesis del teorema anterior (el teorema 4.1), ya
que es una grafica plana, ningin par de vértices estd separado por menos de
4 veértices (esto se tiene por ser 4-conexa), y existen al menos dos vértices no
adyacentes de GG1 pues, si la grafica tiene 4 vértices y la gréfica es completa,
se sabe ya que la gréifica Ky tiene un ciclo hamiltoniano; y si la gréafica tiene 5
vértices o mas, como es plana, no puede ser completa, de modo que existen al
menos dos vértices no adyacentes. Por lo tanto, S esta contenido en un ciclo en
Gi.

O
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Capitulo 4

. Las teselaciones regulares del
plano son hamiltonianas?

Recuérdese que vimos ya las tres teselaciones regulares del plano, que po-
seen los mismos simbolos de Schléfli que las del toro y la botella de Klein: {3, 6},

{4,4} y {6,3}.

En el mismo articulo, referido en la secciéon de la hamiltonicidad para la
botella de Klein, [46], se menciona que se ha probado que toda grafica plana
y ctbica con s6lo caras cuadradas y hexagonales es hamiltoniana. De aqui que
{6,3} sea hamiltoniana. Claramente este resultado no puede aplicarse a {4,4}
debido a que {4,4} no es ctbica: su regularidad es 4. Sin embargo, para ésta y
para {3,6} se utilizaran algunas herramientas del capitulo anterior.

iSera cierta la hamiltonicidad para {4,4} y {3,6} también?
Comenzando por {4, 4}, se tiene que este mapa es 4-regular, ésto da pie a pensar
que se puede utilizar el teorema 2. Efectivamente, la demostracién para probar
que {4,4} es 4-conexa, es idéntica a la construccion realizada en 3.1 para las
teselaciones compactas con regularidad mayor a 3. Asi, teniendo que {4,4} es
4-conexa, y que claramente esta es una grafica plana y localmente finita; se pue-
de emplear el teorema 2 para afirmar que tiene una curva hamiltoniana.

Ahora, para {3,6} se procede de manera idéntica: también esta es una gra-
fica 4-conexa por el mismo argumento y se puede emplear el teorema 2 para
demostrar su hamiltonicidad.

Bast6 con el teorema 2 para los casos faltantes, con esto queda demostrado
que las tres teselaciones regulares del plano euclidiano son hamiltonianas, bajo
la definicién de hamiltonicidad empleada también para las teselaciones regulares
del plano hiperbélico.
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Capitulo 5

Conclusiones

Después de hacer una incursion por la teoria de graficas, la geometria y en
particular, las teselaciones y la geometria hiperbélica; se planteé la pregunta de
si las graficas encajadas o mapas asociados a las teselaciones regulares del plano
hiperbélico son hamiltonianas o no, es decir, si poseen o no un ciclo hamilto-
niano. Tras sentar las bases necesarias para abordar el problema, e investigar
los antecedentes en las superficies, se logré cumplir el objetivo de determinar la
hamiltocinidad para todas las teselaciones regulares del plano hiperbdlico: sélo
las teselaciones regulares compactas son hamiltonianas, mientras que el resto,
las paracompactas y las no compactas, no lo son; sin perder en cuenta que se
considerd una extension un tanto natural para graficas infinitas de ciclos hamil-
tonianos, donde el encaje de la grafica y su compactificacion son determinantes.
Existen otras maneras de generalizar la hamiltonicidad, que pueden ser conside-
radas también para trabajos futuros. Igualmente algunos caminos posibles para
futura investigacion, son: indagar en la hamiltonicidad de los casos faltantes
de la botella de Klein, o en otras superficies ademés del toro y la botella, por
ejemplo; puede resultar interesante investigar en superficies como el monstruo
del lago Ness, que es una superficie obtenida de pegar infinitos toros a lo largo
de un rayo (es decir, una esfera con infinitos agujeros); y otro camino puede
ser plantearse estas preguntas para teselaciones arquimedianas en vez de sélo
regulares.

Con los teoremas empleados para probar la hamiltonicidad en las teselaciones

regulares del plano hiperbélico, fue posible demostrar también la hamiltonicidad
en las teselaciones regulares del plano euclidiano .
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Capitulo 6

Anexo

6.1. El teorema de clasificacién de superficies: el
teorema del cierre (ZIP)

La sencillez del teorema y su prueba, asi como los dibujos para entenderlos
mejor, fueron las motivaciones para incluir esta seccion en el presente trabajo.
Principalmente estara basada en [15], cuya prueba esta fundamentada en la rea-
lizada por Conway; también se basara en la propia prueba de Conway, dada en
[9]. Se ocuparan también algunos de los dibujos mostradas en ambas referencias.

El teorema de clasificaciéon es conocido desde la década de 1860, y reduce las
diversas formas que una superficie puede tomar topoldgicamente a esferas con
un cierto nimero de asas (handles) o crosscaps. Se debe tomar en cuenta que
en la rama de la topologia, las superficies pueden ser deformadas y estiradas,
siempre que se haga de forma continua, “suave”. En este sentido, dos superficies
se consideran equivalentes u homeomorfas si y solo si se puede llevar una en la
otra mediante una funcioén continua y biyectiva.

Las superficies pueden describirse al identificar algunas aristas de otras més
simples. Aqui se hara en términos de cierres o pares de cierre. Matemaéaticamente,
un cierre es un par de aristas dirigidas (a cada una se le llamara zip) que se desean
identificar. Se indicaran con flechas que se emparejan (en la misma direccion,
ver figura 6.1).

A una superficie se le pueden hacer simples modificaciones cerrando fron-
teras de uno o dos agujeros. En el caso de que se tenga un agujero con los
cierres ocupando cada mitad de la frontera circular, en direcciones opuestas en
la circunferencia (A en la figura 6.2), entonces se puede cerrar el cierre con nor-
malidad (B y C) y se obtiene un cap (D), al sellarlo s6lo se tapa el agujero y
puede ser ignorado.

Si en la misma situacion, las direcciones son las mismas en la circunferencia
(A en la figura 6.3), el resultado es un poco mas complejo, al que se denomi-
na crosscap. Se puede dividir cada cierre en dos cierres més, como muestra la
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V&

Figura 6.1: Cerrando un cierre

Figura 6.2: Cerrando un cap

siguiente figura. Luego se distorsiona la superficie uniendo los pares de cierres
opuestos.

N

Figura 6.3: Crosscap

Es posible pensar en deformar la superficie para que los puntos correspon-
dientes (es decir, los que quedan en la misma direccion) estén opuestos unos de
otros (figura 6.4 B), y se comienza a cerrar por uno de los lados. En la imagen,
se comienza a cerrar hacia arriba (figura 6.4 C), y al alcanzar la cima, el cierre
empieza a bajar, cerrando las flechas marcadas abajo, creando una linea de au-
tointerseccién. Esta no tiene efecto en la topologia intrinseca de la superficie. En
6.4 D, la figura tiene un corte para ver mas claramente las autointersecciones.

Ahora, si se tienen dos agujeros cercanos, nuevamente hay dos casos posibles.
El maés sencillo ocurre cuando ambos tienen cierres en direccién opuesta. Al hacer
crecer los “tubos” de un mismo lado de la superficie, se encuentran y cierran en
una asa o handle.

En el caso donde los cierres se encuentren en el mismo sentido en ambos
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Figura 6.5: Cerrando una asa o handle

agujeros, puede verse de dos formas distintas. Una es levantar los tubos por
lados opuestos de la superficie y unirlos por un lado de ella, formando un cross
handle, llamado también Klein handle.

La otra forma de verlo, es que uno de los tubos debe autointersectarse para
invertir su direccion del cierre, B en la figura 6.7, que muestra una ‘“rebanada”
de superficie removida para apreciar la estructura con mayor facilidad. Ya con
los cierres emparejados, se cierran (figura 6.7 C) obteniendo una especie de asa
con una linea de autointerseccion (figura 6.7 D). Igual que antes, esta autoin-
terseccion no afecta la topologia intrinseca de la superficie.

Observaciones:
Cabe destacar que una esfera con un numero dado de crosscaps, asas, crosshand-
les y agujeros es equivalente a otra esfera con el mismo niimero de elementos de
cada tipo, dado que éstos se pueden deformar y los agujeros pueden moverse a
donde sea a lo largo de la superficie; de modo que lo que resulta determinante
es qué cantidad de estos elementos hay en cada componente.

Las superficies son compactas, pueden tener frontera, pero no son necesaria-
mente conexas. Por otra parte, todas las superficies (variedades dos dimensio-
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Y

=4
=
4

Figura 6.6: Cerrando una cross handle

Figura 6.7: Cerrando una cross handle mediante una autointerseccion

nales) pueden ser trianguladas, pero la prueba es dificil y no sera incluida, asi
que se considerara el teorema de clasificacion para superficies que ya han sido
trianguladas.

Una perforacion es lo que queda de remover un disco abierto en una superfi-
cie. Una superficie es ordinaria si es homeomorfa a una coleccién finita de esferas,
cada una con un ntmero finito de asas, crosshandles, crosscaps y perforaciones.

Teorema de Clasificacion (versiéon preliminar)[15] : Toda superficie es or-
dinaria.

Demostracion. Sea una superficie arbitraria triangulada. Imaginese que se tie-
nen parches triangulares sostenidos juntos por pares de cierres.

Al abrir los pares de cierres, la superficie se separard en una coleccién de
tridngulos con cierres en sus aristas. Esta coleccién de tridngulos es una super-
ficie ordinaria, pues cada tridngulo es homeomorfo a una esfera con una sola
perforacion.

Ahora, se cierra un cierre con su respectivo par de cierre. La superficie re-
sultante debe ser ordinaria también, (ver el lema enunciado a continuacion). Se
contintian cerrando los pares de cierres con sus parejas originales, par por par,
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Figura 6.8: Triangulacion de la superficie

L@@

Figura 6.9: Un tridngulo es una superficie ordinaria: una esfera con un agujero
en él

notando que en cada paso la superficie se mantiene siendo ordinaria. Al terminar
de cerrar el altimo cierre, se obtiene la superficie original, y ésta es ordinaria.

Lema 6.1 [15] : Considérese una superficie con dos cierres atados a porciones
de su frontera. Si la superficie es ordinaria antes de que los cierres se cie-
rren juntos, es ordinaria también después de cerrarlos.

No se probaré este lema, que puede consultarse en [15].

O

Ahora se hard mencién de dos lemas que simplifican las relaciones entre
handles, crosshandles y crosscaps, cuyas pruebas se pueden consultar también
en [15]:

Lema 6.2 [15] : Un crosshandle es homeomorfo a dos crosscaps.

Lema 6.3 [15](Teorema de Dyck) :Handlesy crosshandles son equivalentes
en la presencia de un crosscap.

Con todas las herramientas previas, estd todo listo ya para enunciar y de-
mostrar el teorema de clasificacién en su versiéon mas simplificada y elegante:
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Teorema de Clasificacion [15] : Toda superficie conexa y cerrada es homeo-
morfa a una esfera con crosscaps o a una esfera con handles.

Demostracion. Por la version preliminar del teorema de clasificacion, una su-
perficie conexa y cerrada es homeomorfa a una esfera con handles, crosshandles
y crosscaps.

Caso 1: Al menos hay un crosshandle o crosscap.
Cada crosshandle es homeomorfo a dos crosscaps por el lema 6.2, entonces la
superficie completa es homeomorfa a una esfera con crosscaps y handles sola-
mente. Existe al menos un crosscap presente en la superficie, por lo que cada
handle es equivalente a un crosshandle por el teorema de Dyck, que a su vez
cada uno es homeomorfo a dos crosscaps (de nuevo por el lema 6.2), resultando
la superficie en una esfera sélo con crosscaps.

Caso 2: No hay crosshandles ni crosscaps.
En este caso, la superficie es homeomorfa a una esfera con sélo handles.

De este modo, se ha probado que toda superficie conexa cerrada es homeo-
morfa a una esfera con sélo crosscaps o a una esfera con sélo handles.
O

Se debe notar que las superficies del teorema anterior son topologicamente
distintas y se pueden reconocer por su orientaciéon y su caracteristica o su nimero
de handles o crosscaps. Una esfera con n handles es orientable con nimero de
Euler 2 — 2n, mientras que una esfera con n crosscaps es no orientable con
nimero de Euler 2 — n.

En cuestién de nomenclatura, a una esfera con un handle se le llama to-
ro, a una esfera con dos handles, doble toro, con tres handles, un triple toro, y
asi sucesivamente. Anédlogamente, Conway llama a una esfera con un crosscap
superficie cross, con dos crosscaps superficie cross doble, y asi sucesivamente;
aunque tradicionalmente a la superficie cross se le conoce como el plano proyec-
tivo real, a la superficie cross doble como botella de Klein, y a la superficie cross
triple como superficie de Dyck.

6.2. Discusion sobre el arbol binario

A raiz del lema 3.2.1, el cual sera recordado a continuacién, surgieron nuevas
preguntas.

Lema 3.2.1 [17]: Si (V, E)) es una gréfica conexa localmente finita, entonces
el conjunto de vértices V es finito o numerable.

Antes de encontrar su demostracion, intentando explicar por qué era cierto,
pensé en un interesante ejemplo de espacio topolégico el cual también puede ser
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visto como una grafica: el drbol binario. Como espacio topologico, las trayecto-
rias infinitas que parten de la raiz del drbol binario consisten de las sucesiones
infinitas de ceros y unos. Graficamente, podemos ver al drbol como sigue: con-
sideramos el arbol, infinito, que es 3-regular excepto por el vértice raiz, el cual
es de grado 2. El vértice raiz tiene dos vecinos, a los que se les llamaré hijos, los
cuales a su vez tienen dos hijos cada uno, y asi sucesivamente hasta el infinito.
Las trayectorias infinitas que parten de la raiz forman al espacio que es equiva-
lente a las sucesiones de ceros y unos. Esto es facil de ver, ya que, si se dibuja
el arbol de manera que los hijos siempre queden abajo, uno a la derecha y uno
a la izquierda, se puede asociar el 0 con el hijo que esté a la izquierda y el 1 con
el que esta a la derecha. Asi, el primer 0 o 1 de la sucesion esta dado por el hijo
izquierdo o derecho de la raiz que se elija, respectivamente, y el siguiente, por
el hijo del hijo, y asi sucesivamente hasta el infinito.

Figura 6.10: Una representacion del arbol binario (7T3) con la raiz abajo (deno-
tada por (). Imagen tomada de [12].

Es bien sabido que el espacio de sucesiones de ceros y unos es un conjunto
no numerable. Es decir, las trayectorias infinitas que parten de la raiz del arbol
binario forman un conjunto no numerable. Sin embargo, como gréfica, el arbol
binario es una gréafica localmente finita, por lo tanto, por el lema 4.1 su orden
es finito o numerable. Claramente no es finito, de modo que es numerable. De
primer momento, pareciera que la grafica del arbol binario fuera contraejemplo
del lema 4.1, pues, si tiene un nimero no numerable de trayectorias, daria la
impresién de que el nimero de vértices también deberia ser no numerable. Pero
no es asi. A cada trayectoria infinita, se le puede asociar un punto en el infinito, y
se puede demostrar que el conjunto de todos esos puntos es isomorfo al conjunto
de Cantor (se puede ver considerando a los vértices como los intervalos que
van quedando en cada etapa de la construccion del conjunto de Cantor). Las
trayectorias infinitas que parten de la raiz son mas que los vértices, por un
infinito mayor, ;por qué? Se puede pensar que por cada vértice cualquiera de
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la grafica pasan una infinidad de trayectorias, y una infinidad no numerable:
tantas como subsucesiones de ceros y unos, con los primeros elementos de la
sucesion fija. De modo que nuestro lema no se contradice con este ejemplo de
espacio topolégico y grafica.

6.2.1. Otro ejemplo de grafica que no es contraejemplo

Después de la revision de la tesis realizada por los sinodales, uno de ellos
pregunté qué fallaba en cierta grafica como posible contraejemplo al lema 3.2.1.

Antes de dar la grafica, recordemos algunos conceptos, definiciones, teoremas
y axiomas que seran necesarios para entender tal grafica. Las referencias que se
utilizaron fueron [37], [42] y [43].

Orden total : Es una relacién binaria <, en un conjunto X, tal que para
cualesquiera a,b y c en X se cumplen las siguientes propiedades:

Reflexividad : a < a.

Transitividad : Sia < by b < ¢, entonces a < c.
Antisimetria : Sia <by b < a, entonces a = b.
Comparabilidad : a < bo b <a.

Relacion de equivalencia : Es una relacion binaria ~, en un conjunto X,
tal que se cumplen las propiedades reflexiva, transitiva, y simétrica, que
describimos a continuacion:

Simetria : Para todoay b € X, si a ~ b entonces b ~ a.

Conjunto bien ordenado : Un buen orden en un conjunto S es un orden total
en S con la propiedad de que todo subconjunto no vacio de S tiene un
elemento minimo en este orden.

Teorema de Zermelo o Teorema del buen orden : Todo conjunto puede
ser bien ordenado. El Teorema del buen orden en realidad es un axioma,
el cual es equivalente al axioma de eleccion.

Ya habiendo recordado los conceptos principales que ocuparemos, pasemos
a describir la grafica:

Consideremos una gréafica donde haya un vértice por cada uno de los ni-
meros reales, de forma que cada vértice esté asociado con un namero real. Por
el Teorema de Zermelo, sabemos que los reales estan bien ordenados. Elijamos
un buen orden de los reales. Hacemos dos vértices adyacentes si y s6lo si sus
nimeros reales correspondientes son consecutivos en el buen orden elegido.

El conjunto de vértices no es finito ni numerable pues tiene la cardinalidad
de los reales. De modo que, si cumple las hipétesis, tendremos un contraejemplo
al lema.
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Llamemos Gr a la gréafica descrita, y definamos en ella la siguiente relacion
entre vértices:

a ~ b siy solo si la distancia entre a y b es finita. Veamos que esta relaciéon
es de equivalencia: Sean a, b, ¢ vértices cualesquiera de G, entonces:

Reflexividad : a ~ a, ya que la distancia de un vértice a él mismo es 0 en
cualquier grafica.

Simetria : Si a ~ b entonces b ~ a, pues si la distancia entre a y b es finita,

existe al menos una trayectoria Ty = (a = vg,v1, -+ ,v, = b) entre a y
b, de longitud n < oo, asi, tenemos que existe la trayectoria 7o = (b =
Up,Un—1,"** ,Up = a) entre b y a que es también de longitud n.

Transitividad : Si a ~ by b ~ ¢, entonces a ~ ¢, ya que, como a ~ b, la
distancia entre a y b es finita, entonces existe al menos una trayectoria T, =
(a =wvp,v1,- -+ ,v, =b) entre a y b, de longitud n < co. De igual manera,
como b ~ ¢, existe al menos una trayectoria To = (b = ug, U1, , Uy = ¢)
entre b y ¢, de longitud m < oco. Asi, se tiene la ac—trayectoria Ty U T,
de longitud n + m, de modo que d(a,c) < m +n < oo.

Analicemos las clases de equivalencia dadas por esta relacion.

Afirmacién: Cada clase de equivalencia es una trayectoria finita o una tra-
yectoria infinita hacia un lado (un rayo).

Demostracion. Sea P una clase de equivalencia. Como elegimos un buen orden
de los reales y cada real estd asociado a un vértice de la gréfica, y definimos la
relacion sobre los vértices de Gg, P es en particular un subconjunto de V(GRr),
que podemos pensarlo como un subconjunto de reales, que por estar bien or-
denados tiene un minimo, es decir, existe ag = min(P). Tenemos que ag no es
sucesor inmediato de ningan otro vértice, ya que, si ag fuera el sucesor de un
vértice b, entonces b perteneceria a la clase de equivalencia P y seria menor
que ag, contradiciendo que ag es el minimo de P. Sean aj el sucesor de ag, as
el sucesor de aj, etc. En el caso de que P no tenga méaximo, P contiene como
subgrafica a la trayectoria (ag, a1, ,an, ). Ahora, ag solo tiene un vecino
en Gg, y a, con n > 0 s6lo tiene dos vecinos en Gg. De esta manera, los inicos
vértices a distancia finita de ag son los vértices a,, con n > 0, de modo que
P = {a, : n € N}. En el caso en que P tuviera maximo, entonces seria de la
forma P = {ag, -+ ,an}, con a, el maximo de P, es decir, P seria la trayectoria
P =(ag, - ,an).

O

A partir de lo anterior, podemos observar lo siguiente:
= A lo méas una clase puede tener méximo, ya que por tener un buen or-

den, en particular el orden es total, asi, si a y b fueran maximos, por la
comparabilidad, a < b o b < a.
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Si el buen orden cumple con que ninguna clase tiene maximo, entonces
toda trayectoria tiene cardinalidad infinita.

La afirmacién se vale para cualquier buen orden que se escoja.

La grafica no tiene trayectorias infinitas para los dos lados por el argu-
mento del minimo descrito en la prueba de la afirmacion.

GR es la union de rayos y a lo méas una trayectoria finita. Se puede escojer
un buen orden donde no haya trayectoria finita.

La grafica no puede ser conexa, ya que de serlo, estaria compuesta solo
por una de estas trayectorias, por lo que la cardinalidad de vértices seria a
lo méas numerable, contradiciendo que G tiene la cardinalidad de vértices
igual a la cardinalidad de los reales.

Tras analizar la grafica y hacer estas observaciones, podemos deducir que la

grafica Gr no es un contraejemplo al lema, ya que no cumple la hipotesis de ser
conexa.

6.3.

Codigos de las imagenes

A continuacion, se comparten los codigos de las imagenes que fueron reali-

zadas con Wolfram Mathematica.

inf-}= Triangulos2([m_, gr_] := Function([{n, thc},

Lineas2 = Table[InfiniteLine[{1%1, O}, {0, 1}], {1, -n, nN}]}

Lineas2 = Append[Lineas2, Table[InfiniteLine[{0, L*i}, {1, ©}], {i, -n, n}1];

Lineas2 = Flatten[Lineas2];

Graphics([{Thickness[thc], Lineas2}, PlotRange » {{-n/2, n/2}, {-n/2, n/2}}, Background » Red, BaseStyle -+ Blue]

10m, grl

i )= Graphics[{Thickness[0.807], Lineas2}, PlotRange » {{-n/2, n/2}, {-n/2, n/2}}, Background + Red, BaseStyle » Blue]

Triangulos2[16, 6.01]
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Export["/Users/Claudia/Desktop/Cuadrados@l.pdf", %44, "PDF"]

Export["/Users/Claudia/Desktop/Cuadradosol.pdf", %44, "PDF"]

- Export["/Users/Claudia/Desktop/cuadrados@3.pdf", %45, "PDF"]

/Users/Claudia/Desktop/cuadrados®3. pdf
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n - Graphics[{Circle[{1/2, 0}, 1/2, {0, Pi}],

Circle[{1/4, 0}, 1/4, {0, Pi}], Circle[{3/4, 0}, 1/4, {0, Pi}]}]

Outf#]=

n - Radios = Table[1 /244, {i, 1, 10}]
outf+= {i,
n-1= NCentros = Table[2/44, {i, 0, 9}]
o~ {1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512}
- Centros[k_] := Function[m,
CEN1 = Table[j /2%m, {j, 1, (2*m) -1}];
CEN® = Table[j /27 (m-1), {j, 1, 2" (m-1) -1}];
Complement [CEN1, CENO]

] [k1

m- k=2

Outf«]= 2

n - CEN® = Table[j /27 (k-1), {j, 1, 2~ (k-1) -1}]

1
Outf+]= { ;}

-}~ CEN1 = Tab'Le[j/2"k, {ja 1, (2Ak) '1}]

N | =
N W

}

) )

FN-

Out[#]= {



2 | Prototipo3 (3).nb

= Complement [CEN1, CENO]

N
nw
——

Out[#]= {

= Centros[2]
1 3}

Outf#]= {*, -
4" 4

n-1= Centros[3]
1 3 5 7

rleeres

np- Circulos[k_, 1_] := Function[{m, g},
CEN1 = Table[j /2%m, {j, 1, (2"m) - 1}];
CEN® = Table[j /27 (m-1), {j, 1, 2" (m-1) -1}];
CENTROSK = Complement[CEN1, CENO];
Table[{Directive[Thickness[g],

RGBColor[5 « Exp[- (k-1) /5] /10, 0,5/10+ (5/10) » (1-Exp[-(k-1) /5])]],

Circle[{CENTROSK[[i]], 0}, 1/2"k, {0, Pi}]}, {i, Length[CENTROSK] }]

I
k,
1]
SetDelayed: Tag List in <<1>> is Protected.

our-1= $Failed

- Discos[k_] := Function[m,
CEN1 = Table[j /2m, {j, 1, (2*m) -1}];
CEN® = Table[j /27 (m-1), {j, 1, 2" (m-1) -1}];
CENTROSK = Complement[CEN1, CENO];
Table[{Directive[ColorData["Rainbow", 1 /Sqrt[m]]],

Disk[{CENTROSK[[1]], 0}, 1/2"k, {0, Pi}]}, {i, Length[CENTROSK]} ]

]t

k]



In[e].=

Outl#]=

Infe]:=

Outl+]=

In[*]:=

Outf]=

In[e]:=

Outf+]=

Infe]=

Outl#]=

In[].=

Outf+]=

Infe]:=

Outf#]=

In[e]:=

Outf#]=

In[¢]:=

Outl+]=

Graphics[Discos[3]]
| grafico

ColorData["NeonColors'"]
|datos de colores

Name: NeonColors ]

ColorDataFunction]| Gradiont:

ColorData["NeonColors", "Range'"]

|datos de colores [rango
{0, 1}

ColorData["NeonColors", "Panel'"]
|datos de colores [panel
EOEEN

ONEEN

ColorData["NeonColors", 0.5]
| datos de colores

ColorData["NeonColors", 0]
|datos de colores

=

Graphics[Circulos[10, 0.01]]
| grafico

]

RGBColor[4 /10, 0, 5/10]
[color RGB

Prototipo3 (3).nb | 3
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- Iterador[M_] := Function][L,

funcién
LISTA = {};
For[i=1,14=sL, i++,
para cada

LISTA = Circulos[i, ©.002% (1- (i-1) /L)] ULISTA

13

LISTA =
LISTAU {Directive[Thickness[0.002 % (1- (L-1) /L)]], Line[{{0, 0}, {1, 0}}1};
directiva grosor linea
LISTA
] M
- IteradorD[M_] := Function[L,
funcién
LISTA = {};
For[i=1,1d <L, i++,
para cada
LISTA = Append[LISTA, Discos[i]]
anade
15
LISTA

1[M]

1= Graphics[IteradorD[10]]
grafico

Outf+]=

n-1= Export["Guacamayal.pdf", Graphics[IteradorD[10]]]
exporta grafico

ouf )= Guacamayal.pdf
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in-1= SystemOpen["Guacamayal.pdf"]
abre en sistema

1= SystemOpen["Sunsetl.pdf"]
abre en sistema

1= SystemOpen ["CMYK2.pdf"]
abre en sistema

n-1= SystemOpen ["CMYK1.pdf"]
abre en sistema

1= SystemOpen["Morado-Azul.pdf"]
abre en sistema

1= Export["Prueba.pdf", Graphics[Iterador[10]]]
exporta grafico

Union: Heads List and

{{{Dlrectlve[Thlckness[O 002]], C|rc|e[{1 131 {rr 3—}]} {Dlrectlve[Thlckness[O 002]] Clrcle[{ 1,131 {3—n 27’!’}]}{

571 57T
Directive[Thickness[0.002]], Clrcle[{ 1, -1} 1, {2rr }]} {D|rect|ve[Th|ckness[O 002]] C|rcle[{1 -1} 1, { 3rr}
2 2

]}} «3>>, {{Directive[Thickness[0.0004]], Circle[{1,Tan[324]} Tan [324 {41—" 3—”}]} «<495>, <<274>>}}

at positions 2 and 1 are expected to be the same.

Union: Heads List and

{{{Dlrectlve[Thlckness[O 002]], Clrcle[{1 1}, 1 {rr 3?}]} {Dlrectlve[Thlckness[O 002]], Clrcle[{ 1,1}, 1 {3—nzn}]}{

571 57
Directive[Thickness[0.002]], Clrcle[{ 1, -1} 1 {2rr —}]} {Dlrectlve[Thlckness[O 002]], C|rc|e[{1 -1}, 1 { 3rr}
2 2

41_7T S—H}]} <49>>, <<274>>}}

]}} «<3>>, {{Dlrectlve[Thlckness[O 0004]], C|rcle[{1 Tan[—]} Tan [324 { o

at positions 3 and 1 are expected to be the same.

Union: Heads List and

{{{Dlrectlve[Thlckness[O 002]], Clrcle[{1 141, {rr 3?}]} {Dlrectlve[Thlckness[O 002]], Clrcle[{ 1,141 {S—H 2rr}]}{

S5 51T
Directive[Thickness[0.002]], Clrcle[{ 1, -1}, 1 {2rr —}]} {Dlrectlve[Thlckness[O 002]] Clrcle[{1 -1}31 { , 3rr}

41—7T, S—H}]} <49>>, <<274>>}}

]}} «<3>, {{Dlrectwe[Thlckness[O 0004]], C|rcle[{1 Tan[—]} Tan [324 { o

at positions 4 and 1 are expected to be the same.
- General: Further output of Union::heads will be suppressed during this calculation.
ouf )= Prueba.pdf

1= SystemOpen["Prueba.pdf"]
abre en sistema
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n-1= Graphics[Iterador[10]]
[grafico

.= Union: Heads List and

{{{Dlrectlve[Thlckness[O 002]], C|rcle[{1 13,1 {rr 3?}]} {Dlrectlve[Thlckness[O 002]], Clrcle[{ 1,141 {37 2rr}]} {

Directive[Thickness[0.002]], C|rcle[{ 1, -1} 1, {er —}]} {Dlrectlve[Thmkness[O 002]], C|rc|e[{1 -1} 1, {? 3rr}

]}} «<3>>, {{Dlrectlve[Thlckness[O 0004]], Clrcle[{1 Tan[—]} Tan [E] {41_71 S—H}]} «<49>>, <<274>>}}
at positions 2 and 1 are expected to be the same.
- Union: Heads List and

{{{Dlrectlve[Thlckness[O 002]], Clrcle[{1 11, {rr 3?}]} {D|rect|ve[Th|ckness[O 002]], Clrcle[{ 1,1} 1, {37 2rr}]} {

Directive[Thickness[0.002]], Clrcle[{ 1, -1} 1 {2rr ?}]} {Dlrectlve[Thlckness[O 002]], C|rc|e[{1 -1} 1 {7 3rr}

]}} «3>>, {{Directive[Thickness[0.0004]], CircIe[{1,Tan[a]} [a] {4;—1", 3—"}]} <495, <<274>>}}

at positions 3 and 1 are expected to be the same.

.. Union: Heads List and

{{{Dlrectlve[Thlckness[O 002]], C|rcle[{1 1,1, {rr 3?}]} {D|rect|ve[Th|ckness[O 002]], Clrcle[{ 1,141, {3? 2rr}]} {

Directive[Thickness[0.002]], Clrcle[{ 1, -1}, 1 {2rr —}]} {Dlrectlve[Thlckness[O 002]], Clrcle[{1 -1}, 1 {5— 3rr}

]}} «3>>, {{Directive[Thickness[0.0004]], CircIe[{1,Tan[a]} [E] {4;—1”, 3—”}]} <495, <<274>>}}

at positions 4 and 1 are expected to be the same.

.. General: Further output of Union::heads will be suppressed during this calculation.

Outf*]= D
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1= Export["Circulitos5.pdf", Graphics[Iterador[10]]]
[exporta | grafico

.= Union: Heads List and

{{{Directive[Thickness[0.002]], Circle[{1, 1,1, {n, 37"}]} {Directive[Thickness[0.002]], Circle[{—1, 14,1, {37” 2 n}]} {

51 5
Directive[Thickness[0.002]], Circle[{—1 =1}, 1, {2 m, —}]} {Directive[Thickness[0.002]], Circle[{1 =141, {— 3 rr}
2 2

]}} «<3>>, {{Directive[Thickness[0.0004]], Circle[{1 , Tan[é]}, Tan[é], {4;_1rr, 3?71}]}7 «<49>>, <<274>>}}

at positions 2 and 1 are expected to be the same.
- Union: Heads List and

{{{Directive[Thickness[0.00Z]], Circle[{1, 1,1, {n, 3?"}]} {Directive[Thickness[0.00Z]], Circle[{—1, 14,1, {3?" 2 n}]} {

Directive[Thickness[0.002]], Circle[{—1 =111, {2 T, 5?"}]} {Directive[Thickness[0.00Z]], Circle[{1 =131, {5?” 3 rr}
[}} <o, {{pirctvelThiknessio.0004), Circel{1, Tan 7}, Tan[ 7 {5, 2]}, o, <cora ]}
at positions 3 and 1 are expected to be the same.
.. Union: Heads List and

{{{Directive[Thickness[0.00Z]], Circle[{1, 1,1, {n, 3?"}]} {Directive[Thickness[0.00Z]], Circle[{—1, 1,1, {3?" 2 n}]} {

5 5
Directive[Thickness[0.002]], Circle[{—1 =1}, 1, {2 m, —}]} {Directive[ThickneSS[0.002]], Circle[{1 ,=1h 1, {— 3 rr}
2 2

]}} <35, {{Directive[Thickness[0.0004]], Circ|e[{1 , Tan[si]}, Tan[G%], {4;—1", 37”}]} «<49>>, <<274>>}}

at positions 4 and 1 are expected to be the same.

.. General: Further output of Union::heads will be suppressed during this calculation.

ouf-)= Circulitos5.pdf

n-1= SystemOpen["Circulitos5.pdf'"]
|abre en sistema
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n-j- Circulos@[k_, 1_] := Function[{m, g},
CENL = Table[j /27m, {j, 1, (2~m) - 1}];
CEN® = Table[j /27 (m-1), {j, 1, 2" (m-1) -1}];
CENTROSK = Complement[CEN1, CENO];
Tab'l.e[{D'i rective[Thickness[g]],
Circle[{CENTROSK[[i]], ©}, 1/2"k, {0, Pi}]}, {i, Length[CENTROSK] }]

]k, 1
Iterador0[M_] := Function[L,

LISTA = {}3
For[i=1,14sL, i++,

LISTA = Circulos@[i, 0.002 % (1- (i-1) /L)] ULISTA
]s
LISTA =
LISTAU {Directive[Thickness[0.002 % (1- (L-1) /L)]], Line[{{0, 0}, {1, 0}}1};

LISTA
] M1
Graphics[Iterador0[10]]

Outfe]=

In[¢]:=
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El disco de Poincaré:
= CO = Table[C‘i rcle[
{cos[i*2%Pi/3] /Cos[2xPi/6], Sin[i+2xPi/3] /Cos[2+Pi/6]}, Tan[2+Pi /6],

{Pi+i*x2+Pi/3+(Pi/2-2%Pi/6),Pi+i*x2«Pi/3-(Pi/2-2+Pi/6)}], (i, 0, 2}]

outf+]= {C'ircle[{z, 0}, \/?, {%, S?JTH,
cirete|[-3, V3 ], /3, (57 T ciretel (-1, V3 EL (5 S

n - Cl = Table[Circle[{Cos[i*2%Pi/ (3%2)], Sin[i%2Pi/(3%2)]}, 2+Sin[2+Pi/6]],

{i,0,3%2-1}]

our-- {Circle[{1, 0}, V3], c1rc1e[{§, %}, V3], Circle[{—i, ?3}, V3],
Circle[{-1, 0}, V3 |, C'ircle[{—i, g}, V3, C'ircle[{i, g}, V3 ]}

= Complement[C1l, CO]

our- {Circle[{-1, 0}, V3 |, C'ircle[{—i, f}, V3], Cﬁrcle[{é, f}, V3],
C'ircle[{i, g}, V3, C'ircle[{i, g}, V3], circle[{1, 0}, V3 |}
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1= Graphics[{Circle[{0O, 0}, 1], CO}]

Outf#]=

n-1= Export ["/home/ami lcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/trianguloPoin@l1.pdf",

Graphics[{Circle[{0, 0}, 1], {Circle[{2, 0}, V3, {77r n}],C'ircle[{—l,'\/?},
6

5n 13w

«/?,{11—" 2], circte[{-1, V3 }, V3, {ZZ, 22}, "Por]

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.

Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClaul/trianguloPoin01.pdf.

our-1- $Failed

In[e]=

- ANGO = {@, 2+ Pi /3, 4+ Pi /3}

outf+}= {0, ?, *}

271 47
3



n-}- CuatriPares[L_] := Function[1,
n = Length[1];

NU= {};
6= (10[2]11-1[[11]) /4;

For[i=1,1<n, i++,

N1 = Append[N1, {L[[i]]-6, L[[i]]+6}]

13
N1l = Flatten[N1]

Ll

1= CuatriPares [ANGO]

a7 a a 5n Tn 3nrx
Outf«]= {__’ T T Ty Ty T
6 6 2 6 6 2

}

n-1= TriPares[TriPares[ANGO]]

. . 271 47
our - TriPares|[TriPares[{0, —, —
3 3

mp- RAD[L_] :=Sec[(L[[2]]-L[[1]11) /2]

in[-]= RAD[ANGO]

outfe]= 2
inf-= ANGO
271 47
Out[#]= 0, — —
{0, = 77}

1= ANG1l = CuatriPares[ANGO]
a7 oo g 5m Tm 37
outf+J= {**, T Ty T T T
6 6 2 6 6 2

}

inf-]= r = RAD[ANG1]
2

Vel

= Sec [P'i /6]

Out[#]=

Outf#]=

5

Prototipo3 (3).nb | 11
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n- ©= (ANGL[[2]] -ANGL[[1]]) /2

7T
Outfe]= —
6

i}~ CoordenadasC = Table[Circle[{r  COS[ANG1[[i]]], r» STn[ANGL[[i]]]}, Sqrt[rA2-1],

{Pi+ANG1[[i]]+Pi/2-6, Pi+ANGL[[i]]-Pi/2+6}], {i, 1, Length[ANG1]}]

1 T . 1 1 3n 5
» s { D cdrele[{L, =) ——, {75, T}
V3l le 2 N ERERE T
1 11 7 1 1 13 3
T g cretel {1, T S
\/3 6 6 \/3 A/3 6 2
1 5 11 2 1 17 13
},7’{77(; J}],C-irc-l-e[{o;* }: 7{ T() d
327 e NERMERIRE

outf*]= {C'ircle[{l, -

}

5

Circle|[{o,

——

b

——

M

ML

Circle[{-1, -

H}

Bl

1= CO
. 77 5
our - {Circle[{2, 0}, A3, {?, ?H,

Circle[{-1,V3}, V3, {ll?ﬂ, ?)z—ﬂ}], Circle[{-1, -V/3 }, V3, {S_JT 13_7(}”

1= Graphics[{Circle[{O, 0}, 1], CoordenadasC, CO}]

Outf+]=

1= CuatriPares [ANGO]

a7 ax mx 5m7 Tmx 37w
Outf«]= {*7> R
6 6 2 6 6 2

}
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1= ANGL
a7 a a 5n Tn 3nrx
Outf«]= {__’ T T T T _}
6 6 2 6 6 2
1= ANG2 = CuatriPares[ANG1]
Tt T T a7 5m 7Tm 3mx 11x 137 57 1771 197

Outf*]= {’_)*_, T T ’ ) ’ ’ ’ ’ ’ }
4 12 12 4 12 12 4 12 12 4 12 12

= r = RAD[ANG2]

out[+]= \/7 (—l+\/?)

n- @ = (ANG2[[2]] -ANG2[[1]]) /2

Tt
Out[¢]= ——
12
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- CoordenadasC2 = Table[Circle[{r = Cos[ANG2[[i]]1], r « Sin[ANG2[[i]]1}, Sqrt[r*2-1],

{Pi+ANG2[[i]] +Pi/2-6, Pi+ANG2[[i]]-Pi/2+6}], {i, 1, Length[ANG2]}]

o (erverel (1T, 133, [z s T2 T,

el 2 (1045 (45], -2 (s e 220
el 2 e8] (3], 2 (e o e 2 2

51 Sn

Circle[{-1++/3, -1+/3 }, J—1+2 (‘1+\/?)2 ) {?’ 6 Hs

Circle[{ (71+\5)2,§(71+ﬁ) (1+ﬁ)},\/1 (71+V?)2,{

N |
+
N
-
|
—
-

T

Circle[{—i (—hﬁ)z, i (-1+73) (1+\/?)},\/-1+2 (-1+\/?)2 , {27, ?}],

C'ircle[{l—\/?, —1+\/?},J—1+2 (_1+\/?)2 ’ {%, ﬂ}]’

3

(71“5) (1+\/?), i (1+\/?)2},\/1+2 (71+\/?)2 , {Y—N, 3—”}],

Circl -
ircle[{ 5 "

Nk N

C'ircle[{— (—l+ﬁ)2},\/—l+2(—l+\/?)2,{—,_H;

1) 13,

N |

S1+2 (_1+\/?)2 , {81’ HJH’

3 6

C'ircle[{l—\/?, l—\/?},

=

17 7

Cﬂmleui(1+v§)2,;(1+¢3)(1+v3)},J1+2(1+¢3)2,{6,ZHH,

137

circte s s [ (aeds ) o B

)

N |-
N |
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1= Graphics[{Circle[{0O, 0}, 1], CoordenadasC2, CoordenadasC, C0}]

Outf#]=



16 | Prototipo3 (3).nb

1= IteradorP[ANGO_, n_] := Funct'ion[{Angu'Los, m},

ANGU = Angulos;

r = RAD [ANGU] ;

©= (ANGU[[2]] -ANGU[[1]]) /2;

Resultado = Table[Circle[{r  COS[ANGU[[i]]], r » Sin[ANGU[[i]1]]}, Sqrt[rA2-1],

{Pi+ANGU[[i]]+Pi/2-6, Pi+ANGU[[i]]-Pi/2+6}], {i, 1, Length[ANGU]}];
For[j =2, 3 sm, j++,

ANGU = CuatriPares[ANGU];
r = RAD [ANGU] ;
e = (ANGU[[2]] - ANGU[[1]]) /2;
Resultado =
Append[Resultado, Table[{Directive[Thickness[0.002« (1- (j-1) /j)]],

C'ircle[{r*Cos[ANGU[['i]]], rSin[ANGU[[i]]11}, Sqrt[r”2-17,
{Pi+ANGU[[i]] +Pi/2-6, Pi+ANGU[[i]]-Pi/2+6}]}, {i, 1, Length[ANGU]}]]

]s

Append[Flatten[Resultado],

{Directive[Thickness[0.002 % (1- (m-1) /m)]], Circle[{0, 0}, 1]}]

]t
ANGO,
nj
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n-1= Graphics[IteradorP[ANGO, 10]]

1= Export[

"/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/triangulosPoin02.pdf", %80, "PDF"]

- Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
. Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/triangulosPoin02.pdf.

ouy-1- $Failed

n-1= SystemOpen["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/triangulosPoin02.pdf"]

1= ANGO
271 47
oufe}= 10, —, —
{0 = 77}
1= ANG2
Tt 7T 7T 57 7m 37 117 137 57 177 197

Outf]= {’_)’ ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) }

T
4 12 12 4 12 12 4 12 12 4 12 12

Con colores:
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= IteradorPCol[ANGO_, n_, k_, SC_, direc_] := Funct'ion[{Angu'Los, m, n@, scheme, DIR},

ANGU = Angulos;

r = RAD[ANGU] ;

©= (ANGU[[2]] -ANGU[[1]]) /2;

Resultado = Table[{Directive[ColorData[scheme, If[DIR =1, 0, 1]]],

C'ircle[{r*Cos[ANGU[['i]]], rSin[ANGU[[i]]11}, Sqrt[r”*2-17,
{Pi+ANGU[[i]] +Pi/2-6, Pi+ANGU[[i]]-Pi/2+6}]}, {i, 1, Length[ANGU]}];
For[j =2,j<sm, j++,

ANGU = CuatriPares[ANGU];
r = RAD [ANGU] ;
&= (ANGU[[2]] -ANGU[[1]]) /2;
Resultado =
Append [Resultado, Table[{Directive[Thickness[0.002 (1- (j-1)/3j)],

ColorData[scheme, If[DIR=1, (j-1)/(n6-1),1-(j-1)/(ne-1)]]],
C'irc'Le[{r*Cos[ANGU[['i]]], rSin[ANGU[[i]]11}, Sqrt[rA2-17,
{Pi+ANGU[[i]] +Pi/2-6, Pi+ANGU[[i]]-Pi/2+6}]}, {i, 1, Length[ANGU]}]]

]s

Append[Flatten[Resultado],
{Directive[Thickness[0.002+ (1- (n@-1) /ne)]], Circle[{0, 0}, 1]}]

] tANG®, n, k, SC, direc]
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1= Graphics[IteradorPCol[ANGO, 5, 10, "Rainbow", 0]]

Outf#]=

1= Export[
"/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin@11.pdf", %89, "PDF"]

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin011.pdf.

ouy-1- $Failed

n-1= SystemOpen["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin@l1ll.pdf"]

n-1= SystemOpen["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin010.pdf"]

1= Export[
"/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin@9.pdf", %75, "PDF"]

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin09.pdf.

ouy-1- $Failed

n-1= SystemOpen["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin09.pdf"]
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Infe]:=

Outf+]=

Inf[e]:=

Infe]:=

Infe]=

Outf#]=

In[e]:=

Inf[e]:=

Outf#]=

Infe]:=

Infe]:=

Outf#]=

Export[
"/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin@7.pdf", %50, "PDF'"]

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin07.pdf.

$Failed

SystemOpen["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin0@7.pdf"]

Export[
"/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin06.pdf", %44, "PDF"]

Export: Directory C:\nome\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin06.pdf.

SFailed

SystemOpen["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin06.pdf"]

Export|[
"/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin@5.pdf", %40, "PDF"]

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin05.pdf.

$Failed

SystemOpen["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin@5.pdf"]

Export[
"/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin04.pdf", %98, "PDF"]

Export: Directory C:\nome\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin04.pdf.

$Failed
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n[-1= Export[
"/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin@3.pdf", %88, "PDF"]

- Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
. Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin03.pdf.

ouy-1- $Failed

n-1= SystemOpen["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin03.pdf"]

Infe]:= Tab'LeForm[
Table[{ColorData["NeonColors", 1 /4], ColorData["NeonColors", Exp[- (i-1)]],

ColorData["NeonColors", 1- (i-1) /9]}, {i, 1, 10}]]

Out[* J//TableForm=

O EEENEN
O DD DD 0D E .
O EEEENEN
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1= Graphics[IteradorPCol[ANGO, 10, "SunsetColors", 0]]

Out[«]=

1= Export[
"/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin012.pdf", %95, "PDF'"]

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin012.pdf.

ou-j- $Failed

n-1= SystemOpen["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin012.pdf"]
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n-1= Graphics[IteradorPCol[ANGO, 10, "CandyColors", 1]]
grafico

Outf#]=

- Export["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin014.pdf",
exporta

%102, "PDF"]
funcion de densidad de probabilidad

Export: Directory C:\nome\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin014.pdf.
our-- $Failed

n-1= SystemOpen["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin014.pdf"]
abre en sistema
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n-= SystemOpen["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin013.pdf"]

n-1= Graphics[IteradorPCol[ANGO, 10, "BlueGreenYellow", 1]]

Outf+]=

n-1= Show[%108, Background -» Directive[RGBColor[0.89, 0.11, 0.], Opacity[0.408]]]

. Show: Symbol is not a type of graphics.

out-}- Show[Null, Background - Directive[, Opacity[0.408]]]
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= Export["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin016.pdf",
%108, "PDF"]

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin016.pdf.

ouy-1- $Failed

n-1= SystemOpen["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin016.pdf"]

= Export["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin0@15.pdf",
%105, "PDF"]

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin015.pdf.

ouy-1- $Failed

in-1= SystemOpen["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoin@15.pdf"]
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= IteradorPCol2[ANGO_, n_, SC_, direc_] := Funct'ion[{Angu'Los, m, scheme, DIR},

ANGU = Angulos;

r = RAD[ANGU] ;

©= (ANGU[[2]] -ANGU[[1]]) /2;

Resultado = {Directive[ColorData[scheme, If[DIR=-1, 1, 0]]], Disk[{O, O}, 11};

Resultado = Append [Resultado,
Table[{Directive[ColorData[scheme, If[DIR == 1, ©, 1]]], Disk[{0, 0}, 11N
Disk[{r » Cos[ANGU[[1]]1], r » Sin[ANGU[[i]1]1]}, Sqrt[r"2-1], {Pi+ANGU[[i]] +
Pi/2-6, Pi+ANGU[[i]]-Pi/2+6}]}, {i, 1, Length[ANGU]}]];
For[j =2, 3 sm, j++,

ANGU = CuatriPares[ANGU];

r = RAD[ANGU] ;

e = (ANGU[[2]] -ANGU[[1]]) /2;
Resultado =

Append [Resultado, Table[{Directive[Thickness[0.002 (1- (j-1)/3j)],
ColorData[scheme, If[DIR=1, (j-1)/(m-1),1-(j-1)/m-1)]]],
Disk[{0, 0}, 1] NDisk[{r  Cos[ANGU[[i]]], r * Sin[ANGU[[i]]]},
Sqrt[rr2-1], {Pi+ANGU[[i]]+Pi/2-6,

Pi+ANGU[[i]] -Pi/2+6}]}, {i, 1, Length[ANGU]}]];]
Resultado = Flatten[Resultado];

Resultado;
] [ANGO, n, SC, direc]

n-1= Graphics[IteradorPCol2[ANGO, 10, "Rainbow", 1]]

. Set: Tag Times in
Null {Directive[gg]. Disk[{0, 0}, 1], «<8>>, {<<1>>}, {{Directive[ Thickness[0.0002], pg]. Disk[{0, 0}}, {Directive[ Thickness[
0.0002], pg]. Disk[{0, O}}, {Directive[ Thickness[0.0002], g Disk[{0, 0}}, {Directive[ Thickness[0.0002], ], Disk
{0, 031}, {Directive[ Thickness[0.0002], ], Disk[{0, 0}1}, <42>>, {Directive[ Thickness[0.0002], jg]. Disk[{0, O]}, {

Directive[ Thickness[0.0002], g, Disk[{0, 0}}, {Directive[ Thickness[0.0002], g]. Disk[{0, 0}]}, «1486>>}}
is Protected.

Outf#]= |:| t
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1= ANGU = ANGO
scheme = "Rainbow";
DIR = 1;
r = RAD[ANGU] ;
e = (ANGU[[2]] - ANGU[[1]]) /2;
Resultado = Table[{Directive[ColorData[scheme, If[DIR == 1, 0, 1]]1,

RegionIntersection[Disk[{r = Cos[ANGU[[i]]1], r « Sin[ANGU[[i]]]},
Sqrt[r*2-1], {Pi+ANGU[[i]]+Pi/2-6, Pi+ANGU[[i]]-Pi/2+6}],

Disk[{0, 0}, 11]}, {i, 1, Length[ANGU]}];

n-1- Resultado

outfe )= {{D'i rective (@],
BooleanRegion[#1&& 12 &, {Disk[{2, 0}, V3, {%, 5?”}], Disk([{0, 0}, 1]}]},
{Directive (@], BooleanRegion |l &&n2 &,
{Disk[{-1,V3}, V3, {lz—ﬂ, 37”}], Disk([{0, 0}, 1]}]}, {Directive(m],

BooleanRegion[n18&&™2 &, {Disk[{-1, -\/3 }, V3, {S—H, 137

" - }], Disk[{0, 0}, 11}]}}

1= Graphics[Resultado]

Outf+]= |:| [

n-j- RegionIntersection[Disk|[{r « Cos[0], r »Sin[@]},
Sqrt[rr2-1], {Pi+0+Pi/2-6,Pi+0-Pi/2+6}], Disk[{0, 0}, 1]]

our - BooleanRegion[#1&&ti2 &, {Disk[{2, 0}, V3, {7—]T, S—H}] , Disk[{0, 0}, 1]}]
6 6

7 5
- RegionIntersection[Disk[{2, 0}, V3, {?ﬂ, f}] , Disk[{0, 0}, 1]]

our- - BooleanRegion[n1&& =2 &, {Disk[{2, 0}, V3, {Y—H, Sl}] , Disk[{0, 0}, 1]}]
6

1= ANGO

271 4
Outf«]= {@, ?ﬂ-, ?ﬂ—}
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Graphics[{Disk[(2, 0}, V3 , {76—", 5?"}], Disk[{0, 0}, 11}]

ANGO
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= IteradorPCol2[ANGO_, n_, SC_, direc_] := Funct'ion[{Angu'Los, m, scheme, DIR},

ANGU = Angulos;

r = RAD[ANGU] ;

©= (ANGU[[2]] -ANGU[[1]]) /2;

Gajos = Flatten[Table[{Directive[ColorData[scheme, If[DIR =1, 1/m, 1-1/m]]],

D'iskSegment[{r*Cos[ANGU[['i]]], r*Sin[ANGU[[i]]1]}, Sqrt[r”*2-1],
{Min[Pi + ANGU[[i]1] +Pi/2-6, Pi+ANGU[[i]]-Pi/2+6],
Max[Pi + ANGU[[i]] +Pi/2-6, Pi+ANGU[[1]]-Pi/2+6]}],
DiskSegment[{0, 0}, 1, {Min[ANGU[[i]] -6, ANGU[[1i]] +6€],
Max[ANGU[[1]] -©, ANGU[[i]] +©1}1}, {i, 1, Length[ANGU]}]];
Gajos = Append[{Directive[ColorData[scheme, If[DIR==1, 0, 1]]1],
Disk[{0, 0}, 1]}, Gajos];

For[j =2, 3 sm, j++,

ANGU = CuatriPares[ANGU] ;

r = RAD [ANGU] ;

&= (ANGU[[2]] -ANGU[[1]]) /2;
Gajos = Append[Gajos,

Flatten[Table[{Directive[ColorData[scheme, If[DIR =1, j/m, 1- (j/m)]]],
D'iskSegment[{r*Cos[ANGU[['i]]], r*Sin[ANGU[[i]]11}, Sqrt[rA2-17,
{Min[Pi +ANGU[[i]1] +Pi/2-6, Pi+ANGU[[i]]-Pi/2+6],
Max[Pi + ANGU[[i]] +Pi /2-6, Pi+ANGU[[i]]-Pi/2+6]}],
DiskSegment[{0, 0}, 1, {Min[ANGU[[i]] -6, ANGU[[1i]] +6],

Max [ANGU[[i]] -©, ANGU[[1i]] +e]}]}, (i, 1, Length[ANGU]}]]]

|3
Gajos
] [ANGO, n, SC, direc]
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Infe]:=

Out[#]=

Inf[e]:=

Outf#]=

Infe]:=

Outf#]=

Infe]:=

Out[#]=

Infe]=

Outf#]=

Export[
exporta

"/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/DiscoPoinAurora.pdf", %7, "PDF"]
funcién «

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/DiscoPoinAurora.pdf.

S$SFailed

Export["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinCandy.pdf",
exporta

%9, "PDF"]
funcién de densidad de probabilidad

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinCandy.pdf.
$Failed

Export["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinCandy2.pdf",
exporta

%11, "PDF"]
funcion de densidad de probabilidad

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinCandy2.pdf.
$Failed

Export["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinBGY1l.pdf",
exporta

%13, "PDF"]
funciéon de densidad de probabilidad

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinBGY1.pdf.
$Failed

Export["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinBGY2.pdf",
exporta

%15, "PDF"]
funcién de densidad de probabilidad

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinBGY2.pdf.

$Failed
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n-1= Export["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinSunsetl.pdf",
[exporta

%17, "PDF"]
[ funcion de densidad de probabilidad

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinSunset1.pdf.
our-= $Failed
1= SystemOpen[
|abre en sistema

"/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinSunsetl.pdf"]

n-1= Export["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinSunset2.pdf",
|exporta

%20, "PDF"]
| funcién de densidad de probabilidad

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinSunset2.pdf.

our-- SFailed

in-1= ANGO
271 47
outf+]= {0, —, —}
3 3

1= Graphics[IteradorPCol2[ANGO, 8, "BeachColors", 0]]
|grafico

Outf[*]=
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= Export["/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinBeach2.pdf",

%77, "PDF"]

Export: Directory C:\home\amilcar\Documentos\8voSemestre\ProgClau\ does not exist.
Export: Cannot open /home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinBeach?2.pdf.

ouy-1- $Failed
;= SystemOpen [

"/home/amilcar/Documentos/8voSemestre/ProgClau/TriangulosPoinFruitPunch2.pdf"]

- Etiquetas[ANGO_, n_, SC_, direc_] := Function[{Angulos, m, scheme, DIR},

ANGU = Angulos;
6= (ANGU[[2]] - ANGU[[1]]) /2;
Nombres =
Flatten[Table[{Text[V;,i, {Cos[ANGU[[i]] +6], Sin[ANGU[[i]] +©]}, BaseStyle »

{ColorData[scheme, If[DIR=1,1/m, 1-1/m]]1}1}, {i, 1, Length[ANGU]}1];

For[j

2, jsm, j++,

ANGU = CuatriPares[ANGU];
e = (ANGU[[2]] -ANGU[[1]]) /2;
Nombres = Append [Nombres, Flatten[Table|

{Text[Vj,i, {CoS[ANGU[[i]] +©], Sin[ANGU[[i]] + 6]}, BaseStyle » {ColorData|
scheme, If[DIR =1, 3j/m, 1- (3 /m)]]}]}, {i, 1, Length[ANGU]}]]]

|3
Nombres
] [ANGO, n, SC, direc]



n-1= Graphics[Etiquetas[ANGO, 3, "Rainbow", 1]]

Vis
Vae Vaa
Va7 Va3
Ouf*]= Vag V2
Vg V31
V10 V10
V311
1= ANGO
271 47
outf+}= {G), —, 7}
3 3

n-1= CuatriPares[ANGO]

a7 a g 5n T7Tnx 3w
Out[*]= {’_) T T T T _}
6 6 2 6 6 2

n-1= CuatriPares[CuatriPares[ANGO]]

7T s 7T a7 5mn 7nx 3mx 11x 1371 57
Outf*]= {—7;—7, T Ty Ty T Ty T Ty Ty Ty

4 12 12 4 12 12 4 12 12 4

Infe]:=

1= Text[V,,e, BaseStyle » {Red}]

ouf-}= Vae

)

17 7t
12

19 7
12

}
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Teselaciones en el plano.

= N =20
Lineas = Table[InfiniteLine[{2*1, 0}, {1, Sqrt[3]}], {i, -n, n}]

Lineas = Append[Lineas, Table[InfiniteLine[{0, Sqrt[3] x1i}, {1, 0}], {i, -n, n}]]

Lineas = Append[Lineas, Table[InfiniteLine[{2 %1, 0}, {-1, Sqrt[3]}], {i, -n, n}]]

outf-]= 20

outf+j= {Inf'in'iteL'ine[{ 40, 0}, {1, \/?}],
Infiniteline[{-38, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[({-36, 0}, {1, V/3}],
InfiniteLine[{-34, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[({-32, 0}, {1, V/3 }],
InfiniteLine[{-30, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[({-28, 0}, {1, V/3}],
InfiniteLine[{-26, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[({-24, 0}, {1, /3 }],
InfinitelLine[{-22, 0}, {1, V3 }], InfiniteLine[{-20, 0}, {1, V3 }],
InfiniteLine[{-18, 0}, {1, \/?}] , InfinitelLine[{-16, 0}, {1, \/?H ,
InfiniteLine[{-14, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[({-12, 0}, {1, V/3 }],
InfiniteLine[{-10, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[{-8, 0}, {1, V3 }],
InfiniteLine[{-6, 0}, {1, /3 }], InfiniteLine[{-4, 0}, {1, V3 }],
Infiniteline[{-2, 0}, {1, \/?H , InfiniteLine[ {0, 0}, {1, \/?}],
InfiniteLine[(2, 0}, {1, \/?}] , InfiniteLine| {4, 0}, {1, \/?H s
InfiniteLine[{6, 0}, {1, \/?}] , InfiniteLine[(8, 0}, {1, \/?H s
InfiniteLine[{10, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[(12, 0}, {1, V/3 }],
InfiniteLine[{14, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[(16, 0}, {1, V/3 }],
InfiniteLine[{18, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[{(20, 0}, {1, V3 }],
InfiniteLine[{22, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[{24, 0}, {1, V3 }],
InfinitelLine[{26, 0}, {1, /3 }], InfiniteLine[({28, 0}, {1, V3 }],
InfiniteLine[ {30, 0}, {1, \/?H , Infiniteline[{32, 0}, {1, \/?H ,
InfiniteLine[{34, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[(36, 0}, {1, V3 }],
InfiniteLine[{38, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[ {40, 0}, {1, V3 }]}



InfinitelLine|{0,
0,
0,3

0,5

InfinitelLine
InfinitelLine
InfinitelLine
InfiniteLine
InfiniteLine
InfinitelLine
InfinitelLine
InfinitelLine
InfinitelLine

[{
[{
[{
[{
[{
[{
[{
[{
[{
[{
[{
[{
[{o,
[{o,
[{
[{
[{
[{
[{

InfinitelLine

, 113 }, {1, 0} ], InfiniteLine

, 17/3
,194/3 1, {1, 0}

-\/3}, {1, 0}, InfiniteLine[ {0, 0}, {1, 0}],
V3}, {1, 0}], InfiniteLine[{0, 2+/3 }, (1, 0} ],
V3'}, {1, 0}], InfiniteLine[{0, 4+/3 }, {1, 0} ],
V3'}, {1, 0}], InfiniteLine[{0, 6/3 }, {1, 0} ],
V3'}, {1, 0}], InfiniteLine[{0, 8/3 }, {1, 0}],
9W}, {1, 0}], InfiniteLine[{0, 10~/3 }, {1, 0}],
[{0,12+/3}, (1, 03],
({0,143}, (1, 03],
({0,163}, (1, 0}],
({0, 183}, (1, 0}],
({0,203}, (1, 0}]}]

}
13+/3}, {1, 0}, InfiniteLine
1543}, {1, 0}, InfiniteLine
} ]
} ]

, {1, 0} |, InfiniteLine

{
{
{
{
{

, InfiniteLine
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outf+j= {Inf'in'iteL'ine[{ 40, 0}, {1, \/?}] , InfinitelLine[{-38, 0}, {1, \/?H ,
Infiniteline[{-36, 0}, {1, V3 }], InfiniteLine[{-34, 0}, {1, V3 }],
InfiniteLine[{-32, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[({-30, 0}, {1, V/3}],
InfiniteLine[{-28, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[({-26, 0}, {1, /3 }],
InfiniteLine[{-24, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[({-22, 0}, {1, V/3}],
InfiniteLine[{-20, 0}, {1, V3 }]|, InfiniteLine[({-18, 0}, {1, V/3 }],
InfiniteLine[{-16, 0}, {1, VE;}], InfiniteLine|{-14, 0}, {1, Vﬁf}},
Infiniteline[{-12, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[({-10, 0}, {1, V/3}],
InfiniteLine[{-8, 0}, {1, /3 }], InfiniteLine[{-6, 0}, {1, V3 }],
InfiniteLine[{-4, 0}, {1, /3 }], InfiniteLine[{-2, 0}, {1, V3 }],
Infiniteline|{0, 0}, {1, yﬁ?}], Infiniteline[{2, 0}, {1, v@?}},
InfiniteLine[ (4, 0}, {l,‘V?f}], Infiniteline[ {6, 0}, {1, wﬁf}},
InfiniteLine[{(8, 0}, {1, wff}], Infiniteline[ {10, 0}, {1, V@?}],
Infiniteline[{12, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[(14, 0}, {1, V/3 }],
InfiniteLine[{16, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[{(18, 0}, {1, V/3 }],
InfiniteLine[{20, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[(22, 0}, {1, V3 }],
InfiniteLine[{24, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[{26, 0}, {1, V3 }],
InfinitelLine[{28, 0}, {1, /3 }], InfiniteLine[(30, 0}, {1, V3 }],
InfiniteLine[{32, 0}, {1, Vﬁf}}, InfiniteLine[{34, 0}, {1, VF;}},
InfiniteLine[{36, 0}, {1, V/3 ||, InfiniteLine[(38, 0}, {1, V/3}],
InfiniteLine[{40, 0}, {1, V/3 }], {InfiniteLine[{0, -20/3 }, {1, 0} ],

InfiniteLine[{0, -19+/3 }, ({1, 0}], InfiniteLine[{0, -18+/3 }, {1, 0}],
InfiniteLine[{0, -17+/3 '}, (1, 0}], InfiniteLine[{0, -16~/3 }, {1, 0}],
InfiniteLine[{0, -15+/3 }, (1, 0}], InfiniteLine[{0, -14+/3 }, (1, 03],
Infinitelinel| {0, —13-VT;}, {1, 0}/, InfiniteLine[{O, -12 Vﬁ;}’ {1, 0}/,
InfiniteLine[{0, -11+/3 }, {1, 0}], InfiniteLine[{0, -10+/3 }, {1, 0}],
InfiniteLine[{0, -9+/3 }, {1, 0}, InfiniteLine[{0, -8+/3 }, (1, 03],
InfiniteLine[{0, -7+/3 }, {1, 0}, InfiniteLine[{0, -6~/3 }, (1, 03],
InfiniteLine[{0, -5+/3 }, {1, 0}, InfiniteLine[{0, -4~/3}, (1, 03],
InfiniteLine[{0, -3+/3}, {1, 0}], InfiniteLine[{0, -2~/3 }, {1, 0}],
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outf+j= {Inf'in'iteL'ine[{ 40, 0}, {1, \/?}],
Infiniteline[{-38, 0}, {1, V3 }], InfiniteLine[{-36, 0}, {1, V3 }],
InfiniteLine[{-34, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[({-32, 0}, {1, V/3 }],
InfiniteLine[{-30, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[({-28, 0}, {1, V/3}],
InfiniteLine[{-26, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[({-24, 0}, {1, /3 }],
InfiniteLine[{-22, 0}, {1, V3 }]|, InfiniteLine[({-20, 0}, {1, V3 }],
InfiniteLine[{-18, 0}, {1, \/?}], InfinitelLine[{-16, 0}, {1, \/?H ,
InfiniteLine[{-14, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[({-12, 0}, {1, V/3 }],
InfiniteLine[{-10, 0}, {1, V3 }|, InfiniteLine[{-8, 0}, {1, V3 }],
InfiniteLine[{-6, 0}, {1, /3 }], InfiniteLine[{-4, 0}, {1, V3 }],
Infiniteline|{-2, 0}, {1, \/?H , InfiniteLine|[{0, 0}, {1, \/?H,
InfiniteLine[(2, 0}, (1, \/?}] , InfiniteLine[ (4, 0}, {1, \/?H ,
InfiniteLine[{6, 0}, {1, \/?}] , InfiniteLine[(8, 0}, {1, \/?H ,
InfiniteLine[{10, 0}, {1, v/3 }], InfiniteLine[(12, 0}, {1, V/3 }],
InfiniteLine[{14, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[ (16, 0}, {1, V/3 }],
InfiniteLine[{18, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[{(20, 0}, {1, /3 }],
InfiniteLine[{22, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[(24, 0}, {1, V/3}],
InfinitelLine[{26, 0}, {1, /3 }], InfiniteLine[(28, 0}, {1, V3 }],
InfiniteLine[ {30, 0}, {1, \/?H , InfinitelLine[{32, 0}, {1, \/?H ,
InfiniteLine[{34, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[(36, 0}, {1, V3 }],
InfiniteLine[(38, 0}, {1, V/3 }], InfiniteLine[ (40, 0}, {1, V3 }],
{InfiniteLine[{0, -20+/3 }, (1, 0}], InfiniteLine[{0, -19+/3 }, (1, 0}],
InfiniteLine[{0, -18+/3}, (1, 0}], InfiniteLine[{0, -17~/3 }, (1, 0}],
InfiniteLine[{0, -16+/3 }, {1, 0}], InfiniteLine[{0, -15+/3 }, (1, 03],
InfiniteLine[{0, -14+/3 }, (1, 0}, InfiniteLine[{0, -13+/3 }, (1, 03],
InfiniteLine[{0, -12+/3 }, {1, 0}], InfiniteLine[{0, -11+/3 }, (1, 0}],
InfiniteLine[{0, -10+/3 }, {1, 0}], InfiniteLine[{0, -9/3 }, {1, 0}],
InfiniteLine[{0, -8+/3 }, {1, 0}, InfiniteLine[{0, -7+/3}, (1, 03],
InfiniteLine[{0, -6+/3 }, {1, 0}, InfiniteLine[{0, -5+/3 }, (1, 03],
InfiniteLine[{0, -4+/3 }, {1, 0}], InfiniteLine[{0, -3~/3 }, {1, 0}],
In'F'in'iteL'ine[{O, —2\/?}, {1, 0}], Inf'in'iteL‘ineHO, —\/?}, {1, 0}],
InfinitelLine[{0, 0}, {1, 0}], InfiniteLine|{0, \/?}, {1, 0}],
InfiniteLine[{0, 2+/3 }, {1, 0}], InfiniteLine[{0, 3/3 }, (1, 0}],
InfiniteLine[{0, 4+/3}, (1, 0}], InfiniteLine[{0, 5/3 }, {1, 0}],
InfiniteLine[{0, 6/3 }, ({1, 0}], InfiniteLine[{0, 7/3 }, (1, 0}],
InfiniteLine[{0, 83 }, (1, 0}], InfiniteLine[{0, 93}, (1, 0}],
Inf'in'iteL'ine[{O, lO\ﬁ}, {1, 0}], Inf'in'iteL'ineHO, 11 \/?}, {1, 0}/,
InfiniteLine[{0, 12+/3 }, {1, 0}], InfiniteLine[{0, 13+/3 }, (1, 0}],
InfiniteLine[{0, 14+/3 }, {1, 0}], InfiniteLine[{0, 15+/3 }, (1, 0}],
InfiniteLine[{0, 16+/3 }, {1, 0}], InfiniteLine[{0, 17+/3 }, (1, 0}],
InfiniteLine[{0, 18+/3 }, {1, 0}], InfiniteLine[{0, 19+/3 }, (1, 0}],
InfiniteLine[{0, 203}, {1, 0}, {InfiniteLine|[{-40, 0}, {-1, /3 }],
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Inﬁm‘teLine[{\—38, 0}, l{—l, \/?}], inﬁm’teLine[{—.%, 0}, {-1, \/?}],
InfiniteLine[{-34, 0}, {-1, V/3 }], InfiniteLine[({-32, 0}, {-1, V3 }],
InfiniteLine[{-30, 0}, {-1, V/3 }], InfiniteLine[{-28, 0}, {-1, V3 }],
InfiniteLine[{-26, 0}, {-1, \/?}] , InfiniteLine[{-24, 0}, {-1, \/?}] ,
InfinitelLine|{-22, 0}, {-1, \/?}] , InfiniteLine[{-20, 0}, {-1, \/?}] s
InfiniteLine[(-18, 0}, {-1, V/3 }], InfiniteLine[{-16, 0}, {-1, V3 }],
InfiniteLine[(-14, 0}, {-1, V/3 }], InfiniteLine[(-12, 0}, {-1, V3 }],
InfiniteLine[{-10, 0}, {-1, /3 }], InfiniteLine[(-8, 0}, {-1, V3 }],
InfiniteLine[{-6, 0}, {-1, \/?}] , InfiniteLine[{-4, 0}, {-1, \/?H ,
InfinitelLine[{-2, 0}, {-1, \/?}] , InfiniteLine[{0, 0}, {-1, \E}] s
InfinitelLine[{2, 0}, {-1, /3 }], InfiniteLine[{4, 0}, {-1, V3 }],
InfiniteLine[{6, 0}, {-1, /3 }|, InfiniteLine[(8, 0}, {-1, /3 }],
InfiniteLine[{10, 0}, {-1, V3 }|, InfiniteLine[{12, 0}, {-1, V3 }],
InfiniteLine[{14, 0}, {-1, V3 }|, InfiniteLine[{16, 0}, {-1, V3 }],
InfiniteLine[{18, 0}, {-1, V3 }|, InfiniteLine[{20, 0}, {-1, V3 }],
InfiniteLine[ {22, 0}, {-1, \/?H , InfiniteLine[{24, 0}, {-1, \/?}] s
InfinitelLine[{26, 0}, {-1, /3 }], InfiniteLine[{28, 0}, {-1, V3 }],
InfiniteLine[(30, 0}, {-1, V3 }|, InfiniteLine[({32, 0}, {-1, V3 }],
InfiniteLine[(34, 0}, {-1, V3 }|, InfiniteLine[(36, 0}, {-1, V3 }],
InfinitelLine[{38, 0}, {-1, \/?H , InfinitelLine[ {40, 0}, {-1, \/?}]}}

= Triangulos[m_, gr_] := Funct‘ion[{n, thc},
Lineas = Table[InfiniteLine[{2 %1, 0}, {1, Sqrt[3]}], {i, -n, n}];

Lineas =
Append[Lineas, Table[InfiniteLine[{0, Sqrt[3] *i}, {1, O0}], {i, -n, n}]11;

Lineas = Append[Lineas, Table[InfiniteLine[{2 %1, 0}, {-1, Sqrt[3]}],

{i, -n, n}11;

Lineas = Flatten[Lineas];
Graphics[{Th‘ickness [thc], Lineas},

PlotRange » {{-n/2, n/2}, {-n/2, n/2}}, Background - Blue, BaseStyle - Yellow]
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Infe]i= Graph'ics[{Th'ickness[G.GG)?] , Lineas},

PlotRange » {{-n/2, n/2}, {-n/2, n/2}}, Background - Blue, BaseStyle - Yellow]

\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVA
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVA\
\WAVAVAVAVAVAVAVAVAVA
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVA\
\WAVAVAVAVAVAVAVAVAVA
.. VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN

\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVA
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVA
\WAVAVAVAVAVAVAVAVAVA
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVA\

\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVA
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN

= Triangulos[40, 0.005]
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAYAYAvA
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
\WAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV/
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
\WAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV/
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
\WAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV/
TAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
\WAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV/
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
\WAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV/

o . TAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY
\WAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV/
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
\WAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV/
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
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n - Hexagono = Table[{N[Cos[i*2Pi/6]], N[sin[ix2«Pi/6]]}, (i, 1, 6}]

our - {{0.5, 0.866025}, {-0.5, 0.866025},
{-1.,0.}, {-0.5, -0.866025}, {0.5, -0.866025}, {1., 0.}}

1= Graphics[{EdgeForm[{Thickness[0.01], Red}], FaceForm[Yellow], Polygon[Hexagono]}]

Outf+]=

n-1= Length[Hexagono]

Outf#]= 6

n-1= Hexagono2 = Table[Hexagono[[i]] + {1, 0} + {0.5, 0.8660254037844386}, {i, 1, 6}]

our - {{2., 1.73205}, {1., 1.73205}, {0.5, 0.866025}, {1., 0.}, {2., 0.}, {2.5, 0.866025}}
- SumaVec [Figura_, vector_] := Function[{Fig, vec},

n = Length[Fig];

Resultado = Table[Fig[[i]] + vec, {i, 1, n}];

Resultado
][Figura, vector]

n-j= SumaVec[Hexagono, {1, 0} + {0.5, 0.8660254037844386}]
ouf}= {{2., 1.73205}, {1., 1.73205}, {0.5, 0.866025}, {1., 0.}, {2., 0.}, {2.5, 0.866025}}

1= Hexagono2

our- {{2., 1.73205}, {1., 1.73205}, {0.5, 0.866025}, {1., 0.}, {2., 0.}, {2.5, 0.866025})}
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n-1= Graphics[{EdgeForm[{Thickness[0.01], Red}],

FaceForm[Yellow], Polygon[Hexagono], Polygon[Hexagono2]}]

Outf+]=

mo- al = {1, 0} + {0.5, 0.8660254037844386}

a2 ={1, 0} + {0.5, -0.8660254037844386}

a3 = {-0.5, 0.8660254037844386} + {0.5, 0.8660254037844386}
our- {1.5, 0.866025}

our - {1.5, -0.866025}

Outf+]= {0. ) 1.73205}

- HEXA[m_] = Funct'ion[n,

al={1, 0} + {0.5, 0.8660254037844386} ;
a2 = {1, 0} + {0.5, -0.8660254037844386} ;

a3 ={-0.5, 0.8660254037844386} + {0.5, 0.8660254037844386};
HEXAGONOS =

Table[Polygon[SumaVec[Hexagono, i % (al+a2) +jxa3]], {i, 1, n}, {j, 1, n}];
HEXAGONOS = Append [HEXAGONOS, Table|
Polygon[SumaVec [Hexagono2, i« (al+a2) +j=*a3]], {i, 1, n}, {j, 1, n}]];
Flatten [HEXAGONOS]

] tm]
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1= HEXAGONOS = Table[Polygon[SumaVec [Hexagono, i (al+a2) +j«a3]], {i, 1, n}, {j, 1, n}]
poligono

HEXAGONOS = Append [HEXAGONOS,

tabla

anad

e

Table[Polygon[SumaVec[Hexagono2, i« (al+a2) +jxa3]], {i, 1, n}, {j,

tabla

outf+J= {{Polygon[
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Polygon|

{Polygon|
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outf-]= 36

Infe]:=

n-1= Graphics[{EdgeForm[{Thickness[0.01], Red}], FaceForm[Yellow], HEXAGONOS}]

Outf#]=

1= Graphics[{EdgeForm[{Thickness[0.01], Red}], FaceForm[Yellow], HEXA[10]}]

Outf#]=

De vuelta al disco de Poincaré.

nf]= N=4

outf-]= 4

nf]=m=3

outf+]= 3

n - Angulos[n_, k_] :=Table[2*Pi*j/(n* (n-1)"(k-1)), {j, 0, n* (n-1) " (k-1)}]
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n-1= Angulos[4, 1]

s 3
outf+]= {E), —, Ty, T/, 27‘(}L
2 2

nj- Radio[n_, k_] :=Tan[Pi/(n% (n-1)*(k-1))]

- RADIO[N_, k_] :=Sec[Pi/ (nx (n-1)"(k-1))]

In[e]:=

Out[#]=

In[e]:=

RADIO[4, 1]

V2

r = RADIO[4, 1]

6 = Angulos[4, 1]
®=06[[2]]

outf-]= \V 2

=
w

T

Out[#]= {0 P 7

Outf#]=

- 3%Pi/2-6[[2]]
Out[#]= TT
np- ©[[111 +3 % Pi /2

37
outfe]= ——

n-j- Iterl = Table[Circle[{r«Cos[e/2+6[[i]]], r*Sin[e/2+6[[i]1]},

Radio[4, 1], {6[[11]1+3*Pi/2-@, 6[[i]]+3*Pi/2}], {i, 1, 4}]

our - {Circle[{1, 1}, 1, {r, 37”}], Circle[{-1, 1}, 1, {377(, 2r}],

Circle[{-1, -1}, 1, {2, 5—”}], Circle[{1, -1}, 1, {5—7(, 37t}
2 2
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n-1= Graphics[{Iterl, Circle[{0, 0}, 1]}]

Outf#]=

m1= Circulos = {}

oue}= {}
Infe]:= For['i =1, 7 <sm, i++,

r = RADIO[n, 1]}
6 = Angulos([n, i];

©=06[[2]];
R = Radio[n, 1i];
Circulos =

Append [Circulos, Table[Circle[{r«Cos[e/2+6[[j]]], r+Sin[e/2+e6[[]jl11]},

R, {6[[j11+3+Pi/2-@,0[[j11+3%Pi/2}], {j, 1, nx(n-1)"(i-1)}]]
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n-1= Graphics[Circulos]

Outf#]=
Inf]:= ©
a g mx 2mx 51 m1 7 47 g 5x 11xn 27w
Out[*]= {O: T T T T T T T T s Ty T T T
18 9 6 9 18 3 18 9 2 9 18 3
1377 7n 5n 8xn 17 1970 1071 77 1ll7x 2371 4
T T s T s 7Ty ) sy T ) [
18 9 6 9 18 18 9 6 9 18 3
257 137 37x 147 297 5m7 31x 1671 1l1lsx 177 357
N N N R ) ) ) ’ ) ﬂ}
18 9 2 9 18 3 18 9 6 9 18
1= @ = Angulos[4, 2]
a7 a gqa 2x 5 7nm 47 371 571 117w
Out[*]= {0: T T T T T 57U T T T T T 7T}
6 3 2 3 6 6 3 2 3
no1= @ =6[[2]]
7T
Out[#]= —
6
n= Iterl
37 3

our - {Circle[{1, 1}, 1, {rx, =—}], Circle[{-1, 1}, 1, {—
2

Circle[{-1, -1}, 1, {2, 5—”}], Circle[{1, -1}, 1, {Sl, 37}]}
2 2

m-j= r = RADIO[4, 2]

Outf+]= \/7 (—l+\/?)
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Inf*]:= ‘\/? (—1+‘\/?)

R = Radio[4, 2]

outf*]= \/? (—l+\/?)
outf*]= 2—\/?

n-1= Circulos = {}

ouel= {}
- For[i=1,1 < (Length[e] -1), i++,
Circulos = Append[Circulos, Circle[{r«Cos[e/2+6[[i]]1], r+Sin[e/2+e[[i]]1]},

R, {e+6[[i]11+Pi/2,6[[1]]+3xPi/2}]]

]

n-1= Graphics[Circulos]

Outf+]=
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n - Graphics[Table[Circle[{r«Cos[e/2+6[[j]1]1], r*Sin[e/2+6[[j11]},

R, {0 +6[[j11+Pi/2,6[[j1]1+3%Pi/2}], {5, 1, 12}]]

Outf+]=

m-1= Circulos = {}

oufel= {}

Inf~]:= M

outfe]= 3

In[~]= N

outic]= 4
Infe]:= For[‘i =1,d<m, di++,

r = RADIO[n, i];
6 = Angulos([n, i];

@=06[[2]];
R = Radio[n, 1i];
Circulos =

Append[Circulos, Table[Circle[{r«Cos[e/2+6[[j11], r+Sin[e/2+e6[[j1]1]},

R, {0 +6[[j11+Pi/2,6[[j11+3%Pi/2}], {3, 1, nx(n-1)"(i-1)}]]
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1= Graphics[{Circulos, Circle[{0, 0}, 1]}]

- Teselaciones[nfig_, niter_] := Funct'ion[{n, m},

Circulos = {};
For[i=1,14sm, i++,

r = RADIO[n, i];

6 = Angulos[n, il

®=06[[2]1;

R = Radio[n, 1]}

Circulos = Append[Circulos, Table[{Directive[Thickness[0.002 (1- (i-1) /m)]],

Circle[{r«Cos[e/2+6[[j]]], rxSin[e/2+e6[[j]1]1]}, R,

{e+e[[j11+Pi/2,6[[j11+3%Pi/2}]}, {, 1, nx (n-1)"(i-1)}]]

|5

Append [Circulos, {Directive[Thickness[0.002/m]|], Circle[{0, 0}, 1]}]

] Infig, niter]
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n-1= Graphics[Teselaciones[4, 5]]

Out[#]=
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- TeselacionesColor [nfig_, niter_, Esquema_] := Funct'ion[{n, m, sch},
Discos = {Directive[Thickness[0.002 /m]],
Directive[ColorData[sch, 1]], Disk[{0, 0}, 1]};
For[i=1,14sm, i++,

r = RADIO[n, i];

6 = Angulos[n, il

®=06[[2]1;

R = Radio[n, i1}

Discos = Append [Discos, Table[{Directive[ColorData[sch, (m-1i) /m]],

DiskSegment[{r «Cos[e/2+6[[j]1]1], r+Sin[e/2+e6[[j]1]1]},
Sqrt[rr2-1], {e+e6[[j11+Pi/2,e6[[j1]1+3Pi/2}],

DiskSegment[{0, 0}, 1, {6[[j]1], ©+©6[[j11}1}, {3, 1, nx (n-1)A(i-1)}]]

]s

Flatten[Discos]

] infig, niter, Esquema]

n-1-= Graphics[TeselacionesColor[3, 4, "AvocadoColors'"]]

Outf+]=
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- TeselacionesColor2[nfig_, niter_, Colorl_, Color2_] := Funct‘ion[{n, m, coll, col2},
funcion

1scos = {Directive 1ckness (0. m irective[co 1s ;
Di Di ti Thick 0.002 , Di tive[col2], Disk[{0, 0}, 1]}
directiva grosor directiva disco

For[i=1,14sm, i++,
para cada

r = RADIO[n, i];

6 = Angulos[n, 1]}

®=06[[2]1;

R = Radio[n, 1]}

Discos = Append[Discos, Table[{Directive[If[Mod[i, 2] =1, coll, col2]],

ahade tabla directiva si |operacion modulo
DiskSegment[{r «Cos[e/2+6[[j]11], r*S1n[e/2+e[[]]]]},
segmento de disco coseno
Sqrt[rr2-1], {e+e[[jl1]1+Pi/2,6[[j1]1+3«Pi/2}],
raiz cuadrada numero pi numero pi

DiskSegment[{0, 0}, 1, {6[[j]], ©+©6[[j11}1}, {3, 1, nx (n-1) A (i-1)}]]
segmento de disco

B
Flatten[Discos]
aplana

] Infig, niter, Colori, Color2]

n-1= Graphics[TeselacionesColor2[3, 4, Yellow, Orange]]
gréfico amarillo naranja

Outf#]=




Teselaciones regulares

n-1= Graphics[Teselaciones[7, 1]]

Out[«]=

Infe]:=

Out[#]=

Infe]=

Outf#]=

In[*]:=

Outf«]=

Outf+]=

In[e]=

Outf+]=

a=Table[i+2+Pi/7, {i, 0, 6}]

2ﬂ4lGl8l1@7r 12 7

{0: _ ) ’ ’ ) }
7 7 7 7 7 7

e =al[[2]]

27

7

ri=1/3

r2=2

1

3

2

¢ = 2*Ar'cS'in[r1*S'in[®/2]/r2]

1 Tt
2 ArcSin|— Sin| —
rc '|n[6 1n[7]]
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= B = (tt+®/2+P'i) &/@a

8 107 127 161 1871 207
our- {—, ——, ——, 2, s , 1
7 7 7 7 7 7

m-1= R = rl*Cos[e/Z] +r2*Cos[¢/2]

3 36 7

1 T 1 L TT.2
Outf+]= —Cos[;}+2\/l—$1n[—]

n - Graphics[{Table[Circle[{R«*Cos[a[[i]] +© /2], RxSin[a[[i]]+0/2]},

r2, {B[[i11-¢/2, BI[i1]1+¢/2}], {i, 1, 7}], Circle[{0, 0}, 1]}]

Outf#]=
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