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09 de Noviembre de 2020
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El presente trabajo tiene como temas centrales curvas eĺıpticas y funcio-
nes de Belyi sobre superficies de Riemann. A continuación describimos los
resultados obtenidos en cada uno de los tres caṕıtulos:

Caṕıtulo 1. En este caṕıtulo estudiamos las soluciones de la cúbica de
Fermat

(1) F3 : x3 + y3 = 1

en el campo de funciones meromorfas del plano complejo. En su art́ıculo
[Gro66a] F. Gross conjeturó que dichas soluciones teńıan que ser funciones
eĺıpticas compuestas con funciones enteras. La conjetura fue resuelta afir-
mativamente por I. N. Baker, F. Gross y N. Steinmetz, independientemente.
El resultado principal de este caṕıtulo es una prueba alternativa de dicha
conjetura. De forma más precisa probamos el siguiente teorema:

Teorema 1 (Baker-Gross). Sea ℘ la función eĺıptica de Weierstrass que
satisface (℘′)2 = 4℘3 − 1 y Λ′ la ret́ıcula en C que define la función ℘.
Entonces el mapeo C/Λ′ → F3 dado en coordenadas afines como sigue:

(2) z 7→
(

1

2℘(z)

(
1− 3−1/2℘′(z)

)
,

1

2℘(z)

(
1 + 3−1/2℘′(z)

))
es un biholomorfismo entre las dos curvas eĺıpticas. Entonces por la propie-
dad de levantamiento de cubrientes cualquier par de funciones F y G que
son meromorfas en C y satisfacen (1) se pueden expresar de la siguiente
forma:

F =
1

2℘(α)

(
1− 3−1/2℘′(α)

)
, G =

1

2℘(α)

(
1 + 3−1/2℘′(α)

)
,

iii
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donde α es una función entera.

Nuestra prueba, basada en superficies de Riemann, podŕıa clarificar la
naturaleza de las fórmulas obtenidas por los autores mencionados anterior-
mente. Dicha prueba la encontramos independientemente para responder a
la conjetura de Gross, ya que no sab́ıamos si la conjetura ya hab́ıa sido
resuelta.

También, nuestro método nos permite encontrar fórmulas análogas, por
ejemplo las siguientes:

F =
1

℘(α)

(
1− 1√

24
℘′(α)

)
, G =

1

℘(α)

(
1 +

1√
24
℘′(α)

)
,

donde ℘ satisface en este caso (℘′)2 = 4℘3 − 8.

También aplicamos nuestra construcción a curvas de Fermat de grados su-
periores xn+yn = 1, obteniendo las siguientes expresiones para dicha curva:

E2 : 2 + 2

n−1
2∑

k=1

(
n

2k

)
y2k = xn,

si n es impar y

E2 : 2 +
n−1∑
k=1

(
n

k

)
(1 + ωk)yk = xn,

si n es par. Nuestra construcción nos permite dar expĺıcitamente el isomor-
fismo birracional entre E2 y Fn.

El contenido de este trabajo aparece publicado en [Jua17a] y es una
continuación de mi tesis de licenciatura que realicé bajo la dirección del
profesor A. Verjovsky.

Caṕıtulo 2. En este caṕıtulo estudiamos algunas formas normales de cur-
vas eĺıpticas, vistas como configuraciones de cuatro puntos en la esfera de
Riemann.

Por teoŕıa de superficies de Riemann sabemos que cualquier curva eĺıpti-
ca X admite una función meromorfa f : X → Ĉ de grado 2 (vea Forster
[For81], Cor. 16.12) y por la fórmula de Riemann-Hurwitz esta función tie-
ne cuatro valores cŕıticos, esto nos permite asociar a cada curva eĺıptica un
conjunto de cuatro puntos en la esfera de Riemann, de hecho tenemos el
siguiente teorema (vea [Don11, §6.3.2]):

Teorema 2. Sea M el conjunto de clases de isomorfismo de curvas eĺıpti-
cas, módulo biholomorfismos. La correspondencia descrita anteriormente es-
tablece una biyección entre M y conjuntos de cuatro puntos en la esfera de
Riemann, módulo transformaciones de Möbius.
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Por otra parte, existen unas ecuaciones estándar en las que una curva
eĺıptica puede expresarse llamadas formas normales (por ejemplo, la forma
normal de Weierstrass, de Legendre o de Jacobi). El propósito de este tra-
bajo es entender geométricamente algunas formas normales clásicas vistas
como configuraciones de cuatro puntos en la esfera de Riemann, o equivalen-
temente, entender las formas normales utilizando una función meromorfa de
grado 2 sobre la superficie. En este contexto, probamos el siguiente teorema:

Teorema 3. Cualquier curva eĺıptica X es isomorfa a una curva eĺıptica
dada por una ecuación de la forma:

y2 = (x2 − a2)
(
a2x2 − 1

)
, con a4 6= 1 y a 6= 0,

la cual a su vez es isomorfa a la curva eĺıptica en la forma normal de Ed-
wards:

x2 + y2 = a2 + a2x2y2,

e isomorfa a la curva eĺıptica en la forma normal de Jacobi:

y2 = (x2 − 1)
(
k2x2 − 1

)
,

con k = a2.

Nuestro resultado principal es una prueba alternativa de que toda curva
eĺıptica tiene una forma normal de Hesse:

Teorema 4. Cualquier curva eĺıptica X es isomorfa a una curva eĺıptica
en la forma normal de Hesse:

(3) x3 + y3 + 1 = 3kxy, k ∈ C con k3 6= 1,

que a su vez es isomorfa a la curva eĺıptica en la siguiente forma:

(4) y2 = (x+ k)(x3 − 3kx2 + 4), k ∈ C con k3 6= 1.

En [BM17] Milnor y Bonifant dan una prueba con otro método. En di-
cho art́ıculo los autores comentan que el resultado aparece en el famoso libro
de Heinrich Weber Lehrbuch der Algebra publicado en 1898 (vea [Web98]).

Consideremos ahora la la siguiente expresión

(5) y2 = x(x− 1)(x− λ), λ ∈ C− {0, 1},

llamada una forma normal de Legendre de una curva eĺıptica. El número
λ es una razón cruzada del conjunto de los cuatro puntos asociados a la
curva eĺıptica (con la correspondencia del Teorema 2). Esto nos motivó a
buscar una construcción geométrica de la razón cruzada de cuatro puntos
en el plano en posición general. Nuestra construcción está dada en términos
de ciertos ćırculos curviĺıneos. En Figura 1 ilustramos nuestra construcción.
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Figura 1. Las razones cruzadas λ1 = χ(z1, z2, z3, z4) y λ2 =
χ(z1, z2, z4, z3) son los puntos de intersección de las semirectas indicadas
con ĺıneas punteadas que pasan por 0 y 1 con los ángulos α y β.

(También damos una construcción análoga cuando uno de los puntos es
∞, vea Prop. 25). La construcción anterior nos permite tener una intuición
geométrica de como comparar la razón cruzada de dos conjuntos de cuatro
puntos sin necesidad de calcularlos expĺıcitamente. Vea el Ejemplo 28 y el
Ejemplo 30 para una aplicación de este método en el cálculo de la forma
normal de Legendre y de Weierstrass de la curva de Fermat.

El contenido de este caṕıtulo aparece en [Jua17b].

Caṕıtulo 3. En este caṕıtulo estudiamos algunas propiedades de las funcio-
nes de Belyi desde un punto de vista geométrico, vistas como superficies de
Riemann con una triangulación equilátera decorada. La motivación principal
de este trabajo es el siguiente resultado de G. V. Belyi (vea [Bel79]):

Teorema 5. Sea X una superficie de Riemann compacta. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(i) X está definida sobre Q̄, el campo de los números algebraicos.

(ii) Existe una función meromorfa f : X → Ĉ, tal que sus valores cŕıticos
están en el conjunto {0, 1,∞}.

Con el teorema de Belyi Grothendieck observó en [Grot97] que exis-
te un funtor invertible entre ciertas gráficas en superficies llamadas dessins
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d’enfants y curvas definidas sobre Q̄. Esta correspondencia le permitió repre-
sentar al grupo absoluto de Galois como una acción en gráficas de superficies.

Por otra parte, V. Voevodsky y G. Shabat prueban en [VS89], también
usando el teorema de Belyi, el siguiente resultado:

Teorema 6. Una superficie de Riemann compacta X está definida sobre Q̄
si y sólo si X admite una estructura equilátera para su estructura compleja
(o equivalentemente, una estructura equilátera decorada).

Una triangulación equilátera decorada en una superficie compacta orien-
table es una triangulación equilátera cuyos vértices están decorados con
śımbolos ◦, • y ∗, de tal forma que dos vértices adyacentes no tienen la mis-
ma decoración. Dicha decoración induce una coloración en los triángulos de
la siguiente manera: un triángulo es negro si la orientación positiva en su
frontera está dada por la terna (◦, •, ∗), y es blanco en otro caso.

El Teorema 6 nos motivó a estudiar a las superficies de Riemann dadas
por una estructura equilátera decorada. Nuestro sueño es obtener informa-
ción aritmética de la curva algebraica a partir de la geometŕıa (por ejemplo,
decir algo sobre el campo de definición o el campo móduli de la curva), pero
al parecer este es un problema muy dif́ıcil. Este trabajo está en progreso y
en este caṕıtulo exponemos algunos resultados, observaciones y preguntas
que hemos hecho entorno a este tema.

El contenido de este último caṕıtulo está basado en un trabajo conjunto
con mi asesor el profesor A. Verjovsky, el cual aparece en [JV20].

Considere a ∆ el triángulo equilátero con vértices en 0, 1, ω, con ω =
2πi/6. Denotemos por 2∆ al doble de dicho triángulo. Naturalmente 2∆
tiene una estructura equilátera, además si decoramos los vértices 0, 1, ω
en 2∆ con los śımbolos ◦, •, ∗, respectivamente, obtenemos una estructu-
ra equilátera decorada. Mediante el mapeo de Schwarz-Christoffel podemos
dar un biholomorfismo Ψ: Ĉ → 2∆ de la esfera de Riemann Ĉ a 2∆ tal
que Ψ manda al semiplano superior a ∆ y semiplano inferior a su reflejado,
además manda a 0, 1 e∞ en 0, 1 y ω, respectivamente. Supondremos que la
esfera de Riemann tiene la estructura equilátera inducida por Ψ. Entonces,
dada una función de Belyi f : X → Ĉ podemos jalar la estructura equilátera
de Ĉ, mediante f , obteniendo una triangulación equilátera decorada en X.

En §3.3 definimos una noción de suma conexa de dos funciones de Bel-
yi. Dadas dos funciones de Belyi f1 : X1 → Ĉ y f2 : X2 → Ĉ elegimos un
triángulo negro T+

1 en X1 y uno blanco T−2 en X2, definamos la suma conexa

f1
T+

1

#
T−2

f2 : X1
T+

1

#
T−2

X2 → Ĉ a lo largo de dichos triángulos como sigue:

f1
T+

1

#
T−2

f2(x) =

{
f1(x), x ∈ X1 − intT+

1

f2(x), x ∈ X2 − intT−2 ,
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esta aplicación resulta una función de Belyi sobre la suma conexa de las
dos superficies X1

T+
1

#
T−2

X2. En §3.3.2 calculamos la monodromı́a de esta

función. Además, en Ejemplo 73 mostramos que la suma conexa depende de
los triángulos elegidos. Sin embargo, cuando las dos funciones son cubrien-
tes normales (de Galois) la suma conexa es independiente de los triángulos
elegidos, más precisamente probamos lo siguiente:

Proposición 7. Si f1 : X1 → Ĉ y f2 : X2 → Ĉ son dos funciones de Belyi
que son de Galois, entonces dados T+

1 , T ′+1 dos triángulos negros de X1 y
T−2 , T ′−2 dos triángulos blancos de X2, existe un biholomorfismo

Φ: X1 T+
1

#T−2
X2 → X1T ′+1

#T ′−2
X2

que hace conmutar el siguiente diagrama

X1T+
1

#T−2
X2

Φ //

f1T+
1

#
T−2

f2
%%

X1T ′+1
#T ′−2

X2

f1T ′+1
#
T ′−2

f2
yy

Ĉ

.

Analizamos varios ejemplos de sumas conexas entre algunas familias de
funciones de Belyi sobre la esfera de Riemann. Una de estas familias son los
polinomios de Tchebychev definidos por la siguiente fórmula recursiva: (i)
para n = 0, T0(x) = 1; para n ≥ 1

Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x).

Eligiendo unos triángulos adecuados probamos lo siguiente:

Proposición 8. Si n es impar T2#Tn = Tn+1, si n es par (1 − T2)#Tn =
Tn+1. Por lo tanto,{

Tn = (1− T2)# · · ·#T2#(1− T2)#T2, n impar,

Tn = T2# · · ·#T2#(1− T2)#T2, n par,

donde ambas sumas contienen n− 1 sumandos. Equivalentemente,
Tn = ((1− T2)#T2)#n−1

2 = T
#n−1

2
3 , n impar,

Tn = T2#Tn−1 = T2#

(
T

#n−2
2

3

)
, n par.

Al final de la sección damos algunas observaciones y preguntas entre la
relación de sumas conexas con Flips y refinamientos elementales de triangu-
laciones.

En §3.4 estudiamos a las curvas eĺıpticas que admiten una descomposi-
ción hexagonal con vértices de valencia 3. Damos la siguiente caracterización,
usando dessins d’enfants:



Contenido General ix

Teorema 9. Sea τ ∈ H, entonces X1,τ admite una estructura plana sin
puntos cónicos dada por una unión finita de hexágonos regulares con cada
vértice de valencia 3 si y sólo si existe γ ∈ PSL(2,Q) tal que τ = γ(ω), con
ω = exp(2πi/6).

En §3.5 damos algunas observaciones sobre longitudes de geodésicas en
superficies trianguladas decoradas, nuestra principal motivación fue ver si es
posible obtener información del campo de definición de la superficie de Belyi
analizando el espectro geodésico, sin embargo el Corolario 11 nos indica que
no podemos extraer esta información tan directamente como pensábamos.
A lo largo de nuestra discusión fijamos, para nuestros cálculos, el punto
1/2 como punto base para el grupo fundamental de 2∆− {0, 1, ω}, pero los
cálculos son análogos si cambiamos de punto base (usualmente se toma el

punto 1/2 como punto base del grupo fundamental de Ĉ − {0, 1,∞} para
calcular la monodromı́a de una función de Belyi, por eso elegimos dicho
punto en 2∆, pero no es un punto distinguido). Si f : X → 2∆ ∼= Ĉ es un
mapeo de Belyi y γ ∈ π1(2∆ − {0, 1, ω,∞}, 1/2), denotaremos por σγ la
permutación en la fibra f−1(1/2) obtenida de los levatamientos de γ. En
esta sección probamos el siguiente teorema:

Teorema 10. Sea X una superficie de Riemann dada por una triangulación
equilátera decorada y f : X → 2∆ su función de Belyi. Fijemos un etiquetado
de f−1(1/2), con śımbolos a1, . . . , ad donde d = deg f .

Sea ω0 = m+ nω, con (m,n) = 1 y n impar. Sea γ la geodésica cerrada
en 2∆ basada en 1/2 definida por una recta `(t) = 1/2 + tω0, y ai una
arista del dessin de f con punto medio pi ∈ f−1(1/2). Si τi es el ciclo que
contiene a i en la descomposición ćıclica de σγ ∈ Sym(f−1(1/2)) ∼= Sd (el
isomorfismo está dado por el etiquetado), entonces el desarrollo de `(t) en
X basado en pi se puede expresar como:

γ̃ = γ̃pi · γ̃σγ(pi) · · · γ̃σr−1
γ (pi)

(módulo una reparametrización), donde r es igual a ord τi, es decir la lon-
gitud del ciclo τi.

El teorema anterior nos permite dar el siguiente corolario, que nos da
una fórmula para calcular las longitudes de geodésicas en la superficie trian-
gulada decorada en términos de la monodromı́a de la función de Belyi, o
equivalentemente, en términos de las permutaciones asociadas.

Corolario 11. Suponga que tenemos las hipótesis del Teorema 10. Sea γ
una geodésica cerrada en 2∆ dada por la parametrización `(t) = 1/2 + tω0.
Si ai es una arista del dessin de X y Ψ es el desarrollo de ` con respecto
a pi, entonces la geodésica γ̃ = Ψ(`) es suave, cerrada y tiene longitud
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Direcciones ω0 Factorización de γ en π1(2∆− {0, 1, ω}, 1/2)

1. ω0 = 1 + ω ∈ Hex γ = γ−1
1 γ0.

2. ω0 = 3ω ∈ Hex, γ = γ−1
1 γ−1

0 γ1γ0.

3. ω0 = 2 + 3ω /∈ Hex γ = γ−1
1 γ0γ

−1
1 (γ−1

0 )2γ−1
1 (γ−1

0 )2γ−1
1 γ−1

0 γ1γ0

γ2
1γ0γ

2
1γ0γ

−1
1 γ0

4. ω0 = 2 + ω /∈ Hex γ = γ−1
1 γ0γ

2
1γ0γ1γ

−1
0 γ−1

1 (γ−1
0 )2γ−1

1 γ0

5. ω0 = 10 + ω ∈ Hex γ = γ−1
1 γ0γ1γ

−1
0 γ−1

1 γ0γ1γ
−1
0 γ−1

1 γ0γ1γ
−1
0 γ−1

1 γ0

6. ω0 = 13 + 7ω ∈ Hex γ = γ−1
1 γ0γ

2
1γ0γ1γ

−1
0 γ−1

1 (γ−1
0 )2γ−1

1 γ0γ
−1
1 γ0γ

−1
1

γ0γ
2
1γ0γ1γ

−1
0 γ−1

1 (γ−1
0 )2γ−1

1 γ0

7. ω0 = 5− ω ∈ Hex γ = γ1γ
−1
0 γ−1

1 γ0γ1γ
−1
0

8. ω0 = 10 + 7ω ∈ Hex γ = γ−1
1 γ0γ

−1
1 γ0γ

2
1γ0γ

2
1γ0γ1γ

−1
0 γ−1

1 (γ−1
0 )2γ1γ

2
0

γ−1
1 γ0γ

−1
1 γ0

9. γ0 = 2 + 5ω ∈ Hex γ = γ−1
1 (γ−1

0 )2γ−1
1 γ−1

0 γ1γ0γ
2
1γ0

Cuadro 1. Algunas direcciones ω0 y la factorización de γ(t) = π(1/2 +
tω0) en π1(2∆− {0, 1, ω}, 1/2).

long γ̃ = ordσai long γ, donde σai es el ciclo de σγ que contiene a ai. Por lo
tanto

long γ̃ =

{
ordσai |ω0|, ω0 ∈ Hex

3 ordσai |ω0|, ω0 /∈ Hex

donde σai es el ciclo de σγ que contiene a ai.

En §3.5.4 damos un algoritmo para calcular la factorización de una
geodésica cerrada primitiva en 2∆ basada en 1/2, dado su vector direc-
ción. En la Tabla 1 mostramos varios ejemplos expĺıcitos. Para calcular las
permutaciones utilizamos el paquete Sympy (https://www.sympy.org/en/
index.html). En el Ejemplo 108 mostramos algunos cálculos para ilustrar
el funcionamiento del algoritmo.

https://www.sympy.org/en/index.html
https://www.sympy.org/en/index.html


Contenido General xi

Finalmente, en la última parte de este caṕıtulo estudiamos superficies
trianguladas decoradas, con triángulos hiperbólicos. Observamos que la su-
perficie se puede desenvolver en el plano hiperbólico a un poĺıgono que llama-
mos una una cáscara hiperbólica de la superficie. Aplicamos nuestra cons-
trucción a curvas eĺıpticas aritméticas para encontrar su módulo τ ∈ H.
Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 12. Supongamos que X es una curva eĺıptica dada por una trian-
gulación equilátera decorada. Sea p : C→ X su cubriente universal holomor-
fo. Si Ψ: P → X es una cáscara hiperbólica para X, entonces existen dos
curvas γ1 y γ2 en GP = Ψ(∂P ) tales que gγ1(z) = z + ω1 y gγ2(z) = z + ω2

generan a Deck(p). Por lo tanto τ = ω1/ω2 uniformiza a X, es decir, X es
biholomorfo a C/Λ1,τ .

El teorema anterior es un método teórico, aún estamos buscando un
método práctico que nos permita calcular el módulo expĺıcitamente.

Otro de nuestros sueños es caracterizar a los dessins d’enfants de género
1 que representen a una curva eĺıptica definida sobre Q, y luego a las modu-
lares, para ver si se puede abordar el Teorema de Shimura-Taniyama desde
el punto de vista de los dessins d’enfants.





Caṕıtulo 1

Una prueba alternativa
del teorema de
Baker-Gross

1.1. Introducción

Consideremos la cúbica de Fermat

(6) F3 : x3 + y3 = 1.

Esta curva algebraica define una curva eĺıptica i.e., una superficie de Rie-
mann compacta de género 1 (tomando los ceros en CP2 de su homogenei-
zación). Una solución meromorfa de esta ecuación es, por definición, un par
de funciones meromorfas en el plano complejo tal que f3 + g3 = 1. En su
art́ıculo [Gro66a], F. Gross hizo la siguiente conjetura:

Conjetura 13. ([Gro66a], Conjecture 1) Las únicas soluciones meromorfas
de la ecuación (6) son funciones eĺıpticas compuestas con funciones enteras.

La conjetura fue resuelta afirmativamente por I. N. Baker en [Bak66].

Él probó que cualquier solución es la composición de las siguientes funciones
eĺıpticas con una función entera:

(7) f(z) =
1

2℘(z)

(
1− 3−1/2℘′(z)

)
, g(z) =

1

2℘(z)

(
1 + 3−1/2℘′(z)

)
,

donde ℘ es la función eĺıptica de Weierstrass que satisface (℘′)2 = 4℘3−1. En
lo que sigue denotaremos por Λ′ la ret́ıcula en C que define esta ℘. En par-
ticular estas funciones son soluciones de la cúbica de Fermat. Las fórmulas

1
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en (7) difieren de las fórmulas análogas en [Gro66a], [Gro66b], las cuales
parecen contener un error. Después, F. Gross dio otra prueba en [Gro68],
probando que de hecho la función f en (7) nos da una uniformización de
la cúbica de Fermat (6). Formulamos el resultado anterior en el siguiente
teorema:

Teorema 14 (Baker-Gross). Sea Λ′ y ℘ como anteriormente. Entonces el
mapeo C/Λ′ → F3 dado en coordenadas afines como sigue:

(8) z 7→
(

1

2℘(z)

(
1− 3−1/2℘′(z)

)
,

1

2℘(z)

(
1 + 3−1/2℘′(z)

))
es un biholomorfismo entre las dos curvas eĺıpticas. Entonces por la propie-
dad de levantamiento de cubrientes cualquier par de funciones F y G que
son meromorfas en C y satisfacen (6) se pueden expresar de la siguiente
forma:

(9) F =
1

2℘(α)

(
1− 3−1/2℘′(α)

)
, G =

1

2℘(α)

(
1 + 3−1/2℘′(α)

)
,

donde α es una función entera.

En este trabajo damos una prueba alternativa de este teorema usando
técnicas de superficies de Riemann. Para ello encontramos un biholomorfis-
mo expĺıcito entre la cúbica de Fermat y su forma normal de Weierstrass.
Esta prueba podŕıa clarificar la naturaleza de las fórmulas en (9), que no
son obvias. Con esta técnica obtenemos otras fórmulas análogas (vea (15)
y (16)). Dicha prueba la encontramos independientemente para responder a
la conjetura de Gross, ya que desconoćıamos si la conjetura ya hab́ıa sido
resuelta.

En la Sección 1 recordamos algunas propiedades básicas de las curvas
eĺıpticas; calculamos la forma normal de Weierstrass de la cúbica de Fermat
y el correspondiente biholomorfismo. En la Sección 2 probamos el teorema
principal. Por último, en la última sección damos algunas observaciones
sobre curvas de Fermat de grados superiores.

Recientemente, N. Steinmetz le comunicó al autor otra prueba de la
conjetura de Gross en [Ste17] (§2.3.5 pp. 56-57) utilizando teoŕıa de Ne-
vanlinna. El probó el siguiente teorema sin hacer referencia al Teorema de
Uniformización:

Teorema 15 (Steinmetz). Supongamos que funciones meromorfas no cons-
tantes f y g parametrizan la curva algebraica

F : xn + ym = 1 (n ≥ m ≥ 2)
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con 1
m + 1

n < 1. Entonces (m,n) es igual a (4, 2), (3, 3) ó (3, 2). En cualquier
caso f y g están dadas por

f = E ◦ ψ y g =
m−1
√
E′ ◦ ψ,

donde E es una función eĺıptica que satisface

E′2 = 1− E4, E′3 = (1− E3)2 y E′2 = 1− E3,

respectivamente, y ψ es cualquier función entera no constante.

1.2. La forma normal de Weierstrass de la cúbica de Fermat

1.2.1. Preliminares de curvas eĺıpticas. Una curva eĺıptica compleja
X es por definición una superficie de Riemann compacta de género 1. La
fórmula de Plücker nos dice que una curva proyectiva no singular de grado 3
en CP2 es una curva eĺıptica. El rećıproco también es cierto, a continuación
lo discutimos brevemente.

El Teorema de Uniformización dice que cualquier superficie de Riemann
simplemente conexa es conformemente equivalente a una de las siguientes
tres superficies de Riemann: la esfera de Riemann C, el plano complejo C, o
el disco unitario abierto D. Este teorema combinado con la teoŕıa de espa-
cios cubrientes nos da una clasificación de todas las superficies de Riemann:
cualquier superficie de Riemann X es conformemente equivalente a un co-
ciente X̃/G, donde X̃ es el cubriente universal holomorfo de X (por lo tan-
to es conformemente equivalente a una de las tres superficies de Riemann
que mencionamos anteriormente) y G es un subgrupo del grupo de auto-

morfismos holomorfos de X̃ que actúa en él de forma libre y propiamente
discontinua.

En particular, cuando la superficie de Riemann es de género 1 su cubrien-
te universal holomorfo es el plano complejo, entonces X es conformemente
equivalente a C/Λ, para alguna ret́ıcula Λ ⊂ C.

Recuerde que una función eĺıptica f : C → Ĉ es por definición una fun-
ción meromorfa doblemente periódica, es decir, existe una ret́ıcula Λ ⊂ C
generada por dos elementos ω1, ω2 ∈ C, linealmente independientes sobre R,
tal que f(z+ω) = f(z), para cualquier ω ∈ Λ. Luego, la función f desciende
a una función meromorfa sobre la curva eĺıptica C/Λ. Por abuso de notación
a veces también denotaremos por f a la función inducida en el cociente.

Para una introducción a la teoŕıa de superficies de Riemann y un prueba
del Teorema de Uniformización consulte [For81] §3.27.

La homogeneización del polinomio cúbico

(10) y2 = 4x3 − g2x− g3,
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define una curva no singular en CP2 si y sólo si el discriminante ∆ = g3
2−27g2

3

no se anula. Por lo tanto, (10) define una curva eĺıptica si y sólo si ∆ 6= 0.
Una forma normal de Weierstrass de una curva eĺıptica X es una curva
eĺıptica conformemente equivalente a X dada por ecuación de la forma (10).

Recuerde también que dada una ret́ıcula Λ ⊂ C tenemos asociada su
función eĺıptica de Weierstrass ℘ o ℘Λ dada por la serie:

℘(z) =
1

z2
+
∑
ω∈Λ∗

(
1

(z + ω)2
− 1

ω2

)
.

Esta función satisface la ecuación diferencial

(℘′)2 = 4℘3 − g2℘− g3,

donde g2 y g3 son constantes, definidas como:

g2 = 60
∑
ω∈Λ∗

1

ω4
, g3 = 140

∑
ω∈Λ∗

1

ω6
.

Las cuales satisfacen ∆ = g3
2 − 27g2

3 6= 0. Entonces ℘ induce el mapeo
Ψ: C/Λ → E, de C/Λ a la curva eĺıptica E : y2 = 4x3 − g2x − g3, que en
coordenadas afines está dada por la fórmula:

(11) Ψ(z) = (℘(z), ℘′(z)).

El mapeo Ψ es un biholomorfismo que manda Λ a el punto al infinito
[0 : 1 : 0].

De lo anterior y del Teorema de Uniformización podemos concluir que
cualquier curva eĺıptica tiene una forma normal de Weierstrass.

También se puede probar que dada una ecuación no singular (10), existe
una ret́ıcula Λ con las mismas constantes g2 y g3. Para un estudio más
detallado consulte [Sil09, p.176].

1.2.2. El cálculo de la forma normal de Weierstrass de la cúbi-
ca de Fermat. Aunque en general es dif́ıcil calcular la forma normal de
Weierstrass, partiendo de una superficie de Riemann compacta de género 1,
en nuestro caso es relativamente fácil, escogiendo los cambios de variables
adecuados. Puesto que este proceso se aplicará a curvas de Fermat de grados
superiores en la Sección 1.4 lo describiremos paso a paso:

1. Cambiamos (x, y) por (x− y, x+ y) para eliminar el término cúbico
y3, obteniendo:

E1 : 2x3 + 6xy2 = 1.

2. Cambiamos (x, y) por (1/x, y/x) para obtener:

E2 : 2 + 6y2 = x3.
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3. En este punto podŕıamos usar cualquier cambio de variables para
que el coeficiente de y2 sea 1 y el coeficiente de x3 sea 4, por ejemplo
con (x, y/

√
24) obtenemos las constantes g2 = 0 y g3 = 8:

E3 : y2 = 4x3 − 8.

Observe que tenemos un mapeo de la curva obtenida después del cambio
de variable a la curva original (antes de hacer el cambio de variable). Por
ejemplo, en paso 1 el mapeo E1 → F3, está dado por (x, y) 7→ (x− y, x+ y).
Entonces, los mapeos asociados a los cambios de variables en cada uno de
los pasos anteriores son:

E3 → E2 E2 → E1 E1 → F3(12)

(x, y) 7→
(
x,

y√
24

)
, (x, y) 7→

(
1
x ,

y
x

)
, (x, y) 7→ (x− y, x+ y).

Los mapeos inversos (en el orden contrario, respectivamente) son:

F3 → E1 E1 → E2 E2 → E3(13)

(x, y) 7→
(
y + x

2
,
y − x

2

)
, (x, y) 7→

(
1
x ,

y
x

)
, (x, y)→ (x,

√
24y).

Entonces en cada paso tenemos un isomorfismo birracional entre estas
curvas algebraicas no singulares, por lo tanto un biholomorfismo entre las
superficies de Riemann que definen. Luego, si componemos los mapeos en
(13) y (12), respectivamente, obtenemos los biholomorfismos Φ: F3 → E3 y
Φ−1 : E3 → F3:

Φ(x, y) =

(
2

y + x
,
√

24
y − x
y + x

)
,(14)

Φ−1(x, y) =

(
1

x
− y√

24x
,

1

x
+

y√
24x

)
.

1.3. Demostración del Teorema de Baker-Gross

De las fórmulas en (14) el teorema de Baker-Gross se sigue fácilmente.
Considere Λ la ret́ıcula asociada a g2 = 0 y g3 = 8. Sea Ψ : C/Λ → E3

definida en (11), entonces la composición Φ−1 ◦Ψ: C/Λ→ F3 es un biholo-
morfismo,

(15) Φ−1 ◦Ψ(z) =

(
1

℘(z)
− 1√

24

℘′(z)

℘(z)
,

1

℘(z)
+

1√
24

℘′(z)

℘(z)

)
.

donde ℘ satisface la ecuación (℘′)2 = 4℘3 − 8.

Si continuamos el paso 3 aplicando el cambio de variable (2x,
√

23y)

obtenemos la curva E′3 : y2 = 4x3−1 y el mapeo Φ = Φ−1(2x,
√

23y) : E′3 →
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F3

Φ(x, y) = Φ−1(2x,
√

23y)

=

(
1

2x
−
√

23y

2
√

24x
,

1

2x
+

√
23y

2
√

24x

)

=

(
1

2x

(
1− y√

3x

)
,

1

2x

(
1 +

y√
3x

))
.

Tomemos Λ′, asociada a g2 = 0 y g3 = 1, y Ψ′ : C/Λ′ → E′3 como
en (11). Al componer estos dos isomorfismos obtenemos el biholomorfismo
buscado en (8) Φ ◦Ψ′ : C/Λ′ → F3:

Φ ◦Ψ′(z) =

(
1

2℘(z)

(
1− 3−1/2℘′(z)

)
,

1

2℘(z)

(
1 + 3−1/2℘′(z)

))
,

donde la función eĺıptica de Weierstrass ℘ satisface en este caso (℘′)2 =
4℘3 − 1.

Por otra parte, sea π : C→ C/Λ′ la proyección natural al cociente, este
mapeo es un cubriente holomorfo no ramificado, entonces el mapeo Φ ◦Ψ′ ◦
π : C→ F3 también es un cubriente holomorfo no ramificado.

Si F y G son una solución meromorfa de la cúbica de Fermat, el mapeo
φ : C→ F3 con φ(z) = (F (z), G(z)) define un mapeo holomorfo. Puesto que
C es simplemente conexo, φ tiene un levantamiento holomorfo α : C → C
con respecto a este cubriente, i.e., el siguiente diagrama conmuta:

C

Φ◦Ψ′◦π
��

C

α

>>

φ // F3

.

Componiendo con α obtenemos

F =
1

2℘(α)

(
1− 3−1/2℘′(α)

)
, G =

1

2℘(α)

(
1 + 3−1/2℘′(α)

)
,

que son las fórmulas deseadas. Esto prueba el teorema.

Observación 16. Si usamos el mapeo Φ−1 ◦ Ψ: C/Λ → F3 de la ecuación
(15) en lugar de Φ ◦ Ψ′ en el argumento anterior, obtenemos las siguientes
ecuaciones

(16) F =
1

℘(α)

(
1− 1√

24
℘′(α)

)
, G =

1

℘(α)

(
1 +

1√
24
℘′(α)

)
,

donde ℘ satisface en este caso (℘′)2 = 4℘3 − 8.

Podŕıamos obtener otras soluciones análogas dependiendo del factor que
elijamos en el paso 3, pero siempre podemos recuperar una de la otra por
este proceso.



1.4. Curvas de Fermat de grados superiores 7

1.4. Algunas observaciones sobre curvas de Fermat de
grados superiores.

Finalizaremos dando una aplicación del proceso descrito en 1.2.2 a curvas
de Fermat de grado mayor que 3 (vea (17)). Cuando la curva es de grado
impar el proceso puede aplicarse directamente, pero cuando el grado es par
haremos una ligera modificación al paso 1. De las ecuaciones que se obtienen
damos unas funciones meromorfas sobre estas curvas de Fermat.

1.4.1. El caso impar. Los cambios de variables en los pasos 1 y 2 des-
critos en 1.2.2 pueden aplicarse a cualquier curva de Fermat,

(17) Fn : xn + yn = 1,

pero en el caso de n impar obtenemos la siguiente fórmula para la curva E2:

(18) E2 : 2 + 2

n−1
2∑

k=1

(
n

2k

)
y2k = xn.

Como no modificamos los pasos 1 y 2 obtenemos el mismo isomorfismo
Φ: Fn → E2 como en (14) pero sin el paso 3, luego se sigue la siguiente
fórmula:

Φ(x, y) =

(
2

y + x
,
y − x
y + x

)
,(19)

Φ−1(x, y) =

(
1

x
− y

x
,

1

x
+
y

x

)
.

Observe que E2 tiene una involución holomorfa natural I dada por
I(x, y) = (x,−y). Se puede verificar fácilmente que I es conjugado, me-
diante Φ, a la involución canónica de Fn, I(x, y) = (y, x), i.e., el siguiente
diagrama es conmutativo:

F3

Φ
��

I // F3

Φ
��

E2
I // E2

.

Note que la proyección en la primera coordenada en E2 es una función
meromorfa de grado n−1, entonces componiendo con Φ obtenemos la función
meromorfa 2/(y+ x) sobre Fn de grado n− 1. Por ejemplo en el caso n = 3
obtenemos una función meromorfa de grado 2 sobre la curva eĺıptica F3.
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1.4.2. El caso par. Se pueden obtener fórmulas similares en este caso,
sólo que en el paso 1 haremos el cambio de variable (x+ωy, x+ y) en lugar
de (x − y, x + y), donde ω es una ráız de xn = −1, los demás pasos no
los alteramos en el proceso. Al hacer los cálculos obtenemos la siguiente
ecuación:

E2 : 2 +

n−1∑
k=1

(
n

k

)
(1 + ωk)yk = xn,

y Φ : Fn → E2 resulta

Φ(x, y) =

(
ω − 1

ωy − x
,
x− y
ωy − x

)
,

Φ−1(x, y) =

(
1

x
+ ω

y

x
,

1

x
+
y

x

)
.

Análogamente, el mapeo (ω− 1)/(ωy− x) es una función meromorfa de
grado n− 1 sobre la curva de Fermat Fn, para n par. Con esto finalizamos
esta discusión.



Caṕıtulo 2

Curvas eĺıpticas y
conjuntos de cuatro
puntos en la esfera de
Riemann

2.1. Introducción

A lo largo de este caṕıtulo llamaremos curva eĺıptica (compleja) a una
superficie de Riemann compacta X de género 1. Si Λ ⊂ C es una ret́ıcula,
entonces el espacio cociente T = C/Λ es una superficie de Riemann compacta
de género 1. Sabemos por la teoŕıa de Weierstrass que T es conformemente
equivalente a una curva eĺıptica dada en la siguiente forma:

(20) E : y2 = 4x3 − g2x− g3, con ∆ = g3
2 − 27g2

3 6= 0,

llamada una forma normal de Weierstrass. Por otro lado, por el Teorema de
Uniformización cualquier curva eĺıptica X es conformemente equivalente a
T = C/Λ, para alguna ret́ıcula Λ de C. Con lo cual se sigue que toda curva
eĺıptica X es conformememente equivalente a una en la forma normal de
Weierstrass.

Para fines prácticos a veces es necesario expresar una curva eĺıptica en es-
ta forma normal, ya que posiblemente esté dada por otra ecuación algebraica,
no necesariamente cúbica, más aún quizá no tenemos siquiera la ecuación.
En el mejor de los casos, teniendo la ecuación que lo define, podŕıamos intuir
los cambios de variables para lograr expresarlo en esta forma normal. Pero
en general no es un proceso fácil.

9
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Un método diferente para encontrar la forma normal de Weierstrass (20),
sin usar cambios de variables, requiere encontrar una función meromorfa de
grado 2 sobre la curva eĺıptica. Por teoŕıa de superficies de Riemann dicha
función siempre existe (vea [For81] Cor. 16.12). Además, en muchos casos
esta función no es tan complicada de encontrar. Por la fórmula de Riemann-
Hurwitz este mapeo tiene cuatro valores cŕıticos, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que uno de ellos es ∞ y los demás son números complejos
{z1, z2, z3}. Sea C el centroide de los puntos zi y sea ei = zi −C. Con estos
puntos podemos calcular las constantes g2 y g3 de (20), serán los coeficientes
del polinomio

4(x− e1)(x− e2)(x− e3).

Esto nos motivó al estudio de otras formas normales clásicas de curvas
eĺıpticas mediante este método. De forma más precisa, queremos entender la
relación entre configuraciones de conjuntos de 4 puntos en la esfera con cur-
vas eĺıpticas dadas en alguna forma normal, mediante funciones meromorfas
de grado 2. En este contexto damos una prueba del siguiente teorema de
Edwards [Edw07]:

Teorema 17. Cualquier curva eĺıptica X es isomorfa a una curva eĺıptica
dada por una ecuación de la forma:

y2 = (x2 − a2)
(
a2x2 − 1

)
, con a4 6= 1 y a 6= 0,

la cual a su vez es isomorfa a la curva eĺıptica en la forma normal de Ed-
wards:

x2 + y2 = a2 + a2x2y2,

e isomorfa a la curva eĺıptica en la forma normal de Jacobi:

y2 = (x2 − 1)
(
k2x2 − 1

)
,

con k = a2.

Uno de nuestros principales resultados es una prueba alternativa de que
cualquier curva eĺıptica tiene una forma normal de Hesse:

Teorema 18. Cualquier curva eĺıptica X es isomorfa a una curva eĺıptica
en la forma normal de Hesse:

(21) x3 + y3 + 1 = 3kxy, k ∈ C con k3 6= 1,

que a su vez es isomorfa a la curva eĺıptica en la siguiente forma:

(22) y2 = (x+ k)(x3 − 3kx2 + 4), k ∈ C con k3 6= 1.

Nuestra prueba se basa en usar la función x+y como función meromorfa
de grado 2 sobre la cúbica de Hesse (21), con la cual probamos que su
invariante J es una función racional (variando k como un parámetro en el
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móduli). Desafortunadamente, nuestro método no nos permite calcular dicha
función racional expĺıcitamente, según [BM17] y [Pop09] esta función debe
ser de grado 12 y dado por la siguiente fórmula:

ϕ(k) =
27

4

(
k(k3 + 8)

4(k3 − 1)

)3

.

En [BM17] Milnor y Bonifant dan una prueba con otro método. En di-
cho art́ıculo los autores comentan que el resultado aparece en el famoso libro
de Heinrich Weber Lehrbuch der Algebra publicado en 1898 (vea [Web98]).

La forma normal de Hesse ha sido usado para el estudio de la dinámica
del Hessiano en el móduli de curvas eĺıpticas (vea por ejemplo, [Pop09]).
Para una discusión detalla de algunas propiedades de las formas normales
mencionadas anteriormente vea [Hus02].

Para encontrar la forma de Legendre de una curva eĺıptica, desde el
punto de vista de los cuatro puntos, damos una construcción geométrica
de la razón cruzada de un conjunto ordenado de cuatro puntos en la esfera
de Riemann. La construcción se da en términos de los ángulos de triángulos
curviĺıneos en la esfera de Riemann (ver la Figura 4 y la Figura 5). Aplicamos
nuestra construcción en el cálculo de una forma normal de Weierstrass y una
forma de Legendre de la cúbica de Fermat (vea el Ejemplo 28 y el Ejemplo
30).

2.2. Correspondencia entre M y conjuntos de cuatro puntos

Denotemos porM el moduli de curvas eĺıpticas, i.e., el conjunto de clases
de isomorfismo de curvas eĺıpticas, módulo biholomorfismo de superficies de
Riemann.

Cualquier curva eĺıptica admite una función meromorfa de grado 2, y por
la fórmula de Riemann-Hurwitz este mapeo tiene cuatro valores cŕıticos.
Rećıprocamente, dados cuatro puntos en la esfera de Riemann existe una
curva eĺıptica con una función meromorfa de grado 2 con valores cŕıticos en
dichos puntos. De hecho esta correspondencia es uno a uno en las clases de
equivalencia (vea [Don11, §6.3.2]):

Teorema 19. La correspondencia descrita anteriormente establece una bi-
yección entre M y conjuntos de cuatro puntos en la esfera de Riemann,
módulo transformaciones de Möbius.

Observación 20. A lo largo de este trabajo tomaremos la orientación
canónica del plano complejo C, la orientación positiva es al contrario de
las manecillas del reloj.
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2.2.1. La razón cruzada y conjuntos de tres puntos en el plano.
Recordemos que la razón cruzada χ(z1, z2, z3, z4) de una tétrada de puntos
(z1, z2, z3, z4) en la esfera de Riemann es el valor µ(z4), donde µ es la única
transformación de Möbius que manda ordenadamente la terna (z1, z2, z3) en
la terna (0, 1,∞). Cuando los cuatro puntos están en el plano complejo la
razón cruzada tiene la siguiente fórmula:

(23) χ(z1, z2, z3, z4) =
(z4 − z1)(z2 − z3)

(z1 − z2)(z3 − z4)
.

Tenemos esta pequeña observación:

Lema 21. Supongamos que {z1, z2, z3,∞} y {w1, w2, w3,∞} son dos con-
juntos no ordenados de cuatro puntos en la esfera de Riemann que son
equivalentes módulo una transformación de Möbius, entonces existe una
transformación af́ın az + b, con a, b ∈ C y a 6= 0, que mapea un conjunto en
el otro.

Demostración. Sea µ(z) una transformación de Möbius que manda el con-
junto {z1, z2, z3,∞} a el conjunto {w1, w2, w3,∞}. Si µ ya fija∞ no hay nada
que hacer.

Si µ(∞) = wi0 , podemos tomar la transformación de Möbius T que
intercambia ∞ con wi0 e intercambia los otros dos puntos. Tales transfor-
maciones existen porque este tipo de permutaciones no cambian las razones
cruzadas. Entonces la transformación af́ın buscada es T ◦ µ. �

El Lema 21 tiene interesantes consecuencias. Primero, puesto que po-
demos mandar cualquier punto a ∞ por una transformación de Möbius, se
sigue directamente del Lema 21 y del Teorema 19 el siguiente corolario:

Corolario 22. Existe una biyección entre M y los conjuntos de tres puntos
en el plano complejo C módulo transformaciones afines de C.

Observación 23. En lo que sigue asumiremos que nuestros puntos están en
posición general, i.e., los tres puntos no son colineales; también supondremos
que el triángulo formado por estos puntos está orientado positivamente.

Diremos que dos conjuntos de tres puntos en el plano complejo son equi-
valentes si existe un mapeo af́ın az + b que mapea un conjunto en el otro.

Recordemos que, por definición, dos triángulos son similares si tienen los
mismos ángulos. Además, dos triángulos (orientados) son similares si y sólo
si hay una transformación af́ın az + b, con a, b ∈ C y a 6= 0, que mapea un
triángulo en el otro. Entonces del Corolario 22 se sigue que dos conjuntos
de tres puntos son equivalentes si y sólo si sus triángulos orientados son
similares.

De la discusión anterior se sigue la siguiente proposición:
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Figura 2. Seis triángulos similares que representan la misma razón cruzada.

Proposición 24. Sean z1, z2 z3 tres puntos no colineales en el plano com-
plejo. El número λ es una razón cruzada del conjunto de cuatro puntos
{z1, z2, z3,∞} si y sólo si el triángulo orientado {0, 1, λ} es similar al triángu-
lo orientado {z1, z2, z3}. Por lo tanto, para cada conjunto de cuatro puntos
{z1, z2, z3,∞} existen genéricamente seis razones cruzadas (vea la Figura
2).

Veremos en la Sección 2.5 que para puntos no colineales la única excep-
ción es cuando el triángulo orientado {z1, z2, z3} es equilátero. Las razones
cruzadas equivalentes a λ se muestran en (28).

La prueba del Lema 21 nos dice como construir una razón cruzada con
un orden en particular.

Proposición 25. Sean z1, z2 z3 tres puntos no colineales en el plano com-
plejo que inducen un triángulo con orientación positiva. Si los ángulos de
los triángulos son α, β y γ, respectivamente, entonces las razones cruzadas
λ1 = χ(z1, z2, z3,∞) y λ2 = χ(z1, z2,∞, z3) se obtienen por medio de la
construcción geométrica ilustrada en la Figura 3.

Para encontrar, geométricamente, las razones cruzadas de un conjunto de
cuatro puntos del plano complejo en posición general necesitamos encontrar
los ángulos de ciertos triángulos curviĺıneos, dicha configuración será llamada
la forma de los cuatro puntos. A continuación explicamos la construcción.
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Figura 3. Considere el triángulo con vértices en z1, z2 y z3, con
ángulos α, β y γ como indica la figura. Entonces, las razones cruza-
das λ1 = χ(z1, z2, z3,∞) y λ2 = χ(z1, z2,∞, z3) pueden construirse
geométricamente como los puntos de intersección de las semirectas in-
dicadas con ĺıneas punteadas que pasan por 0 y por 1 con ángulos α y
β, respectivamente, como en la figura. Las demás razones cruzadas se
construyen análogamente.

2.2.2. La forma de un conjunto de cuatro puntos en el plano
complejo. Asumiremos que los conjuntos de 4 puntos que tratamos están
en posición general, i.e. no están todos en un ćırculo o en una recta.

Sea {z1, z2, z3, z4} un conjunto de cuatro puntos en el plano complejo.
Sabemos que por cada tres puntos existe exactamente un ćırculo que pasa
por ellos, luego en total tenemos 4 ćırculos asociados a estos puntos. Consi-
dere los triángulos curviĺıneos formados por arcos de estos ćırculos y cuyos
vértices están en el conjunto {z1, z2, z3, z4} (vea la Figura 4) (suponemos
que están orientados positivamente).

Los cuatro triángulos curviĺıneos tienen los mismos ángulos: para es-
to observe que, como en el Lema 21, que las permutaciones de la forma
2+2, i.e., permutaciones que son productos de dos trasposiciones no cam-
bian la razón cruzada, entonces existe una transformación de Möbius que
traspone dos parejas del conjunto de cuatro puntos. Note que este tipo de
transformaciones forma un grupo isomorfo al grupo de Klein. Puesto que
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Figura 4. Configuración de triángulos curviĺıneos asociada al conjunto
de cuatro puntos en el plano complejo.

las transformaciones de Möbius mapean ćırculos en ćırculos conformemen-
te, preservando la orientación, dicho grupo actúa en los cuatro triángulos
curviĺıneos.

Del último argumento se sigue también que dos conjuntos de cuatro pun-
tos en C que son equivalentes tienen triángulos curviĺıneos con los mismos
ángulos.

También, por un argumento análogo al anterior podemos probar el caso
cuando uno de los puntos es ∞. Sólo que en este caso permitiremos ćırculos
generalizados (rectas en el plano con el punto al infinito) que pasan por tres
puntos del conjunto de cuatro puntos: uno de los triángulos curviĺıneos es un
triángulo euclidiano y los otros triángulos tendrán un arco y dos semirectas
(vea la Figura 5). El triángulo euclidiano positivamente orientado induce
una orientación positiva en los triángulos con un vértice al infinito.

Rećıprocamente, si dos conjuntos de cuatro puntos tienen una configura-
ción de triángulos con los mismos ángulos, entonces dichos conjuntos tienen
que ser equivalentes, módulo una transformación de Möbius. Para probar
esto podemos mandar un punto de cada conjunto al infinito y aplicamos el
resultado del caso euclidiano.

Lo anterior nos permite definir la forma de un conjunto de cuatro puntos
en la esfera de Riemann como la configuración de los 4 triángulos curviĺıneos
con vértices en el conjunto de cuatro puntos obtenidos en la construcción
anterior. Resumimos la discusión en el siguiente teorema:
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Figura 5. Forma asociada a cuatro puntos en la esfera de Riemann con
un punto al infinito.

Teorema 26. Dos conjuntos de cuatro puntos de la esfera de Riemann en
posición general son equivalentes módulo una transformación de Möbius si
y sólo si sus formas tienen los mismo ángulos (vea la Figura 4 y la Figura
5).

Entonces, la razón cruzada de cuatro puntos en el plano complejo puede
encontrarse geométricamente con una construcción análoga a 2.2.1:

Proposición 27. Sea {z1, z2, z3, z4} un conjunto de cuatro puntos en el
plano complejo en posición general. Considere el triángulo curviĺıneo con
vértices en z1, z2 y z3 con ángulos α, β, γ, respectivamente. Entonces las
razones cruzadas λ1 = χ(z1, z2, z3, z4) y λ2 = χ(z1, z2, z4, z3) pueden encon-
trarse mediante la construcción geométrica ilustrada en la Figura 6.

2.3. Forma normal de Legendre y de Weierstrass.

Recordemos que si p(x) es un polinomio cúbico con coeficientes complejos
sin ráıces múltiples, tenemos asociada la superficie de Riemann E : y2 =
p(x), la cual tiene a la proyección en la primera coordenada como función
meromorfa de grado 2 con valores cŕıticos las ráıces del polinomio p(x) e ∞
(see [For81, 8.10]). Entonces, por el Corolario 22 cualquier curva eĺıptica es
isomorfa a una dada de esta forma.

Por la discusión de la sección anterior, dos curvas eĺıpticas E1 : y2 =
p(x), E2 : y2 = q(x) serán isomorfas si y sólo si las ráıces de p(x) y q(x)
son equivalentes, módulo una transformación af́ın. Cuando las ráıces formen
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Figura 6. Considere el triángulo curviĺıneo que tiene sus vértices en
z1, z2 y z3 con ángulos α, β y γ, como indica la figura. Entonces, las
razones cruzadas λ1 = χ(z1, z2, z3, z4) y λ2 = χ(z1, z2, z4, z3) pueden
construirse geométricamente como los puntos de intersección de las se-
mirectas indicadas con ĺıneas punteadas que pasan por 0 y por 1 con
ángulos α y β, respectivamente. Las demás razones cruzadas se constru-
yen análogamente.

triángulos no degenerados esto es equivalente a que los triángulos formados
por los vértices sean similares.

Dados cuatro puntos asociados a una curva eĺıptica, podemos tomar su
razón cruzada, luego la curva eĺıptica es isomorfa a una de la forma:

E : y2 = x(x− 1)(x− λ), λ ∈ C− {0, 1}.

Esta es llamada una forma de Legendre de una curva eĺıptica. Enton-
ces dos de tales curvas eĺıpticas E1 : y2 = x(x − 1)(x − λ1) y E2 : y2 =
x(x−1)(x−λ2) son isomorfas si y sólo si λ1 y λ2 son razones cruzadas equi-
valentes. Geométricamente λ1 y λ2 son equivalentes si y sólo si los triángulos
orientados 0, 1, λ1 y 0, 1, λ2 son similares.

Otra forma normal es obtenida al considerar el centroide C de los tres
puntos {z1, z2, z3} en el plano complejo y los tres puntos ei = zi − C, con
i = 1, 2, 3. Los puntos ei ahora tienen su centroide en 0, luego el polinomio
4(x−e1)(x−e2)(x−e3) tiene la forma 4x3−g2x−g3 para algunas constantes
complejas g2, g3. Por lo tanto la curva curva eĺıptica es isomorfa a la siguiente
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curva:

(24) E : y2 = 4x3 − g2x− g3, ∆ = g3
2 − 27g2

3 6= 0,

donde ∆ = g3
2−27g2

3 es el discriminante del polinomio cúbico. Recuerde que
∆ 6= 0 si y sólo si el polinomio cúbico tiene distintas ráıces. La curva (24)
es llamada una forma normal de Weierstrass.

Por la interpretación geométrica que hemos comentado, podemos pensar
a esta forma normal como conjuntos de tres puntos en C con centroide en
0. Como sabemos, el centroide de tres puntos puede encontrarse geométri-
camente como la intersección de las tres medianas.

Puesto que las transformaciones afines preservan centroides, y dado que
el centroide es 0, se sigue que dos curvas eĺıpticas en la forma normal de
Weierstrass son isomorfas si y sólo si las ráıces de los polinomios cúbicos que
las definen difieren por un factor constante complejo. Calculando coeficientes
se sigue que dos curvas eĺıpticas y2 = 4x3 − g2x− g3 y y2 = 4x3 − g′2x− g′3
son conformemente equivalentes si y sólo si existe una constante α tal que
g2 = α2g′2 y g3 = α3g′3.

2.3.1. Algunos ejemplos. Para ilustrar la construcción anterior damos
un par de ejemplos. Primero calcularemos la forma normal de Weierstrass y
de Legendre de la cúbica de Fermat sin usar cambios de variables:

Ejemplo 28. La cúbica de Fermat es una curva eĺıptica dada por la ecuación
x3 +y3 = 1. Podemos verificar que la función meromorfa x+y es de grado 2
con valores cŕıticos en 0 y las ráıces cúbicas de 4. Si componemos esta función
con la transformación 1/z, obtenemos una función con valores cŕıticos en las
ráıces cúbicas de 1/4 y en ∞.

En este caso el centroide ya está en 0, por lo tanto una forma normal de
Weierstrass es y2 = 4x3 − 1.

Además, puesto que los valores cŕıticos en C forman un triángulo equi-
látero, el triángulo es similar al triángulo 0, 1,−ρ, donde ρ = exp(2πi/3).
Luego una forma normal de Legendre de la cúbica de Fermat es y2 = x(x−
1)(x+ ρ).

Para el siguiente ejemplo necesitamos hablar de curvas eĺıpticas dadas
por polinomios de grado 4. Dado un polinomio cuártico q(x) con coeficientes
complejos y sin ráıces múltiples, tenemos asociada una superficie de Riemann
E : y2 = q(x), la cual es de género 1 (vea [For81, 8.10]). Note que la
proyección en la primera coordenada es una función de grado 2 con valores
cŕıticos en las ráıces de q(x).

Observación 29. Note que por la fórmula de Plücker la curva cuártica de
género 1 E : y2 = p(x) no tiene cerradura proyectiva suave en CP2.



2.4. Las formas normales de Jacobi y de Edwards 19

Ejemplo 30. En [Ste17, §2.3.5] se considera la siguiente familia de curvas
algebraicas: F : xn + ym = 1 (n ≥ m ≥ 2). Los casos (4, 2), (3, 3) y (3, 2)
definen las siguientes curvas eĺıpticas:

x4 + y2 = 1, x3 + y3 = 1, x3 + y2 = 1.

Con nuestro método podemos ver fácilmente que las dos últimas son
isomorfas y que la primera no es isomorfa a ellas. Para esto considere la
proyección en la primera coordenada para la curva (4, 2), ésta ramifica en
las ráıces cuárticas de la unidad, por lo tanto su razón cruzada es real. El
segundo caso (3, 3) fue calculado en el ejemplo anterior, este corresponde a
un triángulo equilátero. En el tercer caso (3, 2) la proyección en la primera
coordenada ramifica sobre las ráıces cúbicas de la unidad e ∞, por lo tanto
también corresponde a un triángulo equilátero. Luego se sigue el resultado.

2.4. Las formas normales de Jacobi y de Edwards

Recordemos que cualquier conjunto de cuatro puntos en el eje real puede
mapearse por una función de Möbius a cuatro puntos simétricos con respecto
a 0 con la siguiente configuración {a,−1/a,−a, 1/a}, donde a ∈ R y a 6= 0.
Este hecho puede generalizarse a cualquier conjunto de cuatro puntos en el
plano complejo de la siguiente manera: observe que para cada a ∈ C − {0}
tal que a4 6= 1, la razón cruzada

ϕ(a) = χ

(
a,−1

a
,−a, 1

a

)
=

(
1− a2

1 + a2

)2

está bien definida, y como función de a es una función meromorfa en toda

la esfera de Riemann, por lo tanto toma todos los valores en Ĉ − {0, 1,∞}
cuando a4 6= 1 y a 6= 0. Esto prueba que todas las curvas eĺıpticas son
isomorfas a una curva eĺıptica en la siguiente forma normal:

(25) y2 = (x2 − a2)
(
a2x2 − 1

)
, con a4 6= 1 y a 6= 0.

La proyección en la primera coordenada es una función meromorfa de
grado 2 cuyos valores cŕıticos están en {a,−1/a,−a, 1/a}. Componiendo
dicha función con la transformación de Möbius µ(z) = z/a, obtenemos una
función meromorfa de grado dos sobre la curva (25) con valores cŕıticos en
{1,−1/a2,−1, 1/a2}. Por lo tanto, es isomorfa a la siguiente curva eĺıptica:

(26) y2 = (x2 − 1)
(
k2x2 − 1

)
, con k2 6= ±1 y k 6= 0,

donde k = a2. La ecuación (26) es llamada la forma normal de Jacobi. De
hecho esta curva eĺıptica es isomorfa a la siguiente forma normal definida
por Edwards en [Edw07]:

(27) x2 + y2 = a2 + a2x2y2, con a4 6= 1 y a 6= 0,
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Figura 7. Una configuración de puntos para la forma normal de Ed-
wards, correspondiente a la constante a = 1,34023 + 1,032i.

en este caso la proyección a la primera coordenada es de grado 2 con valores
cŕıticos igual a {a,−1/a,−a, 1/a} (vea la Figura 7).

Resumimos la discusión anterior en el siguiente teorema:

Teorema 31. Cualquier curva eĺıptica X es isomorfa a una curva eĺıptica
dada por una ecuación de la forma:

y2 = (x2 − a2)
(
a2x2 − 1

)
, con a4 6= 1 y a 6= 0,

la cual a su vez es isomorfa a la curva eĺıptica en la forma normal de Ed-
wards:

x2 + y2 = a2 + a2x2y2,

e isomorfa a la curva eĺıptica en la forma normal de Jacobi:

y2 = (x2 − 1)
(
k2x2 − 1

)
,

con k = a2.

Para una prueba alternativa de esta equivalencia consulte [Edw07].

2.5. El invariante J y la forma normal de Hesse

Decimos que λ y λ′ ∈ Ĉ − {0, 1,∞} son equivalentes si los conjuntos
{0, 1, λ,∞} y {0, 1, λ′,∞} son Möbius-equivalentes, esto ocurre si y sólo
si existe una transformación de Möbius µ que permuta {0, 1,∞} y satisface
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µ(λ) = λ′, es decir, son razones cruzadas equivalentes. Haciendo los cálculos,
obtenemos que los puntos equivalentes a λ son:

(28) λ,
1

λ
, λ− 1,

1

λ− 1
,

λ

λ− 1
,

λ− 1

λ
.

Definamos la función racional

(29) J(λ) =
(λ2 − λ+ 1)3

λ2(λ− 1)2
.

La función J es un mapeo de grado 6 llamado el invariante J , es un inva-
riante porque λ y λ′ representan a curvas eĺıpticas isomorfas en la forma de
Legendre si y sólo si J(λ) = J(λ′) (nuestra definición de J es de acuerdo
a [Don11, §6.3.2], la definición vaŕıa de un autor a otro por alguna cons-
tante). Entonces, el invariante J es una función bien definida en M (vistas
como cuatro puntos en la esfera de Riemann, módulo transformaciones de
Möbius), el valor de J en un conjunto de cuatro puntos {z1, z2, z3, z4} se
define como J(λ), donde λ es una razón cruzada de dichos puntos.

En (30) mostramos el diagrama de ramificación del invariante J (los
puntos en la parte inferior del diagrama son los valores cŕıticos de J y los
puntos de la parte superior son sus preimágenes respectivas, el peso de cada
flecha indica la multiplicidad de cada punto en la fibra):

(30) 0

2

��

1

2

��

∞
2

��

2

2

��

1
2

2
��

−1

2

��

−ρ

3

��

−ρ2

3

~~
∞ 33

4 0

donde ρ es la ráız cúbica exp(2πi/3). Notemos que la cúbica de Fermat es
un punto cŕıtico de J , el cual corresponde a un triángulo equilátero. El inva-
riante J se factoriza como la siguiente composición de funciones racionales
(vea [Don11, p. 93]):

(31) Ĉ
ρz+ρ2

z+ρ2−−−−→ Ĉ
z3+ 1

z3−−−−→ Ĉ
− 33

z−2−−−→ Ĉ,

(la constante −33 en la última función de (31) difiere de la constante que
aparece en [Don11, p. 93], el cual parece contener un error).

Considere la curva eĺıptica en la forma

x3 + y3 + 1 = 3kxy, k ∈ C con k3 6= 1,

llamada la forma normal de Hesse. En el siguiente teorema daremos una
prueba alternativa de que cualquier curva eĺıptica es isomorfa (como su-
perficie de Riemann) a una en la forma normal de Hesse. Dicho resultado
aparece en un libro publicado por Heinrich Weber en 1898 (vea [Web98]).
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Como en el Ejemplo 28, tomemos la función x+y, este mapeo también es
un mapeo de grado 2 sobre la curva eĺıptica anterior, con valores cŕıticos el
conjunto de cuatro puntos formado por −k y las ráıces del polinomio cúbico

z3 − 3kz2 + 4

(este polinomio tiene discriminante ∆ = 4233(k3 − 1), entonces por nuestra
hipótesis no tiene ráıces múltiples). Luego, podemos aplicar el invariante
J a este conjunto de valores cŕıticos, obteniendo una función bien definida
ϕ : (Ĉ− {1, ρ, ρ2,∞})→ C que depende de k.

Teorema 32. Cualquier curva eĺıptica X es isomorfa a una curva eĺıptica
en la forma normal de Hesse:

(32) x3 + y3 + 1 = 3kxy, k ∈ C con k3 6= 1,

que a su vez es isomorfa a la curva eĺıptica en la siguiente forma:

(33) y2 = (x+ k)(x3 − 3kx2 + 4), k ∈ C con k3 6= 1.

Demostración. Basta probar que la función ϕ : (Ĉ − {1, ρ, ρ2,∞}) → C,
definida anteriormente, es sobreyectiva. Ya que si suponemos que esto es
cierto, dada una curva eĺıptica compleja X tomemos λ0 ∈ C−{0, 1} tal que
X es conformemente equivalente a la curva eĺıptica en la forma normal de
Legendre y2 = x(x− 1)(x− λ0), luego por nuestra suposición existe k0 ∈ C
con k3

0 6= 1, tal que ϕ(k0) = J(λ0), entonces λ0 es equivalente a una de
las razones cruzadas del conjunto de cuatro puntos formado por −k0 y las
ráıces de z3 − 3k0z

2 + 4. Luego, X es conformemente equivalente a la curva
eĺıptica x3 + y3 + z3 = 3k0xy, ya que sus conjuntos de 4 puntos asociados
tienen razones cruzadas equivalentes (vea Teorema 19).

En lo que sigue probaremos que la función ϕ es sobreyectiva, de hecho
que es una función racional: Puesto que las ráıces de un polinomio dependen
continuamente de los coeficientes, ϕ(k) es una función continua. Además, es
anaĺıtica en C−{0, 1, ρ, ρ2}, ya que podemos tomar localmente ramas de las
ecuaciones generales de tercer grado:
(34)

zν = k − ρνα− 1

ρν
k2

α
, ν = 1, 2, 3, donde α =

3

√
2− k3 + 2i

√
k3 − 1,

y sustituimos zν en la fórmula de la razón cruzada (23), con z4 = −k.

Vamos analizar que sucede en∞ y en las ráıces cúbicas de 1: si kn es una
sucesión tal que kn → ρν . Del hecho que las ráıces dependan continuamente
de los coeficientes se sigue que, para cada n podemos escoger un etiquetado
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Figura 8. Una configuración de puntos para la forma normal de Hesse,
correspondiente a k = −2,39882 + 1,27189i.

de las ráıces de z2−3knz
2 +4 tal que las razones cruzadas tienden a infinito,

entonces ϕ(kn)→∞.

Por otra parte, si kn → ∞, afirmamos que ϕ(kn) → ∞. Daremos un
bosquejo de la prueba: consideremos la ecuación (34), tenemos que α/k
tiende a −1,−ρ ó −ρ2, cuando k →∞, dependiendo de la elección de la rama
de la ráız cúbica en (34). Con esto podemos verificar que χ(z1, z2, z3,−k)
tiende a 0, 1 ó ∞, cuando k →∞, de acuerdo a la elección de la rama.

Entonces si para cada n tomamos k = kn en (34), se sigue que la sucesión
de razones cruzadas χ(z1, z2, z3,−kn) se acumulan en un subconjunto de
{0, 1,∞} cuando kn →∞. En cualquiera de los casos J tiende a ∞.

Por lo tanto, ϕ(k) es una función continua en la esfera de Riemann,
anaĺıtica fuera de un conjunto finito de puntos, luego por el teorema de
extensión de Riemann, tiene que ser holomorfa en toda la esfera de Riemann.
Por lo tanto es una función racional, cuyos polos están en ∞ y en las ráıces
cúbicas de 1. Esto concluye la prueba. �

Para una prueba desde otro punto de vista consulte [BM17], [Fri02] y
[Pop09]. De acuerdo a la fórmula obtenida por [Pop09] o en [BM17] la
función racional ϕ(k) debeŕıa de ser:

ϕ(k) =
27

4

(
k(k3 + 8)

4(k3 − 1)

)3

.





Caṕıtulo 3

Triangulaciones
equiláteras de
superficies y funciones
de Belyi

3.1. Introducción

Una función de Belyi f : X → Ĉ es por definición una función meromorfa
sobre una superficie de Riemann compacta X con tres valores cŕıticos, con-
tenidos en {0, 1,∞}. El dessin d’enfant de f es la gráfica Df = f−1([0, 1])
cuyos vértices están en las preimágenes de 0 y de 1. Decoraremos con el
śımbolo ◦ a las preimágenes de 0 y con el śımbolo • las preimágenes de 1.

El uso de las funciones de Belyi y de sus gráficas asociadas se remon-
tan a los trabajos de F. Klein [Kle79], en donde se utilizan para construir
cubrientes de la esfera de Riemann en śı misma con 11 hojas y grupo de
monodromı́a PSL(2, 11) (vea la Figura 9). Klein llamó a dichas gráficas Li-
nienzüge (poliĺıneas).

En 1956 A. Weil en su trabajo [Wei56] da un criterio, ahora conocido
como el Teorema de Rigidez de Weil, que nos dice que si una curva algebraica
admite una función de Belyi, entonces dicha curva está definida sobre Q, el
campo de los números algebraicos. Posteriormente, Belyi mostró en [Bel79]
con un argumento simple pero muy ingenioso que el rećıproco también es
cierto. Este último resultado en combinación con el resultado de Weil se
conoce como el Teorema de Belyi.

25
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Figura 9. Ejemplo de un Linienzüge de Klein.

Por otra parte, dada una gráfica bicoloreada D encajada en una super-
ficie compacta orientable X, existe una estructura compleja en X y una
función de Belyi f : X → Ĉ tal que D = Df (vea [GG12] §4.2.2). El dessin
D (o su función de Belyi fD) determina dos permutaciones σ0 y σ1 ∈ Sd,
donde d es el número de aristas de D, que generan un subgrupo transitivo (fi-
jando un etiquetado de las aristas del dessin). Dichas permutaciones generan
el grupo de monodromı́a de fD. Rećıprocamente, por teoŕıa de cubrientes,
dadas dos permutaciones σ0 y σ1 en Sd que generan un grupo transitivo,
existe un dessin cuyas permutaciones asociadas son σ0 y σ1. Esto tiene in-
teresantes consecuencias en uniformización, en [CIW94] prueban que una
superficie de Riemann es aritmética si y sólo si puede ser uniformizado por
un subgrupo de ı́ndice finito de un grupo triangular Γl,m,n, o equivalente-

mente X ∼= H/Γ donde Γ tiene ı́ndice finito en el subgrupo de congruencias
principales Γ(2) del grupo modular.

Desde los trabajos de Dyck [Dy88] y Hefter [Hef91], [Hef98] se co-
noćıan que los mapas (gráficas encajadas en una superficie tales que su com-
plemento es una unión ajena de discos topológicos abiertos) en superficies
compactas orientables corresponden a dichas permutaciones, satisfaciendo la
condición extra σ2

1 = 1. Entonces, mapas corresponden a subgrupos de ı́ndice
finito en grupos triangulares Γl,2,n; para mapas regulares, correspondientes
a subgrupos normales, esto estaba impĺıcito en Caṕıtulo 8 de [CM65], y la
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teoŕıa general fue desarrollada independientemente en los setenta por Mal-
goire, Vosin [MV77], Jones y Singerman [Sin76], [JS78].

A. Grothendieck [Grot97] fue el primero que se dio cuenta que el teo-
rema de Weil nos daba un funtor entre mapas, v́ıa permutaciones, grupos
triangulares y cubiertas ramificadas, a curvas definidas sobre Q, y que el
teorema de Belyi nos permite invertir este funtor. Por lo tanto, tenemos
una correspondencia entre objetos puramente topológicos (el término des-
sins d’enfants para dichas gráficas lo acuñó Grothendieck para enfatizar que
son objetos con una estructura muy simple) y curvas definidas sobre Q que
son extremadamente ŕıgidas. Esta correspondencia le permitió representar
al grupo absoluto de Galois como una acción en gráficas en superficies. Es-
te descubrimiento le causó un tremendo impacto según podemos leer en la
siguiente traducción de un extracto de [Grot97]:

..Este descubrimiento, que es tecnicamente tan simple, me
causó una impresión muy fuerte, y representa un cambio
decisivo en el curso de mis reflexiones, un cambio en parti-
cular de mi centro de interés en matemáticas, que de repente
se encontró fuertemente enfocado. No recuerdo que un echo
matemático me hubiese impactado tan fuerte como este..

Vea [JS96] para una exposición más detallada del contexto histórico
explicado en los párrafos anteriores.

El teorema de Belyi ha tenido otras aplicaciones muy interesantes, por
ejemplo, Noam D. Elkies probó en [El91], v́ıa funciones de Belyi, que la
conjetura ABC implica el teorema de Mordell. Para otras aplicaciones vea
[SL97a] y [SL97b]. En [Sin01] se explican algunas implicaciones de las fun-
ciones de Belyi en teoŕıa de superficies de Riemann. Vea [JW16] y [GG12]
para una exposición general sobre la teoŕıa de los dessins d’enfants y funcio-
nes de Belyi.

Por otra parte, en otro contexto geométrico, Voevodsky y Shabat mos-
traron en [VS89] con el Teorema de Belyi que una superficie de Riemann
compacta está definida sobre Q si y sólo si es conformemente equivalente a
una superficie de Riemann dada por una triangulación equilátera (equiva-
lentemente, una triangulación equilátera decorada).

Entonces una superficie de Riemann aritmética puede verse desde varios
puntos de vista, en [SV90] se exponen con detalle dichos enfoques. En ge-
neral una curva algebraica puede estudiarse desde varios aspectos, citando
a Mumford [Mum75] tenemos 5 formas de definir una curva algebraica:

1. Escribiendo una ecuación.

2. Definiendo los generadores de los grupos fuchsianos que la uniformi-
zan.
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3. Especificando un punto en el móduli.

4. Introduciendo una métrica.

5. Definiendo su jacobiana.

En el caso de las superficies aritméticas tenemos un punto más, que es
dando el dessin d’enfant (o las dos permutaciones σ0 y σ1 ∈ Sd ). Pasar
de un punto a otro no siempre es un proceso fácil, particularmente, en-
contrar la ecuación dado el dessin es un problema abierto. Motivados por
este problema estudiamos algunas propiedades de las superficies triangula-
das decoradas (determinados por un dessin d’enfant) para tratar de decir
algo sobre su campo de definición, sin embargo este es un problema muy
dif́ıcil. Este trabajo está en progreso y en este caṕıtulo exponemos algunas
observaciones, construcciones y preguntas que hemos hecho en torno a este
tema. El contenido de este caṕıtulo está basado en [JV20], el cual es un
trabajo conjunto con mi asesor A. Verjovsky. A continuación resumimos los
resultados principales de este trabajo.

Considere a ∆ el triángulo equilátero con vértices en 0, 1, ω, con ω =
2πi/6. Denotemos por 2∆ al doble de dicho triángulo. Naturalmente 2∆ tie-
ne una estructura equilátera, además si decoremos los vértices 0, 1, ω en 2∆
con los śımbolos ◦, •, ∗, respectivamente, obtenemos una estructura equiláte-
ra decorada. Mediante el mapeo de Schwarz-Christoffel podemos dar un
biholomorfismo Ψ: Ĉ→ 2∆ de la esfera de Riemann Ĉ a 2∆ tal que Ψ man-
da al semiplano superior a ∆ y semiplano inferior a su reflejado, además
manda a 0, 1 e ∞ en 0, 1 y ω, respectivamente. Supondremos que la esfera
de Riemann tiene la estructura equilátera inducida por Ψ. Entonces, dada
una función de Belyi f : X → Ĉ podemos jalar la estructura equilátera de
Ĉ mediante f , obteniendo una triangulación equilátera decorada en X.

En §3.3 definimos una noción de suma conexa de dos funciones de Bel-
yi. Dadas dos funciones de Belyi f1 : X1 → Ĉ y f2 : X2 → Ĉ elegimos un
triángulo negro T+

1 en X1 y uno blanco T−2 en X2, definamos la suma conexa

f1
T+

1

#
T−2

f2 : X1
T+

1

#
T−2

X2 → Ĉ a lo largo de dichos triángulos como sigue:

(35) f1
T+

1

#
T−2

f2(x) =

{
f1(x), x ∈ X1 − intT+

1

f2(x), x ∈ X2 − intT−2 ,

esta aplicación resulta una función de Belyi sobre la suma conexa de las
dos superficies X1

T+
1

#
T−2

X2. En §3.3.2 calculamos la monodromı́a de esta

función. Además, en Ejemplo 73 mostramos que la suma conexa depende de
los triángulos elegidos. Sin embargo, cuando las dos funciones son cubrientes
normales (de Galois) la suma conexa es idependiente de los triángulos, vea
Proposición 76.
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Analizamos varios ejemplos de sumas conexas entre algunas familias de
funciones de Belyi sobre la esfera de Riemann. Una de estas familias son los
polinomios de Tchebychev definidos por la siguiente fórmula recursiva: (i)
para n = 0, T0(x) = 1; para n ≥ 1

Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x).

Eligiendo unos triángulos adecuados, damos unas identidades para las
sumas conexas de dichos polinomios, vea (46) y (45). Al final de la sección en
§3.3.8 damos algunas observaciones y preguntas entre la relación de sumas
conexas con Flips y refinamientos elementales de triangulaciones.

En §3.4 estudiamos a las curvas eĺıpticas que admiten una descomposi-
ción hexagonal con vértices de valencia 3. Damos la siguiente caracterización,
usando dessins d’enfants:

Teorema 33. Sea τ ∈ H, entonces X1,τ admite una estructura plana sin
puntos cónicos dada por una unión finita de hexágonos regulares con cada
vértice de valencia 3 si y sólo si existe γ ∈ PSL(2,Q) tal que τ = γ(ω), con
ω = exp(2πi/6).

En §3.5 damos algunas observaciones sobre longitudes de geodésicas en
superficies trianguladas decoradas, nuestra principal motivación fue ver si es
posible obtener información del campo de definición de la superficie de Belyi
analizando el espectro geodésico, sin embargo, el Corolario 35 nos indica que
no podemos extraer esta información tan directamente como pensábamos.
A lo largo de nuestra discusión fijamos, para nuestros cálculos, el punto
1/2 como punto base para el grupo fundamental de 2∆− {0, 1, ω}, pero los
cálculos son análogos si cambiamos de punto base (usualmente se toma el

punto 1/2 como punto base del grupo fundamental de Ĉ − {0, 1,∞} para
calcular la monodromı́a de una función de Belyi, por eso elegimos dicho
punto en 2∆, pero no es un punto distinguido). Si f : X → 2∆ ∼= Ĉ es un
mapeo de Belyi y γ ∈ π1(2∆ − {0, 1, ω,∞}, 1/2), denotaremos por σγ la
permutación en la fibra f−1(1/2) obtenida de los levatamientos de γ. En
esta sección probamos el siguiente teorema:

Teorema 34. Sea X una superficie de Riemann dada por una triangulación
equilátera decorada y f : X → 2∆ su función de Belyi. Fijemos un etiquetado
de las aristas del dessin de f , con śımbolos a1, . . . , ad donde d = deg f .

Sea ω0 = m+ nω, con (m,n) = 1 y n impar. Sea γ la geodésica cerrada
en 2∆ basada en 1/2 definida por una recta `(t) = 1/2 + tω0, y ai una
arista del dessin de f con punto medio pi ∈ f−1(1/2). Si τi es el ciclo que
contiene a i en la descomposición ćıclica de σγ ∈ Sym(f−1(1/2)) ∼= Sd (el
isomorfismo está dado por el etiquetado), entonces el desarrollo de `(t) en
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X basado en pi se puede expresar como:

γ̃ = γ̃pi · γ̃σγ(pi) · · · γ̃σr−1
γ (pi)

(módulo una reparametrización), donde r es igual a ord τi, es decir la lon-
gitud del ciclo τi.

El teorema anterior nos permite dar el siguiente corolario, que nos da
una fórmula para calcular las longitudes de geodésicas en la superficie trian-
gulada decorada en términos de la monodromı́a de la función de Belyi, o
equivalentemente, en términos de las permutaciones asociadas.

Corolario 35. Suponga que tenemos las hipótesis del Teorema 34. Sea γ
una geodésica cerrada en 2∆ dada por la parametrización `(t) = 1/2 + tω0.
Si ai es una arista del dessin de X y Ψ es el desarrollo de ` con respecto
a pi, entonces la geodésica γ̃ = Ψ(`) es suave, cerrada y tiene longitud
long γ̃ = ordσai long γ, donde σai es el ciclo de σγ que contiene a ai. Por lo
tanto

long γ̃ =

{
ordσai |ω0|, ω0 ∈ Hex

3 ordσai |ω0|, ω0 /∈ Hex

donde σai es el ciclo de σγ que contiene a ai.

En §3.5.4 damos un algoritmo para calcular la factorización de una
geodésica cerrada primitiva en 2∆ basada en 1/2, dado su vector dirección.
En la Tabla 2 mostramos varios ejemplos expĺıcitos. El cálculo de las per-
mutaciones lo hicimos con el paquete Sympy (https://www.sympy.org/en/
index.html). En el Ejemplo 108 mostramos algunos cálculos de longitudes
de geodésicas para ilustrar el funcionamiento del algoritmo.

En el proceso de revisión de este trabajo agregamos la Sección A en
donde discutimos la relación que existe entre nuestro trabajo y las superficies
de traslación.

Finalmente, en la última parte de este caṕıtulo estudiamos superficies
trianguladas decoradas con triángulos hiperbólicos. Observamos que la su-
perficie se puede desenvolver en el plano hiperbólico a un poĺıgono que llama-
mos una cáscara hiperbólica de la superficie. Aplicamos nuestra construcción
a curvas eĺıpticas aritméticas para encontrar su módulo τ ∈ H (vea Corola-
rio 131). Dicho resultado nos da un método teórico para la uniformización,
pero aún estamos buscando un método práctico que nos permita calcularlo
expĺıcitamente.

Otro de nuestros sueños es caracterizar a los dessins d’enfants de género
1 que representen a una curva eĺıptica definida sobre Q, y luego a las modu-
lares, para ver si se puede abordar el Teorema de Shimura-Taniyama desde
el punto de vista de los dessins d’enfants.

https://www.sympy.org/en/index.html
https://www.sympy.org/en/index.html
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Figura 10. Esfera formada por dos triángulos equiláteros.

3.2. Estructuras equiláteras en superficies

3.2.1. Triangulación equilátera canónica de la esfera de Riemann.
Consideremos el triángulo equilátero ∆ con vértices en 0, 1, ω, donde ω =
exp(2πi/6). Denote por ∆̄ el triángulo que es la reflexión de ∆ con respecto
al eje real (vea la Figura 10). Si identificamos las fronteras de ∆ y ∆̄ por
medio del mapeo conjugación z 7→ z̄, obtenemos una superficie compacta de
género 0 con una triangulación formada por dos triángulos. Tal superficie,
homeomorfa a la esfera, tiene una estructura compleja natural la cual, en el
complemento de los vértices, está dada por cartas cuyos cambios de coorde-
nadas son isometŕıas euclidianas que preservan orientación. En este trabajo
denotaremos por 2∆ a esta superficie.

Por el teorema de uniformización (o el teorema de Riemann-Roch) cual-
quier superficie de Riemann de género 0 es conformemente equivalente a la
esfera de Riemann, vea [Mir95] Prop. 1.7 (para el teorema de uniformiza-
ción vea [For81] §3.27). De hecho, la superficie de Riemann 2∆ definida en el
párrafo anterior se puede uniformizar expĺıcitamente como sigue: considere
el mapeo de Schwarz-Christoffel ϕ : H̄→ ∆ definido por la fórmula

ϕ(z) = C

∫ z

0

dw

w2/3(w − 1)2/3
,

donde C es una constante compleja adecuada. La función ϕ es un homeo-
morfismo que mapea conformemente el semiplano superior H al interior de
∆, y mapea los puntos 0, 1,∞ a 0, 1, ω, respectivamente.
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Figura 11. Mapeo de Schwarz-Christoffel y su reflexión.

Sea Ω la región H+ ∪ H− ∪ [0, 1], y definamos la aplicación Φ: Ω →
Int(∆ ∪ ∆̄) como sigue

Φ(z) =

{
ϕ(z), z ∈ H+ ∪ [0, 1],

ϕ(z̄), z ∈ H− ∪ [0, 1].

El Principio de Reflexión de Schwarz implica que Φ es conforme en Ω.
Además, Φ induce un homeomorfismo de la esfera de Riemann Ĉ a la su-
perficie cociente. Por abuso de notación denotaremos esta función también
por Φ.

Aplicando el Principio de Reflexión de Schwarz a Φ en coordenadas
locales podemos verificar que Φ es holomorfa en Ĉ−{0, 1,∞}. Por el teorema
de extensión de Riemann este mapeo se extiende a toda la esfera de Riemann.

Observación 36. La métrica plana de los triángulos ∆ y ∆̄ induce una
métrica plana singular en 2∆, y los dos triángulos forman una triangulación
equilátera de tal superficie. Los vértices son singularidades cónicas. Luego,
mediante Φ, podemos jalar la métrica riemanniana plana singular a Ĉ −
{0, 1,∞}. Con esta métrica el semiplano superior y el inferior con puntos
marcados 0, 1,∞ son isométricos a triángulos equiláteros.

3.2.2. Triangulaciones euclidianas y equiláteras en superficies.

Definición 37. (Triangulación euclidiana) Sea X una superficie compacta
orientada. Una triangulación euclidiana en X está dada por un conjunto de
homeomorfismos ϕi : ∆i → Ti, donde ∆i son triángulos euclidianos, con la
condición extra que si Ti y Tj comparten una arista a, las métricas en a
inducidas por ϕi y ϕj coinciden. Si todos los triángulos ∆i son equiláteros,
la triangulación euclidiana es llamada triangulación equilátera.
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A las triangulaciones euclidianas (respectivamente equiláteras) también
serán llamadas estructuras euclidianas (respectivamente equiláteras) sobre
la superficie.

Observación 38. Permitiremos que los triángulos de nuestra triangulación
compartan más de una arista.

Observación 39. (a) Si a es una arista común de Ti y Tj , entonces ϕi : ∆i →
Ti y ϕj : ∆j → Tj inducen la misma métrica en a si y sólo si ϕ−1

i (a) y ϕ−1
j (a)

tienen la misma longitud y las coordenadas baricéntricas en a, inducidas por
ϕi y ϕj , son las mismas.

(b) En una triangulación equilátera todas las aristas tienen la misma longi-
tud.

Sea ϕ : ∆i → Ti es un elemento de la triangulación de la superficie X.
Supongamos que ∆i tiene vértices en Pi0, Pi1 y Pi2; dado que ∆i es convexo,
un punto x ∈ ∆ se puede expresar como x = µ1Pi1 + µ2Pi2 + µ3Pi3, con
µi ≥ 0 y µ1 +µ2 +µ3 = 1. Los números µ0, µ1, µ3 son llamados coordenadas
baricéntricas de x. Las coordenadas baricétricas de un punto P ∈ Ti (con
respecto a ϕi) serán por definición las coordenadas baricéntricas de ϕ−1

i (P ).

Proposición 40 ([Spr81], Thm. 5.7). Para una triangulación {ϕi : ∆i →
Ti} de X, es posible escoger un conjunto de mapeos ϕj tal que las coorde-
nadas baricéntricas de un punto P en cada arista son las mismas en ambos
triángulos que contienen a P .

Llamaremos a este conjunto de coordenadas baricéntricas (dados por el
conjunto {ϕj}) coordenadas normales (baricéntricas) de X.

En la siguiente proposición veremos que una triangulación con coorde-
nadas normales baricéntricas y coherentemente orientada induce una estruc-
tura compleja en X. En particular, esto nos da una estructura compleja en
una estructura equilátera.

Proposición 41 ([Spr81], Thm. 5.13). Una estructura euclidiana induce
una estructura compleja en X que la hace una superficie de Riemann. Por lo
tanto (por el teorema de Riemann-Roch) es una curva algebraica compleja.

Demostración. Las cartas para todos los puntos fuera de los vértices están
dadas de la siguiente manera:

(i) Puntos interiores. Denotemos por ψi a la inversa del homeomorfismo
ϕi : ∆i → Ti, el mapeo ψi : IntTi → Int ∆i es una carta para todos
los puntos en el interior de Ti.
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Figura 12. Isometŕıa µj .

(ii) Puntos en aristas. Supongamos que a es una arista común de los
triángulos Ti y Tj , sea R la reflexión con respecto a la arista ψi(a),
existe una isometŕıa euclidiana µj , que preserva orientación, que
manda ∆j en R(∆i) tal que µj ◦ ψj = ψi en a (vea la Figura 12).
Definamos el homeomorfismo Ψ: Ti ∪ Tj → ∆i ∪R(∆i) como

Ψ(x) =

{
ψi(x), x ∈ Ti
µj ◦ ψj(x), x ∈ Tj .

Tomamos como carta, para los puntos en el interior de la arista a,
el mapeo anterior restringido a Int(Ti ∪ Tj). Podemos verificar que
es compatible con las cartas definidas en (i).

Suponga que P es un vértice y que T1, . . . , Tn son los triángulos que
tienen a P como vértice común. Sabemos que Int(

⋃n
i=1 Ti)−{P} es conforme

a un disco perforado, entonces existe un mapeo conforme ϕ : (Int(
⋃n
i=1 Ti)−

{P})→ D−{0}, luego podemos aplicar el Teorema de Extensión de Riemann
para extender a ϕ de forma holomorfa a P . �

Para otra prueba mediante diferenciales cuadráticos vea [Troy07].

Observación 42. La estructura compleja no cambia si reescalamos los
triángulos equiláteros euclidianos. Aśı que podemos asumir en lo que sigue
que las aristas tienen longitud 1.

Definición 43 (Refinamientos elementales (starrings)). Sea X una super-
ficie con una triangulación euclidiana T = {ϕi : ∆i → Ti : i ∈ I} con v
vértices, a aristas y t triángulos. Sea P un punto en X que no sea un vérti-
ce, entonces
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Figura 13. Dos tipos de subdivisiones de un triángulo.

1. Si P es un punto que está en el interior de un triángulo Tk, subdi-
vidamos a ∆k uniendo al punto ϕ−1

k (P ) con los vértices de ∆k por
medio de segmentos de recta (vea la Figura 13 (a)). Denotamos a
dichos triángulos por ∆kµ, µ = 1, 2, 3. Defina ϕkµ : ∆kµ → ϕk(∆kµ)
como la restricción ϕkµ = ϕk|∆kµ

. Luego, tenemos una nueva trian-
gulación:

T ′ = (T − {ϕk}) ∪ {ϕkµ : µ = 1, 2, 3}.

2. Si P es un punto en el interior de una arista común de dos triángu-
los Tk y Tm, subdividimos a ∆k uniendo al punto ϕ−1

k (P ) con el
vértice opuesto a la arista en la que se encuentra (vea la Figura
13 (b)). Denotemos a dichos triángulos por ∆kν , ν = 1, 2. Defina
ϕkν : ∆kν → ϕk(∆kν) como la restricción ϕkν = ϕk|∆kν

. Después
hacemos una construcción análoga para Tm. Entonces, obtenemos la
siguiente triangulación:

T ′ = (T − {ϕk, ϕm}) ∪ {ϕkν , ϕm,ν : ν = 1, 2}.

La triangulación T ′ obtenida en cada uno de los casos es llamado un refina-
miento elemental de T . En ambos casos la triangulación tiene v+1 vértices,
a+ 3 aristas y t+ 2 triángulos.

Definición 44 (Subdivisión baricéntrica). Suponga que X es una super-
ficie con una triangulación euclidiana T = {ϕi : ∆i → Ti}. La subdivisión
baricéntrica de T es la triangulación euclidiana que se obtiene de subdividir
cada triángulo de T por sus medianas y agregando un vértice en su ba-
ricéntro y un vértice en cada punto medio de sus aristas. Esta subdivisión
puede expresarse como una combinación de refinamientos elementales en T ,
aplicada en los baricéntros y en los puntos medios de las aristas.
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Observación 45. Sea X es una superficie con una triangulación euclidiana
T . La subdivisión baricéntrica nos da otra triangulación euclidiana de X,
por lo tanto una estructura compleja. Podemos notar que esta estructura
compleja es compatible con la original, ya que las cartas son restricciones de
las cartas originales.

3.2.3. Funciones de Belyi. A continuación damos un repaso de fun-
ciones de Belyi y dessins d’enfant, dichos resultados pueden consultarse en
[GG12].

Sea X una superficie de Riemann compacta. Una función meromorfa
f : X → Ĉ con valores cŕıticos en {0, 1,∞} será llamada función de Belyi ;
si una superficie de Riemann compacta X tiene una función de Belyi f en
su campo de funciones meromorfas, esta superficie será llamada superficie
de Belyi o curva de Belyi, y (X, f) será llamada una pareja de Belyi.

Diremos que dos parejas de Belyi (X1, f1) y (X2, f2) son equivalentes
si son isomorfos como cubrientes ramificados holomorfos de la esfera de
Riemann, es decir, existe un biholomorfismo Φ: X1 → X2 tal que el siguiente
diagrama conmuta:

X1

f1 ��

Φ // X2

f2��
Ĉ

.

Decimos que una superficie de Riemann X está definida sobre un campo
K ⊂ C si existe un polinomio P (x, y) ∈ K[x, y] tal que X es conformemente

equivalente a la normalización (o desingularización) C̃ de la siguiente curva
algebraica af́ın:

C = {(x, y) ∈ C2 : P (x, y) = 0}.
(El concepto de normalización lo tomamos de acuerdo a [Gri89] Def. 3.1).

Denote por C∗ a la parte no singular de la curva C. La superficie de

Riemann compacta C̃ contiene una copia holomorfa de C∗ con complemento

finito. Se puede probar que C̃ es única salvo biholomorfismos.

En 1979 Belyi [Bel79] dio un criterio para saber cuándo una superficie
de Riemann compacta está definida sobre los números algebraicos:

Teorema 46 (Teorema de Belyi). Sea X una superficie de Riemann com-
pacta. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) X está definida sobre Q, el campo de los números algebraicos.

(ii) Existe una función meromorfa f : X → Ĉ, tal que sus valores cŕıticos
están en el conjunto {0, 1,∞}.
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Este teorema es la principal motivación de este trabajo. La prueba puede
consultarse en [Bel79], [GG12] o [JW16]. En las siguientes secciones de
este trabajo discutiremos varios ejemplos de funciones de Belyi.

Definición 47. Un dessin d’enfant, o simplemente dessin, es una pareja
(X,D) donde X es una superficie topológica compacta orientada, y D ⊂ X
es una gráfica finita tal que:

(i) D es conexa.

(ii) D es bicoloreada, i.e., los vértices están coloreados de blanco y ne-
gro de tal forma que dos vértices conectados por una arista tienen
diferente color.

(iii) X −D es una unión finita de discos topológicos llamados caras.

Dos dessins (X1,D1), (X2,D2) se consideran equivalentes si existe un
homeomorfismo que preserva orientación h : X1 → X2 tal que h(D1) = D2

y tal que la restricción de h en D1 induce un isomorfismo entre las gráficas
D1 y D2, que preserva la coloración de los vértices.

Definición 48. Dado un dessin d’enfant D en una superficie X con d aris-
tas, asociamos un par de permutaciones (σ0, σ1) en Sd (el grupo simétrico
de grado d), de la siguiente forma: primero damos un etiquetado en las aris-
tas del dessin; dibujamos un disco (topológico) pequeño alrededor de cada
vértice blanco y tomamos σ0(i) = j si j es la arista consecutiva a i, bajo
una rotación positiva.

Análogamente, definimos σ1 con la misma construcción pero usando los
vértices negros.

Dicha construcción aparece explicada en [GG12] §4.4.1.

Observación 49. Dado un dessin (X,D) con par (σ0, σ1), los ciclos de σ0

están en correspondencia uno a uno con vértices blancos de D, la longitud
de cada ciclo es el grado (valencia) del vértice. Lo mismo se cumple para
con σ1 con respecto a los vértices negros.

Los ciclos de σ1σ0 están en correspondencia uno a uno con las caras de
D (los discos del complemento del dessin).

Proposición 50 ([GG12] Prop. 4.10 ). Sea g el género de X. Entonces se
cumple la siguiente fórmula

2− 2g = (#{ciclos de σ0}+ #{ciclos de σ1})−N + #{ciclos de σ1σ0}.

Proposición 51 ([GG12] Prop 4.13). Sea (σ0, σ1) dos permutaciones en
Sd tal que (σ0, σ1) es un grupo transitivo. Entonces existe un dessin d’enfant
(X,D) tal que su par de permutaciones es (σ0, σ1).
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La siguiente proposición nos dice cómo asociar un dessin d’enfant a una
función de Belyi.

Proposición 52 ([GG12] Prop 4.22). Suponga que (X, f) es una pareja de
Belyi, y considere Df = f−1([0, 1]) como una gráfica encajada y bicoloreada
en X, donde los vértices blancos (resp. negros) son los puntos de f−1(0)
(resp. f−1(1)). Entonces (X,Df ) es un dessin d’enfant.

Dado un dessin (X,D) podemos construir una triangulación T (D), la
cual describimos a continuación a grandes rasgos: primero agregamos un
vértice centro en cada cara de D, decoramos a dichos puntos por ∗; despues
para un centro ∗ en una cara del dessin, conectamos a ∗ con los vértices de
D por medio de curvas que no se autointersectan contenidas en dicha cara,
estas curvas serán las nuevas aristas. Vea [GG12] §4.2.1 para los detalles de
dicha construcción.

La triangulación T (D) satisface las siguientes propiedades ([GG12] Sum-
mary 4.15):

(i) Cada triángulo contiene un vértice de tipo ◦, • y ∗.
(ii) Cada arista j pertenece a dos triángulos T+

j y T−j (un triángulo es

denotado por T+
j si la terna (◦, •, ∗) induce una orientación positiva

en la frontera del triángulo, y es denotado por T−j en otro caso.

Cuando j pertenece a una única cara de D, entonces T+
j y T−j

pertencen a la misma cara de D. Por otra parte, si dos caras tocan
a j entonces uno de ellos contiene a T+

j y la otra contiene a T−j .

(iii) Dos triangulos adyacentes son de diferente tipo (+ o −).

(iv) Cada cara de D se descompone en una unión de un número par de
triángulos, una mitad de cada tipo.

Partiendo de una triangulación T (D) del dessin, podemos construir un

mapeo continuo (vea [GG12] §4.2.2) fT (D) : X → Ĉ tal que: (i) el mapeo
es un homeomorfismo que preserva orientación en cada triángulo de T (D),
mapea T+

j al semiplano superior, y T−j al semiplano inferior, (ii) manda

la frontera de un triángulo al eje real, y (iii) mapea los vértices ◦, •, ∗ en
0, 1,∞, respectivamente.

La restricción fT (D) : (X∗ = (X − f−1
T (D){0, 1,∞})) → (Ĉ − {0, 1,∞})

resulta un mapeo cubriente. Esto nos permite dar a X∗ la única estructu-
ra compleja que hace a a fT (D) un mapeo holomorfo. Después, podemos
extender esta estructura compleja a todo X, denotaremos a dicha super-
ficie de Riemann por XD. Entonces, obtenemos una función meromorfa
fT (D) : XD → Ĉ. Dicha función cumple las siguientes propiedades ([GG12]
Summ. 4.16):
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(i) fT (D) ramifica solamente en los vértices de T (D) (es decir, en los
puntos ◦, •, ∗).

(ii) En particular, fT (D) no tiene otros valores cŕıticos que 0, 1,∞. Por
lo tanto fT (D) es una función de Belyi.

(iii) deg(fT (D)) coincide con el número de aristas de D, como podemos
ver al contar el número de preimágenes de 1/2.

(iv) La multiplicidad de fT (D) en el vértice v de D es la mitad de número
de triángulos que lo circundan.

(v) Por construcción f−1
T (D)([0, 1]) = D.

Se puede probar que si tomamos otra triangulación L(D) entonces las
parejas de Belyi (XD, fT (D)) y (XD, fL(D)) son equivalentes.

Por lo tanto escribiremos (XD, fD) en lugar de (XD, fT (D)).

Entonces tenemos el siguiente resultado:

Proposición 53. Suponga que (X,D) es un dessin, entonces existe una
estructura compleja en X que la convierte en una superficie de Riemann
XD y una función de Belyi fD : XD → Ĉ que realiza el dessin.

Además, la pareja de Belyi (XD, fD) es única, salvo equivalencia de cu-
brientes ramificados.

En la siguiente sección describimos con más detalle la construcción de
f : XT (D)→ Ĉ cuando T (D) sea una triangulación equilátera decorada, esto
lo definiremos en la siguiente sección.

El siguiente teorema nos dice que las correspondencias mencionadas an-
teriormente, vistas en el conjunto de clases de equivalencias, son inversas:

Proposición 54 ([GG12] Thm. 4.25). La correspondencia

(X, f) 7−→ (X,Df )

induce una correspondencia uno a uno entre el conjunto de clases de equiva-
lencia de dessins d’enfant y el conjunto de clases de equivalencias de parejas
de Belyi. Además, la aplicación inversa está inducida por la correspondencia

(X,D) 7−→ (XD, fD).

3.2.4. Monodromı́a de una función de Belyi. Consideremos una fun-
ción de Belyi f : X → Ĉ de grado d. En este caso se puede describir la mo-
nodromı́a de una forma muy simple. En este caso π1(Ĉ− {0, 1,∞}, 1/2) es
un grupo libre de rango 2 (vea [GG12] Thm. 2.34) generados por dos lazos
γ0 y γ1 son lazos alrededor de 0 y 1 con ı́ndice (winding number) 1 alrededor
de 0 y 1 (respectivamente).
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Dado γ ∈ π1(2∆ − {0, 1,∞}, 1/2) tenemos asociada la permutación
σγ : f−1(1/2)→ f−1(1/2) definido como:

(36) σγ(x̃) = γ̃(1)

donde γ̃ es un levantamiento de γ basado en x̃. Si fijamos un etiquetado de
la fibra podemos pensar a σγ como un elemento en Sd (el grupo simétrico
de grado d), con d = deg f .

El homomorfismo µ : π1(2∆ − {0, 1, ω}, 1/2) → Sd definido por µ(γ) =
σγ−1 es un homomorfismo de grupos conocido como la monodromı́a de f y
su imagen es llamado el grupo de monodromı́a de f .

Observación 55. (Ver [GG12] §4.3.1) Como γ0 y γ1 generan a π1(Ĉ −
{0, 1,∞}, 1/2) la monodromı́a de f queda determinado por las dos permu-
taciones µ(γ0) = σ−1

γ0
y µ(γ1) = σ−1

γ1
.

Note que si (σ0, σ1) es la pareja de permutaciones de Df entonces σγ0 =
σ0. Esto es porque si xj es el punto en f−1(1/2) que está sobre la arista j
de Df entonces el levantamiento de γ0 con punto inicial xj termina en xσ(j)

ya que f es de la forma z 7→ zn en una vecindad de un punto en f−1(0) (un
vértice blanco de D). Un argumento similar muestra que σγ1 = σ1.

Entonces tenemos la siguiente proposición.

Proposición 56 ([GG12] Prop. 4.29). La pareja de permutaciones asocia-
da a un dessin y la pareja de permutaciones asociada a su correspondiente
función de Belyi, están determinados una a la otra.

Observación 57. De lo anterior tenemos que si x1, . . . , xk son los puntos
en la fibra f−1(0) tal que f tiene multiplicidad mi en xi, entonces σ0 se
factoriza en ciclos disjuntos como

σ0 = σx1 · · ·σxk
donde σxi es un ciclo de longitud mi que corresponde a la permutación ćıclica
alrededor del vértice xi. Lo mismo se cumple si en lo anterior reemplazamos
f−1(0) por f−1(1) y σ0 por σ1.

Resumimos las correspondencias comentadas en el siguiente teorema:

Teorema 58. Tenemos una correspondencia uno a uno entre los siguientes
conjuntos:

(i) Parejas de Belyi (X, f), módulo equivalencia de cubrientes ramifi-
cados.

(ii) Dessins (X,D), módulo equivalencia.

(iii) Parejas de permutaciones (σ0, σ1) tales que 〈σ0, σ1〉 es un subgrupo
transitivo de Sd, módulo conjugación.
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Figura 14. Piezas de construcción.

3.2.5. Función de Belyi de una triangulación equilátera decorada.
Supongamos que X es una superficie compacta orientada con una triangu-
lación equilátera ∆ = {ϕi : ∆i → Ti}, dotada con su estructura compleja y
su métrica riemanniana (fuera de los vértices) que hace a todos sus triángu-
los equiláteros. De hecho, podemos incluir a los vértices obteniendo una
métrica euclidiana singular. Las singularidades serán los vértices que tienen
vecindades isométricas a conos planos sobre un ćırculo.

Supongamos también que los vértices de la triangulación están decorados
con los śımbolos ◦, • y ∗, de tal forma que dos vértices adyacentes no tienen
la misma decoración.

Dicha decoración nos permite asignar una coloración a los triángulos de
la siguiente manera: primero, recuerde que una región de Jordan tiene dos
orientaciones, una positiva que coincide con la de X y negativa en otro caso.
Esto induce también una orientación en la frontera, que es una curva de Jor-
dan, la cual a su vez queda determinada por una terna ordenada de puntos.
Por lo tanto, la orientación de una región de Jordan queda determinada por
una terna ordenada de puntos en la frontera.

Por hipótesis los vértices de cada triángulo de la triangulación están
decorados con los tres śımbolos diferentes, entonces las ternas (◦, •, ∗) y
(◦, ∗, •) determinan una orientación en cada triángulo. Entonces, pintamos
a los triángulos de negro aquellos que resultan orientados positivamente con
dicha terna, y de blanco a los que resultan orientados negativamente.

Por lo tanto tales superficies se obtienen pegando las aristas de un núme-
ro finito de triángulos equiláteros como en la Figura 14, con isometŕıas que
respetan la decoración de los vértices.
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Observación 59. (i) Para cada par de triángulos adyacentes Ti y Tj con
una arista a en común, existe una reflexión Ra : Ti ∪ Tj → Ti ∪ Tj , que in-
tercambia Ti con Tj , es decir, Ra es una isometŕıa que invierte orientación
y que fija a puntualmente a la arista a.

(ii) Sea Ti un triángulo negro y un homeomorfismo φi : Ti → H+
que preserva

fronteras, que es conforme en el interior y que manda los vértices ◦, •, ∗ en
0, 1,∞, respectivamente.

Si Tj es un triángulo blanco adyacente a Ti con arista en común a,

podemos extender continuamente φi a una función Φ: Ti ∪ Tj → Ĉ, la cual

está definida en Tj por Φ(x) = φi ◦Ra(x). Por el principio de Reflexión de
Schwarz esta función es holomorfa en el interior de Ti ∪ Tj . Notemos que Φ
es un homeomorfismo cuando lo restringimos a Tj y respeta las decoraciones
de sus vértices (◦ son ceros, • si están en la preimagen de 1 y ∗ son polos).

Análogamente podemos extender cualquier homeomorfismo φj : Tj → H−,
definido sobre un triángulo blanco, a uno negro que es adyacente a él.

Observación 60. Consideremos el biholomorfismo Φ: Ĉ→ 2∆ descrito en
§3.2.1, definamos la estructura equilátera decorada en la esfera de Riemann
Ĉ jalando la estructura equilátera de 2∆ mediante Φ. Entonces, dada una
función de Belyi f : X → Ĉ, podemos jalar la estructura equilátera decorada
de Ĉ, para inducir una estructura equilátera decorada en X, la cual llama-
remos la triangulación equilátera decorada inducida por f . Con la métrica
inducida las aristas del dessin d’enfant de f tendrán longitud 1. A lo largo de
este trabajo identificaremos a Ĉ con 2∆ mediante Φ, entonces a veces escri-
biremos f : X → 2∆ para denotar una función de Belyi sobre una superficie
de Riemann X.

Rećıprocamente, veremos a continuación la construcción de una función
de Belyi de una superficie con una triangulación equilátera. Dicha construc-
ción aparece en [Bos92], [SV90],[VS89].

Teorema 61. Sea X es una superficie de Riemann compacta dada por una
triangulación equilátera decorada. Existe una función de Belyi f : X → Ĉ
cuya triangulación decorada coincide con la original.

Demostración. Primero escogemos un triángulo negro Ti y un homeomor-

fismo φi : Ti → H+
que satisface las hipótesis de la Observación 59 (ii).

Extendemos la función φi al triángulo adyacente a Ti que comparte su vérti-
ce blanco, gracias al principio de reflexión descrito en la Observación 59 (i).
Continuamos el proceso al otro triángulo adyacente, hasta agotar todos los
triángulos de la vecindad del vértice blanco en común (vea la Figura 15). La
función obtenida por este proceso será denotada por f .
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Figura 15. Extensión f en una vecindad del vértice blanco de Ti = Ti1.

La aplicación f está bien definida y es holomorfa en el interior de Ti1 ∪
. . . ∪ Tin. También está bien definida en la arista an del triángulo Ti1 = Ti
con vértices ◦ y •. Si x ∈ an, f(x) = φi ◦ Ra1 ◦ · · · ◦ Ran−1(x) = φi(x).
La función φi se extiende continuamente a la vecindad del vértice blanco
Ti1 ∪ · · · ∪ Tin, y la extensión es holomorfa en el interior de cada triángulo.
Por construcción f es conforme en el interior de cada triángulo.

Análogamente, hacemos la extensión alrededor del vértice negro de Ti
y del vértice ∗. Continuamos este proceso a los demás triángulos que son
adyacentes a aquellos en donde f ya ha sido definida, hasta agotar todos los
triángulos de la estructura euclidiana decorada, obteniendo aśı una función
meromorfa f : X → Ĉ con valores cŕıticos en {0, 1,∞}. Por construcción
las preimágenes de 0, 1,∞ están decoradas con ◦, •, ∗, respectivamente. Los
triángulos negros corresponden a las preimágenes del semiplano superior y
los blancos a las preimágenes del semiplano inferior. El 1-esqueleto de la
triangulación corresponde a la preimagen de R̄ = R ∪ {∞}. �

3.2.6. Función de Belyi de una triangulación simétrica decorada.
Podemos notar que la prueba del Teorema 61 no necesita que los triángulos
sean equiláteros, basta que tengan una simetŕıa en cada arista como en la
Observación 59 (i) y que estén decoradas.

Definición 62. Diremos que una triangulaciones euclidiana es simétrica si
para cada par de triángulos adyacentes Ti y Tj con una arista a en común,
existe una reflexión Ra : Ti ∪ Tj → Ti ∪ Tj , que intercambia Ti con Tj , es
decir, Ra es una isometŕıa que invierte orientación y que fija a puntualmente
a la arista a.
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Si los vértices de la triangulación están decorados con ◦, •, ∗, entonces sus
triángulos se pueden colorear de blaco y negro como antes. A las triangula-
ciones simétricas que tienen dicha decoración en los vértices serán llamadas
triangulaciones simétricas decoradas.

Entonces, tenemos el siguiente resultado, cuya prueba es análoga al Teo-
rema 61.

Proposición 63. Si X es una superficie de Riemann compacta dada por
una triangulación simétrica decorada, entonces existe una función de Belyi
f : X → Ĉ que realiza la triangulación.

La noción de triangulación simétrica decorada la comentan los autores
de [CIW94] (en la introducción de §3), pero no la definen expĺıcitamen-
te, ellos prefieren definir la noción de triangulación con cubierta simétrica
(covered symmetric triangulation), la cual explicamos a continuación: sea Σ
una superficie de Riemann compacta dada por una triangulación (orientada)
T con 2N celdas abiertas T = T+

n (orientación positiva) y T−m (orientación
negativa) con n,m = 1, . . . , N homeomorfas a triángulos euclidianos (hay
que notar que en dicho trabajo los autores toman como convención que sus
triángulos son conjuntos abiertos). Sea Σ̃ una cubierta simplemente conexa
de Σ, posiblemente ramificada en los vértices de T . La triangulación se le-
vanta a una triangulación (generalmente infinita) T̃ en Σ̃ con celdas T̃ = T̃+

ν

y T̃−µ , ν, µ = 1, 2, . . .. Ellos llaman a estas celdas abiertas “triángulos”.

Definición 64. Decimos que (T , Σ̃) es una triangulación con cubierta simétri-
ca (covered symmetric triangulation) de Σ si satisface las siguientes propie-

dades: para cualquier elemento T̃ de T̃ existen tres reflexiones σj en los lados

ej , j = 1, 2, 3 de T̃ tal que:

a) las σj son homeomorfismos de Σ̃ en śı mismo, preservando la trian-

gulación formada por las T̃+
ν , T̃−µ ,

b) cada σj mapea T̃ a su vecino que comparte la arista ej con T̃ .
Además, σj |ej es la identidad y σ2

j = 1 para j = 1, 2, 3,

c) la acción de las σj en los triangulos cambia la orientación, i.e. para

cualquier T±ν y j existe una T̃∓µ tal que σj T̃
±
ν = T̃∓µ .

d) el cubriente ramificado ϕ : Σ̃→ Σ es holomorfa y las σj : Σ̃→ Σ̃ son
mapeos antiholomorfos.

Tenemos el siguiente teorema que es similar a la Proposición 63:

Proposición 65 ([CIW94] Prop. 3). Sea C una curva algebraica suave
definida sobre un campo numérico. Cualquier función de Belyi define una
triangulación con cubierta simétrica, y cualquier triangulación con cubierta
simétrica tiene una subtriangulación que proviene de una función de Belyi.
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Finalizamos esta discusión con el siguiente teorema, que es una conse-
cuencia del teorema de Belyi:

Teorema 66 ([CIW94] Thm. 2). Una curva algebraica proyectiva suave
sobre los números complejos está definida sobre un campo numérico si y
sólo si, como una superficie de Riemann compacta, tiene una triangulación
con cubierta simétrica.

A continuación veremos qué pasa con la estructura compleja en la subdi-
visión baricéntrica (vea la Definicion 44 y la Observación 45) si cambiamos
la métrica para que sus triángulos sean equiláteros.

Corolario 67. Suponga que X es una superficie de Riemann dada por una
estructura equilátera. Entonces dada la subdivisión baricéntrica de la trian-
gulación hay una métrica en X en la que todos los triángulos de la sub-
división son equiláteros y la estructura compleja inducida coincide con la
original.

Demostración. Por definición la estructura compleja dada por la subdivi-
sión baricéntrica, visto como estructura euclidiana, coincide con la estructura
compleja de X.

Decoremos a los vértices de la subdivisión de la siguiente forma: de color
negro a los vértices originales, de blanco a los puntos medios y de ∗ a los
baricentros. Entonces esta triangulación es simétrica y por lo tanto tenemos
una triangulación simétrica decorada. Por la Proposición 63 hay una función
de Belyi g : X → Ĉ que realiza la triangulación.

Si tomamos la estructura equilátera de la esfera de Riemann que cons-
truimos al inicio, podemos dar mediante g una métrica que convierte a todos
los triángulos de la subdivisión baricéntrica en equiláteros, la cual a su vez
induce otra estructura compleja en X, puesto que g es conforme en el interior
de cada triángulo, esta estructura compleja coincide con la original. �

Ejemplo 68 (El invariante j). Considere la siguiente función racional j : Ĉ→
Ĉ de grado 6:

(37) j(λ) =
4

27

(λ2 − λ+ 1)3

λ2(λ− 1)2
.

En este caṕıtulo llamaremos a esta función el invariante j, esperando no
causar confusión con la función J dada en (29). Las dos funciones están
relacionadas por la fórmula j(λ) = (4/27)J(λ).

La función j tiene 8 puntos cŕıticos, dos ceros de orden 3, tres pre-
imágenes de 1 con multiplicidad 2 y 3 polos dobles. Sus valores cŕıticos son
{0, 1,∞}, es decir, es una función de Belyi. Su dessin d’enfant está formado
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Figura 16. Dessin de j, donde ω = exp(2πi/6).

Figura 17. Triangulación equilátera de la esfera asociada a j. La figura
muestra un poĺıgono con lados identificados, la arista a se pega con a−1

con una isometŕıa que preserva la decoración de los vértices. Las otras
aristas de la frontera se pegan de forma análoga.

por dos segmentos de recta que conectan ω, 1/2 y ω−1, también por dos
arcos circulares de radio 1 centrados en 0 y en 1 (vea la Figura 16).

La función j induce, v́ıa pull-back, una métrica en la esfera de Riemann
que hace a todos los triángulos equiláteros. Esta triangulación equilátera
puede representarse como un pegado de triángulos equiláteros euclidianos
como se muestra en la Figura 17.
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Figura 18. Dessin d’enfant de 1− 1/j.

En la prueba del Corolario 67 vimos que dada una triangulación equiláte-
ra T (no necesariamente decorada) en una superficie X, existe una función

de Belyi g : X → Ĉ tal que su triangulación asociada coincide con la subdi-
visión baricéntrica de T . A continuación veremos en Proposición 69 que si
T está decorada, entonces g es igual a 1 − 1/j(f), donde f : X → Ĉ es la
función de Belyi que realiza a la triangulación equilátera decorada T (la cual
sabemos que existe por Teorema 61). Esta proposición es bien conocida.

Proposición 69. Sea X una superficie de Riemann compacta dada por una
triangulación equilátera decorada T , y sea f : X → Ĉ su función de Belyi
asociada. Entonces la función de Belyi dada por la subdivisión baricéntrica
de T (decorada como en el Corolario 67) es equivalente a 1− 1/j(f).

Demostración. A partir del dessin de j (vea la Figura 16) podemos notar
que la triangulación (decorada) de 1−1/j está dada por la Figura 18, observe
que las triangulaciones de j y 1−1/j difieren en la decoración de los vértices.

Denote por D el dessin de f y T su triangulación. Tenemos las siguientes
observaciones sobre el dessin d’enfant de 1− 1/j(f), las cuales se siguen de
la Figura 18:

(i) Los vértices de la triangulación T serán vértices del dessin de 1 −
1/j(f) con decoración •.
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Figura 19. Dessin d’enfant de 1− 1/j(f).

(ii) Cada vértice decorado con ◦ del dessin de 1 − 1/j(f) está en el
interior de una única arista de T .

Entonces el dessin de 1 − 1/j(f) (vea la Figura 19) es equivalente al
dessin de la función de Belyi asociado a la subdivisión baricéntrica. Por
lo tanto dichas funciones son equivalentes (bajo equivalencia de cubrientes
ramificados).

�

3.3. Suma conexa de funciones de Belyi

3.3.1. Definición de la suma conexa de dos funciones de Belyi.
Sean f1 : X1 → Ĉ y f2 : X2 → Ĉ dos funciones de Belyi. Consideremos tam-
bién sus triangulaciones equiláteras decoradas. Sea T+

1 un triángulo negro
de f1 y T−2 un triángulo blanco de f2. Podemos hacer la suma conexa de
X1 con X2 quitando el interior de T+

1 y el interior de T−2 y pegando las

fronteras de T+
1 y T−2 por el homeomorfismo f−1

2 ◦ f1 : ∂T+
1 → ∂T−2 . Denote

dicha superficie por X1
T+

1

#
T−2

X2.

La aplicación f1
T+

1

#
T−2

f2 : X1
T+

1

#
T−2

X2 → Ĉ dada por la fórmula

(38) f1
T+

1

#
T−2

f2(x) =

{
f1(x), x ∈ X1 − intT+

1

f2(x), x ∈ X2 − intT−2 ,

está bien definida y continua.



3.3. Suma conexa de funciones de Belyi 49

Por construcción la superficie X1
T+

1

#
T−2

X2 tiene una estructura equi-

látera decorada inducida por las estructuras equiláteras de X1 y X2, con la
cual es una superficie de Riemann. Claramente la función (38) es holomorfa
fuera de ∂T+

1 = ∂T−2 en X1
T+

1

#
T−2
X2, y por continuidad es holomorfa

también en toda la suma conexa. Podemos notar que dicha función es la que
realiza la triangulación obtenida en la suma conexa.

Definición 70. Consideremos a las funciones de Belyi f1 y f2 con sus trian-
gulaciones asociadas. Dada una arista a1 del dessin de f1 y una arista a2 del
dessin de f2, existe un único triángulo negro T1 que contiene a a1 y un único
triángulo blanco que contiene a a2, luego podemos definir X1 a1

#a2
X2 como

X1 T1
#T2

X2.

Observación 71. Veremos en 3.3.2 que la suma conexa de funciones de
Belyi depende de los triángulos elegidos, es decir, los cubrientes ramificados
obtenidos en la suma conexa pueden no ser isomorfos, si cambiamos de
triángulos decorados.

No sabemos si la clase de isomorfismo conforme de X1T+
1

#T−2
X2 cam-

bia si cambiamos los dos triángulos decorados en donde se efectúa la suma
conexa.

3.3.2. Cálculo de la monodromı́a de la suma conexa de dos fun-
ciones de Belyi. En la siguiente proposición damos unas fórmulas para
la suma conexa de dos funciones de Belyi, en la prueba calculamos las per-
mutaciones que generan el grupo de monodromı́a de la suma conexa. Si
f : X → Ĉ es una función meromorfa sobre una superficie de Riemann X y
p ∈ X, denotaremos por multp(f) la multiplicidad de f en p.

Proposición 72. Sean f1 : X1 → 2∆ y f2 : X2 → 2∆ dos funciones de
Belyi, y sean T+

1 y T−2 un triángulo blanco y uno negro en X1 y X2, respec-
tivamente. Sean P0 y Q0 (resp. P ′0 y Q′0) los vértices de T+

1 (resp. de T−2 )
decorados con ◦ y •, respectivamente. Entonces se satisfacen las siguientes
fórmulas:

multP0(f1T+
1

#T−2
f2) = multP0 f1 + multP ′0 f2 − 1

multQ0(f1T+
1

#T−2
f2) = multQ0 f1 + multQ′0 f2 − 1

deg(f1T+
1

#T−2
f2) = deg f1 + deg f2 − 1.

Demostración. Como antes, fijemos un etiquetado (enumeración) de las
aristas de los dessinsDf1 yDf2 con números en {1, . . . ,deg f1} y en {1, . . . ,deg f2},
respectivamente. Y sean (σ0, σ1) y (σ′0, σ

′
1), las parejas de permutaciones

asociadas a los dessins Df1 y Df2 , respectivamente (vea Definicion 48). Re-
cuerde que tales permutaciones determinan la monodromı́a de las funciones
de Belyi, vea la Proposición 56 y la Observación 55.
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Sean d1 = deg f1 y d2 = deg f2. Como {1, . . . , d1} es un subconjunto de
{1, . . . , d1+d2} podemos pensar a (σ0, σ1) como una pareja de permutaciones
en Sd1+d2 . Por otra parte, si identificamos a i ∈ {1, . . . , d2} con d1 + i,
podemos pensar a (σ′0, σ

′
1) como una pareja de permutaciones en Sd1+d2 que

pemuta los números del d1 + 1 al d1 + d2. A lo largo de la demostración
asumiremos estas identificaciones. También, asumiremos que las aristas de
los dessins están etiquetadas de acuerdo con esta identificación. Además
podemos suponer que Df1 y Df2 están contenidos en X1T+

1
#T−2

X2.

Denote por (σ0T1
#T2

σ′0, σ1T1
#T2

σ′1) la pareja de permutaciones asocia-
das a Df1T+

1
#
T−2

f2 .

Supongamos que alrededor de P0 ∈ X1 inciden las aristas i1, i2, . . . , in ∈
{1, . . . , d1 +d2} del dessin Df1 , con ese orden ćıclico siguiendo la orientación
positiva, entonces σ0 es igual al ciclo (i1 i2 . . . in), con n la valencia de P0.
Análogamente, en la Figura 20 están indicadas las aristas que inciden en
Q0, P ′0 y Q′0. Luego se tienen los siguientes ciclos en Sd1+d2 :

σ0 = (i1 i2 . . . in),

σ1 = (i1 i
′
2 . . . i′k),

σ′0 = (j1 j2, . . . jm),

σ′1 = (j1 j
′
2, . . . j

′
l).

Notemos que al hacer el pegado en la construcción de suma conexa, la
arista i1 e j1 se fusionan en una sola. Entonces tenemos lo siguiente:

(i) Observe de la Figura 20 que el ciclo de σ0T1
#T2

σ′0 alrededor del

vértice P0 = P ′0 ∈ X1T+
1

#T−2
X2 es:

(39) (j1 j2 . . . jm i2 . . . in),

esto es, primero recorremos las aristas del dessin Df2 ⊂ X1T+
1

#T−2
X2

que inciden en P ′0 y después al llegar a j1 recorremos las aristas
de Df2 ⊂ X1T+

1
#T−2

X2 que inciden en P0, siguiendo la orientación

positiva.
Puesto que los demás vértices blancos no fueron alterados al hacer
la suma conexa, los demás ćıclos de σ0

T+
1

#
T−2

σ′0 se quedan igual.

(ii) Análogamente para Q0 = Q′0 en la superficie X1T+
1

#T−2
X2, la per-

mutación ćıclica de σ1T1
#T2

σ′1 alrededor de dicho punto es

(40) (i1 i
′
2 . . . i′k j

′
2 . . . j

′
l),

y los demás ciclos de σ1
T+

1

#
T−2

σ′1 no se alteran.
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Figura 20. A la izquierda (resp. a la derecha) están indicadas las aristas
de la triangulación de X1 (resp. de X2) que tienen en común el vértice
◦ y • de T+

1 (resp. T−2 ).

Con esto queda descrito la pareja (σ0T1
#T2

σ′0, σ1T1
#T2

σ′1), la cual genera
el grupo de monodromı́a de f1T+

1
#T−2

f2.

De lo anterior se siguen las fórmulas buscadas, ya que la multiplicidad
de f1T+

1
#T−2

f2 en P0 = P ′0 es justo la longitud del ciclo (39), el cual es

multP0f1 + multP ′0f2 − 1. Para la segunda fórmula aplicamos un argumento

análogo con el ciclo (40). Por último, para calcular el grado sumamos las
multiplicidades de las preimagenes de 0 (los vértices blancos) aplicando la
fórmula anterior. �

Observe que la gráfica en el dessin d’enfant de la suma conexa de dos
funciones de Belyi se obtiene fusionando las aristas de T+

1 y T−2 que están
en los dessin correspondientes.

Ejemplo 73. Considere los polinomios

f1(z) =
44

33
z(1− z)3, f2(z) = 4z(1− z),

los cuales son casos particulares de polinomios doble estrella Pm,n (vea
[GG12] p. 171, 259) cuyos dessins son árboles en la esfera de Riemann
(vea la Figura 27). En Figura 21 mostramos a la esfera con dos triangula-
ciones equiáteras decoradas cuyos dessins asociados son equivalentes a los
de f1 y f2. En dicha figura la esfera está representado mediante poĺıgonos
con lados identificados.
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Figura 21. Dessins de f1(z) = 44

33 z(1− z)3, f2(z) = 4z(1− z). En las
dos figuras hemos indicado un apareamiento de las aristas de la frontera:
una arista x se pegará con la arista x−1 por medio de una isometŕıa que
preserva la decoración de los vértices.

Figura 22. Gráficas en el plano correspondientes al dessin de
f1T+

1
#
T−
2
f2 y f1T+

2
#
T−
2
f2, respectivamente.

En la Figura 22 mostramos las gráficas correspondientes a f1T+
1

#T−2
f2

y f1T+
2

#T−2
f2.

Podemos observar de las fórmulas anteriores que en general la suma
conexa de funciones depende de los triángulos elegidos (vea el Ejemplo 73).
En 3.3.3 damos una condición para que la suma conexa sea independiente
de la elección de los triángulos.

En el siguiente ejemplo describimos la suma conexa del invariante j
consigo mismo.
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Figura 23. Dessin de j
T+
1

#
T−
2
j.

Ejemplo 74 (Suma conexa j#j). Consideremos el dessin del invariante j
(ver la Figura 17), tomemos la suma conexa jT+

1
#T−2

j, donde T+
1 y T−2 están

indicados en la Figura 23 con lineas punteadas.

En el pegado obtenemos, topológicamente, la esfera con la decoración
mostrada en la Figura 24.

3.3.3. Suma conexa de funciones de Belyi que son de Galois. Re-
cuerde que una función meromorfa f : X → Ĉ es de Galois o regular si
su grupo de transformaciones de cubierta Deck(f) actúa transitivamente
en las fibras de los valores regulares de f (ver [For81]). Equivalentemen-
te la cubierta no ramificada, obtenida al remover los valores cŕıticos y sus
preimágenes, es un cubriente regular (o de Galois).

Observación 75. Suponga que f : X → Ĉ es de Belyi y de Galois. Puesto
que Deck(f) actúa en las fibras, Deck(f) actúa en los vértices del dessin
preservando las decoraciones, recuerde que los puntos ◦ (resp. •, ∗) son los
puntos en la fibra f−1(0) (resp. f−1(1), f−1(∞)).

Note que el semiplano superior H está uniformemente cubierto por f y
que la preimagen f−1(H) es la unión ajena de los interiores de los triángulos
negros. Por otra parte, como f es de Galois, Deck(f) actúa transitivamen-
te en las componentes conexas de f−1(H). Por lo tanto, concluimos que
Deck(f) actúa transitivamente en los interiores de los triángulos negros. Un
argumento similar muestra que Deck(f) también actúa transitivamente en
los interiores de los triángulos blancos.
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Figura 24. Visualización topológica de la suma conexa j
T+
1

#
T−
2
j. La

frontera de los triángulos en donde se realizó el pegado está indicada

con verde.

Análogamente, f−1((0, 1)) es la unión de las aristas (sin vértices) del
dessin y, Deck(f) actúa transitivamente en las componentes conexas de
f−1((0, 1)), por ser de Galois. Por lo tanto Deck(f) actúa transitivamen-
te en las aristas.

Con lo anterior concluimos que Deck(f) actúa transitivamente en los
triángulos blancos y negros preservando la decoración de los vértices.

Proposición 76. Si f1 : X1 → Ĉ y f2 : X2 → Ĉ son dos funciones de Belyi
que son de Galois, entonces dados T+

1 , T ′+1 dos triángulos negros de X1 y
T−2 , T ′−2 dos triángulos blancos de X2, existe un biholomorfismo

Φ: X1 T+
1

#T−2
X2 → X1T ′+1

#T ′−2
X2

que hace conmutar el siguiente diagrama

(41) X1T+
1

#T−2
X2

Φ //

f1T+
1

#
T−2

f2
%%

X1T ′+1
#T ′−2

X2

f1T ′+1
#
T ′−2

f2
yy

Ĉ
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Figura 25. Transformaciones deck preservan decoración.

Demostración. Por la Observación 75 existe σ1 ∈ Deck(f1) y σ2 ∈ Deck(f2)
tal que σ1(T+

1 ) = T ′+1 y σ2(T−2 ) = T ′−2 que preservan la decoración de los
vértices (vea la Figura 25).

Definamos el mapeo

σ1T+
1

#T−2
σ2 : X1T+

1
#T−2

X2 → X1T ′+1
#T ′−2

X2

como sigue

σ1T+
1

#T−2
σ2(x) =

{
σ1(x), x ∈ X1 − intT+

1

σ2(x), x ∈ X2 − intT−2 .

La aplicación está bien definida porque si x ∈ ∂T+
1 , y ∈ ∂T−2 tal que x ∼ y,

entonces f1(x) = f2(y), luego f1(σ(x)) = f2(σ(y)), por lo tanto σ(x) ∼ σ(y).
Además, σ1T+

1
#T−2

σ2 es un homeomorfismo.

Claramente σ1T+
1

#T−2
σ2 es conforme en el complemento de ∂T+

1 = ∂T−2
y, por continuidad dicha función también puede extenderse conformemente
a toda la suma conexa.

El diagrama (41) conmuta porque

(f1T ′+1
#T ′−2

f2) ◦ (σ1T+
1

#T−2
σ2)(x) = (f1 ◦ σ1)T+

1
#T−2

(f2 ◦ σ2)(x)

= f1T+
1

#T−2
f2(x).

�

3.3.4. Suma conexa de polinomios zm. Como los polinomios de la
forma zm, con m ≥ 1, son de Galois, la suma conexa no depende de los
triángulos elegidos. En este caso denotaremos la suma conexa simplemente
por zm#zn.

De la discusión anterior tenemos que el dessin de zm#zn es el mismo
que el de zm+n−1, por lo tanto ambas funciones de Belyi tienen la misma
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Figura 26. Suma conexa de z3 con z2, representado topológicamente
por poĺıgonos identificados.

monodromı́a (vea Proposición 56). Por lo tanto, tenemos que:

zm#zn = zm+n−1

(salvo isomorfismo de cubrientes ramificados).

Entonces tenemos las siguientes propiedades:

(i) Asociatividad: (zm#zn)#zk = zm+n+k−2 = zm#(zn#zk).

(ii) Existencia del neutro: el polinomio z.

(iii) Conmutatividad.

Por lo tanto las funciones de Belyi de la forma zm forman, con la opera-
ción suma conexa, un monoide conmutativo (bajo relación de equivalencia
de cubrientes ramificados). En la Figura 26 ilustramos la suma conexa de
z3 con z2.

Observación 77. La suma conexa de dos polinomios de la forma zm, con
m impar, es una operación cerrada.

Observación 78 (Polinomios de Shabat). Un polinomio que es una función
de Belyi tiene como dessin un árbol bicoloreado y rećıprocamente, dado un
árbol bicoloreado existe un polinomio de Belyi cuyo dessin es equivalente
a dicho árbol. Dichos polinomios son conocidos como polinomios de Shabat
(vea [SZ94]).

Si (X,D) es un dessin con X de género 0, podemos notar que D es
un árbol si y sólo si D tiene sólo una cara, esto es X − D tiene solo una
componente conexa. Luego, si (σ0, σ1) son las permutaciones asociadas a D,
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entonces D es un árbol si y sólo si σ0σ1 tiene un único ciclo (vea Observación
49).

En lo que sigue supondremos que un polinomio de Shabat P está dado
por la función de Belyi de una triangulación equilátera decorada en la esfera
de Riemann, esto se puede suponer por que siempre podemos jalar a Ĉ la
estructura equilátera decorada de 2∆ mediante P .

Proposición 79. La suma conexa de polinomios de Shabat es de nuevo un
polinomio de Shabat, salvo equivalencia de cubrientes ramificados.

Demostración. Para la prueba calcularemos el número de caras del dessin
de la suma conexa de dos polinomios de Shabat y verificaremos que es igual
a 1, para esto aplicaremos la fórmula de la Proposición 50:

(42) 2−2g = (#{ciclos de σ0}+#{ciclos de σ1})−N+#{ciclos de σ1σ0},
que se cumple para un dessin (X,D) sobre una superficie de género g, con
pareja de permutaciones (σ0, σ1) y con N aristas.

Supongamos P1 y P2 son dos polinomios de Shabat de grados d1 y d2.
Sean D1 y D2 sus dessins respectivos, cuyas parejas de permutaciones asocia-
das son (σ0, σ1) y (σ′0, σ

′
1). Sabemos que d1 (resp. d2) es igual al número de

aristas de D1 (resp. D2). Entonces de (42) se siguen las siguiente fórmulas:

1 = #{ciclos de σ0}+ #{ciclos de σ1} − d1(43)

1 = #{ciclos de σ′0}+ #{ciclos de σ′1} − d2

(por la Observación 78 el número de ciclos de σ0σ1 y de σ′0σ
′
1 es igual a 1).

Considere la suma conexa P1#P2 (para simplificar la notación por el
momento no escribiremos los triángulos en donde realizamos la suma cone-
xa), de la Proposición 72 tenemos que deg(P1#P2) = degP1 + deg P2 − 1,
también de la prueba de Proposición 72 se tiene que:

#{ciclos de σ0#σ′0} = #{ciclos de σ0}+ #{ciclos de σ′0} − 1,(44)

#{ciclos de σ1#σ′1} = #{ciclos de σ1}+ #{ciclos de σ′1} − 1.

Recordemos, por topoloǵıa, que la suma conexa de dos superficies de
género 0 es de nuevo de género 0, luego aplicando la fórmula (42) a DP1#P2

obtenemos:

2 = #{ciclos de σ0#σ′0}+ #{ciclos de σ1#σ′1} − (d1 + d2 − 1) +

#{ciclos de (σ0#σ′0)(σ1#σ′1)}
= #{ciclos de (σ0#σ′0)(σ1#σ′1)}+ 1



58 3. Triangulaciones equiláteras y funciones de Belyi

Figura 27. Árbol doble-estrella dado por Pm,n.

(la última igualdad se obtiene sustituyendo las ecuaciones (43) y (44)).

Por lo tanto #{ciclos de (σ0#σ′0)(σ1#σ′1)} = 1. Luego, por la observa-
ción 78 se sigue que P1#P2 es isomorfo (como cubriente ramificado) a un
polinomio de Shabat. �

3.3.5. Suma conexa de polinomios doble-estrella. Los árboles doble
estrella son gráficas del estilo mostrado en la Figura 27. Estos dessins pueden
realizarse por polinomios de de la forma:

Pm,n(z) = µzm(1− z)n, µ =
(m+ n)m+n

mmnn
, λ =

m

m+ n
, m, n ≥ 1.

Denotemos por a y b a los intervalos [0, λ] y [λ, 1], respectivamente, y
por a1, b1 a los intervalos [−1, 0] y [0, 1] respectivamente. Note que la suma
conexa zma#a1(1 − z2)b1#bz

n (la suma conexa a lo largo de las aristas se
realiza de acuerdo a la Definición 70) tiene el mismo dessin que Pm,n, por lo
tanto se tiene la siguiente igualdad

zma#a1(1− z2)b1#bz
n = Pm,n(z)

(salvo isomorfismo de cubrientes ramificados).

3.3.6. Suma conexa de polinomios de Tchebychev. Recordemos que
los polinomios Tchebychev son aquellos que satisfacen la identidad funcional:

Tn(cos z) = cos nz.
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Figura 28. Dessins de polinomios de Tchebychev Tn. Todos los dessins
tienen como puntos extremos a −1 y 1, y vértices en cos kπ/n.

Usando la fórmula de De Moivre es posible calcularlos expĺıcitamente.
De hecho tienen que satisfacer la siguiente fórmula recursiva: (i) para n = 0,
T0(x) = 1; para n ≥ 1

Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x).

Esto implica que el polinomio Tn es de grado n.

Los puntos cŕıticos del polinomio Tn(x) son cos kπ/n, con k = 1, . . . , n−
1, por lo tanto los valores cŕıticos son

Tn

(
cos

kπ

n

)
= cos kπ =

{
−1, k impar

1, k par, k = 1, . . . , n− 1.

Entonces Tn tiene solo tres valores cŕıticos. La función

T̄n(z) =
1

2
(Tn(z) + 1)

es una función de Belyi, para cada n ≥ 1 con valores cŕıticos en 0, 1 y ∞.
Los dessins de estas funciones se muestran en la Figura 28.

Cuando hablemos de la función de Belyi Tn, por abuso de notación,
nos referimos realmente a T̄n. En lo siguiente también trabajaremos con la
función 1− T̄n, que también por abuso de notación, solamente escribiremos
1− Tn.

Note que en los dessin de las funciones de Belyi dados por polinomios de
Tchebychev Tk, con n ≥ 2, tienen dos aristas distinguidas, a saber, aquellas
que están en los extremos. Observando los dessins de cada suma conexa
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podemos notar las siguientes identidades:

(45)


Tl#Tm = Tl+m−1, m impar,

(1− Tl)#Tm = Tl+m−1, m par,

Tl#(1− Tm) = 1− Tl+m−1, m par,

donde la suma conexa la tomamos con respecto a las aristas extremas; el
de la derecha para la primera función y el de la izquierda para la segunda
función. Note que para m ≥ 1, el dessin de 1− Tm se obtiene del dessin de
Tm con los colores invertidos, luego se puede realizar las dos últimas sumas
conexas de la ecuación (45).

luego cuando m es par, 1 − Tm tiene a sus vértices extremos decorados
con ◦.

De (45) se sigue lo siguiente:

Proposición 80. Si n es impar T2#Tn = Tn+1, si n par (1 − T2)#Tn =
Tn+1. Por lo tanto,{

Tn = (1− T2)#T2#(1− T2)# · · ·#T2#(1− T2)#T2, n impar,

Tn = T2#(1− T2)#T2# · · ·#T2#(1− T2)#T2, n par,

donde ambas sumas contienen n − 1 sumandos y son sumas alternadas de
T2 con 1− T2.

Equivalentemente,

(46)

Tn = ((1− T2)#T2)#n−1
2 = T

#n−1
2

3 , n impar,

Tn = (T2#(1− T2))#n−2
2 #T2 =

(
(1− T3)#n−2

2

)
#T2 , n par.

Se sigue de la Poposición 80, para el caso m par, la siguiente identidad:

(47) Tm = T2#Tm−1 = T2#

(
T

#m−2
2

3

)
,

esta se obtiene aplicando la fórmula T2#Tn = Tn+1 haciendo n = m − 1, y
aplicando la fórmula (46) a Tm−1.

Observación 81. De (45) se sigue que la suma conexa es cerrada en los
polinomios de Tchebychev de grado impar. Además, forman un monoide
conmutativo. De (46) se sigue que dicho monoide está generado por T3.

3.3.7. Suma conexa de superficies con triangulaciones equiláte-
ras. Suponga que X1 y X2 son superficies de Riemann dadas por estructuras
equiláteras (no necesariamente decoradas). Sean T1 y T2 dos triángulos de
X1 y X2, respectivamente. Decoremos a T1 y T2 con los śımbolos (◦, •, ∗)
de tal forma que dicha decoración induce una orientación positiva en T1 y
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Figura 29. Suma conexa de dos tetraedros.

negativa en T2. Consideremos la suma conexa X1T1#T2X2, donde el homeo-
morfismo de pegado es la isometŕıa de T1 a T2 que preserva la decoración.
Como antes, X1T1#T2X2 tiene también una estructura equilátera, con la
cual es una superficie de Riemann aritmética.

La Figura 29 muestra un ejemplo de suma conexa de dos superficies
trianguladas equiláteramente.

3.3.8. Flips. Otra forma de definir la suma conexa de dos superficies
trianguladas es la siguiente: en lugar de retirar un triángulo en cada su-
perficie removemos rombos, es decir, pares de triángulos adyacentes. Sean
R1 y R2 dos rombos en X1 y X2, respectivamente, y supongamos que un
triángulo de cada rombo está decorado con (◦, •, ∗), de tal forma que dicha
decoración induce una orientación positiva en R1 y negativa en R2, entonces
podemos formar la suma conexa X1R1#R2X2, donde el mapeo de pegado es
la isometŕıa de ∂R1 a ∂R2 que respeta la decoración de los triángulos.

Dada una estructura equilátera decorada en una superficie X si efectua-
mos la suma conexa de X con un tetraedro sobre un rombo la triangulación
de la suma conexa se obtiene de la triangulación de X haciendo un flip de
las diagonales del rombo (en la Figura 30 mostramos un ejemplo). Cuales-
quiera dos triangulaciones simpliciales de X con el mismo, y suficientemente
grande, número de vértices puede transformarse en la otra, salvo homeomor-
fismo, por un número finito de flips [BNN95]. Si P (X,n) denota el conjunto
de triangulaciones simpliciales de X con n vértices estas triangulaciones son
permutadas por los flips.

Pregunta 82. ¿Cuales son los campos de definición de las curvas algebraicas
correspondientes a las superficies trianguladas de las diferentes permutacio-
nes bajo la acción de los flips?
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Figura 30. La suma conexa se realiza retirando el interior de un rombo
en cada superficie y pegando a lo largo de sus fronteras (las cuales se
encuentran indicadas de color verde en la figura) por medio de una iso-
metŕıa euclidiana que invierte la orientación. Combinatoriamente, esto
es un flip sobre una diagonal

La respuesta a esta pregunta podŕıa ayudar a entender mejor la relación
entre la combinatoria de los dessins d’enfants y sus campos de definición.

3.3.9. Suma conexa con tetraedros y refinamientos elementales
(starrings). En esta subsección haremos algunas observaciones elementa-
les sobre las relación entre starrings y sumas conexas con tetraedros (vea la
Definición 43 para la definición de los refinamientos elementales (starrings)).
Una triangulación de una superficie puede ser subdividida (o refinarse) por
medio de unas operaciones elementales llamadas starrings (vea [Mir95] pág.
51). Si partimos de una triangulación equilátera, podemos aplicar este re-
finamiento y obtener una nueva triangulación equilátera (declarando todos
los triángulos equiláteros de longitud 1) que induce una nueva métrica plana
con singularidades cónicas.

Observación 83. En general no sabemos cómo cambia la estructura com-
pleja con este proceso, ni como vaŕıan los campos de definición.

Sea X el tetraedro regular con su estructura compleja inducida por su
triangulación equilátera. Supongamos que uno de sus triángulos T2 está ne-
gativamente orientado con respecto a la decoración (◦, •, ∗). Sea X1 una
superficie de Riemann definida por una estructura equilátera, y sea T1 un
triángulo que está orientado positivamente con la decoración (◦, •, ∗). En-
tonces, combinatoriamente, la superficie de Riemann X1T1#T2X, se obtiene
de X1 haciendo el starring de T1 con respecto a un punto interior (vea la
Figura 31).

Análogamente, si realizamos la suma conexa de dos tetraedros obtene-
mos una pirámide doble BP con seis triángulos (vea la Figura 29) y con-
sideramos un rombo R2 formado por un triángulo de cada tetraedro de la
suma conexa (orientado negativamente respecto a la decoración usual). Si
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Figura 31. Suma conexa de una superficie con un tetraedro. La suma
conexa se obtiene retirando el interior de dos triángulos y pegando las
fronteras (las cuales están indicadas con color verde en la figura) por
medio de una isometŕıa euclidiana que invierte orientación. Combinato-
riamente, esto corresponde al starring con un punto en el interior de un
triángulo.

Figura 32. Suma conexa de una superficie con un doble tetraedro. La
suma conexa se obtiene retirando el interior de dos rombos y pegando
las fronteras (las cuales se encuentran indicadas con color verde en la
figura). Combinatoriamente, esto corresponde al starring con un punto
en el interior de una arista.

R1 es un rombo de una superficie X1 (orientado positivamente, respecto a
la decoración usual) podemos hacer la suma conexa X1R1#R2BP para una
superficie de Riemann triangulada que combinatoriamente es el starring de
la triangulación de X1 respecto a un punto en el punto medio de una arista
de T1 (vea la Figura 32).

3.4. Curvas eĺıpticas con descomposición hexagonal

3.4.1. Cubrientes de curvas eĺıpticas y órbitas de PSL(2,Q) en el
semiplano superior. Comenzaremos con la siguiente proposición:

Proposición 84. Sea Λ una ret́ıcula del plano. Entonces una superficie de
Riemann X es un cubriente holomorfo no ramificado de C/Λ si y sólo si X
es conformemente equivalente a C/Γ para alguna subret́ıcula Γ ≤ Λ.
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Demostración. Si Γ ≤ Λ es una subret́ıcula, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

(48) C
πΛ

!!

πΓ

}}
C/Γ Φ // C/Λ,

donde πΓ y πΛ son las proyecciones naturales al cociente y Φ es la función
que cambia de clase de equivalencia. Se sigue de (48) que Φ es un mapeo
holomorfo y, por la fórmula de Riemann-Hurwitz, es no ramificado.

Rećıprocamente, si existe f : X → C/Λ un cubriente holomorfo no rami-
ficado, el grupo de transformaciones de cubierta Deck(f) es una subret́ıcula
de Λ y X es conformemente equivalente a X/Deck(f), entonces tomamos
Γ = Deck(f). �

Proposición 85. Si τ y τ ′ ∈ H, entonces Xτ ′ es un cubriente holomorfo de
Xτ si y sólo si existe γ ∈ PSL(2,Q) tal que τ ′ = γ(τ).

Demostración. Si Xτ ′ es un cubriente holomorfo de Xτ , existe una su-
bret́ıcula Γ = 〈ω1, ω2〉 de 〈1, τ〉, tal que Xτ ′ es conformemente equivalente
a C/Γ. Podemos suponer que ω1/ω2 ∈ H. Entonces existen a, b, c, d ∈ Z tal
que

(49)

(
ω1

ω2

)
=

(
a b
c d

)(
τ
1

)
, ad− bc 6= 0,

por lo tanto γ(z) = (az+ b)/(cz+d) está en PSL(2,Q) y γ(τ) = ω1/ω2. Por
otra parte, ω1/ω2 está en la órbita de τ ′ bajo PSL(2,Z), ya que sus curvas
eĺıpticas asociadas son conformemente equivalentes. Por lo tanto τ ′ está en
la órbita que τ bajo PSL(2,Q).

Rećıprocamente, suponga que existe γ ∈ PSL(2,Q) tal que γ(τ) = τ ′.
Quitando denominadores podemos suponer que

γ(z) =
az + b

cz + d
, con a, b, c, d ∈ Z y ad− bc 6= 0.

Luego si definimos ω1 = aτ+b y ω2 = cτ+d tenemos que Γ = 〈ω1, ω2〉 ≤
〈1, τ〉, por lo tanto C/Γ es cubriente holomorfo de Xτ . Puesto que τ ′ =
ω1/ω2, C/Γ es isomorfo a Xτ ′ y se sigue el resultado. �

Por el resultado anterior y el Teorema de Belyi se obtiene:

Corolario 86. Si τ ∈ H es tal que Xτ es una curva eĺıptica aritmética (i.e,
definida sobre Q) entonces para cualquier γ ∈ PSL(2,Q), Xγ(τ) es también
aritmética.
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También tenemos el siguiente corolario:

Corolario 87. Si τ y τ ′ ∈ H, entonces Xτ ′ es cubriente holomorfo de Xτ

si y sólo si Xτ es cubriente holomorfo de Xτ ′.

El Corolario 87 también puede deducirse de la siguiente manera: supon-
gamos que Xτ ′ es cubriente holomorfo de Xτ , entonces Xτ ′

∼= C/Γ para
alguna subret́ıcula Γ = 〈ω1, ω2〉 ≤ 〈1, τ〉. Por la Observación 88 existe k ∈ Z
tal que k〈1, τ〉 ≤ 〈ω1, ω2〉. Como la curva eĺıptica Xτ es isomorfa a C/〈k, kτ〉,
se sigue que Xτ es un cubriente holomorfo de Xτ ′ .

Observación 88. Si 〈ω1, ω2〉 ≤ 〈1, τ〉 es una subret́ıcula, entonces existe
k ∈ Z tal que k〈1, τ〉 ≤ 〈ω1, ω2〉. Esto es porque existe una matriz que
satisface (49), luego si tomamos k = ad− bc tenemos que

k

(
τ
1

)
=

(
d −b
−c a

)(
ω1

ω2

)
.

3.4.2. Superficies que admiten una descomposición hexagonal re-
gular.

Definición 89 (Grupo triangular). Suponga que T es un triángulo eucli-
diano con vértices en v1, v2, v3 y ángulos π/l, π/m y π/n respectivamente,
tal que l,m, n son enteros mayores o iguales que 1 y satisfacen la igualdad
π/l + π/m + π/n = 1. Sea Ri las reflexiones en los lados Li de T (aqúı Li
denota a la arista que conecta vi con vi+1 con sub́ındices tomados módulo
3). Suponemos que la enumeración es tomada de acuerdo a la orientación
positiva. Sean x1 = R3 ◦R1, x2 = R1 ◦R2 y x3 = R2 ◦R3. Entonces, el grupo

Γl,m,n = 〈x1, x2, x3〉

es llamado el grupo triangular de signatura (l,m, n).

Por ser la composición de dos reflexiones, x1 (resp. x2, x3) es una rotación
alrededor del vértice v1 (resp. v2, v3), con ángulo π/l (resp. π/m y π/n) se
puede verificar que se cumplen las siguientes relaciones:

(50) xl1 = xm2 = xn3 = x1x2x3 = 1.

El grupo Γl,m,n es un subgrupo discreto de isometŕıas del plano complejo.

Observación 90. Cuando 1/l+ 1/m+ 1/n < 1 o 1/l+ 1/m+ 1/n > 1 po-
demos construir el grupo triangular Γl,m,n como un subgrupo de isometŕıas
del semiplano superior H o la esfera S2, respectivamente. Ahora los triángu-
los estarán en la geometŕıa hiperbólica o esférica, pero la construcción es
completamente análoga. En este caso también tendremos que Γl,m,n será un
grupo discreto de isometŕıas y se satisfacen las relaciones (50), vea [GG12]
§2.2.4 para los detalles de esta construcción.
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Figura 33. Teselación en el plano del grupo triangular Γ2,3,6.

En el caso hiperbólico se permite que l,m, n sean infinito, esto corres-
ponde a los vértices del triángulo hiperbólico que tienen ángulo cero.

Proposición 91. Si Γ es un subgrupo libre de torsión del grupo triangular
Γ2,3,6, entonces Γ es una subret́ıcula de Λ1,ω, donde ω es igual a exp(2πi/6).

Demostración. Consideremos la acción de Γ2,3,6 en el plano complejo C y
su teselación asociada (vea la Figura 33). Notemos que los únicos puntos en
C con estabilizador no trivial son los vértices de la teselación. Entonces, si
T ∈ Γ2,3,6 tiene un punto fijo, T tiene que estar en el estabilizador de un
vértice, pero estos estabilizadores son ćıclicos, por lo tanto T es de torsión.

Por otra parte, si T ∈ Γ2,3,6 es una traslación, T manda vértices (de
la teselación) en vértices y preserva sus valencias, por lo tanto, preserva la
ret́ıcula triangular Λ1,ω (los puntos de la ret́ıcula triangular son los vértices
de valencia 12).

Se sigue que si γ está en el subgrupo libre de torsión Γ, entonces γ tiene
que ser una traslación y tiene que preservar la ret́ıcula triangular. Por lo
tanto γ ∈ Λ1,ω. �

Proposición 92. Suponga que X es una superficie de Riemann compac-
ta. Entonces, X admite una estructura plana dada por una unión finita de
hexágonos regulares (cuyos vértices son de valencia 3) si y sólo si X es
conformemente equivalente a C/Γ, donde Γ es una subret́ıcula de Λ1,ω.
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Figura 34. Descomposición hexagonal de C/Λ1,ω.

Demostración. Supongamos que X está dado por una descomposición ce-
lular en hexágonos regulares con vértices de valencia 3, aśı que la superfi-
cie no tiene singularidades. Decoremos con el śımbolo • los vértices, con el
śımbolo ◦ los puntos medios de las aristas. Definimos nuevas aristas dividien-
do a la mitad cada arista de los hexágonos. Este mapa es un dessin d’enfant
uniforme con valencia (2, 3, 6). Por lo tanto X es conformemente equivalente
a C/Γ para algún subgrupo libre de torsión Γ ≤ Γ2,3,6 (vea [GG12] §4.4.1).
Por la Proposición 91 tiene que ser una subret́ıcula de Λ1,ω.

Rećıprocamente, suponga que Γ es una subret́ıcula (i.e. un subgrupo)
de Λ1,ω con ω = exp(2πi/6). Por la Proposición 84 el mapeo de cambio de
clase Φ: C/Γ → C/Λ es un mapeo cubriente holomorfo. Luego cualquier
descomposición hexagonal regular de C/Λ se levanta, por medio de Φ, a
una estructura hexagonal en C/Γ. La estructura compleja inducida por la
estructura hexagonal coincide con la original porque Φ es holomorfo. �

Observación 93. (i) La curva eĺıptica C/Λ1,ω, con ω = exp(2πi/6), ad-
mite descomposiciones hexagonales, incluso descomposiciones en donde dos
hexágonos se intersectan en a lo más una arista, vea la Figura 34.
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(ii) En la prueba de la Proposición 92 no suponemos que los hexágonos
se intersectan en a lo más una arista. Por ejemplo, la descomposición podŕıa
tener un sólo hexágono.

De las proposiciones anteriores (Prop. 84, 85, 92) se sigue el siguiente
teorema:

Teorema 94. Sea τ ∈ H, entonces X1,τ admite una estructura plana sin
puntos cónicos dada por una unión finita de hexágonos regulares con cada
vértice de valencia 3 si y sólo si existe γ ∈ PSL(2,Q) tal que τ = γ(ω), con
ω = exp(2πi/6).

3.5. Geodésicas en superficies con una triangulación
equilátera decorada

Observación 95. Denotaremos por ∆ (como anteriormente) al triángulo
equilátero con vértices en 0, 1, ω, con ω = exp(2πi/6), decorados con ◦, • y
∗, respectivamente. Supondremos que los vértices de la teselación del gru-
po triangular Γ3,3,3, generado por ∆, está decorado de forma compatible
con respecto a ∆, es decir, los puntos de la órbita de 0, 1 y ω bajo Γ3,3,3

están decorados con ◦, •, ∗, respectivamente. Además supondremos que los
triángulos están coloreados de negro si la terna (◦, •, ∗) induce una orienta-
ción positiva en su frontera, y estará coloreado de blanco en otro caso (vea
la Figura 35). Puesto que Γ3,3,3 actúa en la teselación preservando la deco-
ración de los vértices y preservando la orientación de los triángulos, se sigue
que los triángulos negros son los triángulos que están en la órbita de ∆ bajo
la acción de Γ3,3,3 y los triángulos blancos son los triángulos que están en la
órbita de ∆̄ (la imagen de ∆ bajo la conjugación compleja) bajo la acción
de Γ3,3,3.

A lo largo de esta sección supondremos que X es una superficie de Rie-
mann obtenida por una estructura equilátera decorada (en otras palabras
X está dada por un dessin d’enfant) y que f : X → 2∆ es su función de Bel-
yi asociada (recuerde que esta aplicación continua manda a cada triángulo
de X a uno de los dos triángulos de 2∆, por medio de una isometŕıa que
preserva la decoración de los vértices).

El propósito de esta sección es presentar un método para calcular lon-
gitudes de geodésicas en una superficie triangulada decorada en términos
del dessin d’enfant. A lo largo de nuestra discusión fijamos al punto 1/2 en
2∆ como punto base para el grupo fundamental de 2∆− {0, 1,∞}, aśı que
nuestras geodésicas cerradas estarán basadas en 1/2 (esta elección la hicimos
porque usualmente éste es el punto que se toma para definir la monodromı́a
de una función de Belyi, pero no es un punto distinguido). En §A.2 notamos
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Figura 35. Teselación decorada del grupo triangular Γ3,3,3 asociado a
∆. Los puntos de la órbita de 0, 1 y ω bajo Γ3,3,3 están decorados con
◦, •, ∗, respectivamente.

que la longitud de una geodésica cerrada en 2∆ no cambia cuando movemos
el punto base.

Algunas partes de nuestra discusión podŕıa abordarse en un contexto
más general, esto lo veremos en la Sección A. En dicha sección damos el
concepto de mapeo desarrollante, el cual está impĺıcito en las construccio-
nes que daremos en §3.5.1 (aunque no lo hab́ıamos notado). Con el mapeo
desarrollante construimos la superficie de traslación de una superficie eucli-
diana. Después discutimos las implicaciones en las superficies trianguladas
decoradas.

3.5.1. Geodésicas definidas por una ĺınea recta. Sea `(t) una ĺınea
recta que pasa por 1/2 y que no contiene ningún punto de la ret́ıcula Λ1,ω.
Sea P la unión de todos los triángulos de la teselación de Γ3,3,3 que intersecta
`. Note que ` está contenido en el interior de P .

De ahora en adelante supondremos P tiene la decoración (en los vértices
y en los triángulos) inducida por la decoración de la teselación de Γ3,3,3 (vea
la Figura 36).

Sea p el punto medio de una arista del dessin de X determinado por
f , es decir, p ∈ f−1(1/2). Existe un único mapeo continuo Ψ: P → X que
satisface las siguientes condiciones:
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Figura 36. Recta ` que pasa por 1/2 y el poĺıgono decorado P (formado
por triángulos decorados de la teselación de Γ3,3,3) que lo contiene.

(i) Ψ(1/2) = p.

(ii) Ψ manda isométricamente triángulos en triángulos, por medio de una
isometŕıa que preserva la decoración de los vértices y la coloración
de los triángulos.

Si T es el triángulo negro en X que contiene a p y φ : ∆ → T es la
única isometŕıa que preserva la decoración de los vértices, entonces por la
condición (i) y (ii) se cumple Ψ = φ en ∆. Luego, por el teorema de identidad,
se sigue que el mapeo es único (estos mapeos son anaĺıticos con respecto a
la estructura equilátera de X).

Por otra parte, el mapeo Ψ se puede obtener como la continuación
anaĺıtica de φ a lo largo de `, por medio de reflexiones sobre los triángulos
de P .

Observe que Ψ manda dos triángulos adyacentes de P , por una isometŕıa,
a dos triángulos adyacentes en X. Entonces, Ψ es una isometŕıa local en el
interior de P . El mapeo Ψ será llamado el desarrollo de ` en X con respecto
a p.

Por la discusión anterior Ψ(`) es una geodésica geométrica en X (no ne-
cesariamente parametrizada por longitud de arco), con respecto a la métrica
plana singular de la estructura equilátera de X. Llamaremos a la curva Ψ(`)
la geodésica geométrica inducida por ` en X.
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Observación 96. Observemos que la superficie 2∆ se obtiene como el co-
ciente C/Γ3,3,3. La proyección natural π : C → C/Γ3,3,3 es un cubriente ra-
mificado de 2∆, con puntos cŕıticos los vértices de la teselación de Γ3,3,3.
Además, es una isometŕıa cuando la restringimos a cada triángulo y pre-
serva la decoración. Esto implica que π(`) es una geodésica geométrica en
2∆.

Observación 97. Consideremos, con las hipótesis anteriores, a la función
de Belyi f : X → 2∆, la recta `(t) y un punto p ∈ f−1(1/2). Sea Ψ: P → X
el desarrollo de ` en X respecto a p y Ψ2∆ : P → 2∆ el desarrollo de ` en
2∆ con respecto a 1/2 ∈ 2∆.

Considere la función f ◦Ψ: P → 2∆, la cual cumple lo siguiente:

(i) f ◦Ψ(1/2) = f(p) = 1/2 ∈ 2∆,

(ii) f ◦Ψ mapea triángulos en triángulos con una isometŕıa que preserva
la decoración de los vértices y la coloración de los triángulos (ya que
f y Ψ cumplen dicha propiedad).

Por lo tanto, f ◦ Ψ = Ψ2∆, esto es, tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo:

X

f
��

P
Ψ2∆ //

Ψ
==

2∆

.

Luego γ̃ = Ψ(`) es el levantamiento, con respecto a f , de la geodésica
γ = Ψ2∆(`). Note que por la Observacion 96 Ψ2∆ = π|P , luego γ es igual a
π(`).

3.5.2. Geodésicas cerradas y primitivas en 2∆. Consideremos la
ĺınea recta parametrizada `(t) = 1/2+tω0, con ω0 ∈ Λ1,ω (la parametrización
es por un múltiplo de longitud de arco). En esta subsección estudiaremos las
condiciones que debemos imponer sobre ω0 que garantizan que `(t) induce
una geodésica cerrada suave en 2∆ que no contiene ningún vértice de 2∆.
Los resultados que damos en esta subsección son bien conocidos en teoŕıa
de billares, como lo explicamos en Apéndice A, pero los presentamos aqúı
como una exposición elemental.

La siguiente proposición nos da la condición para que `(t) no contenga
ningún punto de la ret́ıcula Λ1,ω. En lo que sigue denotaremos por (m,n) el
máximo común divisor de dos números enteros m,n.

Proposición 98. Si ω0 ∈ Λ1,ω se expresa como ω0 = m0 +n0ω, con n0 6= 0,
entonces `(t) = 1/2 + tω0 no contiene puntos de la ret́ıcula Λ1,ω si y sólo si
2(n0,−m0) no divide a n0.
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Demostración. Supongamos que ` contiene algún punto de la ret́ıcula, es
decir, existe t tal que

(51)
1

2
+ t(m0 + n0ω) = m+ nω,

para algunos enteros m,n. Por lo tanto,

(52)
1

2
+m0t = m, n0t = n.

Se siguen las ecuaciones

1 + 2m0t = 2m,

n0 + 2m0n0t = 2mn0,(53)

n0 + 2m0n = 2mn0.

Luego, la ecuación diofántica lineal

(54) n0 = (2n0)x+ (−2m0)y

tiene solución, por lo tanto (2n0,−2m0) divide a n0.

Rećıprocamente, si (2n0,−2m0) divide a n0, la ecuación (54) tiene solu-
ción en los enteros, digamos x = m y y = n. Entonces, si definimos t tal que
n = n0t (por hipótesis n0 6= 0), se cumplen las igualdades (53) (de abajo
hacia arriba). Por lo tanto, se cumple (51). �

Corolario 99. Si ω0 = m + nω ∈ Λ1,ω con (m,n) = 1, entonces `(t) =
1/2 + tω0 no contiene puntos de la ret́ıcula Λ1,ω si y sólo si n es impar.

Observación 100. Definamos Hex como el subgrupo libre de torsión de
Γ3,3,3 formado las traslaciones que preservan a los vértices blancos de la
teselación.

Observe que ω1 = 2− ω y ω2 = 1 + ω son vectores linealmente indepen-
dientes sobre R que están en Hex (vea la Figura 37). Como Hex tiene rango
a lo más 2 (por ser un grupo de traslaciones del plano), se sigue que

Hex = 〈2− ω, 1 + ω〉.

Luego cualquier elemento α de Hex se expresa en la base {1, ω} como
sigue

α = mω1 + nω2 = (2m+ n) + (n−m)ω.

Observación 101. Si ω0 = m + nω ∈ Λ1,ω, entonces 3ω0 ∈ Hex, esto es
porque

3(m+ nω) = (m− n)(2− ω) + (m+ n)(1 + ω).

Además si 2ω0 = 2(m+ nω) ∈ Hex, entonces ω0 ∈ Hex.
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Figura 37. Generadores de la subret́ıcula Hex de Λ1,ω.

Proposición 102. Sea ω0 = m0 + n0ω con (m0, n0) = 1. Entonces, la
intersección de la recta `(t) = tω0 con la ret́ıcula Λ1,ω es igual al conjunto
de las kω0, con k ∈ Z. Por lo tanto la recta 1/2+ tω0 intersecta a 1/2+Λ1,ω

en el conjunto de puntos de la forma 1/2 + kω0, con k ∈ Z.

Demostración. Claramente kω0 ∈ Λ1,ω, para cada k ∈ Z. Rećıprocamente,
si tω0 = m1 + n1ω para algunos enteros m1, n1, se tiene que tm0 = m1 y
tn0 = n1. Como (m0, n0) = 1 existen a, b ∈ Z tal que am0 + bn0 = 1,
entonces t = am1 + bn1 ∈ Z. �

Teorema 103. Sea γ(t) una curva cerrada en 2∆−{0, 1, ω} con punto base
en 1/2. Entonces, γ(t) es una geodésica (parametrizada) cerrada y primitiva
en 2∆ si y sólo si existe ω0 = m + nω, con (m,n) = 1 y n impar tal que
γ(t) = π(1/2 + tω0), donde t ∈ [0, 1] si ω0 ∈ Hex y t ∈ [0, 3] si ω0 /∈ Hex.

Demostración. Sea ω0 = m+ nω, con (m,n) = 1 y n impar. Considere la
recta `(t) = 1/2 + tω0, por el Corolario 99 sabemos que γ(t) = π(`(t)) no
pasa por los vértices. Si ω0 ∈ Hex γ(t) es cerrada primitiva en el intervalo
[0, 1]. Si ω0 /∈ Hex, sabemos por Observacion 101 que γ(t) será cerrada y
primitiva en el intervalo [0, 3].

Sea γ una geodésica cerrada suave en 2∆ basada en 1/2 y que no pasa
por los vértices; sea ` su levantamiento con respecto a la proyección canóni-
ca π : C → C/Γ3,3,3 con punto base 1/2 (el levantamiento existe porque π
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es un cubriente fuera de los vértices de la teselación). Como π es una iso-
metŕıa local fuera de los vértices, ` también es una geodésica (con la métrica
euclidiana de C) que pasa por 1/2 y que no contiene ningún vértice de la
teselación de Γ3,3,3. Por lo tanto es una ĺınea recta que no contiene ningún
punto de Λ1,ω. Puesto que la imagen de ` bajo π es una curva cerrada, ésta
debe de conectar a 1/2 con 1/2 + ω0, para algún ω′0 ∈ Γ3,3,3. Puesto que π
es una isometŕıa riemanniana local fuera de los vértices los ángulos entre la
recta y las aristas que contienen a 1/2 y 1/2 + ω0 son los mismos, por lo
tanto las aristas son paralelas y ω′0 ∈ Λ1,ω. Luego, ω′0 es un vértice blanco
de la teselación decorada de Γ3,3,3.

La Proposición 102 implica que podemos escoger ω0 = m0 + n0ω de
módulo mı́nimo que genera la misma recta que ω′0. Entonces (m0, n0) = 1 y
como `(t) no contiene puntos de la ret́ıcula se sigue que n0 es impar. �

Corolario 104. La longitud de la geodésica γ con la parametrización π(`(t)) =
π(1/2 + tω0), ω0 = m+ nω con (m,n) = 1 y n impar, es igual a

long γ =

{
|ω0|, si ω0 ∈ Hex,

3|ω0|, si ω0 /∈ Hex.

(Vea la Proposición 140 para una reformulación del Teorema 103 y Corolario
104).

3.5.3. Geodésicas cerradas y primitivas en superficies. Sea X una
superficie de Riemann obtenida de una estructura equilátera decorada y
f : X → 2∆ su función de Belyi asociada.

Sea p un punto en f−1(1/2), es decir, p es un punto medio de alguna
arista del dessin. Si α(t) es una geodésica cerrada en X que no pasa por los
vértices de la triangulación y basada en p, entonces f(α) es una geodésica
cerrada en 2∆ basada en 1/2. Luego, por la discusión de la sección anterior,
existe ω0 que satisface las condiciones del Teorema 103 y tal que f(α) = π(`)
con `(t) = 1/2 + tω0.

Si Ψ es el desarrollo de ` en X con respecto a p (vea la definición de
Ψ en §3.5.1), sabemos que γ̃ = Ψ(`) es el levantamiento de f(α) basado en
1/2, entonces por unicidad del levantamiento se sigue que γ̃ = α.

Rećıprocamente, veremos en el Corolario 106 que dado ω0 = m + nω,
con (m,n) = 1 y n impar, la geodésica correspondiente γ̃ = Ψ(`(t)) =
π(1/2 + tω0) es también cerrada y suave.

Supongamos que hemos fijado un etiquetado de las aristas del dessin
d’enfant asociado a f : X → 2∆ con śımbolos ai, i = 1, . . . ,deg f . De acuerdo
con este etiquetado denotaremos por pi al punto medio de la arista ai y, dada
una curva γ basada en 1/2, denotaremos por γ̃pi su levantamiento basado
en pi.
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Como anteriormente, σγ denota a la permutación asociada a un elemento

γ ∈ π1(Ĉ−{0, 1,∞}, 1/2), y (σ0, σ1) es la pareja de permutaciones asociadas
al dessin de f (vea §3.2.4).

Teorema 105. Sea X una superficie de Riemann dada por una triangu-
lación equilátera decorada y f : X → 2∆ su función de Belyi. Fijemos un
etiquetado de las aristas del dessin d’enfant de f , con śımbolos a1, . . . , ad
donde d = deg f .

Sea γ una geodésica cerrada en 2∆ basada en 1/2 definida por una recta
`(t) = 1/2 + tω0 como en el Teorema 103, y ai una arista del dessin de
f con punto medio pi ∈ f−1(1/2). Si τi es el ciclo que contiene a i en la
descomposición ćıclica de σγ ∈ Sym(f−1(1/2)) ∼= Sd (el isomorfismo está
dado por el etiquetado), entonces el desarrollo de `(t) en X basado en pi se
puede expresar como:

γ̃ = γ̃pi · γ̃σγ(pi) · · · γ̃σr−1
γ (pi)

(módulo una reparametrización), donde r es igual a ord τi, es decir la lon-
gitud del ciclo τi.

Demostración. Existe ω0 = m + nω, con (m,n) = 1 y n impar tal que
γ(t) = π(`(t)), donde `(t) = 1/2 + tω0. Considere el desarrollo Ψ de `(t) con
respecto a pi ∈ ai. Tenemos que γ̃ = Ψ(`).

Supongamos que ω0 ∈ Hex. Entonces para cada entero k ≥ 0 definamos
el segmento `k : [0, 1] → C como `k(t) = `(t + k) (i.e., es el segmento de
` en el intervalo [k, k + 1]). Sea γ̃k(t) = Ψ(`k(t)) y γk(t) = π(`k(t)), para
t ∈ [0, 1]. Puesto que localmente f = π ◦ Ψ−1, γ̃k(t) es levantamiento de
γk(t), con t ∈ [0, 1].

Tenemos que

γ̃k(0) = γ̃k−1(1) = σγ(γ̃k−1(0)),

por lo tanto

γ̃k(0) = σkγ(γ̃0(0)) = σkγ(pi).

Luego

γ̃k(1) = γ̃k+1(0) = σk+1
γ (pi),

entonces

γ̃r−1(1) = σrγ(pi) = pi.

Puesto que el producto γ̃0 · · · γ̃r−1 : [0, 1]→ X es una reparametrización
de γ̃ = Ψ(`) : [0, r]→ X, se sigue que

γ̃(t) = γ̃0 · · · γ̃r−1(t), t ∈ [0, r]
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(módulo una reparametrización). Puesto que Ψ`(0) = Ψ`(r) y se cierra con
el mismo vector tangente, se sigue que γ̃, parametrizada en el intervalo [0, r],
es una geodésica cerrada suave.

Observe que γ̃k = γ̃σkγ(pi) porque

γ̃σkγ(pi)(0) = σkγ(pi) = γ̃k(0).

Con lo cual concluimos que

γ̃(t) = γ̃pi · γ̃σγ(pi) · · · γ̃σr−1
γ (pi)

(t), t ∈ [0, r]

(módulo una reparametrización).

Si ω0 /∈ Hex, con (m,n) = 1 y n impar podemos aplicar un argumento
análogo al anterior, sólo que ahora con 3ω0 ∈ Hex, aśı que tomamos `k =
`(3(t + k)) con t ∈ [0, 1] para cada entero k ≥ 0. Con lo cual obtenemos,
módulo una reparametrización, la siguiente igualdad:

γ̃(t) = γ̃pi · γ̃σγ(pi) · · · γ̃σr−1
γ (pi)

(t), t ∈ [0, 3r].

�

De la prueba del teorema anterior se sigue el siguiente corolario que nos
da una fórmula para calcular la longitud de una geodésica en una superfi-
cie triangulada decorada en términos del dessin d’enfant (para geodésicas
basadas en algún punto de la fibra de 1/2):

Corolario 106. Sea γ una geodésica cerrada en 2∆ dada por la parametri-
zación `(t) = 1/2+ tω0, donde ω0 = m+nω con (m,n) = 1 y n impar. Si ai
es una arista del dessin de X y Ψ es el desarrollo de ` con respecto a pi (el
punto medio de ai), entonces la geodésica γ̃ = Ψ(`) es suave, cerrada y tiene
longitud long γ̃ = ordσai long γ, donde σai es el ciclo de σγ que contiene a
ai. Por lo tanto

long γ̃ =

{
ordσai |ω0|, ω0 ∈ Hex

3 ordσai |ω0|, ω0 /∈ Hex

donde σai es el ciclo de σγ que contiene a ai.

3.5.4. Descomposición ćıclica de σγ. En lo que sigue veremos un al-
goritmo para calcular la descomposición ćıclica de σγ .

Considere `(t) = 1/2 + tω0, donde ω0 = m + nω con (m,n) = 1 y n
impar. Supongamos por el momento que ω0 ∈ Hex, entonces γ(t) = π(`(t))
con t ∈ [0, 1] es una geodésica cerrada en 2∆.

Supongamos que para t ∈ [0, 1] la recta `(t) intersecta a los hexágonos
H1, . . . ,Hk, de la teselación hexagonal (con vértices decorados con ◦, •, de
la teselación de Γ3,3,3) y en ese orden. Notemos que `(t) intersecta a cada
hexágono en 2, 3 ó 4 triángulos de la teselación de Γ3,3,3.
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Digamos que `(t) intersecta a un Hj en 4 triángulos ∆1,∆2,∆3,∆4, en
ese orden. Sea ai la arista de Hj que está en ∆i y sea pi su punto medio.
Considere la poligonal `Hj que conecta a p1, p2, p3, p4, siguiendo ese orden.

Notemos que `Hj ⊂
⋃4
i=1 ∆i y que

⋃4
i=1 ∆i es simplemente conexo. Entonces

` ∼ `Hj , por una homotoṕıa libre dentro de Hj .

Usando un argumento análogo al anterior podemos probar que ` ∼ `H
por una homotoṕıa libre contenido en Hj , en el caso de que ` intersecta a
Hj en 2 o 3 triángulos.

Concluimos que

` ∼ `H1 · · · `Hk
con una homotoṕıa que fija los puntos extremos (recuerde que estamos to-
mando el segmento de ` en [0, 1]) y dentro de la unión de los triángulos que
intersecta `(t), para t ∈ [0, 1].

Si γ0 y γ1 son los generadores de π1(2∆− {0, 1, ω}, 1/2), los lazos natu-
rales alrededor de 0 y 1, respectivamente, entonces en 2∆ tenemos:

γ = π(`) =
∏

ηi, ηi ∈ {γ0, γ1, γ
−1
1 , γ−1

0 }

ya que un segmento que conecta a los puntos medios de dos aristas adyacen-
tes desciende a γ0, γ1 o a sus inversos, según el color del vértice en común
y su orientación.

El razonamiento anterior también puede aplicarse cuando ω0 /∈ Hex, solo
que en este caso debemos tomar la parametrización de `(t) en el intervalo
[0, 3]. A continuación damos un ejemplo que ilustra estas ideas:

Ejemplo 107. Sea ω0 = 3ω ∈ Hex, `(t) = 1/2+tω0, t ∈ [0, 1] (vea la Figura
38). En este caso ` intersecta a dos hexágonos H1 y H2, y en cada hexágono
intersecta 3 triángulos. Entonces `(t), con t ∈ [0, 1], es homotópico a `H1`H2

por una homotoṕıa que fija los puntos extremos y contenida en la unión de
los triángulos que intersecta. Entonces

γ = γ−1
1 γ−1

0 γ1γ0.

De la prueba anterior, tal como podemos ver en el Ejemplo 107, podemos
notar que para encontrar la factorización de γ = π(`) basta ver a los a los
triángulos que intersecta el segmento `(t) (con t ∈ [0, 1] si ω0 ∈ Hex ó
t ∈ [0, 3] si ω0 /∈ Hex), y ver como permuta las aristas decoradas con ◦ y •
de estos triángulos, según avanza t de 0 a 1 (o de 0 a 3, cuando ω0 /∈ Hex).
La permutación alrededor de un vértice blanco aporta un factor γ0 o γ−1

0 , si
la rotación fue positiva o negativa, respectivamente; y aporta un factor γ1 ó
γ−1

1 , si la rotación con respecto a un vértice negro fue positiva o negativa,
respectivamente.
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Figura 38. Factorización de γ dada por ω0 = 3ω.

Recuerde que para cualesquiera dos elementos γ1 y γ2 en el grupo fun-
damental π1(Ĉ − {0, 1,∞}, 1/2), se tiene que σγ1γ2 = σγ2σγ1 . Por lo tanto,
si γ se factoriza como

γ = η1 · · · ηn, ηi ∈ {γ0, γ1, γ
−1
0 , γ−1

1 }

se sigue que

(55) σγ = σηn · · ·ση1 , σηi ∈ {σ0, σ1, σ
−1
0 , σ−1

1 }

recuerde que σ0 = σγ0 y σ1 = σγ1 .

Por hipótesis conocemos expĺıcitamente las permutaciones σ0 y σ1, en-
tonces podemos sustituirlas en la ecuación (55) y poder calcular expĺıcita-
mente su descomposición ćıclica. En el Cuadro 2 hemos calculado la facto-
rización de algunas geodésicas γ = π(1/2 + tω0) en el grupo fundamental
π1(2∆− {0, 1, ω}, 1/2), siguiendo el algoritmo que describimos, recordemos
que t ∈ [0, 1] si ω0 ∈ Hex y t ∈ [0, 3] en otro caso.

A continuación damos un ejemplo en donde aplicamos el algoritmo an-
terior para calcular la longitud de algunas geodésicas.

Ejemplo 108. Consideremos las superficie X cuya estructura equilátera
decorada se obtiene del doble del anillo plano que se muestra en la Figura
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Direcciones ω0 Factorización de γ en π1(2∆− {0, 1, ω}, 1/2)

1. ω0 = 1 + ω ∈ Hex γ = γ−1
1 γ0.

2. ω0 = 3ω ∈ Hex, γ = γ−1
1 γ−1

0 γ1γ0.

3. ω0 = 2 + 3ω /∈ Hex γ = γ−1
1 γ0γ

−1
1 (γ−1

0 )2γ−1
1 (γ−1

0 )2γ−1
1 γ−1

0 γ1γ0

γ2
1γ0γ

2
1γ0γ

−1
1 γ0

4. ω0 = 2 + ω /∈ Hex γ = γ−1
1 γ0γ

2
1γ0γ1γ

−1
0 γ−1

1 (γ−1
0 )2γ−1

1 γ0

5. ω0 = 10 + ω ∈ Hex γ = γ−1
1 γ0γ1γ

−1
0 γ−1

1 γ0γ1γ
−1
0 γ−1

1 γ0γ1γ
−1
0 γ−1

1 γ0

6. ω0 = 13 + 7ω ∈ Hex γ = γ−1
1 γ0γ

2
1γ0γ1γ

−1
0 γ−1

1 (γ−1
0 )2γ−1

1 γ0γ
−1
1 γ0γ

−1
1

γ0γ
2
1γ0γ1γ

−1
0 γ−1

1 (γ−1
0 )2γ−1

1 γ0

7. ω0 = 5− ω ∈ Hex γ = γ1γ
−1
0 γ−1

1 γ0γ1γ
−1
0

8. ω0 = 10 + 7ω ∈ Hex γ = γ−1
1 γ0γ

−1
1 γ0γ

2
1γ0γ

2
1γ0γ1γ

−1
0 γ−1

1 (γ−1
0 )2γ1γ

2
0

γ−1
1 γ0γ

−1
1 γ0

9. γ0 = 2 + 5ω ∈ Hex γ = γ−1
1 (γ−1

0 )2γ−1
1 γ−1

0 γ1γ0γ
2
1γ0

Cuadro 2. Algunas direcciones ω0 y la factorización de γ(t) = π(1/2 +
tω0) en π1(2∆− {0, 1, ω}, 1/2).

39. Fijemos el etiquetado de su dessin d’enfant como se muestra en el lado
derecho de la Figura 39.

Sus permutaciones asociadas son:

σ0 = (1 2 3 4 5)(9 8 10)(6 7)(11 12)

σ1 = (1 12 10 9 11)(3 4 6)(2 5)(7 8).(56)

Sea ω0 = 5 − ω. Según el Cuadro 2 γ = π(1/2 + tω0) se factoriza en
π1(2∆− {0, 1, ω}, 1/2) como

γ = γ1γ
−1
0 γ−1

1 γ0γ1γ
−1
0 .

Luego σγ se factoriza como

σγ = σ−1
0 σ1σ0σ

−1
1 σ−1

0 σ1.

Sustituyendo (56) en la ecuación anterior, obtenemos

σγ = (1 6 11 3 9 4 10 5 8)(2 7 12).
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Figura 39. Doble del anillo diamante y su dessin asociado.

Utilizamos el paquete Sympy (https://www.sympy.org/en/index.html)
de Python para calcular este producto.

Si γ̃ es la geodésica en X con vector tangente ω0 = 5 − ω en el punto
medio de la arista a2, vea la Figura 40 obtenemos que ordσa2 = 3 y que
5− ω ∈ Hex. Luego por el Corolario 106 se sigue que

long γ̃ = ordσa2 |ω0| = 3|5− ω| ≈ 13,76.

Esta longitud puede corroborarse manualmente en la Figura 40.

Análogamente, si ω0 = 10 + ω, σγ tiene la descomposición ćıclica

σγ = (1 8 5 2 12 11 6)(3 4)(9 10)(7).

Luego si γ̃ es la geodésica con vector tangente 10 +ω en el punto medio
de a7 (vea la Figura 41), se tiene que

long(γ̃) = ordσa7 |ω0| = |10 + ω| ≈ 10,54

Si γ̃ está basado en a1, ordσa1 = 7, y

long(γ̃) = ordσa1 |ω0| = 7|10 + ω| ≈ 73,75.

Las descomposiciones ćıclicas de σγ para los ejemplos anteriores, y de
otros más, se muestran en el Cuadro 3.

Proposición 109. Para cada k ≥ 0, ω0 = (3k+1)+ω está en Hex. Además,
si γω0 es la geodésica π(1/2 + tω0) en 2∆, entonces

(57) γω0 = (γ−1
1 γ0)(γ1γ

−1
0 γ−1

1 γ0)k.

https://www.sympy.org/en/index.html
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Figura 40. Geodésica γ̃ basada en el punto medio de a2 con dirección
5− ω.

Direcciones ω0 Factorización de σγ ∈ S12

1. ω0 = 1 + ω ∈ Hex σγ = (1 12 2)(3 7 10 11 8 6 5)

2. ω0 = 3ω ∈ Hex σγ = (1 9 6 5 11 8 4)(2 7 12 3 10)

3. ω0 = 2 + ω /∈ Hex σγ = (2 4 11)(3 7 10)(5 9 12)

4. ω0 = 13 + 17ω ∈ Hex σγ = (1 5 12 7 2 11)(4 8 6 9)

5. ω0 = 5− ω ∈ Hex σγ = (1 6 11 3 9 4 10 5 8)(2 7 12)

6. ω0 = 10 + ω ∈ Hex σγ = (1 8 5 2 12 11 6)(3 4)(9 10)
Cuadro 3. Algunas direcciones ω0 y la factorización de σγ con respecto
al dessin dado por (56).

Por lo tanto, si X es una superficie de Riemann con una estructura equiláte-
ra decorada cuyo dessin d’enfant define las permutaciones σ0 y σ1, entonces
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Figura 41. Geodésica γ̃ basada en el punto medio de a1 con dirección
10 + ω.

σγω0
se factoriza como

σγω0
= (σ0σ

−1
1 σ−1

0 σ1)kσ0σ
−1
1 .

Demostración. Notemos que (3k + 1) + ω = m(2 − ω) + n(1 + ω), con
m = k y n = k + 1. Esto prueba la primera afirmación.

Por otra parte, observemos que

γω0 = γ(3(k−1)+1)+ω(γ1γ
−1
0 γ−1

1 γ0).

Luego, si aplicamos la fórmula anterior recursivamente obtenemos

γω0 = γ1+ω(γ1γ
−1
0 γ−1

1 γ0)k.

Puesto que γ1+ω = γ−1
1 γ0, se sigue la fórmula (57). �

Observación 110. Si σ1 = (1) y ω0 = (3k+1)+ω, se sigue de la proposición
anterior que σγ = σ0.

Ejemplo 111. Considere el dessin sobre la esfera de Riemann dada por la
función de Belyi zn. En este caso las permutaciones están dadas por

σ0 = (1 2 · · ·n)

σ1 = Id.
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Consideremos la triangulación asociada al dessin y declaremos a cada
triángulo equilátero, para obtener una estructura equilátera. Entonces de
la Observación 110 se sigue que para una geodésica γ̃ con vector tangente
ω0 = (3k+ 1) + ω anclado en algún punto medio de una arista, se tiene que

long γ̃ = n|(3k + 1) + ω|.

3.6. Estructuras hiperbólicas cónicas

3.6.1. Métrica hiperbólica cónica en superficies compactas con
una triangulación decorada. En esta sección explicamos algunas cons-
trucciones que obtuvimos estudiando a las superficies triangulas decoradas
mediante triángulos hiperbólicos equiláteros, en lugar de euclidianos. Uno
de nuestro objetivos era encontrar expĺıcitamente el módulo de una curva
eĺıptica aritmética, sin embargo, no alcanzamos este propósito, a lo más en-
contramos un método teórico (vea el Teorema 131), nuestra construcción
utiliza un poĺıgono hiperbólico simplemente conexo al que llamamos cáscara
hiperbólica de la curva eĺıptica (vea Definición 114).

Sea X una superficie compacta con una triangulación decorada y sea
f1 : X → 2∆ su función de Belyi asociada. Consideremos un triángulo hi-
perbólico, contenido en el disco de Poincaré D, que tiene como vértices z1,
z2 y z3 tal que: (i) z1 es igual a 0, (ii) la arista entre z1 y z2 está sobre el eje
real y (iii) la terna (z1, z2, z3) define una orientación positiva en el triángulo.
Recuerde que dicho triángulo queda determinado por sus ángulos. Si π/m,
π/n y π/l son los ángulos en z1, z2 y z3, respectivamente, entonces dicho
triángulo será denotado por ∆m,n,l (vea la Figura 42).

Supondremos además que dicho triángulo está decorado con ◦, •, ∗ en
z1, z2 y z3, respectivamente. Tal decoración determina también la coloración
en los triángulos tal como lo hicimos en el caso euclidiano.

Por una construcción análoga a la de 2∆, definiremos a 2∆m,n,l: conside-
remos la reflexión hiperbólica R que deja fija, puntualmente, la arista entre
z1 y z2; identificamos la frontera de ∆m,n,l con la frontera de su reflejado
R(∆m,n,l), mediante R. Esta superficie 2∆m,n,l es homeomorfa a la 2-esfera
y tiene una métrica hiperbólica fuera de los vértices. Y cada uno de los dos
triángulos es isométrico a ∆m,n,l. Además, como en el caso euclidiano, dicha
triangulación induce una estructura compleja que la hace una superficie de
Riemann. Asumiremos que la superficie de Riemann 2∆m,n,l está dotada de
esta métrica hiperbólica cónica y que la decoración de 2∆m,n,l es la inducida
por ∆m,n,l.

Observación 112. La superficie 2∆m,n,l es conformemente equivalente a
H/Γm,n,l, donde Γm,n,l es el grupo triangular generado por ∆m,n,l.
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Figura 42. Triángulo hiperbólico ∆m,n,l, con m = n = l = 4.

Existe un mapeo conforme Φ: ∆ → ∆m,n,l que preserva las fronteras,
manda vértices en vértices y respeta la decoración; por el Principio de Re-
flexión de Schwarz podemos extender este mapeo a sus triángulos reflejados;
al hacer las identificaciones obtenemos un mapeo conforme en el cociente
Φ: 2∆→ 2∆m,n,l, vea la Figura 43.

Usando Φ construimos una función de Belyi f = Φ ◦ f1 : X → 2∆m,n,l.
Este es un mapeo holomorfo con respecto a la estructuras complejas que
hemos definido. Note que esta función realiza la triangulación decorada que
teńıamos originalmente.

Podemos jalar la métrica de 2∆m,n,l a X mediante la función f . Con
esta métrica cada triángulo se vuelve isométrico a ∆m,n,l.

Resumimos la discusión anterior en la siguiente proposición:

Proposición 113. Sea X una superficie triangulada y decorada. Para cua-
lesquiera m,n, l, enteros positivos tales que 1/m + 1/n + 1/l < 1, existe
una métrica hiperbólica cónica en X que hace a cada triángulo isométrico
al triángulo hiperbólico ∆m,n,l. Dicha métrica está inducida por una función
de Belyi f : X → 2∆m,n,l que realiza la triangulación decorada.

3.6.2. Representación de una superficie de Belyi en el plano hi-
perbólico. Sea X una superficie triangulada y decorada inducida por un
dessin d’enfant. Sea O(T ) la valencia más grande de los vértices de la trian-

gulación T . Si f : X → Ĉ es la función de Belyi que realiza la triangulación
T se tiene que O(T ) = máxp∈f−1{0,1,∞}multp(f).
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Figura 43. Mapeo conforme entre 2∆ y 2∆m,n,l.

Sea m un entero, con m > 3 y m > O(T ). Dotemos a X con la métrica
hiperbólica cónica inducida por una función de Belyi f : X → 2∆m,m,m, que
realiza la triangulación decorada (vea la Proposición 113).

Sea P un poĺıgono conexo formado por un número finito de triángulos
de la teselación T (m,m,m) correspondiente al grupo triangular Γm,m,m, ge-
nerado por el triángulo ∆m,m,m [Mag74]. Además, supondremos que dichos
triángulos forman una triangulación de P .

Definición 114. Una cáscara (hiperbólica) de X es una función continua
Ψ: P → X que satisface las siguientes condiciones:

(i) Preserva triángulos.

(ii) Es una isometŕıa en la restricción de cada triángulo de P .

(iii) Respeta las decoraciones (suponemos que la teselación de Γm,m,m
está decorada de forma compatible con ∆m,m,m y que P hereda
dicha decoración).

(iv) La función es inyectiva en el interior de P y cada punto de X tiene
a lo más dos preimágenes bajo Ψ.
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Figura 44. Cáscara asociada a la curva eĺıptica C/Λ1,ω, con ω =
exp(2πi/6). En este caso tomamos m igual a 4.

Si definimos una relación en P como x ∼ y si y sólo si Ψ(x) = Ψ(y),
obtenemos un pegado en los lados del poĺıgono, por medio de isometŕıas
hiperbólicas que están en Γm,m,m.

Note que la cáscara Ψ desciende en el cociente a un encaje que denota-
remos por Ψ̂.

Ejemplo 115. En la Figura 44 mostramos una cáscara para la curva eĺıptica
de la Figura 45. La función Ψ mapea cada triángulo ∆i en Ti respetando
las decoraciones. Como anteriormente, suponemos que el hexágono tiene la
métrica inducida por la función de Belyi f : X → 2∆4,4,4.

Observación 116. Si Ψ: P → X es una cáscara para X, en cada vértice p
del poĺıgono P acuden a lo más O(T ) triángulos. Puesto que m > O(T ) la
unión de dichos triángulos no forma una vecindad de p. Por lo tanto, todos
los vértices de la triangulación de P están en la frontera.

Observación 117. Si todas las aristas de ∂P están emparejadas dos a dos,
entonces Ψ̂ es sobre. Ya que Ψ(P/∼) es una superficie cerrada (conexa y sin
frontera) contenida en X.

Proposición 118. Si alguno de los lados de P no está emparejado con otro,
entonces Ψ puede extenderse a un poĺıgono que tiene un triángulo más que
P .
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Figura 45. Hexágono con lados identificados, correspondiente a
C/Λ1,ω, con ω = exp(2πi/6).

Demostración. Sea a una arista de ∂P que no está emparejada con otra.
Adjuntemos al poĺıgono P el triángulo ∆1 de la teselación que tiene a a como
arista y que no está en P . Tal triángulo debe de existir porque a está en la
frontera de P . Puesto que m > O(T ) las aristas de ∆1, que son distintas
de a, no están en P ; esto asegura que no usamos una arista que ya estaba
emparejada.

Decoremos los vértices de ∆1 de acuerdo a la decoración de la arista a
y lo coloreamos de acuerdo a la orientación positiva o negativa, según los
vértices.

Si T1 es el triángulo en X, adyacente a Ψ(a), definimos Ψ: ∆1 → T1 como
la isometŕıa que preserva la decoración, obtenemos una cáscara Ψ: P ∪∆1 →
Ψ(P ) ∪ T1 que tiene un triángulo más que P . �

Observación 119. Existe una cáscara Ψ: P → X cuyos lados están empa-
rejados dos a dos. Esta afirmación se sigue de la Proposición 118 y por un
argumento de maximalidad. Note que por la Proposición 117 dicha cásca-
ra desciende a un homeomorfismo Ψ̂: (P/∼) → X, que resulta un mapeo
conforme.

Resumimos lo anterior en el siguiente teorema.
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Figura 46. Triángulo ideal con vértices en 0, 1 e ∞.

Teorema 120. Si X una superficie triangulada decorada con una métrica
hiperbólica cónica inducida por una función de Belyi f : X → 2∆m,m,m que
realiza la triangulación, donde m es un entero tal que m > 3 y m > O(T ).
Entonces existe una cáscara Ψ: P → X que es maximal y desciende a un
mapeo conforme en el cociente Ψ̂ : (P/∼)→ X.

Note que Ψ: (P/∼) → X es un mapeo conforme que también manda
triángulos en triángulos, respeta las decoraciones y su restricción a cada
triángulo es una isometŕıa. Naturalmente, P/∼ tiene una función de Belyi
fP : (P/∼) → 2∆m,m,m, definida como el mapeo que manda triángulos en
triángulos, por medio de una isometŕıa que respeta la decoración. Por cons-
trucción, el mapeo Ψ̂ es un isomorfismo de cubrientes ramificados, es decir,
el siguiente diagrama conmuta:

P/∼
Ψ̂ //

fP $$

X

f{{
2∆m,m,m

3.6.3. El caso de de las triangulaciones hiperbólicas decoradas
ideales. A continuación haremos una construcción análoga con triángulos
hiperbólicos ideales. Sea ∆∞,∞,∞ el triángulo en el semiplano superior H
que tiene como vértices 0, 1 e ∞ (vea la Figura 46).

Decoremos los vértices 0, 1 e∞ con los śımbolos ◦, •, ∗, respectivamente;
tomamos la reflexión hiperbólica R en la arista que conecta a ◦ con •, e
identificamos mediante R la frontera ∆∞,∞,∞ con la frontera R(∆∞,∞,∞).
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La superficie de género 0 que acabamos de construir lleva una estruc-
tura hiperbólica cónica, la cual a su vez induce una estructura compleja.
Denotaremos a esta superficie de Riemann por 2∆∞,∞,∞.

Observación 121. La superficie 2∆∞,∞,∞ es conformemente equivalente
a H/Γ(2), donde Γ(2) es el grupo de congruencias módulo 2 (vea [GG12]
Teorema 2.34).

Si X es una superficie con una triangulación decorada, existe un mapeo
de Belyi f : X → 2∆∞,∞,∞ que la realiza. Dotaremos a X con la métrica
hiperbólica cónica obtenida de jalar la métrica de 2∆∞,∞,∞, mediante la
función f .

Por un argumento análogo podemos probar que también tendremos una
cáscara maximal Ψ: P → X, que desciende en el cociente a un mapeo
conforme Ψ: (P/∼)→ X.

Observación 122. En este caso el poĺıgono ideal P tiene que ser convexo.

La cáscara ideal P también puede obtenerse de la uniformización de la
esfera perforada en tres puntos: consideremos a 2∆∞,∞,∞ como el cociente
H/Γ(2). Dada una función de Belyi f : X → H/Γ(2), existe un subgrupo K0

de Γ(2) de ı́ndice finito y un mapeo conforme Ψ tal que el siguiente diagrama
es conmutativo:

(58) H/K0
Ψ //

π $$

X

f||
H/Γ(2)

,

donde π es la función que cambia de clase [z]K0 7→ [z]Γ(2). Entonces, Ψ
debe mandar triángulos en triángulos, preservar la decoración y ser una
isometŕıa en la restricción de cada triángulo. Luego, si tomamos una región
fundamental P de K0, obtenemos una cáscara Ψ: P → X que coincide en
el cociente con el mapeo Ψ del diagrama (58).

Ejemplo 123. En la Figura 47 mostramos tres paralelogramos identificados
por la frontera. La superficie con frontera, que obtenemos al hacer el pegado,
es homeomorfa a un anillo cerrado. Si decoramos dicha superficie como indica
la figura, al tomar su doble obtenemos una superficie X de género 1 con una
triangulación equilátera decorada.

En la Figura 47 están etiquetados 6 triángulos de X con śımbolos ∆i,
i = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Los otros 6 triángulos de X estarán etiquetados con la
letra ∆′i, de tal forma que ∆′i está al reverso de ∆i.
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Figura 47. Paralelogramos identificados por la frontera. Después de
hacer la identificación obtenemos un anillo.

Ahora considere la métrica hiperbólica cónica sobre la superficie X que
hace a cada triángulo ∆i y ∆′i isométrico al triángulo hiperbólico ideal con
vértices en 1, ρ, ρ2, donde ρ = exp(2πi/3).

Sea P el poĺıgono hiperbólico ideal decorado de la Figura 48. Definamos
Ψ: P → X como la aplicación que mapea cada triángulo de P (vea la
Figura 48) a cada triángulo de X por medio de una isometŕıa que preserva
la decoración, de acuerdo al etiquetado señalado. Por definición Ψ es una
cáscara para X.

Observe que Ψ(∂P ) forma una gráfica en la superficie que es una unión
de aristas de la triangulación (vea la Figura 49).

Definición 124. Sea X una superficie de Riemann y Γ un subgrupo de
Aut(X) (grupo de automorfismos holomorfos de X). Decimos que una re-
gión F de X es un dominio fundamental para Γ si: i) cualquier z ∈ X es
equivalente bajo la acción de Γ a un elemento z′ en la cerradura de F (es de-
cir, están en la misma órbita); ii) dos puntos en F no pueden ser equivalentes
bajo la acción Γ.

Observación 125. Sea X una curva eĺıptica (una superficie de Riemann
compacta de género 1) cuya estructura compleja está dada por una triangu-
lación equilátera hiperbólica decorada, con triángulos isométricos a ∆∞,∞,∞
(por lo tanto, tiene una métrica hiperbólica en el complemento de un núme-
ro finito de puntos). Sea Ψ: P → X una cáscara hiperbólica ideal para X.
Supongamos que Λ1,τ es la ret́ıcula que uniformiza a X y π : C → X un
mapeo cubriente tal que Deck(π) (el grupo de transformaciones de cubierta)
es igual a Λ1,τ .
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Figura 48. Ejemplo de una cascara hiperbólica ideal. Al hacer las iden-
tificaciones indicadas obtenemos una curva eĺıptica.

Figura 49. La imagen de ∂P bajo Ψ forma una gráfica en X cuyo
complemento es simplemente conexo. En la imagen del lado derecho, las
letras de color azul indican que la arista está en el reverso del triángulo.
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Dado que P es un espacio simplemente conexo, podemos aplicar el Teo-
rema del Levantamiento y encontrar un mapeo continuo Ψ̃ : P → C tal que
el siguiente diagrama es conmutativo:

(59) C
π
��

P
Ψ //

Ψ̃
>>

X

Afirmamos que Ψ̃(P̊ ) es un dominio fundamental para Λ1,τ , donde P̊

denota el interior de P . Esto es equivalente a probar que π(Ψ̃(P̊ )) = X y

que π : Ψ̃(P̊ )→ X es inyectiva.

Para la primera afirmación, notemos que por continuidad Ψ̃(P̊ ) = Ψ̃(P ),
luego

π(Ψ̃(P̊ )) = π(Ψ̃(P )) = Ψ(P ) = X.

Para la segunda afirmación, sean x, y ∈ Ψ̃(P̊ ) tal que π(x) = π(y).

Entonces, existen p1, p2 ∈ P̊ tal que x = Ψ̃(p1) y y = Ψ̃(p2). Como el
diagrama (59) conmuta Ψ(p1) = Ψ(p2), luego p1 = p2 y por lo tanto x = y.

Esto prueba que Ψ̃(P̊ ) es un dominio fundamental para Λ1,τ .

3.7. Cáscaras de curvas eĺıpticas con una triangulación
equilátera decorada y su módulo τ

En esta sección aplicamos los resultados anteriores para dar un método
teórico para calcular el módulo de una curva eĺıptica aritmética (una curva
eĺıptica que admite una función de Belyi).

Observación 126. Sea X una superficie de Riemann dada por una trian-
gulación equilátera decorada. Tenemos una gráfica decorada formada por las
aristas y vértices de la triangulación. Si Ψ: P → X es una cáscara para X,
entonces GP denota a la subgráfica Ψ(∂P ). En la Figura 49 (imagen derecha)
podemos ver la gráfica GP para la cáscara indicada en la Figura 48.

Recuerde que dos espacios X y Y tienen el mismo tipo de homotoṕıa si
existen mapeos continuos f : X → Y y g : Y → X tal que g◦f es homotópico
al mapeo identidad idX y f ◦ g es homotópico a idY .

Dos gráficas (finitas o no) son del mismo tipo de homotoṕıa si y sólo si
tienen grupos fundamentales (que son grupos libres) isomorfos.

Proposición 127. Si X es una curva eĺıptica dada por una estructura
equilátera decorada y Ψ: P → X es una cáscara para X, entonces GP es
homotópica a un bouquet de dos cŕculos. Por lo tanto, π1(∂GP , x0) es un
grupo libre en dos generadores, para cualquier x0 en ∂GP .
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Demostración. Por teoŕıa de gráficas, GP tiene el tipo de homotoṕıa de
un bouquet con el siguiente número de ćırculos:

1− χ(GP ) = 1− v + a,

donde χ(GP ) es la caracteŕıstica de Euler de la gráfica. Por otra parte,
si tomamos la descomposición celular del toro dado por GP , tenemos que
χ(X) = 0 = v − a+ 1. Por lo tanto 1− χ(GP ) = 2. �

Observación 128. La misma prueba puede usarse para probar que, si en
lugar del toro, X es una superficie de género g entonces 1 − χ(G) = 2g aśı
que GP es homotópica a un bouquet de 2g ćırculos.

Observación 129. Sea X una curva eĺıptica con una triangulación equiláte-
ra decorada y Ψ: P → X una cáscara para X. Note que la inclusión
i : GP → X induce un isomorfismo en los primeros grupos de homoloǵıa

i∗ : H1(GP ,Z)→ H1(X,Z).

Esta afirmación se sigue de la sucesión exacta larga de homoloǵıa de la
pareja (X,GP ), dado que X − GP es contráctil.

Por lo tanto, el homomorfismo inducido en los grupos fundamentales

i# : π1(GP , x0)→ π1(X,x0)

es un epimorfismo del grupo libre en dos generadores a el grupo fundamental
de la curva eĺıptica, que es isomorfo a Z⊕ Z. Por lo tanto podemos escoger
curvas γ1 y γ2 basadas en un punto x0 ∈ GP , totalmente contenidas en GP ,
que generan a π1(X,x0).

Observación 130. Sea X una superficie de Riemann con un punto marcado
x0 y p : (X̃, x̃0)→ (X,x0) su cubriente universal, con x̃0 ∈ X̃ en la fibra de
x0. Por teoŕıa de espacios cubrientes sabemos que para cada [γ] ∈ π1(X,x0)

existe un único gγ ∈ Deck(X̃, p) con la propiedad gγ(x̃0) = γ̃(1), donde
γ̃ es el levantamiento de γ basado en x̃0. Luego, tenemos una aplicación
π1(X,x0)→ Deck(X̃, p). Se puede probar que esta aplicación es un isomor-
fismo de grupos.

Teorema 131. Supongamos que X es una curva eĺıptica dada por una trian-
gulación equilátera decorada. Sea p : C→ X su cubriente universal holomor-
fo. Si Φ: P → X es una cáscara hiperbólica para X, entonces existen dos
curvas γ1 y γ2 en GP tales que gγ1(z) = z + ω1 y gγ2(z) = z + ω2 generan a
Deck(p). Por lo tanto τ = ω1/ω2 uniformiza a X, es decir, X es biholomorfo
a C/Λ1,τ .
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3.8. Observaciones y preguntas finales

En lo que sigue supondremos que X es una curva eĺıptica dada por una
triangulación equilátera decorada con dessin d’enfant D.

A continuación listamos algunas preguntas que queremos estudiar en un
futuro, y que fueron nuestras motivaciones iniciales:

(i) ¿Qué propiedades debe satisfacer D para que la curva eĺıptica esté
definida sobre Q?

(ii) ¿Qué propiedades debe satisfacer D para que la curva sea modular?

(iii) ¿Qué propiedades debe satisfacer D para que esté definido sobre una

extensión cuadrática Q(
√
d) (con d un entero libre de cuadrados)?

En particular, ¿Qué propiedades debe de tener D para que X sea
una curva eĺıptica con multiplicación compleja?

La pregunta (iii) tiene respuestas parciales (vea [JW16]).

Notemos que si las condiciones en (i) implicaran las condiciones en (ii) se
seguiŕıa la célebre conjetura de Shimura-Taniyama, que ahora es un teorema.
En 1995 Wiles y Richard Taylor probaron un caso especial de la conjetura, lo
cual era suficiente para probar el Último Teorema de Fermat, vea [Wil95].
En 2001 la conjetura fue probada completamente por Christophe Breuil,
Brian Conrad, Fred diamond y Richard Taylor. La prueba fue una de las
grandes hazañas en el campo de las matemáticas del siglo XX.

Demostrar la conjetura de Shimura-Taniyama v́ıa los dessins d’enfants
es uno de nuestros sueños.



Apéndice A

La superficie de
traslación asociada a
un superficie
triangulada decorada

En este apartado discutimos brevemente el tema de superficies de tras-
lación y billares, y algunas implicaciones de estos temas en nuestro trabajo.
Recordaremos el concepto de mapeo desarrollante para utilizarla en la cons-
trucción de la superficie de traslación de una superficie (con una estructura
euclidiana). En el caso de que tengamos una superficie triangulada decorada
X, con función de Belyi f : X → 2∆, veremos que existe un cubriente rami-
ficado f̃ : Tras(X)→ C/Hex de la superficie de traslación de X, Tras(X), a

la curva eĺıptica C/Hex, tal que f̃ hace conmutar el siguiente diagrama:

(60) Tras(X)
f̃ //

πX
��

C/Hex

π2∆

��
X

f // 2∆

,

donde πX y π2∆ son las cubiertas ramificadas naturales asociadas a cada
superficie de traslación.

Agradezco a A. Guillot quien en el proceso de revisión de este trabajo
me hizo notar la construcción de la superficie de traslación, la cual aparece
en el trabajo de Fox-Kershner [FK36] y también en el trabajo de Katok-
Zemlyakov [ZK76].
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Con esta observación surgieron nuevos problemas en los cuales se podŕıa
seguir investigando. Por ejemplo, un posible problema seŕıa: determinar pro-
piedades de la superficie de traslación de una superficie triangulada decorada
a partir de las dos permutaciones σ0 y σ1 del dessin d’enfant.

A.1. Mapeo desarrollante y holonomı́a

Comenzaremos recordando el concepto de mapeo desarrollante sobre una
variedad dotada de una (G,X)-estructura (decidimos estudiar este tema
en un contexto más general, no sólo para superficies euclidianas, ya que
posiblemente lo usemos después con otras geometŕıas). Asumiremos algunos
resultados sobre las (G,X)-estructuras, para las definiciones básicas y para
una exposición más detallada consulte [Thu97] y [Rat94].

Supongamos que X es una variedad real anaĺıtica y G un grupo de difeo-
morfismos reales anaĺıticos que actúan en X. Sea M una (G,X)-variedad,
fijemos un punto base x0 en M y una carta (U0, φ0) alrededor de p.

Dada una curva α : [0, 1] → M en M , con punto inicial p, tomemos la
continuación anaĺıtica (utilizando cartas de la estructura) de φ0 a lo largo
de la curva α. Denote por φα0 la función obtenida alrededor de α(1) por este
proceso.

Se puede probar que el germen de φα0 sólo depende de la clase de homo-
toṕıa de α (con homotoṕıas que fijan los puntos extremos). Por lo tanto, la

notación φ
[α]
0 = φα0 está bien definida.

Considere M̃ el cubriente universal de M , vista como el conjunto de

clases de homotoṕıa de curvas con punto base p. El mapeo cubriente π : M̃ →
M está dado por π([α]) = α(1). Definiremos el mapeo desarrollante D : M̃ →
M como la aplicación que coincide localmente con la continuación anaĺıtica
de φ0 a lo largo de la curva. En śımbolos,

(61) D = φ
[σ]
0 ◦ π,

en una vecindad de [σ] ∈ M̃ .

Si le damos a M̃ la (G,X)-estructura inducida por el mapeo cubriente
π, entonces el mapeo desarrollante es un (G,X)-difeomorfismo local.

Teorema 132 (Vea [Rat94], Thm. 8.8.4). Sea M una (G,X)-variedad
simplemente conexa. Si ξ1, ξ2 : M → X son (G,X)-mapeos, entonces existe
un único elemento g de G tal que ξ2 = gξ1.

Luego, si D′ : M̃ → X es otro mapeo desarrollante, existe g ∈ G tal que
D′ = g ◦D.

Sea p̃ ∈ M̃ tal que π(p̃) = p. Supongamos que α : [0, 1] → M es un

lazo basado en p. Entonces α se levanta a una única curva α̃ en M̃ con
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punto inicial p̃. Por teoŕıa de cubrientes, existe una única transformación
de cubierta Tα de π tal que Tα(p̃) = α̃(1) (Tα no cambia si tomamos otro
representante de la clase de homotoṕıa de α). Además, se puede verificar
que Tαβ = TαTβ, para cualesquiera α, β.

Si D : M̃ → X es un mapeo desarrollante de M , entonces, como D ◦
Tα : M̃ → X es un (G,X)-mapeo, existe un único elemento gα tal que D ◦
Tα = gα ◦D. Definamos h : π1(M,p) → G como h([α]) = gα. La aplicación
está bien definida, porque gα sólo depende de la clase de homotoṕıa de α.
Observe que

DTαβ = DTαTβ = gαDTβ = gαgβD.

por lo tanto h es un homomorfismo de grupos. El homomorfismo h es llamado
el homomorfismo de holonomı́a. Observe que gα satisface φα = gαφ0, en una
vecidad de p.

Si tomamos D′ : M̃ → X otro mapeo desarrollante para M , sabemos
que existe g ∈ G tal que D′ = gD, por lo tanto

(62) D′Tα = gDTα = ggαD = ggαg
−1D′.

Entonces la holonomı́a de D′ difiere de h sólo por una conjugación con un
elemento de G.

Definición 133. Denote por Isom+(C) las isometŕıas de C que preservan
orientación y suponga que C está contenido en Isom+(C), visto como el
grupo de traslaciones del plano. Decimos que una (G,X)-estructura en M
es una estructura euclidiana si (G,X) = (Isom+(C),C) y es una estructura
de traslación si (G,X) = (C,C).

Observación 134. En la exposición anterior utilizamos la letra X para
denotar a la variedad modelo, siguiendo la notación en la literatura, sin
embargo sólo será aśı en el presente apartado, en lo que sigue, X seguirá
denotando (como en el resto de este trabajo) una superficie triangulada
decorada.

A.2. Construcción de la superficie de traslación

Aplicaremos los conceptos anteriores al caso que nos interesa, las super-
ficies con triangulaciones euclidianas, o más espećıficamente, a superficies
con triangulaciones equiláteras. Esta discusión está basada en [Gui18].

Sea S una superficie con una estructura euclidiana, considere D : S̃ → C
un mapeo desarrollante de S y h : π1(S, p) → Isom+(C) su holonomı́a co-
rrespondiente. Consideremos el homomorfismo L : Isom+(C)→ SO+(C) que
manda una transformación af́ın en su parte lineal, en śımbolos L(az + b) =
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az. Entonces L◦h : π1(S, p)→ SO+(C) es un homomorfismo de grupos. De-
notemos por H al núcleo ker(L◦h). Por teoŕıa de cubrientes (corresponden-
cia de Galois) sabemos que existe un único cubriente normal πH : SH → S
correspondiente a H.

Observación 135. Si inducimos la estructura euclidiana de S a SH , pode-
mos notar que la holonomı́a de SH toma valores en el grupo de traslaciones,
por lo tanto, la estructura euclidiana de SH contiene una estructura de
traslación (vea [Rat94], Thm. 8.4.5). Además, podemos probar que es la
cubierta más pequeña de S que tiene una estructura de traslación.

Observación 136. Supongamos que con su estructura euclidiana, S es una
superficie de Riemann de tipo finito, obtenida de remover un número finito
de puntos de una superficie de Riemann compacta X, y que πH : SH → S
es un mapeo propio, entonces por el teorema de completación de cubrientes
([For81], §1.8) πH se puede extender a un cubriente ramificado holomorfo
πX : Tras(X) → X de una superficie de Riemann compacta Tras(X) que
contiene a SH con complemento finito.

Sea X una superficie de Riemann compacta dada por una triangulación
equilátera decorada y f : X → 2∆ su función de Belyi asociada. Denote por
X ′ ⊂ X al complemento de los puntos cónicos de la triangulación. Dado
que en X ′ tenemos una estructura euclidiana, podemos tomar un mapeo

desarrollante D : X̃ ′ → C y su correspondiente holonomı́a h : π1(X̃ ′, p) →
Isom+(C); también podemos hablar de la superficie de traslación X ′H de X ′.
En este caso se satisfacen las condiciones de la Observación 136 con S = X ′,
por lo tanto, tenemos una superficie de Riemann compacta Tras(X) y un
cubriente ramificado holomorfo πX : Tras(X)→ X que extiende πH : X ′H →
X ′. Llamaremos a Tras(X) la superficie de traslación de X.

Observación 137. Consideremos la función de Belyi f : X → 2∆ de la su-
perficie triangulada decorada X. Note que los mapeos f◦πX : Tras(X)→ 2∆
y π2∆ : Tras(2∆) → 2∆ son cubrientes no ramificados fuera de los puntos
singulares, por lo tanto, por la propiedad de minimalidad de la superficie
de traslación, existe un mapeo f̃ de la superficie de traslación de X a la
superficie de traslación de 2∆ que satisface f ◦ πX = π2∆ ◦ f̃ , naturalmen-
te este mapeo se extiende a un cubriente holomorfo ramificado entre las
compactificaciones, esto es, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Tras(X)
f̃ //

πX
��

Tras(2∆)

π2∆

��
X

f // 2∆

.
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Una geodésica en una superficie de traslación no tiene auto interseccio-
nes. Por lo tanto, si una geodésica conecta a un punto consigo mismo, tiene
que ser periódica. Observe que la información de las geodésicas de una su-
perficie con una estructura euclidiana quedan codificadas por su superficie
de traslación. Los resultados fundamentales de propiedades de geodésicas en
superficies de traslación fueron dados por Masur:

Teorema 138 ([Mas86], [Mas88], [Mas90]). Sea M una superficie de
traslación.

1. Existe una geodésica periódica en M de longitud a lo más c
√
a, donde

a es el área de M y c > 0 es una constante que depende solamente
del género de M .

2. Las direcciones de las geodésicas periódicas en M son densas en S1.

3. Denote por N1(M,R) al número de cilindros periódicos de M de
longitud a lo más R > 0. Entonces existe 0 < c1(M) < c2(M) < ∞
tal que

c1(M) ≤ N1(M,R)/R2 ≤ c2(M)

para R suficientemente grande.

Por otra parte, resulta que las superficies de traslación corresponden a
diferenciales cuadráticos que son cuadrados de diferenciales abelianos, esto
permite su estudio desde el punto de vista de la Teoŕıa de Teichmüller. Los
art́ıculos [War98] y [HS99] investigan a las superficies de traslación desde
este punto de vista.

A continuación explicamos la construcción clásica de Tras(2T ), para T
un triangulo euclidiano racional. Esta construcción aparece en el trabajo de
Fox-Kershner [FK36] y en el trabajo de Katok-Zemlyakov [ZK76].

Sea Γ el grupo generado por las reflexiones σ1, σ2 y σ3 en los lados `1, `2
y `3 de T . En la unión disjunta tγ∈Γγ(T ),

1. pegamos γ(T ) con γσi(T ) a lo largo del lado común γ(`i) y,

2. si γ1γ
−1
2 es una traslación, identificamos γ1(T ) con γ2(T ).

Viéndolo de esta manera, podemos notar que la superficie de traslación
de 2∆ es la curva eĺıptica definida por la ret́ıcula hexagonal (vea la Figura
37), esto es, Tras(2∆) ∼= C/Hex. Luego, tenemos las siguientes propiedades:

Observación 139. La superficie Tras(2∆) = C/Hex no tiene puntos cóni-
cos, todos los vértices de su triangulación tienen valencia 6. Entonces, en
este caso tenemos que:

1. Los vértices no son un obstáculo para las geodésicas.
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2. Las geodésicas cerradas primitivas están inducidas por rectas de la
forma p+ tω, con ω ∈ Hex primitivo (de módulo mı́nimo en Hex) y
p ∈ C.

3. La longitud cerrada primitiva tiene longitud |ω|.
4. La longitud no cambia si lo trasladamos paralelamente.

5. Las geodésicas cerradas primitivas son simples.

Puesto que las geodésicas de 2∆ quedan codificadas en su superficie de
traslación, se tienen resultados análogos para las órbitas periódicas de 2∆:

Proposición 140. Suponga que γ es una geodésica cerrada primitiva en
2∆, con punto base p ∈ ∆; tal que γ que no pasa por los vértices, entonces γ
está inducida por una recta de la forma p+tω para algún ω ∈ Hex primitivo.
Por lo tanto, la longitud de γ es |ω|; además, γ no cambia de longitud en
2∆ si cambiamos el punto base con el mismo vector tangente.

La proposición anterior nos dice que el punto 1/2 que elegimos en la
discusión de nuestro trabajo no es un punto distinguido en 2∆.

Podemos hacer una construcción similar cuando P un poĺıgono eucli-
diano racional. Definimos 2P de forma análoga a 2∆, luego, obtenemos tam-
bién una superficie de Riemann compacta de género 0 con una estructura
euclidiana, formada por dos copias de P . Se puede probar que la superficie
de traslación (2P )′H tendrá un número finito de copias de P (sin vértices),
luego, el cubriente πH : (2P )′H → (2P )′ será un mapeo propio y puede ex-
tenderse a un cubriente ramificado holomorfo π2P : Tras(2P )→ 2P entre las
dos superficies de Riemann compactas. La superficie de Riemann Tras(2P )
es conocida como una superficie de Katok-Zemlyakov (vea [Gut00]).

Finalizamos con una breve discusión sobre billares triangulares. Pense-
mos en una mesa de billar triangular T , el juego consiste en dejar a una
part́ıcula moverse libremente en el interior de la mesa y cuando choca con
el borde rebota con el mismo ángulo de llegada (no definiremos el futuro
de la part́ıcula si cae en uno de las esquinas). El problema es describir la
evolución de las trayectorias, o decir algo sobre las órbitas periódicas. Se
tiene la siguiente conjetura:

Conjetura 141. Sea T ⊂ R2 un triángulo plano. El juego de billares en T
tiene una órbita periódica.

Se sabe que la conjetura se cumple para varios triángulos, sin embargo,
la conjetura permanece abierta. Para triángulos agudos, el triángulo pedal
(el triángulo que tiene sus vértices en los pies de las alturas) da una órbita
periódica, un resultado de Fagnano 1775. En este contexto, más cercano a
nuestro tema, Baxter y Umble en su trabajo [BU07] clasifican y cuentan
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las clases de equivalencia de órbitas periódicas de un periodo dado en un
triángulo equilátero.

Análogamente, se puede considerar billares en una mesa poligonal P .
Varias preguntas básicas, en general en billares poligonales, y en particular
para la función contadora de órbitas periódicas φP (x), siguen abiertas (vea,
por ejemplo, [Gut96], [Tab95]).
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