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Contenido General

El presente trabajo tiene como temas centrales curvas elipticas y funcio-
nes de Belyi sobre superficies de Riemann. A continuacién describimos los
resultados obtenidos en cada uno de los tres capitulos:

Capitulo 1. En este capitulo estudiamos las soluciones de la ctbica de
Fermat

(1) Fy: 243 =1

en el campo de funciones meromorfas del plano complejo. En su articulo
[Gro66a] F. Gross conjeturé que dichas soluciones tenian que ser funciones
elipticas compuestas con funciones enteras. La conjetura fue resuelta afir-
mativamente por I. N. Baker, F. Gross y N. Steinmetz, independientemente.
El resultado principal de este capitulo es una prueba alternativa de dicha
conjetura. De forma maés precisa probamos el siguiente teorema:

Teorema 1 (Baker-Gross). Sea o la funcion eliptica de Weierstrass que
satisface (p')? = 49> — 1 y N la reticula en C que define la funcion p.
Entonces el mapeo C/A' — F3 dado en coordenadas afines como sigue:

2 e (Q;(Z) (1-320(2)) ,2;(2) (1+ 3—1/2@'(2))>

es un biholomorfismo entre las dos curvas elipticas. Entonces por la propie-
dad de levantamiento de cubrientes cualquier par de funciones F y G que
son meromorfas en C y satisfacen (1) se pueden expresar de la siguiente
forma:

(1-371¢(), &= (14+372¢/(0)

2p(c) 2p(c)

I11
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donde o es una funcion entera.

Nuestra prueba, basada en superficies de Riemann, podria clarificar la
naturaleza de las férmulas obtenidas por los autores mencionados anterior-
mente. Dicha prueba la encontramos independientemente para responder a
la conjetura de Gross, ya que no sabjfamos si la conjetura ya habia sido
resuelta.

También, nuestro método nos permite encontrar férmulas andlogas, por
ejemplo las siguientes:

P p(la) <1 - \/lﬂp'(ao . G= p(la) <1 + \/}4@@)) :

donde p satisface en este caso (p')% = 4¢3 — 8.

También aplicamos nuestra construccién a curvas de Fermat de grados su-
periores " 4+y" = 1, obteniendo las siguientes expresiones para dicha curva:

n—1
2
n
Ey: 2 2§ 2k — g
2 + k_1<2k>y €T,

si n es impar y

si n es par. Nuestra construccion nos permite dar explicitamente el isomor-
fismo birracional entre Eo y F,.

El contenido de este trabajo aparece publicado en [Jual7a] y es una
continuacién de mi tesis de licenciatura que realicé bajo la direccién del
profesor A. Verjovsky.

Capitulo 2. En este capitulo estudiamos algunas formas normales de cur-
vas elipticas, vistas como configuraciones de cuatro puntos en la esfera de
Riemann.

Por teoria de superficies de Riemann sabemos que cualquier curva elipti-
ca X admite una funcién meromorfa f: X — C de grado 2 (vea Forster
[For81], Cor. 16.12) y por la férmula de Riemann-Hurwitz esta funcién tie-
ne cuatro valores criticos, esto nos permite asociar a cada curva eliptica un
conjunto de cuatro puntos en la esfera de Riemann, de hecho tenemos el
siguiente teorema (vea [Donll, §6.3.2]):

Teorema 2. Sea M el conjunto de clases de isomorfismo de curvas elipti-
cas, modulo biholomorfismos. La correspondencia descrita anteriormente es-
tablece una biyeccion entre M y conjuntos de cuatro puntos en la esfera de
Riemann, mddulo transformaciones de Mdbius.
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Por otra parte, existen unas ecuaciones estdndar en las que una curva
eliptica puede expresarse llamadas formas normales (por ejemplo, la forma
normal de Weierstrass, de Legendre o de Jacobi). El propdsito de este tra-
bajo es entender geométricamente algunas formas normales cldsicas vistas
como configuraciones de cuatro puntos en la esfera de Riemann, o equivalen-
temente, entender las formas normales utilizando una funcién meromorfa de
grado 2 sobre la superficie. En este contexto, probamos el siguiente teorema:

Teorema 3. Cualquier curva eliptica X es isomorfa a una curva eliptica
dada por una ecuacion de la forma:

y2:(x2—a2)(a2:v2—1), cona*#1 ya#0,

la cual a su vez es isomorfa a la curva eliptica en la forma normal de Ed-
wards:

22+ 2 = a® + a2y,
e isomorfa a la curva eliptica en la forma normal de Jacobi:

2 2 2.2

Y= (2" —1) (kK®2* - 1),
con k = a>.
Nuestro resultado principal es una prueba alternativa de que toda curva

eliptica tiene una forma normal de Hesse:

Teorema 4. Cualquier curva eliptica X es isomorfa a una curva eliptica
en la forma normal de Hesse:

(3) 22 +9y°+1=3key, keC conkd+#1,
que a su vez es isomorfa a la curva eliptica en la siguiente forma:

(4) y? = (z+k)(a® —3ka® +4), keC conk®+1.

En [BM17] Milnor y Bonifant dan una prueba con otro método. En di-
cho articulo los autores comentan que el resultado aparece en el famoso libro
de Heinrich Weber Lehrbuch der Algebra publicado en 1898 (vea [Web98]).

Consideremos ahora la la siguiente expresion
(5) y2::n(x—l)(:v—)\), )\G(C—{O,l},

llamada una forma normal de Legendre de una curva eliptica. El niimero
A es una razon cruzada del conjunto de los cuatro puntos asociados a la
curva eliptica (con la correspondencia del Teorema 2). Esto nos motivé a
buscar una construccién geométrica de la razon cruzada de cuatro puntos
en el plano en posicion general. Nuestra construccion estd dada en términos
de ciertos circulos curvilineos. En Figura 1 ilustramos nuestra construccion.
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Figura 1. Las razones cruzadas A1 = x(z1,22,23,24) ¥y A2 =
x(z1, 22, 24, 23) son los puntos de interseccién de las semirectas indicadas
con lineas punteadas que pasan por 0 y 1 con los dngulos a y S.

(También damos una construccién andloga cuando uno de los puntos es
00, vea Prop. 25). La construccién anterior nos permite tener una intuicién
geométrica de como comparar la razon cruzada de dos conjuntos de cuatro
puntos sin necesidad de calcularlos explicitamente. Vea el Ejemplo 28 y el
Ejemplo 30 para una aplicaciéon de este método en el cédlculo de la forma
normal de Legendre y de Weierstrass de la curva de Fermat.

El contenido de este capitulo aparece en [Jual7b].

Capitulo 3. En este capitulo estudiamos algunas propiedades de las funcio-
nes de Belyi desde un punto de vista geométrico, vistas como superficies de
Riemann con una triangulacién equilatera decorada. La motivacién principal
de este trabajo es el siguiente resultado de G. V. Belyi (vea [Bel79)):

Teorema 5. Sea X wuna superficie de Riemann compacta. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(i) X estd definida sobre Q, el campo de los mimeros algebraicos.

(ii) FEziste una funcidon meromorfa f: X — C, tal que sus valores criticos
estdan en el conjunto {0,1,00}.

Con el teorema de Belyi Grothendieck observé en [Grot97] que exis-
te un funtor invertible entre ciertas graficas en superficies llamadas dessins
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d’enfants y curvas definidas sobre Q. Esta correspondencia le permitié repre-
sentar al grupo absoluto de Galois como una accién en graficas de superficies.

Por otra parte, V. Voevodsky y G. Shabat prueban en [VS89], también
usando el teorema de Belyi, el siguiente resultado:

Teorema 6. Una superficie de Riemann compacta X estd definida sobre Q
sty solo st X admite una estructura equildtera para su estructura compleja
(o equivalentemente, una estructura equildtera decorada,).

Una triangulacién equilatera decorada en una superficie compacta orien-
table es una triangulaciéon equilatera cuyos vértices estan decorados con
simbolos o, e y *, de tal forma que dos vértices adyacentes no tienen la mis-
ma decoracion. Dicha decoracién induce una coloracién en los tridngulos de
la siguiente manera: un tridngulo es negro si la orientacion positiva en su
frontera estd dada por la terna (o, e, %), y es blanco en otro caso.

El Teorema 6 nos motivo a estudiar a las superficies de Riemann dadas
por una estructura equildtera decorada. Nuestro sueno es obtener informa-
cién aritmética de la curva algebraica a partir de la geometria (por ejemplo,
decir algo sobre el campo de definicién o el campo méduli de la curva), pero
al parecer este es un problema muy dificil. Este trabajo esta en progreso y
en este capitulo exponemos algunos resultados, observaciones y preguntas
que hemos hecho entorno a este tema.

El contenido de este tltimo capitulo estd basado en un trabajo conjunto
con mi asesor el profesor A. Verjovsky, el cual aparece en [JV20].

Considere a A el triangulo equilatero con vértices en 0,1, w, con w =
27i/6. Denotemos por 2A al doble de dicho triangulo. Naturalmente 2A
tiene una estructura equildtera, ademés si decoramos los vértices 0,1, w
en 2A con los simbolos o, e, x, respectivamente, obtenemos una estructu-
ra equildtera decorada. Mediante el mapeo de Schwarz-Christoffel podemos
dar un biholomorfismo ¥: C — 2A de la esfera de Riemann C a 2A tal
que ¥ manda al semiplano superior a A y semiplano inferior a su reflejado,
ademas manda a 0, 1 e oo en 0,1 y w, respectivamente. Supondremos que la
esfera de Riemann tiene la estructura equilatera inducida por W. Entonces,
dada una funcién de Belyi f: X — C podemos jalar la estructura equilétera
de @, mediante f, obteniendo una triangulaciéon equilatera decorada en X.

En §3.3 definimos una nocién de suma conexa de dos funciones de Bel-
yi. Dadas dos funciones de Belyi fi: X7 — @ y fo: Xo — C elegimos un
triangulo negro 7;" en X7 y uno blanco T, en Xs, definamos la suma conexa
fi_# _for Xn  # _ Xo— Calo largo de dichos triangulos como sigue:

T T

filz), z € Xy — intTl+

h Tf’#Tz_ Jalw) = {fg(:c), r € Xo—intTy,
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esta aplicacién resulta una funcién de Belyi sobre la suma conexa de las
dos superficies X7 o+ #T* X5. En §3.3.2 calculamos la monodromia de esta

funcién. Ademss, eﬁ EjeQmplo 73 mostramos que la suma conexa depende de
los triangulos elegidos. Sin embargo, cuando las dos funciones son cubrien-
tes normales (de Galois) la suma conexa es independiente de los triangulos
elegidos, mas precisamente probamos lo siguiente:

Proposicion 7. Si fi: X1 — C y for Xo — C son dos funciones de Belyi
que son de Galois, entonces dados Tfr, T{+ dos tridngulos negros de X1 y
Ty, Ty~ dos tridngulos blancos de Xs, existe un biholomorfismo

d: Xy TfL#T; X9 — X1T1/+#T2/7X2

que hace conmutar el siguiente diagrama

XlTlJr#T{X2 XlT{WL#TQ’*XQ .

fipt #m ) % #ogs I

C

Analizamos varios ejemplos de sumas conexas entre algunas familias de
funciones de Belyi sobre la esfera de Riemann. Una de estas familias son los
polinomios de Tchebychev definidos por la siguiente férmula recursiva: (i)
paran =0, To(z) = 1; paran > 1

To(z) = 22T —1(x) — Th—a(x).
Eligiendo unos tridngulos adecuados probamos lo siguiente:
Proposicién 8. Sin es impar To#T, = Th+1, sin es par (1 — To)#T, =
Ty11. Por lo tanto,
T = (1 =To)# - #To#(1 — To)#Ts, n impar,
T, = To#t - #1o#(1 — To)#T>, n par,
donde ambas sumas contienen n — 1 sumandos. FEquivalentemente,

o #L*l_ #nTil
Ty = (1 -T)#Tr)" 2 =Ty

n—2
T, = Tyt T, = Tyt (Tf 2 ) . par.

, noimpar,

Al final de la secciéon damos algunas observaciones y preguntas entre la
relacién de sumas conexas con Flips y refinamientos elementales de triangu-
laciones.

En §3.4 estudiamos a las curvas elipticas que admiten una descomposi-
cién hexagonal con vértices de valencia 3. Damos la siguiente caracterizacion,
usando dessins d’enfants:
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Teorema 9. Sea 7 € H, entonces X1, admite una estructura plana sin
puntos conicos dada por una union finita de hexdgonos requlares con cada
vértice de valencia 3 si y solo si existe v € PSL(2,Q) tal que 7 = vy(w), con
w = exp(27i/6).

En §3.5 damos algunas observaciones sobre longitudes de geodésicas en
superficies trianguladas decoradas, nuestra principal motivacién fue ver si es
posible obtener informacién del campo de definicién de la superficie de Belyi
analizando el espectro geodésico, sin embargo el Corolario 11 nos indica que
no podemos extraer esta informacién tan directamente como pensiabamos.
A lo largo de nuestra discusién fijamos, para nuestros calculos, el punto
1/2 como punto base para el grupo fundamental de 2A — {0, 1,w}, pero los
célculos son andlogos si cambiamos de punto base (usualmente se toma el
punto 1/2 como punto base del grupo fundamental de C - {0,1, 00} para
calcular la monodromia de una funcién de Belyi, por eso elegimos dicho
punto en 2A, pero no es un punto distinguido). Si f: X — 2A ¥ C es un
mapeo de Belyi y v € m(2A — {0,1,w,00},1/2), denotaremos por o, la
permutacién en la fibra f~1(1/2) obtenida de los levatamientos de . En
esta seccién probamos el siguiente teorema:

Teorema 10. Sea X una superficie de Riemann dada por una triangulacion
equildtera decorada y f: X — 2A su funcidn de Belyi. Fijemos un etiquetado
de f~1(1/2), con simbolos a1, ...,aq donde d = deg f.

Sea wy = m ~+ nw, con (m,n) =1 yn impar. Sea vy la geodésica cerrada
en 2A basada en 1/2 definida por una recta ¢(t) = 1/2 + twy, y a; una
arista del dessin de f con punto medio p; € f~1(1/2). Si 7; es el ciclo que
contiene a i en la descomposicion ciclica de o, € Sym(f~1(1/2)) = Sy (el
isomorfismo estd dado por el etiquetado), entonces el desarrollo de £(t) en
X basado en p; se puede expresar como:

Y = Vi - '%W(pi) o ':)’Ug—l(pi)

(mddulo una reparametrizacion), donde r es igual a ordT;, es decir la lon-
gitud del ciclo T;.

El teorema anterior nos permite dar el siguiente corolario, que nos da
una férmula para calcular las longitudes de geodésicas en la superficie trian-
gulada decorada en términos de la monodromia de la funcién de Belyi, o
equivalentemente, en términos de las permutaciones asociadas.

Corolario 11. Suponga que tenemos las hipdtesis del Teorema 10. Sea ~
una geodésica cerrada en 2A dada por la parametrizacion €(t) = 1/2 + twg.
St a; es una arista del dessin de X y W es el desarrollo de £ con respecto
a p;, entonces la geodésica ¥ = W(l) es suave, cerrada y tiene longitud
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Direcciones wy Factorizacién de v en 71 (2A —{0,1,w},1/2)

1. wp =1+ w € Hex 7:'71_1'70.
2. wp = 3w € Hex, v = ’yl_lfyo_lfylfyo.

3.wp=2+43w¢Hex |v= vflvovfl(7@1)27{1(751)2%1751'71%
Y0071 0

4wp=2+w¢Hex |v=97"770717% "1 (0 ) 0
_ _ -1 —-1_-1 —-1_-1 —-1_-1
5. wp=10+w € Hex |~ =7 "771% Y1 Y071% 71 %07M% Y1 70

6. wp =13+ 7w € Hex |y = 1707%7071170‘ 1171‘ lg'yo‘ 1)2171‘ Yo7 o
Yovivome v (v ) o

T.wp=5-weHex |y=m% %00

8. wo = 10 + 7w € Hex | v = 77 071 "0 02010 11t (0 1) %1
—1 —1
Y1 Y071 Y0

—1/.-1 -1,-1
9.9 =2+5w e Hex | v=17"(3% )7 % 7170%%0
Cuadro 1. Algunas direcciones wy y la factorizacién de v(t) = 7(1/2+
two) en m1(2A — {0,1,w}, 1/2).

long ¥ = ord o, long vy, donde o,, es el ciclo de o que contiene a a;. Por lo
tanto

lone A ord og,|wo|, wo € Hex
ongy =
87 3ord o, |lwol, wo ¢ Hex

donde o4, es el ciclo de 0., que contiene a a;.

En §3.5.4 damos un algoritmo para calcular la factorizacién de una
geodésica cerrada primitiva en 2A basada en 1/2, dado su vector direc-
ciéon. En la Tabla 1 mostramos varios ejemplos explicitos. Para calcular las
permutaciones utilizamos el paquete Sympy (https://www.sympy.org/en/
index.html). En el Ejemplo 108 mostramos algunos célculos para ilustrar
el funcionamiento del algoritmo.


https://www.sympy.org/en/index.html
https://www.sympy.org/en/index.html
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Finalmente, en la 1ltima parte de este capitulo estudiamos superficies
trianguladas decoradas, con triangulos hiperbdlicos. Observamos que la su-
perficie se puede desenvolver en el plano hiperbélico a un poligono que llama-
mos una una cdscara hiperbdlica de la superficie. Aplicamos nuestra cons-
trucciéon a curvas elipticas aritméticas para encontrar su moédulo 7 € H.
Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 12. Supongamos que X es una curva eliptica dada por una trian-
gulacion equildtera decorada. Sea p: C — X su cubriente universal holomor-
fo. St V: P — X es una cdscara hiperbolica para X, entonces existen dos
curvas y1 y v2 en Gp = W(OP) tales que gy, (2) = 2+ w1 Y gy,(2) = 2+ wo
generan a Deck(p). Por lo tanto 7 = wi/wy uniformiza a X, es decir, X es

biholomorfo a C/Aq ;.

El teorema anterior es un método tedrico, aun estamos buscando un
método practico que nos permita calcular el médulo explicitamente.

Otro de nuestros suefios es caracterizar a los dessins d’enfants de género
1 que representen a una curva eliptica definida sobre Q, y luego a las modu-
lares, para ver si se puede abordar el Teorema de Shimura-Taniyama desde
el punto de vista de los dessins d’enfants.






Capitulo 1

Una prueba alternativa

del teorema de
Baker-Gross

1.1. Introduccion

Consideremos la cubica de Fermat
(6) Fy: a3 +92=1.

Esta curva algebraica define una curva eliptica i.e., una superficie de Rie-
mann compacta de género 1 (tomando los ceros en CP? de su homogenei-
zaci6n). Una solucién meromorfa de esta ecuacién es, por definicién, un par
de funciones meromorfas en el plano complejo tal que f2 + ¢ = 1. En su
articulo [Gro66a], F. Gross hizo la siguiente conjetura:

Conjetura 13. ([Gro66a], Conjecture 1) Las tinicas soluciones meromorfas
de la ecuacion (6) son funciones elipticas compuestas con funciones enteras.

La conjetura fue resuelta afirmativamente por I. N. Baker en [Bak66].
El probé que cualquier solucién es la composicién de las siguientes funciones
elipticas con una funcién entera:

M 16 =5 (1-37200) . 0 = o (143720,

donde g es la funcién eliptica de Weierstrass que satisface (p')? = 4p3—1. En
lo que sigue denotaremos por A’ la reticula en C que define esta . En par-
ticular estas funciones son soluciones de la ctibica de Fermat. Las férmulas

1
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en (7) difieren de las férmulas anédlogas en [Gro66a], [Gro66b], las cuales
parecen contener un error. Después, F. Gross dio otra prueba en [Gro68],
probando que de hecho la funcién f en (7) nos da una uniformizacién de
la ctibica de Fermat (6). Formulamos el resultado anterior en el siguiente
teorema:

Teorema 14 (Baker-Gross). Sea A’ y o como anteriormente. Entonces el
mapeo C/N' — F3 dado en coordenadas afines como sigue:

8) oz <2;<z) (1-320(2) ,2;(2) (1+ 3—1/2pf(z))>

es un biholomorfismo entre las dos curvas elipticas. Entonces por la propie-
dad de levantamiento de cubrientes cualquier par de funciones F' y G que
son meromorfas en C y satisfacen (6) se pueden expresar de la siguiente
forma:

9 F= 2@1@«) (1 — 3*1/2@(05)) , G= 2@1(04) (1 + 371/2p’(a)> ,

donde a es una funcién entera.

En este trabajo damos una prueba alternativa de este teorema usando
técnicas de superficies de Riemann. Para ello encontramos un biholomorfis-
mo explicito entre la cibica de Fermat y su forma normal de Weierstrass.
Esta prueba podria clarificar la naturaleza de las férmulas en (9), que no
son obvias. Con esta técnica obtenemos otras férmulas andlogas (vea (15)
y (16)). Dicha prueba la encontramos independientemente para responder a
la conjetura de Gross, ya que desconociamos si la conjetura ya habia sido
resuelta.

En la Seccién 1 recordamos algunas propiedades bésicas de las curvas
elipticas; calculamos la forma normal de Weierstrass de la cubica de Fermat
y el correspondiente biholomorfismo. En la Seccién 2 probamos el teorema
principal. Por ultimo, en la tdltima seccién damos algunas observaciones
sobre curvas de Fermat de grados superiores.

Recientemente, N. Steinmetz le comunicé al autor otra prueba de la
conjetura de Gross en [Stel7] (§2.3.5 pp. 56-57) utilizando teoria de Ne-
vanlinna. El probé el siguiente teorema sin hacer referencia al Teorema de
Uniformizacién:

Teorema 15 (Steinmetz). Supongamos que funciones meromorfas no cons-
tantes f y g parametrizan la curva algebraica

F: z2"+y"=1 (n>m>2)
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con 2 +L1 < 1. Entonces (m,n) es igual a (4,2), (3,3) 6 (3,2). En cualquier
caso [ y g estan dadas por

f=Eocy y g="VEoy,
donde E es una funcion eliptica que satisface
E/2 =1— E47 E/3 — (1 . E3)2 y E/2 —1— E37

respectivamente, y ¥ es cualquier funcion entera no constante.

1.2. La forma normal de Welerstrass de la cibica de Fermat

1.2.1. Preliminares de curvas elipticas. Una curva eliptica compleja
X es por definicién una superficie de Riemann compacta de género 1. La
férmula de Pliicker nos dice que una curva proyectiva no singular de grado 3
en CP? es una curva eliptica. El reciproco también es cierto, a continuacién
lo discutimos brevemente.

El Teorema de Uniformizacion dice que cualquier superficie de Riemann
simplemente conexa es conformemente equivalente a una de las siguientes
tres superficies de Riemann: la esfera de Riemann C, el plano complejo C, o
el disco unitario abierto ID. Este teorema combinado con la teoria de espa-
cios cubrientes nos da una clasificacion de todas las superficies de Riemann:
cualquier superficie de Riemann X es conformemente equivalente a un co-
ciente X /G, donde X es el cubriente universal holomorfo de X (por lo tan-
to es conformemente equivalente a una de las tres superficies de Riemann
que mencionamos anteriormente) y G es un subgrupo del grupo de auto-
morfismos holomorfos de X que acttia en él de forma libre y propiamente
discontinua.

En particular, cuando la superficie de Riemann es de género 1 su cubrien-
te universal holomorfo es el plano complejo, entonces X es conformemente
equivalente a C/A, para alguna reticula A C C.

Recuerde que una funcién eliptica f: C — C es por definicién una fun-
cién meromorfa doblemente periddica, es decir, existe una reticula A C C
generada por dos elementos wi,wy € C, linealmente independientes sobre R,
tal que f(z+w) = f(z), para cualquier w € A. Luego, la funcién f desciende
a una funcién meromorfa sobre la curva eliptica C/A. Por abuso de notacién
a veces también denotaremos por f a la funcién inducida en el cociente.

Para una introduccién a la teoria de superficies de Riemann y un prueba
del Teorema de Uniformizacién consulte [For81] §3.27.

La homogeneizacion del polinomio ctibico

(10) y? = 4z® — gow — g3,
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define una curva no singular en CP? si y sélo si el discriminante A = g3 —27¢2
no se anula. Por lo tanto, (10) define una curva eliptica si y sélo si A # 0.
Una forma normal de Weierstrass de una curva eliptica X es una curva
eliptica conformemente equivalente a X dada por ecuacion de la forma (10).

Recuerde también que dada una reticula A C C tenemos asociada su
funcién eliptica de Weierstrass g o o dada por la serie:

weA*

Esta funcién satisface la ecuacién diferencial
() = 49" — g20 — g3,
donde go y g3 son constantes, definidas como:
1 1
=060 — gs=140) —
wEA* weA*

Las cuales satisfacen A = g3 — 27g3 # 0. Entonces p induce el mapeo
U: C/A — E, de C/A a la curva eliptica E: y?> = 423 — gox — g3, que en
coordenadas afines estd dada por la férmula:

(11) U(z) = (p(2), ¢ (2))-

El mapeo ¥ es un biholomorfismo que manda A a el punto al infinito
0:1:0].

De lo anterior y del Teorema de Uniformizacién podemos concluir que
cualquier curva eliptica tiene una forma normal de Weierstrass.

También se puede probar que dada una ecuacién no singular (10), existe
una reticula A con las mismas constantes go y g3. Para un estudio mas
detallado consulte [Sil09, p.176].

1.2.2. El céalculo de la forma normal de Weierstrass de la cibi-
ca de Fermat. Aunque en general es dificil calcular la forma normal de
Weierstrass, partiendo de una superficie de Riemann compacta de género 1,
en nuestro caso es relativamente facil, escogiendo los cambios de variables
adecuados. Puesto que este proceso se aplicard a curvas de Fermat de grados
superiores en la Seccién 1.4 lo describiremos paso a paso:

1. Cambiamos (z,y) por (x — y,x + y) para eliminar el término ciibico
3, obteniendo:

Ey: 223 4 62y = 1.
2. Cambiamos (x,y) por (1/x,y/x) para obtener:
Ey: 2+ 6y% =a°.
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3. En este punto podriamos usar cualquier cambio de variables para
que el coeficiente de y? sea 1 y el coeficiente de 3 sea 4, por ejemplo
con (z,y/v/24) obtenemos las constantes go =0y g3 = 8:

Es: % =423 — 8.

Observe que tenemos un mapeo de la curva obtenida después del cambio
de variable a la curva original (antes de hacer el cambio de variable). Por
ejemplo, en paso 1 el mapeo Ey — Fj, estd dado por (z,y) — (z—y,x+y).
Entonces, los mapeos asociados a los cambios de variables en cada uno de
los pasos anteriores son:

(12) Eg — E2 EQ — El E1 — F3
Y
(xay)'_) <x7m> ) (xay)'_) (%7%)7 (xvy)'%(x_ywx—i_y)

Los mapeos inversos (en el orden contrario, respectivamente) son:

(13) F3—>E1 E1—>E2 E2—>E3
y+xr y—=x
eoe (S50 @ (BB, ) VB,

Entonces en cada paso tenemos un isomorfismo birracional entre estas
curvas algebraicas no singulares, por lo tanto un biholomorfismo entre las
superficies de Riemann que definen. Luego, si componemos los mapeos en
(13) y (12), respectivamente, obtenemos los biholomorfismos ®: F3 — E3'y
o1 By — Fy:

(14) voy) = (2o Vet

y+ax’ y+x

_ 1 Y 1 Y
ot = (=- — :
() <£L“ V24z' x * \/24x)

1.3. Demostracion del Teorema de Baker-Gross

De las férmulas en (14) el teorema de Baker-Gross se sigue facilmente.
Considere A la reticula asociada a go = 0y g3 = 8. Sea ¥ : C/A — Ej
definida en (11), entonces la composicién @~ o ¥: C/A — F3 es un biholo-
morfismo,

(15) P low(z) = (

o) Vaip(z) 9(2) | V2 9l2)

donde g satisface la ecuacién (p')? = 4% — 8.

1 L ¢'(z) 1 1 p’(2)>.

Si continuamos el paso 3 aplicando el cambio de variable (2z, @y)
obtenemos la curva E}: y? = 423 — 1y el mapeo ® = ®~1(2z,v23y) : £} —
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O(z,y) = o '(2z,V23y)
(1 @y 1 \/27’3/)

- 7’7_1_
20 2v/24x 2z 2V/24x

- (0-)2(-%)

Tomemos A, asociada a go = 0y g3 = 1,y ¥ : C/A — E} como
n (11). Al componer estos dos isomorfismos obtenemos el biholomorfismo
buscado en (8) ® o ¥': C/A" — Fj:

—_ 1 1
Bou(:) = (o (1-372000) s (1437200) ).
2¢(2) 2p(2)

donde la funcién eliptica de Weierstrass g satisface en este caso (p')? =
403 — 1.

Por otra parte, sea m: C — C/A’ la proyeccién natural al cociente, este
mapeo es un cubriente holomorfo no ramificado, entonces el mapeo ® o ¥’ o
m: C — F3 también es un cubriente holomorfo no ramificado.

Si F'y G son una solucién meromorfa de la ciibica de Fermat, el mapeo
¢: C— F3 con ¢(z) = (F(z),G(z)) define un mapeo holomorfo. Puesto que
C es simplemente conexo, ¢ tiene un levantamiento holomorfo a: C — C
con respecto a este cubriente, i.e., el siguiente diagrama conmuta:

C .
/ lfbolll’oﬂ'
C 4¢> F3

Componiendo con a obtenemos

= 20(a) (1 — 3_1/2pl(a)) , G= Zpl(a) (1 + 3_1/2gol(a)> ,

que son las férmulas deseadas. Esto prueba el teorema.

Observacién 16. Si usamos el mapeo &1 o ¥: C/A — F3 de la ecuacién
(15) en lugar de ® o ¥’ en el argumento anterior, obtenemos las siguientes
ecuaciones

19 = (- @) o= o (@)

donde @ satisface en este caso (p')? = 4p% — 8.

Podriamos obtener otras soluciones andlogas dependiendo del factor que
elijamos en el paso 3, pero siempre podemos recuperar una de la otra por
este proceso.
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1.4. Algunas observaciones sobre curvas de Fermat de
grados superiores.

Finalizaremos dando una aplicacion del proceso descrito en 1.2.2 a curvas
de Fermat de grado mayor que 3 (vea (17)). Cuando la curva es de grado
impar el proceso puede aplicarse directamente, pero cuando el grado es par
haremos una ligera modificacion al paso 1. De las ecuaciones que se obtienen
damos unas funciones meromorfas sobre estas curvas de Fermat.

1.4.1. El caso impar. Los cambios de variables en los pasos 1 y 2 des-
critos en 1.2.2 pueden aplicarse a cualquier curva de Fermat,

(17) F,:2"+y" =1,

pero en el caso de n impar obtenemos la siguiente férmula para la curva Fo:

n—1

2
(18) By 242 <2T;€>y2k = 2"
k=1

Como no modificamos los pasos 1 y 2 obtenemos el mismo isomorfismo
®: F,, — FE3 como en (14) pero sin el paso 3, luego se sigue la siguiente
férmula:

(19) o) = (22000,

Observe que Fs tiene una involucién holomorfa natural I dada por
I(z,y) = (x,—y). Se puede verificar ficilmente que I es conjugado, me-
diante @, a la involucién canénica de Fy,, I(x,y) = (y,z), i.e., el siguiente
diagrama es conmutativo:

Note que la proyeccion en la primera coordenada en Fo es una funcién
meromorfa de grado n—1, entonces componiendo con ¢ obtenemos la funciéon
meromorfa 2/(y + ) sobre F,, de grado n — 1. Por ejemplo en el caso n = 3
obtenemos una funcién meromorfa de grado 2 sobre la curva eliptica F3.
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1.4.2. El caso par. Se pueden obtener férmulas similares en este caso,
s6lo que en el paso 1 haremos el cambio de variable (z + wy, z 4+ y) en lugar
de (x — y,x + y), donde w es una raiz de 2" = —1, los demds pasos no
los alteramos en el proceso. Al hacer los cédlculos obtenemos la siguiente

ecuacion:
Ey: 2+Z< > (1+wk)yh = 2",
y ®: F, — E5 resulta

O(x,y) = (w_1, x_y>,

WYy — T WYy —T

o (z,y) = <1+ Y 1+y>

T .Z‘.%'

Andlogamente, el mapeo (w — 1)/(wy — x) es una funcién meromorfa de
grado n — 1 sobre la curva de Fermat F;,, para n par. Con esto finalizamos
esta discusion.



Capitulo 2

Curvas elipticas y
conjuntos de cuatro
puntos en la esfera de
Riemann

2.1. Introduccion

A lo largo de este capitulo llamaremos curva eliptica (compleja) a una
superficie de Riemann compacta X de género 1. Si A C C es una reticula,
entonces el espacio cociente T' = C/A es una superficie de Riemann compacta
de género 1. Sabemos por la teoria de Weierstrass que 7" es conformemente
equivalente a una curva eliptica dada en la siguiente forma:

(20) E: y* =42° — gov — g3, con A = g§ —27g3 # 0,

llamada una forma normal de Weierstrass. Por otro lado, por el Teorema de
Uniformizacion cualquier curva eliptica X es conformemente equivalente a
T = C/A, para alguna reticula A de C. Con lo cual se sigue que toda curva
eliptica X es conformememente equivalente a una en la forma normal de
Weierstrass.

Para fines précticos a veces es necesario expresar una curva eliptica en es-
ta forma normal, ya que posiblemente esté dada por otra ecuacion algebraica,
no necesariamente cubica, méas ain quizd no tenemos siquiera la ecuacion.
En el mejor de los casos, teniendo la ecuacién que lo define, podriamos intuir
los cambios de variables para lograr expresarlo en esta forma normal. Pero
en general no es un proceso facil.

9
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Un método diferente para encontrar la forma normal de Weierstrass (20),
sin usar cambios de variables, requiere encontrar una funcién meromorfa de
grado 2 sobre la curva eliptica. Por teorfa de superficies de Riemann dicha
funcién siempre existe (vea [For81] Cor. 16.12). Ademads, en muchos casos
esta funcién no es tan complicada de encontrar. Por la férmula de Riemann-
Hurwitz este mapeo tiene cuatro valores criticos, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que uno de ellos es oo y los demaés son niimeros complejos
{z1, 22, z3}. Sea C' el centroide de los puntos z; y sea e; = z; — C. Con estos
puntos podemos calcular las constantes g y g3 de (20), seran los coeficientes
del polinomio

4(x —eq1)(x — ez)(x — e3).

Esto nos motivo al estudio de otras formas normales cldsicas de curvas
elipticas mediante este método. De forma mas precisa, queremos entender la
relacion entre configuraciones de conjuntos de 4 puntos en la esfera con cur-
vas elipticas dadas en alguna forma normal, mediante funciones meromorfas
de grado 2. En este contexto damos una prueba del siguiente teorema de

Edwards [EdwO07]:

Teorema 17. Cualquier curva eliptica X es isomorfa a una curva eliptica
dada por una ecuacion de la forma:

y2:(x2—a2)(a2x2—1), cona*#1ya#0,

la cual a su vez es isomorfa a la curva eliptica en la forma normal de Ed-

wards:

22442 = a® + a2,

e isomorfa a la curva eliptica en la forma normal de Jacobi:

yr = (2% - 1) (k2:1:2 — 1) ,

con k = a®.

Uno de nuestros principales resultados es una prueba alternativa de que
cualquier curva eliptica tiene una forma normal de Hesse:

Teorema 18. Cualquier curva eliptica X es isomorfa a una curva eliptica
en la forma normal de Hesse:

(21) 22 +9y° +1=3key, keC conkd+#1,
que a su vez es isomorfa a la curva eliptica en la siguiente forma:

(22) y? = (z+k)(z® —3ka®+4), keC conk®+£1.

Nuestra prueba se basa en usar la funcién x4y como funcién meromorfa
de grado 2 sobre la cubica de Hesse (21), con la cual probamos que su
invariante J es una funcién racional (variando k£ como un pardmetro en el
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moduli). Desafortunadamente, nuestro método no nos permite calcular dicha
funcién racional explicitamente, segiin [BM17] y [Pop09] esta funcién debe
ser de grado 12 y dado por la siguiente férmula:

27 (kK3 +8)\°
SD<k)_4(4(1<;3—1)> '

En [BM17] Milnor y Bonifant dan una prueba con otro método. En di-
cho articulo los autores comentan que el resultado aparece en el famoso libro
de Heinrich Weber Lehrbuch der Algebra publicado en 1898 (vea [Web98]).

La forma normal de Hesse ha sido usado para el estudio de la dindmica
del Hessiano en el méduli de curvas elipticas (vea por ejemplo, [Pop09]).
Para una discusion detalla de algunas propiedades de las formas normales
mencionadas anteriormente vea [Hus02].

Para encontrar la forma de Legendre de una curva eliptica, desde el
punto de vista de los cuatro puntos, damos una construccién geométrica
de la razén cruzada de un conjunto ordenado de cuatro puntos en la esfera
de Riemann. La construccién se da en términos de los dngulos de tridngulos
curvilineos en la esfera de Riemann (ver la Figura 4 y la Figura 5). Aplicamos
nuestra construccién en el calculo de una forma normal de Weierstrass y una
forma de Legendre de la cibica de Fermat (vea el Ejemplo 28 y el Ejemplo
30).

2.2. Correspondencia entre M y conjuntos de cuatro puntos

Denotemos por M el moduli de curvas elipticas, i.e., el conjunto de clases
de isomorfismo de curvas elipticas, médulo biholomorfismo de superficies de
Riemann.

Cualquier curva eliptica admite una funcién meromorfa de grado 2, y por
la féormula de Riemann-Hurwitz este mapeo tiene cuatro valores criticos.
Reciprocamente, dados cuatro puntos en la esfera de Riemann existe una
curva eliptica con una funcion meromorfa de grado 2 con valores criticos en
dichos puntos. De hecho esta correspondencia es uno a uno en las clases de
equivalencia (vea [Don11, §6.3.2)):

Teorema 19. La correspondencia descrita anteriormente establece una bi-
yeccion entre My conjuntos de cuatro puntos en la esfera de Riemann,
modulo transformaciones de Mobius.

Observacion 20. A lo largo de este trabajo tomaremos la orientacién
canénica del plano complejo C, la orientacién positiva es al contrario de
las manecillas del reloj.
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2.2.1. La razén cruzada y conjuntos de tres puntos en el plano.
Recordemos que la razon cruzada x(z1, 22, 23, 24) de una tétrada de puntos
(21, 22, 23, 24) en la esfera de Riemann es el valor p(z4), donde p es la tnica
transformacién de Mébius que manda ordenadamente la terna (z1, 22, 23) en
la terna (0,1, 00). Cuando los cuatro puntos estan en el plano complejo la
razon cruzada tiene la siguiente férmula:

(24 — 21) (22 — 23)
(21— 22)(23 — 1)

(23) X(Zl,22,23,24) —

Tenemos esta pequena observacion:

Lema 21. Supongamos que {z1, 22, 23,00} y {w1, w2, ws, o0} son dos con-
juntos no ordenados de cuatro puntos en la esfera de Riemann que son
equivalentes médulo una transformacion de Mobius, entonces existe una
transformaciéon afin az + b, con a,b € C y a # 0, que mapea un conjunto en
el otro.

Demostracién. Sea ;i(z) una transformaciéon de Mébius que manda el con-
junto {z1, 22, 23, 00} a el conjunto {wy, we, w3, 00}. Si p ya fija co no hay nada
que hacer.

Si p(o0) = wj,, podemos tomar la transformacién de Mébius T' que
intercambia co con w;, e intercambia los otros dos puntos. Tales transfor-
maciones existen porque este tipo de permutaciones no cambian las razones
cruzadas. Entonces la transformacién afin buscada es T o p. (]

El Lema 21 tiene interesantes consecuencias. Primero, puesto que po-
demos mandar cualquier punto a oo por una transformacién de Mobius, se
sigue directamente del Lema 21 y del Teorema 19 el siguiente corolario:

Corolario 22. FExiste una biyeccion entre M y los conjuntos de tres puntos
en el plano complejo C mddulo transformaciones afines de C.

Observacion 23. En lo que sigue asumiremos que nuestros puntos estan en
posicién general, i.e., los tres puntos no son colineales; también supondremos
que el tridngulo formado por estos puntos estd orientado positivamente.

Diremos que dos conjuntos de tres puntos en el plano complejo son equi-
valentes si existe un mapeo afin az + b que mapea un conjunto en el otro.

Recordemos que, por definicién, dos tridngulos son similares si tienen los
mismos angulos. Ademads, dos tridngulos (orientados) son similares si y sélo
si hay una transformacién afin az + b, con a,b € C y a # 0, que mapea un
triangulo en el otro. Entonces del Corolario 22 se sigue que dos conjuntos
de tres puntos son equivalentes si y sélo si sus tridngulos orientados son
similares.

De la discusién anterior se sigue la siguiente proposicién:
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Figura 2. Seis tridngulos similares que representan la misma razén cruzada.

Proposicién 24. Sean z1, z9 z3 tres puntos no colineales en el plano com-
plejo. El nimero \ es una razon cruzada del conjunto de cuatro puntos
{z1, 22, 23,00} siy sdlo si el tridngulo orientado {0, 1, A} es similar al tridngu-
lo orientado {z1,z2,2z3}. Por lo tanto, para cada conjunto de cuatro puntos
{z1, 29, 23,00} existen genéricamente seis razones cruzadas (vea la Figura

2).

Veremos en la Seccién 2.5 que para puntos no colineales la tinica excep-
ci6n es cuando el tridngulo orientado {z1, 29, 23} es equildtero. Las razones
cruzadas equivalentes a A se muestran en (28).

La prueba del Lema 21 nos dice como construir una razén cruzada con
un orden en particular.

Proposicién 25. Sean z1, zo z3 tres puntos no colineales en el plano com-
plejo que inducen un tridngulo con orientacion positiva. Si los dngulos de
los tridngulos son «, B y v, respectivamente, entonces las razones cruzadas
A = x(z1,22,23,00) y Ao = x(z1,22,00,23) se obtienen por medio de la
construccion geométrica ilustrada en la Figura 3.

Para encontrar, geométricamente, las razones cruzadas de un conjunto de
cuatro puntos del plano complejo en posiciéon general necesitamos encontrar
los angulos de ciertos triangulos curvilineos, dicha configuracién sera llamada
la forma de los cuatro puntos. A continuacién explicamos la construccion.
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Figura 3. Considere el tridngulo con vértices en z1,z2 y 23, con
angulos «, y 7 como indica la figura. Entonces, las razones cruza-
das A1 = x(z1,22,23,00) y A2 = x(z1, 22,00, 2z3) pueden construirse
geométricamente como los puntos de intersecciéon de las semirectas in-
dicadas con lineas punteadas que pasan por 0 y por 1 con éngulos o y
B, respectivamente, como en la figura. Las demds razones cruzadas se
construyen analogamente.

2.2.2. La forma de un conjunto de cuatro puntos en el plano
complejo. Asumiremos que los conjuntos de 4 puntos que tratamos estdn
en posicién general, i.e. no estan todos en un circulo o en una recta.

Sea {z1, 22, 23, 24} un conjunto de cuatro puntos en el plano complejo.
Sabemos que por cada tres puntos existe exactamente un circulo que pasa
por ellos, luego en total tenemos 4 circulos asociados a estos puntos. Consi-
dere los tridngulos curvilineos formados por arcos de estos circulos y cuyos

vértices estdn en el conjunto {z1, 22, 23,24} (vea la Figura 4) (suponemos
que estan orientados positivamente).

Los cuatro tridngulos curvilineos tienen los mismos angulos: para es-
to observe que, como en el Lema 21, que las permutaciones de la forma
2+2, i.e., permutaciones que son productos de dos trasposiciones no cam-
bian la razén cruzada, entonces existe una transformaciéon de Mobius que
traspone dos parejas del conjunto de cuatro puntos. Note que este tipo de
transformaciones forma un grupo isomorfo al grupo de Klein. Puesto que
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Figura 4. Configuracién de tridngulos curvilineos asociada al conjunto
de cuatro puntos en el plano complejo.

las transformaciones de Mobius mapean circulos en circulos conformemen-
te, preservando la orientacién, dicho grupo actia en los cuatro tridngulos
curvilineos.

Del dltimo argumento se sigue también que dos conjuntos de cuatro pun-
tos en C que son equivalentes tienen tridngulos curvilineos con los mismos
angulos.

También, por un argumento andlogo al anterior podemos probar el caso
cuando uno de los puntos es co. S6lo que en este caso permitiremos circulos
generalizados (rectas en el plano con el punto al infinito) que pasan por tres
puntos del conjunto de cuatro puntos: uno de los tridangulos curvilineos es un
triangulo euclidiano y los otros tridngulos tendran un arco y dos semirectas
(vea la Figura 5). El tridngulo euclidiano positivamente orientado induce
una orientacién positiva en los tridngulos con un vértice al infinito.

Reciprocamente, si dos conjuntos de cuatro puntos tienen una configura-
cién de triangulos con los mismos angulos, entonces dichos conjuntos tienen
que ser equivalentes, médulo una transformacién de Mobius. Para probar
esto podemos mandar un punto de cada conjunto al infinito y aplicamos el
resultado del caso euclidiano.

Lo anterior nos permite definir la forma de un conjunto de cuatro puntos
en la esfera de Riemann como la configuracién de los 4 triangulos curvilineos
con vértices en el conjunto de cuatro puntos obtenidos en la construccién
anterior. Resumimos la discusién en el siguiente teorema:
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Figura 5. Forma asociada a cuatro puntos en la esfera de Riemann con
un punto al infinito.

Teorema 26. Dos conjuntos de cuatro puntos de la esfera de Riemann en
posicion general son equivalentes modulo una transformacion de Mobius si
y sélo si sus formas tienen los mismo dngulos (vea la Figura 4 y la Figura

5).

Entonces, la razén cruzada de cuatro puntos en el plano complejo puede
encontrarse geométricamente con una construccién andloga a 2.2.1:

Proposicién 27. Sea {z1, 29, 23,24} un conjunto de cuatro puntos en el
plano complejo en posicion general. Considere el tridngulo curvilineo con
vértices en z1, zo Yy z3 con dngulos «, 3,7, respectivamente. Entonces las
razones cruzadas A1 = x(z1, 22, 23, 24) Y A2 = Xx(21, 22, 24, 23) pueden encon-
trarse mediante la construccion geométrica ilustrada en la Figura 6.

2.3. Forma normal de Legendre y de Weierstrass.

Recordemos que si p(x) es un polinomio ctibico con coeficientes complejos
sin raices multiples, tenemos asociada la superficie de Riemann E: y? =
p(z), la cual tiene a la proyeccién en la primera coordenada como funcién
meromorfa de grado 2 con valores criticos las raices del polinomio p(x) e co
(see [For81, 8.10]). Entonces, por el Corolario 22 cualquier curva eliptica es
isomorfa a una dada de esta forma.

Por la discusién de la seccién anterior, dos curvas elipticas Fi: y? =

p(x), Ea: y? = q(x) serdn isomorfas si y sélo si las raices de p(z) y q(z)
son equivalentes, médulo una transformacién afin. Cuando las raices formen
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Figura 6. Considere el tridngulo curvilineo que tiene sus vértices en
z1,22 y 23 con angulos «, 8 y 7, como indica la figura. Entonces, las
razones cruzadas A1 = x(z1, 22, 23,24) ¥y A2 = x(z1, 22, 24, 23) pueden
construirse geométricamente como los puntos de interseccién de las se-
mirectas indicadas con lineas punteadas que pasan por 0 y por 1 con
angulos a y 3, respectivamente. Las demads razones cruzadas se constru-
yen andlogamente.

triangulos no degenerados esto es equivalente a que los tridngulos formados
por los vértices sean similares.

Dados cuatro puntos asociados a una curva eliptica, podemos tomar su
razén cruzada, luego la curva eliptica es isomorfa a una de la forma:

E: y*=x(x—1)(z—-)), AeC-{0,1}.

Esta es llamada una forma de Legendre de una curva eliptica. Enton-
ces dos de tales curvas elipticas E1: y? = z(z — 1)(z — M) y Eo: 9? =
x(x —1)(x — A2) son isomorfas si y s6lo si A y A2 son razones cruzadas equi-
valentes. Geométricamente A\; y Ag son equivalentes si y sélo si los tridngulos
orientados 0,1, A\; y 0,1, A2 son similares.

Otra forma normal es obtenida al considerar el centroide C' de los tres
puntos {z1, 22,23} en el plano complejo y los tres puntos e; = z; — C, con
1 =1,2,3. Los puntos e; ahora tienen su centroide en 0, luego el polinomio
4(x—e1)(z—e2)(x—e3) tiene la forma 42 — gox — g3 para algunas constantes
complejas go, g3. Por lo tanto la curva curva eliptica es isomorfa a la siguiente
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curva:
(24) E: y2:4:c3—ggx—g3, A:g§—27g§7é0,

donde A = g3 —27g2 es el discriminante del polinomio ctibico. Recuerde que
A # 0 si y sélo si el polinomio cibico tiene distintas raices. La curva (24)
es llamada una forma normal de Weierstrass.

Por la interpretaciéon geométrica que hemos comentado, podemos pensar
a esta forma normal como conjuntos de tres puntos en C con centroide en
0. Como sabemos, el centroide de tres puntos puede encontrarse geométri-
camente como la interseccion de las tres medianas.

Puesto que las transformaciones afines preservan centroides, y dado que
el centroide es 0, se sigue que dos curvas elipticas en la forma normal de
Weierstrass son isomorfas si y sélo si las raices de los polinomios ctibicos que
las definen difieren por un factor constante complejo. Calculando coeficientes
se sigue que dos curvas elipticas y? = 42° — gaz — g3 v ¥* = 423 — ghw — ¢}
son conformemente equivalentes si y sélo si existe una constante « tal que
g2 = a’gh y g3 = a’gh.

2.3.1. Algunos ejemplos. Para ilustrar la construccion anterior damos
un par de ejemplos. Primero calcularemos la forma normal de Weierstrass y
de Legendre de la cibica de Fermat sin usar cambios de variables:

Ejemplo 28. La ctbica de Fermat es una curva eliptica dada por la ecuacién
23+ = 1. Podemos verificar que la funcién meromorfa x +v es de grado 2
con valores criticos en 0 y las raices cibicas de 4. Si componemos esta funcion
con la transformacién 1/z, obtenemos una funcién con valores criticos en las
raices cibicas de 1/4 y en oo.

En este caso el centroide ya estd en 0, por lo tanto una forma normal de
Weierstrass es 4% = 423 — 1.

Ademss, puesto que los valores criticos en C forman un tridangulo equi-
latero, el tridngulo es similar al tridngulo 0,1, —p, donde p = exp(27i/3).
Luego una forma normal de Legendre de la ciibica de Fermat es y? = z(z —
)z +p).

Para el siguiente ejemplo necesitamos hablar de curvas elipticas dadas
por polinomios de grado 4. Dado un polinomio cuértico ¢(x) con coeficientes
complejos y sin raices multiples, tenemos asociada una superficie de Riemann
E: y? = q(z), la cual es de género 1 (vea [For81, 8.10]). Note que la
proyeccién en la primera coordenada es una funcién de grado 2 con valores
criticos en las raices de ¢(x).

Observacion 29. Note que por la férmula de Pliicker la curva cuartica de
género 1 E: y? = p(x) no tiene cerradura proyectiva suave en CP?.
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Ejemplo 30. En [Stel7, §2.3.5] se considera la siguiente familia de curvas
algebraicas: F': 2" +y"™ =1 (n>m > 2). Los casos (4,2), (3,3) vy (3,2)
definen las siguientes curvas elipticas:

x4—|—y2:1, x3+y3:1, :r3+y2:1.

Con nuestro método podemos ver ficilmente que las dos tultimas son
isomorfas y que la primera no es isomorfa a ellas. Para esto considere la
proyeccién en la primera coordenada para la curva (4,2), ésta ramifica en
las raices cuarticas de la unidad, por lo tanto su razén cruzada es real. El
segundo caso (3, 3) fue calculado en el ejemplo anterior, este corresponde a
un tridngulo equildtero. En el tercer caso (3,2) la proyeccién en la primera
coordenada ramifica sobre las raices ctibicas de la unidad e oo, por lo tanto
también corresponde a un tridngulo equildtero. Luego se sigue el resultado.

2.4. Las formas normales de Jacobi y de Edwards

Recordemos que cualquier conjunto de cuatro puntos en el eje real puede
mapearse por una funcién de Mobius a cuatro puntos simétricos con respecto
a 0 con la siguiente configuracién {a, —1/a, —a,1/a}, donde a € Ry a # 0.
Este hecho puede generalizarse a cualquier conjunto de cuatro puntos en el
plano complejo de la siguiente manera: observe que para cada a € C — {0}
tal que a* # 1, la razén cruzada

@ 1 1 1—a2\?
a)=xla,——,—a,— | =| ——=
v X a a 1+ a2

esta bien definida, y como funcién de a es una funcién meromorfa en toda
la esfera de Riemann, por lo tanto toma todos los valores en C- {0,1, 00}
cuando a* # 1 y a # 0. Esto prueba que todas las curvas elipticas son
isomorfas a una curva eliptica en la siguiente forma normal:

(25) y? = (2 — a?) (a2x2 —1), con at£1ya0.

La proyeccion en la primera coordenada es una funcion meromorfa de
grado 2 cuyos valores criticos estén en {a,—1/a,—a,1/a}. Componiendo
dicha funcién con la transformacién de Mobius pu(z) = z/a, obtenemos una
funcién meromorfa de grado dos sobre la curva (25) con valores criticos en
{1,—1/a% —1,1/a?}. Por lo tanto, es isomorfa a la siguiente curva eliptica:

(26) y = (2® - 1) (k2ac2 —1), con k2 #+1yk+#0,
donde k = a?. La ecuacién (26) es llamada la forma normal de Jacobi. De

hecho esta curva eliptica es isomorfa a la siguiente forma normal definida
por Edwards en [Edw07]:

(27) 2+ =a®+a%2%y?, conat#1ya#0,
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Figura 7. Una configuracién de puntos para la forma normal de Ed-
wards, correspondiente a la constante a = 1,34023 + 1,0321.

en este caso la proyeccion a la primera coordenada es de grado 2 con valores
criticos igual a {a,—1/a,—a,1/a} (vea la Figura 7).
Resumimos la discusién anterior en el siguiente teorema:

Teorema 31. Cualquier curva eliptica X es isomorfa a una curva eliptica
dada por una ecuacion de la forma:

y2:(az2—a2)(a2x2—1), cona*#1ya#0,

la cual a su vez es isomorfa a la curva eliptica en la forma normal de Ed-
wards:
22442 = a® + a2,
e isomorfa a la curva eliptica en la forma normal de Jacobi:
yr = (2% - 1) (14,‘2:102 -1),

con k = a?.

Para una prueba alternativa de esta equivalencia consulte [Edw07].

2.5. El invariante J y la forma normal de Hesse

Decimos que A y X € C - {0,1,00} son equivalentes si los conjuntos
{0,1,\,00} y {0,1, X, 00} son Mobius-equivalentes, esto ocurre si y sélo
si existe una transformacién de Mobius p que permuta {0, 1,00} y satisface
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(X)) = XN, es decir, son razones cruzadas equivalentes. Haciendo los célculos,
obtenemos que los puntos equivalentes a A son:

1 1 A A—1

28 A, =, A—1
( ) ) )\’ 9 A _ 17 )\ _ 17 A
Definamos la funcién racional
A2 =X +1)3
2 A=
(29) TN = g

La funcién J es un mapeo de grado 6 llamado el invariante J, es un inva-
riante porque A y X representan a curvas elipticas isomorfas en la forma de
Legendre si y s6lo si J(A) = J(N) (nuestra definicién de J es de acuerdo
a [Donl11, §6.3.2], la definicién varia de un autor a otro por alguna cons-
tante). Entonces, el invariante J es una funcién bien definida en M (vistas
como cuatro puntos en la esfera de Riemann, médulo transformaciones de
Mobius), el valor de J en un conjunto de cuatro puntos {z1, 22, 23, 24} se
define como J(A), donde A es una razén cruzada de dichos puntos.

En (30) mostramos el diagrama de ramificacién del invariante J (los
puntos en la parte inferior del diagrama son los valores criticos de J y los
puntos de la parte superior son sus preimagenes respectivas, el peso de cada
flecha indica la multiplicidad de cada punto en la fibra):

AVZN

(0.¢]

(30) -1 —p —p

s

donde p es la raiz cibica exp(27i/3). Notemos que la cibica de Fermat es
un punto critico de J, el cual corresponde a un tridangulo equilatero. El inva-
riante J se factoriza como la siguiente composicién de funciones racionales
(vea [Donll, p. 93]):

-~ N

LA

pz+p? 341 33

(31) C =22, ¢ ¢ =3¢,

(la constante —3% en la tltima funcién de (31) difiere de la constante que
aparece en [Donll, p. 93], el cual parece contener un error).

Considere la curva eliptica en la forma
23+ +1=3kzy, keCconk’+#1,

llamada la forma mormal de Hesse. En el siguiente teorema daremos una
prueba alternativa de que cualquier curva eliptica es isomorfa (como su-
perficie de Riemann) a una en la forma normal de Hesse. Dicho resultado
aparece en un libro publicado por Heinrich Weber en 1898 (vea [Web98]).
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Como en el Ejemplo 28, tomemos la funciéon z+y, este mapeo también es
un mapeo de grado 2 sobre la curva eliptica anterior, con valores criticos el
conjunto de cuatro puntos formado por —k y las raices del polinomio cibico

23— 3k2? 4+ 4

(este polinomio tiene discriminante A = 4233(k3 — 1), entonces por nuestra
hipétesis no tiene raices multiples). Luego, podemos aplicar el invariante
J a este conjunto de valores criticos, obteniendo una funcién bien definida
©: (C — {1, p, p?,0}) = C que depende de k.

Teorema 32. Cualquier curva eliptica X es isomorfa a una curva eliptica
en la forma normal de Hesse:

(32) 3+ +1=3kay, keC conk’+#1,
que a su vez es isomorfa a la curva eliptica en la siguiente forma:

(33) y? = (z+k)(2® — 3ka® +4), keC conk®#1.

Demostracién. Basta probar que la funcién ¢: (C — {1, p, p?,0}) — C,
definida anteriormente, es sobreyectiva. Ya que si suponemos que esto es
cierto, dada una curva eliptica compleja X tomemos A\g € C — {0, 1} tal que
X es conformemente equivalente a la curva eliptica en la forma normal de
Legendre y? = x(x — 1)(z — A\o), luego por nuestra suposicién existe kg € C
con k3 # 1, tal que p(kg) = J(Ao), entonces Ay es equivalente a una de
las razones cruzadas del conjunto de cuatro puntos formado por —kg y las
raices de 23 — 3kgz? + 4. Luego, X es conformemente equivalente a la curva
eliptica 23 + 93 + 22 = 3koxy, ya que sus conjuntos de 4 puntos asociados
tienen razones cruzadas equivalentes (vea Teorema 19).

En lo que sigue probaremos que la funcién ¢ es sobreyectiva, de hecho
que es una funcién racional: Puesto que las raices de un polinomio dependen
continuamente de los coeficientes, p(k) es una funcién continua. Ademas, es
analitica en C—{0, 1, p, p2}, ya que podemos tomar localmente ramas de las
ecuaciones generales de tercer grado:

(34)
1 k?
=k—p'a———, v=1,23 dondea= </2—k3+2i\/k3—1,
p” o
y sustituimos z, en la férmula de la razén cruzada (23), con z4 = —k.

Vamos analizar que sucede en oo y en las raices cubicas de 1: si k,, es una
sucesion tal que k, — p”. Del hecho que las raices dependan continuamente
de los coeficientes se sigue que, para cada n podemos escoger un etiquetado
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Figura 8. Una configuracién de puntos para la forma normal de Hesse,
correspondiente a k = —2,39882 + 1,27189i.

de las raices de 22 — 3k, 2> +4 tal que las razones cruzadas tienden a infinito,
entonces p(ky) — 00.

Por otra parte, si k, — oo, afirmamos que ¢(k,) — oo. Daremos un
bosquejo de la prueba: consideremos la ecuacién (34), tenemos que a/k
tiende a —1, —p 6 —p?, cuando k — oo, dependiendo de la eleccién de la rama
de la raiz cibica en (34). Con esto podemos verificar que x(z1, 22, 23, —k)
tiende a 0,1 6 oo, cuando k — oo, de acuerdo a la eleccién de la rama.

Entonces si para cada n tomamos k = k,, en (34), se sigue que la sucesién
de razones cruzadas x(zi, 22,23, —kp) se acumulan en un subconjunto de
{0,1, 00} cuando k,, — co. En cualquiera de los casos J tiende a oo.

Por lo tanto, ¢(k) es una funcién continua en la esfera de Riemann,
analitica fuera de un conjunto finito de puntos, luego por el teorema de
extension de Riemann, tiene que ser holomorfa en toda la esfera de Riemann.
Por lo tanto es una funcién racional, cuyos polos estan en oo y en las raices
cibicas de 1. Esto concluye la prueba. ([

Para una prueba desde otro punto de vista consulte [BM17], [Fri02] y
[Pop09]. De acuerdo a la férmula obtenida por [Pop09] o en [BM17] la
funcién racional ¢(k) deberia de ser:

27 (k(k3+8)>3.

o(k) 4 m






Capitulo 3

Triangulaciones
equilateras de
superficies y funciones

de Belyi

3.1. Introduccién

Una funcién de Belyi f: X — C es por definicién una funcién meromorfa
sobre una superficie de Riemann compacta X con tres valores criticos, con-
tenidos en {0, 1,00}. El dessin d’enfant de f es la grifica Dy = f~1([0,1])
cuyos vértices estdn en las preimagenes de 0 y de 1. Decoraremos con el
simbolo o a las preiméagenes de 0 y con el simbolo e las preimagenes de 1.

El uso de las funciones de Belyi y de sus gréaficas asociadas se remon-
tan a los trabajos de F. Klein [K1e79], en donde se utilizan para construir
cubrientes de la esfera de Riemann en si misma con 11 hojas y grupo de
monodromia PSL(2,11) (vea la Figura 9). Klein llamé a dichas gréficas Li-
nienzige (polilineas).

En 1956 A. Weil en su trabajo [Wei56] da un criterio, ahora conocido
como el Teorema de Rigidez de Weil, que nos dice que si una curva algebraica
admite una funcién de Belyi, entonces dicha curva esté definida sobre Q, el
campo de los nimeros algebraicos. Posteriormente, Belyi mostr6 en [Bel79]
con un argumento simple pero muy ingenioso que el reciproco también es
cierto. Este ultimo resultado en combinacién con el resultado de Weil se
conoce como el Teorema de Belyi.
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Fig 3

Figura 9. Ejemplo de un Linienziige de Klein.

Por otra parte, dada una grafica bicoloreada D encajada en una super-
ficie compacta orientable X, existe una estructura compleja en X y una
funcién de Belyi f: X — C tal que D = D; (vea [GG12] §4.2.2). El dessin
D (o su funcién de Belyi fp) determina dos permutaciones og y o1 € Sy,
donde d es el nimero de aristas de D, que generan un subgrupo transitivo (fi-
jando un etiquetado de las aristas del dessin). Dichas permutaciones generan
el grupo de monodromia de fp. Reciprocamente, por teoria de cubrientes,
dadas dos permutaciones oy y o1 en Sg que generan un grupo transitivo,
existe un dessin cuyas permutaciones asociadas son oy y 1. Esto tiene in-
teresantes consecuencias en uniformizacién, en [CIW94] prueban que una
superficie de Riemann es aritmética si y solo si puede ser uniformizado por
un subgrupo de indice finito de un grupo triangular I',, ,, 0 equivalente-
mente X = IHI_/F donde I" tiene indice finito en el subgrupo de congruencias
principales I'(2) del grupo modular.

Desde los trabajos de Dyck [Dy88] y Hefter [Hef91], [Hef98] se co-
nocian que los mapas (gréficas encajadas en una superficie tales que su com-
plemento es una unién ajena de discos topoldgicos abiertos) en superficies
compactas orientables corresponden a dichas permutaciones, satisfaciendo la
condicién extra o = 1. Entonces, mapas corresponden a subgrupos de indice
finito en grupos triangulares I';  ,; para mapas regulares, correspondientes
a subgrupos normales, esto estaba implicito en Capitulo 8 de [CM65], y la
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teoria general fue desarrollada independientemente en los setenta por Mal-
goire, Vosin [MV77], Jones y Singerman [Sin76], [JS78].

A. Grothendieck [Grot97] fue el primero que se dio cuenta que el teo-
rema de Weil nos daba un funtor entre mapas, via permutaciones, grupos
triangulares y cubiertas ramificadas, a curvas definidas sobre Q, y que el
teorema de Belyi nos permite invertir este funtor. Por lo tanto, tenemos
una correspondencia entre objetos puramente topolégicos (el término des-
sins d’enfants para dichas graficas lo acuné Grothendieck para enfatizar que
son objetos con una estructura muy simple) y curvas definidas sobre Q que
son extremadamente rigidas. Esta correspondencia le permitié representar
al grupo absoluto de Galois como una accién en gréficas en superficies. Es-
te descubrimiento le causé un tremendo impacto segin podemos leer en la
siguiente traduccién de un extracto de [Grot97]:

..Este descubrimiento, que es tecnicamente tan simple, me
causé una impresion muy fuerte, y representa un cambio
decisivo en el curso de mis reflexiones, un cambio en parti-
cular de mi centro de interés en matematicas, que de repente
se encontré fuertemente enfocado. No recuerdo que un echo
matematico me hubiese impactado tan fuerte como este..

Vea [JS96] para una exposicién més detallada del contexto histérico
explicado en los parrafos anteriores.

El teorema de Belyi ha tenido otras aplicaciones muy interesantes, por
ejemplo, Noam D. Elkies probé en [E191], via funciones de Belyi, que la
conjetura ABC implica el teorema de Mordell. Para otras aplicaciones vea
[SL97a] y [SLI7b]. En [Sin01] se explican algunas implicaciones de las fun-
ciones de Belyi en teorfa de superficies de Riemann. Vea [JW16] y [GG12]
para una exposicién general sobre la teoria de los dessins d’enfants y funcio-
nes de Belyi.

Por otra parte, en otro contexto geométrico, Voevodsky y Shabat mos-
traron en [VS89] con el Teorema de Belyi que una superficie de Riemann
compacta esta definida sobre Q si y sélo si es conformemente equivalente a
una superficie de Riemann dada por una triangulacién equildtera (equiva-
lentemente, una triangulacién equildtera decorada).

Entonces una superficie de Riemann aritmética puede verse desde varios
puntos de vista, en [SV90] se exponen con detalle dichos enfoques. En ge-
neral una curva algebraica puede estudiarse desde varios aspectos, citando
a Mumford [Mum75] tenemos 5 formas de definir una curva algebraica:

1. Escribiendo una ecuacion.

2. Definiendo los generadores de los grupos fuchsianos que la uniformi-
zan.
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3. Especificando un punto en el méduli.
4. Introduciendo una métrica.

5. Definiendo su jacobiana.

En el caso de las superficies aritméticas tenemos un punto mas, que es
dando el dessin d’enfant (o las dos permutaciones og y o1 € Sy ). Pasar
de un punto a otro no siempre es un proceso facil, particularmente, en-
contrar la ecuacién dado el dessin es un problema abierto. Motivados por
este problema estudiamos algunas propiedades de las superficies triangula-
das decoradas (determinados por un dessin d’enfant) para tratar de decir
algo sobre su campo de definicién, sin embargo este es un problema muy
dificil. Este trabajo estd en progreso y en este capitulo exponemos algunas
observaciones, construcciones y preguntas que hemos hecho en torno a este
tema. El contenido de este capitulo estd basado en [JV20], el cual es un
trabajo conjunto con mi asesor A. Verjovsky. A continuacion resumimos los
resultados principales de este trabajo.

Considere a A el tridngulo equildtero con vértices en 0,1,w, con w =
27i/6. Denotemos por 2A al doble de dicho tridngulo. Naturalmente 2A tie-
ne una estructura equildtera, ademés si decoremos los vértices 0, 1,w en 2A
con los simbolos o, e, x, respectivamente, obtenemos una estructura equilate-
ra decorada. Mediante el mapeo de Schwarz-Christoffel podemos dar un
biholomorfismo ¥: C — 2A de la esfera de Riemann C a 2A tal que ¥ man-
da al semiplano superior a A y semiplano inferior a su reflejado, ademas
manda a 0, 1 e co en 0,1 y w, respectivamente. Supondremos que la esfera
de Riemann tiene la estructura equilatera inducida por W¥. Entonces, dada
una funcién de Belyi f: X — C podemos jalar la estructura equilatera de
C mediante f, obteniendo una triangulacién equilatera decorada en X.

En §3.3 definimos una nocién de suma conexa de dos funciones de Bel-
yi. Dadas dos funciones de Belyi fi: X; — C vy fa: Xo — C elegimos un
tridngulo negro 7" en X7 y uno blanco T, en Xs, definamos la suma conexa
fi_o# _for Xh # _ Xo— C alo largo de dichos tridngulos como sigue:

Ty Ty

fi(x), r e X, —int T,
(35) i # _ folz) = () ot
Ty fo(z), x € Xo —int Ty,
esta aplicacién resulta una funcién de Belyi sobre la suma conexa de las
dos superficies X3 o+ #T* Xo. En §3.3.2 calculamos la monodromia de esta
1 2

funcién. Ademaés, en Ejemplo 73 mostramos que la suma conexa depende de
los triangulos elegidos. Sin embargo, cuando las dos funciones son cubrientes
normales (de Galois) la suma conexa es idependiente de los tridngulos, vea
Proposicion 76.
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Analizamos varios ejemplos de sumas conexas entre algunas familias de
funciones de Belyi sobre la esfera de Riemann. Una de estas familias son los
polinomios de Tchebychev definidos por la siguiente férmula recursiva: (i)
paran =0, To(z) = 1; paran > 1

T (z) = 22T -1 (x) — Th—2(x).

Eligiendo unos triangulos adecuados, damos unas identidades para las
sumas conexas de dichos polinomios, vea (46) y (45). Al final de la seccién en
§3.3.8 damos algunas observaciones y preguntas entre la relacién de sumas
conexas con Flips y refinamientos elementales de triangulaciones.

En §3.4 estudiamos a las curvas elipticas que admiten una descomposi-
cién hexagonal con vértices de valencia 3. Damos la siguiente caracterizacién,
usando dessins d’enfants:

Teorema 33. Sea 7 € H, entonces X1, admite una estructura plana sin
puntos conicos dada por una union finita de hexdgonos requlares con cada
vértice de valencia 8 si y sdlo si existe v € PSL(2,Q) tal que T = vy(w), con
w = exp(27i/6).

En §3.5 damos algunas observaciones sobre longitudes de geodésicas en
superficies trianguladas decoradas, nuestra principal motivacién fue ver si es
posible obtener informacién del campo de definicién de la superficie de Belyi
analizando el espectro geodésico, sin embargo, el Corolario 35 nos indica que
no podemos extraer esta informacién tan directamente como pensiabamos.
A lo largo de nuestra discusién fijamos, para nuestros calculos, el punto
1/2 como punto base para el grupo fundamental de 2A — {0, 1,w}, pero los
calculos son andlogos si cambiamos de punto base (usualmente se toma el
punto 1/2 como punto base del grupo fundamental de C — {0,1, 00} para
calcular la monodromia de una funcién de Belyi, por eso elegimos dicho
punto en 2A, pero no es un punto distinguido). Si f: X — 2A = C es un
mapeo de Belyi y v € m(2A — {0,1,w,00},1/2), denotaremos por o, la
permutacién en la fibra f~1(1/2) obtenida de los levatamientos de . En
esta seccién probamos el siguiente teorema:

Teorema 34. Sea X una superficie de Riemann dada por una triangulacion
equildtera decorada y f: X — 2A su funcion de Belyi. Fijemos un etiquetado
de las aristas del dessin de f, con simbolos a1, ...,aq donde d = deg f.
Sea wy = m + nw, con (m,n) =1 yn impar. Sea vy la geodésica cerrada
en 2A basada en 1/2 definida por una recta €(t) = 1/2 + two, y a; una
arista del dessin de f con punto medio p; € f~1(1/2). Si 1; es el ciclo que
contiene a i en la descomposicidn ciclica de o, € Sym(f~1(1/2)) = Sy (el
isomorfismo estd dado por el etiquetado), entonces el desarrollo de £(t) en
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X basado en p; se puede expresar como:
’7 = ’?Pi ’ ’?U'y(pi) o ':Ym’;fl(pi)

(mddulo una reparametrizacion), donde r es igual a ordT;, es decir la lon-
gitud del ciclo T;.

El teorema anterior nos permite dar el siguiente corolario, que nos da
una féormula para calcular las longitudes de geodésicas en la superficie trian-
gulada decorada en términos de la monodromia de la funcién de Belyi, o
equivalentemente, en términos de las permutaciones asociadas.

Corolario 35. Suponga que tenemos las hipdtesis del Teorema 34. Sea ~
una geodésica cerrada en 2 dada por la parametrizacion £(t) = 1/2 + twyp.
Si a; es una arista del dessin de X y WV es el desarrollo de £ con respecto
a p;, entonces la geodésica ¥ = W(l) es suave, cerrada y tiene longitud
long ¥ = ord o, long~y, donde o, es el ciclo de o que contiene a a;. Por lo
tanto

1 - ord oq, |wo|, wo € Hex
ong~y =
&7 3ordog,|wol, wo ¢ Hex

donde oq4, es el ciclo de 0., que contiene a a;.

En §3.5.4 damos un algoritmo para calcular la factorizacién de una
geodésica cerrada primitiva en 2A basada en 1/2, dado su vector direccién.
En la Tabla 2 mostramos varios ejemplos explicitos. El cdlculo de las per-
mutaciones lo hicimos con el paquete Sympy (https://www.sympy.org/en/
index.html). En el Ejemplo 108 mostramos algunos calculos de longitudes
de geodésicas para ilustrar el funcionamiento del algoritmo.

En el proceso de revisién de este trabajo agregamos la Seccién A en
donde discutimos la relacién que existe entre nuestro trabajo y las superficies
de traslacion.

Finalmente, en la ultima parte de este capitulo estudiamos superficies
trianguladas decoradas con triangulos hiperbdlicos. Observamos que la su-
perficie se puede desenvolver en el plano hiperbdlico a un poligono que llama-
mos una cascara hiperbolica de la superficie. Aplicamos nuestra construccién
a curvas elipticas aritméticas para encontrar su médulo 7 € H (vea Corola-
rio 131). Dicho resultado nos da un método teérico para la uniformizacién,
pero aun estamos buscando un método practico que nos permita calcularlo
explicitamente.

Otro de nuestros suefios es caracterizar a los dessins d’enfants de género
1 que representen a una curva eliptica definida sobre Q, y luego a las modu-
lares, para ver si se puede abordar el Teorema de Shimura-Taniyama desde
el punto de vista de los dessins d’enfants.


https://www.sympy.org/en/index.html
https://www.sympy.org/en/index.html
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Figura 10. Esfera formada por dos tridngulos equildteros.

3.2. Estructuras equilateras en superficies

3.2.1. Triangulacién equilatera candénica de la esfera de Riemann.
Consideremos el tridngulo equildtero A con vértices en 0,1,w, donde w =
exp(2mi/6). Denote por A el tridngulo que es la reflexién de A con respecto
al eje real (vea la Figura 10). Si identificamos las fronteras de A y A por
medio del mapeo conjugacién z — Z, obtenemos una superficie compacta de
género 0 con una triangulacién formada por dos tridangulos. Tal superficie,
homeomorfa a la esfera, tiene una estructura compleja natural la cual, en el
complemento de los vértices, estd dada por cartas cuyos cambios de coorde-
nadas son isometrias euclidianas que preservan orientacién. En este trabajo
denotaremos por 2A a esta superficie.

Por el teorema de uniformizacion (o el teorema de Riemann-Roch) cual-
quier superficie de Riemann de género 0 es conformemente equivalente a la
esfera de Riemann, vea [Mir95] Prop. 1.7 (para el teorema de uniformiza-
cién vea [For81] §3.27). De hecho, la superficie de Riemann 2A definida en el
parrafo anterior se puede uniformizar explicitamente como sigue: considere
el mapeo de Schwarz-Christoffel ¢: H — A definido por la férmula

w

z d
SD(Z):C/O mv

donde C es una constante compleja adecuada. La funcién ¢ es un homeo-
morfismo que mapea conformemente el semiplano superior H al interior de
A, y mapea los puntos 0,1, 00 a 0, 1, w, respectivamente.
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H ’ \

Figura 11. Mapeo de Schwarz-Christoffel y su reflexién.

Sea () la regién HT UH™ U [0,1], y definamos la aplicacién ®: Q —
Int(A U A) como sigue

a(: :{Mz), zeHU[0,1],
w(z), z€e H- U0, 1].

El Principio de Reflexion de Schwarz implica que ® es conforme en ().
Ademads, @ induce un homeomorfismo de la esfera de Riemann C a la su-
perficie cociente. Por abuso de notacion denotaremos esta funciéon también
por ®.

Aplicando el Principio de Reflexiéon de Schwarz a ® en coordenadas
locales podemos verificar que ® es holomorfa en C—{0, 1, co}. Por el teorema
de extensién de Riemann este mapeo se extiende a toda la esfera de Riemann.

Observacién 36. La métrica plana de los tridngulos A y A induce una
métrica plana singular en 2A, y los dos triangulos forman una triangulacion
equilatera de tal superficie. Los vértices son singularidades conicas. Luego,
mediante ®, podemos jalar la métrica riemanniana plana singular a C -
{0,1,00}. Con esta métrica el semiplano superior y el inferior con puntos
marcados 0,1, 0o son isométricos a tridngulos equilateros.

3.2.2. Triangulaciones euclidianas y equilateras en superficies.

Definicién 37. (Triangulacién euclidiana) Sea X una superficie compacta
orientada. Una triangulacion euclidiana en X estd dada por un conjunto de
homeomorfismos ¢;: A; — T;, donde A; son tridngulos euclidianos, con la
condicién extra que si T; y T; comparten una arista a, las métricas en a
inducidas por ¢; y ¢; coinciden. Si todos los tridngulos A; son equildteros,
la triangulacién euclidiana es llamada triangulacion equildtera.
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A las triangulaciones euclidianas (respectivamente equildteras) también
serdn llamadas estructuras euclidianas (respectivamente equildteras) sobre
la superficie.

Observacién 38. Permitiremos que los tridngulos de nuestra triangulacion
compartan mas de una arista.

Observacién 39. (a) Sia es una arista comtn de T; y T}, entonces @;: A; —
T;y ¢;: Aj — T inducen la misma métrica en a si y sélo si ;' (a) y goj_l(a)
tienen la misma longitud y las coordenadas baricéntricas en a, inducidas por
©i y ¥j, son las mismas.

b) En una triangulacién equilatera todas las aristas tienen la misma longi-
g q g
tud.

Sea ¢: A; — T; es un elemento de la triangulacién de la superficie X.
Supongamos que A; tiene vértices en Py, P;1 y P;o; dado que A; es convexo,
un punto x € A se puede expresar como r = u1 P + paPio + psPis, con
wi >0y p1+ o+ ps = 1. Los nimeros po, (41, 143 son llamados coordenadas
baricéntricas de z. Las coordenadas baricétricas de un punto P € T; (con
respecto a ;) seran por definicién las coordenadas baricéntricas de ¢; ! (P).

Proposicién 40 ([Spr81], Thm. 5.7). Para una triangulacion {@;: A; —
T} de X, es posible escoger un conjunto de mapeos @; tal que las coorde-
nadas baricéntricas de un punto P en cada arista son las mismas en ambos
triangulos que contienen a P.

Llamaremos a este conjunto de coordenadas baricéntricas (dados por el
conjunto {¢;}) coordenadas normales (baricéntricas) de X.

En la siguiente proposiciéon veremos que una triangulacién con coorde-
nadas normales baricéntricas y coherentemente orientada induce una estruc-
tura compleja en X. En particular, esto nos da una estructura compleja en
una estructura equilatera.

Proposicién 41 ([Spr81], Thm. 5.13). Una estructura euclidiana induce
una estructura compleja en X que la hace una superficie de Riemann. Por lo
tanto (por el teorema de Riemann-Roch) es una curva algebraica compleja.

Demostraciéon. Las cartas para todos los puntos fuera de los vértices estan
dadas de la siguiente manera:

(i) Puntos interiores. Denotemos por 1); a la inversa del homeomorfismo
;i : Ay = T;, el mapeo v;: Int T; — Int A; es una carta para todos
los puntos en el interior de T;.
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Figura 12. Isometria p;.

(ii) Puntos en aristas. Supongamos que a es una arista comin de los
tridangulos T y T}, sea R la reflexién con respecto a la arista 1;(a),
existe una isometria euclidiana p;, que preserva orientacién, que
manda A; en R(A;) tal que pj o 9; = ¢; en a (vea la Figura 12).
Definamos el homeomorfismo ¥: T; UT; — A; U R(A;) como

i(x x €T
\I’(.'E) — wl( )7 1
uj01/1j(a:), z € Tj.
Tomamos como carta, para los puntos en el interior de la arista a,

el mapeo anterior restringido a Int(7; U Tj). Podemos verificar que
es compatible con las cartas definidas en (i).

Suponga que P es un vértice y que 11,...,7T;, son los tridngulos que
tienen a P como vértice comin. Sabemos que Int(|J;"_, 7;) —{ P} es conforme
a un disco perforado, entonces existe un mapeo conforme ¢: (Int(J;—, T3) —
{P}) — D—{0}, luego podemos aplicar el Teorema de Extensién de Riemann
para extender a ¢ de forma holomorfa a P. U

Para otra prueba mediante diferenciales cuadréticos vea [Troy07].

Observacion 42. La estructura compleja no cambia si reescalamos los
tridngulos equildteros euclidianos. Asi que podemos asumir en lo que sigue
que las aristas tienen longitud 1.

Definicién 43 (Refinamientos elementales (starrings)). Sea X una super-
ficie con una triangulacién euclidiana 7 = {¢;: A; — T;: 4 € I} con v
vértices, a aristas y t triangulos. Sea P un punto en X que no sea un vérti-
ce, entonces
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Figura 13. Dos tipos de subdivisiones de un tridngulo.

1. Si P es un punto que esta en el interior de un tridngulo T}, subdi-
vidamos a A uniendo al punto go,;l(P) con los vértices de Ag por
medio de segmentos de recta (vea la Figura 13 (a)). Denotamos a
dichos tridngulos por Ay, p = 1,2,3. Defina ¢, : A, — op(Aky)
como la restriccion ¢, = @] Ay, - Luego, tenemos una nueva trian-
gulacién:

T = (T —{er}) U{pru: n=1,2,3}.

2. Si P es un punto en el interior de una arista comun de dos tridngu-
los T} y Ty, subdividimos a Ay uniendo al punto gp,;l(P) con el
vértice opuesto a la arista en la que se encuentra (vea la Figura
13 (b)). Denotemos a dichos tridngulos por Ag,, v = 1,2. Defina
Okt Dy — @rp(Agy) como la restriccion ¢, = ¢i|a,,. Después
hacemos una construccion analoga para T;,. Entonces, obtenemos la
siguiente triangulacion:

T = (T_ {(Pk780m}) U {‘Pkllv@m,l/: v=1, 2}-

La triangulacién T’ obtenida en cada uno de los casos es llamado un refina-
miento elemental de 7. En ambos casos la triangulacion tiene v+ 1 vértices,
a + 3 aristas y t + 2 tridngulos.

Definicién 44 (Subdivisién baricéntrica). Suponga que X es una super-
ficie con una triangulacién euclidiana T = {¢;: A; — T;}. La subdivisién
baricéntrica de T es la triangulacién euclidiana que se obtiene de subdividir
cada tridngulo de T por sus medianas y agregando un vértice en su ba-
ricéntro y un vértice en cada punto medio de sus aristas. Esta subdivision
puede expresarse como una combinacién de refinamientos elementales en T,
aplicada en los baricéntros y en los puntos medios de las aristas.



36 3. Triangulaciones equildteras y funciones de Belyi

Observacion 45. Sea X es una superficie con una triangulacién euclidiana
T. La subdivisién baricéntrica nos da otra triangulacién euclidiana de X,
por lo tanto una estructura compleja. Podemos notar que esta estructura
compleja es compatible con la original, ya que las cartas son restricciones de
las cartas originales.

3.2.3. Funciones de Belyi. A continuacién damos un repaso de fun-
ciones de Belyi y dessins d’enfant, dichos resultados pueden consultarse en
[GG12].

Sea X una superficie de Riemann compacta. Una funcién meromorfa
f: X = C con valores criticos en {0,1, 00} sera llamada funcidn de Belyi;
si una superficie de Riemann compacta X tiene una funcién de Belyi f en
su campo de funciones meromorfas, esta superficie serd llamada superficie
de Belyi o curva de Belyi, y (X, f) serd llamada una pareja de Belyi.

Diremos que dos parejas de Belyi (X1, f1) y (X2, f2) son equivalentes
si son isomorfos como cubrientes ramificados holomorfos de la esfera de
Riemann, es decir, existe un biholomorfismo ®: X; — X» tal que el siguiente

diagrama conmuta:
2 X, .
N
C

Decimos que una superficie de Riemann X estd definida sobre un campo
K C C si existe un polinomio P(z,y) € K|[z,y] tal que X es conformemente

X1

equivalente a la normalizacién (o desingularizacién) C' de la siguiente curva
algebraica afin:

C'={(z,y) € C*: P(z,y) = 0}
(El concepto de normalizacién lo tomamos de acuerdo a [Gri89] Def. 3.1).

Denote por C* a la parte no singular de la curva C. La superficie de
Riemann compacta C' contiene una copia holomorfa de C** con complemento
finito. Se puede probar que C' es tnica salvo biholomorfismos.

En 1979 Belyi [Bel79] dio un criterio para saber cudndo una superficie
de Riemann compacta estd definida sobre los niimeros algebraicos:

Teorema 46 (Teorema de Belyi). Sea X wuna superficie de Riemann com-
pacta. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) X estd definida sobre Q, el campo de los mimeros algebraicos.

(ii) Ewxiste una funcion meromorfa f: X — C, tal que sus valores criticos
estan en el conjunto {0,1,00}.
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Este teorema es la principal motivacion de este trabajo. La prueba puede
consultarse en [Bel79], [GG12] o [JW16]. En las siguientes secciones de
este trabajo discutiremos varios ejemplos de funciones de Belyi.

Definicion 47. Un dessin d’enfant, o simplemente dessin, es una pareja
(X, D) donde X es una superficie topoldgica compacta orientada, y D C X
es una grafica finita tal que:

(i) D es conexa.

(ii) D es bicoloreada, i.e., los vértices estan coloreados de blanco y ne-
gro de tal forma que dos vértices conectados por una arista tienen
diferente color.

(iii) X — D es una unidn finita de discos topoldgicos llamados caras.

Dos dessins (X1,D1), (X2,D2) se consideran equivalentes si existe un
homeomorfismo que preserva orientaciéon h: X7 — Xo tal que h(D;) = Dy
y tal que la restriccién de h en D; induce un isomorfismo entre las graficas
D1 vy Do, que preserva la coloracion de los vértices.

Definicion 48. Dado un dessin d’enfant D en una superficie X con d aris-
tas, asociamos un par de permutaciones (og,01) en Sy (el grupo simétrico
de grado d), de la siguiente forma: primero damos un etiquetado en las aris-
tas del dessin; dibujamos un disco (topoldgico) pequenio alrededor de cada
vértice blanco y tomamos og(i) = j si j es la arista consecutiva a ¢, bajo
una rotacién positiva.

Andlogamente, definimos o7 con la misma construccién pero usando los
vértices negros.

Dicha construccién aparece explicada en [GG12] §4.4.1.

Observacién 49. Dado un dessin (X, D) con par (o9, 01), los ciclos de oy
estan en correspondencia uno a uno con vértices blancos de D, la longitud
de cada ciclo es el grado (valencia) del vértice. Lo mismo se cumple para
con o con respecto a los vértices negros.

Los ciclos de o10¢ estan en correspondencia uno a uno con las caras de
D (los discos del complemento del dessin).

Proposicién 50 ([GG12] Prop. 4.10 ). Sea g el género de X. Entonces se
cumple la siguiente formula

2 —2g = (#{ciclos de oo} + #{ciclos de o1}) — N + #{ciclos de o10¢}.

Proposicién 51 ([GG12] Prop 4.13). Sea (09,01) dos permutaciones en
Sq tal que (09, 01) es un grupo transitivo. Entonces existe un dessin d’enfant
(X, D) tal que su par de permutaciones es (0g,01).
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La siguiente proposicién nos dice cémo asociar un dessin d’enfant a una
funcién de Belyi.

Proposicién 52 ([GG12] Prop 4.22). Suponga que (X, f) es una pareja de
Belyi, y considere Dy = f~1([0,1]) como una grdfica encajada y bicoloreada
en X, donde los vértices blancos (resp. negros) son los puntos de f~1(0)
(resp. f~1(1)). Entonces (X,Dy) es un dessin d’enfant.

Dado un dessin (X, D) podemos construir una triangulacién 7 (D), la
cual describimos a continuacién a grandes rasgos: primero agregamos un
vértice centro en cada cara de D, decoramos a dichos puntos por *; despues
para un centro * en una cara del dessin, conectamos a * con los vértices de
D por medio de curvas que no se autointersectan contenidas en dicha cara,
estas curvas seran las nuevas aristas. Vea [GG12] §4.2.1 para los detalles de
dicha construccion.

La triangulacién T (D) satisface las siguientes propiedades ([GG12] Sum-
mary 4.15):

(i) Cada triangulo contiene un vértice de tipo o, e y .

(ii) Cada arista j pertenece a dos tridngulos Tj+ y T} (un tridngulo es
denotado por T;r si la terna (o, e, %) induce una orientacién positiva
en la frontera del tridangulo, y es denotado por Tj_ en otro caso.

Cuando j pertenece a una tnica cara de D, entonces Tj+ y T;

pertencen a la misma cara de D. Por otra parte, si dos caras tocan
a j entonces uno de ellos contiene a TjJr y la otra contiene a T; .

(iii) Dos triangulos adyacentes son de diferente tipo (+ o —).

(iv) Cada cara de D se descompone en una unién de un nimero par de
tridngulos, una mitad de cada tipo.

Partiendo de una triangulaciéon 7 (D) del dessin, podemos construir un
mapeo continuo (vea [GG12] §4.2.2) fripy: X — C tal que: (i) el mapeo
es un homeomorfismo que preserva orientacion en cada triangulo de 7 (D),
mapea TjJr al semiplano superior, y Tj_ al semiplano inferior, (ii) manda
la frontera de un tridngulo al eje real, y (iii) mapea los vértices o, e, x en
0, 1, 00, respectivamente.

La restriccién frp): (X* = (X = frp{0,1,00})) = (C = {0,1,00})
resulta un mapeo cubriente. Esto nos permite dar a X* la tinica estructu-
ra compleja que hace a a fr(py un mapeo holomorfo. Después, podemos
extender esta estructura compleja a todo X, denotaremos a dicha super-
ficie de Riemann por Xp. Entonces, obtenemos una funcién meromorfa
frmy: Xp — C. Dicha funcién cumple las siguientes propiedades ([GG12]
Summ. 4.16):
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(i) fr(p) ramifica solamente en los vértices de T (D) (es decir, en los
puntos o, e, x).

(ii) En particular, fr(p)y no tiene otros valores criticos que 0,1, co. Por
lo tanto f7(p) es una funcién de Belyi.

(iii) deg(f7(p)) coincide con el nimero de aristas de D, como podemos
ver al contar el nimero de preimégenes de 1/2.

(iv) La multiplicidad de f7(p) en el vértice v de D es la mitad de nimero
de tridngulos que lo circundan.

(v) Por construccién f;(lp)([o, 1]) =D.

Se puede probar que si tomamos otra triangulacién £(D) entonces las
parejas de Belyi (Xp, fr(p)) ¥y (Xp, f(p)) son equivalentes.

Por lo tanto escribiremos (Xp, fp) en lugar de (Xp, fr(p))-

Entonces tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 53. Suponga que (X,D) es un dessin, entonces existe una
estructura compleja en X que la convierte en una superficie de Riemann
Xp y una funcion de Belyi fp: Xp — C que realiza el dessin.

Ademds, la pareja de Belyi (Xp, fp) es tnica, salvo equivalencia de cu-
brientes ramificados.

En la siguiente seccion describimos con maés detalle la construccion de
[+ X7(p) = C cuando T (D) sea una triangulacién equildtera decorada, esto
lo definiremos en la siguiente seccién.

El siguiente teorema nos dice que las correspondencias mencionadas an-
teriormente, vistas en el conjunto de clases de equivalencias, son inversas:

Proposicién 54 ([GG12] Thm. 4.25). La correspondencia
(X, f) — (X, Dy)

induce una correspondencia uno a uno entre el conjunto de clases de equiva-
lencia de dessins d’enfant y el conjunto de clases de equivalencias de parejas
de Belyi. Ademds, la aplicacion inversa estd inducida por la correspondencia

(X, D) — (Xp, fp)-

3.2.4. Monodromia de una funcién de Belyi. Consideremos una fun-
cién de Belyi f: X — C de grado d. En este caso se puede describir la mo-
nodromia de una forma muy simple. En este caso m1(C — {0,1,00},1/2) es
un grupo libre de rango 2 (vea [GG12] Thm. 2.34) generados por dos lazos
Yo ¥ 11 son lazos alrededor de 0 y 1 con indice (winding number) 1 alrededor
de 0 y 1 (respectivamente).
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Dado v € m(2A — {0,1,00},1/2) tenemos asociada la permutacién
oy f7H(1/2) — f71(1/2) definido como:

(36) oy(Z) =7(1)
donde 4 es un levantamiento de « basado en z. Si fijamos un etiquetado de

la fibra podemos pensar a o, como un elemento en Sy (el grupo simétrico
de grado d), con d = deg f.

El homomorfismo p: m(2A — {0,1,w},1/2) — Sy definido por u(y) =
0,1 es un homomorfismo de grupos conocido como la monodromia de f 'y
su imagen es llamado el grupo de monodromia de f.

Observacién 55. (Ver [GG12] §4.3.1) Como v y 41 generan a m;(C —
{0,1,00},1/2) la monodromia de f queda determinado por las dos permu-
taciones pu(vyo) = 07_01 y p(y) = O',?ll.

Note que si (00, 01) es la pareja de permutaciones de Dy entonces o, =
0o. Esto es porque si x; es el punto en f71(1/2) que est4 sobre la arista j
de Dy entonces el levantamiento de o con punto inicial z; termina en z, ;)
ya que f es de la forma z + 2" en una vecindad de un punto en f~1(0) (un
vértice blanco de D). Un argumento similar muestra que o,, = o01.

Entonces tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 56 ([GG12] Prop. 4.29). La pareja de permutaciones asocia-
da a un dessin y la pareja de permutaciones asociada a su correspondiente
funcion de Belyi, estdn determinados una a la otra.

Observacién 57. De lo anterior tenemos que si x1,...,x; son los puntos
en la fibra f~1(0) tal que f tiene multiplicidad m; en z;, entonces o se
factoriza en ciclos disjuntos como

00 = Oy "+ Oy,

donde o, es un ciclo de longitud m; que corresponde a la permutacién ciclica
alrededor del vértice x;. Lo mismo se cumple si en lo anterior reemplazamos

f710) por f~1(1) y oo por 1.
Resumimos las correspondencias comentadas en el siguiente teorema:

Teorema 58. Tenemos una correspondencia uno a uno entre los siguientes
conjuntos:

(i) Parejas de Belyi (X, f), mddulo equivalencia de cubrientes ramifi-
cados.

(ii) Dessins (X, D), mdédulo equivalencia.

(iii) Parejas de permutaciones (09, 01) tales que {(0g,01) es un subgrupo
transitivo de Sy, modulo conjugacion.
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Figura 14. Piezas de construccién.

3.2.5. Funcién de Belyi de una triangulacién equilatera decorada.
Supongamos que X es una superficie compacta orientada con una triangu-
lacién equildtera A = {p;: A; — T;}, dotada con su estructura compleja y
su métrica riemanniana (fuera de los vértices) que hace a todos sus tridngu-
los equilateros. De hecho, podemos incluir a los vértices obteniendo una
métrica euclidiana singular. Las singularidades seran los vértices que tienen
vecindades isométricas a conos planos sobre un circulo.

Supongamos también que los vértices de la triangulacion estan decorados
con los simbolos o, e y x, de tal forma que dos vértices adyacentes no tienen
la misma decoracion.

Dicha decoracién nos permite asignar una coloracién a los triangulos de
la siguiente manera: primero, recuerde que una regién de Jordan tiene dos
orientaciones, una positiva que coincide con la de X y negativa en otro caso.
Esto induce también una orientacién en la frontera, que es una curva de Jor-
dan, la cual a su vez queda determinada por una terna ordenada de puntos.
Por lo tanto, la orientacién de una region de Jordan queda determinada por
una terna ordenada de puntos en la frontera.

Por hipétesis los vértices de cada triangulo de la triangulacién estdan
decorados con los tres simbolos diferentes, entonces las ternas (o, e, %) y
(o, %, ®) determinan una orientacién en cada tridngulo. Entonces, pintamos
a los triangulos de negro aquellos que resultan orientados positivamente con
dicha terna, y de blanco a los que resultan orientados negativamente.

Por lo tanto tales superficies se obtienen pegando las aristas de un niime-
ro finito de tridngulos equildteros como en la Figura 14, con isometrias que
respetan la decoracion de los vértices.
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Observacién 59. (i) Para cada par de tridngulos adyacentes T; y T con
una arista a en comun, existe una reflexiéon R,: T; UT; — T; UT}, que in-
tercambia T; con T}, es decir, R, es una isometria que invierte orientacion
y que fija a puntualmente a la arista a.

.o ., —4
(ii) Sea T; un tridngulo negro y un homeomorfismo ¢;: T; — H' que preserva
fronteras, que es conforme en el interior y que manda los vértices o, e % en
0, 1, oo, respectivamente.

Si T} es un tridngulo blanco adyacente a 7T; con arista en comun a,
podemos extender continuamente ¢; a una funcién ®: T; UT; — C, la cual
esta definida en T por ®(x) = ¢; o R,(x). Por el principio de Reflexién de
Schwarz esta funcién es holomorfa en el interior de 7; UT;. Notemos que ®
es un homeomorfismo cuando lo restringimos a T} y respeta las decoraciones
de sus vértices (o son ceros, e si estdn en la preimagen de 1 y * son polos).
Analogamente podemos extender cualquier homeomorfismo ¢;: T — H ,
definido sobre un tridngulo blanco, a uno negro que es adyacente a él.

Observacién 60. Consideremos el biholomorfismo ®: C — 2A descrito en
§3.2.1, definamos la estructura equilatera decorada en la esfera de Riemann
C jalando la estructura equildtera de 2A mediante ®. Entonces, dada una
funcién de Belyi f: X — @, podemos jalar la estructura equildtera decorada
de (C, para inducir una estructura equilatera decorada en X, la cual llama-
remos la triangulacion equildtera decorada inducida por f. Con la métrica
inducida las aristas del dessin d’enfant de f tendran longitud 1. A lo largo de
este trabajo identificaremos a C con 2A mediante ®, entonces a veces escri-
biremos f: X — 2A para denotar una funcién de Belyi sobre una superficie

de Riemann X.

Reciprocamente, veremos a continuacion la construccion de una funcién
de Belyi de una superficie con una triangulacion equilatera. Dicha construc-
cién aparece en [Bos92], [SV90],[VS89].

Teorema 61. Sea X es una superficie de Riemann compacta dada por una
triangulacion equildtera decorada. Existe una funcion de Belyi f: X — C
cuya triangulacion decorada coincide con la original.

Demostracién. Primero escogemos un triangulo negro 7; y un homeomor-
fismo ¢;: T; — mr que satisface las hipétesis de la Observaciéon 59 (ii).
Extendemos la funcion ¢; al tridngulo adyacente a T; que comparte su vérti-
ce blanco, gracias al principio de reflexién descrito en la Observacién 59 (i).
Continuamos el proceso al otro triangulo adyacente, hasta agotar todos los
tridngulos de la vecindad del vértice blanco en comun (vea la Figura 15). La
funcién obtenida por este proceso sera denotada por f.
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H+

Figura 15. Extension f en una vecindad del vértice blanco de T; = T;1.

La aplicacién f estd bien definida y es holomorfa en el interior de T;; U
... UT;,. También estd bien definida en la arista a, del tridangulo T;; = T;
con vértices o y o. Si x € ay, f(xr) = ¢io Ry, 0---0 Ry, (v) = ¢i(z).
La funcion ¢; se extiende continuamente a la vecindad del vértice blanco
Ti1U---UT,, v la extensién es holomorfa en el interior de cada triangulo.
Por construccion f es conforme en el interior de cada triangulo.

Analogamente, hacemos la extensién alrededor del vértice negro de T;
y del vértice *. Continuamos este proceso a los demds triangulos que son
adyacentes a aquellos en donde f ya ha sido definida, hasta agotar todos los
tridngulos de la estructura euclidiana decorada, obteniendo asi una funcién
meromorfa f: X — C con valores criticos en {0,1,00}. Por construccién
las preimagenes de 0,1, oo estan decoradas con o, e, x, respectivamente. Los
triangulos negros corresponden a las preimagenes del semiplano superior y
los blancos a las preimagenes del semiplano inferior. El 1-esqueleto de la
triangulacién corresponde a la preimagen de R = R U {oc}. O

3.2.6. Funcién de Belyi de una triangulacién simétrica decorada.
Podemos notar que la prueba del Teorema 61 no necesita que los triangulos
sean equilateros, basta que tengan una simetria en cada arista como en la
Observacién 59 (i) y que estén decoradas.

Definiciéon 62. Diremos que una triangulaciones euclidiana es simétrica si
para cada par de tridngulos adyacentes T; y T} con una arista a en comun,
existe una reflexion R,: T; UT; — T; UTj, que intercambia T; con Tj, es
decir, R, es una isometria que invierte orientacion y que fija a puntualmente
a la arista a.
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Si los vértices de la triangulacion estan decorados con o, e, x, entonces sus
tridngulos se pueden colorear de blaco y negro como antes. A las triangula-
ciones simétricas que tienen dicha decoracién en los vértices seran llamadas
triangulaciones simétricas decoradas.

Entonces, tenemos el siguiente resultado, cuya prueba es andloga al Teo-
rema 61.

Proposicion 63. Si X es una superficie de Riemann compacta dada por
una triangulacion simétrica decorada, entonces existe una funcion de Belyi
f: X — C que realiza la triangulacion.

La nocién de triangulaciéon simétrica decorada la comentan los autores
de [CIW94] (en la introduccién de §3), pero no la definen explicitamen-
te, ellos prefieren definir la nocién de triangulacion con cubierta simétrica
(covered symmetric triangulation), la cual explicamos a continuacién: sea ¥
una superficie de Riemann compacta dada por una triangulacién (orientada)
T con 2N celdas abiertas T' = T} (orientacién positiva) y T}, (orientacién
negativa) con n,m = 1,..., N homeomorfas a tridngulos euclidianos (hay
que notar que en dicho trabajo los autores toman como convenciéon que sus
tridngulos son conjuntos abiertos). Sea Y una cubierta simplemente conexa
de 3, posiblemente ramificada en los vértices de 7. La triangulacién se le-
vanta a una triangulacién (generalmente infinita) T en X con celdas T = TJr

Tu , v, =1,2,.... Ellos llaman a estas celdas abiertas “tridngulos”.

Definicién 64. Decimos que (7, %) es una triangulacion con cubierta simétri-
ca (covered symmetric trzangulatwn ) de X si satisface las siguientes propie-
dades: para Cualquler elemento T de T existen tres reflexiones o; en los lados
ej, 7 =1,2,3 de T tal que:

a) las 0; son homeomorfismos de ¥ en si mismo, preservando la trian-
gulacién formada por las 7,7, T,

b) cada 0; mapea T a su vecino que comparte la arista e; con T
Ademas, Uj]ej es la identidad y 032‘ =1paraj=1,2,3,

c) la accién de las o; en los triangulos cambia la orientacion, i.e. para
cualquier TF y j existe una 1,7 tal que oiTF = T,

d) el cubriente ramificado ¢: Y — ¥ es holomorfa y las oj: Y =3 son
mapeos antiholomorfos.

Tenemos el siguiente teorema que es similar a la Proposicion 63:

Proposicién 65 ([CIW94| Prop. 3). Sea C una curva algebraica suave
definida sobre un campo numérico. Cualquier funcion de Belyi define una
triangulacion con cubierta simétrica, y cualquier triangulacion con cubierta
simétrica tiene una subtriangulacion que proviene de una funcion de Belyi.
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Finalizamos esta discusion con el siguiente teorema, que es una conse-
cuencia del teorema de Belyi:

Teorema 66 ([CIW94]| Thm. 2). Una curva algebraica proyectiva suave
sobre los niumeros complejos estd definida sobre un campo numérico si y
solo si, como una superficie de Riemann compacta, tiene una triangulacion
con cubierta simétrica.

A continuacién veremos qué pasa con la estructura compleja en la subdi-
visién baricéntrica (vea la Definicion 44 y la Observacién 45) si cambiamos
la métrica para que sus tridangulos sean equilateros.

Corolario 67. Suponga que X es una superficie de Riemann dada por una
estructura equildtera. Entonces dada la subdivision baricéntrica de la trian-
gulacion hay una métrica en X en la que todos los triangulos de la sub-
division son equildteros y la estructura compleja inducida coincide con la
original.

Demostracién. Por definicién la estructura compleja dada por la subdivi-
sién baricéntrica, visto como estructura euclidiana, coincide con la estructura
compleja de X.

Decoremos a los vértices de la subdivisién de la siguiente forma: de color
negro a los vértices originales, de blanco a los puntos medios y de * a los
baricentros. Entonces esta triangulacién es simétrica y por lo tanto tenemos
una triangulacién simétrica decorada. Por la Proposicién 63 hay una funcién
de Belyi g: X — C que realiza la triangulacion.

Si tomamos la estructura equilatera de la esfera de Riemann que cons-
truimos al inicio, podemos dar mediante g una métrica que convierte a todos
los tridngulos de la subdivisién baricéntrica en equildteros, la cual a su vez
induce otra estructura compleja en X, puesto que g es conforme en el interior
de cada tridngulo, esta estructura compleja coincide con la original. ([

Ejemplo 68 (El invariante j). Considere la siguiente funcién racional j: C—
C de grado 6:

4 (A2=X+1)3

(37) J(A) = 7 RO 12

En este capitulo llamaremos a esta funcién el invariante j, esperando no
causar confusién con la funcién J dada en (29). Las dos funciones estén
relacionadas por la férmula j(A) = (4/27)J(N).

La funcién j tiene 8 puntos criticos, dos ceros de orden 3, tres pre-
imégenes de 1 con multiplicidad 2 y 3 polos dobles. Sus valores criticos son
{0,1, 00}, es decir, es una funcién de Belyi. Su dessin d’enfant estd formado
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Figura 16. Dessin de j, donde w = exp(27i/6).

Figura 17. Triangulacién equildtera de la esfera asociada a j. La figura
muestra un poligono con lados identificados, la arista a se pega con a~!
con una isometria que preserva la decoracion de los vértices. Las otras
aristas de la frontera se pegan de forma andloga.

por dos segmentos de recta que conectan w,1/2 y w™!, también por dos
arcos circulares de radio 1 centrados en 0 y en 1 (vea la Figura 16).

La funcién j induce, via pull-back, una métrica en la esfera de Riemann
que hace a todos los tridngulos equilateros. Esta triangulacién equildtera
puede representarse como un pegado de triangulos equildteros euclidianos
como se muestra en la Figura 17.
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Figura 18. Dessin d’enfant de 1 — 1/j.

En la prueba del Corolario 67 vimos que dada una triangulacién equilate-
ra 7 (no necesariamente decorada) en una superficie X, existe una funcién
de Belyi g: X — C tal que su triangulacion asociada coincide con la subdi-
visién baricéntrica de 7. A continuacién veremos en Proposicién 69 que si
T esté decorada, entonces g es igual a 1 — 1/j(f), donde f: X — C es la
funcién de Belyi que realiza a la triangulacién equildtera decorada T (la cual
sabemos que existe por Teorema 61). Esta proposicién es bien conocida.

Proposicion 69. Sea X una superficie de Riemann compacta dada por una
triangulacion equildtera decorada T, y sea f: X — C su funcion de Belyi
asociada. Entonces la funcion de Belyi dada por la subdivision baricéntrica
de T (decorada como en el Corolario 67) es equivalente a 1 — 1/5(f).

Demostracién. A partir del dessin de j (vea la Figura 16) podemos notar
que la triangulacion (decorada) de 1—1/j esta dada por la Figura 18, observe
que las triangulaciones de j y 1—1/7 difieren en la decoracion de los vértices.

Denote por D el dessin de fy T su triangulacion. Tenemos las siguientes
observaciones sobre el dessin d’enfant de 1 — 1/5(f), las cuales se siguen de
la Figura 18:

(i) Los vértices de la triangulacién 7 serdn vértices del dessin de 1 —
1/7(f) con decoracion e.
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AN

Figura 19. Dessin d’enfant de 1 — 1/5(f).

(ii) Cada vértice decorado con o del dessin de 1 — 1/j(f) esta en el
interior de una tnica arista de T .

Entonces el dessin de 1 — 1/j(f) (vea la Figura 19) es equivalente al
dessin de la funcién de Belyi asociado a la subdivision baricéntrica. Por
lo tanto dichas funciones son equivalentes (bajo equivalencia de cubrientes
ramificados).

O

3.3. Suma conexa de funciones de Belyi

3.3.1. Definicion de la suma conexa de dos funciones de Belyi.
Sean f1: X7 — C y fa: Xo — C dos funciones de Belyi. Consideremos tam-
bién sus triangulaciones equildteras decoradas. Sea Tfr un tridngulo negro
de fi1 y T, un tridngulo blanco de fo. Podemos hacer la suma conexa de
X1 con X3 quitando el interior de T1+ y el interior de T, y pegando las
fronteras de T} y T, por el homeomorfismo f, Lofi: T — 0T, . Denote
dicha superficie por X3 r #TQ_ Xo.

La aplicacién fi_, # _ fo: X1, # _ Xo— C dada por la férmula
1 2 1 2

fi(z), € Xy —int T}

(38) fi TfL#T{ fa(x) = {fg(x), r € Xo—intT,,

esta bien definida y continua.



3.3. Suma conexa de funciones de Belyi 49

Por construccién la superficie X3 - #T* X5 tiene una estructura equi-
1 2
latera decorada inducida por las estructuras equilateras de X; y X, con la

cual es una superficie de Riemann. Claramente la funcién (38) es holomorfa
fuera de OT;" = 0T, en Xj o+ #T_ X9, vy por continuidad es holomorfa
1

también en toda la suma conexa. Podemos notar que dicha funcién es la que
realiza la triangulacién obtenida en la suma conexa.

Definicion 70. Consideremos a las funciones de Belyi fi y f2 con sus trian-
gulaciones asociadas. Dada una arista a; del dessin de fi y una arista as del
dessin de f2, existe un Unico tridangulo negro 77 que contiene a a; y un tnico
triangulo blanco que contiene a ag, luego podemos definir X , #,, X2 como
X1 g, #r, Xo.

Observacion 71. Veremos en 3.3.2 que la suma conexa de funciones de
Belyi depende de los tridngulos elegidos, es decir, los cubrientes ramificados
obtenidos en la suma conexa pueden no ser isomorfos, si cambiamos de
tridngulos decorados.

No sabemos si la clase de isomorfismo conforme de Xi,.+#,- X2 cam-
1 2

bia si cambiamos los dos tridngulos decorados en donde se efectia la suma
conexa.

3.3.2. Calculo de la monodromia de la suma conexa de dos fun-
ciones de Belyi. En la siguiente proposicién damos unas férmulas para
la suma conexa de dos funciones de Belyi, en la prueba calculamos las per-
mutaciones que generan el grupo de monodromia de la suma conexa. Si
f: X — C es una funcién meromorfa sobre una superficie de Riemann X y
p € X, denotaremos por mult,(f) la multiplicidad de f en p.

Proposicion 72. Sean fi: X1 — 2A y fo: Xo — 2A dos funciones de
Belyi, y sean Tl+ y Ty un tridngulo blanco y uno negro en X1 y Xo, respec-
tivamente. Sean Py y Qo (resp. Pl y Qp) los vértices de Ty (resp. de T, )
decorados con o y e, respectivamente. Entonces se satisfacen las siguientes
formulas:

multpo (fleL #T; f2) = multpo fi+ multpé fo—1
muthO (f1T1+ #T; f2) = muthO f1 + mult% f2 -1
deg(fips#q-f2) = degfi+degfo—1.

Demostracién. Como antes, fijemos un etiquetado (enumeracién) de las
aristas de los dessins Dy, y Dy, con nimeros en {1,...,deg fi} yen {1,...,deg fo},
respectivamente. Y sean (0g,01) y (0(,0}), las parejas de permutaciones
asociadas a los dessins Dy, y Dy,, respectivamente (vea Definicion 48). Re-
cuerde que tales permutaciones determinan la monodromia de las funciones

de Belyi, vea la Proposicién 56 y la Observacion 55.
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Sean d; = deg f1 y do = deg fo. Como {1,...,d;1} es un subconjunto de
{1,...,d1+d2} podemos pensar a (0p, 1) como una pareja de permutaciones
en Sy, +d,- Por otra parte, si identificamos a ¢ € {1,...,d2} con d; + i,
podemos pensar a (o), 0}) como una pareja de permutaciones en Sg, 44, que
pemuta los nimeros del di + 1 al di + do. A lo largo de la demostracion
asumiremos estas identificaciones. También, asumiremos que las aristas de
los dessins estan etiquetadas de acuerdo con esta identificacion. Ademés
podemos suponer que Dy, y Dy, estdn contenidos en X L #T; Xo.

, , . . .
Denote por (UOT1 #T2 00, 01y, #r, 01) la pareja de permutaciones asocia-
das a Dfler#T;fQ.

Supongamos que alrededor de Py € X inciden las aristas i1, 72, ...,0, €
{1,...,di +dy} del dessin Dy, , con ese orden ciclico siguiendo la orientacién
positiva, entonces o es igual al ciclo (i1 i2...4,), con n la valencia de Fp.
Andlogamente, en la Figura 20 estdn indicadas las aristas que inciden en
Qo, Py Q. Luego se tienen los siguientes ciclos en Sg, y4,:

o (i1 i2 ... in),
o = (i1 iy ... i),
o = (12 -+ Jm),
or = (jy - Ji)-

Notemos que al hacer el pegado en la construccion de suma conexa, la
arista 71 e j1 se fusionan en una sola. Entonces tenemos lo siguiente:

(i) Observe de la Figura 20 que el ciclo de (TOTI#T20’6 alrededor del
vértice Py = P} € X1T1+ #T; X5 es:

(39) (J1J2 -+ Jmi2 ... in),
esto es, primero recorremos las aristas del dessin Dy, C X 17t #T; X5
que inciden en Fj y después al llegar a j; recorremos las aristas
de Dy, C X1T1+ #T2_ X9 que inciden en Py, siguiendo la orientacion
positiva.
Puesto que los demaés vértices blancos no fueron alterados al hacer
la suma conexa, los demés ciclos de ag +# o(, se quedan igual.

(ii) Andlogamente para Qo = @ en la superﬁ<31e X1T1+ #T2— X5, la per-
mutacién ciclica de o1, #,, 07 alrededor de dicho punto es

(40) (iv iy ... i Jo .- J1),

y los demas ciclos de o o+ #T_ o} no se alteran.
1 2
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Figura 20. A laizquierda (resp. a la derecha) estédn indicadas las aristas
de la triangulacién de X; (resp. de X2) que tienen en comun el vértice
oy ede T, (resp. Ty ).

Con esto queda descrito la pareja (J(]Tl #T2 o7 Ol #T2 o1), la cual genera
el grupo de monodromia de f1T1+ #T; fa.

De lo anterior se siguen las férmulas buscadas, ya que la multiplicidad
de flT;r#T; f2 en Py = P es justo la longitud del ciclo (39), el cual es
multp, f1 + mult P, fo — 1. Para la segunda férmula aplicamos un argumento
analogo con el ciclo (40). Por tltimo, para calcular el grado sumamos las
multiplicidades de las preimagenes de 0 (los vértices blancos) aplicando la
férmula anterior. O

Observe que la grafica en el dessin d’enfant de la suma conexa de dos
funciones de Belyi se obtiene fusionando las aristas de T fL y T5 que estan
en los dessin correspondientes.

Ejemplo 73. Considere los polinomios
44
filz) = ?z(l — 2%, fa(z) = 42(1 — 2),

los cuales son casos particulares de polinomios doble estrella P, , (vea
[GG12] p. 171, 259) cuyos dessins son drboles en la esfera de Riemann
(vea la Figura 27). En Figura 21 mostramos a la esfera con dos triangula-
ciones equiateras decoradas cuyos dessins asociados son equivalentes a los
de f1 y fo. En dicha figura la esfera estd representado mediante poligonos
con lados identificados.
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Figura 21. Dessins de fi(z) = g—;z(l —2)%, fa(z) = 42(1 —2). En las
dos figuras hemos indicado un apareamiento de las aristas de la frontera:
una arista = se pegaré con la arista ! por medio de una isometria que
preserva la decoracién de los vértices.

e
e

Figura 22. Gréificas en el plano correspondientes al dessin de
f1T1+ #T; foy f1T2+ #T{ f2, respectivamente.

En la Figura 22 mostramos las gréaficas correspondientes a f1T1+ #T; fo

y flT;#T;fZ-

Podemos observar de las férmulas anteriores que en general la suma
conexa de funciones depende de los triangulos elegidos (vea el Ejemplo 73).
En 3.3.3 damos una condicién para que la suma conexa sea independiente
de la eleccion de los tridngulos.

En el siguiente ejemplo describimos la suma conexa del invariante j
consigo mismo.
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C1

Figura 23. Dessin de jT1+ #T;j.

Ejemplo 74 (Suma conexa j#j). Consideremos el dessin del invariante j
(ver la Figura 17), tomemos la suma conexa jT1+ #T; 7, donde T1+ y T, estdn
indicados en la Figura 23 con lineas punteadas.

En el pegado obtenemos, topoldgicamente, la esfera con la decoracion
mostrada en la Figura 24.

3.3.3. Suma conexa de funciones de Belyi que son de Galois. Re-
cuerde que una funcién meromorfa f: X — C es de Galois o regular si
su grupo de transformaciones de cubierta Deck(f) actia transitivamente
en las fibras de los valores regulares de f (ver [For81]). Equivalentemen-
te la cubierta no ramificada, obtenida al remover los valores criticos y sus
preimégenes, es un cubriente regular (o de Galois).

Observacion 75. Suponga que f: X — C es de Belyi y de Galois. Puesto
que Deck(f) actia en las fibras, Deck(f) actia en los vértices del dessin
preservando las decoraciones, recuerde que los puntos o (resp. e, %) son los
puntos en la fibra f=1(0) (resp. f~1(1), f~1(c0)).

Note que el semiplano superior H estd uniformemente cubierto por f y
que la preimagen f~!(H) es la unién ajena de los interiores de los tridngulos
negros. Por otra parte, como f es de Galois, Deck(f) actia transitivamen-
te en las componentes conexas de f~!(H). Por lo tanto, concluimos que
Deck(f) actia transitivamente en los interiores de los tridngulos negros. Un
argumento similar muestra que Deck(f) también actia transitivamente en
los interiores de los triangulos blancos.
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Figura 24. Visualizacién topoldgica de la suma conexa j,+#,-j. La
1 2
frontera de los tridngulos en donde se realizé el pegado esta indicada

con verde.

Anélogamente, f~1((0,1)) es la unién de las aristas (sin vértices) del
dessin y, Deck(f) actia transitivamente en las componentes conexas de
f7((0,1)), por ser de Galois. Por lo tanto Deck(f) actia transitivamen-
te en las aristas.

Con lo anterior concluimos que Deck(f) actda transitivamente en los
tridngulos blancos y negros preservando la decoracién de los vértices.

Proposicién 76. Si f1: X1 — ¢ y fo: Xo — C son dos funciones de Belyi
que son de Galois, entonces dados T1+, T{+ dos tridngulos negros de X1 y
Ty, Ty~ dos tridngulos blancos de Xs, existe un biholomorfismo

o Xy T1+#T27 Xo — X1T1’+#T2’*X2
que hace conmutar el siguiente diagrama

P

(41) XlT;r#T;XQ X1T1’+#T2”X2

fle#Tgk* R %#Téfz
C
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loa] g2
—— ——

Figura 25. Transformaciones deck preservan decoracién.

Demostracién. Por la Observacién 75 existe o1 € Deck(f1) y o2 € Deck(f2)
tal que o1 (Ty") = T1" y 02(T, ) = Ty~ que preservan la decoracién de los
vértices (vea la Figura 25).

Definamos el mapeo
01T1+ #TQ_ g9 X1T1+ #TQ_ X2 — XlT{"' #TZ/— X2
como sigue

o1(z), ¥ € X1 —int T
o2(z), x € Xog —int Ty, .

UlT;r#T;UQ(x) = {

La aplicacién estd bien definida porque si z € 9T}, y € 9T, tal que x ~ y,
entonces fi(z) = f2(y), luego fi(c(2)) = fa((y), por lo tanto () ~ o(y).
Ademads, o1+ #,-02 es un homeomorfismo.
1 2
Claramente Tt #T; 02 es conforme en el complemento de 9T, = 9T

y, por continuidad dicha funcién también puede extenderse conformemente
a toda la suma conexa.

El diagrama (41) conmuta porque

(Frpee#tgy-f2) o (o1 #qp02) (@) = (froon) i # - (f2 0 02)(2)
= flTlJr#T;f2(x)-
O

3.3.4. Suma conexa de polinomios z™. Como los polinomios de la
forma 2™, con m > 1, son de Galois, la suma conexa no depende de los
tridngulos elegidos. En este caso denotaremos la suma conexa simplemente
por 242",

De la discusion anterior tenemos que el dessin de z™#2z" es el mismo
que el de 2T~ 1 por lo tanto ambas funciones de Belyi tienen la misma
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Figura 26. Suma conexa de z> con z2, representado topolégicamente
por poligonos identificados.

monodromia (vea Proposicién 56). Por lo tanto, tenemos que:
2k = mAn—l
(salvo isomorfismo de cubrientes ramificados).
Entonces tenemos las siguientes propiedades:
(i) Asociatividad: (2m#2")#2F = pminth=2 — yma(nd k),
(ii) Existencia del neutro: el polinomio z.
(iii) Conmutatividad.

Por lo tanto las funciones de Belyi de la forma 2™ forman, con la opera-
cién suma conexa, un monoide conmutativo (bajo relacién de equivalencia
de cubrientes ramificados). En la Figura 26 ilustramos la suma conexa de

253 con 22.

Observacién 77. La suma conexa de dos polinomios de la forma 2™, con
m impar, es una operacién cerrada.

Observacion 78 (Polinomios de Shabat). Un polinomio que es una funcién
de Belyi tiene como dessin un arbol bicoloreado y reciprocamente, dado un
arbol bicoloreado existe un polinomio de Belyi cuyo dessin es equivalente
a dicho drbol. Dichos polinomios son conocidos como polinomios de Shabat
(vea [SZ94)).

Si (X,D) es un dessin con X de género 0, podemos notar que D es
un arbol si y sélo si D tiene sélo una cara, esto es X — D tiene solo una
componente conexa. Luego, si (0g, 1) son las permutaciones asociadas a D,
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entonces D es un arbol si y sélo si ogo; tiene un unico ciclo (vea Observacién
49).

En lo que sigue supondremos que un polinomio de Shabat P estd dado
por la funcién de Belyi de una triangulacién equilatera decorada en la esfera
de Riemann, esto se puede suponer por que siempre podemos jalar a Cla
estructura equildtera decorada de 2A mediante P.

Proposicion 79. La suma conexa de polinomios de Shabat es de nuevo un
polinomio de Shabat, salvo equivalencia de cubrientes ramificados.

Demostracién. Para la prueba calcularemos el nimero de caras del dessin
de la suma conexa de dos polinomios de Shabat y verificaremos que es igual
a 1, para esto aplicaremos la férmula de la Proposicién 50:

(42) 2—2g = (#{ciclos de og}+#{ciclos de o1})—N—+#{ciclos de o100},
que se cumple para un dessin (X, D) sobre una superficie de género g, con
pareja de permutaciones (0, 01) y con N aristas.

Supongamos P; y P son dos polinomios de Shabat de grados d; y da.
Sean D y Dy sus dessins respectivos, cuyas parejas de permutaciones asocia-
das son (09,01) y (0(,0%). Sabemos que d; (resp. dz) es igual al nimero de
aristas de D; (resp. D2). Entonces de (42) se siguen las siguiente férmulas:
(43) 1 = #{ciclos de o} + #{ciclos de 01} — d;

1 = 4#{ciclos de o(} + #{ciclos de o]} — da
(por la Observacién 78 el nimero de ciclos de ogo; y de oo} es igual a 1).

Considere la suma conexa P;#P, (para simplificar la notacién por el
momento no escribiremos los triangulos en donde realizamos la suma cone-
xa), de la Proposicién 72 tenemos que deg(Py#P;) = deg P} + deg P, — 1,
también de la prueba de Proposicién 72 se tiene que:

(44) #{ciclos de oo#0(} = #{ciclos de o} + #{ciclos de o(,} — 1,
#{ciclos de o1#01} = #{ciclos de o1} + #{ciclos de o} } — 1.
Recordemos, por topologia, que la suma conexa de dos superficies de

género 0 es de nuevo de género 0, luego aplicando la férmula (42) a Dp, 4p,
obtenemos:

2 = 4#{ciclos de op#0(} + #{ciclos de o1#07} — (d1 +do — 1) +
#{ciclos de (oo#a()(o1#01)}
= #{ciclos de (oo#0})(o1#07)} + 1
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Figura 27. Arbol doble-estrella dado por Pp, n.

(la ultima igualdad se obtiene sustituyendo las ecuaciones (43) y (44)).

Por lo tanto #{ciclos de (oo#0()(01#07)} = 1. Luego, por la observa-
cién 78 se sigue que Py#P; es isomorfo (como cubriente ramificado) a un
polinomio de Shabat. 0

3.3.5. Suma conexa de polinomios doble-estrella. Los arboles doble
estrella son gréficas del estilo mostrado en la Figura 27. Estos dessins pueden
realizarse por polinomios de de la forma:
m + n)"tn m
Pon(z)=puz"(1—2)", :(7, A=———  mn>1.

m,n( ) H ( ) H mmnn m-+n -

Denotemos por a y b a los intervalos [0, A] y [A, 1], respectivamente, y
por aq, by a los intervalos [—1,0] y [0, 1] respectivamente. Note que la suma
conexa 2™, #q, (1 — 22)p,#42" (la suma conexa a lo largo de las aristas se
realiza de acuerdo a la Definicién 70) tiene el mismo dessin que Py, ,,, por lo
tanto se tiene la siguiente igualdad

Zma#al(l - Z2)b1 #bzn - Pm,n(z)

(salvo isomorfismo de cubrientes ramificados).

3.3.6. Suma conexa de polinomios de Tchebychev. Recordemos que
los polinomios Tchebychev son aquellos que satisfacen la identidad funcional:

T, (cos z) = cos nz.
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[ —— ] Tl
@ T2

n par . Y . e . ———o—
T,

n impar o—— *——o—o

Figura 28. Dessins de polinomios de Tchebychev T7,. Todos los dessins
tienen como puntos extremos a —1 y 1, y vértices en cos km/n.

Usando la féormula de De Moivre es posible calcularlos explicitamente.
De hecho tienen que satisfacer la siguiente férmula recursiva: (i) para n = 0,
To(z) =1; paran > 1

To(x) = 22T —1(x) — Th—a(x).

Esto implica que el polinomio T}, es de grado n.

Los puntos criticos del polinomio 7, (x) son coskm/n,conk =1,...,n—
1, por lo tanto los valores criticos son

km —1, k impar
T, | cos — | =cos kr =
n 1, kpar, k=1,...,n—1.

Entonces T, tiene solo tres valores criticos. La funcion

1
To(z) = 5 (Tn(z) + 1)
es una funcién de Belyi, para cada n > 1 con valores criticos en 0, 1 y oo.
Los dessins de estas funciones se muestran en la Figura 28.

Cuando hablemos de la funcién de Belyi T;,, por abuso de notacion,
nos referimos realmente a 7j,. En lo siguiente también trabajaremos con la
funcién 1 — T),, que también por abuso de notacién, solamente escribiremos
1-1T,.

Note que en los dessin de las funciones de Belyi dados por polinomios de
Tchebychev T}, con n > 2, tienen dos aristas distinguidas, a saber, aquellas

que estan en los extremos. Observando los dessins de cada suma conexa
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podemos notar las siguientes identidades:

E#Tm = Crl+m717 m imparv
(45) (]- - Tl)#Tm = ﬂ-&-m—h m par,
Ti#(1 —Twm) =1 =Tj4m—1, m par,

donde la suma conexa la tomamos con respecto a las aristas extremas; el
de la derecha para la primera funcion y el de la izquierda para la segunda
funcién. Note que para m > 1, el dessin de 1 — T}, se obtiene del dessin de
T, con los colores invertidos, luego se puede realizar las dos tltimas sumas
conexas de la ecuacién (45).

luego cuando m es par, 1 — T, tiene a sus vértices extremos decorados
con o.

De (45) se sigue lo siguiente:

Proposicién 80. Sin es impar To#T, = Tht1, si n par (1 — To)#T,, =
Ty11. Por lo tanto,

Tn = (1 — TQ)#TQ#(l — TQ)# tee #TQ#(l — TQ)#TQ, n impar,
{Tn = To#(1 — To)#To# - - - #To#(1 — To)#To, n par,
donde ambas sumas contienen n — 1 sumandos y son sumas alternadas de
T5 con 1 —Ts.
FEquivalentemente,
(46) T,=((1- Tg)#Tg)#:T:: = jnTl, n impar,_2
T, = (To#(1 = T)** % #Ty = (1= Ty)#*2" ) #T% ,n par.

Se sigue de la Poposicién 80, para el caso m par, la siguiente identidad:

m—2
(47) Thp = To#t Tt = Todt (Tf 2 ) :

esta se obtiene aplicando la féormula T5#71,, = T,,+1 haciendon =m — 1,y
aplicando la férmula (46) a T5,—1.

Observacion 81. De (45) se sigue que la suma conexa es cerrada en los
polinomios de Tchebychev de grado impar. Ademds, forman un monoide
conmutativo. De (46) se sigue que dicho monoide estd generado por T5.

3.3.7. Suma conexa de superficies con triangulaciones equilate-
ras. Suponga que X y Xo son superficies de Riemann dadas por estructuras
equildteras (no necesariamente decoradas). Sean 17 y T dos tridngulos de
X1 y Xo, respectivamente. Decoremos a T; y T con los simbolos (o, e, )
de tal forma que dicha decoracién induce una orientacién positiva en T; y
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Figura 29. Suma conexa de dos tetraedros.

negativa en T5. Consideremos la suma conexa X7, #1, X2, donde el homeo-
morfismo de pegado es la isometria de 177 a T5 que preserva la decoracion.
Como antes, X7, #1, X2 tiene también una estructura equilatera, con la
cual es una superficie de Riemann aritmética.

La Figura 29 muestra un ejemplo de suma conexa de dos superficies
trianguladas equildteramente.

3.3.8. Flips. Otra forma de definir la suma conexa de dos superficies
trianguladas es la siguiente: en lugar de retirar un triangulo en cada su-
perficie removemos rombos, es decir, pares de tridngulos adyacentes. Sean
R; vy R dos rombos en X; y Xs, respectivamente, y supongamos que un
tridngulo de cada rombo estd decorado con (o, e, %), de tal forma que dicha
decoracién induce una orientaciéon positiva en R; y negativa en Ra, entonces
podemos formar la suma conexa X g, #r, X2, donde el mapeo de pegado es
la isometria de OR; a ORy que respeta la decoracién de los tridngulos.

Dada una estructura equilatera decorada en una superficie X si efectua-
mos la suma conexa de X con un tetraedro sobre un rombo la triangulacién
de la suma conexa se obtiene de la triangulacién de X haciendo un flip de
las diagonales del rombo (en la Figura 30 mostramos un ejemplo). Cuales-
quiera dos triangulaciones simpliciales de X con el mismo, y suficientemente
grande, nimero de vértices puede transformarse en la otra, salvo homeomor-
fismo, por un ndmero finito de flips [BNIN95]. Si P(X,n) denota el conjunto
de triangulaciones simpliciales de X con n vértices estas triangulaciones son
permutadas por los flips.

Pregunta 82. ;Cuales son los campos de definicion de las curvas algebraicas
correspondientes a las superficies trianguladas de las diferentes permutacio-
nes bajo la accién de los flips?
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Figura 30. La suma conexa se realiza retirando el interior de un rombo
en cada superficie y pegando a lo largo de sus fronteras (las cuales se
encuentran indicadas de color verde en la figura) por medio de una iso-
metria euclidiana que invierte la orientacién. Combinatoriamente, esto
es un flip sobre una diagonal

La respuesta a esta pregunta podria ayudar a entender mejor la relacion
entre la combinatoria de los dessins d’enfants y sus campos de definicion.

3.3.9. Suma conexa con tetraedros y refinamientos elementales
(starrings). En esta subseccién haremos algunas observaciones elementa-
les sobre las relacién entre starrings y sumas conexas con tetraedros (vea la
Definicién 43 para la definicién de los refinamientos elementales (starrings)).
Una triangulacién de una superficie puede ser subdividida (o refinarse) por
medio de unas operaciones elementales llamadas starrings (vea [Mir95] pag.
51). Si partimos de una triangulacién equildtera, podemos aplicar este re-
finamiento y obtener una nueva triangulacién equildtera (declarando todos
los tridngulos equildteros de longitud 1) que induce una nueva métrica plana
con singularidades conicas.

Observacién 83. En general no sabemos como cambia la estructura com-
pleja con este proceso, ni como varian los campos de definicién.

Sea X el tetraedro regular con su estructura compleja inducida por su
triangulacion equildtera. Supongamos que uno de sus triangulos 75 estd ne-
gativamente orientado con respecto a la decoracién (o, e, x). Sea X; una
superficie de Riemann definida por una estructura equildtera, y sea 71 un
tridngulo que estd orientado positivamente con la decoracién (o, e, ). En-
tonces, combinatoriamente, la superficie de Riemann X7, #7, X, se obtiene
de X haciendo el starring de 77 con respecto a un punto interior (vea la
Figura 31).

Andlogamente, si realizamos la suma conexa de dos tetraedros obtene-
mos una pirdmide doble BP con seis tridngulos (vea la Figura 29) y con-
sideramos un rombo Ry formado por un tridngulo de cada tetraedro de la
suma conexa (orientado negativamente respecto a la decoracién usual). Si
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M #* © .
Figura 31. Suma conexa de una superficie con un tetraedro. La suma
conexa se obtiene retirando el interior de dos triangulos y pegando las
fronteras (las cuales estdn indicadas con color verde en la figura) por

medio de una isometria euclidiana que invierte orientacién. Combinato-
riamente, esto corresponde al starring con un punto en el interior de un

tridangulo.

Figura 32. Suma conexa de una superficie con un doble tetraedro. La
suma conexa se obtiene retirando el interior de dos rombos y pegando
las fronteras (las cuales se encuentran indicadas con color verde en la
figura). Combinatoriamente, esto corresponde al starring con un punto
en el interior de una arista.

R; es un rombo de una superficie X; (orientado positivamente, respecto a
la decoracién usual) podemos hacer la suma conexa X g, #r,BP para una
superficie de Riemann triangulada que combinatoriamente es el starring de
la triangulacion de X7 respecto a un punto en el punto medio de una arista
de T (vea la Figura 32).

3.4. Curvas elipticas con descomposicién hexagonal

3.4.1. Cubrientes de curvas elipticas y 6rbitas de PSL(2,Q) en el
semiplano superior. Comenzaremos con la siguiente proposicion:

Proposicién 84. Sea A una reticula del plano. Entonces una superficie de
Riemann X es un cubriente holomorfo no ramificado de C/A si y sdlo si X
es conformemente equivalente a C/T para alguna subreticula T' < A.
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Demostracién. Sil' < A es una subreticula, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

(48) C
7%
C/T—2 /A,
donde nr y w5 son las proyecciones naturales al cociente y @ es la funcién

que cambia de clase de equivalencia. Se sigue de (48) que ® es un mapeo
holomorfo y, por la férmula de Riemann-Hurwitz, es no ramificado.

Reciprocamente, si existe f: X — C/A un cubriente holomorfo no rami-
ficado, el grupo de transformaciones de cubierta Deck(f) es una subreticula
de A y X es conformemente equivalente a X/ Deck(f), entonces tomamos
I' = Deck(f). O

Proposicién 85. Si 7 y 7’ € H, entonces X,/ es un cubriente holomorfo de
X, siy solo si existe v € PSL(2,Q) tal que 7" = (7).

Demostracién. Si X, es un cubriente holomorfo de X, existe una su-
breticula I' = (wi,ws) de (1,7), tal que X,/ es conformemente equivalente
a C/I'. Podemos suponer que wy/wo € H. Entonces existen a, b, c,d € Z tal
que

(49) <Z;> = (‘C‘ Z) (;) . ad—be #0,

por lo tanto y(z) = (az+b)/(cz+d) estd en PSL(2,Q) y (1) = w1 /we. Por
otra parte, wy/wo estd en la érbita de 7/ bajo PSL(2,7Z), ya que sus curvas
elipticas asociadas son conformemente equivalentes. Por lo tanto 7 estd en
la 6rbita que 7 bajo PSL(2,Q).

/

Reciprocamente, suponga que existe v € PSL(2,Q) tal que (1) = 7.
Quitando denominadores podemos suponer que

b
v(z) = %, con a,b,c,d € Z 'y ad — bc # 0.
Luego si definimos w1 = a7+by wy = ¢7+d tenemos que I' = (wy,wa)
(1,7), por lo tanto C/T" es cubriente holomorfo de X,. Puesto que 7/
w1 /wa, C/T es isomorfo a X,/ y se sigue el resultado.

O iIA

Por el resultado anterior y el Teorema de Belyi se obtiene:

Corolario 86. Si 7 € H es tal que X, es una curva eliptica aritmética (i.e,
definida sobre Q) entonces para cualquier v € PSL(2,Q), X,(;) es también
aritmética.
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También tenemos el siguiente corolario:

Corolario 87. Si 7 y 7' € H, entonces X, es cubriente holomorfo de X
sty solo st X, es cubriente holomorfo de X,.

El Corolario 87 también puede deducirse de la siguiente manera: supon-
gamos que X, es cubriente holomorfo de X, entonces X,» = C/I" para
alguna subreticula I' = (w1, w2) < (1, 7). Por la Observacién 88 existe k € Z
tal que k(1,7) < (w1, ws). Como la curva eliptica X, es isomorfa a C/(k, kT),

se sigue que X es un cubriente holomorfo de X,.

Observacion 88. Si (wj,w2) < (1,7) es una subreticula, entonces existe
k € Z tal que k(1,7) < (wi,ws). Esto es porque existe una matriz que
satisface (49), luego si tomamos k = ad — bc tenemos que

f(0)=(5 D))

3.4.2. Superficies que admiten una descomposicion hexagonal re-
gular.

Definicién 89 (Grupo triangular). Suponga que T es un tridngulo eucli-
diano con vértices en vy, ve, v3 y angulos 7/l, w/m y m/n respectivamente,
tal que [, m,n son enteros mayores o iguales que 1 y satisfacen la igualdad
w/l+m/m+ m/n = 1. Sea R; las reflexiones en los lados L; de T' (aqui L;
denota a la arista que conecta v; con v;+1 con subindices tomados médulo
3). Suponemos que la enumeracién es tomada de acuerdo a la orientacion
positiva. Sean x1 = R3o Ry, 1o = Rjo Ry y x3 = Roo R3. Entonces, el grupo

Limn = (®1, 22, 23)

es llamado el grupo triangular de signatura (I, m,n).

Por ser la composicién de dos reflexiones, 21 (resp. z2, £3) es una rotacién
alrededor del vértice vy (resp. va, v3), con angulo 7/l (resp. 7/m y 7/n) se
puede verificar que se cumplen las siguientes relaciones:

(50) ol =2l = 2 = zyx0x3 = 1.
El grupo I';,,, », es un subgrupo discreto de isometrias del plano complejo.

Observacién 90. Cuando 1/l+1/m+1/n<1lo01/l+1/m+1/n>1 po-
demos construir el grupo triangular I'; ,,, ,, como un subgrupo de isometrias
del semiplano superior H o la esfera S?, respectivamente. Ahora los tridngu-
los estaran en la geometria hiperbdlica o esférica, pero la construccion es
completamente andloga. En este caso también tendremos que I';,, ,, serd un
grupo discreto de isometrias y se satisfacen las relaciones (50), vea [GG12]
§2.2.4 para los detalles de esta construccion.
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Figura 33. Teselacién en el plano del grupo triangular I's 36.

En el caso hiperbélico se permite que [, m,n sean infinito, esto corres-
ponde a los vértices del triangulo hiperbdlico que tienen adngulo cero.

Proposicién 91. Si I' es un subgrupo libre de torsion del grupo triangular
Iy 36, entonces T' es una subreticula de Ay ,, donde w es igual a exp(27mi/6).

Demostracién. Consideremos la accién de I'y 36 en el plano complejo C y
su teselacién asociada (vea la Figura 33). Notemos que los tinicos puntos en
C con estabilizador no trivial son los vértices de la teselacién. Entonces, si
T € I'y36 tiene un punto fijo, T' tiene que estar en el estabilizador de un
vértice, pero estos estabilizadores son ciclicos, por lo tanto 1" es de torsion.

Por otra parte, si T' € I'y36 es una traslacién, 7" manda vértices (de
la teselacién) en vértices y preserva sus valencias, por lo tanto, preserva la
reticula triangular A;,, (los puntos de la reticula triangular son los vértices
de valencia 12).

Se sigue que si y esta en el subgrupo libre de torsiéon I', entonces ~y tiene
que ser una traslacién y tiene que preservar la reticula triangular. Por lo
tanto v € Ay ,. O

Proposicion 92. Suponga que X es una superficie de Riemann compac-
ta. Entonces, X admite una estructura plana dada por una union finita de
hexdgonos regulares (cuyos vértices son de wvalencia 3) si y solo si X es
conformemente equivalente a C/I", donde I' es una subreticula de Ay, .
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Figura 34. Descomposicién hexagonal de C/Aq .

Demostracién. Supongamos que X esta dado por una descomposicién ce-
lular en hexdgonos regulares con vértices de valencia 3, asi que la superfi-
cie no tiene singularidades. Decoremos con el simbolo e los vértices, con el
simbolo o los puntos medios de las aristas. Definimos nuevas aristas dividien-
do a la mitad cada arista de los hexdgonos. Este mapa es un dessin d’enfant
uniforme con valencia (2, 3,6). Por lo tanto X es conformemente equivalente
a C/I" para algin subgrupo libre de torsiéon I' <T'9 3 (vea [GG12] §4.4.1).
Por la Proposicién 91 tiene que ser una subreticula de Aq .

Reciprocamente, suponga que I' es una subreticula (i.e. un subgrupo)
de Ay con w = exp(27i/6). Por la Proposicién 84 el mapeo de cambio de
clase ®: C/T' — C/A es un mapeo cubriente holomorfo. Luego cualquier
descomposicién hexagonal regular de C/A se levanta, por medio de @, a
una estructura hexagonal en C/T". La estructura compleja inducida por la
estructura hexagonal coincide con la original porque ® es holomorfo. U

Observacién 93. (i) La curva eliptica C/A;, con w = exp(27mi/6), ad-
mite descomposiciones hexagonales, incluso descomposiciones en donde dos
hexdgonos se intersectan en a lo més una arista, vea la Figura 34.
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(ii) En la prueba de la Proposicién 92 no suponemos que los hexdgonos
se intersectan en a lo més una arista. Por ejemplo, la descomposicién podria
tener un sélo hexdgono.

De las proposiciones anteriores (Prop. 84, 85, 92) se sigue el siguiente
teorema:

Teorema 94. Sea 7 € H, entonces X1, admite una estructura plana sin
puntos conicos dada por una union finita de hexdgonos requlares con cada
vértice de valencia 3 si y solo si existe v € PSL(2,Q) tal que 7 = v(w), con
w = exp(27i/6).

3.5. Geodésicas en superficies con una triangulacién
equilatera decorada

Observacién 95. Denotaremos por A (como anteriormente) al tridngulo
equildtero con vértices en 0,1, w, con w = exp(27i/6), decorados con o, e y
*, respectivamente. Supondremos que los vértices de la teselacion del gru-
po triangular I'3 33, generado por A, estd decorado de forma compatible
con respecto a A, es decir, los puntos de la érbita de 0, 1 y w bajo I'3 33
estan decorados con o, e, x, respectivamente. Ademds supondremos que los
tridngulos estan coloreados de negro si la terna (o, e, %) induce una orienta-
cién positiva en su frontera, y estard coloreado de blanco en otro caso (vea
la Figura 35). Puesto que I's 33 actia en la teselacién preservando la deco-
racion de los vértices y preservando la orientacién de los triangulos, se sigue
que los tridngulos negros son los tridngulos que estdn en la érbita de A bajo
la accién de I'3 3 3 y los tridngulos blancos son los tridngulos que estan en la
6rbita de A (la imagen de A bajo la conjugaciéon compleja) bajo la accién
de F37373.

A lo largo de esta seccién supondremos que X es una superficie de Rie-
mann obtenida por una estructura equildtera decorada (en otras palabras
X esta dada por un dessin d’enfant) y que f: X — 2A es su funcién de Bel-
yi asociada (recuerde que esta aplicacién continua manda a cada tridngulo
de X a uno de los dos tridngulos de 2A, por medio de una isometria que
preserva la decoracién de los vértices).

El propdsito de esta seccién es presentar un método para calcular lon-
gitudes de geodésicas en una superficie triangulada decorada en términos
del dessin d’enfant. A lo largo de nuestra discusién fijamos al punto 1/2 en
2A como punto base para el grupo fundamental de 2A — {0, 1, 00}, asi que
nuestras geodésicas cerradas estaran basadas en 1/2 (esta eleccién la hicimos
porque usualmente éste es el punto que se toma para definir la monodromia
de una funcién de Belyi, pero no es un punto distinguido). En §A.2 notamos
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Figura 35. Teselaciéon decorada del grupo triangular I's 3,3 asociado a
A. Los puntos de la érbita de 0, 1 y w bajo I's 3,3 estdn decorados con
o, @, %, respectivamente.

que la longitud de una geodésica cerrada en 2A no cambia cuando movemos
el punto base.

Algunas partes de nuestra discusién podria abordarse en un contexto
mas general, esto lo veremos en la Seccién A. En dicha seccién damos el
concepto de mapeo desarrollante, el cual estd implicito en las construccio-
nes que daremos en §3.5.1 (aunque no lo habiamos notado). Con el mapeo
desarrollante construimos la superficie de traslacion de una superficie eucli-
diana. Después discutimos las implicaciones en las superficies trianguladas
decoradas.

3.5.1. Geodésicas definidas por una linea recta. Sea /(¢) una linea
recta que pasa por 1/2 y que no contiene ningtin punto de la reticula Aj .
Sea P la unién de todos los tridngulos de la teselacién de I's 3 3 que intersecta
£. Note que /¢ esta contenido en el interior de P.

De ahora en adelante supondremos P tiene la decoracién (en los vértices
y en los triangulos) inducida por la decoracién de la teselacién de I's 3 3 (vea
la Figura 36).

Sea p el punto medio de una arista del dessin de X determinado por
f, es decir, p € f~1(1/2). Existe un tinico mapeo continuo ¥: P — X que
satisface las siguientes condiciones:
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Figura 36. Recta £ que pasa por 1/2y el poligono decorado P (formado
por tridngulos decorados de la teselacion de I's 33) que lo contiene.

(i) ¥(1/2) = p.

(ii) ¥ manda isométricamente tridngulos en tridngulos, por medio de una
isometria que preserva la decoracién de los vértices y la coloracién
de los triangulos.

Si T es el tridngulo negro en X que contiene a py ¢: A — T es la
Unica isometria que preserva la decoracion de los vértices, entonces por la
condicién (i) y (ii) se cumple ¥ = ¢ en A. Luego, por el teorema de identidad,
se sigue que el mapeo es tnico (estos mapeos son analiticos con respecto a
la estructura equildtera de X).

Por otra parte, el mapeo ¥ se puede obtener como la continuacién
analitica de ¢ a lo largo de ¢, por medio de reflexiones sobre los tridngulos
de P.

Observe que ¥ manda dos tridngulos adyacentes de P, por una isometria,
a dos tridngulos adyacentes en X. Entonces, ¥ es una isometria local en el
interior de P. El mapeo ¥ serd llamado el desarrollo de £ en X con respecto
a p.

Por la discusién anterior ¥(¢) es una geodésica geométrica en X (no ne-
cesariamente parametrizada por longitud de arco), con respecto a la métrica
plana singular de la estructura equildtera de X . Llamaremos a la curva ¥(?)
la geodésica geométrica inducida por £ en X.
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Observacién 96. Observemos que la superficie 2A se obtiene como el co-
ciente C/I'3 3 3. La proyeccién natural 7: C — C/I'3 33 es un cubriente ra-
mificado de 2A, con puntos criticos los vértices de la teselacién de I'z 3 3.
Ademsds, es una isometria cuando la restringimos a cada tridngulo y pre-

serva la decoracion. Esto implica que 7(¢) es una geodésica geométrica en
2A.

Observacién 97. Consideremos, con las hipdtesis anteriores, a la funcién
de Belyi f: X — 2A, la recta £(t) y un punto p € f~1(1/2). Sea ¥: P — X
el desarrollo de £ en X respecto a py Won: P — 2A el desarrollo de £ en
2A con respecto a 1/2 € 2A.

Considere la funcién fo ¥: P — 2A, la cual cumple lo siguiente:
(i) fo®w(1/2) = f(p) =1/2 €24,
(ii) fo W mapea tridngulos en tridngulos con una isometria que preserva

la decoracién de los vértices y la coloracién de los tridngulos (ya que
f v ¥ cumplen dicha propiedad).

Por lo tanto, f oW = Wya, esto es, tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo:

X
if
JIAEINPYN

Luego 4 = U(¥) es el levantamiento, con respecto a f, de la geodésica

v = Uaa(£). Note que por la Observacion 96 Won = 7|p, luego ~y es igual a
mw(l).

v

3.5.2. Geodésicas cerradas y primitivas en 2A. Consideremos la
linea recta parametrizada £(t) = 1/2+twg, con wy € A1, (la parametrizacién
es por un multiplo de longitud de arco). En esta subseccién estudiaremos las
condiciones que debemos imponer sobre wy que garantizan que £(t) induce
una geodésica cerrada suave en 2A que no contiene ningin vértice de 2A.
Los resultados que damos en esta subseccién son bien conocidos en teoria
de billares, como lo explicamos en Apéndice A, pero los presentamos aqui
como una exposicion elemental.

La siguiente proposicién nos da la condicién para que £(¢) no contenga
ningin punto de la reticula Ay .. En lo que sigue denotaremos por (m,n) el
maximo comun divisor de dos niimeros enteros m, n.

Proposicién 98. Siwy € Ay, se expresa como wy = mo—+now, con ng # 0,
entonces £(t) = 1/2 + twy no contiene puntos de la reticula Ay, siy solo si
2(ng, —myg) no divide a ng.



72 3. Triangulaciones equildteras y funciones de Belyi

Demostracién. Supongamos que ¢ contiene algun punto de la reticula, es
decir, existe t tal que

1
(51) 5 + t(mo + now) = m + nw,
para algunos enteros m,n. Por lo tanto,
1
(52) B +mot =m, not =n.

Se siguen las ecuaciones

1+ 2m0t = Zm,
(53) ng + 2monot = 2mny,
ng + 2mgn = 2mnyg.

Luego, la ecuacion diofantica lineal
(54) no = (2no)x + (—2mo)y

tiene solucidn, por lo tanto (2ng, —2mg) divide a ny.

Reciprocamente, si (2ng, —2mg) divide a ng, la ecuacién (54) tiene solu-
cion en los enteros, digamos x = m y y = n. Entonces, si definimos ¢ tal que
n = not (por hipdtesis ny # 0), se cumplen las igualdades (53) (de abajo
hacia arriba). Por lo tanto, se cumple (51). O

Corolario 99. Si wy = m + nw € Ay, con (m,n) = 1, entonces £(t) =
1/2 4+ two no contiene puntos de la reticula Ay, siy solo sin es impar.

Observacién 100. Definamos Hex como el subgrupo libre de torsiéon de
I'3 3.3 formado las traslaciones que preservan a los vértices blancos de la
teselacion.

Observe que w; = 2 —w y wy = 1 + w son vectores linealmente indepen-
dientes sobre R que estdn en Hex (vea la Figura 37). Como Hex tiene rango
a lo més 2 (por ser un grupo de traslaciones del plano), se sigue que

Hex = (2 —w, 1+ w).
Luego cualquier elemento v de Hex se expresa en la base {1, w} como
sigue
a=mw +nws = (2m +n) + (n — m)w.
Observacién 101. Si wyp = m + nw € A, entonces 3wy € Hex, esto es
porque
3m+nw)=(m-—n)2—-—w)+ (Mm+n)(1+w).

Ademas si 2wy = 2(m + nw) € Hex, entonces wy € Hex.
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Figura 37. Generadores de la subreticula Hex de Aj .

Proposicién 102. Sea wy = mgy + now con (mg,ng) = 1. Entonces, la
interseccion de la recta ((t) = twy con la reticula Ay, es igual al conjunto
de las kwo, con k € Z. Por lo tanto la recta 1/2+twy intersecta a 1/2+ A1,
en el conjunto de puntos de la forma 1/2 + kwq, con k € Z.

Demostracién. Claramente kwg € Ay, para cada k € Z. Reciprocamente,
si twg = m1 + niw para algunos enteros mq, ni, se tiene que tmg = mq y
tng = ni. Como (mg,ng) = 1 existen a,b € Z tal que amgy + bng = 1,
entonces t = amy + bny € Z. O

Teorema 103. Sea v(t) una curva cerrada en 2A —{0,1,w} con punto base
en 1/2. Entonces, y(t) es una geodésica (parametrizada) cerrada y primitiva
en 2A si y sdlo si existe wg = m + nw, con (m,n) =1 y n impar tal que
v(t) = m(1/2 4 twp), donde t € [0,1] siwy € Hex y t € [0,3] si wy ¢ Hex.

Demostraciéon. Sea wy = m + nw, con (m,n) = 1 y n impar. Considere la
recta ((t) = 1/2 + twp, por el Corolario 99 sabemos que ~(t) = 7(¢(t)) no
pasa por los vértices. Si wy € Hex v(t) es cerrada primitiva en el intervalo
[0,1]. Si wy ¢ Hex, sabemos por Observacion 101 que 7(t) serd cerrada y
primitiva en el intervalo [0, 3].

Sea 7 una geodésica cerrada suave en 2A basada en 1/2 y que no pasa

por los vértices; sea £ su levantamiento con respecto a la proyeccién candni-
cam: C — C/T'333 con punto base 1/2 (el levantamiento existe porque m
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es un cubriente fuera de los vértices de la teselacién). Como 7 es una iso-
metria local fuera de los vértices, ¢ también es una geodésica (con la métrica
euclidiana de C) que pasa por 1/2 y que no contiene ningin vértice de la
teselacion de I's 3 3. Por lo tanto es una linea recta que no contiene ningin
punto de Ay . Puesto que la imagen de £ bajo m es una curva cerrada, ésta
debe de conectar a 1/2 con 1/2 + wy, para algin wj € I's 3 3. Puesto que =
es una isometria riemanniana local fuera de los vértices los angulos entre la
recta y las aristas que contienen a 1/2 y 1/2 + wp son los mismos, por lo
tanto las aristas son paralelas y w(, € Aj,. Luego, w(, es un vértice blanco
de la teselacién decorada de I'3 3 3.

La Proposicién 102 implica que podemos escoger wy = mg + now de
mdédulo minimo que genera la misma recta que wy,. Entonces (mg,ng) =1y
como {(t) no contiene puntos de la reticula se sigue que ng es impar. [l

Corolario 104. La longitud de la geodésica vy con la parametrizacion w(£(t)) =
m(1/2 4 twy), wo = m + nw con (m,n) =1 yn impar, es igual a

) lwol, siwo € Hex,
ongy =
&7 3|wol, siwo ¢ Hex.

(Vea la Proposicién 140 para una reformulacién del Teorema 103 y Corolario
104).

3.5.3. Geodésicas cerradas y primitivas en superficies. Sea X una
superficie de Riemann obtenida de una estructura equildtera decorada y
f: X — 2A su funcién de Belyi asociada.

Sea p un punto en f~1(1/2), es decir, p es un punto medio de alguna
arista del dessin. Si «(t) es una geodésica cerrada en X que no pasa por los
vértices de la triangulacién y basada en p, entonces f(«) es una geodésica
cerrada en 2A basada en 1/2. Luego, por la discusién de la seccién anterior,
existe wy que satisface las condiciones del Teorema 103 y tal que f(«) = 7(¢)
con £(t) = 1/2 + twp.

Si U es el desarrollo de ¢ en X con respecto a p (vea la definicién de
U en §3.5.1), sabemos que ¥ = ¥ (/) es el levantamiento de f(a) basado en
1/2, entonces por unicidad del levantamiento se sigue que ¥ = a.

Reciprocamente, veremos en el Corolario 106 que dado wy = m + nw,
con (m,n) = 1 y n impar, la geodésica correspondiente ¥ = W({(t)) =
7(1/2 + twp) es también cerrada y suave.

Supongamos que hemos fijado un etiquetado de las aristas del dessin
d’enfant asociado a f: X — 2A con simbolos a;,i = 1,...,deg f. De acuerdo
con este etiquetado denotaremos por p; al punto medio de la arista a; y, dada
una curva 7 basada en 1/2, denotaremos por 7, su levantamiento basado
en p;.
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Como anteriormente, 0, denota a la permutacién asociada a un elemento
v € m(C—{0,1,00},1/2),y (00,01) es la pareja de permutaciones asociadas
al dessin de f (vea §3.2.4).

Teorema 105. Sea X wuna superficie de Riemann dada por una triangu-
lacion equildtera decorada y f: X — 2A su funcion de Belyi. Fijemos un
etiquetado de las aristas del dessin d’enfant de f, con simbolos aq,...,aq
donde d = deg f.

Sea vy una geodésica cerrada en 2A basada en 1/2 definida por una recta
(t) = 1/2 4+ twy como en el Teorema 103, y a; una arista del dessin de
f con punto medio p; € f~1(1/2). Si 7; es el ciclo que contiene a i en la
descomposicién ciclica de o, € Sym(f~1(1/2)) = Sy (el isomorfismo estd
dado por el etiquetado), entonces el desarrollo de £(t) en X basado en p; se
puede expresar como:

V=i Vo 00) " Vor ()

~

(médulo una reparametrizacion), donde r es igual a ordT;, es decir la lon-
gitud del ciclo T;.

Demostracién. Existe wy = m + nw, con (m,n) = 1 y n impar tal que
v(t) = w(€(t)), donde £(t) = 1/2 + twp. Considere el desarrollo ¥ de £(t) con
respecto a p; € a;. Tenemos que 5 = W({).

Supongamos que wy € Hex. Entonces para cada entero £ > 0 definamos
el segmento (: [0,1] — C como l;(t) = ¢(t + k) (i.e., es el segmento de
¢ en el intervalo [k, k + 1]). Sea Jx(t) = Y(lx(t)) v 1 (t) = 7(Lk(t)), para
t € [0,1]. Puesto que localmente f = 7 o U1 F.(t) es levantamiento de
vk (t), con t € [0, 1].

Tenemos que

T (0) = Fe-1(1) = 05 (Tk-1(0)),

por lo tanto

Luego

k+1(

(1) = Y41(0) = o5 (pi),

entonces
Fr-1(1) = ol (pi) = pi-

Puesto que el producto 7g - - Jp—1: [0, 1] — X es una reparametrizacién
de ¥ =¥ (¥): [0,r] = X, se sigue que

ﬁ/(t) = :YO T ﬁrfl(t)v le [0,’/“]
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(médulo una reparametrizacién). Puesto que W¢(0) = W/(r) y se cierra con
el mismo vector tangente, se sigue que 7, parametrizada en el intervalo [0, 7],
es una geodésica cerrada suave.

Observe que 4 = ’?05 (p;) POrque

Fok () (0) = 05 (pi) = 7k (0).

Con lo cual concluimos que

) = pi* Fou ) Tor- 1y (8); T € [0,7]
(médulo una reparametrizacion).
Si wg ¢ Hex, con (m,n) =1y n impar podemos aplicar un argumento
analogo al anterior, s6lo que ahora con 3wy € Hex, asi que tomamos £}, =

0(3(t + k)) con t € [0,1] para cada entero k > 0. Con lo cual obtenemos,
modulo una reparametrizacion, la siguiente igualdad:

f?(t) = :ypi : f?a,y(pi) ce ’N)/o._({fl(pi)(t), t e [0, 37“]
O

De la prueba del teorema anterior se sigue el siguiente corolario que nos
da una férmula para calcular la longitud de una geodésica en una superfi-
cie triangulada decorada en términos del dessin d’enfant (para geodésicas
basadas en algun punto de la fibra de 1/2):

Corolario 106. Sea v una geodésica cerrada en 2A dada por la parametri-
zacion 0(t) = 1/2+twp, donde wyg = m~+nw con (m,n) =1 yn impar. Si a;
es una arista del dessin de X y U es el desarrollo de £ con respecto a p; (el
punto medio de a;), entonces la geodésica 7 = W({) es suave, cerrada y tiene
longitud longy = ord o4, long v, donde o, es el ciclo de o que contiene a
a;. Por lo tanto

1 . ord og,|wo|, wo € Hex
ongy =
&7 3ord o, |wol, wo ¢ Hex

donde o4, es el ciclo de 0., que contiene a a;.

3.5.4. Descomposicién ciclica de o,. En lo que sigue veremos un al-
goritmo para calcular la descomposicién ciclica de o.

Considere £(t) = 1/2 + twp, donde wy = m + nw con (m,n) =1y n
impar. Supongamos por el momento que wy € Hex, entonces ~(t) = w(£(t)
con t € [0,1] es una geodésica cerrada en 2A.

Supongamos que para t € [0, 1] la recta £(t) intersecta a los hexdgonos
Hy, ..., Hg, de la teselacién hexagonal (con vértices decorados con o, e, de
la teselacién de I's33) y en ese orden. Notemos que /(t) intersecta a cada
hexagono en 2, 3 6 4 tridngulos de la teselacion de I'3 3 3.
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Digamos que /(t) intersecta a un H; en 4 tridngulos A1, Ag, As, Ay, en
ese orden. Sea a; la arista de H; que estd en A; y sea p; su punto medio.
Considere la poligonal £; que conecta a p1, p2, p3, p4, siguiendo ese orden.
Notemos que £p; C U;l:1 A; y que U?:1 A; es simplemente conexo. Entonces
¢ ~ lg;, por una homotopia libre dentro de Hj.

Usando un argumento andlogo al anterior podemos probar que ¢ ~ fg
por una homotopia libre contenido en Hj, en el caso de que ¢ intersecta a
Hj en 2 o 3 tridngulos.

Concluimos que

ATy

con una homotopia que fija los puntos extremos (recuerde que estamos to-
mando el segmento de £ en [0, 1]) y dentro de la unién de los tridngulos que
intersecta ((t), para t € [0, 1].

Si o y m son los generadores de m1(2A — {0,1,w}, 1/2), los lazos natu-
rales alrededor de 0 y 1, respectivamente, entonces en 2A tenemos:

y=x0)=]]m me{omrintw'

ya que un segmento que conecta a los puntos medios de dos aristas adyacen-
tes desciende a 7p, 71 0 a sus inversos, segun el color del vértice en comun
y su orientacién.

El razonamiento anterior también puede aplicarse cuando wy ¢ Hex, solo
que en este caso debemos tomar la parametrizacién de ¢(t) en el intervalo
[0,3]. A continuacién damos un ejemplo que ilustra estas ideas:

Ejemplo 107. Sea wy = 3w € Hex, £(t) = 1/2+twp, t € [0, 1] (vea la Figura
38). En este caso ¢ intersecta a dos hexdgonos H; y Hs, y en cada hexdgono
intersecta 3 tridngulos. Entonces £(t), con ¢ € [0, 1], es homotépico a g, £,
por una homotopia que fija los puntos extremos y contenida en la unién de
los tridngulos que intersecta. Entonces

-1 -
v =97 170

De la prueba anterior, tal como podemos ver en el Ejemplo 107, podemos
notar que para encontrar la factorizaciéon de v = w(¢) basta ver a los a los
tridngulos que intersecta el segmento £(t) (con ¢t € [0,1] si wg € Hex 6
t €[0,3] si wp ¢ Hex), y ver como permuta las aristas decoradas con oy e
de estos tridngulos, segin avanza ¢t de 0 a 1 (o de 0 a 3, cuando wp ¢ Hex).
La permutacién alrededor de un vértice blanco aporta un factor vy o 7y, Losi
la rotacion fue positiva o negativa, respectivamente; y aporta un factor v; 6
v 1 si la rotacién con respecto a un vértice negro fue positiva o negativa,
respectivamente.
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wy = 3w

1/2

Figura 38. Factorizaciéon de v dada por wo = 3w.

Recuerde que para cualesquiera dos elementos v y 2 en el grupo fun-
damental 7 (C — {0,1,00},1/2), se tiene que 04,4, = 04,0,. Por lo tanto,
si v se factoriza como

Y= N M € {90717 )
se sigue que
(55) Oy =0n, """ Opys Oy 6{007‘717‘70_17‘71_1}

recuerde que 0g = 0, Y 01 = On,.

Por hipdtesis conocemos explicitamente las permutaciones oy y o1, en-
tonces podemos sustituirlas en la ecuacién (55) y poder calcular explicita-
mente su descomposicién ciclica. En el Cuadro 2 hemos calculado la facto-
rizacién de algunas geodésicas v = m(1/2 + twp) en el grupo fundamental
m1(2A — {0,1,w}, 1/2), siguiendo el algoritmo que describimos, recordemos
que t € [0,1] si wy € Hex y t € [0, 3] en otro caso.

A continuacién damos un ejemplo en donde aplicamos el algoritmo an-
terior para calcular la longitud de algunas geodésicas.

Ejemplo 108. Consideremos las superficie X cuya estructura equildtera
decorada se obtiene del doble del anillo plano que se muestra en la Figura
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Direcciones wy ‘ Factorizacién de v en 71 (2A —{0,1,w},1/2)

1. wp =1+ w € Hex 7:'71_1'70.
2. wp = 3w € Hex, v = ’yl_lfyo_lfylfyo.

3.wp=2+43w¢Hex |v= vflvovfl(7@1)27{1(751)2%1751'71%
Y0071 0

4wp=2+w¢Hex |v=97"770717% "1 (0 ) 0
_ _ -1 —-1_-1 —-1_-1 —-1_-1
5. wp=10+w € Hex |~ =7 "771% Y1 Y071% 71 %07M% Y1 70

6. wp =13+ 7w € Hex |y = 1707%7071170‘ 1171‘ lg'yo‘ 1)2171‘ Yo7 o
Yovivome v (v ) o

T.wp=5-weHex |y=m% %00

8. wo = 10 + 7w € Hex | v = 77 071 "0 02010 11t (0 1) %1
—1 —1
Y1 Y071 Y0

Ne)

_ _ ALl —1\2, —1_ -1 2

- =2+5weHex |v=9 (% )" Y% M%7
Cuadro 2. Algunas direcciones wy y la factorizacién de v(t) = 7(1/2+
two) en m1(2A — {0,1,w}, 1/2).

39. Fijemos el etiquetado de su dessin d’enfant como se muestra en el lado
derecho de la Figura 39.

Sus permutaciones asociadas son:

oo = (12345)(9810)(67)(11 12)
(56) o = (112109 11)(3 4 6)(2 5)(7 8).

Sea wyp = 5 — w. Segun el Cuadro 2 v = 7(1/2 + twy) se factoriza en
m1(2A — {0,1,w},1/2) como

Y=Y 0 M
Luego o se factoriza como
Oy = 051010001_100_101.
Sustituyendo (56) en la ecuacién anterior, obtenemos

0, =(16113941058)(2712).
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ar

Figura 39. Doble del anillo diamante y su dessin asociado.

Utilizamos el paquete Sympy (https://www.sympy.org/en/index.html)
de Python para calcular este producto.

Si 4 es la geodésica en X con vector tangente wg = 5 — w en el punto
medio de la arista ag, vea la Figura 40 obtenemos que ordo,, = 3 y que
5 —w € Hex. Luego por el Corolario 106 se sigue que

long 4 = ord o4, |wo| = 3|5 — w| ~ 13,76.
Esta longitud puede corroborarse manualmente en la Figura 40.
Andlogamente, si wy = 10 + w, 0, tiene la descomposicién ciclica

o, = (18521211 6)(3 4)(9 10)(7).

Luego si 7 es la geodésica con vector tangente 10 + w en el punto medio
de a7 (vea la Figura 41), se tiene que

long() = ord oq, |wo| = [10 + w| ~ 10,54
Si 4 estd basado en ay, ordo,, =7,y
long(¥) = ord g, |wo| = 710 + w| ~ 73,75.

Las descomposiciones ciclicas de o, para los ejemplos anteriores, y de
otros mas, se muestran en el Cuadro 3.

Proposicién 109. Para cada k > 0, wy = (3k+1)+w estd en Hex. Ademds,
ST Y, €S la geodésica m(1/2 + twp) en 24, entonces

(57) Yoo = (77 170) (175 1 M 0) k-


https://www.sympy.org/en/index.html
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Figura 40. Geodésica 4 basada en el punto medio de as con direccién
5 —w.

Direcciones wy \ Factorizaciéon de o, € Si2
l.wp =1+ w € Hex oy =(1122)(37101186 5)

2. wy = 3w € Hex o, =(19651184)(2712310)
3wo=24wéHex |o,=(2411)(3710)(59 12)
4wy =13+ 17w € Hex | 0, = (151272 11)(4 8 6 9)
5.wp=5-weHex |o,=(16113941058)(2712)

6.wo=10+weHex |o,= (18521211 6)(34)(9 10)
Cuadro 3. Algunas direcciones wo y la factorizacién de o, con respecto
al dessin dado por (56).

Por lo tanto, si X es una superficie de Riemann con una estructura equildte-
ra decorada cuyo dessin d’enfant define las permutaciones oy y o1, entonces



3. Triangulaciones equildteras y funciones de Belyi

82

\,L/‘():l(JJru}

ay

ar

Figura 41. Geodésica 4 basada en el punto medio de a; con direccién

10 + w.

se factoriza como
k

T
000, L

Ory = (0007 0g 01)

Demostracién. Notemos que (3k + 1) + w = m(2 — w) + n(l + w), con
m=kyn=k+ 1. Esto prueba la primera afirmacién.

Por otra parte, observemos que
—1,-1
Ywo = 7(3(k—1)+1)+w(’)’170 Y1 70)-
Luego, si aplicamos la formula anterior recursivamente obtenemos

Yo = Y1+w(M 1 0)"
O

Puesto que y14o, =1 L, se sigue la férmula, (57).
Observacién 110. Sio; = (1) y wy = (3k+1)+w, se sigue de la proposicién

anterior que o, = 0.
Ejemplo 111. Considere el dessin sobre la esfera de Riemann dada por la

funcién de Belyi z". En este caso las permutaciones estan dadas por
g = Id.



3.6. Estructuras hiperbdlicas cénicas 83

Consideremos la triangulacion asociada al dessin y declaremos a cada
tridngulo equildtero, para obtener una estructura equilatera. Entonces de
la Observacion 110 se sigue que para una geodésica 4 con vector tangente
wo = (3k + 1) + w anclado en algin punto medio de una arista, se tiene que

longy = n|(3k + 1) + w|.

3.6. Estructuras hiperbdlicas coénicas

3.6.1. Meétrica hiperbdlica conica en superficies compactas con
una triangulacién decorada. En esta seccién explicamos algunas cons-
trucciones que obtuvimos estudiando a las superficies triangulas decoradas
mediante tridngulos hiperbdlicos equilateros, en lugar de euclidianos. Uno
de nuestro objetivos era encontrar explicitamente el médulo de una curva
eliptica aritmética, sin embargo, no alcanzamos este propdsito, a lo mas en-
contramos un método tedrico (vea el Teorema 131), nuestra construccion
utiliza un poligono hiperbdlico simplemente conexo al que llamamos cdscara
hiperbdlica de la curva eliptica (vea Definicién 114).

Sea X una superficie compacta con una triangulacién decorada y sea
fi: X — 2A su funcién de Belyi asociada. Consideremos un tridngulo hi-
perbdlico, contenido en el disco de Poincaré D, que tiene como vértices z1,
29y 23 tal que: (i) 21 es igual a 0, (ii) la arista entre z; y 22 estd sobre el eje
real y (iii) la terna (21, 22, z3) define una orientacién positiva en el triangulo.
Recuerde que dicho tridngulo queda determinado por sus dngulos. Si w/m,
m/n y w/l son los dngulos en zj, zo y z3, respectivamente, entonces dicho
tridngulo serd denotado por A, ,,; (vea la Figura 42).

Supondremos ademés que dicho tridngulo estd decorado con o, e, * en
z1, 29y 23, respectivamente. Tal decoracion determina también la coloracién
en los triangulos tal como lo hicimos en el caso euclidiano.

Por una construccién analoga a la de 2A, definiremos a 2A,, ,, ;: conside-
remos la reflexién hiperbdlica R que deja fija, puntualmente, la arista entre
21y #%2; identificamos la frontera de A, ,; con la frontera de su reflejado
R(Ap 1), mediante R. Esta superficie 2A,, ,; es homeomorfa a la 2-esfera
y tiene una métrica hiperbdlica fuera de los vértices. Y cada uno de los dos
tridngulos es isométrico a A, ,, ;. Ademads, como en el caso euclidiano, dicha
triangulacion induce una estructura compleja que la hace una superficie de
Riemann. Asumiremos que la superficie de Riemann 2A,, ,, ; estd dotada de
esta métrica hiperbédlica cénica y que la decoracién de 2A,, ,,; es la inducida
por Am,n,l-

Observacién 112. La superficie 2A,, ,; es conformemente equivalente a
H/Ty, 1, donde T'y, 1 es el grupo triangular generado por A, ., .
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Figura 42. Tridngulo hiperbdlico A, »;, con m =n =1 = 4.

Existe un mapeo conforme ®: A — A, ,,; que preserva las fronteras,
manda vértices en vértices y respeta la decoracién; por el Principio de Re-
flexién de Schwarz podemos extender este mapeo a sus triangulos reflejados;
al hacer las identificaciones obtenemos un mapeo conforme en el cociente
®: 2A — 2A,, 5, vea la Figura 43.

Usando @ construimos una funcién de Belyi f = ® o fi: X — 2A,, .
Este es un mapeo holomorfo con respecto a la estructuras complejas que
hemos definido. Note que esta funcién realiza la triangulaciéon decorada que
teniamos originalmente.

Podemos jalar la métrica de 2A,, ,; a X mediante la funcién f. Con
esta métrica cada tridngulo se vuelve isométrico a A, ;.

Resumimos la discusién anterior en la siguiente proposicién:

Proposicion 113. Sea X una superficie triangulada y decorada. Para cua-
lesquiera m,n,l, enteros positivos tales que 1/m + 1/n + 1/l < 1, existe
una métrica hiperbolica conica en X que hace a cada tridngulo isométrico
al tridngulo hiperbélico Ay, 1. Dicha métrica estd inducida por una funcion
de Belyi f: X — 2Ay, 1 que realiza la triangulacion decorada.

3.6.2. Representaciéon de una superficie de Belyi en el plano hi-
perbdlico. Sea X una superficie triangulada y decorada inducida por un
dessin d’enfant. Sea O(T') la valencia més grande de los vértices de la trian-
gulacion 7. Si f: X — C es la funcién de Belyi que realiza la triangulacion
T se tiene que O(T') = MaxX,e f-1{0,1,00} Multy (f).



3.6. Estructuras hiperbdlicas cénicas 85

A At

Figura 43. Mapeo conforme entre 2A y 2A,, .

Sea m un entero, con m > 3y m > O(T'). Dotemos a X con la métrica
hiperbdlica cénica inducida por una funcién de Belyi f: X — 2A,, . m, que
realiza la triangulacién decorada (vea la Proposicién 113).

Sea P un poligono conexo formado por un ntmero finito de tridngulos
de la teselacién T'(m, m, m) correspondiente al grupo triangular T'y, , m, ge-
nerado por el tridngulo A, [Mag74]. Ademés, supondremos que dichos
triangulos forman una triangulaciéon de P.

Definicién 114. Una cdscara (hiperbdlica) de X es una funcién continua
VU: P — X que satisface las siguientes condiciones:

(i) Preserva tridngulos.

(ii) Es una isometria en la restriccién de cada tridngulo de P.

(iii) Respeta las decoraciones (suponemos que la teselaciéon de L'y, mm
estd decorada de forma compatible con A,y ¥y que P hereda
dicha decoracion).

(iv) La funcién es inyectiva en el interior de P y cada punto de X tiene
a lo mas dos preimagenes bajo W.
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Ay

Figura 44. Céscara asociada a la curva eliptica C/A1,,, con w =
exp(27i/6). En este caso tomamos m igual a 4.

Si definimos una relacién en P como x ~ y si y sélo si ¥(z) = ¥(y),
obtenemos un pegado en los lados del poligono, por medio de isometrias
hiperbdlicas que estan en I'y, .

Note que la cédscara ¥ desciende en el cociente a un encaje que denota-
remos por W.

Ejemplo 115. En la Figura 44 mostramos una céscara para la curva eliptica
de la Figura 45. La funcién ¥ mapea cada tridngulo A; en T; respetando
las decoraciones. Como anteriormente, suponemos que el hexagono tiene la
métrica inducida por la funcién de Belyi f: X — 2A444.

Observacion 116. Si ¥: P — X es una cdscara para X, en cada vértice p
del poligono P acuden a lo mas O(T) tridangulos. Puesto que m > O(T) la
unién de dichos tridangulos no forma una vecindad de p. Por lo tanto, todos
los vértices de la triangulacién de P estan en la frontera.

Observacion 117. Si todas las aristas de P estdn emparejadas dos a dos,
entonces U es sobre. Ya que W(P/.) es una superficie cerrada (conexa y sin
frontera) contenida en X.

Proposicion 118. Si alguno de los lados de P no estd emparejado con otro,

entonces ¥ puede extenderse a un poligono que tiene un tridngulo mds que
P.
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Figura 45. Hexdgono con lados identificados, correspondiente a
C/A1,w, con w = exp(27i/6).

Demostracién. Sea a una arista de 0P que no estd emparejada con otra.
Adjuntemos al poligono P el tridngulo A de la teselacién que tiene a a como
arista y que no estd en P. Tal tridngulo debe de existir porque a estd en la
frontera de P. Puesto que m > O(T) las aristas de Aj, que son distintas
de a, no estan en P; esto asegura que no usamos una arista que ya estaba
emparejada.

Decoremos los vértices de Ay de acuerdo a la decoracién de la arista a
1

y lo coloreamos de acuerdo a la orientacién positiva o negativa, segin los

vértices.

Si T} es el tridngulo en X, adyacente a ¥(a), definimos ¥: Ay — T} como
la isometria que preserva la decoracién, obtenemos una cascara ¥: PUA; —
U(P)UT) que tiene un tridngulo mas que P. O

Observacién 119. Existe una cascara ¥: P — X cuyos lados estan empa-
rejados dos a dos. Esta afirmacion se sigue de la Proposiciéon 118 y por un
argumento de maximalidad. Note que por la Proposicién 117 dicha casca-
ra desciende a un homeomorfismo ¥: (P/.) — X, que resulta un mapeo
conforme.

Resumimos lo anterior en el siguiente teorema.
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Figura 46. Tridangulo ideal con vértices en 0, 1 e oco.

Teorema 120. St X una superficie triangulada decorada con una métrica
hiperbolica conica inducida por una funcion de Belyi f: X — 20, mm que
realiza la triangulacion, donde m es un entero tal que m >3 y m > O(T).
Entonces existe una cdscara V: P — X que es maximal y desciende a un
mapeo conforme en el cociente W: (P/.) — X.

Note que ¥: (P/.) — X es un mapeo conforme que también manda
triangulos en triangulos, respeta las decoraciones y su restriccion a cada
tridngulo es una isometria. Naturalmente, P/. tiene una funcién de Belyi
fp: (P/~) = 2Ay,m,m, definida como el mapeo que manda tridngulos en
triangulos, por medio de una isometria que respeta la decoracion. Por cons-
truccion, el mapeo U es un isomorfismo de cubrientes ramificados, es decir,
el siguiente diagrama conmuta:

2Am,m,m

3.6.3. El caso de de las triangulaciones hiperbdlicas decoradas
ideales. A continuacién haremos una construccién analoga con tridngulos
hiperbdlicos ideales. Sea Ay 0 €l tridngulo en el semiplano superior H
que tiene como vértices 0, 1 e co (vea la Figura 46).

Decoremos los vértices 0, 1 e oo con los simbolos o, e, *, respectivamente;
tomamos la reflexiéon hiperbdlica R en la arista que conecta a o con e, e
identificamos mediante R la frontera Ay o0 0o con la frontera R(As oo,00)-
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La superficie de género 0 que acabamos de construir lleva una estruc-
tura hiperbdlica cénica, la cual a su vez induce una estructura compleja.
Denotaremos a esta superficie de Riemann por 2A 4 o 00-

Observacién 121. La superficie 2A o, €s conformemente equivalente
a H/I'(2), donde I'(2) es el grupo de congruencias médulo 2 (vea [GG12]
Teorema 2.34).

Si X es una superficie con una triangulacion decorada, existe un mapeo
de Belyi f: X = 2A 00,00 que la realiza. Dotaremos a X con la métrica
hiperbdlica cénica obtenida de jalar la métrica de 2Ay 0, mediante la
funcién f.

Por un argumento andlogo podemos probar que también tendremos una

cascara maximal ¥: P — X, que desciende en el cociente a un mapeo
conforme ¥: (P/.) — X.

Observacion 122. En este caso el poligono ideal P tiene que ser convexo.

La céscara ideal P también puede obtenerse de la uniformizacién de la
esfera perforada en tres puntos: consideremos a 2A, o, como el cociente
H/I'(2). Dada una funcién de Belyi f: X — H/T'(2), existe un subgrupo Ky
de I'(2) de indice finito y un mapeo conforme ¥ tal que el siguiente diagrama
es conmutativo:

(58) H/ Ko

A

H/T(2)

4

X,

donde 7 es la funcién que cambia de clase [z]k, > [2]r(). Entonces, ¥
debe mandar triangulos en tridngulos, preservar la decoracién y ser una
isometria en la restriccién de cada tridngulo. Luego, si tomamos una regién
fundamental P de Kj, obtenemos una cascara W: P — X que coincide en
el cociente con el mapeo ¥ del diagrama (58).

Ejemplo 123. En la Figura 47 mostramos tres paralelogramos identificados
por la frontera. La superficie con frontera, que obtenemos al hacer el pegado,
es homeomorfa a un anillo cerrado. Si decoramos dicha superficie como indica
la figura, al tomar su doble obtenemos una superficie X de género 1 con una
triangulacion equilétera decorada.

En la Figura 47 estan etiquetados 6 triangulos de X con simbolos A;,
1 =1,2,3,4,5,6. Los otros 6 tridngulos de X estaran etiquetados con la
letra A, de tal forma que A/ estd al reverso de A;.
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Figura 47. Paralelogramos identificados por la frontera. Después de
hacer la identificacién obtenemos un anillo.

Ahora considere la métrica hiperbodlica conica sobre la superficie X que
hace a cada tridngulo A; y Al isométrico al tridngulo hiperbélico ideal con
vértices en 1, p, p?, donde p = exp(2mi/3).

Sea P el poligono hiperbdlico ideal decorado de la Figura 48. Definamos
U: P — X como la aplicacién que mapea cada tridngulo de P (vea la
Figura 48) a cada tridngulo de X por medio de una isometria que preserva
la decoracion, de acuerdo al etiquetado senalado. Por definicién ¥ es una
cascara para X.

Observe que V(9P) forma una gréfica en la superficie que es una unién
de aristas de la triangulacion (vea la Figura 49).

Definicion 124. Sea X una superficie de Riemann y I' un subgrupo de
Aut(X) (grupo de automorfismos holomorfos de X'). Decimos que una re-
gién F de X es un dominio fundamental para T si: i) cualquier z € X es
equivalente bajo la accién de I" a un elemento 2’ en la cerradura de F' (es de-
cir, estan en la misma 6rbita); ii) dos puntos en F' no pueden ser equivalentes
bajo la accién T'.

Observaciéon 125. Sea X una curva eliptica (una superficie de Riemann
compacta de género 1) cuya estructura compleja estd dada por una triangu-
lacién equilatera hiperbélica decorada, con triangulos isométricos a A oo,00
(por lo tanto, tiene una métrica hiperbélica en el complemento de un nime-
ro finito de puntos). Sea ¥: P — X una cédscara hiperbdlica ideal para X.
Supongamos que A es la reticula que uniformiza a X y 7: C — X un
mapeo cubriente tal que Deck(m) (el grupo de transformaciones de cubierta)
es igual a Aq ,.
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Figura 48. Ejemplo de una cascara hiperbdlica ideal. Al hacer las iden-
tificaciones indicadas obtenemos una curva eliptica.

Figura 49. La imagen de 0P bajo ¥ forma una grafica en X cuyo
complemento es simplemente conexo. En la imagen del lado derecho, las
letras de color azul indican que la arista estd en el reverso del tridngulo.
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Dado que P es un espacio simplemente conexo, podemos aplicar el Teo-
rema del Levantamiento y encontrar un mapeo continuo ¥: P — C tal que
el siguiente diagrama es conmutativo:

(59) . c
X

P——-

Afirmamos que ¥(P) es un dominio fundamental para Ay -, donde P

denota el interior de P. Esto es equivalente a probar que 7(¥(P)) = X y
que 7: ¥(P) — X es inyectiva.

Para la primera afirmacién, notemos que por continuidad ¥(P) = ¥(P),

luego
#(B(P)) = n(¥(P)) = U(P) = X.

Para la segunda afirmacién, sean z,y € W(P) tal que w(z) = m(y).
Entonces, existen pi1,p2 € P tal que x = ¥(p1) y y = ¥(p2). Como el
diagrama (59) conmuta ¥(p;) = ¥(p2), luego p; = p2 y por lo tanto = = y.
Esto prueba que ¥(P) es un dominio fundamental para A ;.

3.7. Cascaras de curvas elipticas con una triangulacion
equilatera decorada y su médulo 7

En esta seccién aplicamos los resultados anteriores para dar un método
tedrico para calcular el médulo de una curva eliptica aritmética (una curva
eliptica que admite una funcién de Belyi).

Observacion 126. Sea X una superficie de Riemann dada por una trian-
gulacion equildtera decorada. Tenemos una gréfica decorada formada por las
aristas y vértices de la triangulacién. Si ¥: P — X es una cédscara para X,
entonces Gp denota a la subgréfica U(9P). En la Figura 49 (imagen derecha)
podemos ver la grafica Gp para la cdscara indicada en la Figura 48.

Recuerde que dos espacios X y Y tienen el mismo tipo de homotopia si
existen mapeos continuos f: X — Y yg: Y — X tal que go f es homotépico
al mapeo identidad idx y f o g es homotépico a idy.

Dos graficas (finitas o no) son del mismo tipo de homotopia si y sélo si
tienen grupos fundamentales (que son grupos libres) isomorfos.

Proposicion 127. Si X es una curvae eliptica dada por una estructura
equildtera decorada y V: P — X es una cdscara para X, entonces Gp es
homotépica a un bouquet de dos crculos. Por lo tanto, m(0Gp,xo) es un
grupo libre en dos generadores, para cualquier xo en 0Gp.
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Demostraciéon. Por teoria de gréficas, Gp tiene el tipo de homotopia de
un bouquet con el siguiente niimero de circulos:

].—X(gp):]._’l)‘i‘a,

donde x(Gp) es la caracteristica de Euler de la gréfica. Por otra parte,
si tomamos la descomposicion celular del toro dado por Gp, tenemos que
X(X)=0=wv—a+ 1. Por lo tanto 1 — x(Gp) = 2. O

Observacion 128. La misma prueba puede usarse para probar que, si en
lugar del toro, X es una superficie de género g entonces 1 — x(G) = 2¢g asi
que Gp es homotodpica a un bouquet de 2g circulos.

Observacion 129. Sea X una curva eliptica con una triangulacion equildte-
ra decorada y ¥: P — X una céascara para X. Note que la inclusién
i: Gp — X induce un isomorfismo en los primeros grupos de homologia

Ty Hl(gp,Z) — Hl(X,Z).

Esta afirmacién se sigue de la sucesion exacta larga de homologia de la
pareja (X,Gp), dado que X — Gp es contractil.

Por lo tanto, el homomorfismo inducido en los grupos fundamentales
i#: Trl(gp,xo) — 7T1(X, 1‘0)

es un epimorfismo del grupo libre en dos generadores a el grupo fundamental
de la curva eliptica, que es isomorfo a Z ® Z. Por lo tanto podemos escoger
curvas 71 y 72 basadas en un punto xg € Gp, totalmente contenidas en Gp,
que generan a 71 (X, xo).

Observacion 130. Sea X una superficie de Riemann con un punto marcado
zoy p: (X, %) — (X,z0) su cubriente universal, con Zy € X en la fibra de
xg. Por teoria de espacios cubrientes sabemos que para cada [y] € 71 (X, x¢)
existe un tnico g, € Deck(X,p) con la propiedad 9+(Zo) = 7(1), donde
4 es el levantamiento de v basado en Zg. Luego, tenemos una aplicacién
m (X, zo) — Deck(f( ,p). Se puede probar que esta aplicacién es un isomor-
fismo de grupos.

Teorema 131. Supongamos que X es una curva eliptica dada por una trian-
gulacion equildtera decorada. Sea p: C — X su cubriente universal holomor-
fo. 51 ®: P — X es una cdscara hiperbdlica para X, entonces existen dos
curvas y1 y y2 en Gp tales que g, (2) = 2+ w1 Y g, (2) = 2+ w2 generan a
Deck(p). Por lo tanto T = w1 /we uniformiza a X, es decir, X es biholomorfo
a (C/ALT .
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3.8. Observaciones y preguntas finales

En lo que sigue supondremos que X es una curva eliptica dada por una
triangulacion equilatera decorada con dessin d’enfant D.

A continuacién listamos algunas preguntas que queremos estudiar en un
futuro, y que fueron nuestras motivaciones iniciales:

(i) (Qué propiedades debe satisfacer D para que la curva eliptica esté
definida sobre Q7

(ii) ;Qué propiedades debe satisfacer D para que la curva sea modular?

(iii) ;Qué propiedades debe satisfacer D para que esté definido sobre una
extensién cuadritica Q(v/d) (con d un entero libre de cuadrados)?
En particular, ;Qué propiedades debe de tener D para que X sea
una curva eliptica con multiplicacién compleja?

La pregunta (iii) tiene respuestas parciales (vea [JW16]).

Notemos que si las condiciones en (i) implicaran las condiciones en (ii) se
seguiria la célebre conjetura de Shimura-Taniyama, que ahora es un teorema.
En 1995 Wiles y Richard Taylor probaron un caso especial de la conjetura, lo
cual era suficiente para probar el Ultimo Teorema de Fermat, vea [Wil95].
En 2001 la conjetura fue probada completamente por Christophe Breuil,
Brian Conrad, Fred diamond y Richard Taylor. La prueba fue una de las
grandes hazanas en el campo de las matematicas del siglo XX.

Demostrar la conjetura de Shimura-Taniyama via los dessins d’enfants
es uno de nuestros suenos.



Apéndice A

La superficie de
traslacion asociada a
un superficie
triangulada decorada

En este apartado discutimos brevemente el tema de superficies de tras-
lacién y billares, y algunas implicaciones de estos temas en nuestro trabajo.
Recordaremos el concepto de mapeo desarrollante para utilizarla en la cons-
truccién de la superficie de traslacién de una superficie (con una estructura
euclidiana). En el caso de que tengamos una superficie triangulada decorada
X, con funcién de Belyi f: X — 2A, veremos que existe un cubriente rami-
ficado f: Tras(X) — C/Hex de la superficie de traslacién de X, Tras(X), a
la curva eliptica C/Hex, tal que f hace conmutar el siguiente diagrama:

(60) Tras(X) S C/Hex ,
mi lm
x—1 on

donde mx y moa son las cubiertas ramificadas naturales asociadas a cada
superficie de traslacién.

Agradezco a A. Guillot quien en el proceso de revisién de este trabajo
me hizo notar la construccién de la superficie de traslacion, la cual aparece
en el trabajo de Fox-Kershner [FK36| y también en el trabajo de Katok-
Zemlyakov [ZKT6].
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Con esta observacién surgieron nuevos problemas en los cuales se podria
seguir investigando. Por ejemplo, un posible problema seria: determinar pro-
piedades de la superficie de traslacién de una superficie triangulada decorada
a partir de las dos permutaciones og y o1 del dessin d’enfant.

A.1. Mapeo desarrollante y holonomia

Comenzaremos recordando el concepto de mapeo desarrollante sobre una
variedad dotada de una (G, X)-estructura (decidimos estudiar este tema
en un contexto m&s general, no soélo para superficies euclidianas, ya que
posiblemente lo usemos después con otras geometrias). Asumiremos algunos
resultados sobre las (G, X)-estructuras, para las definiciones bésicas y para
una exposicién mas detallada consulte [Thu97] y [Rat94].

Supongamos que X es una variedad real analitica y G un grupo de difeo-
morfismos reales analiticos que actian en X. Sea M una (G, X)-variedad,
fijemos un punto base xg en M y una carta (Up, ¢p) alrededor de p.

Dada una curva «a: [0,1] — M en M, con punto inicial p, tomemos la
continuacién analitica (utilizando cartas de la estructura) de ¢ a lo largo
de la curva a. Denote por ¢§ la funcién obtenida alrededor de a(1) por este
proceso.

Se puede probar que el germen de ¢f sélo depende de la clase de homo-
topia de « (con homotopias que fijan los puntos extremos). Por lo tanto, la
notacién ¢ = ¢g estd bien definida.

Considere M el cubriente universal de M , vista como el conjunto de
clases de homotopia de curvas con punto base p. El mapeo cubriente 7 : M —
M esta dado por w([a]) = a(1). Definiremos el mapeo desarrollante D : M —
M como la aplicacion que coincide localmente con la continuacién analitica
de ¢g a lo largo de la curva. En sfmbolos,

(61) D=¢"r,
en una vecindad de [o] € M.

Si le damos a M la (G, X)-estructura inducida por el mapeo cubriente
7, entonces el mapeo desarrollante es un (G, X)-difeomorfismo local.

Teorema 132 (Vea [Rat94|, Thm. 8.8.4). Sea M wuna (G, X)-variedad
simplemente conexa. Si &1,&: M — X son (G, X)-mapeos, entonces existe
un unico elemento g de G tal que &2 = g&;.

Luego, si D': M — X es otro mapeo desarrollante, existe g € G tal que
D' =goD.

Sea p € M tal que w(p) = p. Supongamos que «: [0,1] — M es un
lazo basado en p. Entonces « se levanta a una unica curva & en M con
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punto inicial p. Por teoria de cubrientes, existe una tnica transformacion
de cubierta T, de 7 tal que T, (p) = &(1) (T, no cambia si tomamos otro
representante de la clase de homotopia de «). Ademds, se puede verificar
que Tog = T, T3, para cualesquiera o, 3.

Si D: M — X es un mapeo desarrollante de M, entonces, como D o
To: M — X es un (G, X)-mapeo, existe un tnico elemento g, tal que D o
To = ga © D. Definamos h: 71 (M,p) — G como h([a]) = go. La aplicacién
estd bien definida, porque g, sélo depende de la clase de homotopia de a.
Observe que

DT,p = DT\Ts = g DT = gagsD.

por lo tanto A es un homomorfismo de grupos. El homomorfismo h es llamado
el homomorfismo de holonomia. Observe que g, satisface ¢p% = go¢o, en una
vecidad de p.

Si tomamos D’: M — X otro mapeo desarrollante para M, sabemos
que existe g € G tal que D' = gD, por lo tanto

(62) D'T, = gDT, = ggoD = ggag_lD’.

Entonces la holonomia de D’ difiere de h sélo por una conjugacién con un
elemento de G.

Definicién 133. Denote por Isom™(C) las isometrias de C que preservan
orientacién y suponga que C estd contenido en Isom™(C), visto como el
grupo de traslaciones del plano. Decimos que una (G, X)-estructura en M
es una estructura euclidiana si (G, X) = (Isom™(C),C) y es una estructura
de traslacion si (G, X) = (C,C).

Observacion 134. En la exposicién anterior utilizamos la letra X para
denotar a la variedad modelo, siguiendo la notacién en la literatura, sin
embargo sélo serd asi en el presente apartado, en lo que sigue, X seguira
denotando (como en el resto de este trabajo) una superficie triangulada
decorada.

A.2. Construcciéon de la superficie de traslacién

Aplicaremos los conceptos anteriores al caso que nos interesa, las super-
ficies con triangulaciones euclidianas, o més especificamente, a superficies
con triangulaciones equiléteras. Esta discusion estd basada en [Guil8].

Sea S una superficie con una estructura euclidiana, considere D : S—C
un mapeo desarrollante de S y h: 71(S,p) — Isom™(C) su holonomia co-
rrespondiente. Consideremos el homomorfismo L: Isom™ (C) — SO (C) que
manda una transformacion afin en su parte lineal, en simbolos L(az + b) =
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az. Entonces Loh: m1(S,p) — SOT(C) es un homomorfismo de grupos. De-
notemos por H al nicleo ker(Loh). Por teoria de cubrientes (corresponden-
cia de Galois) sabemos que existe un tnico cubriente normal 7 : Sy — S
correspondiente a H.

Observaciéon 135. Si inducimos la estructura euclidiana de S a Sy, pode-
mos notar que la holonomia de Sy toma valores en el grupo de traslaciones,
por lo tanto, la estructura euclidiana de Sy contiene una estructura de
traslacién (vea [Rat94|, Thm. 8.4.5). Ademds, podemos probar que es la
cubierta mas pequena de S que tiene una estructura de traslacion.

Observacion 136. Supongamos que con su estructura euclidiana, S es una
superficie de Riemann de tipo finito, obtenida de remover un ntimero finito
de puntos de una superficie de Riemann compacta X, y que ng: Sygp — S
es un mapeo propio, entonces por el teorema de completacion de cubrientes
([For81], §1.8) my se puede extender a un cubriente ramificado holomorfo
mx: Tras(X) — X de una superficie de Riemann compacta Tras(X) que
contiene a Sy con complemento finito.

Sea X una superficie de Riemann compacta dada por una triangulacién
equilatera decorada y f: X — 2A su funcién de Belyi asociada. Denote por
X' € X al complemento de los puntos cénicos de la triangulacién. Dado
que en X' tenemos una estructura euclidiana, podemos tomar un mapeo
desarrollante D: X/ — C y su correspondiente holonomia h: 771(X 'p) —
Isom™ (C); también podemos hablar de la superficie de traslacién X}, de X'.
En este caso se satisfacen las condiciones de la Observacién 136 con S = X',
por lo tanto, tenemos una superficie de Riemann compacta Tras(X) y un
cubriente ramificado holomorfo mx : Tras(X) — X que extiende mg: X} —
X'. Llamaremos a Tras(X) la superficie de traslacién de X.

Observacion 137. Consideremos la funcién de Belyi f: X — 2A de la su-
perficie triangulada decorada X . Note que los mapeos forx: Tras(X) — 2A
y moa: Tras(2A) — 2A son cubrientes no ramificados fuera de los puntos
singulares, por lo tanto, por la propiedad de minimalidad de la superficie
de traslacién, existe un mapeo f de la superficie de traslacion de X a la
superficie de traslacion de 2A que satisface f o mxy = moa © f , naturalmen-
te este mapeo se extiende a un cubriente holomorfo ramificado entre las
compactificaciones, esto es, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Tras(X) I Tras(2A) .

mx i lm
!

X 2A
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Una geodésica en una superficie de traslaciéon no tiene auto interseccio-
nes. Por lo tanto, si una geodésica conecta a un punto consigo mismo, tiene
que ser periédica. Observe que la informacién de las geodésicas de una su-
perficie con una estructura euclidiana quedan codificadas por su superficie
de traslacién. Los resultados fundamentales de propiedades de geodésicas en
superficies de traslacion fueron dados por Masur:

Teorema 138 ([Mas86], [Mas88], [Mas90]). Sea M una superficie de
traslacion.

1. Eziste una geodésica periédica en M de longitud a lo mds c\/a, donde
a es el area de M y c > 0 es una constante que depende solamente
del género de M .

2. Las direcciones de las geodésicas periddicas en M son densas en S*.

3. Denote por Ni(M,R) al nimero de cilindros periddicos de M de
longitud a lo mds R > 0. Entonces existe 0 < ¢1(M) < ca(M) < 0o
tal que

c1(M) < Ni(M,R)/R? < c3(M)

para R suficientemente grande.

Por otra parte, resulta que las superficies de traslacion corresponden a
diferenciales cuadraticos que son cuadrados de diferenciales abelianos, esto
permite su estudio desde el punto de vista de la Teoria de Teichmiiller. Los
articulos [War98] y [HS99] investigan a las superficies de traslacién desde
este punto de vista.

A continuacién explicamos la construccién clasica de Tras(27'), para T
un triangulo euclidiano racional. Esta construccion aparece en el trabajo de
Fox-Kershner [FK36] y en el trabajo de Katok-Zemlyakov [ZK76].

Sea I' el grupo generado por las reflexiones o1, o9 y o3 en los lados £1, {5
y ¢3 de T. En la unién disjunta U,ery(7T),
1. pegamos v(T') con vyo;(T) a lo largo del lado comun (¢;) v,
2. si 717, * es una traslacién, identificamos v1(T') con v2(T).
Viéndolo de esta manera, podemos notar que la superficie de traslacién

de 2A es la curva eliptica definida por la reticula hexagonal (vea la Figura
37), esto es, Tras(2A) = C/Hex. Luego, tenemos las siguientes propiedades:

Observacioén 139. La superficie Tras(2A) = C/Hex no tiene puntos céni-
cos, todos los vértices de su triangulacion tienen valencia 6. Entonces, en
este caso tenemos que:

1. Los vértices no son un obstaculo para las geodésicas.
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2. Las geodésicas cerradas primitivas estan inducidas por rectas de la
forma p + tw, con w € Hex primitivo (de médulo minimo en Hex) y
peC.

3. La longitud cerrada primitiva tiene longitud |w|.
4. La longitud no cambia si lo trasladamos paralelamente.

5. Las geodésicas cerradas primitivas son simples.

Puesto que las geodésicas de 2A quedan codificadas en su superficie de
traslacién, se tienen resultados andlogos para las érbitas periddicas de 2A:

Proposicion 140. Suponga que v es una geodésica cerrada primitiva en
2A, con punto base p € A; tal que vy que no pasa por los vértices, entonces y
estd inducida por una recta de la forma p+tw para algin w € Hex primitivo.
Por lo tanto, la longitud de v es |w|; ademds, v no cambia de longitud en
2A si cambiamos el punto base con el mismo vector tangente.

La proposicién anterior nos dice que el punto 1/2 que elegimos en la
discusién de nuestro trabajo no es un punto distinguido en 2A.

Podemos hacer una construcciéon similar cuando P un poligono eucli-
diano racional. Definimos 2P de forma andloga a 2A, luego, obtenemos tam-
bién una superficie de Riemann compacta de género 0 con una estructura
euclidiana, formada por dos copias de P. Se puede probar que la superficie
de traslacién (2P)’; tendrd un ndmero finito de copias de P (sin vértices),
luego, el cubriente mp: (2P)% — (2P)" serd un mapeo propio y puede ex-
tenderse a un cubriente ramificado holomorfo mop: Tras(2P) — 2P entre las
dos superficies de Riemann compactas. La superficie de Riemann Tras(2P)
es conocida como una superficie de Katok-Zemlyakov (vea [Gut00]).

Finalizamos con una breve discusion sobre billares triangulares. Pense-
mos en una mesa de billar triangular 7', el juego consiste en dejar a una
particula moverse libremente en el interior de la mesa y cuando choca con
el borde rebota con el mismo angulo de llegada (no definiremos el futuro
de la particula si cae en uno de las esquinas). El problema es describir la
evolucion de las trayectorias, o decir algo sobre las érbitas periddicas. Se
tiene la siguiente conjetura:

Conjetura 141. Sea T C R? un tridngulo plano. El juego de billares en T
tiene una Orbita periddica.

Se sabe que la conjetura se cumple para varios triangulos, sin embargo,
la conjetura permanece abierta. Para triangulos agudos, el tridngulo pedal
(el tridngulo que tiene sus vértices en los pies de las alturas) da una érbita
periddica, un resultado de Fagnano 1775. En este contexto, mas cercano a
nuestro tema, Baxter y Umble en su trabajo [BUO7] clasifican y cuentan
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las clases de equivalencia de érbitas periddicas de un periodo dado en un
tridngulo equilétero.

Andlogamente, se puede considerar billares en una mesa poligonal P.
Varias preguntas basicas, en general en billares poligonales, y en particular
para la funcion contadora de drbitas periddicas ¢p(x), siguen abiertas (vea,
por ejemplo, [Gut96], [Tab95]).
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