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Resumen

Optimacién del Método de Proyeccién Variacional para el Modelado de Ondas
Sismicas

por Kevin Axel Vargas Zamudio

El latente interés por incrementar el conocimiento del comportamiento sismico de es-
tructuras geoldgicas realistas motiva el desarrollo de este trabajo, manteniendo como primer
objetivo la optimacién computacional del calculo numérico. E1 Método de Proyeccién Variacio-
nal (Variational Projection Method, VPM) se basa en una formulacién de Galérkin con la cual
se aproxima una solucién a las ecuaciones de la elasticidad. Los campos de desplazamientos
se descomponen en la suma de un campo de referencia en la base del modelo y el campo
de interés del valle aluvial. Se propone una familia de funciones de prueba que son funcién
de la variable z y mantienen una variacién suave en las direcciones horizontales. Al realizar
la integracion por partes se obtiene la formulacién débil del problema, resultando en un sis-
tema de ecuaciones diferenciales acopladas que representan la proyeccién de las ecuaciones
de Navier hacia el plano horizontal en superficie en cada modo. El sistema de ecuaciones re-
sultante se resuelve numéricamente mediante el método Pseudoespectral para la diferenciacion
espacial en tanto que la parte temporal se aborda con diferencias finitas centradas. E1 movi-
miento de referencia impuesto en la base se realiza por medio del método de Haskell para
la propagacioén de ondas planas en medios estratificados, dada una variacién lateral suave
de la interfaz cuenca-semiespacio, se considera que en la adyacencia de un punto de inte-
rés el efecto es similar. Para verificar los resultados del VPM se simula la propagacién de
ondas sismicas en modelos simplificados 2D y 3D, como el modelo trapezoidal de Kawase
y Aki (1989) y el modelo de croissant propuesto por Sdnchez-Sesma y Luzén (1995). Final-
mente se aplica el método optimado mediante CUDA (Computing Unified Device Architecture)
a un modelo de profundidad simplificado de la Cuenca del Valle de México, especificando
la cinematica en la base mediante pulsos de Ricker convolucionados con las funciones de
transferencia del método de Haskell y por medio de registros de aceleracion del sismo de
Huitzuco, Guerrero (Mw 5.8, 16 de junio de 2013).
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Abstract

Optimacién del Método de Proyeccién Variacional para el Modelado de Ondas
Sismicas

by Kevin Axel Vargas Zamudio

Nowadays, interest in increasing knowledge about seismic behavior of realistic geolog-
ical structures remains, motivating the development of this work, keeping as a main goal the
numerical computation optimization. The Variational Projection Method (VPM) is based on a
weak Galérkin formulation of the elastic equation. Displacement fields are decomposed in
the addition of one reference field imposed at alluvial valley model’s base (halfspace-valley
interface), with the former displacement field within the valley. The proposed test functions
family are z-variable dependent with smooth variation along horizontal directions. While
doing integration by parts, the weak formulation of the problem is obtained, resulting in a
coupled partial diferential system of equations that represents a variational projection towards
the surficial horizontal plane (z = 0) at each mode. This system of equations is solved numer-
ically by Pseudospectral method for spatial differentiation while temporal one is treated with
central finite difference scheme. Reference motion at base is computed by Haskell method of
layered media plane wave propagation, given a smooth lateral variation of halfspace-valley
interface and taking into account that in the surroundings of a particular point, exists a sim-
ilar frequency response. For VPM’s results validation, the seismic response of 2D and 3D
synthetic models are simulated, like the Kawase and Aki (1989) trapezoidal model and the
Sédnchez-Sesma and Luzoén (1995) croissant model. Finally, CUDA (Computing Unified Device
Architecture) optimized VPM is applied to a simplified model of Valley of Mexico’s sedi-
mentary deposits, with a base model kinematics defined by two approaches: one synthetic
using Ricker pulse and transference functions convolutions at each point in depth and by
Huitzuco, Guerrero (Mw 5.8, June 16th 2013) seismic event acceleration recordings.
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Introduccion

1.1 Justificacion

Los efectos de sitio producen grandes amplificaciones del movimiento del suelo por la ocu-
rrencia de sismos intensos, provocando la concentracién de dafios en zonas especificas. De
acuerdo con Sanchez-Sesma (1987), en algunos casos es posible inferir dicho efecto mediante
modelos 1D simples, sin embargo, la influencia de la variacion lateral por las caracteristicas
geolbgicas y topogréficas de los alrededores es importante, de manera que, la caracterizacion
del movimiento del suelo en términos de condiciones locales no es sencilla de representar,
debido a la alta variabilidad espacial y la complejidad geométrica de las estructuras en el
interior de la Tierra.

Los ejemplos de dafios causados por amplificacién local son numerosos, baste men-
cionar las experiencias que se encuentran en los sismos de septiembre de 1985y 2017 en la
Ciudad de México, San Francisco California en 1989 y el sismo de 1995 en la ciudad de Ko-
be, Japon (Frankel, 1993; Kawase y Aki, 1989; Perrot et al., 1995). Hay un gran interés por
comprender la naturaleza de los efectos de sitio, mediante simulaciones de la propagacion
de ondas sismicas en modelos realistas. Sin embargo, en diversas instancias de la préctica es
deseable contar con herramientas que no impliquen un costo computacional elevado.

El Método de Proyeccién Variacional (VPM) fue desarrollado como una alternativa
préctica al calculo de la respuesta elastica de valles aluviales de poca profundidad, con el
fin de caracterizar aproximadamente los efectos de sitio y analizar las variaciones espaciales
del movimiento sismico. Asimismo, el VPM se cre6 con el objetivo de vencer dificultades en
el costo del calculo numérico y limitaciones en la complejidad de los modelos considerados,
presente en métodos como el de Elementos de Frontera (BEM), método de Solucién Directa
(DSM), elementos finitos (FEM) y diferencias finitas (FD), entre otros (Avila-Carrera et al.,
2002).

El método se ha aplicado en modelos realistas como los del Valle de Osaka en Japon y
la cuenca del Valle de México, obteniendo resultados aceptables con tiempos de célculo mas
reducidos que los métodos existentes (Avila-Carrera y Sanchez-Sesma, 2013).

Kevin Axel Vargas Zamudio 1
Posgrado en Ciencias de la Tierra



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

El presente trabajo propone mejoras del método en términos de optimizar la solucién
en el dominio del tiempo, reduciendo el costo computacional mediante la aplicacion de es-
quemas modernos de cdlculo basadas en la computacién de alto rendimiento (High Per-
formance Computing, HPC), especificamente por medio de la implementacién de progra-
maciéon CUDA (Computing Unified Device Architecture), la cual integra el uso de tarjetas
gréaficas (GPU) como herramientas de cdlculo numérico. Con el enfoque anterior se busca
realizar la modelacién de estructuras someras como los valles aluviales por medio de mode-
los simplificados y realistas, como la Cuenca del Valle de México.

1.2 Objetivos

Objetivo general
Optimar el método de Proyeccién Variacional para el célculo eficiente de propagacién de
ondas sismicas en medios geoldgicos simplificados y realistas.

Objetivos particulares

i. Modelar la respuesta eldstica de valles aluviales someros y modelos con geometrias sim-
ples y realistas.

ii. Implementar un esquema del cémputo de alto rendimiento a través de CUDA.

iii. Reducir el costo computacional en el cadlculo numérico para modelos con una discretiza-
cién en tiempo y espacio considerable.

iv. Visualizar los resultados obtenidos mediante graficos y animaciones del fenémeno de
propagacién de ondas sismicas.

v. Establecer las ventajas y limitaciones del método.

1.3 Metodologia

A continuacion se enuncia la metodologia empleada para el desarrollo de este trabajo, la cual
sigue una secuencia ordenada de procedimientos para lograr la optimacién del VPM aplica-
do a diversos modelos. La secuencia se enlista a continuacién:

i. Definicion de los modelos de interés.
ii. Implementacién del esquema de cémputo de alto rendimiento CUDA al VPM.

iii. Comparacion de rendimiento entre el esquema de calculo original y el 6ptimo del méto-
do.
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iv. Visualizacién de resultados en dos y tres dimensiones.
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Marco Teorico

En este apartado se establecen los fundamentos tedricos sobre los cuales se establece el Mé-
todo de Proyeccion Variacional. En primera instancia se realiza una breve descripcién con-
ceptual y matemaética de la derivacion de la ecuaciéon de onda, ente matematico que rige el
fenémeno de la propagacion de ondas sismicas. Posteriormente, se presentan los concep-
tos de funcional, extremos de funcionales y variacién de un funcional, como principios del
cdlculo variacional. A su vez se describe la formulacién débil de problemas con valores en
la frontera asi como los teoremas fundamentales sobre las formulaciones débiles o variacio-
nales. En seguida se explica concisamente el método de Galérkin, como medio para la apro-
ximacién numérica de la ecuacién de onda. Finalmente, se mencionan los paradigmas del
computo de alto rendimiento con los que es posible optimar métodos numéricos y técnicas
de la simulacion de fenémenos fisicos.

2.1 Derivacion de la ecuaciéon de onda

Considérese un cuerpo de estudio cuya composicién es continua en el espacio, entendiendo
que no presenta ‘saltos” a lo largo de su estructura. La mecdnica del medio continuo se encarga
del estudio de los desplazamientos, esfuerzos y deformaciones sufridas por esta idealizacion de
la materia ante la presencia de fuerzas. Existen dos tipos de fuerzas principalmente: fuerzas
de cuerpo que son proporcionales al volumen, como la fuerza de gravedad, y las fuerzas de
superficie, que son proporcionales al drea de interaccién con el cuerpo. El cuerpo de referencia
representado en la figura 2.1,
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6 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

FIGURA 2.1: Esquema de un cuerpo continuo sometido a una fuerza sobre un
diferencial de superficie AS.

ocupa una region en el espacio y se encuentra interactuando interna y externamente con el
medio. AS es un elemento de superficie del cual emerge un vector normal n, con direccién
apuntando hacia afuera del interior del cuerpo. La parte positiva del elemento de superficie
ejerce una fuerza F sobre la parte negativa (contraria a direccién de n). Esta fuerza depende
su localizacion, tamafio del area y la orientacién de n. Si aceptamos que AS — a <<<, un
area infinitesimal limitada en ﬁ—g (Fung, 1994), entonces:

-~ dF

T =" 2.1
que es el vector traccion, el cual representa la fuerza por unidad de drea que actta en la su-
perficie del cuerpo. Tiene la misma direccién que la fuerza F'y es funcién también del vector

normal ya que depende de la orientacién de la superficie.

De acuerdo con lo anterior, el sistema de fuerzas que actian en un volumen se des-
cribe por seis vectores de traccion, cada uno actuando sobre una cara perpendicular a los
ejes coordenados, paralelo al plano definido por los otros dos ejes. Debido a la simetria de la
descripcion y al equilibrio bastan tres vectores de traccion para describir las fuerzas de su-
perficie en las seis caras del paralelepipedo elemental escogido. Sea T'V) el vector de traccién
que actta sobre la superficie cuya normal es €;, de manera que 77 es la componente z de la
traccién que acttia sobre la superficie cuya normal es €,. De esta manera se conforman las
fuerzas superficiales en un tensor de esfuerzos (Fung, 1994; Stein y Wysession, 2007):

Kevin Axel Vargas Zamudio Instituto de Geofisica
Posgrado en Ciencias de la Tierra UN.AM.



2.1. DERIVACION DE LA ECUACION DE ONDA 7

Ozz Ozy Ogzz () Tf”) Ty(x) Tz(x)
Oji = |0y oy oy | = |TO| = |T¥ TV TW 2.2)
Osz Ozy Oz T T:EZ) Ty(z) TZ(Z)

el cual indica la componente i-ésima del vector de traccién que acttia sobre la superficie cuya
normal apunta hacia afuera en direccion €; (figura 2.2).

FIGURA 2.2: Diagrama que representa el vector de traccién y componentes del
tensor de esfuerzos sobre un cuerpo.

La relacion matemdtica entre el tensor de esfuerzos y el vector traccién se debe a
Cauchy. Establece el equilibrio en una frontera inclinada y esta dada por:

La ecuacién 2.3 estd escrita mediante notacion indicial, con lo cual se tiene un siste-
ma arbitrario, representando la interaccién de fuerzas superficiales sobre cualquier volumen
dentro del material.

Ahora bien, si los esfuerzos se aplican a un material que no es rigido, se presentard un
movimiento relativo de las particulas del cuerpo presentandose deformacion. Este efecto se
representa mediante el fensor de deformacion. Sea u(x) el campo de desplazamiento, entonces:

Jug 1 | OJug Ouy 1 [Jug Ouy
Oz 2[8y+8x:| 2[8z+6m]
|10 Oug Ouy 1 |Ouy | Ou
Cij = |2 [ 9z T oy } ay 3|2z T oy (2.4)
1 [6uz Buw] 1| Ou, + % Ouz
2 L oz 0z 2 | Oy 0z 0z
O en su versidn sintetizada:
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8 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

‘=3 |0z, Ouy

Las componentes en la diagonal muestran la variacién del desplazamiento a lo largo de los
ejes coordenados, lo cual es conocido como dilatacion:

Ouy  Ouy  Ou,

Los términos fuera de la diagonal describen los cambios del desplazamiento que se
presentan en las otras direcciones del sistema coordenado.

2.1.1 Ecuacion de movimiento

Un cuerpo de densidad p y volumen dxdydz que se encuentra sometido a una fuerza de
cuerpo f;dxdydz. La fuerza neta sera la suma de todas las fuerzas superficiales en cada cara
mas la fuerza volumétrica.

Tomando las caras = + dz y z, suponiendo que ozz es una funcion continua y diferen-
ciable y usando un desarrollo de primer orden en serie de Taylor, se tiene el siguiente estado
dindamico:

[O2a(x + dxi) — 040 (z)]dydz

= wadydz (2.7)

Operando de manera similar para todas las fuerzas que acttian sobre la cara x e igualando a
la aceleracion del sistema (segunda ley de Newton):

004y 00y 00

dzdyd sdxdyd
D Dy o xdydz + fidrdydz

9%u,

P

dxdydz (2.8)

De manera similar se aplica lo anterior para las componentes y y z, obteniéndose un
sistema de tres ecuaciones, el cual se expresa de manera compacta mediante la notaciéon
indicial:
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(%ij (.%', t)
8xj

0%u;(w,t)

(2.9)
que es la ecuacion de movimiento, satisfaciéndose en cualquier lugar dentro de un medio conti-
nuo. Expresa la segunda ley de Newton en términos de desplazamientos, esfuerzos y fuerzas
de cuerpo. Si despreciamos el término de las fuerzas de cuerpo se tiene la ecuacién de movi-
miento homogéneo, la cual describe la propagacién de ondas sismicas en todos lados excepto
en la fuente (terremoto o explosién) (Stein y Wysession, 2007).

2.1.2 Ley de Hooke y ecuaciones constitutivas

La relacion que existe entre esfuerzos y deformacién se encuentra dada por la ecuacién cons-
titutiva del material. La relacién mds simple es la lineal, de forma que la Tierra al comportarse
como un eléstico lineal en un periodo de tiempo relativamente corto, da lugar a ondas sis-
micas. Si se asume que el material es eldstico, se implica que los desplazamientos desde un
estado inicial no deformado son pequefios, lo cual es conocido como teoria de deformacion
infinitesimal (Stein y Wysession, 2007).

El esfuerzo y la deformacién para un material linealmente eldstico se relacionan entre
si mediante la ley de Hooke:

oij = Cijriex (2.10)

donde Cjji; es el médulo eldstico que describe las propiedades del material. Dicho tensor
se conforma por 81 componentes, que al tratarse de un tensor simétrico Cyjr; = Cjin 0
Cijkt = Cijik, se reducen a 36 ya que hay 6 componentes independientes. Considerando
también la simetria Cj;i; = Ch;5, asociada a la idea de energia de deformacion, el nimero de
componentes independientes se reduce a 21. Més all4, al idealizar el material como isdtropo,
esto es, que las propiedades fisicas del medio no tienen un a direccién preferencial, resultan
en dos constantes eldsticas del tensor, conocidas como las constantes de Lamé representadas
por Ay u, que contribuyen al tensor eldstico mediante la siguiente expresion:

Cijkl = N0ij0kt + 1(0ik 651 + 0djn) (2.11)

Finalmente, en términos de las constantes de Lamé, la ecuacién constitutiva para un
material is6tropo al sustituir la ec. 2.11 en la 2.10, se puede escribir como:

Oij = )\chzj + 2#81‘]‘ (2.12)
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10 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

2.1.3 Ecuacion de Navier

Para la derivacién de la ecuacién de Navier, se reexpresara la ecuacioén constitutiva 2.12, al
sustituir el tensor de deformacioén, la dilatacién y cambiando los indices ij — kI, se tiene:

ou,; Oouy,  Ouy

=A\—2§ 2u | — + — 2.13
Okl 0z, Kkl 2p [3331 + Bxk} (2.13)

Sustituyendo en la ecuacién de movimiento (ec. 2.9):

Ozuj 82uk 82ul 82UZ‘
=P 2.14
AB;0mg K T H [(%claxk Bxkaa:k] fi=rga @14)
Agrupando términos:
62 32 82 ;

A+ 1) it e (2.15)

om0z | HFomrom, T T P o

resultando la ecuacion de Navier, que describe el equilibrio en un cuerpo eléstico, lineal, ho-
mogéneo e isotropico en termino del campo de desplazamientos.

Para la derivacién de las ecuaciones de onda que describen la propagacién en un medio
elastico, resulta conveniente reexpresar la ecuacion 2.15 en forma vectorial:

2

0 Us
A+ )V (V -u) + puViu = p o (2.16)

la cual haciendo uso de la identidad vectorial del laplaciano: V2u = V(V - u) — V x (V x u)

se tiene la siguiente expresion:

82ui
ot?

A+2u)V(V-u) —uV x (Vxu)=p (2.17)
Ahora bien, mediante la descomposicién de Helmholtz es posible expresar un campo vec-
torial en términos de sus potenciales, uno escalar ¢ y otro vectorial 1:

u(z,t) = Vo(z,t) + V x (z,t) (2.18)

con lo cual es posible separar el campo desplazamientos en dos partes. Aquella asociada con
el potencial escalar no presenta rotacion y da lugar a la representacién de ondas compresionales
o0 volumétricas, y se expresan mediante la siguiente ecuacién general:

1 0%¢(x,t
Vig(x,t) = agag) (2.19)
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donde « es la velocidad de propagacion de las ondas P

Y (2.20)
p

Por otro lado, la parte asociada al potencial vectorial presenta una divergencia nula, in-

dicando que no hay cambios volumétricos y corresponde a ondas de corte o cizalla. Se expresan
por la ecuacién de onda:

1 0%(x,t
VAp(x,t) = 528(;5) (2.21)

donde [ representa la velocidad de propagacién de ondas S:

8= \/ﬁ (2.22)
P

2.2 Fundamentos de Calculo Variacional

Un funcional se entiende como una regla de correspondencia que asigna un ntmero real
definido a cada funcién que pertenece a una cierta clase o familia. En otras palabras, un fun-
cional es un tipo de funcién en la cual la variable independiente es una funcién. Estas cantidades
variables juegan un papel trascendente en problemas del andlisis matematico, geometria y
mecanica. De manera méds formal, entendamos un funcional como sigue:

Sea M una clase de funciones y(z) . Si a toda funcién y(z) € M le corresponde un nimero
determinado | se dice que en la clase de funciones M estéd definido el funcional | y se escribe
J = J[y(z)]. Asimismo, la clase M de funciones y(z) en la que esta definido el funcional ] se
denomina campo de definicion del funcional (Krasnov et al., 1976)

Un ejemplo general de un funcional es el siguiente: sea F'(z, y, z) una funcién continua
de tres variables. La expresion:

b
Tl = [ Floyta).of (@)de 223)

donde y(x) abarca el conjunto de todas las funciones continuamente diferenciables defini-
das sobre el intervalo [a, ], define un funcional. En este sentido, es posible elegir una gran
cantidad de funciones de la forma F(x,y, z) para obtener diferentes funcionales.

A continuacién se enuncian algunos ejemplos: consideremos todo el conjunto de cur-
vas planas rectificables, de forma que un ntiimero definido se asocia con cada una de dichas
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12 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

curvas y lldmese, su longitud. Entonces, la longitud de una curva es un funcional definido so-
bre el conjunto de las curvas rectificables. En lenguaje matematico: sea F'(z,y,x) = V1 + 22
, entonces J[y| es la longitud de la curva y = y(x) (Gelfand y Fomin, 1963).

La rama mads desarrollada para tratar problemas que involucran funcionales recibe el
nombre de Cdlculo Variacional, la cual se ocupa de encontrar los mdximos y minimos de funcio-
nales. El objeto del Cdlculo Variacional es buscar la funcién argumento y(x) en correspondencia
a la cual una integral del tipo 2.39 adquiere un valor minimo o maximo. El valor anterior se
denomina extremo del funcional y la funcién y(x), se llama extremal.

Dado lo anterior es posible enunciar que el Problema fundamental del Cdlculo Variacional
se expresa asi (Levi, 1980): en el dominio de las funciones argumento admisibles para un
funcional determinado, determinar el extremal para la cual el funcional alcanza un valor ex-
tremo, con respecto a los valores que ella adquiere para todas las demds funciones argumento
del dominio dado, que se hallan en una vecindad suficientemente pequefia del extremal.

2.2.1 Espacios funcionales

Los funcionales se pueden explicar en términos geométricos, recordando que cada funcién
perteneciente a algtin conjunto como un punto de un espacio define un espacio funcional.
Al contrario de las funciones con ntimero finito de variables independentes, en donde re-
sulta suficiente considerar un espacio Euclideano n-dimensional, los espacios funcionales
no se definen en términos de un solo espacio universal. Lo anterior dependerd de la forma
del funcional en andlisis. Por ejemplo, un funcional f; F(z,y,y)dx se definird en el con-
junto de todas las funciones con primera derivada continua, mientras que un funcional:
f; F(z,y,y,y")dx sera definido en un espacio que es el conjunto de todas las funciones con
dos derivadas continuas.

Dado que la continuidad es fundamental para el desarrollo del andlisis funcional, re-
sulta apropiado definir la norma de un espacio lineal, la cual, en analogia con la distancia entre
dos puntos de un espacio Euclidiano, representard un concepto mds general. Un espacio li-
neal en términos de elementos x,y, z,... € R, para los cuales las operaciones de adicién y
multiplicacién por escalares reales «, (3, ..., estan definidas, con base los siguientes axiomas:

l.z+y=y+z
2. (z4+y)+z=x+(y+2)

3. = + 0 = 2, elemento neutro aditivo

4. z + (—z) = 0, inverso aditivo
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5. 1 x 2z = z, neutro multiplicativo

6. a(fz) = (af)x

7. (a+ B)x =ax + Bz

8 alx+y)=ar+ay

Un espacio lineal R es normado, si cada elemento x € R es asignado a un niimero no
negativo ||z||, llamado la norma de x, tal que:

1. ||z|| =0siysélosiz =0

2. [jez]| = [ |||

3. [l +yll < =l + llyll

En un espacio lineal normado, es posible definir distancias entre dos elementos z,y
mediante la cantidad ||z — y||. Estos elementos pueden ser ntimeros, vectores, matrices o
funciones. Entonces, es posible definir que un funcional .J[y] es continuo en un punto y € R
si para cualquier € > 0, hay un § > 0 tal que:

[Tyl — J[g]] <€ (2.24)

dado que ||y — g < 6.

La desigualdad en 2.24 es equivalente a:
Syl = Jg] > —e (2.25)
Jlyl = J[y] > € (2.26)

donde la primera desigualdad indica que J[y| es semicontinua inferior en g y la segunda, que
Jy] es semicontinua superior en § (Gelfand y Fomin, 1963).

2.2.2 Condiciones necesaria y suficiente para un extremo

Considérese un espacio lineal normado R y sea cada elemento h € R asignado a un niimero
J[h]. Sea J[h] un funcional definido sobre R. Entonces J[h| serd un funcional lineal si:

Instituto de Geofisica Kevin Axel Vargas Zamudio
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14 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

i. J[ah] = aJ[h]V h € Ry cualquier namero real «
ii. J[hl + hQ] = J[hl] + J[hz] Y hi,hy €R

iii. J[h] es continuoV h € R

Un ejemplo de un funcional lineal es el siguiente:

b
J[h] = / lao(2)A(x) + ar (@R () + - - + an(@)h™ (2)]dz (2.27)

donde «;(z) son funciones fijas en el intervalo [a, b].

El incremento de un funcional definido sobre el espacio lineal normado es:

AJR] = Jly + h] - J[y] (2.28)

correspondiente al incremento h = h(z) de la variable independiente y = y(x). Supéngase
ahora que

AJ[h] = ¢[h] + €[R]] (2.29)

donde ¢[h] es un funcional lineal y ¢ — 0 como ||h|| — 0, entonces el funcional es diferen-
ciable y la parte lineal del incremento de J (el funcional lineal ¢[h] del cual difiere AJ[h] por
un infinitesimal del orden més elevado que 1 relativo a ||k||), se llama la variacién de J[y],
denotado como §.J[h].

Derivado del concepto de variacién o diferencial de un funcional, se establece la con-
dicién necesaria de un funcional para tener un extremo. Retomando el concepto de extremos
relativos del anélisis de funciones de n variables, considérese F'(x1,x2,- - ,x,) una funcién
multivariable diferenciable, la cual presentara extremos relativos en el punto (Z1, - - - , &y,) si:

AF = F(z1, - ,a) — F(&1, -, &n) (2.30)

tiene el mismo signo para todos los puntos (x1, z2, - - - , ) que pertenecen a alguna vecindad
de (21, -+ ,2,), donde el extremo se tratard de un minimo si AF > 0y un mdximo si AF < 0.

En este sentido, el funcional J[y] tiene un extremo relativo para y = g si J[y|] — J[9]
no cambia su signo en alguna vecindad de la curva y = g(x). Como se tratan funcionales
definidos en algtn conjunto de funciones continuamente diferenciables, las cuales pueden
ser elementos del espacio C o elementos del espacio D;. De esta manera, es posible definir
dos clases de extremos:
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1. Extremo débil para y = y: si existe un € > 0 tal que J[y] — J[y] tiene el mismo signo para
toda y en el dominio de definicién del funcional que satisface la condicién ||y —g||1 <,
donde ||||; denota la norma en el espacio D;.

2. Extremo fuerte para y = : si existe un € > 0 tal que J[y] — J[y] tiene el mismo signo para
toda y en el dominio de definicién del funcional que satisface la condicién ||y — gl < €
donde ||||p denota la norma en el espacio C.

Cada extremo fuerte es simultaneamente un extremo débil, ya que si ||y —g|[1 < €, entonces
forzosamente se cumplird ||y — g||o < ¢, entonces J[y] es un extremo con respecto a todas las
y tal que |ly — 9|1 < e.No obstante, el hecho contrario no se cumple, esto es, un extremo
débil puede no ser un extremo fuerte. En general, encontrar un extremo débil es més simple
que encontrar un extremo fuerte, ya que los funcionales se consideran continuos en la norma
del espacio D; (Gelfand y Fomin, 1963).

Considerando lo anterior se enuncia el siguiente teorema:

Una condicién necesaria para que el funcional diferenciable J[y| tenga un extremo para y = g, es que
su variacion se anule para y = g, esto es:

§J[h] =0 (2.31)

2.2.3 Formulacion debil de problemas con valores en la frontera

Un dominio © denota un dominio cerrado de R"” con n = 1,2, ..., cuya frontera es d€2. Un
problema con valores en la frontera de la forma

Lu=f enf
Bu=0 en0Qx

donde f es una funcién dada, u es la incégnita, L es un operador diferencial lineal y B es un
operador de frontera afin; 92+ es un subconjunto de 9€) pudiendo ser éste la frontera com-
pleta. Es posible reformular el problema anterior desde una perspectiva débil o variacional,
esto es, definir una aproximacion tal que no se satisfagan las ecuaciones como tales, sino por
medio de la busqueda de soluciones débiles. Lo anterior expande el campo de aplicaciones
fisicas en donde no se cuentan con datos de suave distribucién (Quarteroni y Valli, 2008).

La formulacién débil se obtiene después de multiplicar la ecuacion diferencial por al-
gun conjunto apropiado de funciones de prueba y efectuando la integracién sobre el dominio
de interés. Entonces, por medio de la férmula de Green de integracién por partes se tiene:

Ou vdx = —/ U Ov dx + / uon;dy (2.32)
o Oz; o Oz o9
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16 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

donde n = (ny, ..., nq) es el vector unitario que apunta hacia afuera de la frontera 052, que se
emplea con el fin de reducir el orden de diferenciacion para la solucién u. Dado lo anterior,
se ha definido el problema:

weW: A(u,v) = F(v) Yo € V (2.33)

esto es encontrar soluciones u que pertenezcan a un espacio de Hilbert ! de soluciones admi-
sibles W, tal que la forma bilineal A(u, v) correspondiente al operador diferencial L, sea igual
a un funcional lineal F'(v) sobre un espacio de Hilbert V para todo v € V. Las condiciones de
frontera de u se pueden establecer directamente en la definicién de W, las cuales de denomi-
nan condiciones de frontera esenciales. De otra manera, se cumplen indirectamente por medio
de una eleccion apropiada de la forma bilineal A o del funcional F y reciben el nombre de
condiciones de frontera naturales (Quarteroni y Valli, 2008).

2.2.4 Teoremas de existencia y unicidad del Analisis Funcional
A continuacién se enuncian dos teoremas fundamentales sobre existencia y unicidad que

sustentan la viabilidad de la solucién 2.32. En primera instancia, considérese el caso especial
endonde V = W:

Lema de Lax-Milgram: Sea V' € R un espacio de Hilbert, dotado con la norma ||-||, A(u,v) : VXV —
R es una forma bilineal y F(v) : V — R es un funcional lineal continuo, esto es, F € V' donde V'
denota el espacio dual de V. Ademds se asume que A(-,-) es continuo, esto es:

Iy > 0: |A(w,v)| < yl|lwll||v]|| Yw,v € V (2.34)

Y coercivo, esto es:

Ja > 0: |A(v,v)| > alv?| Vv eV (2.35)

Entonces, existe una solucién inicavw € V a 2.32 y

1
lull < ~I1Fllys (236)

'Hilbert ide6 una teoria para la solucién de funciones cuadrdticas sumables, que represent6 utilidad para la so-
lucién de funciones lineales. El principio de su teoria consiste en que asi como un punto en el espacio ordinario
puede considerarse como un conjunto de los valores adquiridos por tres coordenadas z, y, z, una funcién f(x)
en el intervalo [a, b], puede considerarse como el conjunto de los valores adquiridos por una infinidad de coor-
denadas constituidas por todos los posibles valores que la funcién adquiere en el intervalo de interés, por tanto,
es posible llamar a f(x) como un punto del espacio de infinitas dimensiones, conocido como Espacio de Hilbert. La
hipétesis del cuadrado sumable radica en la extensién del concepto de distancia al espacio de Hilbert, de manera

que la distancia entre dos puntos fi(z) y f2(z) en dicho espacio es: A[f1, f2] = \/f(f[fl (z) — f2(z)])?dz (Levi,
1980)
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Para el caso en que la forma bilineal es simétrica

A(w,v) = A(v,w) Yw,v € V (2.37)

entonces A(-, -) define un producto escalar sobre V, y el teorema de representacién de Riesz basta para
inferir la existencia y unicidad para la solucién de 2.33. En este caso la solucién se puede considerar
como la inica solucion al problema de minimizacién de encontrar:

ueV:Ju) <Jw)YveV (2.38)

donde

T(v) = %A(v, V) — F(v) (2.39)

es un funcional cuadrdtico.

2.3 El método de Galérkin

Diversos métodos de solucién numérica a ecuaciones diferenciales utilizan una aproxima-
cién de la funcién desconocida por medio de una suma general de la forma:

N
u(w) =Y citi(x) (2.40)
i=0

donde #;(z) son funciones prescritas y co, ..., ¢y son coeficientes desconocidos que deben ser
determinados. Estos métodos de solucién que emplean la aproximacién anterior se basan en
la construcciéon de un sistema de NV +1 ecuaciones para determinar los coeficientes c;. Cuando
se aproxima una funcién f por medio de la ecuacién 2.40, la idea central es minimizar la
norma del error de aproximaciéon e = u — f o equivalentemente exigir que e sea ortogonal a
una base de funciones V. En este sentido, existen cuatro tipos de aproximacién: método de
minimos cuadrados, método de Galérkin, interpolacién o colocacién y el método de regresion
(Langtangen y Mardal, 2016).

El método de Galérkin trata de encontrar u de manera que el error f — u sea ortogonal
al espacio donde u esta definido. Lo anterior es conocido como una proyeccién de funciones,
esto es, parav € V, donde V = {¢p, 1, -+ ,9n} es un espacio vectorial de funciones base
con dimensién N + 1, linealmente independientes y diferentes de cero, entonces:

(e,v) =0Yv eV (2.41)
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18 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

ya que cualquier v € V se expresa como v = Zf\io ¢iv;, entonces

N
e, ciy) =0 (2.42)
i=0
para cualquier combinacién de coeficientes cy, - - - , cy. Reescribiendo la ec. 2.42
N
S cile, i) = 0 (2.43)
i=0

lo cual para valores arbitrarios de c;, se requiere que cada término en la suma se anule,

(e,9;) =0,i=0,...,N. Ahora considerando que el error es:
N
e=f— ¢t (2.44)
=0
entonces:
N N
(f - Z iy, Vi) = (f i) — Z i, 1/JJ ¢; =0 (2.45)
Jj=0 7=0

por lo tanto

N
> Wi y)e; = (fi4hi)i=0,...,N (2.46)
Jj=0

con lo cual es posible determinar el valor de los coeficientes c; al resolver el sistema de NV +1
ecuaciones.

El método de Galérkin y el de residuos pesados pueden ser aplicados con una base de
funciones de elemento finito si se aplica una integracién por partes como medio para transfor-
mar derivadas de segundo orden en derivadas de primer orden. Para ejemplificar lo anterior
considérese la siguiente ecuacién diferencial:

0%u
T o2 f(z) (2.47)
cuya formulacién de Galérkin es
— (W v)=(f,v);YveV;zel0L] (2.48)
Kevin Axel Vargas Zamudio Instituto de Geofisica
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integrando por partes se tiene:

L o2y L ou ov ou. .
. 7ax2v($)dx = — ) %%dx + [Uaili]o
L ou dv ou(L ou(0
=)y o™t o) = 25 24)

Si expresamos en la estructura anterior la matriz resultante de los productos internos
del método de Galérkin, se tiene:

L L
/ i) (@)de = / @) (@) + (eI
0 0

L
_ /0 G ()da + G (L)L) — i(OWL(0)  (250)

Lo anterior muestra que la integraciéon por partes reduce el orden de las derivadas y
convierte a la matriz de coeficientes simétrica (¢},v}) = (¢},¢;). No obstante la simetria
también dependera de los términos involucrados en la ecuacion diferencial. Ahora bien, eli-
giendo una base ortogonal de funciones que obligue a los términos de frontera anularse
(1;(0) = ¥;(L) = 0), se tendra una formulacién de Galérkin alternativa:

— (", v) = (V) = (f,v) ;Yo eV (2.51)

obteniendo de esta forma una formulacién variacional o débil de la ecuacion diferencial, al reducir
el orden de diferenciabilidad de u y la base de funciones ;. La formulacién variacional ori-
ginal con las derivadas de segundo orden se conoce como la forma fuerte, con requerimentos
mas fuertes de diferenciabilidad de las funciones (Langtangen y Mardal, 2016).

24 Computacién de Alto Rendimiento

El desarrollo de la tecnologia computacional a lo largo del tiempo ha impactado positiva-
mente el mejoramiento de la modelacién matematica de fenémenos fisicos en términos de
reduccién en el tiempo de calculo numérico, visualizacién maés realista e integracién de volu-
menes de informacién més grande. Lo anterior involucra el término de computacion cientifica,
que se define como el conjunto de herramientas, técnicas y teorias requeridas para resolver
modelos matematicos de problemas presentes en la ciencia y la ingenieria, con base en el
andlisis numérico y la ciencias de la computacion .

Bésicamente la computacién en paralelo significa que multiples procesadores trabajen
cooperativamente en una misma tarea, por lo cual, si a un solo procesador le tomara un
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20 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

tiempo ¢ realizar dicha tarea, entonces a un nimero p de procesadores realizara la tarea
en un tiempo t/p. Pero en la realidad, lo anterior no es del todo posible y se presenta en
situaciones muy especiales, sin embargo es una meta importante desarrollar algoritmos que
puedan tomar la mayor ventaja de estos esquemas de cémputo (Golub y Ortega, 1993).

24.1 Memoria compartida contra memoria distribuida

En la memoria compartida todos los procesadores tienen acceso a una memoria en comun.
Cada procesador puede contar con su propia memoria local para desplegar resultados in-
termedios o ser parte especial del cédigo. La comunicacién entre los procesadores se realiza
por medio de la memoria compartida, por lo que una gran ventaja de este esquema de para-
lelismo es que se contard con un rdpido acceso a la informacién entre los procesadores. No
obstante, se presenta el problema de que distintos procesadores traten de acceder a la me-
moria comudn al mismo tiempo, representando un retraso de las secuencias de calculo hasta
que la memoria se libere y contintie el flujo de trabajo. Dicho tiempo de retraso se conoce
como tiempo de contencion e incrementa conforme crece el nimero de procesadores (Golub
y Ortega, 1993). En la figura 2.3 se muestra un esquema simple de la memoria compartida.

MEMORIA COMPARTIDA

FIGURA 2.3: Esquema simplificado de la memoria compartida entre m niimero
de procesadores.

En el caso de la memoria distribuida, cada procesador puede acceder a su propia me-
moria local. La comunicacién entre los procesadores se efectiia mediante la transferencia de
mensajes (message passing), en el que los datos o demads informacioén se transfiere entre pro-
cesadores. Para ello existen diferentes esquemas de interconexién entre procesadores (que
también es relevante para la memoria compartida) como los sistemas completamente conec-
tados, con la cual cada procesador tiene una conexién directa con los demds, siendo teérica-
mente el esquema ideal pero que resulta impréctico para una cantidad grande de procesa-
dores. Algunos esquemas comunes son el de conexion por switch, mallas e hipercubos (Golub
y Ortega, 1993).

Uno de los esquemas mas conocidos para la clase de memoria distribuida es por medio
de clusters, en los cuales los procesadores estan interconectados por alguna de las conexiones
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mencionadas anteriormente, y estos se interconectan ligados por un bus. La comunicacién
adentro de cada cluster es local mientras que entre ellos la comunicacién es global. Debido
a lo anterior este esquema presenta un mejor balance de la comunicacién, ya que la mayo-
ria de los mensajes para un determinado procesador sera de tipo local dentro de su propio
cluster sin necesidad de salir a la parte global a buscar comunicacién con otro cluster.(Golub
y Ortega, 1993). En la figura 2.4 se presenta un esquema de un cluster.

FIGURA 2.4: Esquema simplificado de memoria distribuida mediante un clus-
ter con m ntmero de procesadores cada uno e interconectados por un bus de
comunicacion.

2.4.2 CUDA: Computing Unified Device Architecture

Los primeros disefios de GPU fueron pensados para producir un color para cada pixel sobre
una pantalla usando unidades aritméticas programables, con la intencién de utilizar la posi-
cion (z,y) sobre la superficie, asi como informacién adicional para combinar diversas entra-
das en el célculo final del color. La naturaleza de esta informacién en un inicio correspondia
a atributos de visualizacién como texturas o color, sin embargo, dado que el programador
mantiene el control sobre estas entradas, fue posible entenderlas como datos numéricos de
cualquier naturaleza (Golub y Ortega, 1993; Cook, 2013).

Con este modo de programacion en paralelo se busca explotar las capacidades de las
Unidades de Procesamiento Gréafico (GPU) de una computadora. Originalmente estos dis-
positivos se desarrollaron para el cdlculo de gréficos de alta velocidad en la industria de los
video juegos. El lenguaje en CUDA hace del GPU otro dispositivo mas para la computacién
cientifica, sin necesidad de contar con el conocimiento de la programacién grafica. CUDA
es una extension del lenguaje C de programacion para unificar céddigo dirigido al GPU y al
procesador anfitriéon (CPU). En este sentido, el procesador en CPU ejecuta kernels o nicleos
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de cédigo hacia la tarjeta gréfica, especificamente hacia los hilos y bloques que componen la
tarjeta grafica. Precursora de dicha tecnologia de computo es la compafiia NVIDIA quien ini-
cia su inmersién en esta drea alrededor del afio 2007. Con el paso del tiempo, se ha buscado
implementar este método mediante diversos lenguajes de programacién como FORTRAN,
C++ y Python (Cook, 2013).

Arquitectura de una unidad de procesamiento gréfico (GPU)

Para implementar c6digos de programacién CUDA resulta indispensable conocer la estruc-
tura fisica de la unidad de procesamiento grafico con la que se dispone, de forma que el
disefio de los algoritmos se adapten a la arquitectura de la unidad de procesamiento grafico
disponible. La unidad basica en un GPU es el procesador de hilos, conocido como niicleo (core).
Este componente es una unidad disefiada para realizar operaciones de punto flotante. La
tarjeta gréfica contiene varios ntcleos, que se agrupan en multiprocesadores, los cuales tienen
recursos limitados usados por los hilos internos a través de registradores y memoria com-
partida. Estos multiprocesadores se conocen como blogues de hilos dentro de un esquema de
modelo computacional, los cuales agrupan hilos que se mantienen constantes dentro de un
multiprocesador. Este puede contener més de un bloque de hilos, sin embargo, el ntimero de
bloques que pueden residir simultdneamente esta limitado por los recursos disponibles en
el multiprocesador asi como por los recursos requeridos por cada bloque (Ruetsch y Fatica,
2014).

El siguiente esquema ilustra un ejemplo de dispositivo grafico CUDA que contiene un
GPU con cuatro multiprocesadores, cada uno con 32 ntcleos (figura 2.5)

FIGURA 2.5: Esquema simplificado de una dispositivo grafico conteniendo un
GPU de 32 ntcleos.
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Descripciéon del Método de Proyeccion
Variacional

A continuacién se describe la naturaleza matematica y numérica del Método de Proyeccién
Variacional 3D. Se realiza la aproximacién de la ecuacién de movimiento mediante el méto-
do de Galérkin, con lo cual se deriva la forma débil de dicha ecuacién. Posteriormente se dis-
cretiza la diferenciacién temporal por medio de un esquema en diferencias finitas centradas,
mientras que la derivacion espacial se realiza por medio del método pseudoespectral, siguiendo
una formulacién velocidad - esfuerzo. Todo lo anterior converge en un sistema de ecuaciones
discretizadas, conocidas como ecuaciones proyectadas, que se resuelven simultaneamente para
definir el campo de desplazamientos en el medio fisico modelado.

3.1 Modelo Matematico

En seguida se presenta la formulacién matemética del método de Proyeccién Variacional,
aplicado sobre un modelo 3D que representa a un valle aluvial somero con una forma ar-
bitraria y de variacién geométrica relativamente suave, cuya profundidad es funcién de las
coordenadas horizontales, y su respuesta dindmica ante la incidencia de ondas planas es
conocida en la interfaz con el semiespacio (figura 3.1).
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FIGURA 3.1: Esquema de un valle aluvial somero en tres dimensiones ante la
incidencia de una onda plana .

Sea la ecuacién de movimiento como un medio para representar el campo de despla-
zamientos del valle, sin considerar fuerzas de cuerpo:

adij . GQUZ‘
ox; o2

(3.1)

donde o;; es el tensor de esfuerzos, u; es el campo de desplazamientos, p es la densidad del
medio y ¢ es el tiempo. Para el caso de tres dimensiones considérese los campos de desplaza-
mientos en términos de coordenadas cartesianas: uq (x1, x2, x3) — u(x,y, 2), us(r1, v2, 23) —
v(x,y, 2) us(zy, x2, x3) — w(z, Y, 2).

Proponiendo que el campo de desplazamiento eldstico en los sedimentos estd com-
puesto por un movimiento conocido de la interfaz (u("), cuya profundidad queda determi-
nada como una funcién de la posicién horizontal: z = h(z,y), asi como el movimiento pro-
ducido en el medio de interés (u'), donde la variable z se define en los limites 0 < z < h(z,y)
. El sistema de ecuaciones que define los campos de desplazamiento es:
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u(z,y, z,t) = u(r)(x y, h(z,y),t) +u'(x,y, 2, 1)
v(z,y, 2, t) = v (z,y, h(z,y), t) + V' (z,y, 2, 1) (3.2)

w(z,y,z,t) = w" (z,y, h(z,y), t) + ' (z,y, 2, 1)
(3.3)

Ahora bien, en el movimiento de referencia en la interfaz se encuentra implicito el
término de campo forzante f;, representado de manera general como:

) %

En este sentido es posible establecer el sistema de ecuaciones que representa la diné-
mica del movimiento en el modelo de interés:

00py 00y 00y 0%/
+ —p

Ox Oy 0z ot?

D02y N Ooyy 00y 0%’

or oy "o Par THv=0
0oy, 0oy, 00, %'
— =0
Ox + Oy a:  or +
(3.5)
Cuya condicién de frontera libre de esfuerzos en z = 0:
o.i(x,y,t) = ag-) + 0;j =0 (3.6)

Tomando en consideracién la ley de Hooke para un material isétropo (ecuaciéon 2.11),
se tienen las siguientes relaciones constitutivas:
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e (220 0
e or Oy 0Oz 0
, o o
Ovy = M (ay O > Oya
(200,
e 0z Ox =
= (2220 2) 0
vy or Oy 0Oz Oy
, o' ow'
v (Z Ay ) i
=z oxr Oy 0 0z

(3.7)

Con las expresiones anteriores es posible establecer el sistema de ecuaciones diferen-
ciales en términos de los campos de desplazamientos desconocidos y las constantes elésticas,
de la siguiente forma:

o0 [. [ou av ou 0

on (32 5y 52 ) Y| oy <a a)) tan (5 5 )] oam =0

o [/ou Ov o 8u 81} 0

axﬂ<% enﬂ a[( ) a} az[ )] i+ =

o[ /o ouw ov 6w 0 ou o ow'’ 02w’

oz “<az+a )]+a[ (az By >]+8[/\<8+8 ) 2"8 ] P T =0
) (3.8)

Para los campos de desplazamiento desconocidos se propone una aproximacién me-
diante el método de Galérkin, de forma que:

M) =

' (z,y,2,t) = U (z,y, )" (2)

1

n

(3.9)

E

V(x,y,2,t) = V'(z,y,t)e"(2)

1

M= 5

w'(w,y,2,t) = ) W'(z,y,t)¢"(2)

3
Il
—

donde U, V, W son funciones que dependen de las coordenadas horizontales y del tiempo,
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mientras que " (2) es una familia de funciones de prueba que dependen sélo de la profundidad
y tienen la siguiente estructura matematica:

©"(z) = cos Az = cos <W> z (3.10)

la cual es una familia de funciones completa (base del espacio de funciones continuas uni-
dimensionales) en el intervalo [0, 2], que varian suavemente en las direcciones horizontales,
siendo apropiadas bajo el princiipio de que la interfaz basamento - sedimentos se distribuye
espacialmente sin cambios abruptos. La familia de funciones 3.10 son los modos normales

en el caso limite de un estrato uniforme sobre base rigida. Las familia de funciones ¢"(z) y
sus derivadas estan sujetas a las siguientes condiciones de ortogonalidad en dicho intervalo:

h 1
/ " (2)¢"(2)dz = =hdmn
0 2

h
1
| er @tz =2 b,
0

h
1 4 (—1)™
m(Vdz = ~h-
/O‘p (2)dz = Sh o1

h
/0 O™ (2)¢7 (2)dz = amn (3.11)

donde ¢7'(z) representa la derivaciéon de la funcién de prueba con respecto a z, 6,y es la
delta de Kroenecker y a,,, es una matriz de acoplamiento dada por:

1 —
— 3, m=n,

amn: _ _1\ym+n _(_1\ym—n 312
_2n+1[ 14 (=1t 1—(—1) m#n (3.12)

4 m+n+1 - m—n ’

Las primeras dos ecuaciones en 3.11 representan ortogonalidad, la tercera la normali-
zacion y la cuarta el acoplamiento entre modos.

Aplicando el siguiente operador de Galérkin sobre cada una de las ecuaciones diferen-
ciales del sistema 3.8:

h
/0 [+ (2)d (3.13)

lo cual en su forma mads general se tendria:
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h aO'i‘ 82ui m
/0 [895] P ] ©"(2)dz =0 (3.14)
J

que es la forma fuerte de las ecuaciones de elasticidad del método de Galérkin a lo largo de la
linea vertical h(z,y). Entonces, al realizar la integracién por partes al sistema de ecuaciones
referido se obtendra la formulacion variacional o débil del problema.

Reexpresando el sistema 3.8 mediante la sustitucion de las expresiones 3.9, se tiene:

N h
> /0 {ANUZ " O™ + AV 0™ ™ + AW L™ + 2ulyy " 0™ + ulhyy 0" 0" + Vi " ™
n=1

h
UGS — WIS — U™ = /0 fodz
(3.15)

Resolviendo la integracién con apoyo de las condiciones de ortogonalidad de la familia
de funciones de prueba:

L h o h o h o (2m+1)71\?h o ho
O 2ty + Ok Vg + ks e (DT S (3 Wtk

4 (=)™ h

_ = f (r)
m2m+1 2fx+0m
(3.16)

Para contar con expresiones en términos de velocidades de onda (expresiones 2.20 y
2.22), se acudira a las siguientes equivalencias con los términos elésticos:

A+2

pﬂ2=p<ﬁ>=u

pla® = B%) = (A +2u—p) = p

pla® —28%) = (A4 2u —2u) = A (3.17)

Sustituyendo lo anterior y aplicando el factor (;%h) en ambos lados de la ecuacion, se

obtiene:
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Uy — U — BU + BEALU™ — (o — BV —
4 (="
mp2m+1

2
fot =0 (3.18)

2
*((OZZ - 252)amn - 52anm)W£ = phaw

h

Aplicando el andlisis anterior a las ecuaciones de los campos v’ y v/, se tienen las si-
guientes expresiones:

Vi = B2V — &PV 4+ BEALV™ — (o = BIU—

2((OZ2 _ 2/82)amn _ BQanm)W;L — 4 (_1)m 2 (7')

h a1t e

v R0 (3.19)

2
W] — BPWi — BPW + o> AL W™ + p—h((a2 — 2B amn — B2 anm) U + V'] —
4 (=)™

2
A=) 2w
a1t o (3.20)

ph zZz

Las ecuaciones 3.18, 3.19 y 3.20 son las ecuaciones proyectadas de Navier en tres di-
mensiones en el plano horizontal para cada m. Como la ortogonalidad no es generalizada
surgen matrices de acomplamiento entre modos. La proyeccién emerge al aplicar el método
de Galérkin. De ahi la denominacién de Método de Proyeccién Variacional.

3.1.1 Campo forzante f;

La definicién del campo forzante f; estd basado en un método matricial para la propagacion
de ondas eldasticas planas, conocido como método de Thompson-Haskell. E1 método se basa en la
solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales que representan el movimiento y la rela-
cién constitutiva de manera tal que se requieren sélo las primeras derivadas del esfuerzo y el
desplazamiento en funcién de la profundidad (z). Sea el sistema de ecuaciones diferenciales:

of
5 Af (3.21)
donde f = f(z,w, k) es un vector que representa la dependencia de la profundidad para el
desplazamiento y el esfuerzo. La matriz constante A depende de las propiedades elasticas
del medio asi como de la lentitud y la frecuencia.

La matriz A y el vector f(z) para una onda incidente SH, considerando el anélisis del
campo de desplazamiento v(x,z,t):
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v(z, 2,t) = fi(z,w, k)elFe—et (3.22)

como una solucidén de la ecuacién de onda SH:

v pu (0% 0w
=L ==4 == 3.23
o2 p <81‘2 + 822) (3.23)
con los siguientes esfuerzos cortantes:
8f1 i(kr—w i(kr—w
O'yz ey uae (k t) — fze (k t)
Oy = ik frekz=eb (3.24)

Del esfuerzo cortante o, se obtiene la siguiente relacion entre las dos componentes del

M, (3.25)
ya

vector f:

Considerando la segunda ley de Newton:

00yy | 0oy, 9%v

or 0z o

(3.26)

y realizando las derivaciones correspondientes en las expresiones 3.22, 3.24, 3.25 y sustitu-
yendo en la ecuacién anterior, es posible deducir:

% = (k*n— pw?) fi (3.27)

Reexpresando los resultados de las ecuaciones 3.26 y 3.27 en la forma de 3.21:

d |fi] _ 0 pt
dz [fg] - [(kQM—pwz) 0 ] (3:28)

Asumiendo capas horizontales con propiedades fisicas constantes, la solucién de la
ecuacién 3.28 para un i-ésimo estrato determinado por su profundidad h = z;11 — z; es:

fi s N1
Al e

donde P; = e*i". Para una matriz diagonalizable A, es posible demostrar que existe una
matriz invertible A tal que:
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A=AVA~! (3.30)

donde A es la matriz de eigenvectores de A y V es la matriz de eigenvalores. Los eigenvalores
de A h para la propagacién de ondas SH se obtienen al resolver el polinomio de segundo
orden definido por: det[A;h — M| = 0, resultando la matriz V:

)\1 = hVi
)\2 = —hl/i (331)

2 2 , . .
donde v = \/ k= <k = \/ k? — %2, es el nimero de onda vertical. Para los eigenvectores se
resuelven las ecuaciones asociadas a los dos eigenvalores, resultando en la matriz A;:

A =
HiVi  — V5

L ] (3.32)

cuya matriz inversa es:

1 1
2 2%{1’] (3.33)
2

2pv;

Tomando la exponencial de la matriz de eigenvalores V: E = eV:

vih
E — [e o h] (3.34)

Finalmente la matriz propagadora P; se escribe como:

1 1 evi 0
—1
Pi=AMBil = [MW@' —Mz’w] [ 0 e”ih] (3:35)

Para un sistema de n estratos sobre un semiespacio se deriva una representacién me-
diante propagadores, que permite una manipulacién matricial que reduce la inestabilidad nu-
mérica (Lontsi et al., 2019; Aki y Richards, 1980), cuya expresion general es:

h _p,p, ,.p |8 (3.36)
lz 12
Zn+1 21
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Para una onda P-SV incidente, se considera la solucion para la ecuacién de onda elasti-
ca o de Navier sin dependencia con la coordenada y, cuyo vector de desplazamiento-esfuerzo
w = (wy, ws, w3, wy)? se obtiene mediante los campos de desplazamientos:

u = wy(z,k,w)e!Fr—
v=20
w = jws(z, k:,w)ei(kx_‘“t) (3.37)

con los esfuerzos asociados:

Oz = w3(z, k, w)ei(km_“’t)

0., = 1wy (z, k, w)ei(k‘rf‘”t) (3.38)

Relacionando las expresiones anteriores mediante la ley de Hooke y la segunda ley de
Newton, se obtiene la ecuacién diferencial para el vector w en un medio homogéneo:

dw

— =A 3.39

En este sentido, la matriz A se conoce como la matriz de solucién del sistema (Aki
y Richards, 1980). Con base en esta solucién es posible construir tanto la matriz propagadora
como la matriz de interfaz con el semiespacio. La matriz A es:

0 —iwk  pt 0
pesTy O T
A= | weuhn o A (3.40)
- )\fZ(M B pw 0 0 )\Tlu
0 —pw?  —iwk 0

De manera similar al caso SH, se resuelve 3.39, mediante el problema de eigenvalores
y eigenvectores del sistema lineal, quedando definido por un polinomio de cuarto orden con
la forma: det[Ah—al] = 0, con h = z— z,.s. La solucién de este polinomio da como resultado
cuatro eigenvalores y cuatro eigenvectores, que se representan en las respectivas matrices E
y A:

e 0 0 0
0 e™ 0 0
E= 3.41
0 0 e 0 (4D
0 0 0 e
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ok Bn ak Bn
A= oot TR ot PR Ga)
2iwpa S kE iwpB(l —2B°k*)6  —2iwpalfkE  —iwpB(l —26°k*)
iwpa(l — 23%k2) —2iwpB3kn iwpa(l — 23%k?) —2iwpB3kn
donde ¢ = |/k? — %;h, n=/k*— “Tj y sus respectivos negativos son los eigenvalores de la
matriz A.
La matriz inversa A~! es:
2Bukén  —Bun(k* +n?) —Bkn By
B |rapg(R ) 2aukén afn  —akg (3.43)
2apsvw? | 2Bukén Bun(n® + k%) Bkn  Bén
—apf(K*+1%)  —20pkén  —afn —akg

Llevando a solucién del vector de desplazamiento - esfuerzo en la capa del fondo (n+1)
subyaciendo a la capa n, se tiene:

w1 w1
w2 w2
=P, (3.44)
w3 w3
w. w
4 Zn+1 4 Zn

donde P,, = A,E,A;! es el propagador correspondiente a dicho sistema de capas. Final-
mente, para un modelo de n-capas sobre un semiespacio, la solucién queda definida por una
secuencia de propagadores que van desde el fondo del modelo hasta la primer capa:

w1 w1

w2 w2

N ~P.P, 1Py (" (3.45)
3 3

w w

4 Zn+1 4 zZ1

Con lo anterior es posible calcular las funciones de transferencia para ondas incidentes
SH y PSV, a lo largo de diferentes profundidades para los modelos establecidos, obtenien-
do una primera aproximacién de un campo forzante en la base del modelo, suficiente para
inducir un efecto en una superficie irregular cuya variacién de profundidad es lo suficien-
temente suave como para asumir que el efecto eldstico en puntos cercanos al de interés serad
similar.
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3.2 Modelo numérico

El método de proyeccion variacional se basa en dos métodos numéricos que se encargan de
la solucién de la ecuacion de onda, para un medio con geometria irregular y una variacién
suave en profundidad.

El primero de ellos es el método pseudoespectral, que tomard en cuenta una velocidad - es-
fuerzo, lo cual tiene la finalidad de reducir el orden de la ecuacién diferencial y hace apropia-
do implementar un esquema de diferencias finitas con malla alternada, esto es la discretizacion
del espacio y tiempo para la velocidad y el esfuerzo (Avila-Carrera et al., 2002). De acuerdo
con Furumura y Takenaka (1996), es un método para resolver numericamente campos de on-
das en 2 y tres dimensiones en el dominio del tiempo, que ofrece ventajas de computo sobre
otros esquemas de modelacién numérica de campos de ondas, como las diferencias finitas
o el elemento finito. Asimismo es posible introducir efectos aneldsticos y anisotrépicos en
dicho esquema. Las variables de campo espaciales son expandidas en polinomios de inter-
polacién de Fourier y la derivacion es efectuada analiticamente en el dominio del ntimero de
onda. De acuerdo con lo anterior, se encuentran ventajas al requerir una cantidad menor de
almacenamiento y en consecuencia de menor tiempo de computo.

La idea principal del método es emplear un esquema de diferencias finitas centradas
para la derivacién temporal, en tanto que las derivadas espaciales se buscan resolver me-
diante una transformacién de Fourier en el dominio del ntiimero de onda. En este sentido,
considérese una discretizacién del medio espacial y temporal en una dimensién por cuestio-
nes de simplificar la visualizacién, representado en la figura 3.2:
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3.2. MODELO NUMERICO 35

FIGURA 3.2: Malla de discretizacion espacial-temporal 1D para una formula-
cién velocidad-esfuerzo .

Para ejemplificar la aplicacién de este método, se discretizara la ecuacién de onda SH
en una dimension:

0% 0 ou
o 2e= 2 [M%J (3.46)

para evitar la diferenciacién de yi(x), se redefiniran las variables de la ecuacién mediante las
siguientes definiciones:

. Ou
ou
0= M(ﬂf)a*

consiguiendo las siguientes ecuaciones simultdneas que sustituyen a la ecuacién original:

ou 1 Oo
= __- 3.48
ot p(x) ox (3.48)
do () ou
_ = x)—
ot ~ Mz
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36 CAPITULO 3. DESCRIPCION DEL METODO DE PROYECCION VARIACIONAL

Aplicando la discretizacion de las ecuaciones anteriores siguiendo la malla alternada
de esfuerzo-velocidad, se tiene:

nt1/2 .n—1/2
u;‘f/ _u:}l/

Lafn+1/2 - U:Ln—l/2
At Pm Ax

n+tl  n .n+1/2 .n+1/2
m+1/2 ~ Tmt1/2 Uy 1~ — Um

ag

(3.49)

Con dichas ecuaciones discretas es posible obtener la aproximacién de la ecuacién pro-
puesta usando la formulacién velocidad esfuerzo para el tiempo n + 1 conocidos los valores
de o en la mitad de la malla en cada lado del punto de velocidad. De acuerdo con Aki y Ri-
chards (1980), el error es proporcional al cuadrado del intervalo de muestreo, que en este
caso se considera a la mitad.

Con respecto a la derivacion espacial se recurre a la Transformada de Fourier, como un
método bien conocido para estudiar respuestas fisicas de estructuras geolégicas a través de
sefales que transcurren en tiempo y espacio. De manera general, este método matematico
transforma el dominio temporal al de la frecuencia y el espacial al del nimero de onda, favo-
reciendo el andlisis y tratamiento de las sefales, esto es, simplifica operaciones matematicas
que en el dominio espacio-temporal serian complicadas de resolver.

En este sentido, la transformada de Fourier y su transformada inversa continuas, tienen
la siguiente estructura respectivamente:

F(k,t) = /OO f(z, t)e ke dz

f(z,t) = % / b F(k, t)et @ dk (3.50)

—0o0

Sus expresiones en un medio discreto son las siguientes:

N-1 ‘
lj
T = > fjexp [—ZQWNAxZAQTk] ,1=[0,N —1]
]:
1= jl
fi=~ > Frexp [i27rN] i=[0,N — 1] (3.51)

De esta manera la operacion de diferenciacién en el dominio de Fourier implica la mul-
tiplicacion del espectro de la sefial por el valor del ntimero de onda elevado al nimero de
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orden de diferenciacién. Para expresar el resultado en tiempo, basta con aplicar la transfor-
mada inversa del resultado obtenido. Lo anterior se expresa matematicamente de la siguiente
manera:

O _ 1 [*
oz 21 J_

(ik™)F (K, t)et*2dk (3.52)

Para el caso de la derivacion numérica en el tiempo, se recurre al método de diferencias
finitas centradas, que aplicado a una funcién U con un intervalo de discretizacion At es:

9U  Untl —oui 4yt
o A2 (3:53)

A este esquema en diferencias finitas temporales se le introduce amortiguamiento me-
diante una modificacion del operador diferencial temporal, conocida como ecuacion del tele-
grafista, pues se us6, probablemente a sugerencia de Lord Kelvin, para modelar la atenuaciéon
en el cable del telégrafo trasatlantico:

P — % +Ya (3.54)
donde v, es un factor de amortiguamiento que produce atenuacién espacial y temporal que
para valores pequefios de atenuacién son semejantes al modelo reolégico de Maxwell (Kos-
loff y Kosloff, 1986), quien las usara para generar fronteras absorbentes. En el contexto sismo-
16gico se han empleado modelos reolégicos avanzados como el de Zener (Moczo et al., 2014)
. Sin embargo, por sencillez se usa la formulacién 3.53. Aplicando la atenuacién al operador
diferencial, resulta:

U ur . oun

57 = a2 + 27, o +~2Un (3.55)

De esta forma, el operador diferencial en tiempo resultante es:

aQU B UnJrl —2U™ + Unfl N Un+1 _ Unfl N 2U'n+1 + Unfl

ot2 Af2 Ya At Ta 2 (3.56)

3.3 Modelo Computacional

Para el célculo de la respuesta sismica de medios irregulares mediante el VPM se empleard
un modelo de cémputo hibrido, en el cual se busca implementar esquemas de programa-
cién modular mediante los lenguajes Fortran y Python, asi como programacién en paralelo
mediante la tecnologia CUDA, por medio de la expansién de librerias CUDA en Fortran.
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La principal finalidad de la programacién en paralelo es optimizar las operaciones que
se realizan sobre matrices, las cuales se encuentran involucradas en la mayoria de los al-
goritmos que sustentan al método de proyeccién variacional, ya que el calculo del campo
de desplazamientos se realiza sobre una configuraciéon de malla cuya discretizacion puede
resultar importante, en funcién del grado de detalle que se necesite representar espacial y
temporalmente.

Dado lo anterior el disefio de los algoritmos esta intrinsecamente relacionado con las
especificaciones del equipo de computo disponible tanto en CPU como en GPU. En las tablas
3.1y 3.2 se presentan las caracteristicas del equipo del computo empleado para la implemen-
tacion:

TABLA 3.1: Especificaciones equipo de computo (CPU)

Equipo HP Pavilion Power LapTop 15-cbOxx
Procesador Intel (R) Core (TM) i5 - 7300 HQ CPU @ 2.5 GHz
RAM instalada  8.00 GB (7.89 GB utilizable)

Tipo de Sistema 64 bits, procesador x64

TABLA 3.2: Especificaciones equipo de cémputo (GPU)

Informacién de dispositivo grafico ‘

Tarjeta Gréfica NVIDIA GeForce GTX 1050
Capacidad de Cémputo 6.1
Memoria Global Total 4.00 GB

Memoria Constante Total 65536 B
Informacién de multiprocesadores (MP)

# de multiprocesadores 5
Memoria compartida x MP 49152 B
Ntcleos por MP 128
Ncleos totales 640
Max. hilos x MP 2048
Max. hilos x bloque 1024

Max. dimensiones x bloque 1024 x 1024 x 64
Max. dimensiones x malla 2147483647 x 65535 x 65535

Las caracteristicas anteriores representan los limites de hardware disponibles para lle-
var a cabo el cdlculo numérico en términos de los pardmetros de configuracién de la progra-
macién con el GPU. En este sentido, es preciso tener presente los aspectos siguientes:

1. Ntmero y configuracién de los bloques de hilos en cada ejecucién del kernel.
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Ntimero y configuracién de los hilos en cada bloque.
Las mallas deben ser arreglos 2D de bloques.

Los bloques son arreglos 3D de hilos.

AN B

El producto de las 3 componentes de los bloques especificados en la configuracién de
ejecucion del kernel debe ser menor o igual al niimero méximo de hilos por bloque,
que en este caso es de 1024.

Los puntos anteriores son de suma importancia al tratar con arreglos tensoriales de or-
den 2 o superiores. Las llamadas al kernel GPU requieren de una segmentaciéon en bloques
e hilos a emplear en la ejecucion del algoritmo. El nimero de hilos en una ejecucién simple
del kernel (esto es, para la paralelizacién de una operacién con un arreglo 1D) debe ser del
mismo tamafio y evidentemente no exceder el limite establecido por el hardware disponible.
Para el caso de una ejecucién que implique un arreglo 2D, se emplean multiples bloques de
hilos para acceder a cada una de las dimensiones de la matriz. En este caso se requiere acce-
der a la arquitectura de la tarjeta grafica mediante indices de forma de obtener valores tinicos
para cada elemento del arreglo. Lo anterior se logra con la enumeracién de las dimensiones
del bloque y el identificador de bloque, los cuales contienen el nimero de hilos en un bloque y el
indice del bloque dentro de la malla, respectivamente. La figura 3.3 muestra la distribucién
de los parametros anteriores.

s 4 N blockldx%x

1 2 3 a8 I BON BN A S 12 3 4 s threadldx%x

hlockDim%x

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
(blockldx%x-1) * blockDim%x + threadldx%x

FIGURA 3.3: Distribucién esquemadtica de hilos dentro de una tarjeta gréfica.
Arreglo unidimensional de hilos.

Para arreglos vectoriales, el indice queda entonces determinado por la operacion:

(blockIdx %x — 1) * blockDim %x + threadldx %x (3.57)

donde blockIdx %z representa el identificador asociado a cada uno de los bloques en que se
han segmentado los hilos en una dimension, la variable block Dim %ax representa el nimero
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de bloques en una direccién y threadIdxz %x representa el indice de cada hilo en su respectivo
bloque.

Lo anterior es reproducible en dos dimensiones para el acceso a hilos que representen
elementos dentro de un arreglo matricial. En este caso se requieren de variables que accedan
a hilos en los bloques a lo largo de una segunda dimensién, y:

(blockIdx %y — 1) x block Dim %y + threadIdx %y (3.58)

3.3.1 Pruebas al rendimiento de programacién CUDA

Se realizaron diversos cdlculos aplicando programacién en paralelo mediante CUDA con el
fin de comparar la eficiencia con respecto a una programacién convencional de naturaleza
secuencial. Para ello se implementaron algunas operaciones del dlgebra lineal basicas (BLAS,
Basic Linear Algebra Subroutines) como el producto escalar y adicién vectorial también co-
nocida como SAXPY (Single-Precision AX Plus Y) y la multiplicacién de dos matrices cuadra-
das (MATMULT). Para realizar la prueba se consideraron arreglos vectoriales y matriciales
de diferentes dimensiones, considerando potencias de 2. En el caso SAXPY se consideraron
las dimensiones: N = {220,221 222 223 924 925 926 927} o cual significa que el arreglo mini-
mo consta de 1'048'576 ntiimeros reales de doble precisién y el mayor de 134'217'728 nameros
reales de doble precision, representando el limite admitido por el sistema operativo para re-
servar memoria. Con respecto a las operaciones con matrices se emplearon las dimensiones:
2V x 2N para N={6,7,8,9,10,11,12,13}.

En la figura 3.4 se aprecian las curvas que representan el tiempo de cdlculo requerido
para calcular la operaciéon SAXPY con respecto a un incremento en el nimero de elementos
en los arreglos unidimensionales. Se aprecia que la tasa de incremento en el tiempo para
la programacion CUDA es sumamente relajada, alcanzando 16.921[ms] para 2¢ elementos,
mientras que secuencialmente ese calculo se efectia en 187.5[ms], representando un factor
de 11 en mayor rapidez. En la tabla 3.3 se despliegan los resultados numéricos de esta com-
paracion.
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TABLA 3.3: Comparacién numérica de tiempos de cdlculo [ms]: SAXPY

# elementos Secuencial CUDA 512

220 1.5 0.765
221 7.25 1.093
222 15.625 1.5872
223 31.25 2.664
224 48.875 4.810
225 109.375 8.724
226 187.5 16.921
227 — 33.220

FIGURA 3.4: Comparacién de tiempo de calculo para la operacién SAXPY, se-
cuencial vs CUDA

Los resultados de la multiplicacién de matrices (MATMULT) se resumen en la figura
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3.5 y las tablas 3.4 y 3.5. En este caso se presenta de manera maés clara la eficiencia de la
programacion en paralelo mediante tarjeta grafica. Existe una amplia separacion en varios
6rdenes de magnitud del tiempo requerido para efectuar una multiplicaciéon de matrices
cuadradas, el cual crece exponencialmente para una programacion clasica. El aspecto mas
sobresaliente de esta comparacién se aprecia en el caso del arreglo bidimensional con 8192 x
8192 = 67'108'864 elementos. El tiempo requerido para un calculo secuencial con la siguiente
estructura:

Cij = Azk * Bkj (359)
requiere de 24'307'546[ms] equivalentes a 6.75[hrs| en tanto que el algoritmo disefiado para la

programacion en paralelo con CUDA requirié de menos de 1[ms]. Lo anterior representa las
grandes capacidades que son alcanzables con un pensamiento de programacién en paralelo.

TABLA 3.4: Comparacién numérica de tiempos de célculo [ms]: MATMULT (1)

# elementos Secuencial CUDA 4 CUDA8 CUDA 16 CUDA32 CUDA64 CUDA 128

206 5 26 1.5 0.707 0.727 0.797 0.789 0.632 —

27 x 27 15.62 0.654 0.818 0.622 0.622 0.763 0.553
28 x 28 156.25 0.645 0.492 0.452 0.827 0.589 0.417
29 x 29 1234.375 0.499 0.646 0.695 0.801 0.689 0.852
210 5 910 17578.125  0.856 0.801 0.843 0.905 0.798 0.788
oML 5 o1l 287500 0.816 0.851 0.732 1.228 0.621 0.688
212 912 2630000 1.298 1.326 1.159 1.603 0.765 0.841
213 x 213 24307546  1.235 1.045 1.523 1.926 0.849 0.519

TABLA 3.5: Comparacién numérica de tiempos de célculo [ms]: MATMULT (2)

# elementos CUDA 256 CUDA 512 CUDA 1024 CUDA 2048 CUDA 4096 CUDA 8192

26 « 26 — — _ _ _ _

27 x 27 — — — — — _

28 % 28 0.624 — — — — —

29 x 29 0.680 0.799 — — — —

210 5 210 0.800 0.714 0.637 — — —

2H x 2t 0.644 0.626 0.576 0.773 — —

212 x 212 0.603 0.867 0.786 0.865 0.609 —

213 x 213 0.553 0.933 0.849 0.844 0.715 0.670
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FIGURA 3.5: Comparacién de tiempo de célculo para la operacion MATMULT,
secuencial vs CUDA

El modelo de cémputo propuesto se basa en una programacion modular y en parale-
lo integrado en tres lenguajes de programacién: Fortran, Python y CUDA Fortran. Con este
esquema se efecttia el VPM en dos etapas: definicién del campo forzante f (movimiento
impuesto, movimiento de referencia) en la base de los modelos, mediante las funciones de
transferencia calculadas con el método de Haskell modificado; célculo del campo de des-
plazamiento en superficie debido al movimiento de referencia, mediante el método VPM.
Finalmente se realiza la visualizacién de resultados mediante sismogramas sintéticos y si-
mulaciones computacionales del movimiento de los modelos propuestos.

En el siguiente diagrama de flujo se ejemplifica el proceso de computo para lograr cada
uno de los puntos descritos anteriormente.

Instituto de Geofisica Kevin Axel Vargas Zamudio
U.N.A.M. Posgrado en Ciencias de la Tierra



44 CAPITULO 3. DESCRIPCION DEL METODO DE PROYECCION VARIACIONAL

Inicio

Definir modelos y su
discretizacis’)n [CUDA]

Calcular campo
forzante en base de
los modelos. Método
de Haskell [CUDA]

Inicia VPM, ¢1 — t:

A 4
Paso al dominio

del tiempo: Con-
voluciéon FT con
Pulso de Ricker
Derivacion es-
pacial: FFT

¥
Derivacién temporal:
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FIGURA 3.6: Diagrama de flujo que muestra la solucién al problema de propa-
gacién para medios irregulares utilizando la formulacién del Método de Pro-
yeccién Variacional Optimizado (OVPM).
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Resultados y calibracion del método
VPM

En este capitulo se describen los modelos para los cuales serd aplicado el VPM como método
para calcular el campo de desplazamientos producido por la propagacién de ondas sismicas.
Se presentan diversos ejemplos de modelos simplificados de cuencas, en 2 y 3 dimensiones.
Para el primer caso se compara la respuesta sismica de un modelo con forma trapezoidal de
acuerdo al trabajo de Kawase y Aki (1989). Para el segundo caso, se comparan las respuestas
elasticas para un modelo de paraboloide y de croissant (Sdnchez-Sesma y Luzén, 1995) , cal-
culados con el método IBEM. Asimismo, se prueba el método en un caso de modelo realista,
el cual representard la Cuenca del Valle de México, en el que se busca explorar la eficiencia
del método en términos de tiempo de calculo considerando una robusta discretizaciéon del
valle.

4.1 Modelos sintéticos

4.1.1 Modelo 2D trapezoidal

En este caso se realiza el calculo de la respuesta sismica de un modelo con forma trapezoidal
propuesto por Kawase y Aki (1989) para hacer una aproximacién de una cuenca aluvial
profunda, con 1 km de profundidad, 10 km de anchura y una zona de transicién de 2km.

Los parametros de discretizacién del perfil empleado para el célculo de los campos de
desplazamiento se resume en la tabla 4.1:

Kevin Axel Vargas Zamudio 45
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46 CAPITULO 4. RESULTADOS Y CALIBRACION DEL METODO VPM

TABLA 4.1: Pardmetros del perfil a lo largo del eje x.

Puntos de discretizacion direccion X,Y: nx = 64

Espaciamiento en direccién X, Y: dx = 0.15625[km]
Longitud: X 10.0[km]
Profundidad max: 1[km]

Un esquema de este modelo se presenta en la figura 4.1

FIGURA 4.1: Modelo sintético de un valle aluvial con forma trapezoidal de
acuerdo a las dimensiones propuestas en (Kawase y Aki, 1989)

El valle estd conformado por materiales relativamente blandos respecto del semies-
pacio que sobreyace. En la tabla 4.2 se muestran los valores numéricos de las propiedades
fisicas del valle y del semiespacio, retomados del trabajo original.

Kevin Axel Vargas Zamudio Instituto de Geofisica
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TABLA 4.2: Valores de las propiedades fisicas del modelo trapezoidal (Kawase

y Aki, 1989)

Velocidad ondas S del modelo (3,41¢ 1.0[’%”]
Velocidad ondas S del semiespacio Sy s 2.5[%]
Velocidad ondas P del modelo a1 2.0[’%”]
Velocidad ondas P del semiespacio airs 5.0~
Densidad del valle pyqe 1.0[- n% 3]
Densidad del semiespacio pps 1.0[-%]
Profundidad max. del modelo: 1000[m)]
Factor de amortiguamiento Onda P Modelo QP,q¢ 100
Factor de amortiguamiento Onda P Semiespacio QPrs 1000
Factor de amortiguamiento Onda S Modelo QSyqiie 100

Factor de amortiguamiento Onda S Semiespacio QSys 1000

En primer lugar se tiene una comparacién del campo de desplazamientos generados
por la incidencia de una onda SH, cuyos paramétros de propagacion se concentran en la
siguiente tabla:

TABLA 4.3: Valores de las propiedades de propagacién de onda SH

Tipo de onda SH

Angulo de incidencia 0°

Azimut ¢ 0°

Polarizacion 0°

Periodos pulso de Ricker ¢4, t, 5.0[s],{2.0,4.0}[s]
Numero de frecuencias 512

Frecuencia Maxima f,qz 16.667[H ]

Para el primer caso se presenta una incidencia vertical de onda SH, con movimiento
impuesto en la base mediante un pulso de Ricker de t,, = 4[s], f, = 0.25[H 2], cuya funcién
de transferencia se muestra en la figura 4.2.

Instituto de Geofisica Kevin Axel Vargas Zamudio
U.N.A.M. Posgrado en Ciencias de la Tierra



48 CAPITULO 4. RESULTADOS Y CALIBRACION DEL METODO VPM

FIGURA 4.2: Funcién de Transferencia generada con el método de Haskell para
un punto a la maxima profundidad del modelo 1000[m/, ante la incidencia de
una onda SH.

En el campo de desplazamiento V' (z, t) se distingue la presencia de un patrén de ondas
propagédndose horizontal generadas por la zona de transicién del trapezoide, efecto identi-
ficado como el modo fundamental de las ondas de Love, cuya amplitud es menor que la
incidencia directa. Se identifica una regular atenuaciéon dada por el factor Qe = 100 en
combinacién con una configuracion modal del VPM relajada (m = 2). El parametro anterior
resulta ser suficiente para generar de manera suficiente el modo fundamental de las ondas
de Love, sin causar la presencia de reverberancias espurias en los sismoramas sintéticos,
ademas de coadyuvar en la eficiencia del calculo. En la figura 4.3 se aprecia el campo de on-
das descrito anteriormente, en comparacién con los resultados obtenidos por Kawase y Aki
(1989), que se muestra una similitud coherente entre ambos, resaltando que el método apli-
cado por citados autores es de solucién por funciones de Green. Es importante mencionar que
para este caso no se estd aplicando una optimacién por medio de CUDA, dado que el mé-
todo aplicado a un caso bidimensional, es en esencia ligero computacionalmente, logrando
obtener los resultados en unos segundos.

Kevin Axel Vargas Zamudio Instituto de Geofisica
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FIGURA 4.3: Sismogramas sintéticos para incidencia vertical de una onda SH,
excitacién producida por un pulso de Ricker con T, = 4[s], f, = 0.25[Hz]

FIGURA 4.4: Sismogramas sintéticos reportados por Kawase y Aki (1989), ex-
citacién producida por un pulso de Ricker con T}, = 4[s], f, = 0.25[H~]

Ahora se comparan resultados para un pulso de Ricker con 7, = 2[s], f,, = 0.5[Hz].

Instituto de Geofisica Kevin Axel Vargas Zamudio
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Se aprecia que la amplitud de las ondas de Love es ligeramente menor a lo largo de la pro-
pagacion, debido a la dispersion de energia entre el modo fundamental y el primer modo
superior en frecuencias mayores que 0.5 [Hz] de acuerdo a Kawase y Aki (1989) (figura 4.7).
En el caso de los resultados del VPM (4.5), se empiezan a presentar inestabilidades en forma
de ruido numérico que provoca oscilaciones de relativa poca amplitud a lo largo de todo el
movimiento, ya que la frecuencia del pulso se acerca al limite de estabilidad del método dada
por la condiciéon de Courant. Para moderar este efecto, es posible ajustar pardmetros como
el nimero modal del método asi como el factor de atenuacién Q. Ejemplo de la variacion del
factor de atenuacion, se presenta el resultado de aplicar () = 1000, que es 50 veces menor
que el factor aplicado en el primer resultado mostrado. Se distinguen las ondas de Love pero
con presencia mas importante de oscilaciones de mayor frecuencia.

FIGURA 4.5: Sismogramas sintéticos para incidencia vertical de una onda SH,
excitaciéon producida por un pulso de Ricker con T, = 2[s], f, = 0.5[Hz] y un
factor de atenuaciéon @ = 20

Kevin Axel Vargas Zamudio Instituto de Geofisica
Posgrado en Ciencias de la Tierra UN.AM.



4.1. MODELOS SINTETICOS 51

FIGURA 4.6: Sismogramas sintéticos para incidencia vertical de una onda SH,
excitaciéon producida por un pulso de Ricker con T, = 2[s], f, = 0.5[Hz] y un
factor de atenuacién Q = 1000

FIGURA 4.7: Sismogramas sintéticos reportados por Kawase y Aki (1989), ex-
citacién producida por un pulso de Ricker con T}, = 2]s], f, = 0.5[H?z]

Ahora se comparan los sismogramas que resultan de la interacciéon de una onda SV
que incide verticalmente con el valle (tabla 4.4). De la misma forma, se presentan los casos de

Instituto de Geofisica Kevin Axel Vargas Zamudio
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una excitacién por medio de un pulso de Ricker a las dos frecuencias f, = 0.25[H 2], 0.4[H z].
Para el caso horizontal se pierde el patréon en forma de X que se aprecia en el movimiento
antiplano dada la incidencia de la onda SH, pero se cuenta con la presencia de un patrén de
onda en las zonas correspondientes a la transicién de la geometria y la zona plana. Dichas
diferencias se deben al valor mads alto de velocidades de fase y grupo por parte de las ondas
de Rayleigh generadas en la superficie. Se distingue que la onda superficial toma 5 [s] para
llegar al lado opuesto del modelo (figura 4.9). Por parte de los resultados generados por
el VPM, se aprecia la generacién de las ondas de Rayleigh y la llegada al lado opuesto del
modelo, pero con una resonancia mds pronunciada a lo largo del tiempo. En las componentes
verticales se distingue una buena correlaciéon del movimiento, notando que en el caso del
VPM, la movimiento tiene una atenuacién més relajada (figura 4.8)

TABLA 4.4: Valores de las propiedades de propagacién de onda SH

Tipo de onda SV
Angulo de incidencia y 0°
Azimut ¢ 0°
Polarizacién 90°
Periodos pulso de Ricker ¢, ¢, 5.0[s], {2.0,4.0}[s]
Numero de frecuencias 512
Frecuencia Maxima f,qz 16.667[H z]
Kevin Axel Vargas Zamudio Instituto de Geofisica
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FIGURA 4.8: Sismogramas sintéticos para incidencia vertical de una onda SV,
excitaciéon producida por un pulso de Ricker con T}, = 4[s], f, = 0.25[Hz].
Sismograma superior: U(x,t), sismograma inferior: Wz, t)
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FIGURA 4.9: Sismogramas sintéticos reportados por Kawase y Aki (1989), ex-
citaciéon producida por un pulso de Ricker con T}, = 4[s], f,, = 0.25[H z]. Sismo-
grama superior: U(z, t), sismograma inferior: W (z,t)

Para la excitacién correspondiente a la ondicula de Ricker con f, = 0.5[Hz], se iden-
tifican ondas de Rayleigh, reveldandose el modo fundamental con una movimiento vertical
dominante, asi como el primer modo dominando sobre el movimiento horizontal, ambos con
un tiempo de movimiento de alrededor 20 [s] (figura 4.11) ((Kawase y Aki, 1989)). El método
VPM alcanza a reproducir una aproximacion bastante buena de la interaccién de las ondas
SV en superficie, aunque se debe tomar con cierta cautela, dado que la formulacién rigida
del método no asegura una correcta absorcion de la enegia en el valle aluvial (figura4.10).
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FIGURA 4.10: Sismogramas sintéticos para incidencia vertical de una onda SV,
excitacion producida por un pulso de Ricker con T, = 2[s|, f, = 0.5[H z]. Sis-
mograma superior: U(z,t), sismograma inferior: W (x, t)
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FIGURA 4.11: Sismogramas sintéticos reportados por Kawase y Aki (1989), ex-
citaciéon producida por un pulso de Ricker con T, = 2[s], f, = 0.5[H z]. Sismo-
grama superior: U(x, t), sismograma inferior: W (x, t)

4.1.2 Modelos 3D

Modelo de croissant y su respuesta sismica

A continuacién se presenta la aplicacién del método desarrollado en esta tesis a modelos
tridimensionales con el fin de evaluar la factibilidad en términos de aproximacion a la fisica
de la propagacién de energia eldstica en medios geométricamente méds complejos, asi como
su desempefio computacional. Para este fin, se presenta una comparacién con resultados
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obtenidos a través del Método Indirecto de Elementos de Frontera (IBEM, Indirect Boundary-
Element Method), el cual estd basado en representaciones integrales para ondas sismicas
empleando fuentes en la frontera de una capa simple. Se calcula la respuesta elastica de un
medio con forma irregular, formada por la interseccién de dos cirunferencias de didmetros
diferentes. Se comparan los resultados por Sdnchez-Sesma y Luzén (1995) para un caso de
incidencia de onda SH a v = 30 e incidencia de onda SV a~y = 30y ¢ = 0, para ambos casos.

Los parametros de discretizacion de la malla empleada para el célculo de los campos
de desplazamiento se resume en la tabla 4.5:

TABLA 4.5: Parametros de discretizacion de las mallas para modelos sintéticos

Puntos de discretizacion direccion X,Y: n, x ny, =n 64 x 64 = 4096

Espaciamiento en direccién X, Y: d,, d, 0.15625[km], 0.1875[km)]
Longitud: X,Y 10[km], 12[km)

Semieje mayor: a 4[km]

Semieje menor: b 2.8[km]

Profundidad max: 648[m]

El modelo fue propuesto por Sanchez-Sesma y Luzén (1995), el cual representa un
valle aluvial con una geometria irregular, denominada coloquialmente como croissant. Las
propiedades del semiespacio corresponden a las de un sélido de Poisson v = 0.25, mientras
que las del valle aluvial corresponden a materiales més blandos relativamente, considerando
vas = 0.35y con densidad pyque = 0.8pps. Enla tabla 4.6 se muestran los valores numéricos
de las propiedades fisicas del modelo.

TABLA 4.6: Valores de las propiedades fisicas del modelo croissant

Velocidad ondas S del modelo 3,4¢ 1.0[’%”}
Velocidad ondas S del semiespacio Sxs 2.0[’%’”}
Velocidad ondas P del modelo aq;e 2.0817[’%”]
Velocidad ondas P del semiespacio an g 3.4641 ["“Tm]
Densidad del valle pyqe 2.136 7791 3]
Densidad del semiespacio prs 2.67[C gl 3
Profundidad méx. del modelo: 201.433[m]
Factor de amortiguamiento Onda P Modelo Q P,41;¢ 20
Factor de amortiguamiento Onda P Semiespacio QPrs 1000
Factor de amortiguamiento Onda S Modelo QSyaize 20
Factor de amortiguamiento Onda S Semiespacio QSgs 1000
Instituto de Geofisica Kevin Axel Vargas Zamudio
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En la figura 4.12 se aprecia la distribucioén espacial del modelo de croissant. Asimismo,
se presentan las curvas de nivel del modelo con el respectivo mallado de 4096 nodos y las
lineas de receptores, de forma que sea posible determinar el movimiento eldstico conside-
rando la parte mds profunda de la cuenca (figura 4.13)

FIGURA 4.12: Modelo sintético de un valle aluvial con forma de croissant, pro-
puesto por Sanchez-Sesma y Luzoén (1995)
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FIGURA 4.13: Curvas de nivel del modelo de croissant. Se muestran las lineas
de receptores cruzando a través de la parte mdas profunda de la cuenca.

Como primer caso se representa el efecto sismico que causa la incidencia de una onda
SH con un dngulo vy = 30.
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TABLA 4.7: Valores de las propiedades de propagacién de onda

Tipo de onda SH

Angulo de incidencia y 30°

Azimut ¢ 0°
Polarizacién 0°

Periodos pulso de Ricker ¢,,t, 5.0[s], 3.0[s]
Numero de frecuencias 512
Frecuencia Maxima f,,q. 20[H 2]

En la figura 4.15 se muestran los resultados obtenidos por Sanchez-Sesma y Luzén
(1995). Se distingue que existe una emision de ondas difractadas causadas por la irregulari-
dad del valle, mostrando una amplitud ligeramente menor que la incidencia de la onda. Es
posible observar la emision de energia difractada de forma muy sutil debido a que se pre-
senta una fuerte atenuacién geométrica. Por parte de los resultados generados por el VPM
(figura 4.14), se encuentra una similitud aceptable, aunque de nuevo, la atenuacién presenta
ciertas discrepancias debido a que el método es formulado como base rigida, impidiendo una
6ptima absorcion de la energia, y la consecuente ondulacién, que es posible regular mediante
un control paramétrico del VPM, a través del nimero modal m.

Para la incidencia de ondas SV se observan patrones de ondas refractadas dentro del
valle asi como emisién de energia difractada, lo cual produce dispersién de ondas de Ray-
leigh por la emision tardia en el rebote de las ondas dentro de la cuenca sedimentaria (Sdnchez-
Sesma y Luzén, 1995) (figura 4.17). El método VPM es capaz de reproducir una fraccién de
esta fisica a un costo computacional muy bajo, suficiente para modelar el efecto de ondas su-
perficiales en medios geométricamente mas complejos. Se muestra una correlacién aceptable
entre la emision de ondas causadas por la irregularidad de la cuenca (figura 4.16).
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FIGURA 4.14: Sismogramas sintéticos para incidencia vertical de

una onda SH, excitacién producida por un pulso de Ricker con

T, = 3[s|,fp = 0333[Hz]. Sismogramas en orden descendente:
V(z,ny,t),V(nz,y,t),U(nz,y,t), W(nz,y,t).
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FIGURA 4.15: Sismogramas sintéticos reportados por Sanchez-Sesma

y Luzén (1995), excitacién producida por un pulso de Ricker con

T, = 3[s],fp, = 0.333[Hz]. Sismogramas en orden descendente:
V(z,ny,t),V(nz,y,t),U(nz,y,t), W(nz,y,t).

Kevin Axel Vargas Zamudio Instituto de Geofisica
Posgrado en Ciencias de la Tierra UN.AM.



4.1. MODELOS SINTETICOS 63

FIGURA 4.16: Sismogramas sintéticos para incidencia vertical de

una onda SV, excitaciéon producida por un pulso de Ricker con

T, = 3[s],fp, = 0.333[Hz]. Sismogramas en orden descendente:
W(z,ny,t), W(nz,y,t),U(z,ny,t), V(nz,y,t),U(nz,y,t).

Instituto de Geofisica Kevin Axel Vargas Zamudio
U.N.A.M. Posgrado en Ciencias de la Tierra



64 CAPITULO 4. RESULTADOS Y CALIBRACION DEL METODO VPM

FIGURA 4.17: Sismogramas sintéticos reportados por Sanchez-Sesma

y Luzén (1995), excitaciéon producida por un pulso de Ricker con

T, = 3[s],fp, = 0.333[Hz]. Sismogramas en orden descendente:
W(z,ny,t), W(nz,y,t),U(x,ny,t), V(nz,y,t),U(nx,y,t).
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4.2 Un modelo realista: Cuenca del Valle de México

Se busca probar la efectividad del método VPM en un modelo con mayor complejidad. En
este sentido se propone un modelo simplificado de la Cuenca del Valle de México, el cual se
distribuye horizontalmente 46.635[km| en direccion E-W y 42.7148[km] en direccién N-S. El
célculo del campo de desplazamiento se realiza mediante la discretizacién espacial en una
malla de 128 x 128 nodos en direccién XY, respectivamente, lo cual se traduce en el siguiente
espaciamiento: dx = 0.36434[km)], dy = 0.333371[km]. Con estas caracteristicas se ha recons-
truido una superficie de la cuenca empleando datos de profundidad de Martinez-Gonzalez
et al. (2015). Tomando como referencia esta informacién se ha realizado una interpolacién
para extender los valores de la profundidad a la discretizaciéon deseada mediante el método
de triangulacion con interpolacién lineal. La informacién de la malla empleada en el calculo
se muestra en la tabla 4.9, en tanto que el modelo simplificado de la cuenca se muestra en las
figuras 4.18 y 4.19.

TABLA 4.8: Parametros de discretizacién de la malla para el modelo simplifi-
cado de la Cuenca del Valle de México

Puntos de discretizacion direccion X,Y: n, x ny =n 128 x 128 = 16384

Espaciamiento en direccion X, Y: d,, d 0.36434[km], 0.33371[km]
Longitud: XY 46.635[km], 42.7148[km]
Profundidad max: 0.109[km)
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FIGURA 4.18: Mapa de contornos de la superficie que representa al modelo
simplificado de la cuenca del Valle de México. Las lineas representan la posi-
cién sobre la que se esté registrando el movimiento sismico en superficie.
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FIGURA 4.19: Superficie del modelo simplificado de la cuenca del Valle de Mé-
xico desde diferentes perspectivas.

La asignacioén de valores a los pardmetros fisicos de este modelo toma como referencia
el trabajo de Martinez-Gonzélez et al. (2015), del cual se hace uso del mapa de isoperio-
dos para la cuenca del Valle de México. Considerando una velocidad de ondas S tipica de
Br = 0.08[km/s], asi como la expresion correspondiente al periodo dominante 7" de un sitio
considerando un estrato de cierto espesor h:

_4n

=5

(4.1)

De la expresién anterior es posible obtener el espesor dada la velocidad g y el periodo
de forma que:
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h =R (4.2)

Empleando el valor de la velocidad (g, se tiene que en cada punto de la cuenca el
espesor en funcion de su posiciéon horizontal estd dado por: h(x,y) = 0.02T [km]. De acuerdo
a Marsal y Mazari (1959-2016) y Judrez-Badillo y Rico-Rodriguez (2016) se asigna un valor de
densidad promedio de 2.4g/cm?, asociado a arcillas volcénicas tipicas del Valle de México.
Ademas, se considera un coeficiente de Poisson v = 0.49.

Para el caso del semiespacio se consideran valores estdndar de la corteza terrestre como
una velocidad de onda cortante fgs = lkm/s y densidad pps = 2.7g/ em?, asi como un
coeficiente de Poisson de vy s = 1. En la tabla 4.9 se aprecia la totalidad de las propiedades
fisicas necesarias en la modelacién.

TABLA 4.9: Valores de las propiedades fisicas del modelo para la cuenca del

Valle de México
Velocidad ondas S del modelo ,41e ().08[’“7"‘]
Velocidad ondas S del semiespacio By 1[*2]
Velocidad ondas P del modelo a1 0.57 1314[%"]
Velocidad ondas P del semiespacio ays  2.5[%7]
Densidad del valle pyqe 2.4[ 4]
Densidad del semiespacio prs 2.7 5]
Profundidad méx. del modelo: 109.853[m]
Factor de amortiguamiento @ qize 30

Como primer caso se presenta la incidencia de una onda SH a v = 60 y un angulo
azimutal ¢ = 30, cuya excitacion en la base del modelo se realiza mediante la convoluciéon
de un pulso de Ricker con un periodo caracteristico 7,, = 2[s], con lo cual se busca evaluar
la respuesta unidimensional de la cuenca a una relativa alta frecuencia dentro de los limites
de la estabilidad del Método VPM. Como un primer resultado se evalta la respuesta sismica
en la region centro-norte de la cuenca aproximadamente correspondiendo a una capa de
sedimentos de espesor relevante (entre 75 y 90 [m]), producto de la sedimentacién acaecida
en el lago de Texcoco. En la figura 4.2 se muestran las lineas de receptores en donde los
campos de desplazamiento han sido medidos. En seguida se presentan los sismogramas
resultantes de la interaccién de la onda SH con el medio.

Kevin Axel Vargas Zamudio Instituto de Geofisica
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FIGURA 4.20: Sismogramas sintéticos para incidencia oblicua de v = 30 de una

onda SH con un dngulo azimutal ¢ = 60, excitacién producida por un pulso

de Ricker con T}, = 2[s], f, = 0.5[Hz]. En orden descendente se presentan los
campos de desplazamiento: V(z,0,t), V(0,y,t), U(0,y,t), W (0, y,t)
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En las figuras 4.21 - 4.23 se despliegan varias tomas de los campos de desplazamiento
actuando como una variable espacial z, la cual estd representando la amplitud del desplaza-
miento y su relacion con la distribucién horizontal de la cuenca. En las imagenes es posible
apreciar como se distribuye la energia en la cuenca.

FIGURA 4.21: Superficies del campo de desplazamiento horizontal U (x,y,t).
Las tomas corresponden a los tiempos 5, 10, 15, 20, 25, 30 [s].
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FIGURA 4.22: Superficies del campo de desplazamiento horizontal V (z, y, t).
Las tomas corresponden a los tiempos 5, 10, 15, 20, 25, 30 [s].
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FIGURA 4.23: Superficies del campo de desplazamiento vertical W (z, y, t). Las
tomas corresponden a los tiempos 5, 10, 15, 20, 25, 30 [s].

Ahora se presenta un caso de incidencia vertical 7 = 0 para una onda SV, cuya direccién
de propagacioén tiene un angulo azimutal ¢ = 60. En este caso se busca distinguir el efecto
azimutal en la propagacién de la onda. Tal como se aprecia en los sismogramas sintéticos de
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las figuras 4.25 y 4.26, el patrén de ondas generadas en la cuenca tiene un comportamiento
simétrico al efecto generado por la incidencia oblicua de la onda SH del caso anterior.

FIGURA 4.24: Funciones de transferencia para una onda incidente SV, vertical
y con azimut ¢ = 60

Se observa un movimiento horizontal amplificado en sentido radial a los receptores,
el cual es generado en las regiones donde hay un cambio de espesor, esto es, los bordes de
la cuenca en donde se adelgazan los sedimentos para dar el cambio a la zona de transicién
geotectonica. A pesar de que el movimiento inducido en el modelo es meramente horizontal,
tal como se aprecia en las funciones de transferencia (figura 4.24), se alcanza a vislumbrar una
cinemadtica de caracter vertical, que se mantiene en bajas amplitudes a lo largo de 35 [s] de
movimiento en la cuenca.
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FIGURA 4.25: Sismogramas sintéticos para incidencia vertical v = 0 de

una onda SV con un angulo azimutal ¢ = 60. La excitacién en la ba-

se del modelo es producida por un pulso de Ricker con T, = 2[s], f, =

0.5[Hz]. En orden descendente se presentan los campos de desplazamiento:
U(x,0,t),V(x,0,t), W(x,0,t)
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FIGURA 4.26: Sismogramas sintéticos para incidencia vertical v = 0 de una
onda SV con un dngulo azimutal ¢ = 60. En orden descendente se presentan
los campos de desplazamiento: U (0, y,t), V(0,y,t), W(0,y,t)
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En las siguientes figuras se muestran superficies de desplazamiento para los tres cam-
pos U(z,y,t),V(x,y,t), W(z,y,t). Se presentan seis capturas del movimiento a 5, 10, 15, 20,
25y 30 [s].

FIGURA 4.27: Superficies del campo de desplazamiento horizontal U(z, y, t).
Onda incidente SV vertical, direccién oblicua a 60°

Kevin Axel Vargas Zamudio Instituto de Geofisica
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FIGURA 4.28: Superficies del campo de desplazamiento horizontal V' (z, y, ).

Onda incidente SV vertical, direccién oblicua a 60°
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FIGURA 4.29: Superficies del campo de desplazamiento vertical W (z, y,t). On-
da incidente SV vertical, direccién oblicua a 60°
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4.2.1 Movimiento en la base del modelo mediante datos reales

En este apartado se muestran los resultados de imponer el movimiento en la base del mode-
lo de la Cuenca del Valle de México a través de datos de aceleraciéon del evento sismico de
Huitzuco, Guerrero, acaecido el 16 de junio de 2013. Dichos registros fueron recuperados de
la base de datos de la Red Acelerogréfica de la Ciudad de México (RACM), cuya adquisicién
es gestionada por el Centro de Instrumentacién y Registro Sismico, A.C. (CIRES). Dicha red
estd compuesta por 64 estaciones distribuidas en la zona metropolitana de México y com-
plementados con los registros TACY y CUP5 que forman parte de la Red Acelerografica del
Instituto de Ingenieria de la UNAM (RAII-UNAM) (figura 4.30), cuyo ntiimero de estaciones
es de alrededor de 220 con 100 sitios de operacién en campo libre, distribuidas en varios esta-
dos costeros de la Reptiblica Mexicana como Jalisco, Michoacédn, Guerrero, Oaxaca, Chiapas,
asi como en estados del centro y oriente como Puebla, Estado de México, Tlaxcala, Ciudad
de México, Veracruz y Tabasco.
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FIGURA 4.30: Mapa que muestra la distribucion geogréfica de las estaciones de
CIRES, las estaciones de la RAII-UNAM y CIRES que se encuentran en terreno
firme sobre la cuenca del Valle de México.

Con los datos de las estaciones TACY, CUP5, CE18, CP28 y GR27 se busca obtener
evidencia suficiente para representar el movimiento en la base del modelo asumiendo una
tierra homogénea relativamente firme cuya distribucién en los nodos correspondientes esta
afectada por atenuacién geométrica con respecto a la distancia hipocentral de la fuente. En
la tabla 4.10 se presentan las caracteristicas principales de las estaciones consideradas.
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TABLA 4.10: Caracteristicas de la estaciones CIRES y RAII-UNAM
Estaciéon Latitud Longitud Az. Est-Fuente D. Epicentral D. Hipocentral Tipo de suelo

CUP5 19.3302 -99.1809 182.9288 142.9954 155.0731 Roca Baséltica

TACY 19.4044 -99.1952 182.2002 151.1453 162.6189 Suelo Duro

CE18 19.3398 -99.0847 186.9369 144.9254 156.8546 Arenoso, limoso, compacto
CP28 19.4385 -99.0839 186.4826 155.7862 166.9412 Arenoso, limoso, compacto
GR27 19.4747 99.1797 183.4626 158.9786 169.9241z Arenoso, limoso, compacto

En la figura 4.31, se muestran los acelerogramas de la estacion CUP5, establecida en
terreno de roca basaltica, en cuya componente vertical se visualiza un notable arribo de onda
P seguido de trenes de multiples con una duracién promedio de 15 segundos, después de
los cuales se aprecia un incremento de amplitud en las componentes radial y transversal,
indicando la emergencia de un paquete de ondas S marcado alrededor de los 65 a 80 [s] en
el acelerograma.
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FIGURA 4.31: Acelerogramas adquiridos en la estacién CUP5 en Ciudad Uni-
versitaria para el sismo de Huizuco del 16 de junio de 2013. Componentes
rotadas respecto del azimuth Fuente-Receptor.
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A estos datos se les ha aplicado un filtro pasabajas a 3[Hz], con el fin de eliminar re-
sonancias de alta frecuencia que pueden estar asociadas a efectos de sitio y demds ruido
sismico que no es de interés para la generacién de un modelo sismolégico sencillo, que sea
utilizado como el generador del movimiento de referencia en la base del modelo. El efecto
del filtro se aprecia en las imédgenes 4.32, 4.33 y 4.34, donde se ha elegido una ventana que
muestra los arribos de la onda P y onda S, en marcados paquetes de ondas alrededor de los
tiempos descritos anteriormente.

FIGURA 4.32: Acercamiento a una ventana de la componente radial del ace-
lerograma en la estacién CUP5. Se compara la sefial original contra la sefial
filtrada, respectivamente

FIGURA 4.33: Acercamiento a una ventana de la componente radial del ace-
lerograma en la estaciéon CUP5. Se compara la sefial original contra la sefial
filtrada, respectivamente
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FIGURA 4.34: Acercamiento a una ventana de la componente radial del ace-
lerograma en la estaciéon CUP5. Se compara la sefial original contra la sefial
filtrada, respectivamente

Estas caracteristicas se muestran consistentes en las demads estaciones de suelo firme,
como las del Cerro de la Estrella (CE18), Cerro del Pefiéon (CP28), Tacubaya (TACY) y Az-
capotzalco (GR27) con variaciones de amplitud debidas posiblemente a la atenuacién geo-
métrica de energia eldstica. Con los datos provenientes de dichas estaciones se construye el
movimiento en la interfaz del valle aluvial con el semiespacio, en cada nodo de la malla.
Se realiza una sectorizacion del modelo del valle aluvial con base en la latitud de las 5 estacio-
nes empleadas. Esto se realiza para darle una mayor variablidad a las formas de onda P y
S extraidas. Estas formas de onda no son mas que los primeros dos a tres segundos de los
arribos de cada una de las fases P y S, representando de una manera practica una sefial mas
realista con informacién implicita de la fuente y el medio de propagacion. Esta aproximacion
de la cinemaética en la interfaz se sustenta bajo la consideracion de una tierra homogénea en
la cual la distancia entre la fuente y cada una de los nodos en la malla se considera como la
trayectoria de un rayo. Las propiedades tipicas del semiespacio que se tomaron en cuenta
para la simulacién son los siguiente: o = 8km/s, 8 = 6km/sy p = 2.67g/cm?. Bajo las consi-
deraciones anteriores es posible calcular la diferencia de tiempo de llegada de la onda At",
asi como el factor de atenuaciéon geométrico (SpG;) en cada nodo:

R
SpG; = —r<t 4.3)
R;
El tiempo de arribo de la onda en cada nodo se calcula de la siguiente forma:
Instituto de Geofisica Kevin Axel Vargas Zamudio
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Atz:nc — R; — RT@f
' of|g
0rC = 1% + At (4.4)

donde R; es la distancia fuente-nodo en profundidad del modelo, R,.s es la distancia hi-
pocentral a las estaciones de referencia y tf];? es el tiempo de arribo para onda P y S. Dado
que se tienen registros de aceleraciéon y el método VPM requiere de valores de velocidad y
desplazamiento, se realiza una integracién por medio de la regla trapezoidal con una previa
correccion de linea base y la aplicacién de un filtro pasa altas con frecuencia de corte de 0.1

[Hz].

En las figuras 4.35 y 4.36 se presentan los resultados obtenidos sobre los mismos perfi-
les que en el caso del movimiento impuesto en la interfaz del modelo con el pulso de Ricker.
La respuesta que se observa en esa region del Norte-Centro del valle (figura 4.18) presenta
una gran similitud en la distribucion del desplazamiento dada la incidencia de una onda
SV, de manera relevante en las componentes radial y vertical. La propagacién de energia en
los segundos subsecuentes sugiere que se trata de ondas de Rayleigh propagandose en ese
estrato de espesor importante de materiales semientarios. Se alcanza a observar cierta evi-
dencia del movimiento en la componente transversal por efecto de los 7° grados promedio
de azimut que presenta la propagacion de la energia eldstica desde la fuente en Huitzuco. Se
aprecia que el efecto de las ondas SH es mayor en la regiéon sur que corresponde a la zona
de los lagos de Xochimilco y Chalco. Nétese que la amplitud y posterior efecto de las ondas
P en los primeros 20 segundos del movimiento es poco relevante en cualquiera de las tres
componentes.
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FIGURA 4.35: Sismogramas de desplazamiento para incidencia aproximada
v =~ 20 y con dngulo azimutal promedio ¢ = 7. La excitacién en la base del
modelo es producida por datos del sismo de Huitzuco con fecha del 16 de junio
de 2013. En orden descendente se presentan los campos de desplazamiento:
U(x,ny,t),V(z,ny,t), W(x,ny,t)
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FIGURA 4.36: Sismogramas de desplazamiento para incidencia aproximada
v =~ 20 y con 4ngulo azimutal promedio ¢ = 7. La excitacién en la base del
modelo es producida por datos del sismo de Huitzuco con fecha del 16 de junio
de 2013. En orden descendente se presentan los campos de desplazamiento:
U(nz,y,t),V(nz,y,t), W(nx,y,t)
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El siguiente ejemplo muestra la respuesta del valle a lo largo de un perfil transversal
que atraviesa la regioén sur de la cuenca que corresponde a los lagos de Xochimilco y Chal-
co. Asimismo, se presenta un perfil longitudinal que pasa aproximadamente por la zona de
transicion poniente de la cuenca del valle de México. La simulacién presenta una respuesta
esperada para la zona de los antiguos lagos, donde se presenta una amplificacién marcada
tanto de ondas primarias y secundarias, dando lugar a una relativa larga duracién del mo-
vimiento superficial para la componente radial y vertical. El movimiento horizontal trans-
versal, aunque de menor amplitud, también se preserva por varios segundos (figura 4.37).
Para el perfil a lo largo de la zona de transicién poniente, se observa un movimiento menos
importante que en el del sur de la cuenca, en el que se distingue que la energia se preserva
por mayor tiempo en la parte donde la profundidad del modelo incrementa de 20 a 50 m de
espesor (figura 4.38).
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FIGURA 4.37: Sismogramas de desplazamiento para incidencia aproximada
v ~ 20 y con dngulo azimutal promedio ¢ = 7. La excitacién en la base del
modelo es producida por datos del sismo de Huitzuco con fecha del 16 de junio
de 2013. Perfil a lo largo de la regién sur del Valle de México que atraviesa los
antiguos lagos de Xochimilco y Chalco. En orden descendente se presentan los
campos de desplazamiento: U(z, ny, t), V(z, ny, t), W(z, ny, t)
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FIGURA 4.38: Sismogramas de desplazamiento para incidencia aproximada
v =~ 20 y con dngulo azimutal promedio ¢ = 7. La excitacién en la base del
modelo es producida por datos del sismo de Huitzuco con fecha del 16 de
junio de 2013. Perfil a lo largo de la zona de transicién poniente del Valle de
México. En orden descendente se presentan los campos de desplazamiento:
U(nz,y,t),V(nz,y,t), W(nz,y,t)

Finalmente, se presentan instantdneas del movimiento de la cuenca sedimentaria, con
el fin de tener una apreciacion espacial global de la simulacién (figuras 4.39, 4.40 y 4.41 ).
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FIGURA 4.39: Superficies del campo de desplazamiento horizontal U(z, y, z, t).
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FIGURA 4.40: Superficies del campo de desplazamiento horizontal V (z, y, z, ).
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FIGURA 4.41: Superficies del campo de desplazamiento vertical W (z,y, z, t).

Los datos sismicos fueron proporcionados por la Red Acelerogrdfica del Instituto de Ingenieria
(RAII-UNAM), producto de las labores de instrumentacion y procesamiento de la Unidad de Instru-
mentacion Sismica, asi como de la Red Acelerogrdfica de la Ciudad de México del Centro de Instrumen-
tacion y Registro Sismico, A. C. (RACM - CIRES). Los datos son distribuidos a través del Sistema
de Base de Datos Acelerogrdficos en web: http://aplicaciones.iingen.unam.mx/AcelerogramasRSM/
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http:/fwww.cires.org.mx/

Instituto de Geofisica Kevin Axel Vargas Zamudio
U.N.A.M. Posgrado en Ciencias de la Tierra



94 CAPITULO 4. RESULTADOS Y CALIBRACION DEL METODO VPM

Kevin Axel Vargas Zamudio Instituto de Geofisica
Posgrado en Ciencias de la Tierra UN.AM.



Conclusiones y recomendaciones

5.1 Conclusiones

Se define una serie de alcances y limitaciones para el Método de Proyeccién Variacional Op-
timizado, que lo sittan como una metodologia practica para modelar, en una aproximaciéon
exploratoria, la respuesta sismica de medios geoldgicos irregulares de dimensiones espacia-
les importantes, restringido a modelos con variaciéon de profundidad suave y relativamente
someros, que como se ha visto, pueden representar ejemplos realistas como la cuenca del
Valle de México.

Con respecto al grado de exactitud obtenido respecto de otros métodos rigurosos co-
mo IBEM (Sdnchez-Sesma y Luzén, 1995) o las funciones de Green (Kawase y Aki, 1989), la
comparacion de los resultados resulta satisfactoria, ya que se alcanza a reproducir la genera-
cién de ondas superficiales y efectos de borde, asi como efectos por dispersion de energia en
cuencas con geometria irregular en tres dimensiones. El refinamiento de la aproximacion me-
diante el VPM es susceptible de modificarse mediante la variacion de diferentes pardmetros
propios del método, como el niimero de modos implicitos en la variaciéon de la profundi-
dad mediante la familia de funciones de prueba propuesta, en combinacion con el factor de
atenuacion v, el espaciamiento en tiempo dt y en espacio dz. Se encontré que el método es
sensible al incremento en el nimero de modos, afectando directamente al tiempo de célculo
y provocando la aparicién de oscilaciones espurias que no representan la cinematica de la
respuesta eldstica de una cuenca aluvial. En este sentido, las prueba paramétrica determiné
una configuracién 6ptima para evitar en la mayor medida la distorsién numérica sobre la
simulacion del fenémeno sismico.

Se realiz6 una representacién exitosa de la respuesta sismica del Valle de México me-
diante dos propuestas para el movimiento impuesto en la interfaz cuenca-semiespacio: la pri-
mera siendo puramente sintética y la segunda por medio de los datos del sismo de Huitzuco
del 16 de junio de 2013. En el primer caso, se convolucionan un pulso de Ricker en frecuen-
cias caracteristicas de 0.25 — 0.5[H z], con las respectivas funciones de transferencia en cada
punto de la base del modelo. Con esta aproximacion, es posible identificar patrones de ondas
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superficiales generadas dentro de la cuenca, asi como efectos de las irregularidades laterales
del modelo, destacdndose amplificaciones en las componentes sismicas correctas de acuerdo
al tipo de onda incidente. Dicha amplificacién de la energia se presenta en las regiones don-
de la profundidad de sedimentos es mayor, asimismo, se observa que la tasa de disipacién
de energia es baja, causando que reverberaciones de alta frecuencia se conserven durante
mas tiempo del que se esperaria. Dicho efecto tiene su origen en la formulacién de base ri-
gida con el que se disefia el método, que no da lugar a una eficiente absorcion de la energia,
aprecidandose en modelos 2D y 3D. Como se ha mencionado anteriormente, dicha limitacién
se regula directamente con una configuracién adecuada de los parametros en el VPM. Mas
alla, se implemento6 una alternativa del campo forzante, haciendo uso de datos del sismo de
Huitzuco 2013, a través de diversas estaciones sobre terreno firme para evitar lo mds posible
efectos de sitio en las sefiales. Se utilizaron de dos a tres segundos de las primeras incidencias
de las ondas P y S, para recetar el movimiento en la interfaz del valle aluvial - semiespacio.
Con esta aproximacién mas realista se observé que el movimiento predominante correspon-
de aproximadamente al de la interaccién con una onda SV, destancando que existen efectos
por azimut e irregularidad lateral. Los sismogramas obtenidos a partir del perfil que pasa
a través de los lagos de Xochimico y Chalco muestran la importancia de la profundidad de
los sedimentos en la amplificacién del movimiento sismico. Se observa que las ondas tardan
relativamente en perder la energia, generando nuevos patrones de ondas superficiales.

En términos de eficiencia, es posible afirmar que el método ofrece una gran factibi-
lidad de aplicarse a problemas de naturaleza tridimensional y de geometria relativamente
compleja, cuya solucién para una malla suficientemente densa (decenas de miles de nodos)
en la base del modelo, puede obtenerse en cuestién algunos minutos. Por ejemplo, para una
malla de 128 x 128 = 16384 nodos representando los depdsitos sedimentarios del Valle de
México, tard6 alrededor de 5 minutos de cédlculo numérico, dando pauta a concluir que la
optimacién basada en la aplicacién de programacién unificada de arquitecturas (CUDA)
fue exitoso. Aplicando dicho esquema computacional se obtuvo una aceleracién del célcu-
lo numérico al integrar en el disefio de los algoritmos, la arquitectura de las unidades de
procesamiento grafico (GPU). No obstante, se encuentran algunas limitaciones inherentes al
uso de las GPU, siendo la principal aquella asociada al hardware en particular con el que se
disponga, ya que cada generaciéon de GPU tiene limites bien establecidos que a su vez res-
tringirdn el grado de optimacién en tiempo de célculo alcanzable. Para el caso de la unidad
empleada en este trabajo (NVIDIA®GEFORCE GTX 1050), cumplié satisfactoriamente con
las expectativas dados los resultados obtenidos en cada una de las simulaciones tridimensio-
nales implementadas, cuyo rango de rendimiento en tiempo de célculo se encuentra entre 1
y 5 minutos para las mallas més densas.

5.2 Recomendaciones

Establecidos los alcances, limites y resultados obtenidos queda afirmar que se abre un gran
abanico de oportunidades para mejorar y llevar al método a otro nivel de aplicabilidad, asi

Kevin Axel Vargas Zamudio Instituto de Geofisica
Posgrado en Ciencias de la Tierra UN.AM.



5.3. RECONOCIMIENTOS 97

como el esquema de optimacién aplicado. En este sentido, es posible incrementar la comple-
jidad del medio modelado, al incorporar una estratificacién con variaciones de profundidad
suaves y autosemejantes a estratos sobreyacientes. Pensando en modelos de cuencas aluvia-
les, ha sido comtn encontrar variaciones de materiales a través de zonas de transicién hacia
materiales rigidos propios de una zona montafiosa. La inclusién de estratos conlleva una mo-
dificacién directa en el tratamiento de la integracién por partes a lo largo de la profundidad
que define la forma débil de la ecuacion de elasticidad, alterdandose las ecuaciones que de-
finen la ortogonalidad, normalizacién y la matriz de acoplamiento entre modos (ecuaciones
3.11y 3.12).

Para mejorar la parte de la absorcién de energia, queda estudiar la posibilidad de im-
plementar modelos reolégicos mas refinados para medios eldsticos como el cuerpo de Zener
o de solido lineal, por ejemplo, el cual permite una respuesta instantdnea de la aplicacién de
un esfuerzo aunque tenga una deformaciéon nula. Conceptualmente consiste en colocar en
paralelo un sélido de Hooke a un cuerpo de Maxwell (sistema en serie compuesto por un
amortiguador y un sélido de Hooke), ayudando a remover la deformacién acumulada. La
respuesta del sistema se traduce en un incremento paulatino de la deformacién desde cero,
con una liberacién gradual del esfuerzo del resorte conectado en serie. En el limite, el es-
fuerzo relajado, se apreciard en el resorte conectado en paralelo con el cuerpo de Maxwell
(Moczo et al., 2014).

Con respecto a las ventajas que ha ofrecido la programacién en paralelo mediante CU-
DA en la optimacién del metodo VPM es posible afirmar que es un procedimiento altamente
recomendable para incrementar el rendimiento de los métodos numéricos a gran escala, sin
necesidad de realizar una inversién econémica exorbitante. En este sentido, una propuesta
es conformar un arreglo de GPUs de caracteristicas similares para llevar a cabo simulaciones
basadas en métodos robustos que implican un costo computacional elevado, como el caso
de las diferencias finitas, elementos finitos, volumen finito o por funciones de base radial.
Evidentemente el manejo de arreglos de GPUs significa incrementar la habilidad de la codi-
ficacion de los algoritmos y el manejo de las diferentes clases de memoria que interacttian en
los procesos, por ejemplo.

5.3 Reconocimientos

El tema de la tesis fue propuesto por el Dr E. J. Sdnchez Sesma y supervisada por él y los
Dres. E. Rubio Acosta y J. Tago Pacheco quienes formaron el comité tutor. La Dra. M. Bae-
na Rivera y el Dr. L. Ramirez Guzmadn se incorporan como jurados del examen de grado. A
todos ellos mi aprecio y reconocimiento por sus observaciones y sugerencias. El Consejo Na-
cional de Ciencia y Tecnologia (CONACYT) me otorg6 la beca de maestria para el posgrado
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