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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio de la respuesta magnetoplasmonica de na-
nosistemas esféricos de InSb en el rango de THz, el estudio se hace a través de un
modelo de respuesta lineal bajo campos eléctricos considerando un tensor de fun-
cion dieléctrica anisotropico debido a un campo magnético externo. Para particulas
esféricas se utiliza el formalismo de esparcimiento para particulas pequenas compa-
radas con la longitud de onda, mientras que para los sistemas mas complejos, como
cascarones, se hace una extension usando la polarizabilidad de esferas anidadas.

En virtud de que se tiene un tensor de funciéon dieléctrica anisotrépico, se decidio
utilizar el sistema de ejes principales para calcular la respuesta del material como
funcién del campo magnético por medio de la eficiencia de extinciéon de éste.

Para esferas, se encontré que la eficiencia de extinciéon presenta una separacion
en las resonancias en presencia de un campo magnético externo. Se halld6 que la
separacion de la resonancia estaba asociada a los eigenvalores del tensor de funciéon
dieléctrica, y que la separaciéon muestra un comportamiento lineal y préacticamente
simétrico respecto a la resonancia sin campo magnético, fenémeno que recuerda a la
separacion de energias exhibida en el efecto Zeeman.

Para cascarones, se observaron respuestas similares, donde ademas se estudi6 el

cambio de éstas al modificar los parametros propios del sistema.
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Capitulo 1

Introduccion

Entendemos a los plasmones como oscilaciones colectivas de portadores de carga
debido a la interaccién con un campo electromagnético [I]. Estos tienen diversas
aplicaciones, que van desde la creacion de guias de onda [2] hasta el disenio de nuevos
sistemas de deteccion de cancer [3]. Es por esta razon que el estudio de la respuesta
plasmonica de los materiales es de interés para la comunidad cientifica y permanece
como un campo de estudio activo.

Si a un material plasmoénico le aplicamos un campo magnético externo constante,
los portadores de carga presentes en éste se veran afectados por la parte magnética
de la fuerza de Lorentz. Esta respuesta magneto-optica da lugar a lo que se conoce
como magnetoplasmones. [4].

Actualmente, la innovacién tecnologica en fotonica y nanotecnologia ha tenido
como consecuencia que la radiacion electromagnética en el rango de THz tenga apli-
cabilidad en nuevos sectores como son las tecnologias de la informacion y computacion
(TIC’s), biologia y medicina, seguridad nacional, control de calidad en comida y pro-
ductos agricolas, y computacion ultrarépida, entre otros [5].

Las nanoestructuras de metales nobles como el oro y la plata, tienen una respuesta
plasmonica en el espectro visible e infrarrojo cercano, mientras que a menores energias
no exhiben este comportamiento [I]. Es por esto que para poder estudiar la region
de THz se han tenido que proponer otro tipo de materiales, como semiconductores,
hexaferritas y grafeno, los cuales ademéas de tener una respuesta plasmonica en esta
region también exhiben un comportamiento magnetoplasmonico. [6]

En el caso del grafeno existen diversos estudios acerca de su respuesta magneto-
plasmonica, debido a que la frecuencia de ciclotréon es comparable con la frecuencia
de plasmon [7] para campos del orden de ~ 17T. Sin embargo, este tipo de sistemas
requieren bajas temperaturas, alrededor de 4.5K y los campos magnéticos de este

orden son dificiles de obtener experimentalmente.. [§].
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Es por esta razéon que los semiconductores presentan una opcién viable, debido
a su operabilidad en temperatura ambiente y a que requieren campos magnéticos
menores, alrededor de ~ 17T, esto debido a la baja masa efectiva de sus electrones, ya
sean intrinsecos o por dopaje. [0]

El antimoniuro de indio (InSb) resulta ser un candidato idéneo para el estudio de
la respuesta magnetoplasmonica en la region de THz debido a que su frecuencia de
plasma se puede situar en esta region y a su alta mobilidad electronica [9]. Es por
esta razéon que ha sido estudiado ampliamente.

Keyes et al. (1956) fueron los pioneros en el estudio de la espectroscopia de InSh
bajo campos [10], y posteriormente Palik et al (1961), desarrollaron una teoria para
el estudio de semiconductores para el infrarrojo lejano, a bajas temperaturas (helio
o nitrégeno liquido) y campos magnéticos grandes [11]. Sin embargo, se encontraban
limitados a la regién de frecuencias de 0.1 — 3 THz, debido a la ausencia de fuentes de
otras frecuencias. Por esto, los autores requerian las condiciones anteriores para poder
observar algin tipo de respuesta magnetoplasmonica [6]. No obstante, debido a los
avances tecnoldgicos, actualmente contamos con fuentes que nos permiten estudiar
un mayor rango de frecuencias, lo cual nos permite hacer un estudio méas completo
de estos materiales.

En la presente tesis se tiene como objetivo calcular la respuesta magneto-6ptica
de nanosistemas esféricos de InSb en la regiéon de THz. Para esto estudiaremos el
esparcimiento y la extinciéon de la luz en estos sistemas, bajo las aproximaciones
pertinentes considerando que nos encontramos en el régimen donde la longitud de
onda es mucho més grande que el tamano de la particula.

La motivacion para realizar este trabajo es:

» Estudiar la respuesta magnetoplasmonica de esferas y cascarones de InSb para
campos magnéticos externos del orden de 17

Para esto se estudia el sistema desde la aproximaciéon dipolar, se revisa el forma-
lismo de Mie, y se utiliza el sistema coordenado de ejes principales, con la intencion
de obtener un panorama general de la respuesta en esta escala.

En el capitulo 2 comenzaremos con el marco tedrico partiendo de los distintos
modelos que existen para describir la funciéon dieléctrica. En el capitulo 3 y 4 de igual
manera se continua con el marco tedrico. En el capitulo 3 se discute el formalismo
para estudiar el esparcimiento y absorcion de una esfera, desde la aproximacion dipo-
lar hasta la solucién de Mie. El capitulo 4 describe un acercamiento hacia el estudio
de esferas anisotropicas. Asi mismo en este capitulo se presenta el caso particular

del n-InSh, partiendo del tensor de funciéon dieléctrica y llegando hasta las eficiencias
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de absorciéon y esparcimiento. En el capitulo 5 se presentan los resultados nimeri-
cos obtenidos para esferas a través de un codigo escrito en lenguaje Python. En el
capitulo 6 se revisa la teorfa para cascarones. Ademas se presentan los resultados
computacionales obtenidos para cascarones. Por ultimo en el capitulo 7 se presentan

las conclusiones y comentarios finales.



Capitulo 2

Funciéon dieléctrica

Los materiales experimentan de formas distintas la presencia de un campo eléctrico
(E) Por ejemplo, en el caso de un material isotrépico compuesto por &tomos neutros
o moléculas no polares, el campo inducird un momento dipolar sobre estos. Al final, lo
que se tiene es un material con pequenos dipolos orientados a lo largo de la direcciéon
del campo eléctrico, por lo que se dice que ahora el material estd polarizado. La
polarizacion (13) inducida por este campo genera un cambio en el campo interno del

material. Introducimos el campo de desplazamiento eléctrico (D) [12] como

D =eE+P. (2.1)

Cuando la respuesta del material es lineal, es decir la polarizacion es lineal respecto
al campo, tenemos como funciéon de respuesta a éste la susceptibilidad del material
(X), lo cual nos permite escribir la polarizacion, en el espacio de frecuencias (w) y
vector de onda (¢), como [13]

P(q,w) = 0%(q, w) E(G, w). (2.2)

En la ecuacion anterior podemos notar que por lo general y se puede representar a
través de un tensor, lo que dependera estrictamente del material y los modelos que se
utilicen para describirlo, mientras que en otros casos bastara con que sea un escalar.

Bajo las consideraciones anteriores, si sustituimos la ecuacion (2.2) en la ecuacion
(2.1) podemos obtener una expresion para el campo de desplazamiento en el régimen

de respuesta lineal

D(g,w) = £o(I + X(q,w)) E(, w). (2:3)

De esta forma, el campo de desplazamiento también depende linealmente del cam-
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po eléctrico externo. Esto nos permite definir a la funcion dieléctrica (¢) de tal forma

que para el caso donde tenemos polarizacion lineal

D(7,w) = e0é(q, w), E(7, w), (2.4)

donde
E(q,w) =1+ x(q,w). (2.5)

Para describir la funcién dieléctrica existen varios modelos que dependen de el
material, en particular, de la forma en que los materiales interactuan con la radiaciéon
electromagnética. Dentro de estos modelos tenemos el modelo de plasma, el modelo
de Drude y el modelo de Lorentz, asi como modelos para materiales mas especificos,

como modelos de fonones 6pticos y de materiales magnéticos.

2.1. Modelo de Drude

El modelo de Drude es un modelo para metales. En estos, debido a que la energia
requerida para mover los electrones en la ultima capa de valencia es muy baja, pode-
mos considerar que estos electrones son libres. A partir de esto, el modelo describe a
los electrones en el material como osciladores amortiguados por las colisiones y forza-
dos por un campo eléctrico. Suponiendo que el campo magnético esta en la direccion

x, la ecuacién de movimiento es [14]

mE + myT = —ek, (2.6)

donde 7 es el inverso del tiempo promedio entre colisiones, m es la masa del electréon y

E es el campo eléctrico aplicado. Podemos resolver esta ecuacion si suponemos que se

tiene un campo eléctrico dependiente del tiempo E = Epe~™'¢, y que la solucion tiene

la misma dependencia temporal, es decir & = z,e~*“%€,. Al sustituir estas condiciones

en la ecuacion (2.6) obtenemos

) ) —eE —iwt
— w?zoe™ ™ — jwyroe ™t = &, (2.7)
m
por lo que
(—w? —iwy)T = %E, (2.8)
y
€ —
r=———F. 2.9
v m(w? + iwvy) (2.9)
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A partir de este desplazamiento tenemos que se genera un momento dipolar p'=
—eZ, por lo que, si tenemos una distribuciéon homogénea de N dtomos por unidad de

volumen, la polarizacién estaria dada por

—

P = Nj = —Net, (2.10)

de donde, en el caso que nos interesa la polarizacion esta dada por
P=—-—""" (2.11)

Ahora, recordando la ecuaciéon (2.1), podemos llegar a la relacion

Ne? 1
me, (W? + iyw)’

X = (2.12)

Finalmente, como € = 1 + x y definiendo la frecuencia de plasma w, a través de

2 1 .
w? = ¥ podemos escribir esto como
p €om

2
wp

€D(CU) =1

obteniendo asi, la funcién dieléctrica del modelo de Drude.

En la tabla se muestran los pardmetros de Drude para el oro y la plata [15].

wp (s7) v (s7)
Au 12.993 x 10 27.953 x 10'
Ag 14583 x 10"  34.639 x 10'

Tabla 2.1: Parametros del modelo de Drude para oro (Au) y plata (Ag) [15].

A partir de estos parametros podemos calcular la funcién dieléctrica como funcion
de la frecuencia, en las figuras 2.1 y 2.2] se muestra la parte real y la parte imaginaria,

respectivamente.
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Ag

_10 -

—15 A

—-20 4

4 6 8 10 12 14 16 x10%
w (s71)

Figura 2.1: Parte real de la funcién dieléctrica para oro y plata calculada utilizando
el modelo de Drude.

— Au
0.25 A Ag

0.20

4 6 8 10 12 14 16 x10%°
w (s71)

Figura 2.2: Parte imaginaria de la funcion dieléctrica para oro y plata calculada
utilizando el modelo de Drude.

2.2. Drude-Lorentz

El modelo de Lorentz pretende describir la interaccion de la radiacion electromag-
nética con materiales dieléctricos. En este modelo los electrones dentro del material
son tratados como osciladores armoénicos amortiguados forzados por un campo electro-
magnético, debido a que en los materiales dieléctricos los electrones no viajan libres,
sino que se encuentran ligados al material formando corrientes de polarizaciéon. De tal

forma que la ecuaciéon de movimiento de este modelo seria
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m(Z + yZ + W) = —eE, (2.14)

donde wy es la frecuencia natural del material debido a las vibraciones de la red.
Notemos que si wy = 0 recuperamos la expresion para el modelo de Drude.

Podemos resolver esta ecuacion de manera analoga a como se hizo para el modelo

de Drude, obteniendo (Nota: utilizaremos wg = ¢ ¢omo en [16], aunque no se trata

€om

de una frecuencia de plasma como en el caso de Drude)

w2

orentz =1- P . 2.15
Lorent:() (W—wp)? + 1w (2.15)

De manera similar, si conocemos los parametros para el modelo, podemos calcular
la funcion dieléctrica como funcion de la frecuencia, como se muestra en y 24

para w’/wi =2y we/v = 3.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
w/wo

Figura 2.3: Parte real de la funcion dieléctrica en el modelo de Drude-Lorentz para
los parametros w2 /wi = 2y wy/y = 3.
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
w/Wo

Figura 2.4: Parte imaginaria de la funcion dieléctrica en el modelo de Drude-Lorentz
para los parametros wy /wi =2y wo/y = 3.

2.3. Funcién dieléctrica por vibraciones en el cristal

En un material cristalino tenemos fonones, los cuales podemos pensar como osci-
ladores armoénicos simples cuantizados debido a las vibraciones de la red. En el caso
de cristales con mas de un atomo en la celda primitiva podemos clasificarlos de dos
formas: actsticos y 6pticos.

En el caso de los fonones 6pticos tenemos que interactiian con la radiaciéon electro-
magnética, en particular, una onda electromagnética que oscila desplazara los iones
positivos en una direccién del campo y los negativos en sentido opuesto, haciendo que
el cristal vibre.

Dado que los fonones podemos considerarlos osciladores armoénicos simples y tene-
mos que interactiian con el campo eléctrico a través de la carga en los iones, podemos
escribir la ecuaciéon de movimiento en términos de u, el desplazamiento respecto a la

posicion de equilibrio, como [17]

Mi = —Mwii + QE, (2.16)

donde M es la masa del fonon, QQ la carga del ion y wr es la frecuencia natural del
sistema, wp también se conoce como la frecuencia de resonancia transversal, més
adelante discutiremos porqué lleva este nombre.

Ahora, consideremos que el campo eléctrico tiene la forma

E = Byeitkmwt), (2.17)
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entonces

@
M(wf —w?)

Al tener particulas cargadas en movimiento se genera una polarizaciéon. Conside-

i = E. (2.18)

rando una distribuciéon homogénea de N particulas y siguiendo el razonamiento de la
seccion 2.1.1. podemos llegar a
(w)=1+ Vw1 (2.19)
gp(w) = — )
P oM w? — w?’

Si consideramos que no tenemos cargas libres entonces debe cumplirse que

V-D=0. (2.20)

Lo que implica que

ep(k - Eg) = 0. (2.21)

La ecuacion anterior se cumple si €, =0 o k- Eo = 0, discutamos cada uno de estos
casos.

Primero, si k- EO = 0, descartando la solucién trivial donde Ey, = 0, entonces
tenemos que el campo eléctrico es perpendicular a la direcciéon de dezplazamiento.
En este caso, la ecuacion (2.19) describe la respuesta dieléctrica del sistema, donde
podemos notar que ¢, diverge cuando w — wr, es por esto que wy recibe el nombre
de frecuencia de resonancia transversal.

En el otro caso tenemos que €, = 0. Llamemos frecuencia longitudial (wy) a la
frecuencia tal que esto pasa, es decir ¢,(wy) = 0. Esta frecuencia recibe este nombre
ya que cuando los fonones oscilan en ésta generan un campo eléctrico longitudinal a
partir de la polarizacion inducida por las mismas oscilaciones. Sustituyendo wy, en la

ecuacion (2.19) tenemos

NQ? 1

0o=14 —7———— 2.22
oM w2 — w?’ ( )
y despejando
w2 — w2 ——N i (2.23)
L T €0 M ) .

por lo que podemos reescribir la ecuacion (2.18) como

10
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2 2

e, =1+ (2.24)

2 _ 27
Wi — w
obteniendo asi una ecuaciéon de la funcién dieléctrica debido a fonones 6pticos que

cumple con las condiciones requeridas.

2.4. Magnetoplasmones

Para encontrar la funcion dieléctrica de un metal en presencia de un campo mag-
nético externo constante, partamos de la ecuacion de Drude. Considerando ademas
la fuerza de Lorentz por un campo magnético B , esto es [17]

mr +myr = —e(E + ¥ x B), (2.25)

donde 77 = (z1, x2, z3), por lo que en notacion tensorial se ve de la forma

mxz + mvx’i = —G(EZ‘ + EiijjBk)a (2.26)
donde €;;;, es el stmbolo de Levi-Civita.
Para resolver esta ecuacién de nuevo proponemos una solucién para un campo
eléctrico E = Eye~™“t¢,, entonces
— wmz; — iwmyr; = —e(E; + €iji(—iwx;)By). (2.27)

De donde podemos llegar a la relacion entre la posicion y el campo

m(—w?z; — iwyx; + g€ijkx]’3k) = —¢eF;. (2.28)
m

La cual en su forma matricial es

—w? —iyw iw= By, —iw= B T E;
—iwEB, —w?—iyw  wEB; i | =—e/m|E;|. (2.29)
iw< B; —iwEB;  —w?—iyw Tp E,

Si llamamos 7" a la matriz que acompana al vector de posicién en el lado izquierdo
de la igualdad podemos resumir la ecuaciéon de la siguiente forma
_6 —_

TF=—E. (2.30)

m
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De tal forma que para el caso donde B= (0,0, B) podemos invertir la matriz T y

escribir el vector posicion de la siguiente forma

—€ ~ —

r=—T1T"FE, (2.31)
m
con
tw iwe 0
Ay w((y—iw)?+w?) w(('yfiuj_)2+w2)
L — We iy 4w
T = T o) 1e?)  w((—iw)? w2 0 , (2.32)
0 0 -
Yw—iw
donde
B
We = e_v (233)
m

es la frecuencia de ciclotron.
A partir la ecuacion (2.31) y utilizando las definiciones dadas en la seccion 2.1.1
en sus formas tensoriales, podemos encontrar una relaciéon de la funciéon dieléctrica

para este caso, dada por

e=T+uwT! (2.34)

llegando asi a que el tensor de la funciéon dieléctrica es de la forma

w2(i'y+w) w2iwe
L ) e w(—(z‘w%o?uw)z) 0
A wpiwc wp, iytw
Sl [ e e B e v 0 2 (2:35)
0 0 L= inZ'yw

Notemos que si B = 0 entonces w,. = 0 y recuperamos el modelo de Drude.

12



Capitulo 3

Esparcimiento y absorcién para

particulas esféricas

En este capitulo, describiremos qué es lo que sucede con la luz al interactuar
con un objeto en un medio no absorbente, haciendo énfasis en los sistemas que nos
interesan estudiar, sistemas esféricos.

Supongamos que se tiene una particula arbitraria en un medio no absorbente y
hacemos incidir luz sobre ella. En primera instancia, podria interesarnos qué pasa
con el sistema energéticamente, cuanta luz se dispersa o cuanta luz se absorbe por

la particula. Para esto, resulta util utilizar el vector de Poynting (.5), ya que, como

sabemos, éste determina el flujo de energia electromagnética.

Figura 3.1: Esquema de una particula arbitaria sobre la cual incide un campo elec-
tromagnético, F; representa el campo incidente y E, el campo esparcido.

Si encerramos la particula en una esfera de radio r, podemos medir cuanta energia

13
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se absorbe si medimos cuanta de la energia atraviesa la esfera en la que encerramos
nuestra particula. En particular, podemos calcular la tasa neta de energia electro-

magnética (potencia) que cruza la superficie A de la esfera como [18]

P, = —/ S é.dA. (3.1)
A

donde

g = 51 + §s + gext; (32)
con 1

S; = §Re(ﬁi x HY), (3.3)

- 1 o .

Ss = SRe(E, x H}), (3.4)
Y 1

Seut = §Re(ES x H* + E; x HY), (3.5)

donde g;,E, y H; corresponden al vector de Poynting, campo eléctrico y campo mag-
nético inducido de la onda incidente y 5’;, Es y ﬁs a los respectivos para la onda
esparcida. Finalmente gm corresponde al término de interaccion entre la onda inci-
dente y la onda esparcida.

Notemos que si P, > 0 entonces se esta absorbiendo energia dentro de la esfera,
sin embargo, como estamos dentro de un medio no absorbente, la absorcién es com-
pletamente debida a la particula. Considerando la ecuacion (3.1) y los términos que

componen a S (3.2), podemos distinguir 3 términos

Pa == Pz - Ps + Pext; (36)
donde
P, = — / S, é.dA, (3.7)
A
Po=— [ S é.dA (3.8)
A
y
Pt = — / S .- €.dA (3.9)
A

Pi, Ps v P corresponden a la potencia de la onda incidente, de la onda esparcida
y a la de extincidon respectivamente. La extincion se refiere a los mecanismos por

los cuales las particulas atentian el haz incidente y ésta puede depender de muchos

14
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factores como el tamano de las particulas, la composicion quimica, la geometria, entre
otros. En un medio no absorbente, el flujo debido a la onda incidente es nulo, ya que

para cualquier punto de salida hay otro de entrada que lo compensa, de tal forma que

Peact = Pa + 7)57 (31())

es decir, la tasa de extincion se reduce a la suma de las tasas de absorcion y de
esparcimiento.

En el caso donde tenemos un campo eléctrico incidente de la forma E;, = FEe,, con
E = Eye**=t donde k es la magnitud del vector de onda y w es la frecuencia del
campo entonces podemos encontrar al campo de induccién magnética a través de la

relaciéon

AL (3.11)
Wi
donde k es la direccion del vector de onda y u es la permeabilidad magnética del
material.

Ademés, ya que el medio es no absorbente, podemos elegir una r lo suficientemen-
te grande para que nos encontremos en la regién de campo lejano donde el campo
eléctrico tiene la forma de una onda esférica con magnitud inversamente proporcional
a r que podemos escribir como

L pilkr—wt)
E, ~ WX , (3.12)
donde X es el vector de amplitud de esparcimiento, el cual estd determinado por
los componentes de la matriz de esparcimiento. Un desarrollo completo de X y la
matriz de esparcimiento podemos encontrarlo en [I8].
Ahora, si queremos reescribir la ecuacion (3.12) en términos de nuestra pertur-

baciéon inicial E, el campo eléctrico y el campo de induccién magnética toman la

forma
- 3.13
g ’ (3.13)
y
I
Ao~ x B (3.14)
Wi

Ya que conocemos los campos incidentes y esparcidos, podemos calcular la po-
tencia de extincion utilizando las ecuaciones (3.5) y (3.9) y haciendo los célculos

necesarios. Llegamos asi a

15
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para particulas esféricas 3.1. Aproximacion dipolar
Pri = —F 1B PR / heg . RrdA - / 2 cos(0)é, - XdA  (3.15)
ot = —— ey — e e, - — — e"* cos(0)e, - .
! 2wt tkr 4 thkr 4
—ikr } .
+— /e’kzsin(é’) cos(p)é, - XdA}.
tkr 4

Finalmente podemos resolver estas integrales por partes y si tomamos el limite

cuando kr — 00, entonces

47 e
Pewt = IzﬁRe{(X : €$)€=0}7 (316)

donde I; es la irradiancia incidente. La ecuacién anterior es una forma particular del
teorema Optico, este nos dice que la extincion depende tinicamente del esparcimiento
en la direccion 6 = 0.

La fraccion de P.,; sobre I; es una cantidad con dimensiones de area y es conocida

como la seccion transversal de extincion (Ceyy)

47

Clogt = pRe{()? < 6,)o—0 - (3.17)

Podemos obtener la secciéon transversal de esparcimiento, procediendo de manera
analoga, llegando a

)‘(’ 2
Cloa = / XE 0. (3.18)
4

3.1. Aproximacién dipolar

Ahora, en lugar de una particula con geometria arbitraria, supongamos que tene-
mos una esfera de permitividad e, y de radio a colocada en un medio de permitividad
€m donde existe un campo eléctrico EO = FE.e,.

En particular, estamos interesados en el caso donde ka << 1, es decir cuando la
longitud de onda es mucho mas grande que el radio de la esfera (limite cuasiestatico).
Partiremos de la ecuaciéon de Laplace, a pesar de que ésta tiene validez solo cerca
de la esfera, nos permitira establecer un simil con un dipolo eléctrico ideal y de esta
forma calcular el campo lejano.

Podemos resolver la ecuaciéon de Laplace tomando en cuenta la simetria de la esfera
y las condiciones de frontera entre los medios, de donde obtenemos que el potencial

para r > a es

16
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€1 — Em cos(f) (3.19)

_ 3
O(r,0) = —E,rcos(f) +a EoEl FID T

Notemos que si comparamos este potencial con el potencial debido a un dipolo
ideal, el potencial obtenido seria la suma del campo inicial mas el de un dipolo con

un momento dipolar

3 81 - gm =
—F,. 3.20
€1+ 2e,, ( )

Recordemos que el momento dipolar y el campo eléctrico siguen la relacion

P = 4mea

7= emakEy, (3.21)

donde « es la polarizabilidad. Al comparar las dos ecuaciones anteriores, podemos

concluir que la polarizabilidad de la esfera estéd dada por

a= 47ra3;11+;2€€m. (3.22)

Por lo anterior, aproximaremos a la esfera como un dipolo ideal iluminado por una
onda plana, que oscila con la frecuencia del campo aplicado, donde el dipolo radia
generando un campo E, [19]

. eikr 7 k,S

E, = e X (€, X p), (3.23)

el cual, si queremos reescribirlo como en la ecuacion (3.4) nos lleva a que

S ik ) )
X = 1 6 X (€, X €). (3.24)
Podemos sustituir esto en las expresiones obtenidas para C..; y Cseq, €cuaciones

(3.16) y (3.17), llegando a que [1§]

Cewt = kIm{a}, (3.25)
y
Csea = —|a|. (3.26)
6m

Esto nos permite reescribir la seccion transversal de extinciéon y esparcimiento en
funcion de parametros del sistema, como el tamano, el medio en el que se encuentra

y la funcién dieléctrica, obteniendo las siguientes expresiones

17
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€1 — Em

Cezt = (ma*)dalm{——=
" (7m)xm{€1+2€m

%, (3.27)

2

, (3.28)

8 4‘ €1 — Em

Coca = )=
(ma )393 €1+ 2e,,

donde a x se le conoce como el parametro de tamano y estd dado por

B 2Ta\/Em
=

T

Tanto la seccion transversal de extincion, como la de esparcimiento tienen unidades
de area, por lo que en muchos casos se opta por utilizar la eficiencia de extincion,
o esparcimiento, respectivamente, las cuales podemos obtener al dividir la seccion
transversal entre el area de la sombra geométrica de la particula, en el caso de una

esfera

o Cezt o Csca
Qezt - o Qsca -
m™a

Al obtener una expresion que depende de la funcion dieléctrica podemos mode-

(3.29)

ma?

lar esferas de distintos materiales de acuerdo a los modelos descritos en el capitulo
anterior.

Es posible extender la expansion a otros multipolos, como el cuadrupolar [20]. El
uso de estas aproximaciones dependera del tamano de la particula comparado con la
longitud de onda. Lo anterior representa una solucién aproximada del problema, sin
embargo existe una soluciéon completa del problema, la cual presentamos a continua-

cion.

3.2. Soluciéon de Mie

Generalmente, se le conoce como Soluciéon de Mie a las soluciones de las ecua-
ciones de Maxwell propuestas por Gustav Mie en 1908, para una esfera de radio e
indice de refraccion arbitrarios. En esta seccidon desarrollaremos, sin entrar en mucho
detalle, la propuesta de Mie.

Si construimos una funcién vectorial M definida por un funcién escalar ¢ y un

vector arbitrario ¢ de la siguiente forma

M =V x (&), (3.30)

de inmediato obtenemos que para M se cumple que

18
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V.M =0, (3.31)

y no solo esto, sino que también se tiene que

V2M + k2M =V x [e(V2) + k). (3.32)

De tal forma que si

V2 + k*p = 0, (3.33)

y k = w/e, es decir ¢ es una solucion de la ecuacion de Helmholtz para una onda
monocromatica, entonces M es una solucién para la ecuaciéon de Helmholtz vectorial.

Por otro lado, podemos construir una funciéon N a partir de M:

V x M
k )

N = (3.34)
tal que M y N cumplen con las condiciones necesarias de un campo electromagnético.
De esta forma, redujimos el problema de solucionar las ecuaciones de Maxwell a
solucionar la ecuacion de onda escalar para 1, lo cual no es ninguna trivialidad.

En el caso de esferas, lo natural es tratar el problema en coordenadas esféricas
(r,0,¢), donde podemos hallar una base de soluciones de la ecuaciéon de Helmholtz

dada por

Yomn = sin(me) P (cos 0)z, (kr), (3.35)
Yemn = cos(me@) P (cos 0)z, (kr), (3.36)

donde P son los polinomios de Legendre, y z, son las funciones esféricas de Bessel.
Dado que forman una base completa, cualquier funciéon que cumpla la ecuacion de
onda escalar puede ser escrita como una serie de las funciones (3.26) y (3.27). Y por
lo tanto, también podemos escribir a los armoénicos vectoriales Mepn, Momn, Nemn, ¥
Nomn, a partir de las relaciones descritas anteriormente.

Como los armonicos vectoriales forman una base, podemos escribir al campo den-
tro de la esfera (E)), al campo incidente (E;) y al campo esparcido (E,) como una

serie de estos, por ejemplo
Ei = Z Z (BemnMenm + BomnMonm + AemnNenm + AomnMonm) (337)
m=0n=m
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donde Benm, Bonm, Aenm ¥ Aonm son los coeficientes de la expansion, los cuales po-
demos calcular mediante las relaciones de ortogonalidad de las funciones. Se puede
mostrar que Be,m = Aonm = 0 para todo n y m, y que para los coeficientes restantes
los tnicos distintos de cero se tienen cuando m =1 [1§].

Por otro lado, ya que el campo debe ser finito en el origen, inicamente tomaremos
las funciones de Bessel j, (kr) para construir las funciones generadoras ¥omn ¥ Yemn, ya
que las y,, divergen en el origen. Con lo anterior, podemos escribir el campo incidente

como

o

E; =Y E, (M), —iN§)) (3.38)
n=1

donde E, = E,(i" n%ﬁﬁ)) y el superindice (1) en los armoénicos vectoriales indica

que Unicamente los estamos generando con las funciones esféricas de Bessel que no

divergen en el origen.

Al imponer las condiciones de frontera

(Ei + E, — E\) x é, = (H; + Hy — H\) x é, =0 (3.39)

dada la ortogonalidad de los armoénicos vectoriales y la forma del campo incidente El-,

entonces el campo esparcido y el campo dentro de la esfera tendran formas similares

E, =Y Ey(ianN§) — ba M), (3.40)
n=1

E; =" Eu(ic,N§,, — d,MS)). (3.41)
n=1

donde el superinidice (3) indica que los armonicos vectoriales fueron generados a partir
de las funciones esféricas de Hankel h,(kr), de las cuales tinicamente tomaremos las
que representan una onda saliente.

Ya que para cada n tenemos cuatro coeficientes que no conocemos, requerimos
cuatro ecuaciones independientes, que podemos obtener de las condiciones de frontera

(r = a) en términos de los componentes

Eip+ Ey = Eng Ew + Esqb = Elaﬁ
Hig+ Hy = Hig ﬁw + ﬁs¢ = I‘T1¢ (3.42)

de esta forma, y recordando que las funciones de Riccati-Bessel estan dadas por
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bnlp) = pjn(p)a §n(,0) = ph,(p), (3'43)

podemos llegar a que los coeficientes para el campo esparcido son

o = (@)t (@) — Yu (@)t ()
b (ma)g (x) — &a(@)y, ()

(3.44)

_ i) (@) + i (), ()
D (1), (@) — i (2) 0, ()

donde = = ka es el parametro de tamano y m = N;/N,, es el indice de refraccion

bn (3.45)

relativo entre la esfera y el medio, y la notacion primada se refiere a la derivada
respecto al argumento encerrado en paréntesis.

Esto permite escribir las eficiencias de extinciéon y esparcimiento en funcion de los
coeficientes de las expansiones (a,, y by,):

2T
Cuea = 73 D20+ D([anl + [bu]?), (3.46)
n=1
y
Ceat = 2m i(?n + 1)Ref{a, + b,} (3.47)
ext — k’2 pa n n (- .

En la figura [3.2| comparamos las eficiencias calculadas utilizando la solucién de
Mie y la aproximacion dipolar, para los calculos a partir de la soluciéon de Mie se
utilizo un programa escrito por I. Rojas en Mathematica.

15.0 15.0

12.51 (a) 12.51 (b)

10.01 10.01
& - . —— Teoria de Mie
Q 4 4
(SEE ' ---- Aproximacién dipolar

5.0 5.0+

2.51 2.51

0.0 : ; 0.0 ; :

200 300 400 500 200 300 400 500
A(nm) A(nm)

Figura 3.2: (a) Eficiencia de extincion para una esfera de plata de 7nm de radio bajo
la aproximacion dipolar y utilizando el formalismo de Mie. (b) Eficiencia de extincion
para una esfera de plata de 20nm de radio bajo la aproximacion dipolar y utilizando
el formalismo de Mie. En ambos casos se utilizaron los datos de [23].
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Podemos notar que conforme aumentamos el tamano de la esfera, de 7nm a 20nm,
observamos una mayor discrepancia entre la solucion de Mie y la aproximacion dipolar,

esto debido a que estamos fuera del limite de validez de la aproximacion dipolar donde

|| << 1.
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Capitulo 4
Esfera anisotropica

Como se mencion6 en el capitulo 2, la funcién dieléctrica de los materiales puede
ser representada utilizando un tensor. Para un medio isotrépico este tensor tendria
la forma de una matriz diagonal cuyos términos distintos de cero son todos iguales,
lo cual nos dirfa que el medio responde a los campos eléctricos de la misma manera
sin importar la direcciéon en la que se apliquen estos. Sin embargo, éste no es el caso
para todos los medios. A diferencia de los medios isotrépicos existen materiales cuya
respuesta depende de la direcciéon del campo eléctrico aplicado.

El objetivo de este capitulo es presentar una forma de abordar este problema a
partir del sistema de ejes principales, y aplicarla al material que nos interesa, anti-

moniuro de Indio dopado negativamente (n-InSb).

4.1. Ejes principales

Comencemos escribiendo la ecuacion 2.2 en su forma matricial, ésta es

Dy €11 €12 €13 Ey
Dy | = |21 €22 €23 Es | . (4-1)
Ds €31 €32 £33 Es

De esta forma, si quisiéramos resolver la ecuacion de Laplace para una esfera de
radio a con esta funciéon dieléctrica, bajo estas condiciones tendriamos que resolver
un sistema de ecuaciones de 3 X 3 para poder encontrar los potenciales a partir de
las condiciones de frontera. Tomando como ejes coordenados a los ejes principales del

tensor, diagonalizamos la matriz, entonces la relaciéon se simplifica a
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D! 20 0\ [(E
pl=(o < ol|E]. (4.2)
D 0 0 &) \E

De esta forma si aplicamos campos eléctricos constantes y paralelos a estas direc-
ciones principales recuperariamos el problema de una esfera bajo un campo eléctrico
constante en cada direccion. La solucion de este problema la discutimos en el capitulo
anterior, permitiéndonos obtener una expresion para la polarizabilidad, que en este

caso podriamos reescribir como

/

om 4.3

o, = 4ma®

donde 7 indica cada una de las direcciones de los ejes principales del tensor de funciéon
dieléctrica y &, es la funcion dieléctrica del medio. Esto nos permitiria construir el
tensor de polarizabilidad en el sistema de ejes principales.

Ahora, lo que queremos es calcular las eficiencias de absorcion para un campo E,
arbitrario. Primero, notemos que podemos reescribir este campo en sus componentes

respecto al sistema de ejes principales, de tal forma que

p = 5m{a;E{)xe; + o/yE(')ye'y + oL E el b, (4.4)

donde {e},e;, €.} son los vectores base del sistema coordenado de ejes principales
y la notacion primada hace referencia a que nos encontramos en el sistema de ejes
principales.
Esto lo podemos reescribir como una ecuacion tensorial de la forma:
o~

P = emd'Ey. (4.5)

Ahora recordemos que para cambiar entre sistemas coordenados contamos con la
matriz de cambio de coordenadas (), de tal forma que para una matriz A cualquiera

su representacion en el sistema de ejes principales se puede escribir como

A =QAQ™! (4.6)

Por lo que esta relacion también debe cumplirse para la polarizabilidad, es decir,

podemos escribir la ecuaciéon 4.5 como

—

b= 5m@ﬁo, (47)
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donde
a=Q7dQ, (4.8)

por lo que, si conocemos o y la matriz de cambio de base entonces podemos escribir
las eficiencias de esparcimiento y absorciéon en términos de éstas. Por ejemplo, si

tenemos luz polarizada en x entonces
o ) ) )
Cabs,e = kIm{aiay, + ahai, + ajais}, (4.9)

k4
_ 112 2 112 2 112 2
Cscaw = a(|a1| aty + |l aty + | at;), (4.10)
donde a;; = ¢; - e;- para i,7 = x,¥, 2, son las proyecciones sobre el sistema de ejes

coordenados. [24]

4.2. Campo magnético

Figura 4.1: Esquema de una esfera sobre la que actua un campo magnético B donde
B =B:z.

Para el caso de semiconductores dopados, como es el caso del n-InSb, el modelo de
funcion dieléctrica que utilizaremos es una combinacién del modelo de Drude-Lorentz,
el de fonones 6pticos y el de campos magnéticos. Si nos encontramos en el caso donde
el campo magnético (B) se encuentra sobre el eje z entonces el tensor dieléctrico tiene
la forma [26]
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E(B)=|ie2 & 0], (4.11)
0 0 &3
donde
w2 — w2 w2 (w + )
ei(B) =« - wi —w? —ilw  ww?— (w+iv)?)/’ 412
(B < o ) 1)
e2(B) Foc ww? — (w+1iy)2)/’ *
W2 — W2 w?
e 1 I T . p ) 414
€3 =¢ < + w% —w? —ilTw w(w + i’y) ( )

donde £, es la funciéon dieléctrica del material a altas frecuencias. Esta constante se
introduce para corregir las ecuaciones deducidas en el capitulo 2, ya que para estas
consideramos tnicamente un electrén en el vacio, mientras que €., considera la nube
electronica en el material [25].

Ahora, recordando la definicion de w, = eB/m*, donde m* es la masa efectiva,
podemos observar varias cosas. Primero, tenemos un tensor dieléctrico que depende

del campo magnético externo B, méas atn si B = 0, entonces

u 81(0) = &3,
L 82(0) =0.

Por lo tanto, nos encontramos en el caso donde el tensor dieléctrico esta dado por
una matriz diagonal donde todas sus entradas distintas de cero son iguales, en otras
palabras, recuperamos el caso isotropico.

A partir de este razonamiento, podemos observar que la anisotropia en el ten-
sor dieléctrico estd dada tnicamente por la presencia del campo magnético externo.
Procederemos a resolver este problema siguiendo el razonamiento descrito en la sec-
cién anterior. Entonces, diagonalizando el tensor de funcion dieléctrica, obtenemos

los eigenvalores

2 2 2

w? —w w
g :500<1 LT P >, 4.15
! +w%—w2—if‘w w(w + iy + we) (4.15)
2
e —¢ <1+ Wi—wr “r ) (4.16)
2 wi —w? —ilw  ww+iy—w)/’
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2 9 w
gg:goo(u e )), (4.17)
T

con eigenvectores respectivos

el = —Q(ex + iey), (4.18)
/ 1 .
ey = —2(655 —iey), (4.19)
y
ey = e, (4.20)

donde e,, e, y e, son los vectores canénicos que generan R*. Observemos que €] y €,

a pesar de ser complejos, tienen sentido fisico ya que representan el sistema donde la

luz esté polarizada circularmente a la izquierda y a la derecha, respectivamente.
Con lo anterior, podemos reescribir el tensor dieléctrico en el sistema de ejes

principales como

¢'(B) = 0 &y(B) 0]. (4.21)
0 0 &

Antes de proceder con el calculo de la polarizabilidad discutamos un poco sobre
el tensor dieléctrico en el sistema de ejes principales.
Primero, notemos que en el caso en el que no existe un campo magnético externo,

es decir, que B = 0 recuperamos el caso isotropico, esto es

£(0) = £(0) = e30;;. (4.22)

Lo anterior es congruente con la intuicién fisica, ya que que al tener un sistema
isotropico, en este caso por la ausencia de un campo magnético externo, el tensor de
funciéon dieléctrica en el sistema de ejes principales debe coincidir con el tensor de
funcion dieléctrica en el sistema inicial.

Por otra parte, notemos que las componentes £} y £} son similares entre ellas. De
hecho, salvo el signo que acompana a w,, son iguales. Estos componentes podemos

analizarlos de las siguiente forma

2 2 2
r Wy, — Wrp wp
€] = €| 1+ : - :
1 o0 2 2 IN
wh —w? —ilw w(w + iy + we)
~~ - -~ -
fonones 6pticos y vibraciones Drude+ we
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El término subrayado como fonones dpticos y vibraciones corresponde a la funcion
dieléctrica que tenemos en un sistema donde los fonones 6pticos en la red se encuentran
amortiguados por I'. Notemos que este termino se conserva sin cambios en la diagonal
al pasar del sistema inicial al sistema de ejes principales.

Por otro lado, el término etiquetado con Drude+ w. podemos identificarlo como
la funcién dieléctrica que se obtiene en el modelo de Drude, salvo que en este caso
tenemos a la frecuencia de ciclotréon +w,., en el denominador de tal forma que aqui
se encuentra la dependencia del campo magnético. Esto ya que estamos considerando
que el campo magnético afecta tnicamente a los electrones cuasilibres del material
descritos por el modelo de Drude.

En resumen, pudimos notar que el tensor dieléctrico en el sistema de ejes prin-
cipales cumple con lo esperado y establecimos la dependencia del campo magnético
para las entradas del mismo.

Ahora, siguiendo el razonamiento expuesto en la seccién anterior podemos calcular
el tensor de polarizabilidad en el sistema de ejes principales, el cual de igual manera

serd un tensor diagonal cuyos elementos de la diagonal seréan de la forma

(4.23)

Consideremos el caso donde tenemos luz linealmente polarizada en x. Dado el

cambio de coordenadas, es facil ver que

1 ,+1,
= —e —=E€,5.
NV

Por lo que, al proyectar sobre el sistema de ejes principales, siguiendo las ecua-

(4.24)

€x

ciones (4.9) y (4.10) tenemos que las eficiencias de extincion y absorcion se reducen

a
o) ol
Cabsx = klm{_l + _2}> (425)
’ 2 2
K rloal | Jasf?
sca,x — L _ . 4.2
Coca, 67r< 2 * 2 ) (4.26)

A pesar de que estan calculadas a partir de los componentes de la polarizabili-
dad sobre los ejes principales, es importante mencionar que en (4.25) y (4.26) nos

encontramos en el sistema coordenado original.
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Capitulo 5

Esfera de n-InSb

En este capitulo estudiaremos una esfera de n-InSb de radio a = 20 nm, la cual es
experimentalmente obtenible (incluso hasta a < 10 nm en soluciones coloidales [27]),
suspendida en agua en presencia de un campo magnético externo constante B. Nos
enfocaremos en la forma en que la esfera absorbe y esparce la radiaciéon que incida
sobre ella, partiendo de las ecuaciones discutidas en el capitulo 4.

Los parametros que se utilizaran en el modelo son los que presentan Abraham et

al en [206], y se encuentran en la siguiente tabla.

€00 15.7

wr, 3.62 x 10%3rad/s
wr 3.39 x 103rad/s
r 5.65 x 10'1rad/s
Y 3.39 x 10"rad/s
m*/m. 0.022

wp T 3.14 x 10%rad/s

Tabla 5.1: Parametros del n-InSb [26].

f wp depende del dopaje, sin embargo, éste no se especifica en [26].

5.1. Funcién dieléctrica

Como se menciond en el capitulo anterior para un semiconductor dopado por portadores
de carga la funcion dieléctrica toma la forma de un tensor, el cual no es, por lo general,
un tensor diagonal, como se muestra en la ecuacion (4.11). Sin embargo, al hacer el cambio

de coordenadas al sistema de ejes principales, obtenemos una matriz diagonal con entradas
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e}, ey y €4, las cuales se encuentran explicitas en las ecuaciones (4.16), (4.17) y (4.18),
respectivamente.

A partir de las ecuaciones mencionadas, se realizé un programa computacional, que per-
mite calcular las entradas de la matriz como funcién de la frecuencia, y del campo magnético.
Como primer paso, se comprobd que éstas cumplian con lo observado en la seccién 4, en
particular que

e3 = €1(0) = £5(0). (5.1)

Es decir, que la funcion dieléctrica en ausencia de un campo magnético permanece iso-
tropica y que la funciéon que sigue es £3. Al poner esta condicion en el programa (B = 0) se

calcul6 la funcion dieléctrica como funcién de la frecuencia y se obtuvieron las figuras
(parte real) y (parte imaginaria).

751 75 751
(a) (b) (c)
501 501 50 1
251 251 251
-
< 0 0 0
[}
o
—25+ -25 —25+
—501 —50+ —50+
—751 I I I i 1 =751 I i i I | =751 i I I I I
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
w (THz) w (THz) w (THz)

Figura 5.1: Parte real de las componentes del tensor de funcién dieléctrica en el
sistema de ejes principales en ausencia de campo magnético donde (a) €], (b) €% y (c)
€h.

150 150 150
a b C
1251 ( ) 125 ( ) 125 ( )
1001 100 1001
-
< 751 75 751
E
501 50 50+
251 25 251
0 0 0
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
w (THz) w (THz) w (THz)

Figura 5.2: Parte imaginaria de las componentes del tensor de funcion dieléctrica en
el sistema de ejes principales en ausencia de campo magnético donde (a) €/, (b) €} y

(c) &5

De esta forma podemos observar que los componentes del tensor de funcién dieléctrica
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coinciden, tanto en la parte imaginaria como real, en ausencia de un campo magnético.
Ademas también podemos observar el comportamiento clasico de la funcion dieléctrica de
un semiconductor, con una resonancia debido a las vibraciones y la divergencia a bajas
frecuencias debido al término de Drude.

Por otro lado, sabemos que los componentes de la diagonal cambian en presencia de un
campo magnético externo, a excepcion de €5 que no tiene dependencia en el campo magnéti-
co. Por lo cual, en presencia de un campo magnético, no se espera la misma respuesta que en
el caso donde B = 0. En las figuras y podemos observar las curvas correspondientes a
e} y €}, bajo un campo magnético externo B = 17, tanto en su parte real como imaginaria,

comparados con &4, la cual ya vimos que es equivalente a B = 0.

80

60 -

40 A

20 A
— B=1T
0 - — £30B=0T
— B=1T

Re{e}

_20 4

_40 4

_60 4

-80 T T T T T T T
10 15 20 25 30 35 40 45 50

w (THz)

Figura 5.3: Parte real de los componentes del tensor de funcion dieléctrica € (azul)
y &, (verde) bajo un campo magnético externo B = 17, se comparan con €3 que 1no
depende del campo magnético.
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= — B=1T
‘5100- — &30B=0
= — B=1T

0 T T —r T T T T

10 15 20 25 30 35 40 45 50
w (THz)

Figura 5.4: Parte imaginaria de los componentes del tensor de funcion dieléctrica &
(azul) y €} (verde) bajo un campo magnético externo B = 17T, se comparan con &3
que no depende del campo magnético.

Como podemos notar, la respuesta dieléctrica del material cambia. Para frecuencias
mayores a la resonancia debido a los fonones en la red, no se observa un cambio significativo,
mientras que en el caso de las frecuencias menores, notamos que €| diverge mas rapidamente
que el caso isotropico , mientras que &/, diverge mas lentamente.

Si queremos observar si este cambio ocurre de manera continua o existe algtn valor del
campo magnético a partir del cual el sistema cambia abruptamente, podemos tomar valores
para el campo magnético entre 0—17". En las figuras y podemos observar las distintas

curvas obtenidas a partir de esto.

80

60 A

40 A

Re{e}

—80 JE | . . . . |
10 15 20 25 30 35 40 45 50
w (THz)

Figura 5.5: Parte real de los componentes del tensor de funcion dieléctrica ¢} (azul)
y €) (verde) para distintos valores del campo magnético externo B, se comparan con
£3.
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175 1% BenT
H —— B=0.2
150 1+ -—- B=0.4
: —.- B=0.64
..... B=08
B=1.0
— &30B=0
— B=0.2
-—- B=0.4
—.- B=0.6
..... B=08
B=1.0

40 45 50

w (THz)

Figura 5.6: Parte imaginaria de los componentes del tensor de funcion dieléctrica &
(azul) y &) (verde) para distintos valores del campo magnético externo B, se comparan
con €.

En estas figuras[5.6]y [5.5] podemos observar que el comportamiento del tensor de funcion
dieléctrica es continuo ante cambios en la intensidad del campo magnético externo, dado lo
anterior, podemos continuar con los calculos en esta regiéon del campo magnético sabiendo

que la funcién dieléctrica conservara un comportamiento suave.

5.2. Polarizabilidad

Como se discutio en los capitulos anteriores, la polarizabilidad juega un papel importante
al momento de determinar las eficiencias de esparcimiento y absorciéon de una esfera. Al
igual que la funcién dieléctrica, en el sistema que estamos estudiando, tiene la forma de un
tensor, y no solo esto, si no que es un tensor diagonal cuando nos encontramos en el sistema
coordenado de ejes principales.

Los célculos que se presentan a continuacién corresponden a las entradas de este tensor
(a4 (B), a4(B) y af) donde al igual que en el caso de la funcion dieléctrica, las primeras
dos de estas entradas dependen directamente el campo magnético, mientras que la tercera
es independiente. De manera similar, se presenta la polarizabilidad tanto real (Figura
como la imaginaria (Figura , calculada para una esfera de 20nm de radio.

Lo que podemos observar en estas graficas es que al cambiar la funcion dieléctrica debido
al campo magnético, la polarizabilidad presenta un cambio en la posicién de las resonancias,
tanto en la parte real como en la imaginaria, donde es importante remarcar que la resonancia
correspondiente a la contribucién electrénica de la funcién dieléctrica presenta un cambio

mayor en la frecuencia de resonancia.
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le—22

Re{a} (nm?3)

10 15 20 25 30 35 40 45 50
w (THz)

Figura 5.7: Parte real de los componentes del tensor de polarizabilidad o} (azul) y
oy (verde) para una esfera de 20nm de radio a distintos valores del campo magnético
externo B, se comparan con ag que no depende del campo magnético.

Tanto la extincién como el esparcimiento se encuentran relacionados con la parte ima-
ginaria y la norma de las entradas del tensor de polarizacién, por lo que resulta natural
pensar que el cambio en las frecuencias de resonancias se vera reflejado de igual manera al

momento de calcular las eficiencias.

5.3. Eficiencias de absorcion y esparcimiento

Los célculos siguientes se haran dentro de la aproximacion dipolar, esto debido a que las
eficiencias dependen de el pardmetro de tamano (x) y sus potencias. Recordemos que este

parametro en un medio con funcién dieléctrica €, esta dado por

B 2wa\/em
= (5.2)

Con esto, y dado el rango de frecuencias en el que estamos trabajando, podemos calcular

x

la magnitud de este parametro en distintas potencias. En la figura [5.9 podemos observar
la magnitud de 2 y 22 considerando una esfera de 50 nm de radio, como podemos notar la
magnitud de x es lo suficientemente pequefa para que la magnitud de z? sea practicamente
cero. Por esta razon, nos quedaremos tnicamente dentro de la aproximacién dipolar, ya que,
debido a la escala de las particulas y la longitud de onda, es una buena aproximacion.

Una vez discutido lo anterior, y ya que tenemos la polarizabilidad del material, podemos
calcular la eficiencia de absorcién y esparcimiento en la aproximaciéon dipolar como funcién
de la frecuencia y del campo magnético. Como primer acercamiento, podemos calcular ambas
en el caso en el que B=0, de tal forma que podamos observar su comportamiento inicial y

usar este de referencia. Los valores calculados se presentan en la figura [5.10] y .11} para el
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le—22

Im{a}(nm?3)
= = - . w w
o (9] o 18] o (9]
! ! ! ! ! !

o
&)
|

o
o
|

10 15 20 25 30 35 40 45 50
w (THz)

Figura 5.8: Parte imaginaria de los componentes del tensor de polarizabilidad o

(azul) y o (verde) para una esfera de 20nm de radio a distintos valores del campo
magnético externo B, se comparan con a3 que no depende del campo magnético.

esparcimiento y la absorcién respectivamente.

le—-9

2.5 1

2.0 A

1.5

OSC&

1.0 1

0.5 A

0.0

15 20 25 30 35 40 45 50
w (THZz)

Figura 5.10: Eficiencia de esparcimiento (Qs.,) para una esfera de n-InSb de 20nm
de radio en ausencia de un campo magnético externo (B = 0).
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- X
0.006 + X

0.005 1

0.004 1

0.003 1

0.002 1

0.001 1

0.000 1 -

10 20 30 40 50
w(THZz)

Figura 5.9: Magnitud del pardmetro de tamafio z y su cuadrado z? calculado para
una esfera de 50 nm.

0.035

0.030 1

0.025 4

0.020 1

Qabs

0.015 4

0.010 4

0.005 1

0.000 T T T T T T
15 20 25 30 35 40 45 50

w (THz)

Figura 5.11: Eficiencia de absorcion (Qs.) para una esfera de n-InSb de 20nm de
radio en ausencia de un campo magnético externo (B = 0).

Notemos que la longitud de onda de la radiacion electromagnética (~ 10=% — 1073m)
es varios ordenes de magnitud mayor que el radio de la particula esférica (10~%m). Por lo
cual el esparcimiento, que es proporcional a k* a 1/\*, es practicamente cero comparado con
la extincion. En nuestro caso, es 8 ordenes de magnitud menor, por lo cual para este caso

podriamos decir que

Qezt ~ Qabs~

Ademaés de esto, al igual que en la polarizabilidad distinguimos dos resonancias, para las

cuales, debido a los parametros del sistema, la de menor frecuencia podemos asociarlas al
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comportamiento electréonico y las de mayor frecuencia al fonénico y vibracional.

Una vez que calculamos las eficiencias para campo magnético B = 0, podemos proceder a
calcular las eficiencias para distintos valores del campo. Al igual que en los calculos anteriores
mantendremos el valor de B € [0, 17]. Aunque la magnitud de la eficiencia de esparcimiento

es mucho menor que la de extincién, se presentan ambos por completez.

le—9
1.4
1.2 1
[ BenT
1.0 A B=0
a 0B B=0.2
§ ’ B=0.4
0.6 - B=0.6
. B=0.8
B=1
0.4 A
0.2 1
0.0 T
15 20

w (THz)

Figura 5.12: Eficiencia de esparcimiento (Qs.,) para una esfera de n-InSb de 20nm
de radio a distintos valores de B € [0, 177.

0.035
0.030 A
0.025 BenT
‘ B=0
, 0.020 1 B=0.2
o —
O"B B=0.4
0.015 B=0.6
B=0.8
0.010 /\ B=1
- M
0.000 !
15 20 25 30

w (THz)

Figura 5.13: Eficiencia de absorcion (Qus) para una esfera de n-InSb de 20nm de
radio a distintos valores de B € [0,17].

Como esperabamos, el cambio de posicién de las resonancias en la polarizabilidad in-
dujo un cambio en las eficiencias de absorcién y esparcimiento de la esfera. Sin embargo, a

diferencia de la polarizabilidad, no tenemos precisamente un cambio en la posicién de las
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resonancias, lo que tenemos es que al aumentar la magnitud del campo magnético externo
observamos una divisiéon de la resonancia en dos resonancias, donde una se recorre a menor
frecuencia, mientras que la otra se corre a una mayor frecuencia.

Este fenémeno es similar a lo que ocurre con el efecto Zeeman donde, al aplicar un
campo magnético externo, las lineas espectrales de un 4tomo se separan en miultiples lineas
cercanas a éste. Sin embargo, es importante notar que para el efecto Zeeman normal el estado
base (B = 0) no desaparece, solo se obtienen estados nuevos. Mientras que en nuestro
caso, la resonancia inicial (B = 0) no se conserva en presencia de un campo magnético
externo, debido a que la luz linealmente polarizada en x tnicamente afecta las resonancias
que dependen de B.

Para entender de mejor manera lo que sucede podemos estudiar el sistema desde dis-
tintos acercamientos. Como sabemos el sistema tiene tanto componentes electréonicas como
asociadas a fonones y vibraciones, y por la forma en que dedujimos el tensor dieléctrico
sabemos que la contribucién debido al campo magnético esta asociada a los electrones en el
material. Sin embargo, como podemos ver en la figura tanto la resonancia electrénica
como la fonoénica se ven afectadas bajo un campo magnético. Es por esta razén que en la

siguiente seccién estudiaremos por separado cada una de estas contribuciones.

5.4. Contribucién electréonica y fonénica

Recordemos la expresion de la funcién dieléctrica que obtuvimos una vez que diagonali-

zamos la matriz

2 2 2
r_ 1 Wy —wWr B “p
E1 = €0 + 2 2 . . 3
wg —w? —ilw w(w + iy + we)
fonones 6pticos y vibraciones Drude+ we

la forma en la que lo estudiaremos esta vez sera repitiendo los célculos para la eficiencia de

absorcion en una esfera de 20nm de n-InSb pero separandola en dos:

= Contribucion electronica: Quitando el término de fonones 6pticos y vibraciones de

la funcién dielectrica

= Contribucion fonénica: Quitando el término de Drude, que también contiene la

relaciéon con el campo magnético.

Con lo anterior, podemos observar la relacion entre estas contribuciones y la forma en que
influyen en el sistema completo, al considerar ambas. La figura muestra los resultados

obtenidos en ausencia de campo magnético.
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Figura 5.14: Eficiencia de absorcion (Qus) para una esfera de n-InSb de 20nm de
radio para B = 0, se compara la contribucién electrénica y fonoénica.

Como podemos observar, la respuesta del material no es simplemente la suma de las res-
puestas, es decir, existe una interaccién entre ellas que da como resultado el comportamiento
completo del sistema. Esto concuerda con que, a pesar de que la contribuciéon fonoénica no
esta directamente relacionada con el campo magnético externo, en la figura observemos
que la resonancia asociada a los fonones también sufre una separacion.

En la figura[5.15] podemos observar los calculos realizados para la eficiencia de absorcion,

ahora bajo un campo magnético externo B = 0.6 T.

0.0175 A
0.0150 A
0.0125 A
. —— Completa
0@ 0.0100 A —— Electrénica
0.0075 - Fondnica
0.0050 A
0.0025 - )\
0.0000 -
15 20 25 30 35 40 45

w (THz)

Figura 5.15: Eficiencia de absorcion (Qus) para una esfera de n-InSb de 20nm de
radio para B = 0.67, se compara la contribucién electronica y fonoénica.

Lo que podemos notar de manera inmediata, es que la contribucién fonénica no sufre

ningin cambio en presencia de un campo magnético externo, lo cual era completamente de

esperarse dado la forma de ésta. Por otra parte, también podemos notar que la contribucién
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electrénica no es la misma por su cuenta que al tener la funcién completa, lo cual podemos ver
tanto en la amplitud de las resonancias, como en la separacién de las resonancias resultantes.

A partir de esto, y en concordancia con lo anterior, podemos concluir que la respuesta
del material no es simplemente la suma de la respuesta electronica con la respuesta fonénica,

si no que existe una relacién entre ellas que determina la respuesta completa del material.

5.5. Eigenvalores

Asi como podemos estudiar el sistema separando las contribuciones electronica y fono-
nica, ya que estamos resolviendo un problema en el sistema coordenado de ejes principales,
también podemos estudiar este sistema separandolo en los eigenvalores del tensor de funcién
dieléctrica.

Para esto, andlogamente a lo que se hizo en la seccién, repetiremos los calculos conser-
vando solo uno de los eigenvalores en cada caso. Es importante notar que dado que £3 no
influye en el calculo cuando tenemos luz polarizada en z, entonces solo lo tendremos las
contribuciones debido a &} y &}, respectivamente.

Al igual que se hizo en las secciones anteriores, primero calculemos cuando no tenemos

un campo magnético externo, esto se presenta en la figura [5.16

0.035 A
0.030 A
0.025 A
0.020 A —— Completa

—
0.015 —

Qabs

0.010 A
0.005 A

0.000 A

15 20 25 30 35 40 45
w (THz)

Figura 5.16: Eficiencia de absorcion (Qus) para una esfera de n-InSb de 20nm de
radio para B = 0, se compara la contribucion de los eigenvalores ¢} y €.

Recordemos que cuando B = 0 — &} = &, por lo que tiene sentido que las curvas
estén encimadas. Por otro lado, la altura de la curva de los eigenvalores es menor a la curva

completa, esto debido a que para los eigenvalores estamos considerando la proyeccién del eje

1

X en el sistema de ejes principales, la cual corresponde a 3.
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Figura 5.17: Eficiencia de absorcion (Qus) para una esfera de n-InSb de 20nm de
radio para B = 0.6 T, se compara la contribucion de los eigenvalores £} y 5.

Ahora, cuando B # 0 sabemos que existe una separacion en la respuesta del material, la
cual depende directamente de la magnitud de B. En la figura [5.17 podemos observar como
afecta individualmente a cada uno de los eigenvalores donde, contrario al caso de las con-
tribuciones electrénicas y fondnicas, si podemos recuperar el comportamiento completo del
material sumando las respuestas de cada eigenvalor. Mas atin, podemos asociar un eigenvalor

a cada una de las resonancias resultantes.

5.6. Separaciéon de las resonancias como funciéon del
campo magnético B

De manera similar a como se hace en el efecto Zeeman, podemos medir cuanto se separan
las resonancias como funcién del campo magnético. esto lo podemos hacer encontrando los
maximos locales en la curva de la eficiencia de absorciéon para distintos campos.

Como el campo magnético afecta de mayor manera a la resonancia electrénica nos con-
centraremos en ésta. Por esa razén haremos un cambio de variable de tal forma que el cero
quedé ahora en la frecuencia asociada al méaximo cuando B = 0. Llamemos wy a esta frecuen-
cia entonces el cambio que tenemos en mente es w’' = w — wyp, de tal forma que la eficiencia

de absorcion quedarfa como en la figura[5.18
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Figura 5.18: Eficiencia de absorcion (Qus) para una esfera de n-InSb de 20nm de
radio a distintos valores de B € [0, 17, usando w’ = w — w,, la frecuencia recorrida.

Una vez hecho esto, podemos encontrar computacionalmente los maximos locales de
las distintas curvas, y graficarlos como funcién del campo magnético, llamaremos w4 a la
resonancia cuya frecuencia es mayor a wo y w— a su andlogo menor (Figura [5.19). Notemos
que en 0.2 T atin no se observa una separacion por lo cual comenzamos a calcular los méximos
en 0.4 T.

—_— Wy

() _

w’ (THz)
o

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
B (T)

Figura 5.19: Separacion de las frecuencias de resonancia de la eficiencia de absorcion
calculada encontrada a partir de los méximos locales encontrados para la resonancia
electronica.

La separacion de la resonancia electréonica muestra un comportamiento practicamente
simétrico respecto a la resonancia a campo magnético B = 0. Sin embargo, el hecho de que

solo observemos una separacién a partir de campo B = 0.4 T parece contradictoria con
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5.6. Separacion de las resonancias como funcion del campo magnético B

lo que habiamos observado anteriormente, en particular, con que tenfamos un corrimiento
continuo para el cual no se observaba un campo minimo.

Esto se debe a que al sumar las contribuciones, debido a la cercania de los maximos
asociados a cada eigenvalor y al ancho de la resonancia, no podemos distinguir un maximo
de otro. Sin embargo, si tomamos tnicamente los méximos asociados a cada eigenvalor
esperamos recuperar la separacion continua que hemos descrito hasta el momento. (Fig
5.20)).

3_

2_

14 _
s —— Ajuste w4
N
E 5 Ajuste w_
l; o w4

() _

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.20: Separacion de las frecuencias de resonancia de la eficiencia de absorcion
calculada a partir de los distintos eigenvalores para la resonancia electrénica.

En efecto, como esperabamos, la grafica [5.20] muestra un comportamiento continuo y
preserva la simetria que habiamos observado anteriormente. A partir de los ajustes lineales
podemos llegar a las siguientes ecuaciones para la frecuencia de la resonancia en cada uno

de los casos

wy (B) = we + (3.13 x 10*%kg/C) * B, (5.3)

w_(B) = w, — (3.09 x 10"?kg/C) * B. (5.4)

La separacién en las frecuencias es similar a la separacién que ocurre en los niveles de
energia observada en el efecto Zeeman, con la reserva de que ésta no es estrictamente simé-
trica. Sin embargo, recordemos que tenemos la interaccion con los fonones y las vibraciones
del material.

Una mejor manera de observar ésta similitud es graficar la eficiencia de absorcién nor-
malizada (Qext(w)/Qext(wo)) para las frecuencias de resonancia a distintos valores de B
(Figura|5.21)). Construyendo asi un diagrama parecido a los diagramas energéticos del efecto

Zeeman.

43



5.6. Separacion de las resonancias como funcion del campo magnético B

1- —— B=0
~ B=0.4T
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Figura 5.21: Eficiencia de absorciéon normalizada para las frecuencias de resonancia a
distintos valores de B € [0, 17
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Capitulo 6
Cascaron de n-InSb

Los sistemas ntcleo-cascaron (core-shell) han sido ampliamente estudiados debido a sus
posibles aplicaciones, como en catéalisis [28] y biosensores [29], entre otros. Para estudiarlos,
dependiendo de su complejidad (simetria, tamano, capas), se han utilizado diversas aproxi-
maciones como la aproximaciéon de dipolo discreto o teorias de medio efectivo .

En el caso de nanoparticulas en el limite de longitud de onda larga, dado que el cascaron
se puede ver como un objeto homogéneo con una funcion dieléctrica e.ry, las teorias de
medio efectivo resultan ser una buena aproximacion.

Supongamos una esfera de radio rs; que contiene una esfera de radio r. concéntrica
(nicleo) (Figura [6.1). Ademas consideremos que el nicleo y el cascaron tienen funciones
dieléctricas €. y &4 respectivamente.

Si calculamos el volumen de la esfera total y la comparamos con la esfera interna llega-

remos a que la fraccién de volumen entre ellas estd dada por

3
ro )
=(-£), 6.1
7= (6.1)
de tal forma que podemos obtener una funcién dieléctrica efectiva en términos de €5, . y f
22]

a4 ta@-2))
eff e+ f)de(l—f)

(6.2)

6.1. Calculos y Resultados

Consideraremos un cascarén esférico de InSb en agua, cuyo ntcleo también es de agua.
Dados los parametros de este sistema, en lugar de estudiarlo a través de la fracciéon de
llenado, lo haremos considerando que tenemos un radio total fijo (rs) y variaremos el radio
de la esfera de agua contenida en el centro (7).

Ya que definimos nuestro sistema podemos proceder a calcular la eficiencia de absorcién

siguiendo el formalismo expuesto en la seccién anterior y en el capitulo 4. Con esto, para un
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Figura 6.1: Esquema de un cascaron esférico de dos materiales, el radio total del
cascaron es r; que contiene una esfera concéntrica de radio r.

cascar6n con un radio total de 30 nm y variando el radio del niicleo en ausencia de campo

magnético obtenemos la figura[6.2] .
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Figura 6.2: Eficiencia de absorcion (Qus) para un cascarén esférico de n-InSb de 30
nm de radio variando el radio del ntcleo (r.) en ausencia de un campo magnético
externo.(B = 0)

Al variar el radio del niicleo observamos un cambio en la frecuencia de resonancia y no
solo esto, sino que la eficiencia del material aumenta hasta cierto radio, a partir del cual

comienza a disminuir. Ademaés es importante notar que los casos limites son congruentes, es
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Capitulo 6. Cascaron de InSb 6.1. Cidlculos y Resultados

decir cuando r. = 0 no tenemos un niicleo de agua y por lo mismo, la respuesta es la de una
esfera solida de InSh. Mientras que en el caso en que el r. = rp tenemos una esfera de agua
en agua, por lo cual no observamos alguna respuesta.

Ahora, si tenemos un campo magnético constante, también podemos observar como

cambia la eficiencia de absorcion al variar el radio del niucleo (figura .

0.06 1
0.05 1 rc ennm
re=
0.04 A — rc=18
2 — re=22
(e} 0.03 1 — Ic= 24
— rc=26
0.02 — r.=28
— rc=30
0.01 1
0.00 1
10 15 20 25 30 35 40 45

w (THz)

Figura 6.3: Eficiencia de absorcion (Qus) para un cascarén esférico de n-InSb de 30
nm de radio variando el radio del nicleo (r.) en presencia de un campo magnético
externo.(B = 0.67)

Podemos notar que a pesar de atin observar la separacion de las frecuencias de resonancia
debido al campo, estas ya no conservan su posiciéon al variar la fracciéon de llenado. Lo cual
era de esperarse debido al comportamiento descrito en la figura[6.2] y que de manera similar
a esta, también tenemos un aumento para ciertos radios.

Por tltimo, al igual que lo hicimos para el caso de una esfera, podemos calcular la
eficiencia variando la magnitud del campo magnético externo, en este caso manteniendo

constante el radio del nicleo.
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Figura 6.4: Eficiencia de absorcion (Qqs) para un cascarén esférico de n-InSb de 30
nm de radio con un nucleo de agua de 24nm de radio en presencia de un campo
magnético externo.(B € [0, 177)

Obtenemos una grafica similar a la que se tenfa en el caso de una esfera sélida, notando
que para este caso las frecuencias de resonancia se encuentran recorridas.

Dado que el comportamiento general de este sistema es similar al que se tenia para una
esfera solida, se puede realizar un anéalisis analogo al de eigenvalores, frecuencia de separaciéon

en funcién de B y los demés realizados en el capitulo 5 para una esfera sélida.
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Capitulo 7
Conclusiones y comentarios finales

En este trabajo se present6 el estudio de nanoparticulas de n-InSb en el rango de fre-
cuencias de THz bajo la influencia de un campo magnético externo constante. En particular
se estudio la eficiencia de absorcién de estas particulas. Debido al rango de frecuencias y
al tamafio de las particulas fue posible permanecer dentro de la aproximaciéon dipolar para
esferas pequenas comparadas con la longitud de onda. Por otra parte, dado que el tensor
de funcion dieléctrica del n-InSb es anisotropico se recurrio al estudio de las nanoesferas a
partir del sistema de ejes principales. Esto nos permitié construir el tensor de polarizabilidad
y a partir de éste poder calcular las eficiencias correspondientes al proyectar sobre los ejes
principales. Ademés utilizando la polarizabilidad para esferas anidadas pudimos extender
los resultados a cascarones de n-InSb.

En ausencia de campo magnético se observd la curva de eficiencia de extinciéon esperada
para un semiconductor, donde podemos distinguir la resonancia electrénica con la asociada
a los fonones 6pticos y las vibraciones de la red. Sin embargo, en presencia de un campo
magnético la respuesta del material cambié, se observé una separaciéon de la resonancia a
campo cero, tanto en el caso de la resonancia electrénica como en la fonoénica.

Por esta razon se decidié calcular la eficiencia de extincién considerando tnicamente los
efectos debido a los electrones en la funcién dieléctrica, asi como tinicamente el de fonones
y vibraciones. Lo que se observo es que tnicamente se presenta una separaciéon debido al
campo magnético en el caso donde estamos considerando la contribucién electrénica. Sin
embargo, los modos fonénicos se encuentran acoplados con los electrénicos, por lo que al
considerar la funcién dieléctrica completa observamos la separacién para ambas contribu-
ciones.

Posteriormente, se calculd la eficiencia de extincion para cada uno de los eigenvalores del
tensor de funcién dieléctrica. A partir de estos calculos pudimos observar que la respuesta
del material estaba compuesta por la suma de la respuesta de los eigenvalores por separado.
Ademas se logré determinar que la separacion de la resonancia se debe a que cada eigen-

valor tiene una respuesta diferente al campo magnético externo. En concreto, al aumentar

49



Capitulo 7. Conclusiones y comentarios finales

la intensidad del campo, la resonancia asociada a uno se desplaza a una frecuencia mayor,
mientras que la otra resonancia es desplazada a una frecuencia menor.

Esto nos permiti6 estudiar a mayor detalle la respuesta como funciéon del campo magnético.
En particular, se estudio la relacién de las frecuencias de resonancia con el campo magnético
externo. Se obtuvo que la separacién en las frecuencias era lineal y, practicamente, simétrica
respecto a la frecuencia en ausencia de campo magnético. Esto resulta andlogo a lo que
sucede en el caso del efecto Zeeman, donde las energias debido al campo simétrico estan
dadas por los eigenvalores del Hamiltoniano y son simétricas respecto a la energia del estado
base.

Finalmente, se calcul6 la eficiencia de extincién para cascarones de InSb con un nicleo es-
férico de agua de radio variable. Para un radio constante de la inclusién, al variar el campo
magnético, se observo la separaciéon de la resonancia de la misma forma que en la esfera.
Sin embargo, es importante notar que al modificar el radio de la inclusiéon también ocurrié
un cambio en la frecuencia de resonancia, lo cual es un mecanismo independiente al campo
magnético.

Con todo lo anterior, podemos concluir que el n-InSb resulta ser un material con un gran
potencial para el estudio de la respuesta magnetoplasmoénica en el rango de THz al no re-
querir campos magnéticos altos (< 17") para poder observar los efectos en la respuesta del
material. Ademaés nos permite tener un mecanismo accesible para sintonizar la frecuencia del
material a conveniencia. Por otro lado, el estudio de sistemas més complejos, como los nano-
cascarones, nos permite observar otros mecanismos mediante los cuales también podemos

controlar la respuesta plasmoénica de los materiales.
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