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CON BAJO CONSUMO DE ENERGÍA

T E S I S
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

DOCTOR EN INGENIERÍA
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Al Dr. Raúl Mauricio Rechtman Schrenzel, por permitirme ingresar a sus cla-
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Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Computación y energı́a

1.1.1. Computadoras electrónicas y su relación con la energı́a

Las grandes revoluciones a través de la historia de la tecnologı́a el ser humano
ha usado diversos materiales y utilizado múltiples mecanismos de diseño, cons-
trucción y operación de máquinas que agilicen y automaticen la realización de
cálculos. Ejemplo de esto son las computadoras y el procesamiento de información
que todos conocemos, y que obedecen a los principios bien entendidos de la fı́sica
clásica. La primera computadora electrónica llamada ENIAC (“Electronic Nume-
rical Integrator and Computer”) fue desarrollada en la Universidad de Pennsyl-
vania, EE. UU. Después del desarrollo de ENIAC, diseñaron EDVAC (“Electronic
Discrete Variable Automatic Computer”) en 1951 y UNIVAC I (“UNIVersal Au-
tomatic Computer” I) en 1951, ver Fig.1.1 y Fı́g.1.2. Esta última fue la primera
computadora comercial [1]. El transistor es un elemento fundamental en los siste-
mas electrónicos modernos, y su invención revolucionó el campo de la electrónica,
ver Fig.1.3. Era más pequeño, más barato y más confiable que los tubos de vacı́o
existentes.

El transistor es un dispositivo electrónico de estado sólido de tres terminales.
Puede controlar la corriente eléctrica o el voltaje entre dos de los terminales apli-
cando una corriente eléctrica o voltaje al tercer terminal. Estos circuitos lógicos
pueden construirse de manera muy compacta en un chip de silicio con una densi-
dad de un millón de transistores por centı́metro cuadrado.

Un circuito integrado consiste en un conjunto de circuitos electrónicos en un
pequeño chip de material semiconductor, y es mucho más pequeño que un cir-
cuito hecho de componentes independientes. Los circuitos integrados actuales son
extremadamente compactos y pueden contener miles de millones de transistores y
otros componentes electrónicos en un área pequeña.

3



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Figura 1.1: Muestra de dos piezas de ENIAC que se encuentran en exhibición en la Escuela
de Ingenierı́a y Ciencias aplicadas de Moore. A la izquierda hay una tabla de funciones
(para leer en la talba de datos). Hay cuatro paneles (a la izquierda), controlan la interfaz
con la tabla de funciones y un acumulador que es la memoria para almacenar un número
de 10 dı́gitos, que se puede agregar. Imagen tomada de [2].
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Figura 1.2: Consola de operaciones de UNIVAC I, ubicado en el Museo de Ciencia, Bos-
ton, MA. Imagen tomada [3].

El microprocesador Intel 4004 de la Fig.1.4 fue el primer microprocesador, y
fue lanzado en 1969. Fue el primer dispositivo semiconductor que proporcionó,
a nivel de chip, las funciones de una computadora como hoy en dı́a, incluida la
unidad aritmética y lógica y la unidad de control [4, 5].

Desde la introducción de los microprocesadores, se han podido disminuir ex-
ponencialmente el tamaño de los transistores utilizados en los microprocesadores
y aumentar la potencia de procesamiento. Un transistor, es simplemente, un “inte-
rruptor” que controla el flujo de electrones. Puede estar en un estado de encendido
o apagado dependiendo de si hay corriente que fluye a través de él, y esto forma la
base de todos los dispositivos informáticos de hoy en dı́a. Por ejemplo, el transistor
más pequeño que se ha creado es de 5 nm de longitud [6]. El desarrollo del micro-
procesador condujo a la cuarta generación de computadoras con miles de circuitos
integrados colocados en un solo chip de silicio. Un solo chip ahora podrı́a contener
todos los componentes de una computadora desde la CPU y la memoria hasta los
controles de entrada y salida. Podrı́a caber en la palma de la mano, mientras que
la primera generación de computadoras llenó toda una habitación.

Por otra parte, el consumo de energı́a en las computadoras es un problema gra-
ve y creciente en el mundo. La necesidad de mejorar el rendimiento energético está
impulsando actualmente a la búsqueda de nuevas soluciones de hardware y nue-
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Figura 1.3: Replica del transistor, se desarrolló en los Laboratorios Bell. Imagen tomadas
de Ref. [7].

Figura 1.4: Microprocesador Intel 4004 funcionaba a una velocidad de reloj de 108 kHz y
contenı́a 2300 transistores, imagen tomada de Ref. [7].
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vos algoritmos de energı́a optimizada. El consumo de energı́a en la computadora
resulta estar profundamente relacionado con la reversibilidad.

En la década de 1970, Bennett estudió la reversibilidad de la computadora.
Mostró que las operaciones en una máquina de Turing, es decir, el cálculo pue-
de expresarse mediante cálculo reversible. Lo que significa que el cálculo pue-
de realizarse teóricamente sin consumir energı́a. En la década de 1980, investigó
la computación desde el punto de vista de la termodinámica. Consideremos una
puerta NAND, que toma como entrada dos bits y produce un solo bit como salida.
Esta puerta es intrı́nsecamente irreversible porque, dada la salida de la puerta, la
entrada no está determinada de forma exclusiva.

Otra forma de entender la irreversibilidad es pensar en términos de borrado
de información. Si una puerta lógica es irreversible, parte de la información in-
gresada a la puerta se pierde de manera irrecuperable cuando la puerta funciona,
es decir, parte de la información ha sido borrada por la puerta. Por el contrario,
en un cálculo reversible, nunca se borra información, porque la entrada siempre
se puede recuperar de la salida. Por lo tanto, decir que un cálculo es reversible es
equivalente a decir que no se borra ninguna información durante el cálculo. La
conexión entre el consumo de energı́a y la irreversibilidad en la computación, se
basa en el principio de Landauer, afirmando que, para borrar la información, es
necesario disipar energı́a.

Aunque las computadoras existentes están lejos del lı́mite establecido por el
principio de Landauer, sigue siendo un problema interesante comprender cuánto
se puede reducir el consumo de energı́a. Aparte del interés intrı́nseco del proble-
ma, una razón práctica del interés se deriva de la ley de Moore: si la potencia de
la computadora sigue aumentando, entonces la cantidad de energı́a disipada tam-
bién debe aumentar, a menos que la energı́a disipada por operación caiga al menos
tan rápido como la tasa de aumento de la potencia informática.

Si todos los cálculos se pudieran hacer de forma reversible, el principio de Lan-
dauer implicarı́a que no habrı́a lı́mite inferior en la cantidad de energı́a disipada
por la computadora, ya que no se borran bits durante un cálculo reversible. Por su-
puesto, es posible que algún otro principio fı́sico requiera que la energı́a se disipe
durante el cálculo; Afortunadamente, este no es el caso. Pero, ¿Es posible realizar
cálculos universales sin borrar ninguna información? la respuesta a esta pregunta
debe ser sı́, porque nuestra comprensión actual de las leyes de la fı́sica es que son
fundamentalmente reversibles. Es decir, si conocemos el estado final de un siste-
ma fı́sico cerrado, entonces las leyes de la fı́sica nos permiten determinar el estado
inicial del sistema [8].

La tecnologı́a de nanofabriación, ha resultado en la capacidad de hacer tran-
sistores con miles de millones de ellos en chips. Sin embargo, una infraestructura
informática a gran escala consume enormes cantidades de energı́a eléctrica como
lo es, los centros de datos, ya que por debajo de ellos encontramos grandes tubos
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Figura 1.5: (izquierdo) vemos la sala de servidores de Facebook en la ciudad de Lulea,
Suecia. Los centros de datos ahora consumen alrededor del 3 por ciento del suministro
mundial de electricidad. (derecho) Vemos parte de las instalaciones del centro de datos de
Google en Taiwán, imágenes tomadas de [9].

en el que fluye agua ya que los transistores se calientan y se debe mantener el siste-
ma frı́o usando la electricidad que mantiene una huella de carbono de esos centros
de datos, ver Fig. 1.5, lo que lleva a costos operativos muy altos que superarán
el costo de la infraestructura en unos pocos años. En el 2013, los centros de datos
de EE. UU. Consumieron aproximadamente 91 mil millones de kilovatios-hora de
electricidad, lo que equivale a la producción anual de 34 grandes centrales eléctri-
cas de carbón (500 megavatios) [10]. En el 2015, se usaron 416.2 teravatios-hora de
electricidad en los centros de datos del mundo, fue mucho mayor que el consumo
total del Reino Unido.

La cantidad de energı́a consumida por los centros de datos del mundo, los re-
positorios de miles de millones de gigabytes de información, se triplicará en la
próxima década, ejerciendo una enorme presión sobre los suministros de energı́a
y dando un fuerte golpe a los esfuerzos para contener el calentamiento global,
mencionan los expertos. cada actividad que se hace en Internet implica grandes
cantidades de datos que deben almacenarse en algún lugar. Y a medida que el in-
ternet se acerca a las innovaciones como los autos sin conductor y los relojes de
video de alta definición, la vasta red de centros de datos que han surgido en la
última década se extenderá [9].

Se proyecta que el consumo anual de electricidad de los centros de datos au-
mentará en aproximadamente 140 mil millones de kilovatios-hora para el 2020, la
producción anual equivalente de 50 plantas de energı́a, lo que costará a las empre-
sas estadounidenses $ 13 mil millones anuales en facturas de electricidad y emitirá
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casi 100 millones de toneladas métricas de contaminación de carbono por año. En
un centro de datos, el consumo de energı́a se debe principalmente a los servidores,
dispositivos de red y sistemas de refrigeración [10].

En las Figs. 1.6 se presenta la perspectiva a largo plazo de las emisiones globa-
les de CO2 y las emisión del año 2018 por paı́s. Las emisiones globales aumentaron
de 2 mil millones de toneladas de dióxido de carbono en 1900 a más de 36 mil
millones de toneladas 115 años después. Mientras que los datos de 2014 a 2017
sugirieron que las emisiones anuales globales de CO2 se habı́an estabilizado apro-
ximadamente, los datos del Proyecto Global de Carbono reportaron un aumento
anual adicional de 2.7 % y 0.6 % en 2018 y 2019, respectivamente. China es, por un
margen significativo, el mayor emisor de Asia y del mundo: emite casi 10 mil mi-
llones de toneladas cada año, más de una cuarta parte de las emisiones globales.
América del Norte, dominada por los EE. UU. Es el segundo mayor emisor regio-
nal con un 18 % de las emisiones globales. Le sigue de cerca Europa con el 17 %.
Aquı́ hemos agrupado a los 28 paı́ses de la Unión Europea, ya que generalmente
negocian y establecen objetivos como un organismo colectivo. África y Sudaméri-
ca son emisores bastante pequeños: representan entre el 3 y el 4 % de las emisiones
globales cada uno.

Si bien las crecientes emisiones de CO2 tienen claras consecuencias ambienta-
les negativas, también es cierto que históricamente han sido un subproducto de
mejoras positivas en las condiciones de vida humana. Pero también es cierto que
reducir las emisiones de CO2 es importante para proteger las condiciones de vi-
da de las generaciones futuras. Esta perspectiva, que debemos considerar tanto
las implicaciones ambientales y de bienestar humano de las emisiones, es impor-
tante si queremos construir un futuro que sea sostenible y que proporcione altos
estándares de vida para todos.

Muchos de los emisores más grandes del mundo hoy están en Asia. Sin embar-
go, el rápido aumento de las emisiones en Asia solo se ha producido en las últimas
décadas. Esto también ha sido un subproducto de mejoras masivas en los niveles
de vida: desde 1950, la esperanza de vida en Asia ha aumentado de 41 a 74 años;
ha visto una caı́da dramática en la pobreza extrema; y por primera vez la mayorı́a
de su población recibió educación formal.

Si bien todos los paı́ses deben trabajar colectivamente, la acción de los principa-
les emisores será esencial. China, los EE. UU. Y los 28 paı́ses de la UE representan
más de la mitad de las emisiones globales. Sin el compromiso de estos mayores
emisores, el mundo no estará cerca de cumplir sus objetivos globales [11].

Señala un estudio centrado en Japón que sugiere que sus centros de datos con-
sumirı́an todo su suministro de electricidad para el 2030 si el crecimiento continúa
a la tasa actual. A menos que haya algún tipo de avance que cambie el juego en
el almacenamiento de datos, como el desarrollo de una alternativa muy superior
al silicio, el uso mundial de Internet tendrá que ser racionado significativamente.
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Figura 1.6: (arriba) Emisiones totales anuales de CO2, por región mundial, medidas en
toneladas. (abajo) Mapa de emisiones de dióxido de carbono (CO2), en el 2018 [11].
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Algunas compañı́as de Internet, como Facebook, Google y Apple, están liderando
esfuerzos para ser más responsables con el medio ambiente. Las medidas que se
están tomando incluyen centros de datos de viviendas en climas frı́os, que reducen
drásticamente la energı́a necesaria para enfriar las instalaciones, con un suministro
listo de energı́a renovable [9].

Por otro lado, la reunión anual del foro económico mundial en Davos-Klosters
en Suiza, involucra a los principales lı́deres del mundo en actividades de cola-
boración con objetivos de desarrollo sostenible, realizando discusiones sobre la
tecnologı́a y la gobernanza comercial. En la reunión del 2019, se reunieron para
discutir como la computación cuántica puede ayudar a abordar desafı́os globales
como lo destacan los objetivos de desarrollo sostenible y el clima en particular.
Los expertos estuvieron de acuerdo en que el mundo deberı́a dedicar más recur-
sos, incluso en educación, al desarrollo de la poderosa capacidad de computación
cuántica que podrı́a ayudar a abordar el cambio climático. Mencionan los expertos
que se conoce concretamente cómo usar computadoras cuánticas completas para
muchas tareas importantes en la ciencia y la tecnologı́a. Una de esas tareas es la
simulación de moléculas para determinar sus propiedades, interacciones y reac-
ciones con otras moléculas, también conocida como en quı́mica, la esencia misma
del mundo material en el que vivimos.

Hasta la fecha, no se ha encontrado una manera de simular moléculas comple-
jas grandes: con computadoras convencionales, nunca se podrá, porque el proble-
ma es que crece exponencialmente con el tamaño o la complejidad de las moléculas
que se simulan. Esta escala exponencial rápidamente hace que una computadora
tradicional sea inútil: simular una molécula con solo 70 átomos tomarı́a más tiem-
po que la vida útil del universo (13 mil millones de años). En este foro discutieron
unos de los temas como ¿Un catalizador cuántico puede hacer frente al cambio
climático? Un área de importancia práctica y urgente donde la simulación cuánti-
ca podrı́a ser enormemente valiosa es cumplir con la ODS (Objetivos de Desarrollo
Sostenible), no solo en salud, energı́a, industria, innovación e infraestructura, sino
también en la acción climática.

1.1.2. Láseres, láseres solares renovables y computación óptica

Tan pronto como se inventó una fuente de luz coherente, el láser, en 1960 [12]
el procesamiento óptico de la información se expandió rápidamente y todos los
inventos principales del campo se realizaron antes de 1970 [13, 14]. La radiación
de los láseres es diferente de la luz óptica convencional porque, al igual que la ra-
diación de microondas, es aproximadamente monocromática. Aunque cada láser
tiene su propia distribución espectral fina y propiedades de ruido, se considera
que los campos eléctricos y magnéticos de los láseres tienen variaciones precisas
de fase y amplitud en la aproximación de primer orden. La diferencia es clara en
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la distribución de fotones en el flujo. Mientras en la radiación térmica esta distri-
bución tiene estadı́stica geométrica, en el láser es la estadı́stica de Poisson.

El láser tiene dos componentes principales: un mecanismo de “bombeo” para
excitar un medio y obtener el medio con inversión y con “ganancia” óptica, y un
“resonador”, responsable de seleccionar la longitud de onda del láser. La tipo de
“bombeo” puede ser eléctrica como una baterı́a en un diodo láser, o puede ser otra
fuente óptica. El medio puede ser un cristal sólido o gas, bien preparado para ser
excitado y emitir fotones. El bombeo es la fuente de energı́a para el láser y puede
tomar muchas formas diferentes. Puede ser una fuente de luz incoherente, como en
muchos láseres de estado sólido pulsado, puede ser eléctrica, como en los láseres
de descarga de gas o en los láseres de semiconductores, puede ser energı́a quı́mica,
o la energı́a de la luz del Sol.

Para crear un láser de alta potencia de salida, se tiene que ajustar las principa-
les cualidades que caracterizan un haz láser: la colimación del haz y la selectividad
de frecuencia. Una peculiaridad sorprendente de los láseres semiconductores es su
tamaño. El láser consiste en un pequeño cristal simple con un tamaño de aproxi-
madamente 0.1 mm, con dos mitades de diferentes propiedades fı́sicas. La región
“n” está impregnada de impurezas etiquetadas como “donantes”, porque tienden
a producir un exceso de electrones que le dan a esta parte del cristal propiedades
metálicas simples. La región “p” está impregnada de impurezas etiquetadas como
“aceptores”, que tienden a atrapar electrones, sin dejar electrones en la banda de
conducción. Eso produce huecos en la banda de valencia. El grosor de la unión
en sı́ es del orden de µm. Cuanto más corta sea la cavidad, menos seleccionará
una frecuencia particular y menores serán sus propiedades de dispersión por la
colisiones de portadores de carga..

La ganancia del láser de unión puede ser muy alta. Los láseres de diodo (tam-
bién llamados láseres de inyección) están hechos de arseniuro de galio (GaAs), el
ı́ndice de refracción de GaAs es muy alto (3.34), las facetas no revestidas tienen
una reflectividad del 30 %, lo cual es suficiente para el láser. La radiación se emite
a lo largo de una lı́nea que marca la unión entre el lado dopado p y el lado dopado
n del semiconductor.

La mayorı́a de las fuentes de luz se expandirán a través del espacio, que ge-
neralmente es una caracterı́stica deseada. El resonador es el cuerpo principal del
láser, y define el tamaño del haz. En ese cuerpo, los ingenieros láser utilizan va-
rios componentes para ajustar la longitud de onda, la amplitud o, en el caso de los
láseres pulsados, la longitud y la forma del pulso [15].

Los láseres de umbral bajo a menudo exhiben confiabilidad mejorada y ancho
de banda de modulación mejorado. En estas aplicaciones de alta velocidad, los
transmisores láser generalmente están diseñados para ser controlados directamen-
te por circuitos lógicos electrónicos amortiguados, y el bajo consumo de energı́a es
esencial para la implementación de bus de datos paralelos de alta velocidad que
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suelen tener entre 64 y 128 bits de ancho en las computadoras modernas [16]. Otra
área que se está estudiando intensamente es el uso de interconexiones ópticas pa-
ra formar un plano posterior de la computadora, a fin de reducir la cantidad y el
tamaño de los cables eléctricos.

Los láseres tienen una amplia variedad de aplicaciones. Estas aplicaciones in-
volucran una diversidad de áreas, por ejemplo: telecomunicaciones, discos ópti-
cos, computación óptica, pantalla y láseres solares renovables [17]. La conversión
de la luz solar en luz láser mediante bombeo solar directo tiene una importancia
cada vez mayor porque la banda ancha, temporalmente constante, la luz solar se
convierte en luz láser, que puede ser una fuente de radiación de banda estrecha,
colimada, pulsada rápidamente, con la posibilidad de obtener alto brillo e inten-
sidad. Entre las aplicaciones potenciales de los láseres solares renovables están la
tierra, el océano y la detección atmosférica; detectar, iluminar y rastrear objetos du-
ros en el espacio. El primer láser de estado sólido bombeado por energı́a solar fue
informado por Young en 1966 [18].

Los láseres de bombeo solar (SPL) se pueden utilizar para impulsar reaccio-
nes que almacenan energı́a solar en forma quı́mica[19], o realizar una conversión
eficiente de la longitud de onda, aumentando potencialmente la eficiencia de las
celdas solares más allá del lı́mite de unión única [20]. La tecnologı́a de fabricación
de materiales láser recientemente desarrollada sobre una base cerámica ha abierto
nuevas oportunidades de creación de potentes láseres de bombeo solar. La tecno-
logı́a no solo es más fácil, sino que tampoco limita la forma y el tamaño de los
elementos activos. Uno de los materiales láser eficaces para la transformación di-
recta de la radiación solar en el láser es Nd: YAG con una potencia total de hasta 1
MW de un flujo solar [21].

En la Fig. 1.7 se muestra el sistema láser Nd: YAG del modo TEM00 (“Trans-
verse electromagnetic”) con bombeo solar, está compuesto por la lente Fresnel
de 1 m de diámetro de la primera etapa, el cabezal láser y su resonador óptico
asimétrico asociado, todos montados en un seguidor solar de dos ejes. Eso sigue
automáticamente el movimiento del sol. El seguidor solar de dos ejes es suminis-
trado por “Shandong Huayi Sunlight Solar Energy Industry”. La lente Fresnel es
suministrada por “Shandong Yuying Optical Instruments”. La lente Fresnel tiene
una longitud focal de 1.3 m. La eficiencia de transmisión medida es del 76 %. La
energı́a solar concentrada en el punto focal promediada durante 2 minutos es de
590 W para una irradiancia solar de 890 W/m2. Los ajustes mecánicos en direccio-
nes X−Y− Z permiten una fácil alineación en la zona focal. Los ajustes angulares
gruesos también son muy útiles para lograr la máxima potencia de salida del láser
[22].

Se estudiaron y construyeron componentes ópticos novedosos, como láseres
emisores de superficie de cavidad vertical (“Vertical cavity surface emitting la-
ser”, VCSEL) o dispositivos simétricos de efecto electro-óptico (“Symmetric self-
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Figura 1.7: a) Modo láser Nd: YAG del modo TEM00: YAG del modo TEM00 con bomba
solar (b) El cabezal láser. El concentrador 2D-CPC de tercera etapa tiene una abertura de
entrada rectangular, L1 y L2 representan las longitudes donde se fija el espejo trasero y
espejo de salida [22].
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electrooptic effect device”, S-SEED) [23]. Ha habido muchos ejemplos de técnicas
que procesan información en forma de distribuciones de intensidad de luz en una
forma paralela para el desempeño de operaciones matemáticas. Llamamos a es-
tas aplicaciones computación óptica analógica. Otros enfoques implican el uso de
componentes ópticos como puertas, interruptores y “flip-flops” en una arquitectu-
ra que procesa datos en formato digital y que funciona de manera similar a una
computadora electrónica. Llamamos a estos enfoques computación óptica digital.
Se propusieron varias computadoras ópticas digitales, por ejemplo, Guilfoyle, Sto-
ne y Zeise construyeron una computadora óptica digital totalmente programable
(DOC II) de 32 bits diseñada para operar en un entorno UNIX con microcódigo
RISC, (ver Fig.1.8) [24].

La computación óptica análoga se ha desarrollado durante años. Las técnicas
están bien establecidas y la tecnologı́a tiene aplicaciones en áreas como el reconoci-
miento de patrones y el procesamiento de imágenes. La computación óptica digital
aún se encuentra en una etapa temprana de desarrollo. Las computadoras ópticas
digitales ofrecerı́an ventajas sobre la computación electrónica. La informática ópti-
ca podrı́a, en principio, ser muy rápida. Los electrones deben viajar a lo largo de
los conductores, mientras que los fotones no. Cualquier transmisión de una señal
electrónica a lo largo de un cable implica cargar los condensadores, que depende
de la longitud del cable. Las señales ópticas no requieren la capacitancia y, por lo
tanto, pueden tener un ancho de banda mayor. Debido a que los fotones no nece-
sitan ser guiados por conductores, es posible establecer un nivel de interconexión
que no serı́a posible con los circuitos electrónicos.

Una computadora óptica digital requerirı́a componentes ópticos para realizar
las funciones de los interruptores, puertas y elementos de memoria que controlan
el flujo de electrones en una computadora electrónica. Las funciones de las com-
puertas e interruptores pueden ser proporcionadas por moduladores ópticos, que
han tomado muchas formas. La computación óptica digital ofrece las ventajas po-
tenciales de la interconexión global, el paralelismo masivo en el procesamiento, la
energı́a de conmutación extremadamente baja y la velocidad muy alta [17].

1.1.3. Computación clásica y computación cuántica

Una computadora clásica manipula e interpreta bits en un resultado compu-
tacional útil. Un bit representa una unidad fundamental de información, tomando
valores 0 o 1. Las computadoras se han vuelto compactas y rápidas, pero el progre-
so en esta dirección es limitado. Es difı́cil imaginar que el tamaño de un transistor
u otro elemento sea menor de 10−8 cm (el diámetro del átomo de hidrógeno) o
que la frecuencia del reloj sea mayor de 1015 Hz (la frecuencia de las transiciones
atómicas). Las computadoras clásicas no pueden resolver problemas como la facto-
rización de un número entero grande en un tiempo razonable corto. Los números
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Figura 1.8: Diseño de una computadora óptica digital (DOC), co-procesador acústico-
óptico (vista superior y parte superior izquierda del host). Imagen tomada de Ref. [25].
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primos de dı́gitos grandes que se utilizan para enviar mensajes en forma codifi-
cada, problemas de búsqueda en bases de datos, logaritmos discretos son otros
ejemplos difı́ciles de resolver [26, 27].

La luz es principalmente un fenómeno undulatorio. Sin embargo, bajo ciertas
condiciones, como baja intensidad o en presencia de ciertos materiales ópticos no
lineales, la luz comienza a comportarse de manera diferente, del cual se tienes que
aplicar una teorı́a cuántica de la luz. Uno de los grados de libertad más populares
para el procesamiento cuántico de información con luz es su polarización[1, 28].

Los orı́genes de la computación cuántica se basa en las ideas presentadas por
Feynman en su conferencia realizada en el MIT en 1981 [29]. Feynman ejemplificó
la polarización de fotones discutida en la paradoja de EPR [30] como sistemas de
dos estados. La polarización del sistema de dos fotones se puede formalizar como
el estado entrelazado en la mecánica cuántica. Aquı́, la probabilidad de los estados
de cada fotón no puede calcularse localmente. Para dos fotones en el estado en-
trelazado, la medición de un fotón puede determinar el resultado de la medición
del otro fotón. Feynman mencionó que aunque las leyes naturales son reversibles,
la regla para las computadoras no lo es. La computación cuántica es irreversible
porqué involucra el proceso de medición.

Hay dos tipos de reversibilidad, es decir, reversibilidad fı́sica y reversibilidad
lógica. El proceso fı́sicamente reversible es el proceso que no aumenta la entropı́a.
El proceso lógicamente reversible es el proceso que puede construir las entradas
a partir de las salidas. El primer ejemplo es una simulación de tiempo. Feynman
asumió que el tiempo es discreto. A medida que la computadora pasa de un esta-
do a otro como en los autómatas celulares, afirmó que el tiempo no se simula en
absoluto, se imita por medio de la noción de transición de estados en la compu-
tadora. Pero señaló que la fı́sica clásica es local, causal y reversible y, por lo tanto,
adaptable a la simulación por computadora.

La perspectiva de Feynman era que si es posible realizar una máquina basada
en los elementos de la mecánica cuántica entonces será capaz de simular proba-
bilı́sticamente un sistema cuántico arbitrario. Insistió en que los sistemas cuánticos
no pueden describirse por medio de computadoras clásicas. La afirmación revela
que no podemos representar los resultados de las máquinas cuánticas con un dis-
positivo universal clásico debido al llamado problema de la variable oculta que
aborda que un sistema fı́sico no puede describir completamente la naturaleza. Si
tratamos de poner las ecuaciones cuánticas en una forma lo más cercana posible
a las ecuaciones clásicas, no podemos simular las ecuaciones cuánticas de la ma-
nera normal porque hay demasiadas variables [1]. Feynman dio ideas básicas de
computadoras cuánticas, pero no presentó un modelo computacional concreto.

Una computadora cuántica no será necesariamente más grande o más pequeña
que una computadora ordinaria. Más bien, será un tipo diferente de computado-
ra, diseñada para controlar ondas mecánicas cuánticas coherentes para diferentes
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aplicaciones. Un aspecto crı́tico y universal de las diversas implementaciones de
las computadoras cuánticas es el requisito de “caja cerrada” la operación inter-
na de una computadora cuántica, mientras está bajo el control del programador,
debe estar fuera de contacto con el resto del universo. Pequeñas cantidades de in-
tercambio de información dentro y fuera de la caja pueden perturbar las frágiles
ondas mecánicas cuánticas de las que depende la computadora cuántica, causando
el proceso destructivo conocido como decoherencia. Desafortunadamente, ningún
sistema está completamente libre de decoherencia, pero un desarrollo crı́tico en la
teorı́a de la computadora cuántica es la capacidad de corregir pequeñas cantida-
des a través de varias técnicas bajo el nombre de corrección de errores cuánticos
(QEC). En las QEC, la entropı́a introducida desde el mundo exterior se elimina de
la computadora a través de procesos discretos de medición y reinicialización de
cúbits, de la misma manera que la información digital actual protege contra las
fuentes de ruido problemáticas para la tecnologı́a analógica [31].

Figura 1.9: Experimento de criptografı́a cuántica de fibra óptica. Las dos cajas en primer
plano contienen el interferómetro de Alice y el interferómetro de Bob (izquierda y derecha).
Los fotones emergen del interferómetro de Alice, y se transportan a través de puentes de
fibra a la red de fibra subterránea y de regreso al interferómetro de Bob, imagen tomada
de [32].

La carrera mundial para realizar la primera computadora cuántica universal
representa un gran desafı́o de ingenierı́a con un enorme potencial para resolver
problemas del mundo real, en el que se podrán realizar ciertas tareas computacio-
nales exponencialmente más rápido que los dispositivos que operan bajo las leyes
de la fı́sica clásica. La unidad fundamental de información en las computadoras
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cuánticas se llama cúbit, veamos los siguientes ejemplos de cúbits en las Figs. 1.10
y 1.11. Podemos definir un cúbit como un sistema cuántico bidimensional, lo que
significa que el espacio del estado del sistema es un espacio de Hilbert complejo
bidimensional [28]. Los estados computacionales se representan como |0〉 y |1〉 (si-
milar al 0 y 1 del bit en computación digital clásica). En otras palabras, el estado
de un cúbit es un vector en un espacio vectorial, o un vector de espı́n en el espacio
tridimensional. Geométricamente, podemos interpretar como la condición de que
el estado del cúbit se normalice a la longitud 1.

Mientras un bit clásico es como una moneda con solo dos estados, cara o cruz,
un cúbit puede existir en un continuo de estados entre |0〉 y |1〉 hasta que se ob-
serve. Recordando nuevamente que cuando se mide un cúbit, solo da 0 o 1 como
resultado de la medición probabilı́stica. Su existencia y comportamiento amplia-
mente validados por experimentos en que se pueden usar muchos sistemas fı́sicos
diferentes para realizar cúbits. Para tener una idea concreta de cómo se puede rea-
lizar un cúbit, puede ser útil mencionar algunas de las formas en que esta realiza-
ción puede ocurrir: dos polarizaciones diferentes de un fotón como la alineación
de un espı́n nuclear en un campo magnético uniforme; dos estados de un electrón
en órbita alrededor de un solo átomo [8].

Un sistema de cúbits debe ser escalable, es decir, un sistema que permita in-
crementar el numero de unidades fundamentales de un dispositivo, ya que se re-
quieren aproximadamente 106 cúbits para la construcción de una computadora
cuántica[8, 33, 34]. Para que un sistema sea escalable, estos recursos “clásicos” tam-
bién deben ser escalables, lo que se vincula con problemas complejos de ingenierı́a
y la infraestructura disponible para tecnologı́as a gran escala. En la computación
cuántica adiabática, uno define la respuesta a un problema computacional como
el estado fundamental de una red compleja de interacciones entre cúbits, y luego
uno adiabáticamente evoluciona esos cúbits a ese estado fundamental activando
lentamente las interacciones.

A parte de cúbits basados en circuitos superconductores, numerosas investiga-
ciones ponen como candidato prometedor para la realización fı́sica de una compu-
tadora cuántica teniendo como esquema de cálculo cuántico totalmente óptico,
usando cúbits de espines de excitón-polaritones (o polaritones, en corto) atrapa-
dos en microcavidad. Hoy en dı́a, los polaritones representan una herramienta in-
dispensable para la investigación de fenómenos cuánticos coherentes y no-lineales
que ocurren en la interfaz en el campo de materia de varias áreas de la fı́sica como
materia condensada, óptica cuántica y atómica [37, 38, 39, 40].

La principal ventaja de utilizar excitón-polaritones para fines de procesamiento
de información cuántica proviene de sus propiedades de conmutación rápida (el
tiempo de conmutación tı́pico de unos pocos picosegundos), respuesta no-lineal
relativamente fuerte, baja potencia para realizar operaciones lógicas [41]. Sin em-
bargo, debido a la naturaleza abierta y fuera del equilibrio de los condensados de
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Figura 1.10: Imagen usando SEM (microscopio electrónico de barrido) de un cúbit de un
circuito superconductor. La muestra de pelı́cula delgada de aluminio (espesor∼ 0.1µm) se
fabrica en un sustrato de silicio oxidado térmicamente con litografı́a de haz de electrones
estándar y posterior evaporación de aluminio. El cúbit es el bucle cuadrado interno ence-
rrado por el SQUID detector cuántico que se ve claramente en la vista de primer plano a la
izquierda. En la foto de la derecha, las placas cuadradas en la parte superior de la imagen
son las placas superiores de los condensadores en chip separados por una capa aislante de
óxido de aluminio de la placa inferior más grande, imagen tomada de [35].

Figura 1.11: a) Imagen de SEM de un cúbit de superflujo junto con elementos cercanos en
el chip. El tamaño del circuito LC hecho de condensador paralelo e inductancia del cable es
del orden de 0.1 mm de largo, b) Vista de primer plano de la parte central del dispositivo.
Un qubit de superflujo con un dc-SQUID; Un detector cuántico del estado cúbit, imagen
tomado de [36].
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polaritones, no pueden servir directamente como cúbits, aún no es posible obte-
ner un número fijo de partı́culas al generar un estado del polariton [42]. En todos
caso, los condensados polaritónicos es una herramienta alternativa para construir
la computadora cuántica. Comparada con los circuitos superconductores tiene los
beneficio de una baja energı́a de operación [43] y posibilidad del escalamiento fácil.

1.2. Condensados de excitón-polaritones

1.2.1. Microcavidades y polaritones

Una microcavidad (MC) óptica es un dispositivo que recolecta luz en una re-
gión del orden de su longitud de onda. Idealmente, esta deberı́a confinar la luz
de una sola frecuencia y durante un tiempo infinito, sin embargo no es ası́, la luz
allı́ confinada tiene un ancho de lı́nea en su frecuencia y existe escape de luz hacia
el entorno. La propiedad fundamental de las microcavidades es confinar luz en
espacios (volumen) muy pequeños, está caracterı́stica se vuelve significativa en el
desarrollo de dispositivos. Para producir una MC de buena calidad, es necesario
confinar luz sin pérdidas con frecuencias resonantes en valores precisos. La me-
dida de confinamiento óptico se denomina factor de calidad. En otras palabras, el
factor de calidad es una medida de eficiencia para un resonador que esta definido
como la relación entre la frecuencia del fotón almacenado y la tasa de su escape
desde la microcavidad. En el caso de polaritones, la frecuencia de fotones coinci-
de (o es cercana) a la frecuencia de excitones en pozos cuánticos adentro de MC.
El factor de calidad juega un papel muy importante, a consecuencia que el régi-
men de acoplamiento fuerte es posible si el acoplamiento entre los fotones y los
excitones, dado por la frecuencia de Rabi, es mayor que la tase de perdidas. De lo
contrario, denominan el régimen del acoplamiento débil.

En las últimas dos décadas el desarrollo de las microcavidades ópticas semi-
conductoras (MCs), ha tenido un fuerte impacto para el estudio de la interacción
de la luz con materia. En el acoplamiento débil en las microcavidades ocurre un
fenómeno llamado el efecto Pursell, en el que se amplifica la emisión de la región
activa en el modo de la cavidad. Por otro lado, el acoplamiento fuerte da origen
a un curioso fenómeno como la formación de nuevas cuasi-partı́culas, polarito-
nes, que son parcialmente la luz y parcialmente materia. La manera de confinar
la luz se da en dos formas distintas, una es por resonancia entre dos espejos de
alta reflectividad llamados reflectores distribuidos de Bragg y otra por interferen-
cia constructiva, uno de los tipo de cavidades es Fabry-Perot en el que utilizan
reflexiones múltiples para confinar la luz por medio de interferencia constructi-
va, usando defectos en su estructura periódica de los cristales fotónicos y usando
procesos de interferencia logran confinar la luz de una a tres dimensiones. Una
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situación diferente es cuando se usan capas múltiples de muchos pares de ı́ndi-
ce de refracción alternativo para hacer espejos de cavidad. La estructura completa
tiene un espaciador de cavidad adicional entre los espejos de Bragg y el conjunto
puede considerarse una cavidad de cristal fotónico unidimensional con un defecto
central.

Las microcavidades de tipo pilar activo más comunes son los llamados láseres
emisores de superficie de cavidad vertical (VCSEL) ver Fı́g. 1.13, forman la base
de una industria enorme y próspera debido a su facilidad de fabricación a gran
escala y de dispositivos en forma de oblea. Estos VCSEL normalmente usan una
combinación de grabado de pilares y un mayor control lateral de la inyección de
corriente eléctrica al oxidar progresivamente una capa de AlAs incorporada que
forma un anillo aislante de AlOx.

En general, no es posible hacer microcavidades extremadamente pequeñas de-
bido a que la difracción juega un papel cada vez mayor a escalas pequeñas y las
superficies planas tienen que estar conectadas por esquinas que actúan como fu-
gas para la luz difractante. Las primeras microcavidades exitosas basadas en GaN
se lograron en el 2007, lo que permitió a Christopoulos y colaboradores mostrar
un fuerte acoplamiento a temperatura ambiente, y a Baumberg en el 2008 producir
condensación de polaritones cuando se bombea con fuentes UV pulsadas.

Un excitón es un estado ligado entre un electrón y un hueco en semiconducto-
res, formado por la interacción de Coulomb entre ellos. En un proceso de excitación
óptica es posible formar un excitón. Cuando un fotón se absorbe con la energı́a cer-
cana a la brecha de energı́a, un electrón en la parte superior de la banda de valencia
se excitará hacia la banda de conducción y dejará una vacante cargada positiva-
mente, que llamamos hueco en la banda de valencia. Ahora este electrón carga-
do negativamente y el hueco cargado positivamente formarán un par de hueco-
electrón debido a la atracción de Coulomb. Esta interacción de Coulomb reducirá
la energı́a del par electrón-hueco. Dando como resultado, que la energı́a del excitón
es menor que la brecha de energı́a y coincide con la energı́a de fotón incidente.

Los excitones de semiconductores de bulto tienen tiempos de vida finitos, ge-
neralmente del orden de nanosegundos. Pero en los pozos cuánticos, que son he-
teroestructuras formadas cuando una capa de un semiconductor está rodeada por
dos capas de semiconductores con una banda prohibida mayor, los tiempos de
vida pueden ser más elevados. Los electrones y huecos en el pozo cuántico se con-
finan en la dirección de la hetero-estructura, definida tı́picamente por z, mientras
que para las direcciones x e y se pueden mover libremente. Debido a esta conducta,
los estados serán discretos en dirección z, mientras que en las otras dos coordena-
das serán continuos. Esto quiere decir que en la microcavidad, tal la luz como los
excitones se confinan a lo largo de z, limitando la dinámica de fotones y excitones
en un plano dimensional.

A mediados de la década de 1950, los teóricos entendieron que el acoplamiento
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Figura 1.12: Diseño VCSEL que incorpora aberturas de óxido.

de la luz influye fuertemente en las propiedades fı́sicas de los excitones y su es-
pectro energético. El fı́sico ucraniano Pekar 1957 fue el primero en describir estos
cambios en el espectro de energı́a del excitón debido al acoplamiento de la luz en
términos de ondas adicionales que aparecen en el cristal (actualmente llamados
polaritones). Posteriormente, en 1966 Agranovich y Dubovskii dieron la primera
descripción teórica del excitón-polaritón en estructuras 2D. Uno de los grandes in-
tereses en el desarrollo de las MC es que permite llevar acabo estudios fundamen-
tales de la interacción de luz-materia en geometrı́as donde los estados electrónicos
y el campo electromagnético s e confinan a lo largo de una dirección.Esto se lleva
a cabo colocando pozos cuánticos en la microcavidad de semiconductores, lo que
genera fuertes interacciones entre los excitones de los pozos cuánticos y los fotones
de la microcavidad.

Si la interacción es lo suficientemente fuerte como para que la velocidad de
intercambio de energı́a sea más rápida que la velocidad de desintegración de los
fotones de la cavidad y de los excitones de los pozos cuánticos, estos generan nue-
vos estados propios, dando como resultado una superposición de estados entre
el fotón y el excitón dando origen a una cuasi-partı́cula conocida como polaritón.
Hay diferentes tipos de polaritones, dependiendo del tipo de excitación en el sóli-
do. Puede ser un fonón óptico, un plasmón, o un excitón. Los polaritones pueden
formar estados coherentes, o condensados, en microcavidades semiconductoras,
lo que permite desarrollar láseres de polaritones, fabricados por primera vez en el
año 2000 [44].
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Figura 1.13: Representación gráfica de la formación de polaritones usando espejos, en el
que se reflejan fotones que excitan los electrones.

1.2.2. Láseres polaritónicos

Cuando se crean en una cavidad óptica con espejos que reflejen fotones para
que vuelvan a excitar otros electrones del material, se producirá un “gas” de exci-
tones estables y coherentes (todos los fotones serán “similares”). En esta microca-
vidad semiconductora el número de excitones crecerá. Estos excitones se acoplan
con los fotones formando excitón-polaritones. Los polaritones en microcavidad se
comportan como bosones si su densidad no es demasiado grande [45]. Los fotones
en 3D tienen masa en reposo nula, pero el confinamiento de fotones en una micro-
cavidad les proporcione una masa por movimiento en el plano xy finita pero pe-
queña. Como resultado, los polaritones también tienen una masa chica, del orden
de 10−4 respecto a la masa del electrón libre. Eso permite obtener los condensados
de polaritones en las temperaturas ambientes. El tiempo de vida de polaritones en
microcavidad es comúnmente alrededor de los picosegundos. La polarización de
un condensado polaritónico permite las energı́as de conmutación por debajo de 0.5
fJ. [43]. Una consecuencia importante de la formación del condensado polaritónico
es la emisión de un haz de luz coherente afuera de la microcavidad, que repre-
senta un nuevo tipo del efecto láser, un láser polaritónico. El término láser implica
que la emisión estimulada de fotones compite con la absorción y que la emisión
espontánea supera las pérdidas radiativas de la cavidad.
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La condensación de Bose-Einstein (BEC) de un gas de polaritones fue demos-
trado por la primera vez en 2006 [46]. Este resultado es sin duda el más importante
hallazgo para el campo de polaritones y la descripción teórica de la condensación
polaritónica fuera del equilibrio se ha convirtió en un tema importante del estudio.
Más sobre el desarrollo de fı́sica y ingenierı́a de los condensados polaritónicos, y
su importancia para la computación óptica, escribimos en el sub-capı́tulo 3.1.

1.2.3. Organización de la tesis

Se estructura la tesis es de la siguiente manera. En el capı́tulo 2 presentamos la
dinámica conservativa de dos condensados polaritónicos, con el objetivo particu-
lar de introducir el modelo del dı́mero de Bose-Hubbard conservativo, y presenta-
mos los resultados analı́ticos sobre las trayectorias y puntos fijos que representan
posibles condensados coherentes. En el capı́tulo 3, se presenta el planteamiento
del problema, usando como base el modelo realı́stico del cúbit polaritónico. Tam-
bién mostramos los diferentes estados fijos de láser y su estabilidad además las
bifurcaciones presentes en el sistema de condensados polaritónicos con bombeo
no-resonante. Además, la presencia del dominio caótico se estudia en función de
la interacción polariton-polariton y el acoplamiento de Josephson entre los dos
condensados que forman el cúbit. En el capı́tulo 4, comprobamos la formación de
caos y atractores extraños en el espacio de parámetros de orden en el sistema de
dos condensados de excitón-polaritones acoplados, siendo de utilidad el cálculo
de los exponentes de Lyapunov. Describimos además el fenómeno importante de
multiestabilidad de la condensación polaritónica. En el capı́tulo 5, estudiamos el
espectro de emisión de la luz desde el cúbit polaritónico. Finalmente, en el último
capı́tulo presentamos las conclusiones del trabajo.



Capı́tulo 2

Dinámica conservativa de dos
condensados

En este capı́tulo presentamos el modelo de Hubbard, con la finalidad de llegar
a la descripción del dı́mero de condensados de excitón-polaritones (polaritones),
usando técnicas de sistemas de muchas partı́culas idénticas. Consideramos el ca-
so de la dinámica conservativa de dos condensados y obtenemos las soluciones
analı́ticas, que nos permitan identificar los estados fijos y las bifurcaciones impor-
tantes de este sistema.

2.1. Modelo de Hubbard

Durante mucho tiempo, se ha buscado construir modelos simples que caracte-
ricen el estado fundamental de los sistemas en materia condensada para predecir
el comportamiento de sistemas reales utilizando modelos matemáticos, rescatando
los grados de libertad relevantes en el régimen de interés. A lo largo de los años,
algunos de estos modelos simplificados han cobrado mayor importancia que otros,
mostrando ser apropiados para describir las propiedades fı́sicas que caracterizan
el estado fundamental. Algunos de los modelos más famosos y más estudiados
hasta la fecha son por ejemplo: el modelo de Ising, el modelo de Hubbard,el mo-
delo de Bose-Hubbard, el modelo de Heisenberg, la teorı́a del lı́quido de Fermi, el
modelo de Sommerfeld de los metales. El modelo de Hubbard fue introducido por
Hubbard, Gutziller y Kanamori [47, 48, 49]. El modelo de Hubbard es un modelo
simplificado para los electrones en un sólido. Estos electrones están en una red,
haciendo saltos a vecinos cercanos, con interacción entre los electrones en el mis-
mo sitio, representado una repulsión de muy corto alcance. La amplitud para que
las partı́culas pasen entre diferentes sitios de la red decae exponencialmente con la
distancia, por lo que se considera que los electrones brincan únicamente sobre los

26
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vecinos más cercanos.
A pesar de su aparente simplicidad, este modelo puede describir diversos fenóme-

nos como la transición metal-aislante, anti-ferromagnetismo, ferrimagnetismo, fe-
rromagnetismo y superconductividad. Es posible también describir varias clases
de universalidad para diferentes sistemas fuertemente interactuantes mediante el
estudio del modelo de Hubbard. En consecuencia, se recurre a un Hamiltoniano
efectivo idóneo para describir las caracterı́sticas de un fluido electrónico [49].

2.2. Hamiltoniano de Bose-Hubbard

El modelo de Hubbard tradicional, que describimos en la sección anterior, es
un sistema conformado por fermiones. Pero es de nuestro interés los sistemas con-
formados por bosones. La fı́sica de los átomos ultrafrı́os en redes ópticas está muy
bien descrita en términos del modelo de Bose-Hubbard (BH). Ası́ como el Hamilto-
niano de Hubbard modela a los electrones en movimiento a través de un cristal, el
Hamiltoniano de Bose-Hubbard describe a los bosones bajo las mismas condicio-
nes que los electrones, sin las restricciones que siguen para las partı́culas de espı́n
semientero. En particular, muchos bosones pueden ocupar el mismo sitio. A partir
de esto, es posible obtener las energı́as del estado base del sistema bosónico para
estudiar las transiciones de fase que pueden ocurrir. Este modelo se han utilizado
para describir sistemas de estado sólido como el comportamiento crı́tico del 4He,
la uniones de Josephson y los átomos en redes ópticas.

El modelo de Bose-Hubbard captura las correlaciones que surgen en el caso de
interacciones fuertes entre partı́culas bosónicas. Tomando solo interacciones loca-
les en el sitio, el Hamiltoniano de Bose-Hubbard está dado por

ĤBH = − ε

2 ∑
〈i,j〉

(
ψ̂†

i ψ̂j + ψ̂†
j ψ̂i

)
+

α

4 ∑
i

ψ̂†2
i ψ̂2

i , (2.1)

donde ψ̂†
i y ψ̂i son los operadores de creación y aniquilación bosónicos en el sitio

i, y la suma en el primer término corre sobre los sitios de red más cercanos 〈i, j〉.
En lo que sigue, vamos a denotar n̂i = ψ̂†

i ψ̂i como el operador que mide el número
de partı́culas. El Hamiltoniano (2.1) describe los dos procesos más básicos de baja
energı́a que ocurren en el sistema. La primera parte del Hamiltoniano captura los
saltos coherentes o tunelización con la amplitud ε en los sitios vecinos de la red, el
cual indica una medida de la energı́a cinética del sistema. Debido a las estadı́sticas
bosónicas, la presencia de otras partı́culas en la red puede mejorar las tasas efec-
tivas de los saltos. El segundo término del Hamiltoniano describe la interacción
local, repulsiva o atractiva, entre partı́culas que residen en el mismo sitio de red, la
cual es proporcional al parámetro α. El conmutador de los operadores bosónicos ψ̂
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y ψ̂† está dado por

[ψ̂i, ψ̂†
j ] = ψ̂iψ̂

†
j − ψ̂†

j ψ̂i = δij, [ψ̂i, ψ̂j] = [ψ̂†
i , ψ̂†

j ] = 0. (2.2)

2.3. Dinámica del dı́mero de Bose-Hubbard

Un sistema oportuno para el estudio de la coherencia es un condensado de
Bose-Einstein en una trampa óptica de doble pozo, conocida como “dı́mero BEC”
o “la unión de Josephson bosónico”, es idóneo en el análisis teórico y realizable en
experimentos actuales. La realización experimental de la condensación de Bose-
Einstein utilizando gases alcalinos atómicos ha proporcionado los medios para es-
tudiar el túnel macroscópico en sistemas con parámetros de interacción ajustables
[50, 51]. Desde la perspectiva teórica, el modelo del dı́mero de Bose-Hubbard, tam-
bién conocido como dı́mero discreto de captura automática o el Hamiltoniano de
Josephson [52]. Se ha dedicado en una serie de artı́culos a las propiedades del
dı́mero cuántico [53, 54, 55]. Este sistema describe la dinámica de los bosones que
fluctúan entre dos sitios. El número de bosones se conserva, junto con la conserva-
ción de la energı́a [52, 56], y por esta razon el sistema es integrable. Sus aplicaciones
van desde la simulación de fenómenos de estado sólido [57, 58] hasta el procesa-
miento de información cuántica [59], pero para aprovechar su potencial requiere
una comprensión profunda de la coherencia cuántica.

El dı́mero de condensados de excitón-polaritones puede ser creado con una alta
precisión, que permite modificar la barrera potencial entre los sitios y el parámetro
de saltos ε, como el parámetro de interacción α [60]. Con un alto poder de exci-
tación, las ocupaciones de los condensados son grandes y uno puede adoptar la
descripción clásica del problema, en el que se espera que la dinámica del sistema
sea cercana a la conservativa. Para este sistema, el parámetro ε es tı́picamente de
diez a cien µeV y α > 0.

Una perspectiva interesante con estos sistemas fotónicos disipados impulsados
es la posibilidad de realizar estados entrelazados [61]. Se sabe que el entrelaza-
miento es un recurso clave para las nuevas tecnologı́as, como la computación y la
comunicación cuántica [8]. Un ejemplo de dicha estructura acoplada es el dı́me-
ro polaritónico. Este sistema consta de dos modos no-lineales acoplados y ha sido
objeto de varios estudios teóricos [40, 62, 63, 64]. Es uno de los sistemas más sim-
ples en el que, la fı́sica es el resultado de una interacción entre saltos e interacción.
Los trabajos teóricos realizados han demostrado el potencial del dı́mero de Bose-
Hubbard para la realización de un estado enredado [64, 65, 66].
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El Hamiltoniano del dı́mero de Bose-Hubbard está dado por

H = − ε

2
(ψ̂†

+1ψ̂−1 + ψ̂†
−1ψ̂+1) +

α1

4
(ψ̂†2

+1ψ̂2
+1 + ψ̂†2

−1ψ̂2
−1)

+
α2

2
ψ̂†
+1ψ̂†

−1ψ̂+1ψ̂−1, (2.3)

aquı́ usamos los ı́ndices ±1 para enumerar dos sitios, con los operadores de crea-
ción y aniquilación de bosones ψ̂†

±1 y ψ̂±1. Este ı́ndice ±1 también puede indicar la
polarización de polaritones en el mismo sitio. En este caso, la polarización circular
izquierda corresponde al ı́ndice −1 y a la polarización circular derecha correspon-
de al ı́ndice +1. El parámetro ε define la tasa de conversión entre dos sitios o el
efecto de Josephson entre los estados ±1. Finalmente, los parámetros α1,2 definen
la interacción de bosones en el mismo sitio (α1) y entre sitios opuestos (α2). Los
parámetros introducidos tienen dimensionalidad de energı́a y haciendo h̄ = 1 te-
nemos unidades de frecuencia.

Usando la representación de Heisenberg, podemos escribir la evolución de los
operadores como

i
dψ̂±1

dt
= [ψ̂±1,H] = − ε

2
ψ̂∓1 +

1
2
(α1n̂±1 + α2n̂∓1)ψ̂±1, (2.4)

en donde usamos el operador del número de partı́culas n̂±1 = ψ̂†
±1ψ̂±1. Tomado el

adjunto obtenemos también

− i
dψ̂†
±1

dt
= −[ψ̂†

±1,H] = − ε

2
ψ̂†
∓1 +

1
2

ψ̂†
±1(α1n̂±1 + α2n̂∓1). (2.5)

En el caso del dı́mero bosónico es conveniente introducir el espı́n. El operador
de espı́n se define como

Ŝ =
1
2

Ψ̂† · σ · Ψ̂ (2.6)

donde usamos el espinor Ψ̂ = (ψ̂+1, ψ̂−1)
T, y σ es el vector de Pauli, cuyas compo-

nentes son las matrices

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (2.7)

Con la finalidad de encontrar las componentes de Ŝ, usamos la Ec. (2.6) y obtene-
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mos

Ŝx =
1
2
(ψ̂†
−1ψ̂+1 + ψ̂†

+1ψ̂−1), (2.8a)

Ŝy =
i
2
(ψ̂†
−1ψ̂+1 − ψ̂†

+1ψ̂−1), (2.8b)

Ŝz =
1
2
(ψ̂†

+1ψ̂+1 − ψ̂†
−1ψ̂−1), (2.8c)

Ŝ =
1
2
(ψ̂†

+1ψ̂+1 + ψ̂†
−1ψ̂−1). (2.8d)

Las componentes dados por las Ecs. (2.8) satisfacen las relaciónes de conmu-
tacion ordinarias de las componates de espı́n: [Ŝ, Ŝx,y,z] = 0, [Ŝx, Ŝy] = iŜz (y las
permutaciones cı́clicas de este último). Estas relaciones de conmutación son conse-
cuencia de las relaciones de conmutación de (2.2). De la definición (2.8d) observe-
mos que el operador de la longitud del espı́n es la midad del operador del número
total de los bosónes. Escribiendo el valor propio de Ŝ como S, tenemos el número
total de bosones N = 2S, que es una constante. Notemos también que a partir de
las Ecs. (2.8a-c) obtenemos Ŝ2

x + Ŝ2
y + Ŝ2

z = Ŝ(Ŝ + 1) ≡ S(S + 1).
Ahora podemos reescribir el Hamiltoniano (2.3) como función de las compo-

nentes de espı́n. Usando las relaciones

(Ŝ + Ŝz)
2 = ψ̂†

+1(ψ̂
†
1 ψ̂+1 + 1)ψ̂+1 = ψ̂†2

+1ψ̂2
+1 + ψ̂†

+1ψ̂+1,

(Ŝ− Ŝz)
2 = ψ̂†2

−1ψ̂2
−1 + ψ̂†

−1ψ̂−1,

(Ŝ + Ŝz)(Ŝ− Ŝz) = ψ̂†
+1ψ̂†

−1ψ̂+1ψ̂−1 = Ŝ2 − Ŝ2
z ,

ψ̂†2
+1ψ̂2

+1 + ψ̂†2
−1ψ̂2

−1 = 2(Ŝ2 + Ŝ2
z − Ŝ),

obtenemos

Ĥ = Ĥ0 + Ĥs, (2.9a)

Ĥ0 =
α1

2
(Ŝ2 − Ŝ) +

α2

2
Ŝ2, (2.9b)

Ĥs = −εŜx +
α

2
Ŝ2

z , (2.9c)

donde α = (α1 − α2). Siendo que Ĥ0 es una constante [(α1 + α2)S2 − α1S]/2, esta
parte del Hamiltoniano no nos va interesar en el lo que sigue. El segundo término
del Hamiltoniano (2.9c) es también conocido como el modelo de Lipkin-Meshkov-
Glick (LMG) [67]. Hay que mencionar que el modelo LMG a resultado bastante
interesante para el estudio del correlación ordenada fuera del tiempo (OTOC), que
es una cantidad clave en las definiciones del caos cuántico de muchos cuerpos
[68, 69].
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Aplicando de nuevo las ecuaciones de Heisenberg y las relaciones de conmuta-
ción para las componentes de espı́n obtenemos

dŜx

dt
= i[Ĥ, Ŝx] = −

α

2
(ŜzŜy + ŜyŜz), (2.10a)

dŜy

dt
= i[Ĥ, Ŝy] = εŜz +

α

2
(ŜzŜx + ŜxŜz), (2.10b)

dŜz

dt
= i[Ĥ, Ŝz] = −εŜy. (2.10c)

Ahora vamos considerar el lı́mite clásico, que corresponde en un número gran-
de de bosones, S � 1. En este lı́mite, simplemente sustituimos los diferentes ope-
radores que aparecen arriba por números. En particular, los números complejos
ψ±1, que sustituyen los operadores de aniquilación, definen las componentes del
parámetro de orden (la función de onda del condensado) Ψ = (ψ+1, ψ−1)

T, deno-
tado como un espinor. Estos están regidos por las ecuaciones

i
dψ±1

dt
= − ε

2
ψ∓1 +

1
2

[
α1|ψ±1|2 + α2|ψ∓1|2

]
ψ±. (2.11)

El espı́n en el caso clásico se transforma en un vector real S de tres dimensiones
con las componentes y longitud dados por

Sx =
1
2
(
ψ∗+1ψ−1 + ψ∗−1ψ+1

)
, Sy =

i
2
(
ψ∗−1ψ+1 − ψ∗+1ψ−1

)
, (2.12a)

Sz =
1
2

(
|ψ+1|2 − |ψ−1|2

)
, S =

1
2

(
|ψ+1|2 + |ψ−1|2

)
. (2.12b)

Observamos que en el lı́mite clásico tenemos la relación ordinaria S2 = S2
x + S2

y +

S2
z .

Se puede establecer la dinámica del espı́n del sistema desde las ecuaciones
cuánticas (2.10), como basándose en la ecuación de Landau-Lifshitz clásica

dS
dt

=

[
dHs

dS
× S

]
, (2.13)

usando el Hamiltoniano LMG del espı́n (2.9c). Estas ecuaciónes son

Ṡx = −αSzSy, (2.14a)

Ṡy = εSz + αSzSx, (2.14b)

Ṡz = −εSy, (2.14c)

en donde el punto arriba de la letra indica la derivativa sobre el tiempo.



32 CAPÍTULO 2. DINÁMICA CONSERVATIVA DE DOS CONDENSADOS

Una vez que encontramos las soluciones de las Ecs. (2.14), podemos calcular la
evolución del parametro de orden. Tomando en cuenta que las ocupaciones de los
condensados son n±1 = |ψ±1|2 = S±Sz, escribimos

ψ±1 =
√

n±1 eiθ±1 , (2.15)

en donde las fases θ±1 evolucionan de acuerdo con las ecuaciones

θ̇±1 = −1
2

[
(α1n±1 + α2n∓1)−

εSx

n±1

]
. (2.16)

Esta útima expresión se puede obtener diferenciando θ±1 = (1/2i) ln(ψ±1/ψ∗±1).

2.4. Trayectorias, puntos fijos y rompimiento de simetrı́a

Como la longitud del espı́n S es una integral de movimiento, es conveniente
trabajar con el vector unitario s = S/S. También definimos el parámetro de in-
teracción adimensional β = αS/ε y el tiempo adimensional τ = εt. Con estos
parámetros y a partir de las Ecs. (2.14) obtenemos

dsx

dτ
= −β szsy, (2.17a)

dsy

dτ
= sz + β szsx, (2.17b)

dsz

dτ
= −sy. (2.17c)

Sustituyendo (2.17c) en (2.17a) vemos que d
dτ (sx − 1

2 βs2
z) = 0, por lo que sx =

1
2 βs2

z − c, donde c es una constante que corresponde a la energı́a del espı́n en uni-
dades de εS. Elevando al cuadrado la Ec. (2.17c) y usando la expresión anterior
para sx, obtenemos(

dsz

dτ

)2

= s2
y = 1− s2

z − s2
x = −β2

4
s4

z − (1− cβ)s2
z + (1− c2). (2.18)

Esta ecuación diferencial no-lineal se parece a la ecuación para el coseno elı́ptico
de Jacobi. Efectivamente, para cn(u, k2), donde k2 es el modulo elı́ptico, tenemos
la ecuación [70](

d cn(u, k2)

du

)2

= −k2 cn4(u, k2)− (1− 2k2) cn2(u, k2) + (1− k2), (2.19)
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en donde los terminos del lado derecho tienen los mismos signos como los térmi-
nos en la Ec. (2.18). Por eso buscaremos la solución de la Ec. (2.18) como sz =
A cn(ωτ, k2). Al sustituir sz en la Ec. (2.18) y comparando los terminos con la mis-
ma potencia de cn encontramos que

A2β2

4 ω2 = k2, (2.20a)

1− cβ

ω2 = 1− 2k2, (2.20b)

1− c2

A2ω2 = 1− k2. (2.20c)

De las Ecs. (2.20), tenemos tres ecuaciones con tres incongnitas (A2, ω2 y k2).
Para resolver este sistema de ecuaciones, primero con la Ec. (2.20b) encontramos el
módulo elı́ptico:

k2 =
1
2

[
1− (1− cβ)

ω2

]
, 1− k2 =

1
2

[
1 +

(1− cβ)

ω2

]
. (2.21)

Ahora multiplicando k2 por (1− k2) y usamos la primera expresión de la Ec. (2.21),
y por otro lado las Ecs. (2.20a) y (2.20c), obtenemos

k2(1− k2) =
1
4

[
1− (1− cβ)2

ω4

]
=

β2(1− c2)

4ω4 , (2.22)

de donde obtenemos ω4 = 1− 2cβ+ β2. Después la Ec. (2.20a) nos permite obtener
la amplitud A. Enlistamos los resultados encontrados

A2 =
2(1− c2)

(1− cβ) +
√

1− 2cβ + β2
, (2.23a)

ω = 4
√

1− 2cβ + β2, (2.23b)

2k2 = 1− (1− cβ)√
1− 2cβ + β2

, (2.23c)

y escribimos las soluciones finales para las componentes del espin,

sz = A cn(ωτ, k2), sy = Aω sn(ωτ, k2)dn(ωτ, k2), sx =
β

2
s2

z − c, (2.24)

en donde para obtener sy usamos la propiedad que d(cn(u, k2)/du = −sn(u, k2)dn(u, k2).
Las relaciones (2.24) definen trayectorias en la esfera de Stokes, definida por

s2
x + s2

y + s2
z = 1. Diferentes trayectorias están etiquetadas por la constante c. El
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rango de valores permitidos de la constante c, que define la energı́a del espı́n, de-
pende de la fuerza de interacción. Este rango puede ser encontrado de la condición
ω4 ≥ 0, en el que, sz tiene un valor real. Para |β| ≤ 1, el rango de esta constante
es −1≤c ≤ 1 y todas las trayectorias circulan alrededor del eje sx, preservando
la simetrı́a de paridad del sistema (z ↔ −z). La precesión del espı́n ocurre en la
direción en contra de las manecillas del reloj, si miramos a lo largo del eje sx, en el
que eso corresponde para A > 0. Para |β| ≤ 1 existen solo dos punto fijos, Fs y Fa,
que conservan la simetrı́a:

sx = ±1, sy = sz = 0, (2.25)

en donde el signo + corresponde a Fs, y el signo − corresponde a Fa. En el estado
Fs la diferencia de fase de dos condensados es 0 y estos estan sincronizados. En el
estado Fa la diferencia de fases de dos condensados es π y los condensados son
anti-sincronizados. Los dos puntos fijos y las trayectorias para la interacción débil
se muestran en la Fig. 2.1(a,b).

Sin embargo, para una interacción lo suficientemente fuerte, es decir cuando
|β| > 1, aparecen soluciones de ruptura de simetrı́a. En este caso, el rango de
la constante c es −1≤c ≤ (1 + β2)/2β para la interacción repulsiva (β > 0), o
(1 + β2)/2β≤c ≤ 1 para la interacción atractiva (β < 0). También observamos que
para |β| > 1 la dinámica del espı́n se caracteriza por cuatro puntos fijos. A parte
de Fs,a aparecen dos puntos con simetrı́a rota, F± con

sx = − 1
β

, sy = 0, sz = ±
1
β

√
β2 − 1, (2.26)

respectivamente. Un caracterı́stica importante de los estádos con simetrı́a rota es
que ellos coresponden a diferentes ocupaciónes de los condensados. Tenemos n+1 >
n−1 para F+ y n+1 < n−1 para F− (y las trayectorias cercanas). Los puntos fijos y
las trayectorias para interacción fuerte están mostrados en la Fig. 2.1(c,d). Para ob-
tener las trayectoria cercanas a F+ hay que tomar A > 0, y las trayectorias cercanas
de F− corresponden a A < 0.

Para el analisis del comportamiento de dos condensados polaritónicos es im-
portante tener en cuenta que β = αS/ε es proporcional al número total de partı́cu-
las N = 2S, y este número se modifica por el bombeo del sistema. Para los bombeos
pequeños, el láser polaritónico está formado en el estado Fa o en el estado π [71].
Con el aumento del bombeo crece el parametro β y para β > 1 podemos espe-
rar que este estado del condensado vuelva ser inestable, por que como se ve de
las Figs. 2.1(c,d), el punto Fa se convierte en punto de silla. Como resultado, el con-
densado puede ser formado en los estados F± con el rompimiento de simetria. Pero
para comprobar este escenario es importante incorporar el bombeo y disipación en
el modelo, que es el objetivo de los siguientes capı́tulos.
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Figura 2.1: Trayectorias de espı́n de dos condensados en el caso conservativo. Los
parámetros son (a) β = 0.25 y (b) 0.9 con la constante c va de −0.96 a 0.96 con paso
de 0.24, que van del punto fijo Fs al punto fijo Fa (puntos azules); (c) β = 2 y la
constante c va de −0.96 a 1.2 con paso de 0.24; (d) β = 9 y la constante c va de 0.9 a
4.5 con paso de 0.45. En los últimos dos casos aparecen las trayectorias con simetrı́a
rota indicados por colores rojo y naranja, con dos puntos fijos F± adicionales.



Capı́tulo 3

Dı́mero de condensados polaritónicos

En este capı́tulo escribimos el modelo realista del dı́mero de condensados pola-
ritónicos alimentados de manera no-resonante por dos depósitos independientes.
Mostramos los atractores y bifurcaciones en este modelo. Estudiamos los estados
fijos de láser, al igual que los estados que preservan la simetrı́a entre condensados
como los estados que rompen la simetrı́a y analizamos la estabilidad de los puntos
fijos.

3.1. Trascendencia del dı́mero polaritónico

La formación espontánea de polarización ha sido una de las caracterı́sticas im-
portantes de la condensación del excitón-polariton (polaritónico) y del láser en
las microcavidades semiconductoras desde su descubrimiento en el 2006 [46, 72,
73, 74]. Tı́picamente, muy por encima del umbral de condensación, el condensado
se obtiene con polarización lineal. Este efecto se interpretó como un resultado de
minimización de la energı́a del condensado [75, 76]. Además, observaron que la
polarización lineal está anclada a un eje X cristalográfico, que puede relacionarse
nuevamente con la presencia de la división de energı́a entre polarizaciones linea-
les X e Y de los modos de la luz en la microcavidad [46, 77]. No es sorprendente
que para un sistema disipativo como el condensado de polaritones, estos argu-
mentos simplistas relacionados con la energı́a resultaran ser bastante limitados. El
comportamiento de polarización observado experimentalmente es en general más
complejo, especialmente en la proximidad del umbral de la condensación, y depen-
de de la forma en que se excita el sistema y de la dinámica rápida de polarización
(o del pseudoespı́n) de los polaritones en la cavidad [78, 79, 80, 81, 82]. La forma-
ción del condensado polaritónico fuera del equilibrio, o de un láser polaritónico,
no se rige únicamente por la relajación de la energı́a, sino por el equilibrio total de
las tasas de recolección y descomposición de los diferentes estados de polaritones

36
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junto con las interacciones polaritón-polaritón.
Las propiedades de polarización no-triviales de la condensación de polaritones

se hicieron especialmente evidentes para los condensados separados espacialmen-
te de las reservas de polaritones incoherentes, como, por ejemplo, los condensados
polaritónicos atrapados dentro de las barreras potenciales creadas por los depósi-
tos [83, 84]. Se demostró [85] que el condensado atrapado sufre bifurcación en un
estado polarizado casi circularmente, estable en un amplio rango de bombeo. La
formación de polarización circular es incluso más espectacular que la lineal: la si-
metrı́a de paridad se rompe espontáneamente, contrariamente a la asimetrı́a XY
explı́cita de polarización lineal del sistema. Para el bombeo linealmente polariza-
do, la polarización circular del estado del condensado se elige al azar y puede ser
manipulada por campos eléctricos extremadamente débiles [43]. El estado de po-
larización es aún más complejo para el bombeo polarizado elı́pticamente, en los
dominios de inversión de polarización e histéresis del estado del condensado en
función de la intensidad del bombeo [86, 87]. Las propiedades del condensado po-
laritónico con el grado de libertad de polarización son similares a las propiedades
de un par de condensados separados por una barrera, pero con polarización fija de
ambos (dı́mero o dı́ada). Los estados enlazantes y antienlazantes del dı́mero son
equivalentes a los estados polarizados linealmente X e Y, respectivamente, mien-
tras que el acoplapiento de Josephson entre ellos es equivalente a la presencia de
la división de energı́as entre X e Y. Para un acoplamiento de Josephson lo suficien-
temente fuerte, se espera la sincronización del dı́mero [88, 89, 90, 91, 92], ya sea en
el estado enlazante (con la diferencia de fase 0 entre los centros de condensación)
o en el estado antienlazante (con la diferencia de fase π).

Por otro lado, incluso para un par sin disipación, o el dı́mero de Bose-Hubbard,
es posible la ruptura de la simetrı́a y formación de los estados autoatrapados
[93, 94]. En estas soluciones autoatrapadas, las ocupaciones de dos condensados
difieren fuertemente, y son análogas al fuerte grado de polarización circular en la
polarización del condensado individual. Curiosamente, cuando el acoplamiento
disipativo (o radiativo) entre los condensados está presente junto con el acopla-
miento de Josephson habitual, dos puntos fijos de ruptura de la simetrı́a pueden
ser estables, mientras que dos que conservan la simetrı́a no lo están, manifestando
el régimen de láser débil [95]. En este régimen, la diferencia de fases entre los con-
densados no es trivial, es decir no es igual a 0, ni a π. Cuando los cuatro puntos
fijos del dı́mero del condensado de polaritones se vuelven inestables, el sistema
puede exhibir una dinámica de ciclo lı́mite estable, lo que resulta en la emisión del
peine de frecuencias desde la microcavidad [96, 97]. La dinámica periódica en el
tiempo (referida en ocasiones como un cristal en tiempo) también puede aparecer
en un dı́mero con la excitación coherente [62, 98, 99].

El dı́mero bajo excitación no-resonante puede, en principio, puede exhibir dinámi-
ca caótica, ya que está descrito por el sistema autónomo de tres ecuaciones no li-
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neales, el mismo número que para los sistemas clásicos de Lorenz [100] y Rössler
[101]. La ruta de Feigenbaum hacia el caos a través de la duplicación del perı́odo de
las órbitas de ciclos lı́mites se ha predicho para guı́as de ondas ópticas acopladas
activamente [102]. Este caso puede considerarse como un modelo simplista para el
dı́mero de condensado polaritónico. Aplicado a los condensados de polaritones, se
espera este comportamiento caótico con la disminución del bombeo, de modo que
tenga lugar en ocupaciones bajos de los condensados, muy por debajo del umbral.
Dado que este efecto precede a la formación del condensado, difı́cilmente puede
ser experimentalmente relevante. También se demostró que el caos no autónomo
de los condensados excitados coherente puede ocurrir en grandes ocupaciones de
condensados [103, 104]. Sin embargo, los condensados polaritónicos excitados en
resonancia no son lo suficientemente estables debido a la desestabilización de láser
excitante por retro-reflexión y la necesidad de un ajuste fino de la frecuencia de ex-
citación.

La comprensión del escenario completo de las bifurcaciones en el dı́mero pola-
ritónico es importante, ya que el dı́mero es un elemento clave de las redes de con-
densados polaritónicos, que se discutieron activamente recientemente para fines
de las computadoras y simuladores polaritónicos [60, 105, 106, 107]. La presencia
de la dinámica caótica del dı́mero polaritónico hace que este sistema sea muy pro-
metedor para aplicaciones basadas en el caos, incluida la sincronización del caos
[108]. En comparación con los otros sistemas ópticos que exhiben un caos determi-
nista, en particular, el caos de polarización en el láser emisor de superficie de cavi-
dad vertical (“vertical-cavity surface-emitting laser”, VCSEL) [109, 110, 111, 112],
el dı́mero del condensado polaritónico tiene varios beneficios, ya que los paráme-
tros importantes del sistema que controlan la dinámica caótica, la constante de
acoplamiento de Josephson y las no-linealidades, se controlan fácilmente en expe-
rimentos.

3.2. Modelo del dı́mero polaritónico

Consideramos dos condensados polaritónicos, descritos por los parámetros de
orden Ψ+1 y Ψ−1, que obedecen a las ecuaciones de Gross-Pitaevskii con bombeo
y disipación,

dΨ±1

dt
=

1
2
(rN±1− Γ)Ψ±1−

1
2
(γ− iε)Ψ∓1−

i
2

[
g1|Ψ±1|2 + g2|Ψ∓1|2

]
Ψ±1, (3.1)

acopladas a las ecuaciones para las densidades N±1 de dos reservorios de polari-
tones excitadas en forma no-resonante

dN±1

dt
= P−

[
ΓR + r|Ψ±1|2

]
N±1. (3.2)
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En estas expresiones, Γ y ΓR son las tasas de disipación de polaritones y reservo-
rios, respectivamente, r define la tasa de captura de los polaritones en los conden-
sados, y P es la tasa de bombeo no-resonante externo. El último parámetro es el
mismo para ambas reservas, de modo que el sistema de Ecs. (3.1) y (3.2) tiene la
simetrı́a de paridad.

Existe el acoplamiento coherente (Josephson) de dos condensados, definido por
el parámetro ε y el acoplamiento disipativo entre ellos, dado por el parámetro γ.
Mientras que el primero define la división de energı́as entre el estado enlazante Fs y
el estado antienlazante Fa, la presencia de este último implica diferentes tiempos de
vida de estos estados. A continuación, consideramos el caso tı́pico de condensación
de excitón-polaritones cuando el estado antienlazantes Fa vive más tiempo debido
a la interferencia destructiva de las ondas de luz emitidas desde dos centros de la
condensación en la microcavidad [95]. Esta diferencia de vida en microcavidades
rayadas puede ser bastante sustancial [113].

Los parámetros g1 y g2 definen la interacción de polaritones en los mismos cen-
tros y en los centros opuestos, respectivamente. En nuestro modelo, omitimos la
interacción de polaritones con las partı́culas del reservorio. Además de evitar la
sobrecarga del modelo con parámetros adicionales, tenemos la intención de con-
siderar el caso de condensados atrapados, que se separan espacialmente de los
reservorios. Este caso permite estudiar la dinámica de los condensados libres, que
no experimentan el ruido de los reservorios (ver, por ejemplo, Ref. [114] para un
ejemplo del esquema de excitación de un par de condensados de este tipo).

Introducimos los parámetros de orden escalados ψ±1 = (r/ΓR)Ψ±1, las ocu-
paciones de los reservorios Ñ±1 = rN±1, las constantes de interacción α1,2 =
(ΓR/r)g1,2, y el bombeo externo p = rP/ΓR. Obtenemos

Γ−1
R

dÑ±1

dt
= p− (1 + n±1)Ñ±1, (3.3)

donde n±1 = |ψ±1|2 son las ocupaciones escaladas de los condensados. En lo que
sigue, utilizamos la aproximación adiabática, comúnmente usada para los sistemas
de condensados polaritónicos [115, 116], que se pueden aplicar en el lı́mite de la
disipación rápida de los reservorios, ΓR � Γ. En este caso, el lado derecho de
la ecuación Eq. (3.3) se establece en cero, y las ocupaciones del yacimiento son
Ñ±1 = p/(1 + n±1). Los parámetros de orden luego evolucionan de acuerdo a las
ecuaciones

dψ±1

dt
=

1
2

[
p

(1 + n±1)
− Γ

]
ψ±1−

1
2
(γ− iε)ψ∓1−

i
2

[
α1|ψ±1|2 + α2|ψ∓1|2

]
ψ±1.

(3.4)

Es conveniente escribir ψ±1 =
√

n±1 ei(Φ∓φ), porque la ecuación para la fase
total Φ está separada de las ecuaciones para n±1 y para la fase relativa 2φ. Las
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últimas variables definen el vector de espı́n tridimesional S con las componentes
y la longitud

Sx =
√

n+1n−1 cos(2φ), Sy =
√

n+1n−1 sin(2φ), (3.5a)

Sz =
1
2
(n+1 − n−1), S =

1
2
(n+1 + n−1). (3.5b)

Estas ecuaciones son equivalentes a las definiciones que escribimos en el capı́tulo
2 (ve las expresiones (2.24)). Ahora con las Ecs. (3.4) y (3.5) se puede encontrar que
las componentes de espı́n satisfacen las ecuaciones

Ṡx = Vx(S) = [u(S)− Γ]Sx − γS− αSzSy, (3.6a)

Ṡy = Vy(S) = [u(S)− Γ]Sy + εSz + αSzSx, (3.6b)

Ṡz = Vz(S) = [u(S)− Γ]Sz + v(S)S− εSy, (3.6c)

donde α = α1 − α2, u(S) y v(S) están definidos por

u(S) =
(1 + S)p

(1 + S)2 − S2
z

, v(S) = − Sz p
(1 + S)2 − S2

z
. (3.7)

De estas ecuaciones se desprende que el valor absoluto del espı́n se obtenga usan-
do SṠ = SxṠx + SyṠy + SzṠz y evolucione como

Ṡ = [u(S)− Γ]S + v(S)Sz − γSx. (3.8)

Las Ecs. (3.4) y/o (3.6) son las principales ecuaciones estudiadas en este trabajo.
Notemos que una vez que se establece la evolución de S(t), se puede encontrar

la fase total del condensado mediante la integración de la ecuación

Φ̇ = −Ω(S) = −1
2

[
(α1 + α2)S−

(εSSx + γSzSy)

(S2
x + S2

y)

]
. (3.9)

En las siguientes secciones, elegimos las unidades de tiempo estableciendo por
Γ = 1. Además, recordamos que usamos las unidades de h̄ = 1. Ası́ medimos
todos los parámetros γ, ε, α1,2 en las unidades de Γ, y el tiempo en las unidades de
Γ−1.

3.3. Atractores y Bifurcaciones

Para caracterizar un sistema dinámico, contamos con variables dinámicas, que
son las tres componentes del espı́n en nuestro caso, y los parámetros constantes.
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Hay varios parámetros en nuestro caso, pero lo más importante es el parámetro del
bombeo p. Experimentalmente este parámetro se puede cambiar adiabáticamente,
aumentando o disminuyéndolo.

El espacio de los estados del espı́n es R3 en nuestro caso, y contendrá cada uno
de los estados concretos del sistema en un instante de tiempo dado. En el que cada
punto es un instante del estado, y la lı́nea descrita por esa sucesión de puntos en
tiempo, se denomina trayectoria. Dicha trayectoria es arrastrada hacia una región
del espacio de estados llamado atractor. Una caracterı́stica importante del espacio
de estados consiste en la contracción de volúmenes. En contraste con el sistema no-
disipativo, que consideramos en el capı́tulo anterior, en el caso realı́stico, gracias a
la disipación el volumen de un conjunto de puntos disminuye con el tiempo. Todos
los puntos que se encuentran en un volumen dado se mueven hacia un volumen
cada vez más reducido del espacio de estados. Después del tiempo transitorio los
puntos caen en un atractor. Y la estructura de un atractor no depende de las condi-
ciones iniciales. Esta manera de definir es buena para un atractor estable. Es decir
la pequeña perturbación de la trayectoria fuera del conjunto atractor regresa a este
conjunto con el tiempo.

Definimos también atractores inestables, referidos también como repulsores.
En este caso, la trayectoria no perturbada sı́ reside en el atractor, pero una pequeña
perturbación mueve la trayectoria fuera del atractor inestable. En el que las solu-
ciones permanecerán en el atractor de manera indefinida si no se produce una alte-
ración del sistema. Por otro lado, los repulsores representan estados de equilibrio
dinámico inestable. Cuando el sistema cae en uno de estos repulsores permane-
cerá en él, de manera indefinida en ausencia de ninguna perturbación que lo aleje
mı́nimamente de él, ya que estos repulsores son equilibrios dinámicos. Sin embar-
go, a diferencia de los atractores, los repulsores son inestables, en la medida de que
cualquier mı́nima perturbación que desvı́e o aleje al sistema de este repulsor hará
que el sistema nunca vuelva de manera natural a él.

La cuenca de atracción de un atractor es el conjunto de condiciones iniciales
cuyas soluciones dan lugar a un conjunto de trayectorias que convergen hacia este
atractor. Ası́, una trayectoria que se inicie dentro de la cuenca de atracción será
atraı́da hacia el atractor y una vez dentro del atractor, no podrá salir de esa región
del espacio de estados. Por lo tanto, el comportamiento cualitativo a largo plazo
de un sistema dinámico puede ser fundamentalmente diferente dependiendo de la
condición inicial. Los diferentes estados de equilibrio estables a los cuales converge
un sistema dinámico, o diferentes atractores pueden ser: el punto fijo, periódico o
de ciclo lı́mite (LC), movimiento en un toro y el atractor extraño.

Existe una clara evidencia de presencia de la coexistencia de atractores, que fue
reportada por Arecchi y colaboradores por primera vez en un circuito electrónico
[117]. El fenómeno de la multiestabilidad se ha identificado en diferentes clases de
sistemas, tales como sistemas débilmente disipativos, sistemas acoplados, sistemas
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paramétricamente excitados, y sistemas estocásticos [118]. En sistemas dinámicos
disipativos, la multiestabilidad significa la coexistencia de diferentes estados esta-
bles finales posibles para un conjunto de parámetros dados. El estado final al cual
el sistema convergerá, depende crucialmente de las condiciones iniciales, es decir,
la dinámica a largo plazo correspondiente a uno de los atractores es definida por la
condición inicial. Experimentos y modelos teóricos revelan la presencia de diferen-
tes rutas para lograr la multiestabilidad en diferentes clases. La aparición de una
multitud de atractores depende en general de los parámetros más importantes que
caracterizan a una clase de sistema particular, tal como, la fuerza de la disipación,
el tipo y la fuerza de acoplamiento, la amplitud y la frecuencia del parámetro de
perturbación.

La estructura cualitativa del flujo de un sistema dinámico no lineal puede cam-
biar si se modifican los parámetros del mismo. En particular, pueden aparecer nue-
vos puntos de equilibrio u órbitas cerradas, o bien, desaparecer los que ya existen,
o alterar sus propiedades de estabilidad. Un sistema donde esto ocurre recibe el
nombre de sistema estructuralmente inestable, o que una bifurcación ha ocurrido
para ciertos valores de los parámetros. Los diagramas de bifurcaciones clasifican
de manera condensada todos los comportamientos posibles de un sistema y las
transiciones entre ellos cuando cambian los parámetros del sistema. Las bifurca-
ciones generalmente están relacionadas con el cambio de estabilidad de los atrac-
tores existentes o la generación y la aniquilación de estas soluciones asintóticas.
Las bifurcaciones también se clasifican según el número de parámetros que uno
debe cambiar para lograr la estabilidad estructural de una bifurcación dada. Nues-
tra tarea vas ser estudiar las bifurcación en un láser polaritónico, descrito por las
Ecs. (3.4) y/o (3.6), principalmente como función del parámetro de bombeo p.

En nuestro modelo de estudio, distinguimos una categorı́a de bifurcaciones de-
pendiendo de cómo un atractor pierde su estabilidad en un punto de bifurcación.
Para fijar estas ideas consideramos la magnitud de la componente de espı́n Sz = Sc.
En las bifurcaciones supercrı́ticas, un atractor pierde su estabilidad al cruzarse
con un atractor estable que solo existe en valores supercrı́ticos de la componen-
te (Sz > Sc ). Sin embargo, en las bifurcaciones subcrı́ticas, un atractor pierde su
estabilidad al chocar con el camino inestable de una estructura que existe también
en los valores subcrı́ticos de la componente (Sz < Sc).

Las consecuencias de la naturaleza supercrı́tica o subcrı́tica de un tipo de bifur-
cación son bastante importantes en la dinámica del sistema. La principal diferencia
radica en el hecho de que en una bifurcación supercrı́tica el cambio cualitativo en
la dinámica del sistema se produce a través de una transición suave, es decir, el
atractor recién originado crece continuamente desde el punto de bifurcación, mien-
tras que en una bifurcación subcrı́tica tan pronto como el atractor original pierde
su estabilidad, el sistema experimenta un salto repentino a un atractor distante.
Como propiedad relacionada, tenemos que al invertir la componente de espı́n Sz
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Figura 3.1: El mapa de Poincaré muestra el desbalance de dos ocupaciones de condensa-
dos, Sz, en los puntos de retorno de la trayectoria del espı́n (puntos cuando dSz/dt = 0).
La gráfica se obtuvo mediante la recopilación de los puntos de retorno para 8 trayectorias
con condiciones iniciales aleatorias en la etapa final de evolución entre t = 400 y t = 500,
y para los parámetros γ = 0.5, ε = 2, α = 0.75. Todos los parámetros están en las unidades
de la tasa de disipación Γ.

alrededor del punto de bifurcación subcrı́tica, el sistema no salta necesariamente
para operar nuevamente en el atractor original, y por lo tanto genera un ciclo de
histéresis que podrı́a ser interesante para algunas aplicaciones.

Para el bombeo p muy pequeño, mucho menor de que la tasa de disipación en el
sistema, los condensados se quedan vacı́os. Formalmente el sistema esta formado
en el punto fijo trivial S = 0. Hay que mencionar que diferentes estados en el
sistema tienen diferentes tasas de disipación. El estado con la tasa de disipación
más baja es el estado antisimétrico ψa = (ψ+1 − ψ−)/

√
2 y su tasa de disipación

es Γ− γ. Entonces el umbral del efecto láser es p0 = Γ− γ. Eso es el punto de una
bifurcación supercrı́tica, en donde el punto fijo trivial se convierte en inestable y
produce un punto fijo estable Fa con una ocupación de los condensados finito, que
crece linealmente con el incremento del bombeo p− p0. Es importante indicar, que
en nuestro caso el punto fijo trivial es una singularidad esencial de las ecuaciones.

Como explicamos en el capitulo anterior, se espera una bifurcación con el incre-
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mento del bombeo. Efectivamente, el punto Fa pierde su estabilidad con una bifur-
cación tipo tenedor en el bombeo crı́tico p1 > p0. Esta bifurcación puede ser tanto
supercrı́tica como subcrı́tica, pero por los valores del acoplamiento de Josephson
grande, que presentan interés experimental, es de carácter supercrı́tico (los deta-
lles de esta bifurcación presentamos más adelante). Como resultado aparecen dos
puntos fijos con simetrı́a rota F±, estables en un rango de valores p superiores a p1.

La secuencia tı́pica de bifurcaciones que sufre el condensado polaritónico con el
bombeo p > p1 se ilustra en la Fig. (3.1). Esta figura representa una especie de ma-
peo de Poincaré y muestra la colección de valores de Sz en los puntos de retorno,
es decir, los puntos donde dSz/dt = 0, en función de la fuerza de bombeo p. Para
cualquier bombeo dado, los puntos se han reunido a partir de ocho trayectorias
obtenidas de las Ecs. (3.6) con condiciones iniciales aleatorias en la etapa final de
la evolución.

Para los valores de los parámetros dados en la figura, este punto Fa se vuelve
inestable en p1 ' 1.98, y para los pequeños valores de bombeo que se muestran en
la Fig. (3.1) se pueden ver dos puntos fijos estables que rompen la simetrı́a entre los
centros de condensación F±. También, referimos estes puntos como condensados
autoatrapados. En este caso, las trayectorias terminan aleatoriamente en una de
ellas. Estos condensados autoatrapados se vuelven inestables a p2 ' 4.00. Antes
de este valor de bombeo, se puede apreciar la presencia de otro atractor con trayec-
toria no cerrada, y por eso tenemos una bifurcación subcrı́tica. En el dominio de p
de 3.8 a 4.2 hay un comportamiento caótico aparente, que reaparece en la región
estrecha alrededor de p = 4.3. En los valores más altos de bombeo hay un mo-
vimiento de ciclo lı́mite (LC) del espı́n, que coexiste con el punto fijo simétrico Fs,
estable en p > p3 = 4.5. El diagrama sugiere que el atractor caótico aparece a partir
de la dinámica de LC con la duplicación del periodo con el bombeo decreciente.

También podemos ilustrar la forma que guardan las soluciones de las Ecs. (3.4)
usando las ocupaciones de los condensados n+1 = |ψ+1|2 y n−1 = |ψ−1|2. Mostra-
mos las ocupaciones en la Fig. 3.2(a-c), en el que notamos diferentes transiciones
de las soluciones respecto al parámetro de bombeo y para α = 0.75 que se mues-
tra en la Fig. 3.1. En la Fig. 3.2(a) vemos que la ocupación de n+1 (linea negra) es
mucho mayor que la ocupación del estado n−1 (linea azul). Es decir si tenemos
una cierta cantidad de bosones, la mayor parte estará en ψ+1 y este estado es el
estado F+. La razón fı́sica de auto-atrapación es la diferencia sustancial de los po-
tenciales quı́micos de los estados +1 y −1 es este caso. El estado con la ocupación
grande tiene el potencial quı́mico más grande gracias a la repulsión de los bosones
(en equilibrio, el potencial quı́mico está dado por el producto del parámetro α1 y
el número de bosones en el estado). Este desbalance sustancial de los potenciales
quı́micos, cuando es mayor el acoplamiento de Josephson, no permite que bosones
se muevan del estado ψ+1 al estado ψ−1 por la conservación de energı́a libre, que
resulta en auto-atrapación.



3.3. ATRACTORES Y BIFURCACIONES 45


ψ

±
1

2

� �� �� �� �� �� �� ��

�

�

�

�

�� (a)

t


ψ

±
1

2

� �� �� �� �� �� �� ��

�

�

�

�

�� (b)

t


ψ

±
1

2

� �� �� �� �� �� �� ��

�

�

�

�

�� (b)

t

Figura 3.2: Resultados de las ocupaciones de los condensados n+1 = |ψ+1|2 y n−1 =
|ψ−1|2, para γ = 0.5, ε = 2, α = 0.75 y para distintos valores de bombeo: (a) p = 3.7, (b)
p = 4.0, (c) p = 4.5. La lı́nea negra representa a |ψ+1|2 y la lı́nea azul a |ψ−1|2. La parte en
rojo representa el número promedio de partı́culas (igual a la longitud del espı́n S).
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En la Fig. 3.2(b) podemos ver el comportamiento parecido a caos en el que
apreciamos oscilaciones aleatorias de las ocupaciones de los condensados. En la
Fig. 3.2(c) notamos cambios periódicos, que es una indicación de un atractor tipo
ciclo lı́mite (LC). La lı́nea roja en estas figuras representa la ocupación promedio
de dos condensados, y es importante indicar que la ocupación total del sistema es
fijo en los caso (b) y (c).

Mostramos los atractores en el espacio de espı́n 3D en en las Figs. 3.3. Cuando
no hay evolución temporal de las componentes de espı́n y ellos pertenecen cons-
tantes tenemos el atractor tipo punto fijo. Los dos puntos fijos repulsores F± indi-
camos con puntos rojos en estas figuras. De otro lado, con los mismos parámetros
existen otros atractores en el sistema. Puede ser un atractor tipo ciclo lı́mite, cuan-
do el espı́n hace un movimiento periódico (una precesión deformada) y se obtiene
una trayectoria cerrada (vea Figs. 3.3(b,d)), o un atractor parecido a caos (vea Figs.
3.3(a,c)) con una trayectoria aparentemente no cerrada.

Para comprobar lo dicho anterior sobre el escenario de bifurcaciones de un
cúbit polaritónico, y especialmente para proporcionar la prueba directa de la for-
mación de caos, es necesario estudiar la estabilidad del sistema y comportamiento
de las exponentes de Lyapunov. Nosotros iniciamos con el estudio de la estabilidad
de los puntos fijos en la siguiente sección.
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Figura 3.3: Atractores del sistema de Ecs. (3.6) para γ = 0.5, ε = 2. Los otros parametros
son (a) p = 4, (b) p = 4.5 con α = 0.75, y (c) p = 2.24, (d) p = 3 con α = 1.5. Los puntos de
color rojo representan los puntos fijos F±.
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3.4. Estados fijos del láser y su estabilidad

Las Ecs. (3.6) poseen al menos cuatro puntos fijos importantes, dos que con-
servan la simetrı́a entre condensados, y dos que rompen esta simetrı́a. (Cuando el
acoplamiento de Josephson es pequeño pueden aparecer más puntos fijos que rom-
pen la simetrı́a). Los puntos fijos del láser están dados por raı́ces no triviales del
sistema algebraico de ecuaciones V(S) = 0, donde Vx,y,z(S) están definidos en las
Ecs. (3.6). Observamos que los parámetros de orden correspondientes ψ±1 no están
fijos en el tiempo, sino que evolucionan de manera proporcional a exp{−iΩ(S)t},
de modo que estas soluciones describen el láser de modo único usual del sistema
con la frecuencia fija Ω(S). En nuestro modelo, esta frecuencia se cuenta a partir
de la frecuencia de un polaritón aislado en un centro de condensación. Hay dos
puntos fijos que conservan la simetrı́a, Fs y Fa, que dan ocupaciones iguales de dos
centros y corresponden al parámetro de orden simétrico y antisimétrico, respecti-
vamente. Y hay dos puntos fijos de ruptura de simetrı́a, F+ y F−, con desigualdades
de los centros de condensación, Sz > 0 y Sz < 0, respectivamente. Estas solucio-
nes de puntos fijos se describen en esta sección en el orden de sus apariencias al
aumentar el bombeo p.

La estabilidad de un punto fijo se puede estudiar a partir la matriz Jacobiana
Jij = ∂Vi/∂Sj con i, j = x, y, z. Definimos los exponentes de Lyapunov de un punto
fijo como los tres eigenvalores λ1,2,3 de la matriz Jacobiana calculada en este pun-
to. Para un punto fijo estable esta definición corresponde a la definición general de
los exponentes de Lyapunov [119]. Como son raı́ces de una ecuación cúbica, pode-
mos tener dos casos: o los tres exponentes son números reales, o hay un exponente
dado por un número real y los otros dos son complejo conjugados uno del otro.
Dibujando los resultados, siempre tomamos la parte real, por que esta parte indica
la estabilidad del punto. Para el punto estable los tres deben ser negativos. Si la
parte real de un exponente de Lyapunov es positiva, eso significa la inestabilidad
del punto fijo (el punto repulsor). Hay que mencionar que en nuestro sistema disi-
pativo el valor promedio λ̄ = (1/3)(λ1 + λ2 + λ3) = Tr(J) < 0 en todos los puntos
del espacio de espı́n S, que significa el fenómeno de la contracción del volumen en
el transcurso de la evolución temporal.

3.4.1. Punto fijo antisimétrico

La solución de Fa aparece en el umbral de bombeo p0 = Γ− γ desde la solución
trivial S = 0, que se vuelve inestable para p > p0. El estado antisimétrico está
definido por

Fa : Sx = −Sa, Sy = Sz = 0. (3.10)
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Usando esta definición en las Ecs. (3.6) con Ṡ = 0, obtenemos que la ocupación de
los condensados Sa crece linealmente con el bombeo,

Sa =
p
p0
− 1, p0 = Γ− γ. (3.11)

Para el bombeo p ligeramente por encima del punto p0, Fa es el único atractor es-
table del sistema. Sin embargo, este atractor pierde estabilidad con respecto a las
fluctuaciones del vector de espı́n en el plano yz en el espı́n crı́tico S1, que corres-
ponde al bombeo crı́tico p1 = (1 + S1)p0.

Demostramos eso con el análisis de estabilidad lineal estándar. Consideramos
pequeñas fluctuaciones x, y, z de las componentes de espı́n cerca del punto Fa. Es
decir, escribimos Sx = −Sa + x, Sy = y, Sz = z y S =

√
(x− Sa)2 + y2 + z2 '

Sa− x, y linealizamos las Ecs. (3.6) con respeto a las perturbaciones. En el resultado
obtenemos

ẋ = − Sa p
(1 + Sa)2 x, (3.12a)

ẏ = −γy + (ε− αSa)z, (3.12b)

ż = −εy−
[

γ +
Sa p

(1 + Sa)2

]
z. (3.12c)

Observamos que las fluctuaciones de la componente Sx del espı́n son separados de
las otras dos componentes y el condensados es siempre estable con respeto a estas
fluctuaciones, con el exponente de Lyapunov correspondiente

λa1 = − Sa p
(1 + Sa)2 = − p0(p− p0)

p
. (3.13)

Este exponente es siempre negativo en la región supercrı́tica p > p0, que significa
que el condensado Fa es estable con respecto a las fluctuaciones del número de
polaritones, con la diferencia de fase π en el dı́mero. Los efectos de la fluctuación
de fase del dı́mero están escritos en las otras dos ecuaciones. Sustituyendo y(t) =
Beλt y z(t) = Ceλt obtenemos dos ecuaciones lineales

−(γ + λa2,3)B + (ε− αSa)C = 0,
−εB− (γ + λa2,3 − λa1)C = 0,

y calculando el determinante podemos encontrar los otros exponentes de Lyapu-
nov

λa2,3 = −γ +
1
2

λa1 ±
√

1
4

λ2
a1 − ε(ε + αSa). (3.14)
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En la Fig. 3.4, se muestra los resultados de λa1,2,3 de Fa con lı́neas continuas gruesas
color magenta.

El siguiente punto de bifurcación p1 y la ocupación crı́tica S1 = (p1/p0) − 1
corresponde a situación cuando una de estas exponentes es igual a cero, o, equiva-
lente, el producto λa2λa3 = 0. Ası́ obtenemos la ecuación

γ2 + ε2 +
γ(Γ− γ)S1

1 + S1
= αεS1, (3.15)

que define S1 como su raı́z positiva. Observemos que la parte derecha de esta ecua-
ción crece linealmente con S1 y la parte izquierda está saturada en un valor grande
para S1, vemos que el punto de bifurcación p1 siempre existe, y el condensado Fa
es inestable para valores supercrı́ticos p > p1.

3.4.2. Condensados autoatrapados

Hay una bifurcación de horquilla supercrı́tica en p = p1, el punto Fa se vuelve
inestable y dos puntos fijos estables F± se dividen continuamente para p > p1. La
simetrı́a entre los centros se rompe para los nuevos puntos, y F− se puede obtener
de F+ aplicando las operaciones Sx→Sx, Sy→− Sy y Sz→− Sz, que dejan las Ecs.
(3.6) sin cambios. Se tiene en cuenta que la ocupación total de dos centros está
definida por S, mientras que Sz define el desequilibrio de ocupación, véase la Ec.
(3.5b). El grado de desequilibrio |Sz|/S crece monotónicamente con la fuerza de
bombeo arriba de p1. Como ejemplo podemos ver los puntos F± en el espacio de
trayectorias de la Fig. 3.3 (los puntos de color rojo). Los puntos F± corresponden a
formación de condensados autoatrapados, a donde la mayor parte de polaritones
ocupa uno o otro centro de condensación.

En las inmediaciones del punto de bifurcación |Sz|/S ∝
√

p− p1. Las solucio-
nes F± son estables hasta un bombeo crı́tico p2. La valor de p2 se puede encontrar
a partir del análisis de los exponentes de Lyapunov, que, en este caso, coinciden
con los valores propios de la matriz Jacobiana ∂Vi/∂Sj con i, j = x, y, z, calculadola
en F±. En la Fig. 3.4, se muestra con lı́neas continuas delgadas paralelas color rojo
los tres exponentes de Lyapunov. Los valores propios de la matriz Jacobiana son
uno real y siempre negativo, y los otros dos son complejo-conjugados entre sı́ para
los valores de p elevados (lı́nea roja más cercana a cero en la Fig. 3.4). Es la parte
real de este par de exponentes complejos conjugados de Lyapunov que cruza cero
en p2, lo que indica el comportamiento oscilatorio del nuevo atractor emergente.
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3.4.3. Punto fijo simétrico

El punto fijo Fs se divide del punto fijo trivial S = 0 en p = p′0 = Γ + γ, en el
que se tiene que

Fs : Sx = Ss, Sy = Sz = 0, (3.16)

y el análisis de este condensado se puede hacer de manera similar al punto Fa. La
ocupación de este punto láser crece linealmente con el bombeo, 1+ S = p/(Γ + γ)

Sa =
p
p′0
− 1, p′0 = Γ + γ. (3.17)

De nuevo tomamos pequeñas fluctuaciones x, y, z de las componentes del espı́n
cerca del punto Fs, haciendo Sx = Ss + x, Sy = y, Sz = z y S =

√
(x + S0)2 + y2 + z2 '

Ss + x, y linealizamos las Ecs. (3.6) con respecto a las fluctuaciones. La solución
muestra que el condensado es estable con respecto a las fluctuaciones en la direc-
ción x, que están separadas de las fluctuaciones en el plano yz. El exponente de
Lyapunov para la dirección x del espı́n es

λs1 = − Ss p
(1 + Ss)2 = − p′0(p− p′0)

p
. (3.18)

y los otros dos exponentes de Lyapunov para las fluctuaciones transversales yz son

λs2,3 = γ +
1
2

λs1 ±
√

1
4

λ2
s1 − ε(ε + αSs). (3.19)

En la Fig. 3.4, se muestra los resultados con unas lı́neas de trazos color azul,
en el que tenemos tres exponentes de Lyapunov. Para un resultado tenemos solo
valores reales negativos, mientras los otros dos son números complejo-conjugados
entre si, cuando la división de Josephson ε y la constante de interacción α no son
demasiado pequeñas. En este caso, la raı́z cuadrada de la la Ec. (3.19) es imagina-
ria, y la parte real es γ + 1

2 λs1. Como resultado el condensado Fs se estabiliza en
|λs1| = 2γ que da el valor de bombeo de la bifurcación p3 = (Γ + γ)2/(Γ − γ).
Para pequeños valores de ε y α, la raı́z cuadrada en (3.19) puede ser real y esto
cambia el punto de estabilización a valores más altos de bombeo.

Para confirmar la presencia de caos autónomo en el condensado polaritónico
descrito por el sistema (3.6), estudiamos los exponentes de Lyapunov dinámicos
de otros atractores en el siguiente capı́tulo.
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Figura 3.4: Resultados del exponentes de Lyapunov para puntos fijos para γ = 0.5, ε = 2
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Capı́tulo 4

Exponentes de Lyapunov y
multiestabilidad

En este capı́tulo, estudiamos los exponentes de Lyapunov para la dinámica de
espı́n del dı́mero polaritónico. Demostramos que la dinámica tiene una extrema
sensibilidad a las condiciones iniciales y la multiestabilidad del sistema está pre-
sente. Además, la formación de un exponente de Lyapunov positivo indica la pre-
sencia del atractor caótico. La dinámica caótica aparece en los números de ocupa-
ción intermedios y también puede extenderse a un régimen de bombeo alto, donde
el atractor extraño puede coexistir con los estados fijos del láser polaritónico.

4.1. Los exponentes de Lyapunov

La caracterización principal de los sistemas caóticos está basada en las expo-
nentes de Lyapunov dinámicos. Estos exponentes están relacionados con otras ca-
racterı́sticas importantes de los atractores extraños, como, por ejemplo, la entropı́a
de Kolmogrorov-Sinai y la dimensión fractal. Los exponentes de Lyapunov miden
la tasa promedio de la divergencia o convergencia de dos trayectorias con condi-
ciones iniciales cercanas, y además proporcionan un criterio simple de determi-
nar si el comportamiento del sistema es caótico. Los exponentes de Lyapunov dan
medidas cuantitativas de la sensibilidad de respuesta de un sistema dinámico a
pequeños cambios en las condiciones iniciales. El número de exponentes de Lya-
punov es igual a la dimensión del espacio de estados del sistema, que es tres en
nuestro caso. El conjunto de exponentes de Lyapunov, también conocido como el
espectro de exponentes de Lyapunov, se caracteriza por la deformación del espacio
de estados, y si al menos uno de ellos es positivo, es un indicador directo de caos.
El exponte de Lyapunov que nos interesa es el más grande de la parte real, debido
a que mide la tasa de producción de información o la tasa de crecimiento a la que
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se expande el espacio de espı́n y con la que se separan las trayectorias. Este expo-
nente no solo muestra si el sistema experimenta caos, sino que también muestra el
nivel de caos dentro del sistema [120, 121].

Para realizar el cálculo partimos de las ecuaciones de la dinámica del espı́n (3.6).
Cuando consideramos un atractor más complejo que un punto fijo, los exponentes
de Lyapunov dinámicos corresponden a un promedio de los eigenvalores de la
matriz Jacobiana sobre todos los puntos de espacio que pertenecen al atractor. Pero
este promedio es ponderado, por que el espı́n pasa diferentes puntos con diferente
velocidad. Nosotros adoptamos una discretización uniforme en el tiempo sobre
la trayectoria, y aplicamos las definiciones y métodos de las referencias [119, 121,
122, 123, 124]. Para el cálculo de este capı́tulo implementamos además el método
de cuarto orden Runge-Kutta en las ecuaciones (3.6).

Después de una evolución transitoria desde condiciones iniciales aleatorias, pa-
ra asegurar que la trayectoria resida en un atractor (vea los detalles más adelante
sobre los tiempos tı́picos de esta evolución), obtenemos un mapa discreto para el
vector de espı́n,

Sk+1 = M(Sk) · Sk, M(Sk) = I + ∆tJ(Sk), (4.1)

donde k = 0, 1, 2, . . . , N define la discretización de la trayectoria de espı́n de 0 a
tmax = N∆t, con un pequeño paso de tiempo ∆t y una gran cantidad de pasos N;
I y J son la matriz unitaria y la matriz Jacobiana, respectivamente. Este último está
definido por los elementos de matriz ∂Vi/∂Sj con i, j = x, y, z y los componentes
del vector de flujo V(S) están definidos en las Ecs. (3.6).

Primero, encontramos la parte real máxima λm de los tres exponentes de Lya-
punov, o, el exponente máximo de Lyapunov (MLE), que da una medida de la
tasa promedio de divergencia (cuando λm > 0) o convergencia (cuando λm < 0)
de órbitas cercanas en el espacio de espı́n. Para encontrar los exponentes de Lya-
punov, usamos el mapeo de las Ecs. (4.1) que estudian la evolución del vector de
una pequeña perturbación sk, renormalizándolo en cada paso. En el que podemos
obtener como posibles soluciones, el valor λm < 0 indica la trayectoria que termi-
na en un punto fijo, λm = 0 caracteriza un ciclo lı́mite (los otros dos exponentes
siempre tienen la parte real negativa en nuestro caso), mientras que λm > 0 es la
prueba directa del caos determinista y la presencia de una trayectoria que reside
en la variedad del atractor extraño [125].

Como estamos interesados en dos trayectorias cercanas, generamos una pe-
queña desviación aleatoria en el espacio de espı́n s0 ≡ s(i)0 del espı́n inicial S0. Este
último se encuentra después de la ejecución inicial de las ecuaciones (3.6) durante
un tiempo prolongado transitorio para llegar a un atractor. En el primer paso, la
desviación cambia a s( f )

1 = M(S0) · s0. El vector final se renormaliza a la longitud
de la desviación inicial s0 = |s0|. Luego obtenemos la desviación en el segundo
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Figura 4.1: Evolución transitoria del MLE para α = 1.5, ε = 2 y para distintas
zonas de bombeo: (a) p = 1.55 se obtiene un punto fijo con simetrı́a rota, (b) p =
2.25 terminando en un atractor caótico, (c) p = 2.77 para el ciclo lı́mite y (d) p =
5.45, resultando en punto fijo simétrico. El incremento de tiempo en la integración
numérica es ∆t = 10−3. Los resultados son obtenidos sin corrida transitoria inicial.
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paso, y ası́ sucesivamente. El paso k-ésimo produce

s( f )
k = M(Sk−1) · s

(i)
k−1, s(i)k = s0

s( f )
k

|s( f )
k |

, (4.2)

Finalmente, el máximo exponente de Lyapunov se calcula como

λm =
1

N∆t

N

∑
k=1

ln
|s( f )

k |
|s(i)k−1|

. (4.3)

Para mostrar la convergencia de los resultados y encontrar los tiempos tı́picos
transitorios para llegar al punto inicial S0, que reside en un atractor, mostramos
primero la evolución λm desde una condición inicial aleatoria. La Fig.(4.1) muestra
MLE como función de tiempo con una condición inicial aleatoria y para diferentes
valores de bombeo p. Observemos en la Fig.4.1(b,c) (los casos de caos y ciclo lı́mite)
que necesitamos un tiempo mayor de convergencia debido a las fluctuaciones que
se generan a comparación de los puntos fijos. Para nuestros cálculos dejamos un
tiempo transiente de 500Γ−1, que es suficiente para cualquier valor del bombeo.

Los resultados para MLE (4.3), ya con el paso transiente para definir el punto
inicial S0 en un atractor, se muestran en las Figs. 4.2(a-d) para diferentes valores
de la constante de interacción α. Estas figuras también muestran el MLE para dos
atractores de punto fijo relevantes, F± y Fs. Para un punto fijo, calculamos λm como
la parte real máxima de los valores propios de la matriz Jacobiana en este punto.
Uno puede apreciar en las Figs. 4.2(a-d) el escenario general de bifurcaciones en el
sistema. Los puntos fijos de ruptura de simetrı́a F± son estables para un bombeo p
bajo, mientras que el punto fijo simétrico Fs es estable para un bombeo alto. En el
dominio del bombeo intermedio, están presentes atractores extraños con λm > 0 o
los ciclos lı́mites con λm = 0. Dado que las condiciones iniciales son aleatorias, el
sistema elige aleatoriamente un atractor en el caso cuando varios atractores esta-
bles estan presentes. Esto da como resultado en la dispersión de puntos en las Figs.
4.2(a-d). La prueba de caos es más evidente como podemos apreciar en los recua-
dros insertados en estas figuras, que solo contienen los resultados con λm ≥ 0.

Para polaritones que interactúan débilmente, es decir para pequeños α’s, tanto
F± como Fs pueden ser estables, el atractor extraño puede coexistir con ambos, ver
Fig. 4.2(a). La otra caracterı́stica importante es la posibilidad de coexistencia del
punto fijo simétrico estable y el ciclo lı́mite, ver Fig. 4.2(b,c), donde el atractor LC
estable puede extenderse a valores bastante altos de bombeo p. Estos resultados
sugieren que, cuando el bombeo disminuye desde un valor alto, el punto fijo Fs
se transforma en el ciclo lı́mite por la bifurcación de Hopf. Esta bifurcación puede
ser continua (supercrı́tica), como en la Fig. 4.2(d), o discontinua (subcrı́tica), como
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Figura 4.2: El máximo exponente de Lyapunov (puntos azules) para γ = 0.5,
ε = 2, y para: (a) α = 0.5, (b) α = 0.75, (c) α = 1 y (d) α = 1.5. El MLE para los
puntos fijos F± se muestra con una lı́nea negra continua, y el MLE para el punto fijo
simétrico Fs se muestra con una lı́nea negra discontinua. El incremento de tiempo
en la integración numérica usando Runge-Kutta es ∆t = 10−4 y el número de pasos
es N = 6× 106. El bombeo p sube en 0.01. Los recuadros agregados en las figuras
demuestran más detalles en el dominio caótico. Para eso disminuimos el paso del
bombeo (10−4) y recolectamos solo puntos con λm ≥ 0.

en la Fig. 4.2(a-c). Los casos subcrı́ticas dan como resultado la coexistencia de
atractores estables y la posibilidad de histéresis con el encendido y apagado del
bombeo.

La dependencia del dominio caótico de los parametros está mostrados en Fig.
4.3(a-d). En las Figs. 4.3(a,b), podemos observar que para pequeños valores del
acoplamiento disipativo γ también podemos esperar un comportamiento caótico,
pero es necesario tener altos valores de la interacción entre polaritones. Vemos que
el dominio caótico (la parte roja, caracterizado por los valores positivos de λm)
se traslada hacia un bombeo más bajo para el aumento de α, obteniendo ası́, un
ligero comportamiento caótico. Al aumentar un poco el valor del acoplamiento di-
sipativo encontramos un comportamiento caótico para pequeños valores de α. Por
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consiguiente, en las Figs. 4.3(c,d) al aumentar aún más el acoplamiento disipati-
vo el comportamiento caótico del sistema de polaritones es más desarrollado, y
depende tanto de la fuerza α de interacción entre polaritones como del valor del
acoplamiento de Josephson entre los condensados ε. El dominio caótico, se des-
plaza hacia un bombeo más bajo con un aumento de α y hacia un bombeo más
alto con un aumento de ε. En estas imágenes de densidad de colores es posible
visualizar las diferentes transiciones que van teniendo respecto a la dependencia
de cada parámetro pasando por un atractor estable, seguido de la parte inestable
terminando en un ciclo lı́mite (parte amarillo oscuro de Figs. 4.3(c,d)).

Durante la evolución descrita por (4.2),la pequeña perturbación del espı́n se
orienta en la dirección del crecimiento más rápido. Se puede utilizar el procedi-
miento de ortogonalización de Gram-Schmidt para establecer otras dos direccio-
nes ortogonales para el crecimiento intermedio y el más lento. De esta manera, es
posible calcular las partes reales de los tres exponentes de Lyapunov (ver Ref. [122]
para más detalles). En la Fig. 4.4 mostramos el resultado de estos cálculos para el
mismo caso que en la Fig. 4.2(d), cuando no hay coexistencia de varios atractores
estables. Al contrario del caso conocido del sistema de Lorenz [100], donde la su-
ma de tres exponentes es una constante [126], para nuestro sistema no lo es. Sin
embargo, la suma de los exponentes de Lyapunov es una función de parámetros
que varı́a lentamente, y la aparición de un atractor caótico también se manifiesta.
En la Fig. 4.4 se aprecia la caı́da adicional del valor del exponente más pequeño.

4.2. Multiestabilidad del láser polaritónico

El análisis presentado en la sección anterior muestra que puede haber coexis-
tencia de varios atractores estables en el escenario tı́pico de la condensación de
polaritones en las proximidades del umbral. Tanto los puntos fijos que rompen
la simetrı́a como el atractor extraño están presentes en la Fig. 3.1 justo debajo del
bombeo crı́tico p2 ' 4.0. La coexistencia de varios atractores estables, incluidos
los puntos fijos, los ciclos lı́mite y/o los atractores caóticos, se observa en las Figs.
4.2(a-c). Estos atractores corresponden a condensados de polaritones con diferen-
tes propiedades, y la posibilidad de conmutación entre ellos manifiesta la mul-
tiestabilidad de la condensación y del láser polaritónico. En las condiciones de
multiestabilidad, la formación de uno u otro atractor (condensado) depende de las
condiciones iniciales y de la manera de prender el bombeo. Por ejemplo, conside-
ramos el caso cuando el bombeo se prende en una manera abrupta. En este caso, el
condensado es inicialmente vacı́o y crece desde una pequeña fluctuación del espı́n
(desde una “semilla”). Sin embargo, la orientación de este pequeño vector de espı́n
puede ser aleatoria, y eso resulta en la posibilidad de la formación de hasta cua-
tro diferentes condensados (atractores), como se muestra en la la Fig. 4.5. En el
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espacio de espı́n, para condiciones iniciales cercanas a cero, encontramos cuatro
trayectorias completamente distintas efectuando ası́ una intensa sensibilidad a las
condiciones iniciales, obteniéndose cuatro atractores: un punto fijo Fs, dos puntos
fijos F± y el atractor caótico.

La variedad de condiciones iniciales que conducen a un atractor particular defi-
ne la cuenca de atracción de este estado final. Cuando las condiciones iniciales son
arbitrarias, las probabilidades de realización de diferentes condensados vienen da-
das por los volúmenes normalizados de las correspondientes cuencas de atracción.
Se pueden calcular inicializando aleatoriamente el sistema en un cierto volumen
del espacio de espı́n. Figs. 4.6(a,b) presentan los resultados de la probabilidades
de diferentes atractores, iniciando el espı́n en un volumen grande (a) o desde una
pequeña semilla (b). Ambas Figuras demuestran resultados cualitativamente si-
milares. El crecimiento de la probabilidad del punto fijo simétrico Fs es continuo y
uniforme, y la presencia de este atractor no es relevante para la siguiente discusión.
Los otros tres atractores estables: láser de punto fijo con rompimiento de simetrı́a
F±, el régimen del ciclo lı́mite (LC) y el caos autónomo (CA), compiten claramente
entre sı́.

Las Figs. 4.6(a,b) sugieren que el punto fijo F± pierde estabilidad y se convierte
en dinámica caótica mediante bifurcación subcrı́tica, de modo que F± es estable
y CA coexisten en el estrecho rango de potencias de bombeo p, desde p′2 ' 5.6
hasta p2 ' 5.9. El escenario anterior se confirma al estudiar un cambio adiabático
de bombeo en este dominio, que produce un comportamiento de histéresis carac-
terı́stico. Para estudiar este efecto, se puede agregar ruido blanco débil al lado de-
recho de las Ecs. 3.6. Cuando el bombeo es inferior a p′2 y el condensado se forma
en uno de los puntos fijos de ruptura de simetrı́a, permanece en este estado con
un aumento lento del bombeo hasta p2, donde este punto se vuelve inestable y se
forma una dinámica caótica. Esta transición se acompaña en un crecimiento drásti-
co de la ocupación promedio del sistema en aproximadamente un 20 %. (Hay que
señalar que la ocupación fluctúa sustancialmente en el régimen caótico.) Cuando
el bombeo disminuye adiabáticamente desde p > p2, el CA persiste hasta p′2 < p2,
donde la dinámica caótica se transforma primero en un ciclo lı́mite y luego en uno
de los puntos F± por la bifurcación de Hopf. Los puntos fijos F+ y F− aparecen con
la misma probabilidad en este caso, y la bifurcación también va acompañada de
una caı́da en la ocupación promedio del sistema.

Este estudio de histéresis arroja más luz sobre la naturaleza del caos en el dı́me-
ro polaritónico. Cada punto fijo autoatrapado F± produce LC por la bifurcación de
Hopf, con un ciclo lı́mite que reside en el subespacio de espı́n Sz < 0, y el otro que
reside en el subespacio Sz > 0. Cuando las trayectorias LC aumenta de tamaño, su
fusión da lugar a la dinámica caótica.
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Figura 4.3: Dependencias del máximo exponente de Lyapunov del bombeo y de la
constante de interacción (a-c), y del bombeo y de la constante del acoplamiento de
Josephson (d). Los otros parametros están indicados en las figuras. Los resultados
se obtienen con el incremento de tiempo en la integración numérica usando Runge-
Kutta es ∆t = 10−4 y el tiempo total de evolución tmax = 600.



4.2. MULTIESTABILIDAD DEL LÁSER POLARITÓNICO 61
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Figura 4.4: Muestra de los tres exponentes de Lyapunov (lı́neas gruesas), calcula-
dos para γ = 0.5, ε = 2 y α = 1.5. Las lı́neas finas muestran los exponentes de
Lyapunov para los puntos fijos, F± (sólido) y Fs (discontinuo). El incremento de
tiempo en la integración numérica usando Runge-Kutta es ∆t = 10−4. El tiempo
total de integración después de la evolución transitoria inicial es tmax = 700.
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Figura 4.5: Coexistencia de atractores y diferentes trayectorias de espı́n con condi-
ciones iniciales aleatorias cercanas a cero. Un valor de bombeo de p = 5.78, puede
resultar en un atractor de: punto fijo simétrico Fs (la trayectoria negra), puntos fi-
jos con simetrı́a rota F± (las trayectorias azul y morada), y el atractor caótico (la
trayectoria roja). Los parámetros son γ = 0.5, ε = 2 y α = 0.5.
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P
ro
ba
bi
lid
ad
de
lA
tr
ac
to
r

▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲
▲
▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲

▲
▲▲▲

▲▲
▲▲▲
▲▲
▲▲▲▲
▲
▲
▲
▲▲
▲▲▲
▲▲▲▲▲
▲▲★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★

★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★
★★★★★★★★★
★★★★★★★★★★★★

★★★★★★
★★★★★★★★
★★★★
★★★★
★★★★★★★★★★

★★★★
★★★★★★
★★★★
★
★★★★★
★★★★★
★★★★★★★★★
★★★★★★★★★★★★

★★★★★★
★★★★★★
★★★
★
★★★
★★★
★★
★★★
★
★★
★★★
★
★★
★
★★
★
★
★★★★★
★★★
★★★★★
★★★
★★
★★★
★★★★★
★
★
★★★★
★
★★★★
★★★★

★
★
★
★
★★
★
★★
★★
★★★
★
★
★★
★★
★★
★
★★★
★
★★★★
★★★★★
★★★★★★
★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★

■

■

■

■■■■

■

■

■■■■■■■
■
■

■
■■■■
■■
■
■■
■
■
■■■

■

■
■■
■
■■
■■

■

■■■
■■
■■■■■■■■
■
■
■■■■
■
■■■■
■■■■

■
■
■
■
■■■
■■
■■
■■■■
■
■■
■■
■■
■
■■■■
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■●

●●
●●●

●●
●●
●●
●

●
●
●●
●●●
●

●

●●●
●●
●●●●●●
●●●●●●●

●

●
●●●●●●●

●
●
●●●
●●
●
●●
●●

●

●

●

● ●

▲ �±

★ ��

■ ��

● ��

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
���

���

���

���

���

���

(a)

Bombeo, p

P
ro
ba
bi
lid
ad
de
lA
tr
ac
to
r

▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲
▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲

▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲
▲
▲▲▲▲
▲

▲▲▲▲▲
▲▲
▲▲▲▲▲
▲▲▲▲▲▲
▲
▲▲▲▲▲▲▲▲▲
▲★★★★★★★★★★★★★★★

★★★★★★★★★
★★★★★★★
★★★★★★★★★★★

★★★★★★
★★★★★★
★★★★★★★★
★★★★★★★
★★★★★★★★★
★★★
★★★★★★
★★★★★
★★★
★★★
★
★★★★★
★
★★★★
★★★★
★
★★★
★★★★
★★★
★
★★★★★★
★★★★★★
★
★
★
★★★
★★★★★★★
★★★★★★★
★★★★★★★★★
★★★★★★★★★
★
★★★
★
★★

★
★★
★★★
★★★★★★★
★★★
★
★★
★★★
★★
★★★
★★
★★★★★★
★
★★★★★★★★★
★
★★
★
★★
★★★★★★★
★
★★★★★
★★
★
★★★
★
★

★
★
★★
★★★★★
★★
★★★★
★★★
★
★
★★
★
★
★★
★

★

★
★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★

■

■

■

■■■■■■

■

■

■■■■■■■ ■
■
■■■
■
■■

■
■■■■■■■
■

■

■■■■■■■
■

■

■■■
■■
■■■■■
■■■■■■■
■■■
■■
■■■■
■
■■■
■■■■■■■■■
■
■■■■■■■
■
■■■■
■

■
■
■■
■■■■■
■■
■■
■■
■■■
■
■
■■
■
■
■■
■

■

■
■

●

●
●●
●
●●
●
●
●
●

●●
●
●
●●●●
●●

●

●
●
●●●●
●●●
●●●
●

●

●

●●●●

●

●●●●
●
●

●

●●●●●●●●●●●●●●

●

●

●

● ●

▲ �±

★ ��

■ ��

● ��

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
���

���

���

���

���

���

(b)

Bombeo, p

Figura 4.6: Las probabilidades de diferentes atractores como función de bombeo,
calculadas para 1000 corridas a partir de condiciones iniciales aleatorias (a) dentro
de un cubo grande en el espacio de espı́n−20 ≤ Sx,y,z ≤ 20, y (b) desde una semilla
inicial pequeña adentro del cubo −0.2 ≤ Sx,y,z ≤ 0.2. Los parámetros son γ = 0.5,
ε = 2 y α = 0.5.



Capı́tulo 5

Espectro de emisión

En este capı́tulo estudiamos el espectro de emisión de la luz desde el dı́mero
polaritónico. En particular, vemos las modificaciones del espectro como resultado
de la dinámica caótica de los condensados.

5.1. Espectro de un láser polaritónico

Una importante caracterı́stica del condensado polaritónico estudiado en los
capı́tulos anteriores, es la emisión continua de la luz afuera de la microcavidad.
Uno puede considerar esta emisión como resultado de desintegración de los po-
laritones del condensado y su transformación en los fotones libres afuera de mi-
crocavidad. Experimentalmente, el campo eléctrico de la luz emitida en el campo
cercano (es decir, en la superficie de la microcavidad) es directamente proporcio-
nal el parámetro de orden ψ±1(t). Entonces, el espectro de la luz emitida se puede
calcular como la transformada de Fourier del parámetro de orden. En lo que si-
gue, vamos a considerar solo un miembro del par de condensados, por ejemplo, el
condensado +1, y vamos omitir este indice para simplificar las notaciones.

Denotamos el tiempo de observación como T grande, usaremos la discretiza-
ción del tiempo ∆t y consideramos N valores discretos de tiempo,

t = 0, ∆t, 2∆t, . . . , (N − 1)∆t,

tal que ∆t = T/N. Los valores discretos del parámetro de orden en estos mo-
mentos de tiempo son ψ(t) ≡ ψt. Definimos la transformación de Fourier discreta
como

ψ̃ω =
1
N ∑

t
eiωtψt =

1
T

∫ T

0
eiωtψtdt. (5.1)

Considerando muy pequeños intervalos de ∆t, o grandes valores de N, usaremos
la sumatoria e integración en una forma intercambiable. Para la transformación de
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Fourier rápida (“fast Fourier transform”, FFT) es importante de usar N como una
potencia de 2.

Las N transformadas de Fourier ψ̃ω corresponden a N frecuencias discretas

ω = 0, ∆ω, 2∆ω, . . . , (N − 1)∆ω,

en donde ∆ω = 2π/T. Es importante mencionar que las frecuencias grandes en
esta serie son equivalentes a las frecuencias negativas: ψ̃N∆ω ≡ ψ̃0, ψ̃(N−1)∆ω ≡
ψ̃−∆ω, ψ̃(N−2)∆ω ≡ ψ̃−2∆ω, etc. En nuestra definición, el espectro de potencias
I(ω) = |ψ̃ω|2 es normalizado al número promedio de polaritones en el centro:

∑
ω

|ψ̃ω|2 =
1

∆ω

∫
I(ω)dω =

1
T

∫ T

0
|ψt|2dt = n̄. (5.2)

En el caso del condensado formado en un punto fijo, el espectro tiene la forma
de una función delta centrada en la frecuencia del láser polaritónico Ω0 ≡ Ω(S),
donde Ω(S) está definida por Ec. (3.9). En este caso, el parámetro de orden es
simplemente ψt =

√
n̄ e−iΩ0t,

ψ̃ω =

√
n̄

T

∫ T

0
ei(ω−Ω0)tdt =

n̄
i(ω−Ω0)T

[
ei(ω−Ω0)T − 1

]
,

y el espectro es

I(ω) = |ψ̃ω|2 =
4n̄

T2(ω−Ω0)2 sin2
[
(ω−Ω0)T

2

]
= n̄∆ωδ(ω−Ω0).

Aquı́ usamos el lı́mite de tiempos de medición T grandes y la representación
de la función delta

2πδ(ω−Ω0) = lı́m
T→∞

4
T(ω−Ω0)2 sin2

[
(ω−Ω0)T

2

]
.

Este resultado del espectro como un pico delta es aproximado. En el caso realı́sti-
co el pico tiene un ancho finito. Para calcular este ancho es importante de incorpo-
rar un ruido pequeño en la parte derecha de las ecuaciones para el parámetro de
orden (3.4), que resulta en un pico delgado Lorentziano. Nosotros no vamos incor-
porar este ruido, por que estamos interesados en los efectos del ruido propio, que
aparece gracias a la dinámica caótica. Pero primero vamos considerar que pasa con
este pico en el caso de formación de la dinámica del ciclo lı́mite.
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5.2. Peine de frecuencias

Como mostramos en los capı́tulos anteriores, a parte de los puntos fijos, pue-
den existir los atractores tipo ciclo lı́mite (LC), que aparecen como resultado de
la bifurcación de Hopf cuando los punto fijos pierden su estabilidad. En el ca-
so de LC el vector de espı́n hace un movimiento periódico con un periodo τLC:
S(t + τLC) = S(t). Aunque el parámetro de orden no es una función periódica del
tiempo, en el caso general podemos escribir ψ(t) = e−iΩ0tχ(t), en donde χ(t) si es
una función periódica. Desarrollando esta función en la serie de Fourier obtenemos

ψ(t) = e−iΩ0tχ(t) =
∞

∑
n=−∞

Cne−iΩnt, (5.3)

con los coeficientes complejos Cn y las frecuencias equidistantes

Ωn = Ω0 +
2πn
τLC

. (5.4)

Y se puede calcular la frecuencia base Ω0 como Ω0 = Re
[

1
iτLC

ln
(

ψ(t)
ψ(t+τLC)

)]
, cuyo

valor no depende del punto inicial t. Tomando en cuenta que el logaritmo es una
función multivalor, el armónico n = 0 se puede escoger en una forma arbitraria, y
es cómodo fijar este valor al armónico con la amplitud más grande.

En una forma similar que para el caso de punto fijo, obtenemos una serie de
picos delta, o un “peine de frecuencias” para el espectro,

I(ω) = ∆ω ∑
n
|Cn|2δ(ω−Ωn). (5.5)

En la misma manera, en la presencia del amortiguamiento, los picos delta se con-
vierten en Lorentzianos. Esta aproximación es válida mientras los anchos de los
picos son mucho menor que la separación entre ellos ∆Ω = 2π/τLC. La posibili-
dad de la emisión de un peine de frecuencias por los condensados polaritónicos
fue discutida por la primera vez en Ref. [96]. En esta sección describimos el peine
de frecuencias en nuestro modelo realı́stico del dı́mero polaritónico (3.4).

Tı́picamente, el peine de frecuencias adquiere pocos picos importantes. Como
un ejemplo, consideramos el ciclo lı́mite que ocurre entre dos dominios de caos, en
el bombeo p = 4.25 para los parámetros α = 0.75, ε = 2.0, y γ = 0.5, ver Fig. 3.1.
Las frecuencias de los picos del peine y los valores de los coeficientes Cn corres-
pondientes (amplitud y fase) están enlistados en la tabla 5.1. El comportamiento
de las componentes de espı́n para este ciclo lı́mite se puede ver en la Fig. 5.2. Se
puede apreciar que el ciclo lı́mite está reflejado en las oscilaciones del los números
de polaritones entre dos centros de condensación, en tal manera que el espı́n oscila
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dos veces en el hemisferio norte, después dos veces el el hemisferio sur, otras dos
en el hemisferio norte, etc. El periodo del ciclo es τLC = 13.417 que corresponde al
separación entre picos ∆Ω = 0.4683.

Ωn |Cn| Arg(Cn)
-0.53965 0.02062 0.80025 π
-0.07133 0.13084 -0.09008π
0.39698 0.183 0.77062π
0.86529 0.08067 -0.45523π
1.3336 0.29144 -0.765675π

1.80191 0.57397 -0.13222π
2.27022 0.36647 0.91752π
2.73853 0.4879 0.218143π
3.20684 1.91776 -0.01875π
3.67515 0.29836 -0.40611π
4.14346 0.33401 -0.08666 π
4.61177 0.28282 -0.160045π
5.08008 0.16565 -0.47649π
5.5484 0.04510 -0.13835π

Cuadro 5.1: Tabla de valores de los parámetros de los armónicos del ciclo lı́mite
formado para el caso de γ = 0.5, α = 0.75, ε = 2, y p = 4.25 (ver el texto).

5.3. Espectros en el régimen caótico

La dinámica caótica del dı́mero polaritónico conduce a varias caracterı́sticas
interesantes del espectro de emisión de la microcavidad. De lo contrario al con-
densado de los átomos frı́os, los condensados polaritónicos pierden las partı́culas
continuamente, y los polaritones que salen de la microcavidad se convierten en fo-
tones libres. El flujo de los fotones forma el efecto de láser polaritónico. Las propie-
dades de láser, en particular, su coherencia, pueden ser observados directamente
en un experimento y ellos reflejan la dinámica del condensado.

Aquı́ calculamos el espectro de potencia de emisión I(ω) utilizando la trans-
formada de Fourier del parámetro de orden ψ̃±1(ω). Como la simetrı́a entre dos
centros de condensación no se rompe en el régimen caótico, I(ω) = |ψ̃±1(ω)|2
es independiente del ı́ndice del sitio ±1. Veamos primero dos ejemplos del espec-
tro de emisión para la dinámica caótica que se muestran en las Figs. 5.2(a,b). Es
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Figura 5.1: Evolución de las componentes de espı́n Sx (azul) y Sz (rojo) para el ciclo
lı́mite formado en el caso γ = 0.5, α = 0.75, ε = 2.0, y p = 4.25.

interesante que la dinámica caótica no conduce a una emisión amplia parecida a
luminescencia ordinaria. El espectro contiene unas pocas lı́neas estrechas pronun-
ciadas que crecen en un pedestal relativamente liso.

Para resolver la estructura fina del espectro, el sistema de Ecs. (3.4) ha evolucio-
nado dentro del atractor caótico durante mucho tiempo, T = 105, y la trayectoria se
ha discretizado con N = 222 puntos para aplicar la transformada discreta de Fou-
rier. El espectro mostrado en las Figs. 5.2(a,b) se han promediado adicionalmente
sobre 800 condiciones iniciales aleatorias en el colector del atractor caótico. Vale la
pena señalar que la frecuencia Ω definida por la Ec. (3.9) fluctúa notablemente en
el régimen caótico y también contiene picos estrechos colocados al azar, que apa-
recen cuando el denominador en el segundo término en (3.9) se acerca a cero. Con
el fin de resaltar las caracterı́sticas básicas del espectro caótico, no hemos agregado
ruido a las Ecs. (3.4), ni hemos incluido algún amortiguamiento fenomenológico.
Además, normalmente el parámetro α2, que define la interacción entre diferentes
condensados, es pequeño, y lo omitimos en este calculo, poniendo α = α1.

La caracterı́stica principal de los espectros en las Figs. 5.2(a,b) es una lı́nea cen-
tral estrecha. La posición de esta lı́nea tiene origen dinámico. Está por encima del
corrimiento azul debido a la interacción entre polaritones. Por ejemplo, la ocupa-
ción promedio del sitio en el caso de la Fig. 5.2(a) es 〈n±1〉 ' 7.22 y el corrimiento
azul correspondiente es α〈n±1〉/2 = 1.8Γ, mientras que la lı́nea central se coloca en
Ω0 = 3.214Γ. Es importante indicar también que la frecuencia de la lı́nea central se
desplaza sustancialmente en azul en comparación con la posición del láser desde el
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Figura 5.2: Espectro de emisión I(ω) para la dinámica caótica para ε = 2, γ = 0.5, y
la fuerza de interacción y bombeo son (a) α = 0.5, p = 6.1, (b) α = 1.0, p = 3.0. Los
parámetros están en unidades de Γ.
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condensado formado en el punto fijo simétrico Fs. El láser Fs tiene lugar con núme-
ros de ocupación aproximadamente dos veces menores ns = [p/(Γ + γ)] − 1 '
3.07, y la lı́nea de láser Fs se coloca en Ωs = (αns − ε)/2 = −0.233Γ. La forma de
la lı́nea central está bien ajustada por el Lorentziano con el ancho completo a la
mitad máxima 0.0017Γ. Dado que los valores tı́picos de la tasa de disipación son
Γ ∼ 0.1 ps−1, la lı́nea es bastante estrecha y la emisión puede denominarse como
láser en el régimen caótico.

La emisión desde el pedestal no es despreciable. En el caso de las Fig. 5.2(a), la
cola izquierda, el pico central y en la cola derecha contribuyen aproximadamente
con un 20 %, 72 % y 8 % a la emisión total, respectivamente. Curiosamente, el es-
pectro se parece parcialmente a la emisión deformada del ciclo lı́mite. Los vecinos
más cercanos al pico central son anchos y pueden verse como la superposición de
tres picos cercanos, mientras que los vecinos más próximos siguen siendo estrechos
pero débiles. Por otro lado, la Fig. 5.2(b), no se observan los picos intermedios.

El espectro de emisión del dı́mero polaritónico refleja además las modificacio-
nes de la dinámica caótica a lo largo del incremento del bombeo. En la Fig. 3.1
observamos que el caos aparece en el transcurso de una bifurcación subcrı́tica des-
de los puntos fijos F± (llamaremos este rango como el dominio 1), después el caos
convierte en un ciclo lı́mite, pero reaparece una otra vez en un rango de potencias
del bombeo altos (el dominio 2). Los espectros de emisión en el dominio 1 están
mostrados en las Figs. 5.3(a,b) y los espectros para el ciclo lı́mite y el caos en el
domino 2 están mostrados en las Figs. 5.4(a,b).

Observamos que los espectros de emisión en el dominio 1 (Figs. 5.3(a,b)) están
caracterizados por dos tiempos caracterı́sticos. Un tiempo corto, que corresponde
a la distancia grande entre los picos estrechos y un tiempo largo proporcional a
la inversa distancia entre los picos intermedios gruesos. El primero es el tiempo
tı́pico de oscilaciones del espı́n auto-atrapados, es decir o en el hemisferio norte
o en el hemisferio sur. Y el tiempo largo es el tiempo tı́pico de los procesos del
cambio del hemisferio de las oscilaciones.

En el espectro del ciclo lı́mite, Figs. 5.4(a), existe obviamente el único tiempo
caracterı́stico, su periodo τLC ' 13.4, que define la separación entre picos ∆Ω =
2π/τLC ' 0.47. Es interesante, que cuando este ciclo lı́mite se convierte en el caos,
en el espectro de emisión mostrado en la Fig. 5.4(b) solo sobreviven los picos pares
y los picos impares son completamente suprimidos.

Finalmente hay que indicar que el espectro en el caso de de caos débil es muy
parecido a un ciclo lı́mite, con unos cuantos picos importantes. Mostramos un
ejemplo de este espectro en la Fig. 5.5. Ahı́ aparecen solo tres picos importantes
y el pedestal es poco pronunciado.
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Figura 5.3: Espectro de emisión I(ω) para la dinámica caótica para γ = 0.5, α = 0.75, y
ε = 2. Los valores de bombeo (a) p = 3.9 , y (b) p = 4.1. Los parámetros están en unidades
de Γ.
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Figura 5.4: Espectro de emisión I(ω) para la dinámica de ciclo lı́mite (a) y caótica (b). Los
parámetros son γ = 0.5, α = 0.75, ε = 2. Y los valores de bombeo son (a) p = 4.25, y (b)
p = 4.3. Los parámetros están en unidades de Γ.
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Figura 5.5: Espectro de emisión I(ω) para el caos débil en el qubit polaritónico. Los
parámetros en las unidades de Γ están indicados en la figura.



Conclusiones

En este trabajo de tesis demostramos la formación de caos y atractores extraños
en la dinámica de dos condensados de excitón-polaritón acoplados: un cúbit pola-
ritónico. Encontramos que el láser polaritónico en el sistema de dos condensados
excitados en una forma no-resonante exhibe varias bifurcaciones no-triviales en las
proximidades del umbral.

Primero, surgen los estados auto-atrapados que se caracterizan por una simetrı́a
de paridad rota y resultan en diferentes ocupaciones de dos condensados. El rom-
pimiento de simetrı́a y auto-atrapamiento de polaritones son posibles cuando los
condensados que forman el cúbit se acoplan tanto de forma coherente como disi-
pativo.

El láser con simetrı́a rota se vuelve ser inestable con el aumento del bombeo
y los estados auto-atrapados convierten en los ciclos lı́mites por la bifurcación de
Hopf. También, obtenemos que la mezcla de diferentes ciclos lı́mites resulta en
la dinámica caótica del láser. Las bifurcaciones pueden ser tanto supercrı́ticas como
subcrı́ticas, y en el último caso está presente la multiestabilidad del láser polaritónico.
Confirmamos la presencia de caos calculando el máximo exponente de Lyapunov.
Adicionalmente, calcular los tres exponentes de Lyapunov (el espectro de Lyapu-
nov) para un modelo realista de un cúbit de un dı́mero de polaritón.

Posteriormente, la dinámica caótica del sistema se convierte de nuevo en un
movimiento de ciclo lı́mite. A un bombeo más alto, aparece el condensado sincro-
nizado simétrico, que se forma mediante una otra bifurcación de Hopf.

El espectro de frecuencia de la luz emitida desde la microcavidad en el régimen
caótico del condensado de polaritones se caracteriza por unas pocas lı́neas estre-
chas y sustancialmente desplazadas al azul con respecto al pico de láser polaritóni-
co ordinario. Estos lı́neas crecen a partir de un pedestal estructurado. El espectro
refleja la presencia de dos tiempos caracterı́sticos de la dinámica del cúbit.
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W. Langbein, and P. G. Lagoudakis. Realizing the classical XY Hamiltonian in
polariton simulators. Nature Materials, 16:1120, Sep. 2017.

[106] P. G. Lagoudakis and N. G. Berloff. A polariton graph simulator. New Journal
of Physics, 19(12):125008, Dec. 2017.

[107] K. P. Kalinin and N. G. Berloff. Simulating Ising and n-State Planar Potts
Models and External Fields with Nonequilibrium Condensates. Phys. Rev. Lett.,
121:235302, Dec. 2018.

[108] S. H. Strogatz. Nonlinear dynamics and chaos: with applications to physics, bio-
logy, chemistry, and engineering. Westview Press, Boulder, CO, second edition,
2015.

[109] M. Sciamanna and K. Panajotov. Route to polarization switching induced by op-
tical injection in vertical-cavity surface-emitting lasers. Phys. Rev. A, 73:023811,
Feb. 2006.

https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.120.153601
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.120.153601
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.100.054303
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.100.054303
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.101.033839
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.101.033839
https://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020<0130:DNF>2.0.CO;2
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0375960176901018
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevA.89.013848
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevA.89.013848
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.80.235303
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.80.235303
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.94.195310
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.94.195310
https://doi.org/10.1038/nmat4971
https://doi.org/10.1038/nmat4971
https://doi.org/10.1088%2F1367-2630%2Faa924b
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.121.235302
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.121.235302
https://www.ebook.de/de/product/20639922/steven_h_strogatz_nonlinear_dynamics_and_chaos.html
https://www.ebook.de/de/product/20639922/steven_h_strogatz_nonlinear_dynamics_and_chaos.html
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevA.73.023811
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevA.73.023811


84 BIBLIOGRAFÍA
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