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Resumen

Las variedades de Chow han sido de gran interés para los matematicos
durante que se definieron. Sin embargo, no se sabe mucho sobre ellas. El
trabajo de H. Blain Lawson ha conseguido un progreso en el tema y ha
tenido varias implicaciones en el area. Pero muchos otros detalles de estas
variedades son aun desconocidos.

En este trabajo estamos interesados en calcular las que han sido llamadas
las series de Euler-Chow. Originalmente, estas series aparecieron como una
manera de calcular la caracteristica de Euler, pero después comenzo6 a haber
un interés en sus propiedades que mostraron que éstas pueden tener un rol
mucho mas importante del que se crefa. El primer ejemplo fue dado por
Blaine Lawson y S.S.T. Yau (ver [LY87]). En este caso la serie fue una serie
formal de potencias cuyos coeficientes eran las caracteristicas de Euler de las
variedades de Chow en el n espacio proyectivo.

En el mismo sentido, las series fueron formalizadas y calculadas para todas
las dimensiones de variedades téricas proyectivas simpliciales en un articulo
en Compositio de Elizondo (ver [Eli94]). La racionalidad de las series fue
probada y calculada directamente del abanico asociado a la variedad térica.

En el articulo de Elizondo y Lima-Filho (see [EL98]), se observa que si
el grupo de Picard de una variedad proyectiva es isomorfo a los nimeros
enteros entonces las series son las series de Hilbert. De cierto modo esta la
generaliza. Hay otra observacion interesante hecha que comienza mostrando
que las series de alguna forma generalizan otras series de interés en geometria
algebraica.

Elizondo y K. Kimura ([EK12]) dan la versién motivica: en lugar de tomar
la caracteristica de Euler como coeficientes de las series, ellos toman el motivo
puro de las variedades de Chow. Estas series generalizan, para dimensién cero,
las series Zeta de Weil y otras series importantes que fueron estudiadas, como
la estudiada por Kapranov.

En este trabajo se muestran como resultados nuevos el calculo de las series
para superficies regladas y rollos racionales normales. Como damos una fun-
cion generadora explicita para las series, estamos calculando la caracteristica
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VI RESUMEN

de Euler de las variedades de Chow de estas variedades. Esta es la prime-
ra vez que las series son calculadas en codimensién uno donde el grupo de
Picard no es discreto. Como sea, el calculo muestra que las series tienen un
buen comportamiento, las férmulas que se obtienen son bastante naturales si
se comparan con los casos previos, como los de las superficies de Hirzebruch.
Primero, daremos una definicién para las series de Euler-Chow. Sea X una
variedad proyectiva, y sea M el monoide homoldgico algebraico en Hy, (X, Z).
Sea Cy(X) la variedad de Chow de todos los ciclos efectivos con clase de
homologia A. Definimos la serie homolégica de Fuler-Chow como:

Ey(X) = x(C\(X))-#* (1)

Tenemos que E,(X) es una funcién de M a Z, enviando A a x(C), en otros
trabajos esto da un anillo monoidal Z[M] := ZM.

Las superficies regladas y los rollos recionales normales se definen como
la proyectivizacion de cierto haz vectorial. Nosotros deseamos expresar la
serie del espacio total en términos de las series de Euler-Chow de los haces
involucrados. Para hacerlo, se necesita escribir la definicién de la serie en un
modo mas general y definir productos de series en diferentes anillos. Esto se
hace en el capitulo 3 siguiendo el articulo de Elizondo y Lima-Filho [EL9Sg].
Podemos decir que esta es la version algebraica de la versién homoldgica
de la serie definida arriba en (1). La versién algebraica de la serie toma la
suma sobre las componentes conexas por trayectorias del monoide de p-ciclos
efectivos sobre X. En este trabajo las series de Euler-Chow seran la version
algebraica que aparece en la definicién 2.0.13.

La seccion 3.1 esta dedicada a calcular y probar el siguiente teorema.

Teorema 0.0.1. Sea X una superficie reglada sobre una curva C, entonces
sus series de Euler-Chow estan dadas por:

EO(X):(%>X(X):(%>4_4Q’
E(X) = (1_1t0)2_29 (1—1t1) (1 —10%)’

La seccién 3.2 estd dedicada a probar una férmula que expresa las series
de Euler-Chow de la proyectivizacién de una suma finita de haces vectoriales
sobre una variedad en términos de las series de Euler-Chow de productos de
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estos haces vectoriales y las series de Euler-Chow de cada haz vectorial. La
terminologia y detalles técnicos son dados ahi. El teorema principal es:

Teorema 0.0.2. Sean Ey, Es y E3 haces vectoriales sobre una variedad pro-
yectiva compleja W, de rangos ey, es y ez, respectivamente, con 2 < p <
e1+ex+es— 1. Entonces la p-ésima serie de Euler-Chow de P(FE, @ Ey ® Es)
estda dada por:

Ey o(P(EY) xw P(E2) xw P(E3)) © Ep 1 (P(EY) xw P(Ey))
Ey(P(E\DEDES)) = Vpu OE, 1(P(E1) xw P(E3)) © E, 1 (P(E2) xw P(E3))
OE,(P(E))) ® E,(P(E,)) ® E,(P(E3))

Donde el producto ® estd definido en la definicién 2.0.6. La generalizacién
de este teorema para una suma finita se sigue directamente y lo escribimos
abajo en el teorema 3.2.3 en la pagina 37.

La seccién 3.2.1 estd dedicada a calcular las series de Euler-Chow para
rollos racionales normales. Nuestro resultado principal es el corolario en la
pagina 39. Al final calculamos un ejemplo explicito.
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Capitulo 1

Conocimientos previos

1.1. Grassmannianas complejas

La variedad de Grassmann (o Grassmanniana) G(k,n) es el conjunto de
todos los subespacios vectoriales de dimensién k& en C", donde C es el campo
de ntimeros complejos. Para k = 1, se trata del espacio proyectivo P*~!. Co-
mo los subespacios vectoriales en C" corresponden a subespacios proyectivos
en P"! tenemos que G(k,n) parametriza los subespacios proyectivos de di-
mensién k — 1 en P*~!. También se puede comenzar con un espacio vectorial
de dimensién finita V' y construir la Grassmanniana G(k, V') de subespacios
vectoriales de dimension £ en V.

El primer ejemplo de una Grassmanniana distinta a los espacios proyecti-
vos es G(2,4), la variedad de todas las rectas en el espacio proyectivo P?. Es
facil ver que una recta en el 3-espacio depende de 4 parametros. Por ejemplo,
se puede elegir algin 2-plano fijo y asociar a una recta genérica su punto de
interseccién con éste (2 parametros) y la direccién en el punto de interseccién
(otros 2 pardmetros). Asi G(2,4) es una variedad 4-dimensional.

A continuacién se veran de forma resumida los tipos de coordenadas que
se usan para representar los puntos de una Grassmanniana. Para los puntos
en el espacio proyectivo P"~!, hay dos tipos de coordenadas:

1. las coordenadas afines (z1,...,7, 1) en una carta afin C*~! c P 1;

2. las coordenadas homogéneas (x; : ... : x,) definidas salvo un multiplo
constante no nulo en comun.

En las Grassmannianas estos dos tipos de coordenadas se generalizan en
tres tipos: las coordenadas afines, las coordenadas de Stiefel y las coordenadas
de Pliicker. Las coordenadas de Stiefel y las de Pliicker son dos diferentes
analogos a las coordenadas homogéneas en el espacio proyectivo.
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1.1.1. Coordenadas afines

Elegimos una descomposicién de C" en suma directa, C¥®C"~*, de subes-
pacios coordenados. Sea A : C¥ — C"* una transformacién lineal. Entonces
su grafica es un subespacio de dimensién k£ en C". El conjunto U de subes-
pacios que se pueden obtener de esta forma es un subconjunto abierto, de
la Grassmanniana, isomorfo al espacio afin Hom(CF, C"~*). Asi todo punto
de U se puede determinar por una matriz ||a;;|| de k x (n — k). Eligiendo
varias descomposiciones de C", podemos cubrir G(k,n) con espacios afines.
Es facil ver que las funciones de transicion entre estas cartas afines tienen
funciones racionales como componentes. Asi hemos definido una estructura
de variedad algebraica sobre G(k,n). La dimensién de G(k,n) coincide con
la dimensién del espacio de matrices de k x (n — k), es decir, es igual a

k(n—k). En un espacio proyectivo se obtienen las coordenadas afines usuales
en C"! c P+ L.

Ejemplo 1.1.1. Considérese la Grassmanniana G(2,4) como la variedad de
rectas en P? y sean (x,y,z) las coordenadas afines en C* C P2. Usando
coordenadas afines en G(2,4) se puede describir una recta en C* por dos
ecuaciones, Yy = a11X + a12 ¥ 2 = 21T + G99

1.1.2. Coordenadas de Stiefel

Sea {v1, ..., v} una base de un subespacio vectorial L C C" de dimensién
k. Considérese la matriz de k x n formada por las coordenadas de los vectores
v; como filas:

Ull - e o e ’L)ln

M= - 0 . (1.1)

vkl PR PR Uk’n

Esta es una matriz de rango total k. Dada una matriz M de k x n de
rango total, se le puede asociar el subespacio L(M) generado por las filas de
M. Las entradas de la matriz v;; son llamadas las coordenadas de Stiefel de
L.

Para el caso k = 1, obtenemos la representacién de puntos de P! usando
coordenandas homogéneas. Al igual que las coordenadas homogéneas, las
coordenadas de Stiefel no son tnicas. De hecho, podemos cambiar M por
gM donde g es una matriz no degenerada de k x k (el andlogo de un factor
constante no nulo para coordenadas homogéneas usuales). Esto nos llevara
a otra eleccién de base en L. Sea S(k,n) la variedad de Stiefel de todas
las matrices complejas de k x n de rango total. Entonces la Grassmanniana
G(k,n) es el cociente
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G(k,n) = S(k,n)/GL(k), (1.2)

generalizando asf la representacién del espacio proyectivo P*~! como el co-
ciente (C™ — {0})/C*. Aqui C" — {0} es S(n,1) y C* es GL(1).

La relacion entre las coordenadas de Stiefel y las coordenadas afines es la
siguiente. Sea M C S(k,n) y sea g la matriz de k x k formada por las primeras
k columnas de M. Si g es no degenerada entonces podemos transformar M
por la accién de GL(k) a la forma

1 0 -+ 0 ay -+ - Gupk
0 I - 0 agy - - Ggai (1.3)
0 0 - 1 ap - - Gk

donde ||la;;|| es una matriz de k x (n — k). Esta tltima matriz serd la matriz
de coordenadas afines del subespacio L(M).

1.1.3. Coordenadas de Pluicker

Las coordenadas de Pliicker de G(k,n) dan otro andlogo de las coordena-
das homogéneas de un espacio proyectivo. Estas estan definidas salvo factor

escalar comtin no nulo. Para construirlas, consideramos el encaje clasico de
Pliicker

v e (e

el cual envia un subespacio L C C™ al subespacio uno-dimensional /\]€ L C
/\k C™. Esto da un encaje proyectivo explicito de G(k,n) la cual, hasta ahora,
se ha construido sélo como una variedad algebraica “abstracta’”.

Las coordenadas x1,--- ,z, en C" inducen las coordenadas en /\k C™ de-
notadas por p;, ..., 11 < --- < i y llamadas las coordenadas de Pliicker. Asi,
todo subespacio L C C" de dimension k tiene una colecciéon de coordenadas
de Pliicker p;, _;, (L) definidas de forma tnica salvo multiplo comtn no cero.
El nimero de coordenadas de Pliicker es (Z) que es mayor a la dimension de
la Grassmanniana. Esto significa que, en contraste al caso de las coordenadas
homogéneas en el espacio proyectivo, las coordenadas de Pliicker en G(k,n)
no son independientes, es decir, estan sujetas a ciertas relaciones.

La relacién entre las coordenadas de Pliicker y las de Stiefel es la siguien-
te. Sea L un subespacio vectorial de dimension k£ en C" dado por su matriz
||vij|| de k& x n de coordenadas de Stiefel. Por definicién, la coordenada de
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Pliicker p;,,. ;. (L) es el menor maximo de ||v;;|| formado por las columnas
01,92, ..., 1. S1 reemplazamos ||v;;|| por ||w;;|| = g||lvi;|| con g € GL(k) en-
tonces cada menor méaximo de ||w;;|| se obtiene del menor correspondiente
en ||v;;|| multiplicandolo por el escalar det(g).

Supéngase que M tiene la forma (1.3). Entonces el menor p;, ;, (M) es
igual (salvo un signo) a un menor adecuado de la matriz “chica” A = ||a;;]|.
Maés precisamente, sea I = {iy,...,i;} el conjunto de columnas de nuestro
menor de M. Este conjunto se descompone en una unién disjunta I = JU K
donde J = {iy,...,4} es el conjunto de columnas de I que estan en la matriz
unitaria en 1.3 (es decir, J = I'N{l,...,k}) y K es el conjunto de las demds
columnas. Hacemos s(.J) = (i; — 1)+ (ia—2)+- - -+ (i, — ). Con esta notacién
tenemos el siguiente resultado inmediato.

Proposicién 1.1.2. El menor p;, ;. (M) de una matriz M de la forma 1.3
es igual a (—1)*) veces el menor de la matriz A = ||a;;|| dado por el conjunto
de filas {1,...,k}—J y el conjunto de columnas K (el menor vacio se define
como igual a 1).

En otras palabras, la coleccién de todas las coordenadas de Pliicker da,
cuando se escriben en términos de las coordenadas afines, la coleccién de
todos los menores (de todos los tamanos, incluyendo el menor vacio) de una
matriz de k X (n — k) indeterminada.

Sean V' y V* espacios vectoriales duales de dimensién n. Entonces G(k, V)
se identifica naturalmente con G(n—k, V*). La identificacién toma un subes-
pacio vectorial L € G(k,n) a su complemento ortogonal L+ € G(n — k, V™).
Asi podemos ver a G(k, V'), también, como la variedad de subespacios vec-
toriales de codimension k en C". En correspondencia, tenemos otra forma
de asociar las coordenadas de Pliicker a puntos de G(k,n). Denotamos estas
nuevas coordenadas con g, . Si un subespacio L esta dado por (n — k)

--7jn—k'
ecuaciones lineales f1 =0,..., [, =0y fi(x1,...,2,) = Zj fijx; entonces
Qjr,....jn_x €5 €l menor maximo de la matriz
Juu 0 i
: (1.4)
fnfk,l oo fnflc,n
correspondiente a las columnas con numeros ji,..., j,_r. Por calculos ele-

mentales con determinantes, vemos que

. . — (—1)\5(1,eik) . )
q]lv"-v]n—k - ( ]') pll,...,lk7

donde 1iy,...,7; son todos los elementos del complemento de {j1,...,jn_x}
tomados en orden creciente y s(iy,...,i) es el signo de la permutacion
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(11, -+, ks J1y - -+ Jn—k)- Asi los dos conjuntos de coordenadas de Pliicker de
G(k,n) son esencialmente equivalentes.

1.1.4. Relaciones de Plucker

Como se menciond, el nimero de coordenadas de Pliicker p;, . ;, es mayor
a la dimensién de G(k,n), por lo que estas estan sujetas a ciertas relaciones.
Estas relaciones son llamadas las relaciones de Pliicker. Para escribirlas, es
conveniente suponer que p;,.. ; estd definida por una sucesién (iy, ..., i)
de enteros distintos entre 1 y n de forma que la transposiciéon de cualquier
dos indices cambia el signo de p;, ;, (asi efectivamente tenemos el mismo
nimero de coordenadas). Con esta notacién las relaciones son las siguientes.

Teorema 1.1.3. 1. Para cualquier dos sucesiones 1 < 4 < -+ < 1p_1 <
nyl<yj <- < i1 <n, las coordenadas de Pliicker de G(k,n)
satisfacen la relacion

k+1
Z <_1)api1,ig,---,z‘k_l,japjl,jz,...,j'a,...,jk+1 =0 (1.5)

a=1

(aqui el simbolo Ja Significa que el indice j, se ha omitido). Todo vec-
tor (piy..i,) € /\’C C™ que cumple tales relaciones es un vector de las
coordenadas de Plicker de algin subespacio vectorial L € G(k,n).

2. Ademds, el ideal graduado de todos los polinomios en p;, . i que se
anulan en la imagen de G(k,n) estd generado por el lado izquierdo de
las relaciones de Plicker.

Ejemplo 1.1.4. La Grassmanniana G(2,4), que parametriza rectas en P3,
tiene dimensién 4, y estd encajada por el encaje de Pliicker en P°. Hay seis
coordenadas de Pliicker p;;, 1 <1i < j <4 sujetas a una relacién

D12P34 — P13P2a + P1apas = 0.

Asi que G(2,4) es una cuadrica en P°. En términos de la matriz de coor-
denadas afines A = |la;;||, 4,j = 1,2, las coordenadas de Pliicker son los
siguientes polinomios en las a;;:

pi2 =1, psa = det(A), pis = a1, Paa = —a12, P14 = 22, P23 = —a11.

La relacién de Pliicker es la identidad det(A) = ajja9 — aj2a9;.
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Notese que, en general, la primera parte del Teorema 1.1.3 se puede ver,
tras pasar a coordenadas afines, como probar las condiciones necesarias y
suficientes para que la coleccién de los Ajy, definidos para todos los pares
de subconjuntos I C {1,...,k}, J C {1,...,n—k}, #(I) = #(J), estén
representados por menores de una matriz de k x (n— k). Las entradas de esta
matriz se pueden dar por menores de 1 x 1, A;;, en la coleccién. Asi, una
solucién obvia requerira que cada Aj; sea igual al determinante de la matriz
de A;;, i € I, j € J. Estas ecuaciones no son cuadréticas. La posibilidad de
reemplazarlas por un sistema de ecuaciones cuadraticas viene de considerar
no sélo menores de 1 x 1y de k X k, sino de todos los tamanos.

Finalizamos la discusién de las relaciones de Pliicker describiéndolas en
una forma mas invariante. Dendtese V' = C" y sean ey, . . ., ¢, la base estandar
de V. Una coleccion (p;, . ;) representa un punto L de G(k,n) siy solo si el
k-vector

k
R = Z Diy,....ir, €in VANEIEIAN €;, € /\ \%
11 <<

es descomponible, i.e., tiene la forma R = vy A -+ Awvg, v; € V (en cuyo
caso, las v; forman una base de L). Por lo que el problema de encontrar las
relaciones entre los p;, ; es equivalente a encontrar condiciones para que
un k-vector R sea descomponible.

Consideramos, para cualquier forma lineal [ € V*, el operador de con-
traccion

J =1
i \V—= AV (1.6)
Claramente ;,7;, = —13,%;, para cualesqueira i;,,%;, € V*. Para todo {2 €
A’ V*, definimos el operador iqg : A’V — A’?V de contraccién con €,
haciendo

illA---Alp = ill O---0 ilp (17)
para un {2 = [; A--- Al, descomponible, y extendiendo por linealidad a todo
Q. En particular, si p = j entonces, para R € A\’ V, el elemento iqR es un
nimero denotado por < €, R >. Este es el par candnico entre A\’ V* y A7 V.
Ahora, una version libre de coordenadas de las relaciones de Pliicker es la
siguiente.

Teorema 1.1.5. Un k-vector R € /\kV es descomponible si y solo si, para
. k=11 ,% .
cualquier Q € \"7 V* se tiene

k+1
(ieR)AR=0en [\V. (1.8)
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Es inmediato ver la equivalencia de la primera parte del teorema 1.1.3 y

el 1.1.5. De aqui, la eleccion de 74, ..., 7;_1 en el teorema 1.1.3 nos lleva a una
eleccion de € en la forma ej, A---Ae;  donde e; € V* son elementos de la
base dual a {ey,...,e,}. Una eleccién de jy,. .., jr+1 da una eleccién de una

funcién coordenada sobre /\kJrl V' correspondiente al vector base ej, A--- A
€j..,- Evaluando esta coordenada de (ioR) A R para R = (pj,,..j,) € NV,
obtenemos el lado izquierdo de 1.5.

1.1.5. El anillo de coordenadas de la Grassmanniana

Sea B = @, B, el anillo de coordenadas homogéneas de G(k,n) en el
encaje de Pliicker. En otras palabras, B es el cociente del anillo de polino-
mios C[p;, ;] por el ideal generado por las relaciones (1.5), y By es la parte
homogénea de grado d. Los generadores p;, .. ; de B son algunas veces deno-
tados [iy,...,d] y son llamados brackets. Asi todo elemento de B se puede
representar como un polinomio bracket, i.e., un polinomio en [iy, ..., i]. Una
representacion tal es, de hecho, no tnica por las relaciones de Pliicker. Sea
G(k,n) € A"C™ el cono sobre la Grassmanniana en el encaje de Pliicker
que consiste en los k-vectores que son descomponibles; que es, ellos tienen la
forma vy A - -+ A vg. Cualquier elemento de B se puede considerar como una
funcién regular sobre G(k,n).

Hemos definido el anillo B y sus componentes homogéneos B, usando el
encaje de Pliicker (y de aqui las coordenadas de Pliicker). Los otros dos tipos
de coordenadas dan dos descripciones diferentes de B y By.

La siguiente caracterizacién de B, en términos de las coordenadas de
Stiefel y afines siguen de (2) y de la proposicién (1.1.2). Esto algunas veces
se denomina el primer teorema fundamental de teoria invariante.

Proposicién 1.1.6. 1. El espacio By estd naturalmente identificado con
el espacio de polinomios f en las entradas de una matriz de (k X n)
indeterminada M = ||v;;|| de coordenadas de Stiefel que satisfacen la
condicion

flgM) = det(g)* f(M) (1.9)

para toda matriz g € GL(k). La multiplicacion en el anillo B corres-
ponde a la multiplicacion usual de polinomios.

2. El espacio By estd naturalmente identificado con el espacio de polino-
mios en las entradas de una matriz de k x (n — k) indeterminada (de
coordenadas afines) A = ||a;;|| generadas por d-tuplas de productos de
menores de A de todos los tamanos (incluyendo el menor vacio 1).
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El grupo GL(n) actia sobre la Grassmanniana G(k,n) y de aqui sobre
su anillo de coordenadas B. Se sabe, [FH91], que la representaciéon de GL(n)
en cada B, es irreducible. Bajo la parametrizacion usual de representaciones
polinomiales irreducibles de GL(n) por diagramas de Young, esta represen-
tacion corresponde al diagrama con k filas de longitud d.

1.2. Hipersuperficies asociadas

La Grassmanniana G(k, n) se puede ver como la variedad que parametriza
subespacios proyectivos (k — 1)-dimensionales en P"!, i.e., las subvariedades
(k — 1)-dimensionales de grado 1. En esta seccién se discutird el problema
de construir variedades de un grado mayor que parametrizan subvariedades
(k — 1)-dimensionales en P"~!'. La aproximacién a este problema, iniciada
por Cayley [Ca5| y llevada en el caso general por Chow y van der Waerden
[C-vdW], comienza de la observacién que para subvariedades de codimension
1, el problema se resuelve facilmente; si X C P" ! es una hipersuperficie
de grado d, entonces se puede considerar su ecuacién, que es un polinomio
homogéneo de grado d, definido de forma tinica salvo un factor constante. En
otras palabras, el espacio de hipersuperficies de grado d se puede identificar
con el espacio proyectivo que es la proyectivizacion del espacio de polinomios
homogéneos de grado d.

La correspondencia uno a uno entre hipersuperficies y sus ecuaciones se
cumple no sélo para espacios proyectivos, pero esencialmente para toda varie-
dad con un entendimiento propio de lo que es una “ecuacién”. La idea ahora
es asociar a toda subvariedad irreducible X en P"~! una hipersuperficie Z(X)
en una cierta Grassmanniana de la cual X se puede recobrar.

Comenzamos con una discusién de hipersuperficies en Grassmannianas y
sus ecuaciones.

1.2.1. Hipersuperficies en Grassmannianas

Dada una hipersuperficie en un espacio proyectivo, su grado se puede
definir como el niimero de puntos donde interseca a una recta genérica. El
analogo de rectas en G(k, n) estd dado por la siguiente familia de encajes P*.
Sea N C M C P"~! una bandera formada por subespacios proyectivos (k—2)-
dimensionales y k-dimensionales. Todos los subespacios proyectivos (k — 1)-
dimensionales que contienen a N y contenidos en M forman una familia uno-
dimensional (pencil) Pyys = P! Definimos el grado de una hipersuperficie
Z C G(k,n) como el numero de interseccién de Z con un pencil genérico de
la forma Py .
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En general, no es verdad que una hipersuperficie en una variedad proyec-
tiva se puede dar por la anulacién de un elemento de su anillo de coordenadas
(toma la variedad en cuestion para ser la curva plana y la hipersuperficie para
ser un punto). Como sea, este es el caso para Grassmannianas.

Sea B = @ By el anillo de coordenadas de G(k, n) en el encaje de Pliicker.

Proposicion 1.2.1. 1. El anillo B es factorial, i.e., cada f € B tiene una
descomposicion en factores irreducibles que son unicos salvo maultiplos
constantes y permutaciones de estos factores.

2. Sea Z una hipersuperficie irreducible en G(k,n) de grado d. Entonces
hay un elemento f € By definido salvo un factor constante tal que Z
estd dado por la ecuacion f = 0.

Demostracion. La factorialidad de B se sigue de la proposicion 1.1.6 y de
la factorialidad del anillo de polinomios Clv;;]. De aqui, todo factor de un
polinomio de B debe estar en B. De forma similar, si Z es una hipersuperficie
en G(k,n), la levantamos a una hipersuperficie Z en el espacio de matrices
y tomamos el polinomio irreducible f(v;;) que define a Z.

Como antes, denotamos por M la matriz de las variables v;;. Como Z es
G L(k)-invariante, el polinomio f(gM) para toda g € GL(k) es un multiplo
escalar no cero de f(M), i.e., f(gM) = x(g)f(M). La funcién x(g) es multi-
plicativa: x(g192) = x(91)x(g2), i.e., esto es un caracter de GL(k). Cualquier
funcién tal es una potencia del determinante: x(g) = det(g)? para alguna d'.
Por la proposicion 1.1.6, f define un elemento irreducible de By .

Falta probar que d' coincide con d, el grado de Z definido arriba. Pa-
ra hacer esto, nétese que la igualdad f(gM) = det(g)? f(M) significa que
[ es una seccién de la gavilla invertible Ogxn)(d') (restringido del espacio
proyectivo del encaje de Pliicker). Afirmamos que la restriccion de cualquier
Ockn (1) a cualquier pencil Pyy = P C G(k,n) es isomorfo a Opi (1). Esto
implicard que d’ = d = deg Z pues la seccién f de Og,n)(d') tendréd exac-
tamente d’ ceros en Pyj,. Para justificar nuestra afirmacion, es suficiente
considerar el caso [ = 1, pues Opi(l + ') = Opi(l) ® Op: ('), y de forma
similar para Og(rn)(l 4 1'). Para tratar el caso [ = 1, basta con tomar una
seccién no nula ¢ € H°(G(k,n),O(1)) y mostrar que tiene exactamente un
cero sobre un pencil genérico Pyj,. Tomamos ¢ como un sélo bracket en B,
digamos [1, ..., k|. La hipersuperficie correspondiente consta de subespacios
proyectivos (k — 1)-dimensionales que intersecan la expancién proyectiva de
los vectores base ey 1, ..., e,. Un pencil genérico Py, contiene precisamente
un subespacio proyectivo (k — 1)-dimensional que pertenece a esta hipersu-
perficie. Esto completa la demostracion. O
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1.2.2. Hipersuperficies asociadas y formas de Chow

Sea X C P"! una subvariedad irreducible de dimensién k& — 1 y grado d.
Considérese el conjunto Z(X) de todos los subespacios proyectivos, L, (n —
k—1)-dimensionales en P*~! que intersecan a X. Este es una subvariedad en la
Grassmanniana G(n—k, n) que parametriza todos los subespacios proyectivos
(n — k — 1)-dimensionales en P".

Proposicién 1.2.2. La subvariedad Z(X) es una hipersuperficie irreducible
de grado d en G(n — k,n).

Demostracion. La variedad Z(X) estd incluida en el diagrama (fibracién
doble)

Z(X)<*—B(X)Xt=X (1.10)

donde B(X) es la variedad de pares (z, L) tales que z € X, L € G(n—k,n)y
x € L. Las proyecciones q y p estdan dadas por olvidar a o a L. Por razones
de dimensién, un subespacio proyectivo genérico (n — k — 1)-dimensional
que interseca a X, lo hace en un sélo punto. Por lo tanto ¢ es un morfismo
birracional. La proyeccién p es una fibracién Grassmanniana: la fibra de p
en r € X es isomorfa a la Grassmanniana G(n — k — 1,n — 1). Asi, si X es
irreducible entonces también lo es B(X) y de aqui Z(X). Ademds se tiene

dmZ(X)=dimB(X) = n—k—1Dk+(k—1)=k(n—k)—1
= dimG(n—k,n) — 1.

Para encontrar el grado de Z(X) C G(n — k,n), debemos, de acuerdo
a la definicién, elegir una bandera genérica N € M C P" ! de subespacios
proyectivos tales que dim N = n—k—2, dim M = n—k, y contar el niimero de
subespacios (n — k — 1)-dimensionales L € Z(X) que cumplen N C L C M.
Pero como deg(X) = d, la interseccién M N X constard genéricamente de d
puntos, digamos, x1, ..., x4 Los subespacios L € Z(X) que contienen a N y
que estan contenidos en M seran expansiones proyectivas de N y ;. Entonces
su numero es igual a d, como se requiere. Esto prueba la proposicion. a

Llamaremos a Z(X) la hipersuperficie asociada de X.

Sea B = @ B,, el anillo de coordenadas de la Grassmanniana G(n—k,n).
Por la proposicién 1.1.2, Z(X) estéd definida como los ceros de algtin elemento
Ry € By que es tunico salvo por un factor constante. Este elemento sera
llamado la forma de Chow de X. Eligiendo alguna base en B, asociamos a
X la coleccion de coordenadas de Ry en esta base, definidas salvo un factor
constante comun. Estas coordenadas seran llamadas las coordenadas de Chow
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de X. Veremos que X puede recuperarse de sus coordenadas de Chow, esto
es, del vector Rx.

Los tres tipos de coordenadas sobre Grassmannianas dan tres formas
diferentes de escribir los elementos del anillo de coordenadas, en particular,
la forma de Chow de una subvariedad.

La aproximacion con las coordenadas de Pliicker lleva a escribir Ry como
un polinomio bracket. Las coordenadas de Pliicker en G(n — k,n) estan eti-

quetadas por subconjuntos de n — k elementos de {1,...,n} y denotados por
brackets [i1,...,i,—|. Algunas veces es 1til usar las coordenadas de Pliicker
duales [j1, ..., k], donde {ji, ..., ji} son el complemento de [iy, ..., i, x| en

{1,...,n}.

Las coordenadas de Stiefel representan un subespacio (n — k)-dimensional
en C" como el conjunto de ceros de k funcionales lineales [;(z),. .., lx(z),
donde l;(z) = 37, cijx;. El espacio de k-tuplas de funcionales lineales ta-
les puede verse como el espacio Mat(k,n) de matrices ||¢;;||. El subconjunto
abierto S(k,n) C Mat(k,n), que consiste de matrices de rango completo, es
fibrado sobre la Grassmanniana G(n — k,n), ver la férmula 2 arriba. Con-
sidérese el levantamiento de la hipersuperficie asociada Z(X) a S(k,n) y su
cerradura Z(X) en el espacio afin Mat(k,n). Asi, Z(X) es la subvariedad

de (f1,..., fx) tales que

XO{fi=-=fi =0} £0. (1.11)

Como Z(X) es una hipersuperficie, se sigue que Z(X) es también una
hipersuperficie. El polinomio que define a Z(X) es un polinomio homogéneo
Rx(fl, ..., Jx). Llamamos a Ry el X-resultante pues sus ceros expresan la
compatibilidad del sistema A.0.4. Es claro que Ry es sélo otra forma de
escribir la forma de Chow Ry. Més precisamente, Rx es el polinomio en
¢ij que corresponde a Rx € By bajo el isomorfismo de la proposicion 1.1.6.

Asi, para obtener Ry, necesitamos reemplazar cada bracket [j1,...,Jx] en
la representacién bracket (dual) de Rx por un polinomio det ||c;, ||, i,v =
1,..., k. El X-resultante Ry tiene la ventaja de ser un polinomio explicito en

las variables ¢;;, y no sélo un elemento de algtin espacio vectorial “abstracto”.

Para escribir la forma de Chow (o X-resultante) en términos de coorde-
nadas afines, asumimos que la matriz de coeficientes ||c;;|| de un sistema de
formas lineales fi,..., fx que definen un subespacio, tiene la forma 1.3. En
otras palabras, fijamos c¢;; = d;; para 1 < ¢,5 < k. De esta forma asociamos
a una subvariedad X un polinomio no homogéneo en las entradas de una
matriz indeterminada de k x (n — k).

Ahora se daran algunos ejemplos de hipersuperficies asociadas y formas
de Chow.
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Ejemplo 1.2.3. 1. Sea X una curva en P?. Su hipersuperficie asociada
es la variedad de todas las rectas que intersecan a X.

2. Cuando X es una hipersuperficie en P"~!, la Grassmanniana G (n—k,n)
coincide con P"! y la hipersuperficie asociada Z(X) coincide con X.

3. Cuando X es un punto p, entonces G(n — k,n) es el espacio proyectivo
dual (P"1)* y Z(X) es el hiperplano dual a p.

4. Cuando X es un subespacio proyectivo, la variedad Z(X) es conocida
como el divisor de Schubert en G(n — k,n). Podemos suponer (después
de un cambio lineal de coordenadas) que las ecuaciones lineales de X
sonz; =0,...,2,_r = 0 donde z1,...,x, son las funciones coordena-
das de P"~!. Entonces la variedad asociada esté dada por los ceros del

bracket (coordenada de Pliicker) [1,...,n — k] € B;.

Ejemplo 1.2.4. Sea X el subespacio proyectivo P*~! = P(C*), encajado en
P(S4Ck) = P! por el encaje de Veronese. Aqui n = (’”j_l) es el nimero de
todos los monomios en k variables de grado d. Una forma lineal sobre P*~1
cuando se restringe a P*~! da un polinomio homogéneo de grado d. Asi, el X-
resultante Ry es una funcién de coeficientes de k polinomios indeterminados
fi(t), ..., fu(t) de grado d, donde t = (ti,...,t;). Los ceros de Rx son los
puntos en que los polinomios f; tienen un cero comun no trivial. Por lo tanto
Ry coincide con el resultante cldsico de k polinomios homogéneos de grado
d en k variables. Esto explica la terminologia.

1.2.3. Recuperando X de Z(X)

Proposicién 1.2.5. Una subvariedad irreducible (k — 1)-dimensional X C
P! estd determinada de forma tnica por su hipersuperficie asociada Z(X).
Mds precisamente, un punto p € P" ! estd en X si y sélo si todo plano
(n — k — 1)-dimensional que contiene a p pertenece a Z(X).

La demostracion es obvia.

Como en el caso de variedades proyectivas duales, la variedad X es re-
cuperada como una especie de “variedad cdustica” de Z(X). La proposicién
de arriba aclara que X puede recuperarse de su forma de Chow o, equivalen-
temente, de los coeficientes del X-resultante Rx(fi,..., fi). Esto se puede
hacer explicitamente como sigue. Sea z € P*"~! un punto y sea x € C" un
vector cuya proyectivizacion es x. Representaremos los hiperplanos que pasan
por x como las proyectivizaciones de los complementos ortogonales
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xg ={y: S(x,y) =0}

donde S(x,y) es una forma semi-simétrica sobre C". Denotaremos la forma
lineal y — S(x,y) con ixS.

Corolario 1.2.6. Sea X¥~! C P"! una subvariedad irreducible y RX(fl, ey f)
el X -resultante. Ahora consideremos k formas semi-simétricas indetermina-

das S1(x,y), ..., Sk(x,y) definidas por Si(x,y) =>_;, S§?$jyr7 donde ||s§?||
para cada i es una matriz semi-simétrica de variables independientes. Para
cada x € C", considérese el siguiente polinomio en coeficientes (sg?) de todas

las formas S;:

P(x, (s1)) = Rx(ix(S1), - -, ix(Sk)).

Entonces los coeficientes de P (con respecto a las variables s;?) son po-
linomios en x que forman un sistema de ecuaciones para la variedad X. En
otras palabras, los ceros de estos polinomios definen a X como conjunto.

Este corolario (gracias a Chow y van der Waerden) da un sistema canéni-
co de ecuaciones para cada variedad irreducible X de grado d. Todas estas
ecuaciones tienen grado d, con un numero usualmente mas grande que la
codimensién de X. F. Catanese [Cat] mostré que, para X suave, este sistema
candnico de ecuaciones define X no sélo como conjunto, sino como esque-
ma. En otras palabras, el subesquema en P!, definido por estas ecuaciones,
coincide con X (considerado como esquema en una forma estdndar). Alge-
braicamente, esto significa que el ideal homogéneo en C[zy, ..., z,], formado
por los polinomios que se anulan sobre X, coincide con el ideal homogéneo
generado por las ecuaciones candnicas salvo por un numero finito de compo-
nentes graduadas.

1.3. Variedades de Chow

1.3.1. Definiciones y principales propiedades

La variedad Grassmanniana G(k,n) parametriza subespacios proyectivos
(k — 1)-dimensionales en P"~!. Los subespacios proyectivos son sélo subva-
riedades algebraicas de grado 1. Es natural buscar espacios que parametricen
subvariedades de un grado dado d > 1. Aqui, en cualquier caso, se encuentra
un nuevo fenémeno. A saber, una variedad irreducible se puede degenerar en
una reducible (por ejemplo, una curva se puede degenerar en una coleccién de
rectas). Ademads, considerese una variedad reducible, digamos, una unién de
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dos rectas distintas. Una variedad tal se puede degenerar en una séla recta, lo
que aparentemente tiene un grado menor. De hecho, en estos casos es natural
contar la recta limite con multiplicidad 2. Para tomar en cuenta todas estas
posibilidades, se necesita la nocién de ciclo algebraico.

Ciclos algebraicos

Un ciclo algebraico (k—1)-dimensional en P"~! es una combinacién lineal
finita X = > m;X;, cuyos coeficientes son enteros no negativos, y las X; son
subvariedades cerradas irreducibles (k — 1)-dimensionales en P"~!. El grado
de un ciclo X tal se define como deg(X) = > m,; deg(X;).

Sea Cj_1.4(P"™1) el conjunto de todos los ciclos algebraicos (k—1)-dimensionales
en P! de grado d. En [GKZ94] se utiliza la notacién G(k,d,n) sugiriendo
una analogia con las Grassmannianas. De hecho, Cy_11(P"1) (G(k,1,n))
coincide con la Grassmanniana G(k,n) pues cualquier ciclo algebraico de
grado 1 es dado siempre por un subespacio proyectivo con multiplicidad 1.
Se quiere dar una estructura de variedad algebraica a Cjp_;q4(P"™1), gene-
ralizando el caso de las Grassmannianas. De los tres tipos de coordenadas
que existen para las Grassmannianas, s6lo uno se extiende al caso general de
Ck_l,d(IP’”_l), a saber las coordenadas de Pliicker. Esto se hace como sigue.

Recuérdese que, para cualquier subvariedad X C P" ! irreducible (k—1)-
dimensional, se defini6 su forma de Chow (o X-resultante) Ry. Esta es un po-
linomio Rx(f1,-.., fx), con coeficientes de k formas lineales indeterminadas
sobre C", que se anula donde el subespacio proyectivo {f; = --- = fr =0} de
P! interseca a X. El polinomio Ry tiene una propiedad de homogeneidad
obvia: si g = (g;;) es una matriz en GL(k), se tiene que

Rx(gufi+ -+ guwfi, - sgufv + -+ gerfr) (1.12)
= det(g)dRX(fl, ey fk) '

donde d = deg X. El espacio de polinomios con esta propiedad es deno-
tado por B,.

Sea X = > m;X; un ciclo algebraico (k—1)-dimensional en P"~! de grado
d. Se define la forma de Chow de X como

Rx =[] R% € Ba.

Las coordenadas del vector Rx son llamadas coordenadas de Chow de X. El
resultado principal es un teorema de Chow y van der Waerden.

Teorema 1.3.1. La aplicacion X — Ry define un encaje de Cr_1 4(P"" 1) en
el espacio proyectivo P(By) como una variedad algebraica cerrada.
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La variedad Cj_; 4(P"™!) con la estructura algebraica definida por el en-
caje de arriba es llamada el encaje de Chow. Para una demostracion de este
teorema ver [GKZ94], p. 126.

1.4. Ejemplos de variedades de Chow

Ejemplo 1.4.1. 1. La variedad de Chow Cj_11(P"!) es la Grassmannia-
na G(k,n) y su encaje de Chow coincide con el encaje de Pliicker.

2. Considerese la variedad de Chow C,,_4(P"™1), que parametriza ciclos
de grado d y codimensién 1 en P"~!, que son hipersuperficies. Se vio en
el Ejemplo 1.2.3 que la forma de Chow de una hipersuperficie irreduci-
ble es sélo su ecuacién, la cual es un polinomio homogéneo irreducible
de grado d en n variables. Los ciclos algebraicos de codimension 1 co-
rresponden a todos los polinomios homogéneos no nulos, irreducibles o
no, de grado d. Por lo tanto, la variedad de Chow C,_54(P"') es el
espacio proyectivo de tales polinomios, i. e.

Croq(P"!) =P~ donde N = ( " +§_ L > :

Ejemplo 1.4.2. Considerese C;»(P?). Asi se estdn considerando curvas de
grado 2 en P3. Hay dos casos, una curva irreducible o dos rectas. Una curva
de grado 2 debe ser una cuddrica plana, por Bézout. Esto implica que C; »(P?)
tiene dos componentes irreducibles C' y D que corresponden a cuddricas pla-
nas y a pares de rectas. C' N D consta de pares de rectas coplanares. Ahora,
dim D = 8 pues una recta en P? depende de cuatro pardmetros. Lo que es
interesante es que en variedades de Chow dimC' = 8. Esto es facil de ver
pues un plano necesita tres parametros, y una cuadrica en un plano necesita
cinco parametros.

Ejemplo 1.4.3. Este ejemplo es C; 3(P?) que parametriza ciclos 1-dimensionales
en P? de grado 3. Las curvas posibles para estos ciclos son:

1. una curva irreducible de grado 3; aqui hay dos posibles elecciones (ver
[Har75b], IV.6), una curva torcida o una cibica plana,

2. una recta y una cuadrica plana;

3. tres rectas.
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Una cubica torcida es una curva que puede modificarse por una transforma-
cién proyectiva de P a la curva estdndar de Veronese dada en coordenadas
homogéneas por

{(zp : wpwy - wox] : 23)| (w0 = 1) € P, (1.13)

Si se denota con C1,Cy, C3,Cy a las subvariedades de C; 3(P?) que parame-
trizan curvas torcidas, ctiibicas planas, una recta y una cuadrica plana, y tres
rectas, entonces se tiene que

C13(P?) =CLUC,UC3UCy.

La dimensién de Cy es 12, pues una recta depende de cuatro parametros. La
dimension de C'5 es también 12; ver el ejemplo anterior. La dimension de C4
es también 12. Para ver esto, obsérvese que todas las cubicas torcidas son
imagenes de una cubica torcida particular, ver ecuaciéon 1.13, bajo transfor-
maciones proyectivas. El estabilizador de la curva en 1.13 es el grupo PGL(2)
de transformaciones proyectivas de P! encajadas en PG L(4) via la aplicacién

GL(2) = GL(C?) — GL(4) = GL(S*C?)

por la correspondencia
g S’

donde S3C? es el espacio de todos los polinomios homogéneos de grado d en
dos variables. De aqui, C} = PGL(4)/PGL(2), y su dimensién es igual a
15 -3 =12.

Para (5, la dimensién es dada por el nimero de pardmetros que definen
un plano, el cual es tres, mas la dimension del espacio de ciibicas en un plano,
la cual es nueve, por lo tanto, dim Cy = 12.

Se estd tentado a conjeturar que todas las componentes de la variedad
C1.4(P?) tienen dimensién 4d. Pero, estd este ejemplo.

Ejemplo 1.4.4. Considérese la variedad de Chow C; 4(P?) de ciclos 1-dimensionales
en P? de grado 4. Esta variedad tiene varias componentes que corresponden
a las posibilidades en que puede ocurrir un ciclo de grado 4:

1. una curva irreducible de grado 4;
2. una cuibica y una recta;

3. dos curvas cudadricas;
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4. una curva cuadrica y dos rectas;

5. cuatro rectas.

De los ejemplos previos es razonablemente claro que todas las componentes
en los casos 2 — 5 tienen dimensién 16. Asi, sélo queda concentrarse en la
primera componente, que se denominarda C'. Esta variedad también tiene
componentes irreducibles, curvas irreducibles de grdo 4 que pueden escribirse
de tres formas distintas (ver [Har75b], IV.6), a saber:

1. una cuartica plana;
2. una curva racional de grado 4;

3. una curva eliptica espacial de grado 4.

La ultima es la interseccion de dos superficies cuadricas. Sean C7, Cy, C5 las
componentes correspondientes a 1,2,3. Cy y C3 tienen dimension 16. Como
sea, el numero de parametros que definen un plano es tres, mas la dimensién
del espacio de cuarticas en un plano dado, que es 14. Por lo tanto dim C = 17.

Eisenbud y Harris han calculado la dimensién de la variedad de Chow
de curvas [EH92|. Un estudiante de Harris, Pablo Azcue, calculd en su tesis
doctoral la dimensién de variedades de Chow en dimensiones mayores. En
ambos casos hay un nimero reducido de variedades de Chow (de grado chico)
que no pueden ser consideradas por sus cédlculos.

1.5. Cero ciclos

Un 0-ciclo positivo de grado d es sélo una coleccién no ordenada {z1, ..., x4}
de d puntos (no necesariamente distintos) en P"~1. De modo que el conjunto
Co.a(P"™1) es identificado con Sym?(P"~!), el producto simétrico de d copias
de P!, Entonces comenzamos con una comparacién de las dimensiones de
Coa(P"") y Sym?(P"~).

Supdngase que nuestro espacio proyectivo P"~! es P(V') donde V es un
espacio vectorial n-dimensional. La forma de Chow de un punto z € P(V') es
la funcional lineal [, en V* dada por el producto escalar con z:

l(§) = (,€).

Si X =) m;x; es un 0-ciclo positivo en P(V') entonces, por nuestra conven-
cién, la forma de Chow Rx es el polinomio & + []{7%(£). Se ha llegado a lo
siguiente.
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Proposicién 1.5.1. La variedad de Chow Cyq(P"™1) de 0-ciclos positivos en
P~ de grado d es la proyectivizacion del espacio de polinomios homogéneos
de grado d en n variables que son producto de formas lineales.

El conjunto Y de polinomios descomponibles (en factores lineales) de
grado d fue usado varias veces a lo largo de la demostracion del teorema
de Chow-van der Waerden. Notese que este conjunto tiene, como su analogo
“alternante” , al conjunto de polivectores de /\d C™ que son descomponibles
en productos wedge de d vectores. La proyectivizacion del conjunto de po-
livectores descomponibles es, como se vio en la Seccién 1.4, nada mas que
la Grassmanniana G(d,n) en su encaje de Pliicker. Entonces la variedad de
0O-ciclos es el andlogo “simétrico” de la Grassmanniana.

Ahora se recordara la definicion de producto simétrico. Sea X una va-
riedad algebraica cuasi-proyectiva. El producto simétrico Sym?(X) es el co-
ciente del producto cartesiano X< por la accién del grupo simétrico Sy per-
mutando los factores. Una definicién mas precisa es la siguiente.

Supongase primero que X es una variedad afin y R es su anillo coorde-
nado. Entonces R*? = R® --- ® R es el anillo coordenado de X¢. El anillo
coordenado de Sym?(X) es, por definicién, el subanillo de Sg-invariantes en
R®4. En otras palabras, éste es el anillo de funciones regulares f(z1,...,zq),
de d variables x; € X, que son simétricas, i. e. invariantes bajo cualquier
permutacién de las z;.

Si X es una variedad quasi-proyectiva arbitraria, no necesariamente afin,
entonces el producto simétrico Sym?(X) esté definido por pegar variedades
afines Sym?(U) para varios subconjuntos abiertos afines U C X.

Se sigue de estas definiciones que se tiene un morfismo regular de varie-
dades algebraicas

v SymA (P = Coa(P™Y), {xy,..., 34} — in, (1.14)

el cual es una biyeccion de conjuntos. Nétese que esto no implica automati-
camente que -y es un isomorfismo de variedades algebraicas: el morfismo de la
recta affn Al a la ctibica y? = 23, dado por z(t) = t2,y(t) = t>, es biyectivo
pero no es un isomorfismo, pues la cibica es singular en (0,0). Entonces el
siguiente hecho requiere de una demostracion.

Teorema 1.5.2. El morfismo v : Sym®(P"™') — Coq(P"™1) es un isomor-
fismo de variedades algebraicas (sobre el campo de los nimeros complejos).
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Es importante notar que sobre un campo de caracteristica finita el enun-
ciado no es cierto [Nee91].

Finalmente, se presentan dos resultados més.

Teorema 1.5.3. El producto simétrico Sym?(P') = Cyq(P') es isomorfo a
P,

Teorema 1.5.4. Para toda d y n, la variedad Sym?(P"=1) = Coq(P"7 ) es
racional, i.e. es birracionalmente isomorfa al espacio proyectivo P41

1.6. Superficies regladas

En esta seccion se definira lo que es una superficie reglada y se enunciaran
los resultados necesarios para los cdlculos que se realizaran en la ltima sec-
cién. Para profundizar en las superficies regladas se agrega el Anexo A.

Definicién 1.6.1. Una superficie geométricamente reglada, o sélo superficie
reglada, es una superficie X junto con un morfismo suprayectivo 7 : X — C'
a una curva (no singular) C, tal que cada fibra X, := 7 !(y) es isomorfa a
P! para todo punto y € C, y tal que 7 admite una seccién (i.e., un morfismo
0:C — X tal que moo =ide).

Ejemplo 1.6.2. Si C es una curva, entonces C' x P! con su primera proyeccién
es una superficie reglada. En particular, la superficie cuadrética en P es una
superficie reglada en dos formas distintas. Cuando se hable de una superficie
reglada se supondra que los datos m y C' se conocen.

Proposicion 1.6.3. St X — C es una superficie reglada entonces existe
una gavilla £ localmente libre de rango 2 sobre C' tal que X = P(E) sobre C.
Reciprocamente, todo P(E) tal es una superficie reglada sobre C'.

Si & y & son dos gavillas localmente libres de rango 2 sobre C entonces
P(E) y P(E) son isomorfos como superficies regladas sobre C si y sélo si
eziste una gavilla invertible £ sobre C tal que & =E @ L.

Proposicion 1.6.4. Sean 7 : X — C una superficie reglada, Cy C X una
seccion y f una fibra. Entonces

PicX 2 Z & n* PicC,
donde Z es generado por Cy. También
Num X = Z & Z,

generados por Cy y f, y cumpliendo Co.f =1, f2 = 0.
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Proposicién 1.6.5. St 7 : X — C es una superficie reglada es posible
escribir X = P(E), donde £ es una gavilla localmente libre sobre C' con
la propiedad H°(E) # 0, pero para toda gavilla invertible L sobre C con
deg L < 0 se tiene H*(E @ L) = 0. En este caso el entero e = —deg & es un
mvariante de X. Ademds en este caso existe una seccion og : C — X con

imagen Cy, tal que L(Cy) = Ox(1).

Notacion 1.6.6. Se usara la siguiente notacion. Sean C' una curva de género
g,y m: X — C una superficie reglada sobre C'. Escribimos X = P(£), donde
& satisface las condiciones de la proposicién 1.6.5, en cuyo caso decimos que
£ esta normalizada. Esto no necesariamente determina a £ de forma tnica,
pero si determina deg £. Sea e el divisor sobre C' correspondiente a la gavilla
invertible /\2 £, y denotamos e = — deg e. Fijamos una seccién Cy de X con
L(Cy) = Ope)(1). Si b es un divisor sobre C', entonces denotamos al divisor
7*b sobre X por bf, por abuso de notacién. Asi todo elemento de Pic X
puede ser escrito como aCy + bf con a € Z y b € Pic C. Todo elemento de
Num X puede ser escrito como aCy + bf con a,b € Z.

Proposiciéon 1.6.7. Si D es cualquier seccion de X, la cual corresponde a
una aplicacion suprayectiva € — L — 0, y si L = L(d) sobre C, entonces
degd = Cy.D, y

D~ Cy+ (d+e)f.

En particular, tenemos Cg = dege = —e.

Teorema 1.6.8. Sea X una superficie reglada sobre la curva C de género g,
determinada por una gavilla localmente libre normalizada & .

1. Si € se descompone (i.e., es suma directa de dos gavillas invertibles)
entonces £ = Oc® L para alguna L con deg L < 0. Por lo tanto e > 0.
Todos los valores de e > 0 son posibles.

2. Si &€ es indescomponible, entonces —2¢g < e < 2g — 2.

Ademas de los resultados para superficies regladas, se obtendran también
resultados para rollos normales racionales, los cuales son, en cierta forma,
una generalizacion de las superficies regladas descomponibles.

Definicién 1.6.9. Un rollo normal racional es una variedad proyectiva de la
forma P(e; & --- @ e,,), donde cada e; es un haz lineal sobre P.



Capitulo 2

Series de Euler-Chow

El uso de invariantes topoldgicos en espacios moduli ha jugado un rol
vital en varias ramas de las matematicas y fisica matematica en las tltimas
tres décadas. Algunos ejemplos de esto incluye la teoria gauge, la teoria de
instantones, varios espacios moduli de haces vectoriales, espacios moduli de
curvas y sus compactificaciones, variedades de Chow y esquemas de Hilbert.

En esta seccion se estudia una clase de invariantes para variedades pro-
yectivas obtenidos de las caracteristicas de Euler de sus variedades de Chow.
Se vera que un bello y elegante caracter se puede codificar en funciones faciles
de generar a partir de estas caracteristicas de Euler.

Ejemplos basicos

En esta subseccién se sigue [ELI8]. Como motivacién, se comenzara con
algunos casos particulares que estan bien estudiados en la literatura. Sea X
una variedad proyectiva conexa y denotese con SP(X) a la unién disjunta
[150 SPi(X) de todos los productos simétricos de X, con la topologia de la
unién disjunta, donde SPy(X) es un tinico punto. Se puede definir una funcién
Eo(X):Zy = m(SP(X)) — Z que envia d a la caracteristica (topoldgica) de
Euler x(SP,(X)) del producto simétrico de d copias de X. Esto es a lo que se
le llama la 0-ésima funcion de Fuler-Chow de X. La misma informacién pue-
de codificarse en una serie formal de potencias Eo(X) = > o X(SPa(X))t%,
y un resultado de Macdonald [Mac62] muestra que Ey(X) estd dada por la
funcién racional Eo(X) = (1/(1 —¢))X).

Otro ejemplo familiar se obtiene en el caso de divisores. Dada una variedad
proyectiva n-dimensional X, denétese con Div, (X) al espacio de divisores

21
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efectivos de X y supongase que Pic’(X) = {0}. Considerese la funcién E :
Pic(X) = Z que envia L € Pic(X) a dim H°(X, O(L)). Observese que:

1. dado L € Pic(X), entonces E(L) # 0 si y sélo si L = O(D) para algin
divisor efectivo D;

2. bajo la hipétesis dada, equivalencia algebraica y lineal coinciden, y dos
divisores efectivos D y D’ son algebraicamente equivalentes si y s6lo si
estan en el mismo sistema lineal.

La tltima observacién implica que Div, (X ) puede escribirse como Div, (X) =

[,z Divi(X)a, donde AZ_ | es el monoide de clases de equivalencia al-
n—1

gebraica de divisores efectivos (ver [Ful98, Section 12]), y Div,(X), es el
sistema lineal asociado a o € A= | (X). La primera observacién muestra que
los tinicos datos relevantes a E estéan dados por A | (X) C Pic(X). Por lo
tanto, se puede restringir £y definir la (n— 1)-ésima funcion de Euler-Chow
de X como la funcién E, 1(X) : A (X) — Z; que envia a € AZ (X)) a
la caracterfstica de Euler y(Div,(X),) = dim H*(X, O(L,)), donde L, es el
haz lineal asociado a a.

Ejemplo 2.0.1. Un caso atin més restrictivo se obtiene cuando Pic(X) ~ Z,

y A5—1 ~ 7, es generado por la clase de un haz lineal muy amplio L. Enton-

ces la (n—1)-ésima funcién de Euler-Chow E,, 1(X) = ) . dim H°(X, O(L#"))t"

es solo la funcion de Hilbert asociada al encaje proyectivo de X inducido por
L. Esta es una vez méas una funcién racional.

Definiciones preliminares

Se comenzara con un monoide abeliano M, cuya multiplicaciéon se deno-
tard por *p; : M x M — M. Cuando no haya lugar a confusién se usard una
notacién aditiva + : M x M — M sin subindices. Se dice que M tiene mul-
tiplicacion finita si *,; tiene fibras finitas. Ejemplos tipicos son los monoides
finitamente generados, como los enteros no negativos Z, con la adicion.

Definicién 2.0.2. Dado un monoide con multiplicacién finita M, y un anillo
conmutativo S, denotese por SM al conjunto de todas las funciones de M a S.
Si fy f" son elementos en SM sea f + f' € SM definida por adicién punto
a punto, i.e. (f + f)(m) = f(m) + f'(m). Se define el producto f * f' € SM
como la “convolucion”

(f=f)m)= D fla)f ().

a*szm
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Es facil ver que S™ es un anillo conmutativo con unidad, bajo estas opera-
ciones.

Observacién 2.0.3. El anillo S puede definirse con la complecién S[[M]]
del algebra de monoide S[M] en su ideal de aumentacién. Por lo tanto,
los elementos de SM pueden escribirse como una serie formal de potencias
[ =D mem Sm - t™, sobre variables t™ y coeficientes en S. De esta forma
la multiplicacién esta dada por la relacién t™t™ = t"™*+™ para elementos
m,m' € M.

Definicién 2.0.4. Dado un morfismo monoidal ¥ : M — N, f € SM y
g € SN, se definen ¥#g e SM y W, f € SN por

(T#g)(m) = g(¥(m))

(Tpf)n)= > f(m)
)

mev—1(n
si U tiene fibras finitas.

Proposicién 2.0.5. Sean M y N monoides con multiplicacion finita, y sea
U : M — N un morfismo de monoides. Entonces

1. La aplicacion pull-back ¥# : SN — SM es un homomorfismo de S-
modulos.

2. Si W tiene fibras finitas entonces la aplicacion push-forward Uy : SM —
SN es un morfismo de S-dlgebras.

3. Todo homomorfismo de anillos ¥ : S — S’ induce un homomorfismo
de anillos U, : SM — §'M

La tultima operacién que se necesita presentar es el siguiente producto
exterior.

Definicién 2.0.6. Dados monoides M y N, y un anillo conmutativo S, se
puede definir una aplicaciéon ® : SM @4 SN — SM*N_ Fsta aplicacién envia
f®g alafuncién foOg € SM*N que asigna a (m, n) el elemento f(m)g(n) € S.

Proposicién 2.0.7. La operacion ® es bilineal y asociativa. En otras pala-
bras, el siguiente diagrama conmuta:
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(SM XKs SN) ®g ST = SM g (SN XK SP)
oK1 l1®®
SM><N R SP SM ®g SNXP
\ /
SMxNxP ?

Definicion de las series de Euler-Chow

Sea X una variedad algebraica proyectiva sobre C, y sea p un entero no
negativo tal que 0 < p < dim X. El monoide de Chow C,(X) de p-ciclos efec-
tivos en X es el monoide libre generado por las subvariedades irreducibles
p-dimensionales de X. Es bien sabido que C,(X) puede escribirse como una
unién disjunta numerable de variedades algebraicas proyectivas Cp, o(X), las
también llamadas variedades de Chow. Se resumen, en los siguientes enun-
ciados, algunas propiedades basicas de los monoides y variedades de Chow
que pueden encontrarse en Hoyt [Hoy66], Friedlander [Fri91], y Friedlander y
Mazur [FM91]. Para un estudio reciente y bibliografia extensa sobre el tema,
se sugiere al lector a Lawson [Law95].

Propiedades 2.0.8. Sea X una variedad proyectiva, y fijese 0 < p < dim X.

1. La topologia de union disjunta en Cp(X) inducida por la topologia cldsi-

ca en las variedades de Chow es independiente del encaje proyectivo de
X, ver [Hoy060].

2. La restriccion de la adicion de monoide a productos de variedades de
Chow es una aplicacion algebraica [Fri91].

3. Una aplicacion algebraica f : X — Y entre variedades proyectivas (de
aqui una aplicacion propia) induce un morfismo natural de monoides
fe 1 Cp(X) = Co(Y) que es una aplicacion algebraica continua cuando
se restringe a una variedad de Chow, ver [Fri91]. Esta es la aplicacion
push-forward propio.

4. Una aplicacion plana f : X — Y de dimension relativa k induce un
morfismo natural de monoides f* : Cp(Y) — Cpii(X) que es una apli-
cacion algebraica continua cuando se restringe a una variedad de Chow,
ver [Frigl]. Esta es la aplicacién pull-back plano.

Observacién 2.0.9. Como se trabaja sobre C, puede definirse una aplica-
cion algebraica continua como una aplicacion continua f : X — Y entre
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variedades que induce una aplicacion algebraica f” : X¥ — YV entre sus
normalizaciones débiles, ver [FM91]. Alternativamente, se pueden definir va-
riedades de Chow como la normalizacion débil de aquellas que se consideran
aqui, como en Kolldr [Kol96]. Esto no altera su topologia, pero transforma
las variedades de Chow en un funtor en la categoria de variedades proyectivas
y morfismos algebraicos. Esta aproximacién puede usarse en este texto, sin
alterar los resultados.

Definicién 2.0.10. 1. Se denota con II,(X), al monoide my(C,(X)) de

componentes por trayectorias de C,(X). Este es el monoide de “clases
de equivalencia algebraica efectiva” de p-ciclos efectivos en X. Se usa
la notacién a ~g4+ b para expresar que dos ciclos efectivos, a y b, son
equivalentes algebraica y efectivamente.

2. El grupo de todos los p-ciclos algebraicos en X modulo equivalencia
algebraica se denota A,(X), y al submonoide de A,(X) generado por
las clases de ciclos con coeficientes no negativos se le denota con Az (X),
ver [Ful98, Section 12]. Se usa la notacién a ~yq, b para expresar que
dos ciclos a, b son equivalentes algebraicamente.

3. Sea c: Cy(X) — Hyy(X,Z) la aplicacién de ciclo en homologia singular,
ver [Ful98, Section 19]. La imagen de ¢ se denota con M,(X).

El siguiente resultado explica la relacién entre los monoides anteriores.

Proposicién 2.0.11. 1. El grupo de Grothendieck asociado al monoide
IL,(X) es A,(X). En particular, hay un morfismo natural de monoides
tp  IL(X) = A,(X) que satisface la propiedad universal de que todo
morfismo de monoides f : 11,(X) — G, de IL,(X) en un grupo G, se
foctoriza a través de A,(X).

2. La imagen de , es A; (X), y la imagen de A% (X) bajo la aplicacion
de ciclo es M,(X).

8. La aplicacion monoidal suprayectiva z, : 11,(X) — AZ(X) inducida por
Ly €s un isomorfismo si y solo si IL,(X) tiene ley de cancelacion.

4. Tanto i, : T(X) — AJ(X) como ¢, : A7 (X) — My(X) son morfismos
monoidales finitos.

Demostracion. La primera afirmacién es probada en [Fri9l], y se sigue
de argumentos estandar, e.g. en Samuel [Sam71]. La segunda afirmacién se
sigue de las definiciones y de la propiedad universal recién descrita. La tercera
afirmacion se sigue del hecho elemental de que la aplicaciéon universal de
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un monoide abeliano en su grupo de completacién es inyectivo si y sélo si
el monoide tiene ley de cancelacién. Para demostrar la tdltima afirmacion,
considerese un encaje proyectivo de X. Los ciclos con soporte en X y con un
grado fijo d en el espacio proyectivo ambiente forman una variedad proyectiva,
la cual es entonces una unién finita de componentes de C,(X). La afirmacién
ahora se sigue facilmente de estas observaciones. a

El siguiente resultado se encuentra en [Eli94].

Proposicién 2.0.12. Dada una variedad algebraica proyectiva compleja X
y 0 < p <dim X, todos los monoides C,(X),11,(X), A (X) y My(X) tienen
multiplicacion finita.

Demostracion. Se tienen morfismos de monoides suprayectivos:
Cp(X) B IL(X) 5 AZ(X) 5 M,(X), (2.1)

tales que cuando un encaje proyectivo j : X — P™ se elige, se obtiene un
diagrama conmutativo

Cp(X) —— I, (X) —— AF(X) —— M, (X
M, (

P

lj* jj* | [J

Cp(P") —TI,(P") —= AZ(P") — M;,(P

Z. 7., Z.,
donde la flecha vertical méas a la izquierda es una inclusién cerrada. Recuer-
dese que Cp(P") = [ ez, Cpa(P") donde Cpq(P") es una variedad (de Chow)
algebraica conexa. Ademas, j(C,(X)) NC,q(P™) es una subvariedad para to-
da d. Se sigue que II,(X), A>(X) y M,(X) son todos discretos, y que Cy(X)
tiene multiplicacién finita, pues es libre. Ahora, no es dificil demostrar que
I,(X), A7 (X) y M,(X) también tienen multiplicacion finita. O

)
)

Definicién 2.0.13. La p-ésima funcion (algebraica) de Euler-Chow de X es
la funcién

EP(X):HP(X) — 7
a = X(Cp,a(X))a

que envia a € I1,(X) a la caracteristica de Euler topolégica de C,(X) (en
la topologia clésica).

(2.2)

Siguiendo la Observacién 2.0.3 se asocia una variable t* a cada a € I1,(X)
y se expresa la p-ésima funcion de Euler-Chow como una serie formal de
potencias
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E,(X) = Z X(Cp,a (X)) (2.3)

a€ll,(X)

Ejemplo 2.0.14. 1. Si X es una variedad conexa, entonces Co(X) =
iz, SPa(X), donde SPy(X) es el producto simétrico de d copias
de X. Por lo tanto, la 0-ésima funciéon de Euler-Chow esta dada por

mox) = Sisrioor = (7))

1—t
d>0
de acuerdo a la féormula de MacDonald [Mac62].

2. Para X = P", se tiene II,(P") ~ Z,, con el isomorfismo dado por el
grado de los ciclos. En este caso, la p-ésima funcién de Euler-Chow fue
calculada en [LYS87]:

pi)

(
B (") = S n(CualE = (1)

>0

3. Supongase que X es una variedad n-dimensional tal que Pic(X) ~ Z,
generado por un haz lineal muy amplio L. Entonces, se vi6 en el Ejemplo
2.0.1 que IT,,_1(X) ~ Z, y que E,_1(X) es precisamente la funcién de
Hilbert para el encaje proyectivo de X inducido por L.
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Capitulo 3

Resultados

3.1. Series de Euler-Chow de superficies re-
gladas

3.1.1. Superficies regladas descomponibles

Uno de los principales resultados de [EL98] es el Teorema 5,1, que se cita
a continuacion:

Teorema 3.1.1. Sean E; y E5 haces algebraicos vectoriales sobre una varie-
dad proyectiva conexa W, de rangos e y es, respectivamente, y sea 1 < p <
e1 + ey — 1. Entonces la p-ésima funcion de Euler-Chow de P(E; @ Es) estd
dada por

Ep(P(Ey © E3)) = Wpy(Ep 1 (P(E1) xw P(E)) © Ep(P(Er)) © Ep(P(E2<)3))1-)

Basados en este resultado a continuacion calcularemos las series de Euler-
Chow de las superficies regladas descomponibles. En el caso donde la curva
base de la superficie reglada no es una curva racional se tendran los primeros
ejemplos de esta serie calculada para una variedad que no cumple Pic?(X) =

{0}.

Teorema 3.1.2. Sea X una superficie reglada descomponible, sobre una cur-
va C' con género g, entonces sus series de Fuler-Chow estin dadas por las
siguentes formulas:
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E\(X) = (1_1,50)2_29 (1—1t1) (1 —10%)’

B0 - (1),

Demostracion. Sea w: X =2 P(£) — C una superficie reglada tal que £ se
descompone en suma directa de gavillas invertibles sobre C. Por [Har77, V,
2.12 (a)] € = Oc® L para alguna L con deg L < 0. Ademds e = —deg L > 0.
Como O¢ es el haz lineal trivial sobre C' estamos en el caso de [EL98, 5.1]:

P(Oc) =P(L) =P(Oc) xc P(L) = C.
Por [EL98, Corollary 5.7]:
‘1/1 : Ho(C> X Hl(C) X Hl(C) — Hl(]P)<£ D Oc)) = Ho(C) X Hl(C)

estd dado por (e, 8,7) = (€N +a, B+7), donde € = ¢1 (Opoger (1)) =
C1 (,C(Oo)) = 00.

Como v € II;(C) y C es una variedad de dimensién uno, entonces
v = ¢[C] = ¢[Cy)]. Por lo que tenemos £ Ny = Cy.nCy = —ne.

De aqui obtenemos que V4 (a, b[C], c[C]) = (a — ce, (b+ ¢)[C]), por lo que
podemos identificar Wy con (a, b, c) — (a — ce,b+ c).
Dado que Hy(P(£)) = Z?, podemos asociar variables t,t; a cada uno de
sus generadores, e identificamos a (ap, ;) € II;(P(€)) con t°t". De aqui
obtenemos que:
E\(P(L®Oc)) = Y Ei(P(L® Oc)) (o, ar)tiots
ap,a
= Y Uiyu(Eo(P(L) © Ey(P(L)) © Er(C))(ao, an )t

0,01

=2 X <Eo<c><a>-E1<0><b>-E1<0><c>>) toots”

0,21\ (a,b,c)cWT"

= Y| 3 BO@) RO BE)©) | et

- (e e) (Faew ) (e )
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De esto se llega a:

E\(P(L® Oc)) = (1_1t0)2_29 (1—1t1) (1 —10%1)

Ademais se tiene:

1\ X(EL80c) 1 \* %
Ey(P(L® Oc)) = <m) = (m) ;

1

Ey(P(LD O¢)) = T-¢

3.1.2. Superficies regladas no descomponibles

Teorema 3.1.3. Sea X una superficie reglada, sobre una curva C' con género
g, entonces sus series de Euler-Chow estin dadas por las siguentes formulas:

Fo(X) = (ﬁ)

Ey(X) = (1_1t0)22g (1—1751) (1—166751)’

Demostracion.
Como x(X) = 4 — 4g, donde g es el género de la curva C, entonces se

tiene:
1 x(X) 1 4—4g
Ey(X)=|—— = — .
o(X) (1—t) (1—t>

También se tiene, debido a la dimension de X, que:

1
=17

Asi que solo falta demostrar la férmula para F;(X).

Como X es una superficie reglada sobre C', existe m : X — C' tal que para
toda y € C la fibra X, := 7 !(y) es isomorfa a P'.

Sea Cj la seccién de minima autointerseccién, Cz = —e, y sea C) alguna
otra seccién. Tomemos para cada y € C el isomorfismo f, : X, — P' tal que

E5(X)
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f7H0:1) =CinX,y f;71(1:0) = ConX, (amenos que CoNX, = C1NX,,
en cuyo caso sélo se pide la condicién para el punto (1 :0)).

Definimos una accién de C* en X de la siguiente forma:
para € X, A € C*, definimos A -z = f, (X - fy(x)), donde y = w(x) y
A+ f,(x) denota la acciéon de C* en P A(a: b) = (a: \b).

Los puntos fijos de X bajo la accién son:
XC =CouCLU{pi,...,p.} donde r = |Con C,.

Esta accién induce una accién algebraica continua en C;(X). Ahora nos
interesa identificar su conjunto de puntos fijos.

Considerese el mapeo
¢1 : C(](C) X Cl(C) X Cl(C) — Cl<X)

definido como ¢,(a, b, ¢) = 7*(a)+00.b+01.c, donde 0y y oy son las secciones
correspondientes a Cy y (', respectivamente.

Queremos probar que ¢; es un homeomorfismo en el conjunto de puntos
fijos C1(X)©".

Las subvariedades irreducibles invariantes de dimensién 1 son C,, C;
(todos sus puntos son fijos bajo la accién) y las fibras de 7 (todos sus puntos
generales estdan en la misma Orbita bajo la accién). De esto es claro que ¢
es inyectiva, y ademds suprayectiva en Cy(X).

Nétese que para cada o € II;(X), el conjunto de puntos fijos Cy o(X)
es un subconjunto algebraico de Cy ,(X) (no necesariamente conexo), y de
aqui puede escribirse como una unién disjunta de variedades proyectivas.
Entonces por [EL98][Lemma 5.4] se concluye que ¢; es un homeomorfismo
en su imagen.

Como la caracteristica de Euler de una variedad con la accién de un toro
algebraico es igual a la de su conjunto de puntos fijos [LY87], se tiene que

X(Cra(X)) = X(Cra(X)7).

Por otro lado, si ¥, es el morfismo inducido por ¢; entre los monoides de
componentes conexas, entonces:

ClaX) =[]  Coa(C) x C14(C) x C1e(C),

(a,b,c) E\Ilfl (a)
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de donde

XCraX) = Y X(CoulC)) - X(C1a(C)) - X(C1e(C)).

(a,b,c) E\Ilfl (o)

Por lo tanto

Ey(X) = W14 (Eo(C) © EA(C) © Ex(C)).

Ademas se tiene el siguiente isomorfismo:

AX) == A(P(L(e)® O¢))
nCo+ b +— nCj+71"b

el cual se restringe a la parte efectiva y a sus componentes conexas por

trayectorias. Por lo que, utilizando los resultados obtenidos para superficies
regladas descomponibles, se obtiene:

- () (122) ()

3.2. Férmulas para haces proyectivos

Ahora demostraremos una generalizacion del Teorema 5,1 de [EL9S8| para
el caso de un haz proyectivo que se puede descomponer como el haz de una
suma directa de tres sumandos.
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Sean E1, Fr v E3 haces vectoriales sobre una variedad proyectiva comple-
ja W. Se tienen las siguientes aplicaciones:

i - P(Ey) — P(E, @ E,® Es) (k=1,2,3)
i P(E,®E) —» PE,®E®E) (k< kl=123)
Pk - P(Ek) — W (k) = 1,2,3)
D P(E @ E) — W k<1, k,0=1,2,3)
q: P(Ey® E;® E3) — W
tklp : Cpfl(P<Ek) Xw P(El)) — CP<P(Ek @D El)) (lf < l, ]{],l = 1,2,3)
b Co o(P(EL) xw P(Es) xw P(Es)) — CuP(E:® Es® Es))

donde los p’s y ¢’s son proyecciones de los haces proyectivos indicados, y las
1’s son las inclusiones candnicas.

Con éstos se tienen los siguientes morfismos de monoides con multiplicacion
finita:

ity MEE) - LEELOE) (k=123
(inducido por i)
Tkip IL,(P(E, ® E)) — IL(P(Ey® E, @ Es)) (k< k,1=1,2,3)
(inducido por iy;)
Prip * prl(]P)(Ek) XWw ]P(El» — Hp(]P)(Ek ) El>> (k < l, k,l = 1,2,3)

(inducido por ty;)
Pp - HP_Q(]P)(El) Xw P(Eg) Xw P(Eg)) — HP(P(El @ Ey P Eg))
(inducido por t,)

Estos inducen un morfismo

T, o(P(Ey) xw P(Ey) xw P(E3)) x I,_1(P(Ey) xw P(Es))
i XTIy (P(Ey) xw P(Ey)) x I, (P(Ey) xyw P(E3)) = 1L (P(E\ G E,® Ey)
xIL,(P(EY)) x H,(P(E2)) x I1,(P(E3))

Enviando (CL, b,c,d,e, fa g) a \D(a7 b,c,d,e, fa g) = Spp(a) + Z-1210 © 9012;0([)) +
i13p © P13p(C) + d23p © Pa3p(d) + i1p(e) +ip(f) + i3y (9)-

Definamos las aplicaciones t, y t,. Dendtese con Ly, Ly y L3 a los haces
lineales tautoldgicos Og, (—1), Og,(—1) y Og,(—1) sobre P(E}), P(Ey) v P(Ej3),
respectivamente, y sean 7y, my y 73 las respectivas proyecciones de P(E; &
E2 D Eg) El P2—haz [ ]P(ﬂ'{([q) @W;(Lg) @D W;(Lg)) — P(E1> Xw ]P)(EQ) Xw
P(E;3) es precisamente el blow-up de P(E; @ Ey @ E3) en P(E, @ Ey) UP(E; @
E3) UP(Ey; @ Ej3), al cual denotamos por ) para acortar. Sea b : @ —
P(E; & Es @ E3) la aplicaciéon de blow-up.

Como 7 es una aplicacion plana de dimension relativa 2, y b es una aplica-
cién propia, se tienen dos homomorfismos algebraicos continuos dados por el
pull-back plano

T Cpo(P(EY) xw P(Bs) xw P(E3)) — Cp(Q)

v
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y el push-forward propio
b* : Cp<Q> — Cp(]P)(El () EQ ) Eg))

De igual forma, para k < [, k,1 = 1,2,3, denotese por 7' y 7 a las
respectivas proyecciones de P(Ey) Xy P(FE;) en P(Ey) y P(FE;). El P'-haz
T P(rk (L) @ 7 (L)) — P(Ey xw P(E))) es precisamente el blow-up de
P(Ey @ E;) en P(Ey) [[P(E)), al cual se denotard por Q. Sea by @ Qr —
P(E, @ E;) la aplicacién de blow-up.

Como 7 es una aplicacién plana de dimension relativa 1, y by es una apli-
cacion propia, se tienen dos homomorfismos algebraicos continuos, dados por
el pull-back plano

Tt Cp1 (P(ER) xw P(E))) — Cp(Qu)
y el push-forward propio
brrs : Cp(@kl) — Cp<P(Ek ) EZ))

Definicién 3.2.1. Las aplicaciones t, y tz, se definen como las composicio-
nes t, = b, o y typ = bpe 0 Ty

Teorema 3.2.2. Sean E1, Fy y E3 haces vectoriales sobre una variedad pro-
yectiva compleja W, de rangos ey, eq y es, respectivamente, y sea 2 < p <
e1+es+es—1. Entonces la p-ésima funcion de Euler-Chow de P(E® Ey@ E3)
estd dada por

Ep_g(]P)(El) Xw ]P)(EQ) Xw ]P(Eg)) ® Ep_l(]P)(El) Xw P(Eg))
E,(P(E\®E2DE3)) = Wy OE,1(P(Ey) xw P(E3)) © Ep_1(P(E>) Xw P(E3))
OF,(P(E1)) © Ey(P(E2)) © Ep(P(Es))

Demostracion. Considerese la accién de (C*)? sobre P(E; & Ey & E3) da-
da por multiplicar cada escalar sobre dos de los factores de Ey @ E5@® E3, cuyo
conjunto de puntos fijos P(Ey®Eo@®Fs3)©)* consta de P(Ey) [[P(E,) [ P(Es).
Esta accién induce una accién algebraica continua sobre C,(P(E) & Ey & Es) );
nuestro siguiente paso sera identificar su conjunto de puntos fijos. Considerese
la aplicacién

C (]P)(El) Xw P(EQ) Xw P(Eg)) C ( (El) Xw P(EQ))
Py : ch—l( (Ev) ><W P(E3)) x Cp (P(E2) xw P(E3)) — Cp(P(E1©EyDE3))
XCp(P(E1)) x Cp(P(E2)) x Cp(P(E3))

definida como ¢(a,b,c,d, e, f,g) = t,(a) + i12p 0 t125(b) + d13, © t13,(c) +
iasp © tazp(d) + d1.(€) +i2.(f) + i3:(9)-
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Se demostrara que 1, es un homeomorfismo en el conjunto de puntos fijos
(C(P(E, @ By ® E3))) €. Siun elemento o = 3, n;V; € C,(P(E), @ Ey @ E3)
es fijo bajo la accién, entonces cada una de sus componentes irreducibles debe
ser invariante bajo la accién. Ademas, una subvariedad irreducible invariante
V C P(Ey, @ Ey @ E3) puede ser de tres tipos:

1. Aquellas cuyos puntos generales son fijos bajo la accién (y por tanto
todos los puntos de V' son fijos);

2. Aquellas cuyos puntos generales tienen 6rbitas no triviales de dimensién

L

3. Aquellas cuyos puntos generales tienen érbitas no triviales de dimensién
2.

Los monoides de Chow C,(X) de una variedad X son generados libre-
mente por las subvariedades irreducibles p-dimensionales de X. Dados ci-
clos o € C,(P(Ek)), k = 1,2,3, el soporte de iy, esta contenido en P(E}),
por lo que las imédgenes de C,(E4),Cy(E2) y Cp(Es) bajo iy, s € i3 son libre-
mente generadas por subconjuntos disjuntos del conjunto de generadores de
Co(P(E1 @& Ey @ E3), que son variedades del primer tipo.

Por otro lado, el soporte de iy, estd contenido en P(Ex®E)), k,l=1,2,3k <
[, por lo que la imagen de P(E) @ E;) es libremente generada por subconjun-
tos disjuntos del conjunto de generadores de C,(P(E; & E2 & Es), y dado que
la accién restringida a P(E) @ E;) coincide con la accién de C*, los elementos
de ese conjunto de generadores son del tipo 1 y 2 ([EL98]). Dado que las
variedades irreducibles del tipo 1 que estan contenidas en la imagen de iz,
coinciden con algunas de las mencionadas en el parrafo anterior sélo falta
ver cémo son las del tipo 2. Estas son de la forma ik © trp(Z) para alguna
variedad (p — 1)-dimensional de P(Ey) xw P(E;) por ([EL9S]).

Ahora, dada una subvariedad p — 2-dimensional Z de P(E;) Xy P(Ey) Xw
P(E3), su imagen inversa m1(Z) es una subvariedad p-dimensional de @,
cuyos puntos fuera del divisor excepcional de la aplicaciéon de blow-up b,
tienen 6rbitas de dimensién 2. Como b es una aplicacién birracional (C*)2-
equivariante, la imagen b(7'(Z)) es una subvariedad irreducible de P(F; &
E; @ E3) del tercer tipo.

De ésto se obtiene que las imagenes de 7;,, 124, 434, 11240%12, 11350t 13p, 1234Ot23p, )
son generadas libremente por subconjuntos disjuntos de los generadores de
(C,(P(Ey, @ By ® E3))©)*, por lo que 1, es inyectiva.

Para probar la suprayectividad, solo se necesita mostrar que toda sub-
variedad irreducible e invariante V' C P(FE; @ Ey & Ej3) del tercer tipo,
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es de la forma b(r~1(Z)) para alguna subvariedad (p — 2)-dimensional de
P(E1) xw P(Ey) xw P(E3); pues el resto de casos se siguen de ([EL9S]).

Sea V C Q la transformada propia de V bajo b, y sea Z = 7(V) C
P(E) xw P(E2) xw P(E3). Como los puntos generales de V' tienen érbitas
de dimensién 2, entonces también los puntos generales de V, y esto mues-
tra que la fibra general de 7 : V — Z tiene dimensién 2. En particular,
V =7"YZ)y, como 7 | es un haz proyectivo, y b envia V birracionalmente
a V, se concluye que t,(Z) = b, on*(Z) = V.

Los argumentos anteriores muestran que v, es una biyeccién algebrai-
ca continua de su dominio en el conjunto de puntos fijos (C,(P(E; & Ey &
E3))©)”. Notese que para cada o € [, (P(Ey & Ep & E3)) el conjunto de
puntos fijos (Cpo(P(E; @ Ey ® F3))©)* es un subconjunto algebraico de
(Cpo(P(Ey & Ey @ E3)) (no necesariamente conexo), por lo que se puede es-
cribir también como una unién numerable disjunta de variedades proyectivas.
Entonces se usa el lema 5.4 ([EL98]) para concluir que 1, es un homeomor-
fismo en su imagen.

Es un hecho general que la caracteristica de Euler de una variedad con
una accién del toro algebraico es igual que la de su conjunto de puntos fijos;
ver Lawson and Yau ([LY87]). Por lo tanto, dado « € [, (P(E1 © E2 @ E3)),
se sigue que:

X (Coa(B(EL & B> ® By))) = x (Cpa(B(E) & By & ) ).

Por otro lado, si ¥, es el morfismo inducido por 1, entre los monoides de
componentes conexas entonces:

Cpo(P(Ey @ Ey @ F3))©)* =
Cp—2.4(P(E1) xw P(Ey) xw P(E3)) X Cpo15(P(Ey) xyw P(E»))
wbeaerpevsi@ | XCo-re(P(E1) xw P(E3)) x Cp1,4(P(E2) xw P(E3))
XCpe(P(E1)) x Cp s (P(E2)) x Cpg(P(E3))

pues v, es un homeomorfismo en su imagen. Por lo que aplicando en
ambos lados la caracteristica de Euler y usando las definiciones adecuadas se

concluye el teorema.
O

Mediante un procedimiento similar el teorema se puede ampliar.

Teorema 3.2.3. Sean E;, i = 1,...,n haces vectoriales sobre una variedad
proyectiva compleja W, de rangos e;, respectivamente, y sea n —1 < p <
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e1 + ex + e3 — 1. Entonces la p-ésima funcion de Euler-Chow de P(D]_, E;)
estda dada por

E,(P(Di=, Ei) = VYpp (Bpopa (XL P(E:))O
(O Bponsa( X, B(E))) © - © (O, B(P(E))

1

3.2.1. Férmula para series de Euler-Chow de rollos ra-
cionales normales

Sean E;, FEj5 haces lineales sobre una variedad proyectiva W, y sean Fy =
1 el haz lineal trivial. En este caso:
W = P(E,) =P(E,) =P(E3)
= P(El) Xw ]P(EQ) = ]P)(El) Xw ]P(Eg) = ]P(EQ) Xw P(Eg)
= P(El) Xw ]P)(EQ) Xw ]P)(Eg),

y las inclusiones iy, : P(Ey) — P(E} @ E2 @ E3), k= 1,2, 3, son secciones
del haz proyectivo P(E; @ Ey @ E3) sobre W.

Sean & = ¢1(Orp om0, (1) v & = c1(Opg,on)(1)). Se tiene el isomor-
fismo:

T: A2 (W) & A (W) & Ay (W)
(o, b,7)

A,(P(Ey & Ey @ E3))

a+&Ngb+E2Ngty

= q"a + i12.p]b + 11.P77,
(3.2)

_>
'_>

pues
ENgy = ENinplyy = h2.(€ Npiay)
= @'Tz(ill*pﬁ) = 114P157Y
Asi que este isomorfismo es igual a la composicion

Ap2a(W)DA, 1 (W)BA,(W) = Ay 2(W)BA,(P(E\DE,)) = Ap(P(E1OEDE;)).

Este isomorfismo se restringe a una inyeccion

TZ Az ,(W) @ A= (W) & AZ(W) = AZ(P(Ey @ By @ E3)).

P

Lema 3.2.4. » La inyeccion T es un isomorfismo;

n Si I1.(W) son monoides con ley de cancelacion para todo *, entonces
también lo son 1L, (P(Ey & Ey & E3)). Equivalentemente, si las apli-
caciones suprayectivas naturales 1L, (W) — AZ(P(Ey © Ey ® Es)) son
1somorfismos para toda p, entonces también lo son las aplicaciones su-
prayectivas 11,(P(Ey ® Ey ® E3)) — AZ(P(Ey ® Ey ® Es)).
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Demostracion.

» Todo p-ciclo efectivo a’ es algebraica y efectivamente equivalente a un

ciclo de la forma

q"(a) + 1124P12(b) + i134P13(C) + 23.P33(d) + d14(€) + P2 (f) + 734(9)

cona € C,o(W), b,e,d e Cpy (W
Se tiene que

. g
112« © Zg*
212*(

ig«(f)

), e, f.g€C,(W).

(D+p(Z 0 1),
1124 © Zu(f) +d12. 0 po(Z N f)

i1.(f) + 1205 (Z 0 ).

De forma anéloga se tiene

i3:(9) = i1.(9) + 112.072(Z N g).

Como FE; estd generado por sus secciones, se puede encontrar una

seccion s
te a ¢. Sea 3 :

W — E; cuyo cero locus Z C W intersecta propiaman-
W — P(E; @ 1 & E3) la composicién ¢ o s, donde

t: By — P(E; ® 1@ Ej3) es la inclusién abierta. Entonces, la cerradura
de la 6rbita de §.c contiene dos puntos fijos: 19, © piy(c) + ¢*(ZNe) y
Q13+ © Pi3(c). Andlogamente para igz. o phs(d).

Entonces

a =g+ ¢* (a+Z0c+ZN0d)+ira,0p% (b+c4d+Z N f+Z Ng)+ir. (e+f+g).

con lo que se demuestra la suprayectividad de T=.

= La inyectividad se demuestra de forma andloga a lo que se hizo en

([EL98]|[Lemma 5.6]).

Corolario 3.2.5. Bajo las mismas hipotesis, el homomorfismo

I, 2 (P(Ey) Xw P(Ey)
g T (BB xw P(E2)) x I, (P(E))
b I, (P (E))

1, (B(E))) x 11, (P(E)

P(E3)
P

X
X W
Xw
x 11

)X
P(E3))x
(E3))x
p(P(E3))

— IL(P(E, & 16 Es))

~ 1,2 (W) & 1,1 (W) & I, (W)

envia (a,b,c,d, e, f,g) en (a+ENc+ENd, b+c+d+ENfF+ENg, et f4g).
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Ejemplo 3.2.6.
W =P E =0Op(h)conh>0, By =FE;=1.
Se tiene:
U, (a[PP=2], 0[PP, c[PP~1], d[PP~1], e[PP], f[IPP], g[IPP])
= ((a+h-c+h-d)[PP2,(b+c+d+h-f+h-g)[PP, (e+ f+g)[P?])
Por lo que:
E,(P(Op(h)@la1)) =

n+1 n+1 n+1 n+1

<71 )(p-1)<1 )(H(L)(w)( L )2(p)<+h)2(ﬁii)




Apéndice A
Superficies regladas

Definicién A.0.1. Una superficie geometricamente reglada, o sélo superficie
reglada, es una superficie X junto con un morfismo suprayectivo 7 : X — C'
a una curva (no singular) C, tal que cada fibra X, := 7~ !(y) es isomorfa a
P! para todo punto y € C, y tal que 7 admite una seccién (i.e., un morfismo
o:C — X tal que moo =ide).

Ejemplo A.0.2. Si C es una curva, entonces C' x P! con su primera pro-
yeccién es una superficie reglada. En particular, la superficie cuadratica en
P3 es una superficie reglada en dos formas distintas. Cuando se hable de una
superficie reglada se supondra que los datos m y C' se conocen.

Lema A.0.3. Sean m : X — C una superficie reglada, D un divisor sobre
X, y supongamos que D.f = n > 0, donde [ es una fibra de w. Entonces
T L(D) es una gavilla localmente libre de rango n+1 sobre C. En particular,

W*OX = Oc.

Demostracion. Primero veamos que cualquier dos fibras de 7 son diviso-

res algebraicamente equivalentes sobre X, pues todas estdan parametrizadas
por la curva C. Adema&s son numéricamente equivalentes, por lo que D.f es
independiente de la eleccion de la fibra.
Para cada y € Y, sea L(D), la gavilla inducida por £(D) sobre la fibra
X, =7 (y). Esta es una gavilla invertible de grado n sobre X, = P!, por
lo que H°(L(D),) tiene dimensién n+ 1. Esto es independiente de y, as{ que
por el teorema de Grauert [Har77, III, 12.9] m.L(D) es localmente libre de
rango n + 1. En el caso D = 0, m,Ox es localmente libre de rango 1. Pero el
teorema de Grauert nos dice ademéas que la aplicacién natural

m.0x ® k(y) = H(X,, Ox,)

41
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es un isomorfismo para cada y. El lado derecho es canénicamente isomorfo a
k. Por lo tanto, la imagen de la seccién global 1 de O¢ via el morfismo estruc-
tural O — m,Ox genera el tallo en todo punto, mostrando que 7,Ox = O¢.
O

Proposicion A.0.4. S0 X — C es una superficie reglada entonces existe
una gavilla £ localmente libre de rango 2 sobre C' tal que X = P(E) sobre C.
Reciprocamente, todo P(E) tal es una superficie reglada sobre C'.

Si €& y & son dos gavillas localmente libres de rango 2 sobre C entonces
P(E) y P(E") son isomorfos como superficies regladas sobre C si y sélo si
existe una gavilla invertible £ sobre C tal que £ = E ® L.

Demostracion. Dada una superficie reglada 7 : X — C por definicién
existe una seccién o. Sea D = o(C). Entonces D es un divisor sobre X,
y D.f = 1 para cada fibra. Por el lema A.0.3, £ = 7.L(D) es una gavilla
de rango 2 localmente libre sobre C'. Ademas hay una aplicacién natural
7€ = L(D) — L(D) sobre X. Esta aplicacién es suprayectiva. De hecho,
por el lema de Nakayama es suficiente verificar esto sobre cada fibra X,. Pero
X, =Py L(D), es una gavilla invertible de grado 1, la cual estd generada
por sus secciones globales, y € ® k(y) — H°(L(D),) es suprayectivo por el
lema de Grauert.

Ahora usamos [Har77, 11, 7.12], el cual muestra que la aplicacién suprayectiva
7€ — L(D) — 0 determina un morfismo g : X — P(&) sobre C, con la
propiedad de que £(D) = g*Op(g)(1). Como L(D) es muy amplia sobre cada
fibra, g es un isomorfismo sobre cada fibra, y entonces ¢ es un isomorfismo.
Reciprocamente, sea £ una gavilla de rango 2 localmente libre sobre C', sea
X =P(€) ysean: X — C la proyeccién. Entonces X es una superficie
proyectiva no singular sobre k, y cada fibra de 7 es isomorfa a P!. Para
mostrar la existencia de una seccién, sea U C C' un abierto sobre el cual £
es libre. Entonces 7~ 1(U) = U x P!, entones podemos definir una seccién o :
U — 7= 1(U) por y — y x pt. Entonces, como X es una variedad proyectiva,
por [Har77, I, 6.8] existe una tnica extensién de o a una aplicacién de C' a X,
la cual es necesariamente una seccion.

Para el ultimo enunciado ver [Har77, II, Ex. 7.9]. O

Observacién A.0.5. Una superficie X es llamada birracionalmente reglada
si es birracionalmente equivalente a C'x P! para alguna curva C'. (Esto incluye
las superficies racionales, pues P? es birracional a P! x P!.) De la proposi-
cién anterior se sigue que todas las superficies regladas son birracionalmente
regladas.
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Proposicion A.0.6. Sean 7 : X — C una superficie reglada, Cy C X una
seccion y f una fibra. Entonces

PicX 2Z & n* PicC,
donde Z es generado por Cy. También
NumX X Z ¢ Z,
generados por Cy y f, y cumpliendo Co.f =1, f2 = 0.

Demostracion. Claramente Cy.f = 1, porque Cy v f se intersecan en un

tnico punto, y de forma transversal. Se tiene f? = 0 porque dos fibras dis-
tintas no se intersecan.
Ahora si D € Pic X, sean = D.f, y sea D' = D — nCj. Entonces D'.f = 0.
Por lo tanto, por el lema A.0.3, m,£(D') es una gavilla invertible sobre C,
y claramente £(D') = 7*7,L(D"). Como 7* : PicC — Pic X es claramente
inyectivo, vemos que Pic X = Z @ 7* Pic C. Entonces, como cualquier dos fi-
bras son numéricamente equivalentes, Num X = Z & Z, generado por Cy y f.
(Il

Lema A.0.7. Sea D un divisor sobre la superficie reglada X, y supongamos
que D.f > 0. Entonces R'm,L(D) =0 para i > 0; y para toda 1,

H'(X,L(D)) = H(C,7,.L(D)).

Demostracion. Como L(D), es una gavilla invertible de grado D.f > 0
sobre X, = P!, tenemos que H'(X,,L(D),) = 0 para toda i > 0. Por lo
tanto R'm,L(D) = 0 para i > 0 [Har77, 111, 12.9]. El segundo enunciado se
sigue de [Har77, 111, Ex. 8.1]. O

Corolario A.0.8. Si el género de C' es g entonces p,(X) = —g, pys(X) =
0, ¢(X) =g.

Demostracion. El género aritmético p, esta definido por 1+ p, = x(Ox).
Como 7,0x = Oc¢ por el lema A.0.3, tenemos dim H°(X, Ox) = 1, dim H(X, Ox) =
g, dim H*(X, Ox) = 0 usando el lema A.0.7. Entonces p, = —g. Por [Har77,
I11, 7.12.3], el género geométrico p, = dim H*(X, Ox) = 0. La irregularidad
q=dimH'(X,0x) =g. O

Proposicion A.0.9. Sea £ una gavilla localmente libre de rango 2 sobre la
curva C, y sea X la superficie reglada P(E). Sea Ox (1) la gavilla invertible
Op(e)(1). Entonces hay una correspondencia uno a uno entre secciones o :
C — X y aplicaciones suprayectivas €& — L — 0, donde L es una gavilla
invertible sobre C, dada por L = c*Ox(1). Bajo esta correspondencia, si
N = ker(€ — L), entonces N es una gavilla invertible sobre C, y N =
71.(Ox(1) ® L(—D)), donde D = o(C), y m*N = Ox(1) ® L(—D).



44 APENDICE A. SUPERFICIES REGLADAS

Demostracion. La correspondencia entre secciones ¢ y aplicaciones supra-
yectivas € — L — 0 esta dada por [Har77, 11, 7.12]. Dado o, con o(C) = D,
se tiene la sucesion exacta

Tomando 7,, tenemos

0—-m(Ox(1)® L(-D)) - & = L—0,

con 0 a la derecha porque R'm,(Ox(1) ® £L(—D)) = 0 por A.0.7. El
término medio es € por [Har77, 11, 7.11], y el término de la derecha es L,
porque Ox (1) ® Op es una gavilla sobre D = C, entonces o* y 7, tienen el
mismo efecto. Concluimos que N = 7,(Ox(1) ® L(—D)). Como la gavilla
Ox (1) ® L(—D) tiene grado 0 a lo largo de las fibras, vemos que es isomorfa

a TN por A.0.6 y N es invertible (A.0.3).
O

Corolario A.0.10. Toda gavilla &€ localmente libre de rango 2 sobre una
curva C' es una extension de gavillas invertibles.

Demostracion. Como P(E) tiene una seccién (A.0.4), se tiene una sucesiéon
exacta 0 = N — & — L — 0 donde NV y L son gavillas invertibles. O

Proposicion A.0.11. St : X — C es una superficie reglada es posible
escribir X = P(E), donde & es una gavilla localmente libre sobre C' con la
propiedad H°(E) # 0 pero para toda gavilla invertible L sobre C' con deg L <
0 se tiene HY(E® L) = 0. En este caso el entero e = —deg & es un invariante
de X. Ademds en este caso existe una seccion oy : C' — X con imagen Cy,

tal que L(Cy) = Ox(1).

Demostracion. Se tiene que X = ]P’(é’/) para alguna gavilla £ localmente
libre sobre C' (A.0.4). Entonces se remplazara £ por £ = £ ® M para una
gavilla M invertible sobre C' adecuada, de modo que se tenga H°(E) # 0
pero H(€ ® L) = 0 para toda £ con deg £ < 0. Una gavilla invertible de
grado positivo sobre C' es amplia [Har77, IV, 3.3], entonces es posible hacer
H°(E) # 0 tomando deg M lo suficientemente grande. Por otro lado, como g
es una extension de gavillas invertibles (A.0.10), y como una gavilla invertible
de grado negativo puede no tener secciones globales, vemos que H°(E) = 0
para deg M suficientemente negativo. Entonces se consigue el resultado si se
toma M con el menor grado tal que H°(£' @ M) # 0.

Como todas las posibles representaciones de X como P(€) estan dadas por
las gavillas € = £ ® M (A.0.4) vemos que el entero ¢ = —deg& depende
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sélo de X. (El grado de & se define como el grado de la gavilla invertible
A® € [Har77, 11, Ex. 6.12].)

Finalmente, sea s € H°(£) una seccién no nula. Esta determina una aplica-
cién inyectiva 0 — O¢ — €. Se demostrard que el cociente £ = £/O¢ es una
gavilla invertible sobre C'. Como C' es una curva no singular, y £ tiene rango
1 en cualquier caso, es suficiente probar que L es libre de torsiéon. Si no lo
fuera, sea F C &£ la imagen inversa de la subgavilla de torsiéon de £ bajo la
aplicacion &€ — £ — 0. En tal caso F es libre de torsiéon de rango 1 sobre C,
y por tanto invertible. Ademas, O¢c C F, entonces deg F > 0. Pero entonces,
como F C &, se tiene HY(E ® F) # 0, y deg F < 0, lo cual contradice la
eleccién de &.

Ahora, como L es invertible, se obtiene una seccion o, : C — X por
A.0.9. Sea Cjy su imagen. Entonces N' = O¢ en la notacién de A.0.9, y
Ox(1) ® L(—C)) = Ox, lo cual muestra que L(Cy) = Ox(1). O

Notaciéon A.0.12. Para el resto de esta seccion se usara la siguiente nota-
cién. Sean C' una curva de género g, y 7 : X — C una superficie reglada sobre
C. Escribimos X = P(€), donde £ satisface las condiciones de la proposicion
A.0.11, en cuyo caso decimos que &£ esta normalizada. Esto no necesaria-
mente determina a £ de forma tnica, pero si determina a deg&. Sea e el
divisor sobre C' correspondiente a la gavilla invertible /\2 &, y denotamos
e = —dege. Fijamos una seccién Cy de X con L(Cy) = Ope)(1). Si b es un
divisor sobre C', entonces denotamos al divisor 7*b sobre X por bf, por abu-
so de notacion. Asi todo elemento de Pic X puede ser escrito como aCy + b f
cona € Zyb € PicC. Todo elemento de Num X puede ser escrito como
aCy+bf con a,b € Z.

Proposiciéon A.0.13. Si D es cualquier seccion de X, la cual corresponde
a una aplicacion suprayectiva € — L — 0, y si L = L(d) sobre C, entonces
degd = Cy.D, y

En particular, tenemos C3 = dege = —e.

Demostracion. Como L = o*(L(Cy @ Op)), se tiene que deg L = Cy.D
por [Har77, V, 1.1 y 1.3]. Escribiendo

0N —=E—L—0,

se obtiene £(Cy — D) = 7*N por A.0.9 y la eleccién de Cy (A.0.12). Pero
N = L(e—d), por lo que tenemos D ~ Cy+ (d—e)f en Pic X. Finalmente,
en el caso D = Cy, N = O¢, entonces d = e y se tiene Cz = dege = —e.
O
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Lema A.0.14. El divisor canonico Kx de X estd dado por
KX ~ —200 + (KC + e)f
donde K¢ es el divisor canonico sobre C.

Demostracion. Sea Kx ~ aCy + bf. Usando la féormula de adjuncién
[Har77, V, 1.5] para una fibra f, se tiene

2=f(f+K+X)=ua

Ahora usemos la formula de adjuncién para Cy en su forma de gavillas in-
vertibles [Har77, 11, 8.20], la cual dice que

wWey SEwxy ® £<CO) ® OCO = ﬁ(_CO + bf) ® OCO'

Identificando Cy con C' via 7, el enunciado correspondiente en divisores sobre
C es Kc = —e+ b, entonces b = e + K¢. O

Corolario A.0.15. Para la equivalencia numérica se tiene
Kx=-2C,+129—-2—¢)f

y ademds
K% =8(1-g)

Demostracion. Tenemos deg K¢ = 2g—2 [Har77, 1V, 1.3.3] y dege = —e.
Entonces calculamos K% usando A.0.6 y A.0.13. O

Ejemplo A.0.16. Para toda curva C, la superficie reglada X = C x P!
corresponde a la gavilla localmente libre (normalizada) &€ = O¢ @ O¢ sobre
C. En este caso e = 0, y Cj es cualquier fibra de la segunda proyeccion.

Ejemplo A.0.17. Si C es una curva de género > 1,y £ = O¢ & L donde
deg L = 0 pero L 2 O¢, entonces hay dos opciones de £ normalizadas, las
cuales son £ y £ ® L71. Se tiene e = 0,dege = 0, pero e estd determinado
sélo salvo signo. Hay exactamente dos opciones de Cjy, ambas con C2 = 0.

Ejemplo A.0.18. Sobre cualquier curva C, sea £ = O¢ @ L con deg L < 0.
Entonces la gavilla £ normalizada es unica, £ = L(e) y e es tnico. La seccién
Cp es tnica, con Cf = —e < 0. En este caso e = —deg £ > 0.

Ejemplo A.0.19. Sea C una curva encajada en P”, de grado d. Sea X el
cono sobre C' en P+ con vértice Py. Si se hace blow up en el punto Py, se
obtendra una supeficie reglada X sobre C, del tipo A.0.18, con £ = O¢(—1).
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En particular, e = d, y la imagen inversa de F en X es la seccion Cjy con
CE = —d.

Primero se mostrard que P"*! con blow up en un punto es isomorfo a
P(O @ O(1)) sobre P". De hecho, P"*! tiene coordenadas wo, . .., T, 1. Si se
hace blow up en el punto Py = (1,0,...,0), entonces se obtiene la variedad
V C P"x P! definida por las ecuaciones z;y; = x;y; parai,j = 1,2,...,n+
1, donde yi, ..., ynt1 son las coordnadas de P (ver [Har77, II, 7.12.1]). Por
otro lado, si &€ = O @ O(1) sobre P", entonces P(£) estd definido como
Proj S(£), donde S(&) es el élgebra simétrica de £. Como & esté generado
por la seccién global 1 de O y 41, ..., yns1 de O(1). Por lo tanto S(E) es un

cociente del algebra de polinomios O[xy,...,T,+1] por la aplicacién xy +—
1,2; — y; para i = 1,...,n + 1. El kernel de esta aplicacién es el ideal
generado por x;y; — x;y;, @ = 1,...,n+ 1. Por lo tanto P(£) es isomorfo al

subesquema de P x P**! definido por estas ecuaciones, el cual es la misma
variedad V' C P" x P"*! definida arriba. La primera proyeccién hace ver a
V' como P(€), y la segunda proyeccién hace ver a V' como el blow up en
un punto. Ahora sea Y una subvariedad de P", y X su cono en P*"*! con
vértice Fy. Si hacemos blow up en F, sobre Xy, se obtiene una variedad X
que es la transformada estricta de Xy en V. Por otro lado, esta variedad X
es claramente la imagen inversa de Y bajo la proyeccién 7 : V = P(E) — P".
De aqui que X = P(Oy @ Oy (1)). Tensorando con Oy (1), se tiene la misma
variedad, por lo que X = P(Oy & Oy (—1)). En particular, si Y es una curva
C' no singular de grado d en P", entonces £ = O¢(—1) tiene grado —d.

Ejemplo A.0.20. Como un caso especial, se tiene que P? con blow up en un
punto es isomorfo a la superficie reglada sobre P* definida por £ = O®O(—1),
en el cual se tiene e = 1.

Teorema A.0.21. Sea X una superficie reglada sobre la curva C' de género
g, determinada por una gavilla localmente libre normalizada & .

1. Si € se descompone (i.e., es suma directa de dos gavillas invertibles)
entonces £ = Oc® L para alguna L con deg L < 0. Por lo tanto e > 0.
Todos los valores de e > 0 son posibles.

2. Si &€ es indescomponible, entonces —2g < e < 2g — 2.

Demostracion. Si € se descompone, entonces £ = L1 L, para dos gavillas
invertibles £, y L5 sobre C'. Se debe cumplir deg £; < 0 por la normalizacion
(A.0.11) y ademés H°(L;) # 0 para al menos una de ellas. As{ que una de
ellas es O¢, por lo que se tiene £ = O¢ @ L con deg L < 0. De los ejemplos
se ve que todos los valores de e > 0 son posibles. Ahora supongamos que £
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no se descompone. Entonces, correspondiente a la seccion Cj, se tiene una
sucesion exacta
0—>0c—E—=L—0

para algina £ (A.0.11). Esta debe ser una extensién no trivial, por lo que
corresponde a un elemento no cero & € Ext'(£,O¢) = H'(C, L"). En par-
ticular, H*(LY) # 0, entonces se debe cumplir deg LY < 2g — 2. Como
e = —deg L, se tiene e < 2g — 2.

Por otro lado, se tiene que H(€ ® M) = 0 para toda deg M < 0 por la
normalizacion. En particular, tomando deg M = —1, se tiene

0=HEM) = H(LIM) = H M) — ...,
entonces se debe tener
dim H°(£L ® M) < dim H'(M).

Como deg M < 0, H°(M) = 0, entonces por el teorema de Riemann-Roch,
se tiene que dim H'(M) = g. Por otro lado, también por el teorema de
Riemann-Roch, se tiene

dim HO (L@ M) >degL —1+1—g.
Combinandolos se obtiene que deg £ < 2¢, y de aqui e > —2g. O

Corolario A.0.22. Si g = 0, entonces e > 0, y para cada e > 0 hay
exactamente una superficie reglada racional con invariante e, dada por & =

Oc ® Oc(—e) sobre C =P

Demostracion. Si g = 0, el caso 2 de A.0.21 no puede ocurrir. De aqui
E = O¢ @ L. Pero las tnicas gavillas invertibles sobre P! son O(n) para
n € Z. Entonces para cada e > 0 hay solo una posibilidad. O

Corolario A.0.23. Toda gavilla £ localmente libre de rango 2 sobre P es
descomponible.

Demostracion. Haciendo producto tensorial de £ con una gavilla invertible
adecuada, & es normalizado y es isomorfo a O @ O(—e) por A.0.22. O

Teorema A.0.24. Si X es una superficie reglada sobre una curva eliptica
C, correspondiente a una gavilla £ indescomponible, entonces e =0 o0 — 1,
y hay exactamente una superficie reglada sobre C' para cada uno de estos
valores de e.

Demostracion. Ver [Har77, V, §2]. O
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