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Preambulo

El presente texto busca ser una introduccién al articulo A categorification of
Jones Polynomial de M. Khovanov [10].

En el primer capitulo se presentan algunas definiciones y resultados bésicos
de la Teoria de Nudos y Enlaces, en particular se definen diagramas de enlaces
e invariantes de enlaces.

El segundo capitulo estudiamos un invariante conocido como polinomio de
Jones, este es descrito de forma combinatoria por L. Kauffman en [9]. Khovanov
define una variacién “escalada” de dicho invariante. Mostramos que ambas
descripciones coinciden salvo por un cambio de variable.

A partir de la versién escalada del polinomio de Jones, Khovanov construye
un complejo de cocadenas de espacios vectoriales graduados cuya caracteristica
de Fuler nos devuelve el polinomio de Jones. Esta construccién fue simplificada
por Bar-Natan en [3].

El capitulo 3 describe dicha construccién y muestra que ademads el complejo
de cocadenas estd bien definido para cada diagrama, salvo isomorfismo. Como
ejemplo se calculan las homologias de tres diagramas de enlaces distintos.

Khovanov mostré ademés que la homologia de dicho complejo de cocadenas
no depende del diagrama de enlace elegido e induce un invariante de enlaces.
En el capitulo 4 se demuestra este resultado siguiendo el bosquejo descrito por
Bar-Natan.

El capitulo 5 muestra algunas propiedades de la homologia de Khovanov que
permiten simplificar los calculos en algunos casos. En particular se demuestra
la existencia de una sucesion exacta larga descrita por P. Turner en [17] que
relaciona las homologias de ciertos diagramas mediante la cual se calculan de
forma sencilla la homologia de Khovanov de los diagramas del capitulo 3.

Se incluye adema&s un atajo computacional descrito por Khovanov que permite
simplificar el calculo de la homologia de muchos enlaces, como es el caso de los
enlaces toroidales Ts .

Como un ejemplo final calculamos la homologia del nudo figura-ocho usando
dicho atajo.

Finalizamos mencionando algunas de las lineas de investigacién que han
surgido acerca de este invariante.
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Capitulo 1

Introduccion

Cuando hablamos de un nudo generalmente pensamos en una cuerda que se
enreda moviendo sus extremos.

Aunque estos son objetos que aparecen de manera natural en muchas
actividades, no podemos a priori distinguirlos topolégicamente dado que se
pueden desenredar revirtiendo los movimientos hasta llegar a la cuerda de la
cual partimos.

Sin embargo si unimos los extremos de uno de estos nudos no siempre es
posible deformarlo mediante deformaciones simples, sin cortes ni movimientos
sobrenaturales como hacer que un fragmento de la cuerda atraviese a otro, o
que algun fragmento se colapse a un solo punto.

En este trabajo nos concentraremos en esta tltima concepcién de nudos y
en cémo saber si dos nudos son distintos.

1.1. Conceptos Basicos

Definicién. Un homeomorfismo es una funcién continua, biyectiva y con
inversa continua.

Definicién. Un nudo K es un encaje de S' en R?, esto es, una funcién
K : 8! — R3 tal que restringida a su imagen es un homeomorfismo.
Equivalentemente, un nudo es una funcién continua K : [0, 1] — R? inyectiva

en [0,1) tal que f(0) = f(1).
Ejemplos:
= El nudo trivial O : S* — R? dado por
O(cos(0), sen(8)) = (cos(0), sen(6),0) .
= El nudo trébol T : [0,1] — R3 dado por

T(t) = (sen(2nt) + 2sen(4nt), cos(2nwt) — 2cos(4nt), sen(67t)).
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Figura 1.1: (a) Trébol de mano izquierda. (b)Trébol de mano derecha.

Identificaremos el encaje con su imagen en R3. Asi podemos ver a un
enlace como una coleccién finita de curvas simples cerradas contenidas en R3.
Esta interpretaciéon es mas amable pues nos permite considerar a K como un
subconjunto de R? sin distinguir entre las distintas parametrizaciones que se le
puedan dar.

Aclaracion: Hay dos nudos conocidos como tréboles. El nudo T' descrito en
el ejemplo anterior es a veces referido como “trébol de mano derecha”. Mientras
que al resutado de reflejar T sobre un plano en R? es llamado “trébol de mano
izquierda”. Ambos nudos se ilustran en la Figura 1.1.

Siguiendo a [10] y [3], cada que mencionemos al nudo trébol nos referiremos
al nudo trébol de mano derecha.

Definicién. Sea n € IN. Un enlace de n componentes es L = K; U... UK,
donde los K; son nudos tales que Vi # j K; N K; = (.

Dos enlaces L1, Ly C R3 son equivalentes si existe un homeomorfismo
h: R3* — R? que preserve la orientacién tal que h[Li] = Lo.

Asi un nudo resulta ser un enlace de 1 componente.

Definiciéon. Un invariante de enlaces es una funciéon que a cada enlace le
asocia un objeto, de manera que si dos enlaces son equivalentes entonces tienen
el mismo objeto asociado.

Estas definiciones, aunque son precisas, tienen un inconveniente: existen
enlaces que son demasiado complicados.
En este trabajo estudiaremos invariantes que en general no se pueden definir
para cualquier tipo de enlaces, asi que nos restringiremos a una clase particular.

Definicién. Un enlace es poligonal si es la unién de un ndmero finito de
segmentos de recta. Diremos que un enlace es manso si es equivalente un enlace
poligonal.

A los enlaces que no son mansos se les conoce como salvajes.
Un ejemplo de nudo salvaje es el mostrado en la Figura 1.2.

Definicién. Un pseudodiagrama de un enlace L C R? es la imagen de L
bajo m : R® — P la proyeccién ortogonal sobre un plano P.
Diremos que una proyeccion es regular si se cumplen simultdneamente
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Figura 1.2: Nudo salvaje.

= Vp € P se tiene que |7~ 1(p) N L| € {0,1,2}
 {peP:|n i (p)NLI=2} <o
= Si |771(p) N L| = 2 entonces p es una interseccién transversal de m[L].

Un pseudodiagrama de un enlace es regular si la proyeccién que lo define es
regular. A los puntos p € D tales que |7~ !(p)| = 2 les llamamos cruces. Si L es
un enlace poligonal se suele pedir ademds que ningun cruce sea la proyeccion de
un vértice de L.

LAY

1 Dy Dy

RS
L=

Figura 1.3: Distintos pseudodiagramas del nudo trébol. Dy y D5 son regulares,
D3 no lo es.

Proposicion 1.1.1. Para cada enlace manso existe una proyeccion sobre algin
plano tal que el pseudodiagrama resultante es regular.

La demostracién de este resultado se puede encontrar en [5].

A partir de este momento, cada vez que digamos enlace nos referiremos a un
enlace manso y trabajaremos solo con pseudodiagramas regulares.

Sin pérdida de generalidad supondremos que el plano sobre el que
proyectamos es P = {(z,y,2) € R* |2 =0} y que 7((z,y, 2)) = (z,y).

Definicién. Sea D pseudodiagrama de un enlace L. Sea p € D un cruce y
A= (z,y,21),B = (z,y,22) € L tales que n(A) = w(B) = p, decimos que A
pasa por arriba de B si z1 > zo.

Un diagrama de un enlace es un pseudodiagrama en el que en cada cruce se
indique cual segmento contiene al punto que pasa por arriba, como se muestra
en la Figura 1.4.
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Debe entenderse que el segmento que pasa por abajo se ha pintado en un
vecindad muy pequena alrededor del cruce usando el color del fondo (en este caso
blanco). No debe interpretarse como si dicha vecindad hubiese sido eliminada.

Identificando a P con R? convendremos en que todos los diagramas de
enlaces estdn contenidos en R2.

yd
AN

Figura 1.4: El segmento a contiene al punto que pasa por arriba.

1.2. Movidas de Reidemeister

Definicién. Una movida Ry es un homeomorfismo de R? en R? que preserva
la orientacion.

Sea D diagrama de un enlace. Diremos que un diagrama D’ se obtiene de
D mediante una movida R;, Ry o Rj3 respectivamente si existe un disco tal
que en su interior se cambie el diagrama como se muestra en la Figura 1.5 y
fuera del disco el diagrama quede intacto.

Llamamos a Ry, R, R y R3 movidas de Reidemeister.
AR B B k
;.N:/&:' > -... .._- n: 45 :c > f-_/h‘_’.—.._‘_:_: a\ \’n (—) ’/
Figura 1.5: Movidas de Reidemeister.

Para las movidas Ry hay que tener en cuenta que la vecindad del segmento
que pasa por abajo del cruce sigue estando presente y por lo tanto no hay un
“hueco” que permita separar cada arco del resto del diagrama o que permita
pasar otros arcos a través de él.

Definiciéon. Dos diagramas son R-equivalentes si uno de ellos se puede
obtener del otro mediante una sucesién finita de movidas de Reidemeister.

Teorema 1.2.1 (Reidemeister). Sean Dy y Do diagramas de los enlaces mansos
Ly y Lo, respectivamente. D1 y Do son R-equivalentes si y solo si L1 y Ly son
equivalentes.

La demostracién se puede encontrar en [15].
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Corolario 1.2.2. Sea 2 = {Diagramas}, £ = {Enlaces} y X una clase.

Si f: 2 — X cumple que f(D) = f(D') para cualesquiera D, D" diagramas
R-equivalentes, entonces F' : ¥ — X dada por F(L) = f(D) tal que D es
diagrama de L estd bien definida y es un invariante de enlaces.

El teorema de Reidemeister es de gran importancia pues permite estudiar
enlaces mansos en R? a través de sus diagramas en R? convirtiendo asi un
problema topolégico en uno combinatorio. Su corolario ademés nos permite
definir invariantes de nudos a partir de los diagramas.

1.3. Enlaces orientados

Definicién. Un enlace orientado es aquel al que a cada componente se le
asigna una direccién para recorrerlo.

Representaremos la orientacién de un enlace mediante flechas que indiquen
la direccion de cada una de sus componentes. Representamos un nudo orientado
con un diagrama en el cual las curvas son marcadas con una flecha que indique
la orientacién, como en la Figura 1.6.

QD &) &)

Figura 1.6: Nudo trébol y sus orientaciones.

Extendemos la equivalencia de enlaces a equivalencia de enlaces orientados
pidiendo que las orientaciones dadas se empalmen. Ademads cada orientacién
sobre enlaces induce una orientacién en los diagramas.

Es inmediato del Teorema de Reidemeister que si Li; y Lo son enlaces
orientados con diagramas orientados D1 y D5 respectivamente, entonces L1 y Lo
son equivalentes si y solo si D; se puede obtener de Dy mediante una sucesion
finita de movidas orientadas de Reidemeister, como las que se muestran en la
Figura 1.7.

De la misma manera, si una funcién definida sobre los diagramas orientados
se preserva bajo movidas orientadas de Reidemeister entonces induce un
invariante de enlaces orientados.

Para cada cruce de un diagrama de enlace orientado asignaremos un signo
usando la regla de la mano derecha como se muestra en la Figura 1.8.

Un andlisis méas detallado de las movidas orientadas de Reidemeister, asi

como un subconjunto generador de movidas méas pequeno, puede consultarse en
[14].
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MOV1das de T1p0 ]
Rla o o " rip
4 K ] : Q.«—n :
.—/ .A '.—./ .' ":‘/\T'
MOV1das de Tipo II:

Movidas de TlpD II:

£ /1 v Bl

Figura 1.7: Movidas orientadas de Reidemeister.

/ /
/ /

-1 +1

Figura 1.8: Cruce negativo (-1) y positivo (+1).

Definicién. Sea D un diagrama orientado. Se define:

= (D) = |{cruces negativos}|

= y(D) = [{cruces positivos}|

A w(D) se le llama ndmero de retorcimiento, conocido popularmente por
su nombre en inglés writhe.

Convencién: Con el fin de simplificar la notacién, a partir de este momento
cada que hagamos movidas de Reidemeister suprimiremos los discos puntuados
y consideraremos en cada proposicion diagramas de enlaces que difieren solo en
los cruces que se indiquen.
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Proposicién 1.3.1.

Q) Qe
H(2) =)+ w(2)=u()
(o) == () +1 v (0] =v(x) +1

w(/ )= (5F) vl =0 (5
Demostracion. Se puede verificar que sin importar la orientaciéon dada:

1. El cruce indicado en Q es positivo y el cruce en 9 es negativo.

2. En /O un cruce es positivo y el otro negativo.

3. Las movidas de Tipo III preservan el nimero de cruces positivos y el
ntimero de cruces negativos.

O
Corolario 1.3.2.

)
+

)

g
3B
NN

I

g

) ¢

|
g

Il

S
N N /j\ N
N——— ~— N—

I

—_

S
(
N—— —
I
g
d
\__’/
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Capitulo 2

Polinomio de Jones

En [8] Jones define para cada diagrama de un enlace el polinomio de Laurent
con variable t'/2 obtenido mediante la siguientes reglas recursivas:

V(0) =1, V(L) —tV (L) = (tY2 ==YV (Lo).

Donde L£L_,L y Ly son los diagramas tales que existe un cruce y un disco
alrededor de dicho cruce tal que £_, L,y Ly son idénticos fuera del disco y
dentro del disco difieren como lo muestra la siguiente Figura 2.1.

......

Figura 2.1: De izquierda a derecha se mustran los enlaces £, L_ y L.

Jones probé que V estaba bien definido y que si D y D’ son diagramas
orientados equivalentes entonces V(D) = V(D).

Asi, la funcién
V.2 Z[t? 12

dada por V(L) = V(D) tal que D es diagrama orientado de L, estd bien definida
y es un invariante de enlaces orientados.

Al polinomio V(L) se le conoce como polinomio de Jones.

Posteriormente Kauffman describié una mejor manera de calcular dicho
invariante [9].

2.1. Corchete de Kauffman

Definiciéon. El corchete de Kauffman es el polinomio con variables
conmutativas A, B, d obtenido a partir de un diagrama de enlace no orientado
mediante las siguientes reglas de recursién:

9
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Si Dy D’ difieren por una movida Ry entonces (D) = (D’).

= (O)=1
» (OUL)=d(L) para L # 0.

() =4(2)+800:

Definicién. Decimos que X y ) ( son los suavizados de tipo 0 y de tipo 1
del cruce X respectivamente.

Mientras que ) (y < son los suavizados de tipo 0 y de tipo 1 del cruce /.
Sea D un diagrama con al menos un cruce. Un estado de D es el resultado de
realizar un suavizado de tipo 0 o uno de tipo 1 en cada cruce del diagrama. Si
un diagrama no tiene cruces, convendremos que él es su unico estado.

Observacion: Cada estado de un enlace es una coleccién de curvas simples
cerradas encajadas en R? ajenas entre si.

Proposicién 2.1.1. Sea D un diagrama de enlace y S(D) el conjunto de todos
sus estados.

Sien S € §(D) se realizaron i suavizados de tipo 0 y j suavizados de tipo 1,
entonces se define (D, S) = A*BJ. Sea ||S|| el niimero de componentes conexas
del estado S.

Ast (D) = Y ges(p)(D, S)dlSI=1.

Demostracion. Como estamos trabajando con diagramas regulares, cada
diagrama tiene una cantidad finita de cruces. Asi daremos una demostracién
por induccién sobre el niimero de cruces.

Si D tiene 0 cruces, entonces D es una coleccion finita de curvas simples
cerradas y ajenas entre si. Si D tiene m componentes entonces
(D) = d™ = A"Bd™.

Supéngase vélido para diagramas de n cruces. Sea D un diagrama de n + 1
cruces. Tomemos un cruce fijo X. Sean Dy y D; los diagramas resultantes de
aplicar un suavizado de tipo 0 y de tipo 1, respectivamente, en dicho cruce.

Si S(D), S(Dy) y S(Dy) representan al conjunto de estados de D, Dy y Dy
respectivamente. Entonces S(D) = S(Dg) U S(Dy),.

Ademis

VS e S(DQ) <D, S> = A(Do, S>
VS € S(D1)(D,S) = B(D1,S).

Como Dy y D; tienen n cruces:

(Do)=Y (Do, 8)dl%I

SeS(Do)

(D)= 3 (D5l

SeS(Dy)
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Por lo tanto

S D)t = S (D, 8)dlsI S (D, s)alsI

SeS(D) SeS (Do) SeS(Dy)
—4 Y (DA w8 Y (D), 8)dISI
SES(Dy) SeS(D1)

= A(Do) + B(D1) = (D).
O

Corolario 2.1.2. El corchete de Kauffman no depende del orden en el que se
apliquen las reglas recursivas y por lo tanto estd bien definido.
Lema 2.1.3. Si B=A""'y d=—A% — A= entonces <H> = <v>

-~

Demostracion. Aplicando las reglas que definen al corchete de Kauffman se
obtiene que

£0Q =000 + 820
=4 (400 +BO0Q) + B (420 +B(O0)
= 42(00) +4Ba()() + 4B () + B2 ()()
= AB () + (4% + B2 + ABd) ()()
AsisiB=A'yd=—A%— A2 entonces AB=1y A2+ B2+ ABd=0. O

Lema 2.1.4. Si el corchete de Kauffman se preserva bajo movidas Rs entonces
también se preserva bajo movidas Rs.

00 = 40259 +20)
ALY )+ B ()
(59

Demostracion.

Lema 2.1.5. Si B=A"'yd= —A? — A~2 entonces
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Demostracion.

Teorema 2.1.6. Sea { ) el corchete de Kauffman con B=A"1y
d=—A% - A2,
La funcién f : 9 — Z|A, A~'] dada por

F(D) = (=A4)*PU(D)

donde w(D) es el nimero definido en 1.3 induce un invariante de enlaces
orientados.

Demostracion. En virtud del Corolario 1.3.2 y los Lemas 2.1.3 y 2.1.4,si D y
D’ difieren en movidas de Reidemeister de Tipo IT y Tipo III entonces

f(D) = f(D").

Por otra parte, usando 1.3.2 y el Lema 2.1.4 obtenemos

; (Q) — Ay <Q> (1) (%) ()
A~

A—3W< (~A7)(~ A>><m>=f(m)

f (9) . (7> <9> = (-4 ()73 ()
= AN A (A7) () = 1 ().

Definicién. Sea L un enlace orientado y D un diagrama orientado de L.
Definimos F(L) = f(D).
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Teorema 2.1.7 (Kauffman). Para todo L enlace orientado
V(L) = F(L)| g=1/4-

Demostracion. Sea L un enlace orientado y D un diagrama orientado de L.
Como V y F son invariantes de enlaces orientados, basta ver que
V(D) = f(D).
Por definicién se tiene que V() =1 = f(Q).
Sean Ly, Ly y L£L_ como en la Figura 2.1.
Es claro que

Ademas, por definicién

B)=AR+ 4100+ Al =42 +00
()=abgeat (D) = a2 = )4t ()

A (A = 0+ 4 R) - (R = 2 ).

Ast
(A72 = A2)f(Lo) = (A72 = A2)(-A) (o) ()
= (—A)E) (472 - A7) ()
= (47 () - ()
~ ey (<A () + (X))

= —AT(Lo) + AYF(L).

Y sustituyendo A = ¢t~1/4 obtenemos (t1/2 —t=1/2)f(Ly) = —tf(L_) 4+t~ f(Ly)
la cual es la regla recursiva que define a V. O

La proposicién 2.1.1 nos brinda un método para calcular corchete de
Kauffman de un diagrama a partir de los corchetes de sus estados.

Notaciéon de estados: Supongamos que un diagrama D tiene n cruces.
Enumerando cada cruce de 1 a n podemos identificar a cada estado con un
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i
H—& & —§

101 111

D¢
i @%/

001 011

Figura 2.2: Diagrama de un trébol orientado y su cubo de estados.

a = (a,...,a,) € {0,1}™ que indica que en el i-ésimo cruce se realizé un
suavizado de tipo a;.

Para simplificar la notacién en ocasiones escribiremos a; ... a, en lugar de
(al, ce ,an).

Enumeremos a los estados {Sa }aefo,137-

Sea k, el nimero de componentes conexas de S, y |a| = >0, a;.

Notemos que |a| es el nimero de suavizados de tipo 1, por lo que n — |« es
el nimero de suavizados de tipo 0.

Usando la proposicién 2.1.1 obtenemos que

(D)= Y ArPlel(—A% — A72)ket, (2.1)
ae{0,1}"

Obsérvese que dicha expresién no depende del orden en el que se enumeraron
los cruces.

Definicién. Dado D diagrama orientado y {Sa}ac{o,1}» sus estados. El cubo
de estados de D es la grafica cuyos vértices son los estados S, y cuyas aristas
unen S, y Sg siy sélo si a y 3 difieren en exactamente una entrada.

Ejemplo: En la Figura 2.2 Se muestra un diagrama de 7', el nudo trébol, y
su cubo de estados. Usando la ecuacién (2.1) tenemos

(T) = A3(—A? — A7) 4 3A+3A (A2 — A7) 4+ A3(—A% - A7%)?
=-A" —A+3A-3A-3A 4 A3(A Y 2+ A7)
=-A"—A-3A +A+242 + AT
= AT AT - A5
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Ademis w(T') = 3, por lo que

f(T) — (_A)79(A77 _ A73 _ A5) — _A716 _|_A712 —|—A74
V(T) = —t* + 3 + t.

Corolario 2.1.8. El nudo trébol y el trivial no son equivalentes.

2.2. Corchete escalado

Definicién. Para cada diagrama D se define su corchete escalado como el
polinomio de Laurent con variable ¢ dado por las siguientes reglas recursivas:

» Si Dy D’ difieren en una movida Ry entonces K(D) = K(D’)
« K0)=1

» K(OUL)=(q+q ")K(L)

k() =K (=) - (0]

Proposicién 2.2.1. Sea D diagrama de enlace y S(D) el conjunto de todos
sus estados.
Sien S € S(D) se realizaron j suavizados de tipo 1, entonces se define
(D, S) = (—q). Sea ||S|| el ntimero de componentes conexas del estado S.
Asi

KD)= Y (D, S)lg+q "9,
SeS(D)

Demostracion. Por induccién sobre el nimero de cruces:
Si D tiene 0 cruces, entonces D es la unién ajena de m curvas simples
cerradas. Por lo que K(D) = (¢4 ¢ )™ = (—¢)%(¢+ ¢~ )™
Supéngase valido para diagramas de n cruces. Sea D un diagrama de n + 1
cruces. Tomemos un cruce fijo NX. Sean Dy y D; los diagramas resultantes de
aplicar un suavizado de tipo 0 y de tipo 1, respectivamente, en dicho cruce.
Asi
S(D) = S(Do)US(Dy).
Ademés
VS e S(D0> <D,S>K = <D07S>K
VS e S(D1) <D, S>K = —q<D1,S>K.

Como Dy y D; tienen n cruces:

K (Do) = Y ges(p) (Do, S)r(g+ ¢~ Iy
K(D1) = Y ses(py (D1 S) k(g + g~ H)ISN
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Por lo tanto

> DS klg+a HI =" (D, S)k(g+¢ ")

SeS(D) SeS(Do)

+ Y (D S)klg+q HIF
SeS(Dq)

= Y (Do S)xla+q IS
SeS(Do)

—q Y, (D1, S)k(g+q M
SeS(Dy)

— K (Do) - qK(Dy) = K(D).

Corolario 2.2.2. El corchete escalado estd bien definido para todo diagrama
de enlace.

Lema 2.2.3.
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Demostracion.

Definicién. Sea D un diagrama orientado.

Sean z(D) y y(D) el niimero de cruces negativos y positivos respectivamente.
Definimos

~

J(D) = (=1)"Pg P2 (D)
(_1)x(D)qy(D)—2w(D)K<D)
q+qt '

J(D) =

Teorema 2.2.4. J : I — Z[q,q~ ] es un invariante de enlaces orientados.

Demostracion. Usando la proposicién 1.3.1 y el Lema 2.2.3
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(=1)
— (—1y(
(=1)

=J(X).
Ademas, como w y K se preservan bajo movidas de Tipo II1
70 =7(55)
O

Como K (D) es un miltiplo de ¢+ ¢~! para todo diagrama no vacfo tenemos
el siguiente

Corolario 2.2.5. J: 2 — Z[q,q '] es un invariante de enlaces orientados.
Teorema 2.2.6 (Khovanov). V(D) = J(D)|,—41/2-

Demostracion. Por definicién se tiene que V(Q) =1 = J(QO).
Sean Ly, L4 y L£_ como en la Figura 2.1.
Sea y = (—1)%(£0) gu(£0)=22(£0) - Observemos que

x(L)=a(Lo)+1=a(Ly)+1
y(Ly)=y(Lo) +1=y(L)+1

j(L_) = (—1)* L) gule)-22(L) (£ )
- (_1)w(£o)+1qy(ﬁo)—2(w(ﬁo)+1)K (L£-)

= —q K (L)
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= —?J(L_) = yK(L_).
Andlogamente

J(Ly) = (—1)*ER)gulen) 2L [ (L)
= (=1)%(Lo) gu(Lo)H1-2((Lo) ¢ (£ )

= qvK(L4).

De donde se obtiene que ¢~2J (L) = ¢~ 'y K (L4).
Por lo que

g 2I(Ls) — PT(Lo) =Y(K(Lo) + ¢ K (L)) (2.2)
Por otra parte, la definicién nos dice que
K(£-) =K ()() ~ aK(Lo) ¥
K(£4) = K(Lo) — K () ().

Por lo que
(K(£-) +q ' K(L4)) = (¢ — ) K (Lo). (2.3)

De las ecuaciones (2.2) y (2.3), obtenemos

~

g 2I(Ly) = PT(L) = (¢ = 7K (Lo) = (a7 = )T (Lo)-
Dividiendo entre (¢ + ¢~!) resulta
q2I(Ly) = T(Lo) = (g7 = @) I (Lo)-
Finalmente, tomando ¢ = —t/2, concluimos que
I(LL) — T (L) = (—t7 Y2+ £Y2)J(Lo).

Asf J evaluado en ¢ = —t!/2 cumple la definicién recursiva de V. Por lo tanto
J(D)|y=—41/2 = V(D) para cualquier diagrama orientado D. O

Sea D un diagrama orientado y con m cruces y S, sus estados. Por la
proposicién 2.2.1 usando la notacién de estados, tenemos que

KD)= > (=¢"Ng+q ")k

aec{0,1}"

=Y (1Y dlg+a Dk
=0

|| =i

(2.4)
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Capitulo 3

Homologia de Khovanov

En [10] Khovanov obtuvo un nuevo invariante a partir del proceso de
categorificacion del polinomio de Jones. Dicho proceso consiste en tomar
la construccién a partir de los corchetes y reemplazar estados por espacios
vectoriales graduados, polinomios por dimensiones graduadas y aristas del cubo
de estados por funciones lineales que induzcan una homologia de la cual se pueda
recuperar el polinomio de Jones.

En ese mismo articulo Khovanov probé que la homologia resultante es un
invariante de enlaces orientados. Posteriormente Bar-Natan [3] simplificé la
construccién dada por Khovanov y mostré que la Homologia de Khovanov es
mas fuerte que el polinomio de Jones, esto es que existen enlaces con homologias
distintas pero con el mismo polinomio de Jones.

3.1. Definiciones previas

Definicién. Sea A un conjunto y K un campo. El K-espacio vectorial libre
con base A es el conjunto
K(A)={f:A— K|tal que f(x) =0 excepto para un nimero finito de z € A}
Con las operaciones

» (f+9)(z)=f(z)+g(z) Ve e A
w (cf)(x) =cf(x) YVee K, Vx € A.

Es sencillo verificar que con estas operaciones K(A) es un K-espacio
vectorial.

Definicién. Sea A un conjunto y K un campo. Para cada a € A se define la
funcion e, : A — K mediante la siguiente regla de correspondencia

ca() :{ 0 si w#a (3.1)

1 st x=a

21
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Proposicién 3.1.1. Para cada f € K(A) existen unicos ¢, € K tales que
f= Z Cu€a-
acA

Ademaés ¢, = O excepto para una cantidad finita de a’s.

Demostracion. Sea f € K(A). Para cada a € A definamos ¢, = f(a)
Por hipétesis ¢, # 0k solo para una cantidad finita de a’s. Por lo que para
todo z € X

(Z caea> (x) = Z(Caea)(iﬂ) = Z fla)eq(x)

acA a€A acA
= f@ex(@)+ Y fla)ea(®) = f(2)1k + Ok
acA\{z}
Ademds si f =), 4 c,eq entonces Vo € A se cumple que
f(z) = Z(Caea)(x) = Cpa() = Co
acA
fl@) = (chea) (@) = chea() = ¢
acA

O

Por la proposicién anterior concluimos que {e,},ca es base de K(A).
Identificando a cada x con e, podemos ver a K(A) como el conjunto de
combinaciones lineales formales de elementos de A con coeficientes en K.

Definiciéon. Sean V' y W K-espacios vectoriales. Considérese el K-espacio
vectorial libre sobre V- x Wy {e(,u)lv € V,w € W} la base definida como
en (3.1).

Sea R el subespacio vectorial de K (V x W) generado por todos los elementos
de la forma

" €y tus,w) — E(vr,w) — E(vaw)
B E(v,witws) T Ev,wi) T E(v,we)
" CCv,w) T E(cv,w)
" CCv,w) T E(v,cw)

con v,v1,v9 € V, w,wy,ws € W, ce K.
El producto tensorial de V' y W es el espacio vectorial cociente

VoW =KV xW)/R.

Denotaremos por v ® w a la clase de e, ., en el cociente.
Bajo esta notacién se cumple que
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(U1 +02)Qw=v1 QW+ v2 @ W
= 0@ (w; +ws) =vRw + v wsy
s c(v@w)=(cv) @w=v& (cw).
Proposicion 3.1.2. Sea K campo y U,V y W K-espacios vectoriales.
s (U V)eW=2U (VeW)
VU =URV
s VO KZVEKQV.

Proposicién 3.1.3. Si V' y W son espacios vectoriales de dimensién finita sobre
K entonces dimg (V@ W) = dimg (V)dim g (W).

Miés atin, si v = {v1,...,v,} es base de V 'y § = {w1,...,wm} es base de W
entonces {v; @ w;lt € {1,...,n},j € {l,...,m}} esbase de V@ W.

Tanto la demostracion de la proposicion 3.1.2 como la de la proposicién 3.1.3
pueden hallarse en [6].
En ocasiones escribiremos ®?:1 Vienvezde Vi ®...®V,.

Para cada k € {1,...,n} diremos que Vj es el k-ésimo factor tensorial de
Qi1 Vi
Si ademds Vi,j € {1,...,n} se tiene que V; = V; = V entonces escribiremos

®n : n -
V@™ para referirnos a Q;_; V;.

3.2. Espacios vectoriales graduados

Definicién. Sea K un campo y W un espacio vectorial. Una graduacién para
W es una coleccién ordenada de K-subespacios vectoriales de W, (W;) ez, tal
que W =@ ,c, Wj.

Un K-espacio vectorial graduado es un K-espacio vectorial W con una
graduacion (W;);ez.
Para cada j € Z diremos que W; es la j-ésima componente homogénea de
w.

Ejemplo: Sea W = R[X] el espacio vectorial real de polinomios con
coeficientes reales. Para j € Z se define
(X7) si j>0
W;=< (1) si j=0
0 st <0
Ast (W}) ez es una graduacién de R[X].

Definicién. Sea W un K-espacio vectorial graduado y (W;);ez su graduacion.
Se define la K-dimensién graduada de W como la serie de potencias

qdimg (W) =Y ¢’ dimg (W;).
JEZ
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Ejemplo: Si a R[X] le damos la graduacién del ejemplo anterior entonces

qdimg(R[X]) = > ¢’.
j=0

A partir de este momento en cada proposicién, teorema, definicién o corolario
trabajaremos con un mismo campo K y obviaremos los subindices y prefijos que
lo indican.

Definiciéon. Sea [ € Z. Para espacios vectoriales graduados se define el
operador de cambio de grado -{/} de la siguiente forma

Si W = €D,y W; entonces W{l}; = W;_,.

Es decir, la j-ésima componente homogénea de W{i} es la (j — [)-ésima
componente homogénea de W.

Equivalentemente, la j-ésima componente homogénea de W es la (j + 1)
componente homogénea de W{l}.

Proposicién 3.2.1. gdim(W{l}) = ¢'qdim(WV).

Demostracion. Sea k =75 —1

qdim(W{l}) = Y _¢/dim(W{l};) = > _ ¢ dim(W;)

JEZ JEZ
= Z T dim(Wy,) = ¢! Z ¢ dim(Wy,)
kez keZ
= ¢'qdim(W).
O
Definicién. Sean W7y,...,W,, espacios vectoriales graduados con sus
respectivas graduaciones (Wy,)jez,...,(Why,) jez. La graduacién inducida a

D, W;ya@;_, W; estd respectivamente dada para cada j € Z como

o) -
<®W1> = @ (Wlkl ®®Wnkn)
i=1 i Xz

iy ki=j

Ejemplo: Sea V el Q-espacio vectorial libre con base {1,X} con la
graduacion:
(X) sij=-1
0 en otro caso
Asi la graduaciéon inducida de V@ V es

(Ve v)=(X)o(X)

(Ve V) =(1)a(l)
(Ve V); =0VjeZ\{-1,1}.
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Y la graduacién inducida de V® V es
(VaV),=(X®X)
(VaV)y=(Xe®l)e(leX)
(VeV),=(1e1)
(VeV),=0VjeZ\{-2,0,2}.
A partir de aqui consideraremos siempre la graduacién inducida para sumas
directas y productos tensoriales de espacios vectoriales graduados.

Proposicion 3.2.2. Si V' y W son espacios vectoriales graduados de dimensién
finita entonces

qdim(V @& W) = qdim (V') + qdim(W)
gdim(V @ W) = qdim(V )qdim(W).

Demostracion.
qdim(V e W) = Z ¢ dim(V; @ W;) Z ¢ (dim(V;) + dim(W;))
JEZ JEZ
= Z ¢ dim(V;) + Z ¢ dim(W;) = qdim(V') + qdim(W).
JEZ JEZ

gdim(VoW)=> ¢ddim| @ VoW, |=> ¢ | > dim(V,cW)

JEZ m+k=j JEZ m+k=j
= qu Z dim(Vy, )dim (W)
JEZ m+k=j
<Z q"dim(V, ) (Z q"dim(W, ) = gdim(V)qdim(W).
neZ nez
O
Corolario 3.2.3. Si Wy,...,W,, son espacios vectoriales graduados de

dimension finita entonces
n n
qdim <@ Wz> = quim(Wz)
i=1 i=1
qdim (@ WZ> = quim(W)
i=1 i=1

Ejemplo: Sea V el Q-espacio vectorial libre con base {1,X} con la
graduacién

(X) st j=-1
V; = (1) st j=1
0 en otro caso
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Definicién. Sea V el Q-espacio vectorial libre con base {1, X} con la graduacién
del ejemplo anterior.

Sea D un diagrama orientado con n cruces y {Sa}tae{o,1}» sus estados.
Siguiendo la notacién de estados, se define el espacio vectorial graduado
asociado al estado S, como

Vo = V&e{lal}

con su graduacién inducida, recordando que k, es el nimero de componentes
del estado S, y que || es el ntimero de suavizados de tipo 1 realizados para
llegar a S,.

Para ser mas precisos, cada circulo que conforma al estado S,, estard asociado
biunivocamente a un factor tensorial de V.

Si le brindamos un orden a los circulos de S, entonces se entendera que el
i-ésimo circulo de S, corresponde al i-ésimo factor tensorial de V.

Proposicién 3.2.4. qdim(V,) = ¢/*/(q + ¢~ 1)*=.
Demostracion.

qdim(V,,) = qdim(V®*={|a[})

= ¢|*lgdim(V®) (proposicién 3.2.1)
= ¢l®lgdim(V® ... V) + kqo-veces
= gl*l(g4 g7k (Corolario 3.2.3).

O

Definicién. Sea D diagrama orientado con n cruces, {Sa }ae{o,1}» sus estados
y V4 el espacio vectorial graduado asociado al estado S,. Sea i € {0,...,n}.
El i-ésimo corchete de Khovanov de D es

[D]' = D Va.
la|=1
Convendremos en definir [D]* = 0 para i € Z \ {0,...,n}.

Corolario 3.2.5. Sea D diagrama orientado, K (D) su corchete escalado.

n

K(D) =Y (~1)'qdim ([D[’) .

=0

Demostracion.

gdim ([D]’) = qdim @ Vo | = Z qdim(V,,).

lov]=i o] =i
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Mientras que por la Ecuacién (2.4) y la proposicién 3.2.4 tenemos

n

K(D) =Y (~1) 3 qdim(V,).

=0 || =1

3.3. (Co)homologia

Definicién. Sea C = (C”7 JZ)iGZ sucesion de espacios vectoriales C* y funciones

lineales 6° : C* — C'*!. Diremos que C es un complejo de cocadenas si para
toda i € Z se cumple que im(5°~1) C ker(6?).

Cabe senalar que los superindices solo cumplen la funcién de indexar. Para
evitar confusiones, en caso de tener una funcién biyectiva denotaremos a su
inversa como (f)~!. En los demds casos el significado de los superindices se
podré deducir del contexto.

Definicién. Diremos que un complejo de cocadenas C' = (C?, 5i)ieZ es finito
si AN € N tal que C* = 0 para |i| > N.

Proposicion 3.3.1. C = (C’i
Vi € Z se cumple que §° o 57!

,6i)i cz €S un complejo de cocadenas si y solo si
—0.
Demostracion. Sea i € Z.
Supongamos que C' es un complejo de cocadenas. Asi, im(5*~1) C ker(8?).
Si z € C*~! entonces §'"1(z) € im(5°71) C ker(8?)
=0=45§(0"1(x)) = (6061 ()

Supongése ahora que 6?06~ =0

Sea y € im(6°71). Asf 3z € C*71 tal que y = 6 1(x)

= 8 (y) = 0'(6" 1 (2) = (3 06 ) () = 0

=y € ker(d?). O

Definicién. Si C' es un complejo de cocadenas entonces se define la i-ésima

cohomologia de C' como el espacio vectorial

; ker (%)

H' (C)= ——.
(©) im(6-1)

Definimos la cohomologia de C' como la sucesion
H(C) = (H'(C))iez-

Definicién. Sean V = @P;,V; v W = €D, W; espacios vectoriales
graduados. Una funcién lineal f : V — W es un morfismo homogéneo de grado
k € Z si para toda j € Z se cumple que f(V;) C Wiy,
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Ejemplos:

1.SiV =Wy V; = W; para toda j € Z entonces Id : V — V es un
morfismo homogéneo de grado O.

2. Para toda k € Z se cumple que la funcién constante 0 es un morfismo
homogéneo de grado k.

3. El operador derivada d : R[X] — R[X] es un morfismo homogéneo de
grado —1.

Proposicién 3.3.2. Si f : V — W es un morfismo homogéneo de grado k
entonces f: V{l} - W{m} es un morfismo homogéneo de grado k + m —I.

Demostracion. Tomando V =@, V; vy W = ;.4 W; es inmediato que
FVALY;) = F(Vi) € Witk = Wiciiktm—m = (WM jt4ktm-
O

Definicién. Sea C' = (C’i, 5i)ieZ complejo de cocadenas. Supongamos que cada
C" posee una graduacion (C})jez y cada 6' : C*~! — C* es un morfismo
. i 5|
homogéneo de grado cero. Sean d; = § |C;.
Definimos la graduacion de la i-ésima cohomologia como

(H'(C)); = ker(5}) /im (55 1).

Notacién: Para simplificar la notacién escribiremos H]‘(C) en vez de

(H(C));.

Definicion. Bajo los supuestos de la definicion anterior, se define la
caracteristica de Euler de la cohomologia de C' como

X(H(C)) =) _(~1)'qdim(H'(C)).

i€Z

Los siguientes dos lemas son resultados ampliamente conocidos del algebra
lineal, sus respectivas demostraciones puden consultarse en [6].

Lema 3.3.3. Si V es un espacio vectorial de dimensién finita y W es subespacio
vectorial de V' entonces

dim(V/W) = dim(V) — dim(W).

Lema 3.3.4 (Teorema de Rango-Nulidad). Si V' y W son espacios vectoriales
de dimensién finita 'y f: V — W es funcién lineal entonces

dim (V') = dim(ker(f)) 4+ dim(im(f)).
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Usaremos dichos lemas para probar el siguiente

Teorema 3.3.5. Sea C = (C’i76i) un complejo de cocadenas finito con C°
espacios vectoriales graduados y con 6' morfismos homogéneos de grado 0 para
toda i € Z.. Si todos los C' tienen dimension finita entonces

X(H(C)) = Y (~1)'qdim(C") (3.2)

€L

Demostracion. Sea d; = d|ci.
J

Dado que C' es finito existe N € IN tal que si |i| > N entonces C* = 0.
Asi

i=N
X(H(C)) = (—1)'qdim(H'(C))
i=—N
i=N
= CDINE dim(H;f(C)))
i=—N JEZ
i=N
= (=1)"> ¢’ dim(ker(d}) /im(dgil)))
i=—N JEZ
i=N
= (1" ¢’ (dim(ker(d})) — dim(im(d;‘.—l))))
i=—N JEZ
i=N
= (—1)* Z ¢’ dim(ker(d})) + (=1)""" Z ¢ dim(im(dé_l)))
= (1)) ¢ dim(ker(d; ™)) + (=1)"V Y " ¢/ dim(im(d; V)
JEZ JEZ
+ (1) VY dim(ker(d; V) + (=1) 7N Y ¢! dim(im(d; V)
JEZ JEZ

ot (DN Y dimfer(dY ) + (1N Y of dim(im(d)Y )

jez jez.
+ (DN Y 7 dim(ker(d))) + ()N D" ¢f dim(im(d ).

JEZ JEZ

Notese que

dim(im(dj—N_l)) =0
dim(ker d}) = dim(C}").
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Sustituyendo y reordenando términos obtenemos

X(H(C)) = (_1)7N ZZ qj (dim(ker(dj’N)) + dim(im(d;N)))
+ (_1)_1\2rl Z ¢ (dim(ker(d;NJrl)) + dim@m(d;NJrl)))
JEZ
+ ot (DN qu (dim(ker(dY 1)) + dim(im(dY 1))
+(=DVY ;i;Z(OJJ-V),
JEZ

Finalmente, aplicando el Teorema de Rango-Nulidad, concluimos que

XH(C) = (-1)"N> ¢ dim(C; V) + ..+ (=D)V Y ¢/ dim(C))
JEZ JEZ
= (~1)'qdim(C}).

i€

3.4. Corchete de Khovanov

Nétese que {[D]'}icz es una sucesiéon de espacios vectoriales graduados de
dimensién finita tal que [D]® # 0 solo para una cantidad finita de i’s.
Si se definen d': [D]* — [D]**! morfismos homogéneos de grado 0 tales que
[D] = ([P di)ieZ sea un complejo de cocadenas entonces por el Teorema 3.3.5
y el Corolario 3.2.5

x(H([D])) = K(D).

Mediante un adecuado cambio de grado obtendremos un complejo de cocadenas
C(D) tal que x(H(C(D))) = J(D).

Dicho complejo de cocadenas fue originalmente desarrollado por Khovanov
[10] y simplificado posteriormente por Bar-Natan [3]. Este capitulo se basa en
la descripcién dada por Bar-Natan.

Sea D un diagrama de enlace con n cruces. Considérese el cubo de estados
de D. Para cada estado fijemos un orden para los circulos que lo conforman.
Sean S, y Sp dos vértices adyacentes. Asi a y [ difieren solo en una entrada
por lo que sin pérdida de generalidad

o = ay ...04'7100/1'4,1 .. Qp

ﬂ =aj.. .ai_llai+1 e Qp.

Sea & = (Sa,53) con |a] + 1 = |8]. Representamos ¢ mediante una flecha
Sa 5 S
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También nos referiremos a £ como € = ay ...a;-1 * @jqq1 - .. ay.

Noétese que S, y Sp solo difieren en las componentes que se obtuvieron al
realizar un suavizado en el ¢-ésimo cruce, por lo que pueden pasar los siguientes
casos

Sa= CO = 00 =5

Sa: OO - C:) :S,B

donde se entiende que las componentes que no se representan son idénticas.

Definicién. Sea V el Q-espacio vectorial libre con base {1, X}. Se definen las
funciones

A:V-VRV m: VeV — V
1—1X+X®I1 1®1 =1
X—»X®X 1oX — X

X®1 = X
XX — 0

extendidas linealmente.
Es inmediato de la definiciéon que
1. m: V®V =V es suprayectiva.
2. ker(m) = (1@ X —X®1)+ (X @ X).
3. A:V = V®YV es inyectiva.
4. imA) =10 X+X1)+(X®X).

Proposicion 3.4.1. : A y m son morfismos homogéneos de grado —1.

Demostracion.
m(VaV))=(1) =V,
m(VeV)y)=(X)=V_,
m(VeV),)=0=V,_; Vie Z\ {0,2}

X®X)=(VaV)_,
19X +X®1)C(VaV),
= (Ve V)1 YieZ\{-1,1}.

-

2=
o
()

O

Corolario 3.4.2. Paracadal € Z, A : V{I} - (Ve V){i+1}ym: (V®
V){i} — V{l+ 1} son morfismos homogéneos de grado 0.

Esta es consecuencia directa de la proposicién 3.3.2.
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Definicién. Sean Xi,...,X,,Y1,...,Y, espacios vectoriales. Sean
fi + X; — Y; funciones lineales. Se define el producto tensorial de las
funciones {f;}ic(1,....n} como

(f1®..0f):X19..0X, 2 YV1®...0Y,
I1®®Inf—>f1($1)®®fn(zn)

Proposicion 3.4.3. Bajo los supuestos de la definiciéon anterior se tiene que
f1i®...® f, es una funcién lineal bien definida.

La demostracién de esta proposicién se puede consultar en [6].

Definicién. Sean S, y Ss vértices adyacentes del cubo de estados de un
diagrama de enlace con |a] + 1 = |5]. Sea £ = (S4, Sp). Se define

de : Vke — Vks como el producto tensorial de la identidad en todos los factores
tensoriales asociados a las componentes de S, que son idénticas a las de Sg y
la funciéon m 6 A en los factores restantes segin el caso:

(QQ = OO)é(A:V%V@V)
(OO — CO):>(m:V®V—>W).

Para ser mas precisos, recordando que hay una correspondencia entre los
circulos de ambos estados con sus correspondientes factores tensoriales entonces
al pasar de S, a Sg puede pasar alguno de los siguientes casos.

Caso 1: El j-ésimo ciculo de S, se parte para formar el k-ésimo y el
[-ésimo circulo de Sz mientras que el resto de circulos de S, se mantiene igual,
cambiando solo el orden mediante una permutacion o.

Denotemos por V; al i-ésimo factor tensorial.
Sea d'5 el producto tensorial de A : V(;) — V) @ Vi e Id : Vi — Vi)
para cada i # j.
Sea Permyg el isomorfismo que permuta los factores tensoriales de V¥8 para que
coincidan con el orden dado a los circulos de Sg.
Asi de = Permg o d’E.

Esto se ilustra en el siguiente diagrama

Vay — Ve
® ®
® ® erm.
A —>P ¢ Vﬂ.
Vi — VoW
® ®
Id
Vi —  Vio(ka)



3.4. CORCHETE DE KHOVANOV 33

Es esta caso decimos que d¢ es un morfismo de tipo A.

Caso 2: El k-ésimo y el [-ésimo circulo de S, se fusionan en el j-ésimo ciculo
de S mientras que el resto de circulos de S, se mantiene igual, cambiando solo
el orden mediante una permutacién 7.

De forma similar al caso anterior, sea dé el producto tensorial de

m: V(k) & W(l) — V(j) e ld: V(i) — V(T(i)) para cada i # j.
Sea Perm; una permutacién sobre los factores de V¥ de manera que Vi v
V(1) sean consecutivos. Sea Perms la permutacion que se debe hacer sobre los
factores tensoriales del codominio de d’5 para que coincidan con los de V¥5.
Asi d¢ = Permg o d’5 o Perm;.

El diagrama queda de la siguiente manera:

Id
Vi — V)
® ®
Perm, ® & Permo
vy, Lerma, Lerma,
VimeoVy — Vg ?
®
Id
Vi = Vieka)

Noétese que hay libertad para elegir Perm; sin embargo Permso esta
condicionada a dicha eleccion. Al final sélo importa el orden en las componentes
conexas de S, y Sg. Cualquier cambio en la permutacién Perm; se vera reflejado
en un cambio en Perms.

Diremos en este caso que d¢ es un morfismo de tipo m.

Por ejemplo, a partir de la Figura 2.2 le damos un orden a los circulos de
cada estado. Nos concentramos en una parte del cubo de estados.

110 S
.
101 111
//
-
011

Notamos que al pasar del estado 110 al 111 el primer circulo de 110 se divide
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en el primer y segundo circulo de 111 mientras que el segundo circulo de 110
se mantiene idéntico y ocupa el tercer lugar en el orden de 111. Por lo que
e =ARId.
Como el orden del codominio de d,, coincide con el de 111 entonces
Permii1. = Id.
Por lo tanto di1.(u ® v) = A(u) ® v para todo u ® v € Vijg.
De la misma forma vemos que d,11(u ®v) = (Id ® A)(u @ v) = u ® A(v)
Finalmente, la primera componente de 101 se parte en la primera y la tercera
componente de 111 mientras que la segunda componente de 101 se mantiene
idéntica y corresponde a la segunda componente de 111.
Vemos que di,;(u®v) = (A ® Id)(u ® v) = A(u) ® v sin embargo el orden en
los factores tensoriales de V111 no coincide con el del codominio de d},;. En este
caso es facil ver que Permiq(u®@v@w) = (4@ w ® v).
Por lo tanto la funcién di,; queda determinada por

f d (X X)) =X0X®X

" da(Xe)=X®1eX

" dia(10X) =10 XX +XX®l
2 d1a(1®1) =101 X +X®1®1.

Proposicion 3.4.4. Sean U, V,W y Z espacios vectoriales graduados.

Si f:U — W es un morfismo homogéneo de grado k' y g : V — Z es un
morfismo homogéneo de grado [ entonces f ® g es un morfismo homogéneo de
grado k +1[.

Demostracion.
(f@(UeV);)=(f®9) (@att=;(Us ® V)

c Z f(Ua> ®9(%)
a+b=j

c Z Watk ® Zpti
a+b=j

= @ Wa’ X Zb’
a/+b' =j+k+1

=W ®Z)jtk+i-

O
Corolario 3.4.5. Cada d¢ : V, — Vg es un morfismo homogéneo de grado 0.

Demostracion. Recordemos que V, = VF{|a|}, Vg = VF {|B]} v |B] = |a|+1.

Puesto que Id : V — V es morfismo homogéneo de grado 0 y tanto
A:V—->V®Vcomom:V — V®YV son morfismos homogeneos de grado
—1, entonces por la proposicién anterior dg : V®ka — V&5 es un morfismo
homogéneo de grado —1.
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De la proposicién 3.3.2 concluimos que d¢ : VE*a{|a|} — V*2{|B]} es un
morfismo homogéneo de grado —1 + |3] — |a] = 0. O

Definicién. Sean U, V,W y Z espacios vectorialesy f1 : U =V, fo: U — W,
g1:V = Zy go: W — Z, funciones lineales.
Se dice que el cuadro

f2

conmuta (o que es conmutativo) si g1 o f1 = g2 o fo.
Se dice que dicho cuadro anticonmuta (o que es anticonmutativo) si g1 o f1 =
—g20 fa.

Lema 3.4.6. Sea C el resultado de tomar el cubo de estados de un diagrama

de enlace y sustituir cada S, por V, y cada flecha S, AN Sp con d¢. Asi todos
los cuadros en C son conmutativos.

Demostracion. Considérese el siguiente cuadro

En cada flecha el niimero de componentes puede aumentar o disminuir 1. Por
lo tanto si k, y ks son el nimero de componentes de S, y S5 respectivamente,
entonces

ks € {ka — 2, ko, ko + 2}.

Por lo que al sustituir estados por espacios vectoriales y flechas por morfismos
obtenemos alguno de los siguientes casos:

3 ma
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AV

V’Y e Vs V’Y Vs
my 4 my A1 ) Ay

Ve V

Vo s Vg As B

donde en las flechas se omitieron los factores en los que se aplica la funcién
identidad y se agregaron subindices para diferenciarlas.

Caso 1: En este caso el cuadro puede quedar de las siguientes formas:

Sy=CO — 00 =8 S,=CO0CO — CO00 =65;s

| o

Sp

En ambos cuadros se necesitan al menos dos cambios en los tipos de
suavizados para llegar de S, a S5 lo cual forza que Sg = S, y la conmutatividad
es trivial.

Caso 2.1: codominio(mi) N dominio(A1) # 0.
Aqui nuestro cuadro se ve de la siguiente manera:

Sy=CZO — > CO0 =85

|

Sp

S = O(;O

Este cuadro solo se puede completar con Sz = QOO Sustituyendo los espacios
vectoriales asociados obtenemos sin pérdida de generalidad

\% Veov
m m® Id
VeV VeVeV

Id® A

Por linealidad, para probar que que (m ® Id) o (Id ® A) = A om nos basta
verificar que ambas funciones coinciden en una base.
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En efecto, notamos que

(meId)o(Id®A)(1®1)=(m®Id)(1® A(1))
=meI)(11X+10X 1)
=m(le)eX+m(leX)®1
=1X+X®l
=A(1) = A(m(1®1))

(m@Id)o(Ide A)(1® X) = (me Id)(1 o AX))
=(meld)(leX ®X)
=m(leX)®X
—X®X = AX)

— A(m(1® X))

(m®Id)o(Id® A) (X ®1)=(m® Id)(X @ A1)
=mI)(XR1X+X®X®1)
=mXe1D)X+mXeX)®1
=X®X+0
=A(X)=Am(X ®1))

(m@Id)o(Id® A) (X ®X)=(mId)(X @ A(X))
=meId)(X®XeX)
=mXeX)®X
=0=A(0) =A(mX ® X)).

Caso 2.2: codominio(my) N dominio(Ay) = (.
Aqui el cuadro de estados es de la forma

Sy= COCO — = 00 =Ss

Sa: OOCO SB

De nuevo, para llegar a de S, a S5 se requieren al menos dos cambios de tipo
de suavizado. Por lo que el cuadro solo puede completarse con Sg = QQ0Q0 .
Asi, sin pérdida de generalidad, tenemos el siguiente diagrama
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Id® A
VeVv VeaveVv

m® Id m® Id® Id

VvV ——>VeVeVaeVv
Id@Id® A wveve

Vuuv®w eV VeV se cumple que

(Id® A)o (meId)(uevew) = (Ide A)(mu®v) @ w)
=m(u®v) ® Aw)
=(m®Id® Id)(u®ve Aw))
=(meIld®Id)o(Id® Id® A)(u®v®w).

Caso 3: Aqui el cuadro puede ser como uno de los siguientes

Sy= 000 — OCO =5

| |

Sp

Sy= 0000 —— 00CO =5

| |

Sa: (:QOO Sﬁ

Anélogo al Caso 1, dado el nimero de cruces que hay que cambiar y el
orden especifico en el que se debe hacer esos cambios, resulta que Sg = S, y la
conmutatividad es trivial.

Caso 4.1: codominio(my) N dominio(ms) = (.
El cuadro

Sy= 00C0 —— COCO =5

Sa = 0000 S6

solo puede completarse con Sg =S, o con Sz = COOO .
Si Sg = S, ent la conmutatividad es trivial.
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Si Sz = COQOO entonces, sin pérdida de generalidad tenemos el siguiente
diagrama

m® Id
VeveV VeV

Id®Id®m Id®@m

VavVeavVeV——>VReVeVv
eveve m® Id® Id eve

VuuruezeVeVeVeV.
(meId)o(IldIdem)(u@vRw®z)=(me Id

=m(u®v
=Id®m
={Id®m

(u@v@m(w® z)

@m(w ® z)
(mu®v) @w z)
o(m@IdRId)(u®vwR z).

~— — O —

Caso 4.2: codominio(m1) N dominio(ms) # 0.
En este caso el cuadro es de la forma

Sy =000 — > CO =5

| |

que solo se puede completar de forma no trivial tomando Sg = COQO lo cual
sin pérdida de generalidad induce el diagrama

Vev \%
Id®@m m
VeveVv Vev
m® Id

Sabemos que A = {u®@ v @ w|u,v,w € {1,X}} es base de V@V ® V por lo
que basta ver que para cada u @ v ® w € A se cumple que

m(u@mv@w)) =m(mu®v) @ w).
Subcaso 4.2.1: v = 1.
mu@mv@w)) =m(vew)=m(mu®v)w).
Subcaso 4.2.2: v = 1.

mu@mvew)) =mu®w)=mim(u®v)@w).
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Subcaso 4.2.3: w = 1.
m(u@mv@w)) =m(u®v) =m(mu®v) @ w).
Subcaso 4.2.4: u=v=w = X.
mu@mvew)) =mu®0)=0=m0ew)=mm(u®v)w).

Como mo (Id@m)(u®@v®w) y mo(m® Id)(u®v®w) son funciones lineales
que coinciden en una base entonces

mo(Id@m)(u®v@w)=mo(m® Id)(u®vw).

Caso 5.1: codominio(A1) N dominio(Az) = (.
Aqui obtenemos un cuadro de la forma

Sy= 00CO —— 0000 =5

|

Sp
que solo se completa de forma no trivial tomando Sg = COQOQO lo cual sin
pérdida de generalidad induce el diagrama

Id®Id® A
VeoaveV 2le

VeveVvVeV

A®ld A®Id® Id

VeVv VeaveVv
@ Id® A eve

Verificamos que Yu,v € V® V.
(Id@Id®@ A)o (A Id)(u®v)=Id®Id® A)(A(u) ®@v)
= Au) @ A(v)
=(A®Id® Id)(u® A(v))
=(A®Id®Id)o (Id® A)(u®v).

Caso 5.2: codominio(A1) N dominio(Asy) # 0.
Aqui obtenemos un cuadro de la forma

Sy= CO0 — O00 =5;s

|
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que solo se completa de forma no trivial tomando Sg = (QCO lo cual sin
pérdida de generalidad induce el diagrama

A®Id
VeaveVv
Id® A
A% VeVv
A ®

(A®Id)oA(l)= (A1 X+X®1)
=A)RX+AX)®1
=1 X+X1)eX+XX®l1
=l XRX+XRIX+X®X®1
=1XRX+XQ(1eX+X®1)
=10AX)+ X ®A(1)
=IdA)(1eX+X®1)
= (Id® A) o A(1).
(A®Id)o A(X) = (A®Id)(X ® X)
=AX)®X
=X®X®X
=X ®A(X)
=IdoA)(X®X)
= (Id® A) o A(X).

Definicién. Sea £ =ay...a;_1 *a;41 ...a, flecha del cubo de estados.
(_1)5 — (_DE;;} aj
Diremos que la flecha ¢ es par si (—1)¢ = 1 y diremos que es impar si (—1)¢ =
—1.
Nétese que (—1)¢ depende del orden asignado a los cruces del diagrama.

Lema 3.4.7. En un cubo de estados, cada cuadro posee un ntimero impar de
flechas impares.

Demostracion. Considérese un cuadro en el cubo de estados

o b,

So = 9
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Notemos que
a = w1 0w0ws B = wilwsOws

v = w0wslws & = wylwslws.

donde w1, ws y w3 son sucesiones finitas de ceros y unos.
De esta forma podemos escribir

a = w1 0wy x w3 b=wy*xwolws

c=wy *w0wz e = wilwsy * ws.

Supéngase que |wi| = m y |we| =, esto es, en w; hay exactamente n entradas
con valor 1 y en wo hay exactamente [. Asi

(—1)|w1\+\w2| — (_1)m+l (—l)b — (_1)\w1\ _ (—l)m
(1) = (=l = (=™ (—1)° = (—1)lonlF1+wal — (_qym+is,

—
|
—
=
s}
I

Sim y [ son pares entonces m + [+ 1 es impar. Por lo que la tnica flecha impar
es e.

Sim y [ con impares entonces m+ 1 es par y m~+ 1+ 1 impar. Asi las flechas
impares son b, c y e.

Si m es par y [ impar entonces m + [ es impar. En consecuencia la unica
flecha impar es a.

Si m es impar y [ es par entonces m + [ es impar. De este modo, las flechas
impares son a,b y c. O

Definicién. Sea D un diagrama orientado de n cruces. Para cada i € {0,...,n—
1} se define d : [D]* — [D]**! como

d' =" (—1)%d.

|§]=i

Convendremos en que d’ = 0 para toda i € Z \ {0,...,n — 1}.
Por construccion cada d* es un morfismo homogéneo de grado 0.

Proposicién 3.4.8. Bajo todas las definiciones anteriores se obtiene que [D] =
([D]?, d");ez es un complejo de cocadenas.

Demostracion. Sea i € Z.
Siie Z\{0,...,n— 1} entonces es obvio que d**! o d’ = 0.
En otro caso, como d’ y d**! son funciones lineales se tiene que

dttod = 3 (~1Me( D] (-1de) = YT (-1 (=) (de o de).
|§]=i+1 € ]=i [€l=i+1, & [=i
(3.3)
Pero cada d¢ o d¢r corresponde a la mitad de un cuadro conmutativo en el cubo
de estados. Este cuadro se completa con una d¢ o d¢r que también forma parte
de la suma en la ecuacion 3.3.
Tenemos asi el diagrama conmutativo:
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der
Dado que en dicho cuadro hay un ntmero impar de flechas impares
(—1)8dg¢ o (—1) der = —(—=1)%d¢ o (=1)% d.

De este modo, al incluir los signos cada cuadro conmutativo se vuelve
anticonmutativo.

Asf ! o d* es suma de funciones que se anulan por pares. Por lo tanto
dtlod =0. O

Corolario 3.4.9. Si es D un diagrama de enlace orientado entonces
X(H([D])) = K(D).
Hay que notar que hasta ahora, el corchete de Khovanov depende de:
1. El orden fijado para los circulos de cada estado.
2. El orden de la suma directa sobre los estados de la misma altura.
3. El orden de los cruces del diagrama.

Para compensar esto introduciremos algunas nociones de algebra homolégica.

Definicién. Sean C = (C™,di)nez v D = (D",d})nez complejos de
cocadenas. Un morfismo de complejos de cocadenas es una sucesion
f=({":C" - D"),ez de funciones lineales tales que Vn € Z se cumple
que f"Tlody =dyo fm.

Esto es, tales que el siguiente diagrama conmuta

dpt dz
Cnfl c cn c On+1
fn—ll dn_1 lfn dn lfn-&-l
D D
Dn—l Dn Dn+1

Abusando de la notacién escribiremos f : C' — D

Definicién. Un isomorfismo de complejos de cocadenas f = (f"),cz es
un morfismo de complejos de cocadenas tal que cada f™ es biyectiva.

Dos complejo de cocadenas C'y D son isomorfos si existe un isomorfismo de
complejos de cocadenas f: C' — D.
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Proposiciéon 3.4.10. Ser isomorfos es una relacién de equivalencia sobre la
clase de complejo de cocadenas.

Demostracion. Sean C = (C",dg)nez, D = (D", d})nez v E = (E™,d%)nez
complejo de cocadenas. Es claro que Id = (Idg, )nez es un isomorfismo de un
complejo de cocadenas.

Sea f : C'— D un isomorfismo de complejos de cocadenas. Si f = (f™)nez
entonces definamos (f)~! = ((f™)! )nez.
Como f es un isomorfismo de complejos de cocadenas tenemos que para toda
n € 7. se cumple que

e odg = dpo f1 = d = (f) T odpo 7
= o (f7)7h = (f7H) o dp,

Por lo que (f)~!: D — C es un isomorfismo de complejos de cocadenas.
Sean f: C — Dy g:D — FE isomorfismos de complejo de cocadenas. Si

fF=0")nez y 9 = (¢")nez entonces denifimos go f = (¢" o f")nez.
Tenemos las siguientes igualdades

dgo(ghof")=(dgog")o f"
(g" Tt odp) o [

"o (dpo f)

"o (f"todg)

= (g"" o Y o dp.

Por lo tanto go f : C'— D es un isomorfismo de complejos de cocadenas. [

Proposicion 3.4.11. Para cada diagrama de enlace D su corchete de Khovanov
estd bien definido, salvo isomorfismo de complejos de cocadenas.
Para ser mds precisos:

Si D es un diagrama de enlace y [D] es el corchete de Khovanov obtenido al
haber fijado un orden para los cruces de D, un orden para los circulos de cada
estado y un orden para la suma directa de los estados a una misma altura y si
[D]’ el el corchete deKhovanov resultado de cambiar alguno de dichos érdenes.
Entonces existe un isomorfismo de complejos de cocadenas [D] — [D]’.

Demostracion. Caso 1: El orden en la suma directa es diferente mientras que
los demds drdenes son idénticos.

Para cada i € {0,...,n} sea o; una permutacién del conjunto {S}q=; de
manera que
D) - B V.
|| =1
[D]" = B Vo).
|| =i

Notemos que en el cubo de estados, el estado S, es adyacente al Sz si y
solo si S,(4) es adyacente a S, (g). Como las funciones d vy d" dependen, en
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este caso, solo de las adyacencias entonces para cada i € {0,...,n} tenemos el
siguiente cuadro conmutativo

di

[[D]]i ﬂDﬂiJrl

Ui‘ lai-&-l
il

[P} —— D]+

Sea f' = o; parai € {0,...,n} y sea f* =0 en otro caso.
Es claro que f = (f*);ez es el morfismo buscado.

Caso 2: El orden para los circulos de los estados cambia mientras que tanto
el orden de la suma directa y el orden de los cruces se preserva.

Este es bastante parecido al caso anterior. Consideremos una flecha « AN B
del cubo de estados. Sean S,, y S%, los mismos estados pero con un orden distinto
en sus componentes conexas. De la misma manera tomamos Sg y S,g.

Sean dg¢ y d'g los morfismos correspondientes a dichos érdenes.

Tenemos permutaciones o, y og que envian el orden de los factores
tensoriales de S, en Sj, y de Sg y S} respectivamente.

Sea Perm : V@V — V®V dada por Perm(u ® v) = (v ® u).

Es claro que Perm es un isomorfismo. Ademds cualquier permutacién sobre
los factores tensoriales de un producto tensorial se puede describir como
composicién de Perm (multiplicado tensorialmente por Id, segiin sea necesario).
Como ademés

mo Perm =m

3.4
Permo A=A (34)

concluimos que el siguiente cuadro es conmutativo

d
Vo — s V4

Ja[ k(fﬁ
dy

vV, — v

Este resultado se extiende de manera natural a la suma directa tomando
[ =2 |aj=i0a para cada i € {0,...,n} y f* = 0 parai € Z\{0,...n} se
obtiene el isomorfismo buscado f = (f%);iez.

Caso 3: Cambia el orden de los cruces del diagrama mientras que el orden
de los circulos de cada estado y el orden de la suma dierecta se mantienen.

Sea o la permutacion sobre los cruces que envia un orden en otro. Cada
estado S, calculado a partir del primer orden de los cruces del diagrama
corresponde de manera biunivoca a un estado S+ calculado a partir del segundo
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3 L. ¢
orden, de manera que cada flecha o = 3 corresponde a una tnica flecha o/ — 3’

la cual es el resultado de aplicar o a wy * wo Esto se ilustra en el siguiente
diagrama

§ = wi * wo
a=w 0wy —— wilws =

fl = W3 * Wy

o = w30wy —> wzlwy = 3

donde w1, wo, w3 y wy son sucesiones adecuadas de ceros y unos.

Al sustituir los vértices del cubo de estados por sus correspondientes espacios
vectoriales asociados tenemos V, =V, y Vg = V/ﬁ. Mientras que los morfismos
quedan

—1)lwilg
v, (=D ¢

w
v, e
Podemos describir a ¢ como composiciéon de transposiciones. Ademas
notemos que transponer una coordenada que tome el valor 0 no afectara al signo
de la flecha mientras que cada vez que haya un ntimero impar de transposiciones
de * con una coordenada que tome el valor 1 se cambiara el signo.
Buscamos niimeros enteros a, b tales que el siguiente cuadro conmute

—_1)lw1l
v, (—1)lrlde v,
(-1)@1% l(nbfd
—1)lwsl
) (—1)Iwslde v,

Para esto nos bastaria que |wi| 4+ b = |ws| + a (mod 2).

Dicho de otro modo, queremos que b — a = |ws| — |w1| (mod 2).

Notemos que |ws| — |wy]| indica el niimero de unos de & que “saltan” a * bajo
o (médulo 2). Esto coincide con el ntimero de transposiciones de * con los unos
de o (médulo 2).

Por lo tanto b — a debe coincidir (médulo 2) con dicho numero.

Para cada a = (ay,...,a,) € {0,1}" definamos A, = {a;|a; = 1}.

Dado que Ag = A, U{a;} entonces sign(o|a,) — sign(c|a,) indica, médulo
2 el ntimero de transposiciones de a; con el resto de unos.

Como en ¢ se tiene que a; = * entonces a = sign(o|a,) y b = sign(c|a,)
son los numeros buscados.

Asf si para cada o € {0,1}" se define f, = (—1)*9"(?l4a)Id entonces el
siguiente cuadro conmuta
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(—1)lerlde

Vs

«

fal lfﬂ
—1)|wsl
(=1)1*=lde v,

[e3

Finalmente tomando para cada i € {0,...n}

|a|=1

obtenemos el isomorfismo buscado de [D] a [D]’.
Finalmente, cualquier caso se obtiene mediante una sucesién finita de los

anteriores.
O

Definicién. Sea s € Z. Definimos el operador de cambio de altura -[s] de
la siguiente manera:

Si C = (0% 6");ez es un complejo de cocadenas entonces Cl[s] = (C[s]* =
€=, g8l = 6*);cz.

Esto se ilustra en el siguiente diagrama conmutativo

G BN TR o 0
Cl-1 = ——C- 1 e ' s o)) ——
Id Td Id
. \ (-y_l O_\A ('rU {’k‘ (wl
ol = . ClP —= Cluft == ClaP?
&

Lema 3.4.12. Si C = (C%,§%);cz es un complejo de cocadenas finito tal que
para cada i € Z se tiene que C" es un espacio vectorial graduado de dimensién
finita y 6* es un morfismo homogéneo de grado 0 entonces

X(H(Cls])) = (=1)°x(H(C)).

Demostracion.
x(H(C[s])) = Z(—l)iqdim(C[s]i) (Teorema 3.3.5)
i€Z
= > (1) (1) gdim ()
i€Z
= (—-1)° Z(—l)jqdim(Cj) tomandoj =i — s

— (~1)"\(H(C)).
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Definicién. Sea | € IN. Definimos el operador de cambio de grado -{/} de
la siguiente forma:

Si C = (C%6%)ez un complejo de cocadenas, donde C* es un espacio
vectorial graduado para cada i € Z, entonces C{l} = ((C*){l},d")icz.

Lema 3.4.13. Si C es un complejo de cocadenas de espacios vectoriales
graduados entonces

X(H(C{1})) = ¢'x(H(C)).

Demostracion.
XH(C{1}) = ) (~1)'qdim(C'{1})
i€,
= Z(—l)iqlqdim(Ci) proposicién 3.2.1
i€
= ¢'x(H(0)).

O

Definicién. Sea D un diagrama de enlace orientado. Se define el (co)complejo
de Khovanov de D como

C(D) = [D][-2(D){y(D) — 2x(D)}.

Se define la (co)homologia de Khovanov de D como

Cabe senalar que en [10] Khovanov emplea el término “complejo de cadenas”
en lugar de “complejo de cocadenas”.
De igual manera en [3] Bar-Natan se refiere a la cohomologia como “homologia”.
Siendo formales, un complejo de cadenas es una sucesion C' = (Cy, ;)
conformada por espacios vectoriales C; y funciones lineales §; : C; — C;_1 tales
que 9; 0 d;41 = 0.
Mientras que dado un complejo de cadenas C' se define la i-ésima homologia de

C' como el espacio vectorial

ker(6%)

H,(C)= ———.
©) im(t1)

La homologia de C es el espacio vectorial graduado
H(C) =Y H(C).
icZ

La distincién entre homologia y cohomologia va maés alld del orden en el
que se indexan lo espacios vectoriales, en realidad la cohomologia posee una
estructura algebraica mds rica, véase [7] para més detalles.
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Sin embargo, para los fines de esta tesis eso no serd relevante. Nétese que
si al indexar los espacios vectoriales de C(D) en vez de contar el nimero de
suavizados de tipo 1 contamos los de tipo 0 entonces los indices daran lugar a
un complejo de cadenas.

Siguiendo la definicién de Khovanov (y su simplificacién por parte de
Bar-Natan) trabajaremos con complejos de cocadenas pero en ocasiones nos
referiremos a ellos simplemente como complejos.

En la literatura es mds comun referirse a H(D) como homologia de
Khovanov, en lo que resta del texto nos uniremos a esa tradicién.

Proposicion 3.4.14.
J(D) = x(H(D)).

Demostracion. Como cada d* : [D]* — [D]**! es un morfismo homogéneo de
grado 0, entonces por la proposicién 3.3.2 se tiene que cada d* : [D]*{y(D) —
22(D)} — [D]*™H{y(D) — 22(D)} también es morfismo homogéneo de grado 0.
Ademais el grado no se ve afectado por el cambio de altura.

Por lo tanto

X(H(D)) = x (H([D][-z(D){y(D) — 2z(D)}))
= (=1)"*P)\ (H([D}{y(D) — 22(D)})) Lema 3.4.12
= (1) 2D P)=22(D)y (F([D])) Lema 3.4.13
)~= D) quD)=22(D) (D) Corolario 3.4.9

O

Noétese que el cambio de altura -[z(D)] también nos da el mismo resultado,
sin embargo el cambio de altura -[—z(D)] resulta més conveniente como veremos
mas adelante.

Las siguientes proposiciones son de gran utilidad a la hora de calcular la
homologia de Khovanov.

Proposicion 3.4.15. Si V y W son espacios vectoriales graduados y C =
(C%,d") ez es un complejo de cocadenas tal que para cada i € Z se tiene que
C' es un espacio vectorial graduado y d’ es un morfismo homogéneo de grado 0
entonces

L (VD) {m} = V{l +m}.
2. (Ve W){i} = V{lt e W{i.

3. Hi(Cll}) = Hi_,

(©).

4. Hi(C[s)) = HI=*(C).
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Demostracion. Los primeros dos incisos son directos de la definicién.
Para el tercer inciso:

H(C{1}) =ker (d' : (C'{1}); — (C™H{1});) fim (&'« (C*7H{1}); — (C'{1});)
—ker (d': C1_y - CiFY) fim (@71 O - €Ly
=H;_,(C).

Finalmente:

Hi(CJs]) = ker(d[s]') /im(d]s]"
= ker(d'™*) /im(d' %)
=H"°(C).
O

Ejemplo 1: Consideremos el diagrama sin cruces del nudo trivial. Es claro
que la parte no trivial de C(Q) es

0—[0]°=V —=o.
Por lo que las componentes homogéneas no triviales son
H2,(0) = (X)
HI(O) = (1).

En la siguiente tabla representamos a la homologia de Khovanov. Cada columna
indica la altura y cada renglén el grado.

1o

1 (1)
1 [ (X)

Ejemplo 2: A continuacién mostramos un digrama de un enlace orientado
L, conocido como enlace de Hopf, y su cubo de estados.

LC@ 10@

J

00 / \ 11
(D) GO
K /

B0
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Sustituyendo los estados por sus espacios vectoriales asociados y las flechas
por sus funciones correspondientes obtenemos el complejo de cocadenas [L].

V{1}
Vev ; @ (Ve V){2}
i \V{l}%

!
!
|
|
|
|
|
|
|
A\

e 0

[ L]

donde

[L]°=VeV [L]'=(VeV){1} [L]?=(VeV){2}
d’(a®b) = (m(a®b),m(a®b))
d*((a,b)) = —A(a) + A(b).

Como en el diagrama ambos cruces son negativos entonces z(L) =2y y(L) =
0, por lo que el complejo de cocadenas de Khovanov de L es

C(L) = [L][=2]{—-4}
de donde
C(L)?=VeV{-4} C(L)"=VaV{=3} CL)"=VeV{-2}.
La (—2)-ésima homologia de Khovanov de L es
H2(L) = HO([L]){—4} = ker(d’) =ker(m) = (1® X - X ® 1, X ® X){-4}.
Asf las componentes homogéneas de H~2(L) distintas de 0 son
HAL)=(10X -X®1)
H-2(L) = (X ® X).
Para calcular la (—1)-ésima homologia de Khovanov nétese que
H L) = HY([L]){—4} = ker(d")/im(d") = 0 pues d° es suprayectiva.
Finalmente

HO(L) = H*([L]){—4} = ker(d?) /im(d")
ker(d?) = (VoaV)=(1X+X®1,X®1,X®X,1x1){2}
imd)=(12X+X®1,X ®X){2}.
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Por lo que H3([L]){-4} = (X ® I, 1@ ){2}{-4} = (X ® 1,1 ® 1){-2}.

Asf las componentes homogéneas de H°(L) distintas de 0 son

HO (L) = (X ®1)
HI(L) = (1®1).

En la siguiente tabla mostramos la homologia del diagrama anterior,
entendiendo que tanto los renglones, las columnas y los recuadros vacios
corresponden al espacio vectorial trivial.

U ) 1 0
j

0 I®1)
) X®1)
1 | leX—-Xol)

6 X ®X)

Ejemplo 3: A partir de la Figura 2.2 podemos obtener el complejo de

Khovanov del diagrama 7" del nudo trébol Asi

vigy 2. vers)
/ ) }/ . wd
ve2(s} V{4} V@“{ ) D ves(e)
Vi4} V®2{5}
0 ey — ey dl ey —2 ey 0

d’(a®b) = (m(a®b),m(a®b),m(a®b))
d*((a,b,¢c)) = (=A(a) + A(b), —A(a) + A(c), —A(b) + A(c))
= (A(b - ) Alc—a),Alc—b))
Pa®bcde® f)=Aa)®b—dia(c®d) +e® A(f).
Donde
da(XX)=XX®X

)=
dia(Xe)=X®1eX
d,1(1X) =10 XX +XX®1
dia1(101) =11 X +X®1x®1.

Procedamos a calcular las homologias.

HOT) = ker(d®) =ker(m) = (1 X - X ®1,X ® X).
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Considerando el cambio de grado obtenemos

HIT)=(1X - X®1)
HUT) = (X ® X).

Como A es inyectiva tenemos que
(a,b,c) € ker(d') @ a=b=c
Por lo que ker(d*')
1

Pero vemos que (1,
Por lo tanto

=((1,1, )v(XvX&X»'
L) =d'1®1)yque (X,X,X) =d(1®X).

HY(T) =0.

Debido a que dim(C(T)?) = 12 y dim(C(T)?) = 8 es un poco complicado
calcular el resto de homologias. Este proceso puede simplificarse usando que
todos los d* tienen grado cero.

Asi definamos dj» = di|C(T)1g y calculemos directamente
J

Py ker(d})
7 (T) im(djfl)

Vemos que
C(T)} =VE{3h =V = (X ® X)

Siguiendo el mismo procedimiento obtenemos:

CT)3=(1X,X®1)

CM)Y={1®1)

C(T); = (X) ® (X) ® (X)

C(T); =) (1)e 1)
CTE=(X®X)®(X®X)d(X®X)
cMi=(leX,Xeohe(leX,Xol)e(1leX,Xal)
CTE=(1ohe(leh)a(lol)
CMi=(X®X®X)
CTE=(10X0X,X0loX,X®X®1)
CTRE=(1012X,190X01,X211)
CTy=(1e1el).

Mientras que el resto de las componentes son 0.
Dichos espacios forman los siguentes complejo de cocadenas:
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0 co(T) 0 0 0 0
dg dj 3 )
0 C3(T) C3(T) —— C3(T) c3(T) —— 0
ds dg d2
0 C2(T) C3(T) —— C3(T) —— C3(T) —— 0
d2
0 0 0 C2(T) —— C3(T) —— 0
0 0 0 0 C3(T) —— 0

Calculemos H3(T).
Para j = 3:
M (X ® X,0,0) + X2(0, X ® X,0) + A3(0,0, X ® X) € ker(d?)
S0=d*MX X, X ® X, \3X ® X)
= MAX)® X — Aadia (X @ X) + A X @ A(X)
=AM XXX - XXX +XX®X
= ()\1 —/\2+/\3)(X®X®X)
S Ao = A1+ As.
Asi
ker(d3) = {\(X ® X,0,0) + (A1 + A3)(0, X ® X,0) + A3(0,0, X ® X)|\1, A3 € Q}
={MX X, X®X,0)+ 2300, X @ X, X ® X)|A\1,\3 € Q}
= (XX, X®X,0), (0, X2X,X®X)).

Noétese que
d'(=X,0,0) = (A(X), A(X),0) = (X ® X, X ® X, 0)
d'(0,0,X) = (0,A(X),A(X)) = (0, X ® X, X ® X).
Por lo tanto
H(T) = 0.
Para j =5:
AM(1®X,0,0)+ A(X ®1,0,0) + A3(0,1 ® X,0) + M\y(0, X ®1,0)
+25(0,0,1® X) + X6(0,0, X @ 1) € ker(d?)
si y solo si
FA(1RAX)) +X(X®A(1)) =0

si y solo si

MIIX@X)+M(X@1I0X)+ X X)) -1 X0X)-3(XX®1)
“MXR1X)+ 10 XX)+ XX R10X)+ XX ®0X®1)=0
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si y solo si
M=+ XX +ANM - M+X)XR13X+N— A3+ X)XRX®1=0

si y solo si
AM—A3+A5=0
A=A+ X=0
A2 — A3+ X =0.

Aplicamos operaciones elementales sobre los renglones de la matriz asociada a
dicho sistema de ecuaciones.

10 -1 0 10 00 -1 1 1 -1
10 0 -1 0 1210 0 -1 0 1
01 -1 0 01 01 -1 0 0 1
00 -1 1 1 -1 001 -1 -1 1

ol g9 -1 00 1|1 00 -1 0 1
01 0 -1 -1 2 010 -1 -1 2

100 -1 0 1
- 10 1 0 -1 -1 2
001 -1 -1 1
Como det (é g §> = 0 entonces A4, A5 v Ag pueden tomar cualquier valor en
Q mientras que
Al =M — g
Ao = M+ A5 — 22X
A3 =X+ A5 — Xg.
Asi

ker(d2) = { (M — X6)(1 ® X,0,0) + (Mg + X5 — 2X6)(X ® 1,0,0)
+ (A + A5 —X6)(0,1® X,0) + X4(0, X ®1,0)
+25(0,0,1® X) + X6(0,0, X ® 1) | Ay, A5, A € Q}
={MIX+XL1X4+X®1L,0)+XL,1X,1X)
+ (10X -2X®1,-10X,X ®@1)| A1, Xs5, 26 € Q}.
Sean

u=12X+X®1,1X+X®1,0)
v=(X®1,1®X,1® X)
w=(-19X-2X®1,-19X,X®1).

Calculemos im(d}).

d'(1,0,0) = (A(=1),A(-1),0) = -1 X+ X®1,1® X + X ®1,0)
d'(0,1,0) = (A(1),0,A(-1) = (1 X+ X®1,0,-10 X - X ®1)
d'(0,0,1) = (0,A(1),A(1)) = (0,1 X + X 1,1 X + X ®1).
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Como d'(0,1,0) = d*(0,0,1) — d*(1,0,0) entonces

im(ds)

(1 X+XL1IeX+X®1,0), 0,1 X+X®1L1IX+X®1))
= (u,w + u + v).

Haciendo un cambio de base tenemos
ker(d2) = (u,v,w + u + v).

Por lo que
H2(T) = (v) = (X ®1,1® X,1® X)).

Para j =7:
AM(1®1,0,0) + X2(0,1® 1,0) + A3(0,0,1 ® 1) € ker(d?)
si y solo si

0=MA1)®1—Adi1(1®1) + 31 @ A(1)
=Ml X@1+MX1l0l-MeleX - hXelel
+3leleX+leX®l
=M +A)IXR1+ M- A)XR1Iel+A-A)leleX

si y solo si
A1+ A3=0
A=A =0
A3 — A2 =0
siysolosi Ay = Ay = A3 =0.
Por lo tanto
HE(T) = 0.

Finalmente calculemos H3(T).
Como C(T)* = 0 entonces

H(T) = C(T)3 /im(d5).

Para j = 3:
im(d3) =(X®@X®X)=C(T)3 = H3(T)=0

Para j =5:
Notemos que
PX®1,0,0)=XX®1

d?0,-X®1,0)=X®10X
d*(0,0,1®X) =10 X ® X.
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= im(d2) = C(T)3. Por lo tanto

Para j=T:
Sean
Vemos que

HE(T) = 0.
u=1®1x X
=1 X ®1
w=X®1x1.

P11,0,00=10X@1+X®101=v+w
d?0,11,0)=-1®19X -X®1®1l=—u—w
d*(0,0,11) =101 X+10X®1=u+v.

Ademids C(T)3 = (u,v,w) = (u +v,v,v + w).
Por otra parte,

im(d2) = (u+v,v +w, —u—w) = (u+v,v+w, (u+v)+ V+w) —u—w)

= (u+v,v+w,20) = {u~+v,v + w,v).

Por lo tanto

HE(T) = 0.

Finalmente como C(T)3 = 0 entonces

HIT)=(1o1al).

La tabla de dicho diagrama es la siguiente

1

0

1

I1e1)

(X®LI®X, 10 X))

= W] O | ©

IeX X1

(X ®X)
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CAPITULO 3. HOMOLOGIA DE KHOVANOV



Capitulo 4

Invarianza de la Homologia
de Khovanov

La meta de este capitulo serd probar el siguiente

Teorema 4.0.1 (Teorema de Khovanov). Sean D y D’ diagramas de enlaces
orientados que difieren por una sucesion de movidas orientadas de Reidemeister

entonces Hi(D) = Hi(D') Vi, j € Z.

Para demostrar el Teorema de Khovanov analizaremos el corchete de
Khovanov de un diagrama antes y después de aplicar cada tipo de movida
orientada de Reidemeister, compararemos sus homologias y encontraremos
isomorfismos entre ellas, salvo que los espacios isomorfos no poseen los mismos
indices 7, j. Finalmente verificaremos que al aplicar los cambios de grado y altura
empleados en la definiciéon del complejo de Khovanov se ajustaran dichos indices
para que coincidan.

Para esto primero veremos algunas definiciones y resultados ampliamente
conocidos.

Definicién. Una sucesién (A™,d™),cz de espacios vectoriales A™ y funciones
lineales d™ : A™ — A"T! es exacta si y solo si Vn € Z se cumple que ker(d") =
im(d™1).

Lema 4.0.2 (Teorema del Zig-Zag). Sean C,D y E complejo de cocadenas.
Sif:C—Dyg:D— E son morfismos de complejos de cocadenas tales que
para cada n € Z la sucesion

0sor I pr o pn g
es exacta entonces existe una sucesion exacta
<o H"YE) - H"(C) - H"(D) - H"(E) — H""(C) — ---

La demostracién de este lema puede hallarse en [13].

99
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Corolario 4.0.3. Si C'y D son complejos de cocadenas y f : C — D es un
isomorfismo de complejos de cocadenas entonces H™(C) = H"(D) Vn € Z.

Demostracion. Tomando E™ = 0 para todan € Z y g™ la funcién constante 0.
Por el Teorema del Zig-Zag para cada n € Z obtenemos una sucesion exacta
0 — H™"(C) — H™(D) — 0, lo que implica que H"(C) =2 H"™(D). O

Definicién. Sea C' = (C™, d%)nez un complejo de cocadenas. Un subcomplejo
de C es un complejo de cocadenas B = (B™,d%)nez donde para cada n € Z
se tiene que B™ es un subespacio vectorial de C™ tal que d"(B") C B"*! y

Por simplicidad, y mientras no haya riesgo de ambigiiedad, escribiremos d™
para referirnos tanto a dj como a dg. También usaremos la notacién B C C
para decir que B es un subcomplejo de cocadenas de C.

Definicién. Sea C' un complejo de cocadenas y B C C. Definimos el complejo
cociente (C/B)" = C"/B" y " : (C/B)" — (C/B)"*! dada por §(x + B") =
dn(.’II) _|_Bn+1.

Es fécil ver que §™ estd bien definida para toda n € Z pues
r+B"=y+B"=x—yeB"=d"(z)—d"(y) € B"™
= d"(z) + B"T! = d"(y) + B".
Ademéds Vn € Z
"o " (x + B™) = d" T (d"(x) + B"T') = d" T (d"(x)) + B"?* = B" 2

el cual es el neutro aditivo de C"*+2/B"+2,
Por lo tanto C/B = ((C/B)™,0™)nez es un complejo de cocadenas.

Lema 4.0.4. Sea C un complejo de cocadenas y B C C' un subcomplejo de
cocadenas.

1. Si H*(B) =0 Vn € Z entonces H"(C) = H"(C/B) Vn € Z.
2. Si H"(C/B) =0 Vn € Z entonces H"(C) = H"(B) Vn € Z.

Demostracion. Para cada n € 7Z tomamos " : B"™ — C"™ la inclusién y
p" : C™ — C™/B™ la proyeccién que a cada elemento de C™ lo envia a su clase
en el cociente.

Asi i = (")nez ¥ p = (p")nez son morfismos de complejo de cocadenas tales
que para cada n € Z la sucesién

0—>B"i>0"p—n>(]"/B"—>0

es exacta.
Aplicando el Teorema del Zig-Zag existe una sucesion exacta

.= H"Y(C/B) - H"(B) - H"(C) - H"(C/B) = H"™(B) — - -
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1. Si H"(B) = 0 ¥n € Z entonces para cada n € Z tenemos una sucesiéon
exacta

0— H"(C)— H"(C/B) =0
obteniendo un isomorfismo de H™(C') a H"(C/B).

2. Si H"(C/B) = 0Vn € Z entonces para cada n € Z la sucesién exacta

queda
0— H"(B)— H"(C)—0

lo cual nos da un isomorfismo de H"(B) a H™(C).

4.1. Movidas de Tipo I

Sean
D=1 Dy =& Dy =52

Los diagramas Dy y D; corresponden, respectivamente, al suavizado de tipo

0 y de tipo 1 del cruce mostrado en Q.
Supongamos ademas que dicho cruce sea el primero de D y que el orden en
los cruces de Dy y D; son coherentes con el orden de los cruces de C.

Sean S(D), S(Dyp) y S(Dy) los estados de D, Dy y Dy respectivamente.
Hay una correspondencia biunivoca entre S(D) y S(Do) U S(D1) dada de la
siguiente forma:

Cada estado o’ € {0,1}"~! de Dy corresponde al estado 0a’ de D mientras que
cada o’ € {0,1}"~! de D; corresponde al estado 1o’ de D.

Supongamos ademés que se tiene el mismo orden en los circulos de los estados
relacionados bajo dicha correspondencia.

Notése que para obtener estados idénticos el niimero de suavizados de tipo
1 realizados sobre D; debe ser 1 menos que el nimero de suavizados de tipo 1
realizados sobre D por lo tanto, bajo alguna permutacién sobre la suma directa,
podemos suponer que

[DI" = [Do]" & [D:]" {1}

Convencién: En general podriamos decir que [D]? =2 [Do]* @ [D1]* {1},
la igualdad resulta de haber considerado los 6rdenes precisos. Esto es posible
debido a la proposicién 3.4.11.

A partir de ahora cada que escribamos una ecuacién que involucre corchetes
de Khovanov convendremos en que se han elegido los 6rdenes favorables que
propicien la igualdad.

Nombremos d?, dj y di a los morfismos de los corchetes [D]?, [Do]* v [D1]*
respectivamente.

Cada flecha £ en el cubo de estados de D aparece como 0§ en el cubo de estados



62 CAPITULO 4. INVARIANZA DE LA HOMOLOGIA DE KHOVANOV

de D y cada flecha ¢ en el cubo de D; aparece como 1( en el cubo de D por lo
que en d' aparece df) y —dlfl.

El resto de flechas del cubo de D son aquellas que unen cada estado O« con
un tnico la para cada a € {0,1}""1. Dicha flecha corresponde a una fusién,
por lo que le asociamos a una funcién m.

Todo esto se resume en el siguiente diagrama

di72 i difl ; dz ) diJrl
[D] [D] [D]+
A | , [ . l .
di—? - dy! _ d " ditt
[Do]" [Do]" [Do]*

K o %‘ . X’ - &A
TS [D]-2{1} i (D1} i [[Dl]]i{l}_—di>"'

Dicho diagrama se puede a su vez codificar en el siguiente

[Do] m

[Da][1{1}

el cual no debe leerse como si m fuera un morfismo entre ambos complejo de
cocadenas, sino que indica la presencia de un m conectando ambos complejo de
cocadenas en cada altura.

A continuaciéon emplearemos un razonamiento no dependerd de las
graduaciones dadas asi que por el momento vamos a obviarlas.

Como cada cuadro es anticonmutativo se cumple que
mody ' = —(—di om) =d;" om. (4.1)

Notemos que

D]’ = [2] = V&[]

Supongamos ademaés que el circulo mostrado en O esel primero en el orden

de cada estado de Dy.

Puesto que df, actia como la identidad en el primer factor tensorial mientras
que en el resto de factores tensoriales coincide con el morfismo [~]? — [ ~]!
al cual, con fines de simplificar la notacién, también llamaremos dj).

Sea C = [D].

Por lo anterior C' es de la forma
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Id®d:?  Ideditt Id®d: o Ideditt
. O Ve[~ —2 VR [A] % Ve [~]t 0, ...
m
. K o K @ m
: [Di]—2 : [Di]? . [D:]° .
—di? —di? —di”! —dy

Bajo estas convenciones la Ecuacién 4.1 se convierte en la siguiente

mo(Id@dy ') =d " om. (4.2)
Sea C’ igual a:
Id®di? o Idedi! - Id®d: L Hdedit
. (@[] (D)@ [A] L ()@ [~ :
m
\ © K © \ o) m
[Di]"? : [Dy] ! [D1] :
di”? —di? di” —di

con las flechas restringidas apropiadamente.
Es claro que C’ C C.
Notemos que en m : (1) @ [~]* — [D1]* es un isomorfismo.

Mostraremos que H'(C”) = 0, para esto nos basta ver que
ker(d'|c/) € im(d" o).

Sea (1 ® u,v) € ker(d").
Asi

0=d'(1®u,v)=1@du),mleu)—d () =0du),u—d " (v)).

Por lo que
0=u—d " (v)
=m(l@u) —d (m(l®wv)
=m(l®u)— (d om)(1®w)
=m(l®u)—mo(Idady ') (1®wv) por la Ec. 4.2
—m(l @ u) - m(l @ di ()
=m(leu—1ed;*(v)

Como la restricciéon de m a C’ es inyectiva concluimos que

1@u—-1@d, '(v)=0=10u=1xd, *(v).
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Mediante un célculo directo verificamos que
A (1®v,0)=(1@dy ' (v),0—dy*(0))
=(1®dy ' (v),v)
(1®wu,v).

Por lo tanto (1 ® u,v) € im(d*~1).
Aplicando el Lema 4.0.4 concluimos que H*(C) = HY(C/C") Vi € Z.

Se observa que C//C’ es de la forma

Id®d}
—

(X) @ [~]F — ...

Pt 1B Xy @ [A]

Por lo que si para cada ¢ € Z se define
Xy e~ = [~
XQu+—u

obtenemos un isomorfismo de cadenas C/C’ — [~].
Aplicando el corolario del Teorema del Zig-Zag tenemos que

H'(C/C') = H'([A]):

Por lo tanto H'(C) = H ([ ~])-
Ahora volvamos a tomar en cuenta las graduaciones. Todos los morfismos

empleados tienen grado 0 excepto por los f? que tienen grado 1 por lo que para
cada j € Z tenemos un isomorfismo entre H}(C) y Hi 1 ([~])-

Por lo tanto
1 (Q)y=H'" (
= Q)
i+z()
- j+2r(m)*y(m)*1(o)

(@)

itz( )

=H (I~D

T 2e( ) -y

4.2. Movidas de Tipo 11

Sean

D=7 Doo =)< Do =)0OC(
Do =< D =2(

Siguiendo el razonamiento anterior se cumple que

[DI" = [Dool" @ ([Dor]**{1}) & ([D10]*'{1}) & ([D1:]"?{2}).
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Mientras que

di (u’ v, w, Z) = (dE)O (U')7 A(“)—dfﬂl(v)> iO (u)_dllgl(w)a m(v)_dllil(w)+dll;2(2))

donde dog,dp1,d19 ¥y di1 son las funciones que conforman a los complejo de
cocadenas [Doo], [Do1], [D10] v [D11]. Mientras que d.g es la suma sobre todas
las
a € {0,1}"2 de las funciones que corresponden a las flechas Spoq — S10a €n el
cubo de estados de D.
Sea C' = [D].

C queda codificado por

[Do1][1]{1} [D11][2]{2}
A *dl*
[Doo] [D1oll[1]{1}

*0

Para recuperar C a partir del cuadro anterior colocamos horizontalmente
los complejo de cocadenas que lo conforman, realizamos sumas directas
verticalmente y conectamos los distintos renglones mediante las funciones
indicadas (agregando los signos necesarios).

Asi obtenemos

di—2 ) di—l ) di di+1

2 (D]
|| [ ||
HDOO]]ifl 3

NN
Ny

Do, [Doa] 1
\ {1} \[[A -1} ——1[D eﬂa
\ \\ \ ®

.. — [Du]" {2} [Du] {2} —— [Du] {2} —— ...

//7*?

Ademis siguiendo las convenciones usadas en la prueba de la movida de Tipo

[Doo] = [D11]

[Do] ' =Vo D" = V& [De]
dit =Ildedit
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Asi
C' = [Dool’ @ (V @ [Dool)' ™ {1} ® [D1o] {1} ® [Dool 2{2}.

Sea V @ [Doo] = (V @ [Doo]’, Id @ diyy)icz-
Podemos describir a C como

m

(V@ [Dool) [1]{1} [Doo][2]{2}

N |-a.

[Dool [Dio][1{1}

*0

Sea C' igual a

m

((1) ® [Doo]) [11{1} [Doo]l[2]{2}

| |

0 0

Es decir
(€)' =0 ((1) @ [Doo]) {1} ® 0@ [Doo]2{2}.

Mientras que las funciones es (C’) son las de C restringidas apropiadamente.
Es obvio que ¢’ C C. Ademds, siguiendo el razonamiento usado en las
Movidas de Tipo I, H(C") =0 Vi € Z.
Aplicando el Lema 4.0.4 concluimos que H'(C) = H(C/C").
El cociente C'/C’ queda dado por

((X) ® [Doo]) [1{1} ———— 0
A

[Dool

[D1o] [1{1}

*0
Aqui A representa la composicién de
i A i— i i—1) h i
[[Dooﬂ —V® [[DQQH 1 i) (V@ [[DOO]] 1)/(<1> X [[Doo]] 1) — <X> ® [[Dooﬂ 1
donde p es la proyeccion candnica en el cociente y h es el isomorfismo dado por

h(X®v+ (1) ®[Doo] ™) = X @0.
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A a su vez actiia como Id en todos los factores tensoriales de [Dgg]*~! excepto
en uno en el cual actiard A de la siguiente manera

A(X) = h(p(A(X))) =h(p(X ® X)) = (X @ X + (1) ® [Doo] ") =X ® X
A =h(p(AM)) =h(p1 X +X@1)=h10X +X @1+ (1)@ [De]* )
(X ®1+ (1) ® [Doo] ™) = X ® 1.

Por lo tanto A es un isomorfismo en cada altura.

Notemos que [>X] aparece dentro de C pero con signo opuesto y desplazado
en grado y altura. A continuaciéon buscaremos subcomplejos convenientes y
realizaremos cocientes hasta llegar a un complejo de cocadenas B que sea
isomorfo a [>X][1]{1} y que cumpla H}(B) = H;(C/C").

Esto implicarfa que Hi(C) = H}(B) = H{11([X]) y por lo tanto

Jj+1
i~ i+ (/X)
(o) = H c
3 (20) j+2z(‘/l)*y(7i)( )
_ Hz’+z(X)+1 (C)

J+2e()+2-y () -1
~ Hi+m(X) ~
j+2z(Z)*y(X)([[ )
=H; ().
Para llegar al complejo de cocadenas B exiten dos métodos, uno de ellos es muy
sencillo, el otro a pesar de ser mas elaborado nos servird en la prueba de la
invarianza bajo movidas de tipo III asi que lo llamaremos método 1til.

Con fines de simplificar la notacién suprimiremos los simbolos que indican
cambios de grado.

Método sencillo

Sea C" C C/C’ dado por

0—0

]

0 [Dio][1]{1}

Notamos que (C/C")/C" queda de la siguiente manera

((X) ® [Dool) [1{1} ——— 0

| |

[[Doo]] 0
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Como A es un isomorfismo, se cumple que H}((C/C")/C") = 0 para toda i € Z,
por lo que aplicando el Lemma 4.0.4 concluimos que H(C") = H(C/C").
Dado que todos los morfismos empleados tienen grado 0 concluimos que
H]Z:(C”) = H}(C/C”).

Por lo tanto B = C” es el subcomplejo de cocadenas buscado.

Método util

Para simplificar la notacién llamaremos d* al morfismo inducido en el
cociente C'/C’. Dicho complejo se ve de la siguiente forma

di72 difl dz diJrl

(C/cry (c/cry (c/cry+
o || 1_ ||

. d . d )
- [[Doo]]l_l jo [[l)oo]]Z ® [[DOOHH—l T’ .

. ———(X) ® [Doo]"? (X) ® [Doo]* (X) @ [Doo]" ———

C_Idedig® —Id®odig® —Idodig® —rdedig?
diEZ &) dia T b di()\k (&) di-gx
i—2 i1 i
i—3 [[Dlo]] i—2 [[Dloﬂ i—1 [[Dloﬂ i
—dig @ —dig @ —djo @ —dig
0 0 0

Como los cuadros son anticonmutativos se cumple que
dyg o dyy' = dyg' odig ' (4.3)
-1
SeaT=dso0A . -
Siendo més precisos, para cada i € Z tomamos 7° = di, o (A) ~!. Dicha funcién
queda dada por
T <X> & [[Dooﬂl — [Dlo]]l
X ®@v s diy(v)

Sea. A1 = {(v, 7 (0))o € (X) ® [Doo] ).

Definamos (C")" = [Dgo]* ® A* @ 0.

Para ver que C""" C C/C" debemos verificar que la restriccién de d* a C"”
estd bien definida. Esto es, dado (u, X ® v, 7" 1(X ® v),0) € (C"')" hay que
probar que d'(u, X ® v, 7"} (X ®v),0) € (C")"+1.

En efecto

d'(u, X @ 0,7 HX ®0),0) = (dig(u), A(u) — X @ dfy" (v), dio(u) — dip" (7' H(X ®v)),0)
= (dio(u), X @ u— X @ diyy" (v), dip(u) — dig ' (dig" (v)),0).
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Sea B =X @u— X ®@dy"(v). Es claro que B € (X) @ [Doo]".
Ademas
(B =T (X @u—X@dy' (v))
= (X ®@u) ~ (X ®@dy' (v))
= dig(u) — dyo(dgg ' (v))
=dig(u) —diyt(diyt (v)) Ecuacién (4.3).

Por lo tanto
d'(u, X @, 77X ®v),0) = (dyo(w), B, 7°(8), 0) € ("),
Ahora mostraremos que H*(C"") = 0 para toda i € Z.
Sea (u, X @ v, 7" 1(X ®v),0) € ker(d?).

Esto implica que

0=X®u—-X®dy'(v)=0=X® (u—dy'(v)

=0=u—dy'(v)=u=dy" (v
Como v € [Dgo]*~* entonces (v,0,0,0) € (C")i~ Ly
d! ('Uv 0,0, O) = (df)Bl (U),Z(U), dial (U>7 0)

= (u, X @v, 71X ®0),0).

Asi ker(d") C im(d*~'). Por lo tanto H*(C"") = 0.
Aplicando el Lema 4.0.4 concluimos que H*(C/C") = H'((C/C")/C"").
Sea C//// — (C/C/)/C///.

Notemos que
(8,0) + A" = (8,0) — (B,7(B)) + A = (0, —7(8)) + A".
O sea que en el cociente la clase de (8,0) coincide con la de (0, —7(5)).

Abusando de la notacién diremos que en el cociente f = —7(8) y lo
representamos graficamente de la siguiente manera

BG <X>®[D01]] 0

B
[ M

0 v € [D1o]

Una descripcién explicita de C"" es la siguiente
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(C////)i (Cl///)i—‘,—l
0 0
@ } ®
L, (X8eIDe] HelDw) "t _ 9" | (X)e[De])elDw]
N - 0]
® ®
0 0

donde §% es la funcién inducida por (—Id ® déal, fdigl) en el cociente. Por lo

tanto si se define B* = (<X>®[[DOO]]I¢1)€B[[D1°]]FI entonces claramente el complejo
B = (B",§%);cz es isomorfo a C"".

Sea (8,7) € ((X) ® [Doo]" ") @ [D1o]" "
Tomando 7' = v — 7(8) obtenemos

(B.7) + A" = (8.7) = (B,7(B)) + A" = (0,7 = 7(8)) + A" = (0,7') + A",
Ademss si (8,7) + A" = (0,7”) + A para algtin v € [Dy0]*~! entonces
/ 1"

(0,)+A = (0,7/)+ A" = (0,7 =7V €Al =~ 4" =7(0) =0=~" =~".

Por lo tanto, para toda (3,7) € ({(X)®[Doo]* ') @ [D1o]* ! existe una tinica
v € [D1o]*~! tal que la clase de (B,7) en B coincide con la clase de (0,7").
De esta forma se tiene que

3 ((B7) +A) =07 ((0,9) + AT) = (0,—di (7)) + AT (4.4)
Sea f%: B* — [D1o]"~* dada por
By +AY) = (1) = (=1)'(y = 7(B)).
Nétese que f* es lineal pues 7 es lineal y por lo tanto

S((Brym) + A"+ e((B2,72) + AY)) = 2 ((By + B2, + ¢12) + AY)
(=1)* (71 + ev2 — 7(B1 + cB2))
(1) (71 — 7(B1) + cv2 — e7(B2))
(-1

D' (n = 7(81)) + e(=1)" (2 = 7(B2))
F((Brm) + A + ef (B2, m) + A7) .

Es claro que f es suprayectiva puesto que para cada v € [D1o]*"! se cumple
que f*((0,(=1)"y) + A7) = .

Ademds f es inyectiva ya que si 0 = f*((8,7) + A") = (=1)'(y — 7(B))
entonces v = 7(3) y por lo tanto (83,7) € A*.
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Adicionalmente se tiene que

dig’ o 1 ((B,7) + AY) = dip' o f1((0,7) + A7)
=dip (1))
= (~1)'dyg' (7)
= (1) (=dip' (7))
= fH(0,~dip (7)) + AT
= fitlo gt ((ﬁ,’y’) + Ai'H) Por la Ec. (4.4).
Es decir, para cada ¢ € Z el siguiente diagrama conmuta

%

Bz‘ Bi+1
fzk kfiJrl
[Do]*t Y [Dyo]*t
10

Asi f = (f%)iez es un isomorfismo de complejos de cocadenas. Reconsiderando
las graduaciones, obtenemos que cada f*: B* — [D1o]*~*{1} es de grado 0. Por
lo que H}(B) = H;:%([[Dlo]]) concluyendo con esta parte de la demostracién.

Como resumen podemos decir que las movidas de tipo II desplazan la
homologia del corchete, pero al realizar los cambios de altura y de grado
empleados en la definicién del complejo de cocadenas de Khovanov notamos
que dichos desplazamientos se compensan. Es por esta razén que se prefirié
elegir el desplazamiento -[—x(D)] en vez de -[z(D)]

4.3. Movidas de Tipo III

Puesto que tanto xz(D) como y(D) se preservan bajo movidas de Tipo III,
entonces en lo que resta de la prueba obviaremos los cambios de grado.

Sean Dy y D5 diagramas de enlaces que difieren solo por una movida de tipo
IIT y que poseen un orden en los cruces tal que aquellos cruces involucrados en
la movida sean los primeros tres en el siguiente orden indicado

\1 2f—\3
D=5 Dy =
> 3 i

Supondemos que el resto de cruces de D; estan ordenados de forma idéntica
a los de D,.

Para cada (ay,az,as) € {0,1}3 sea D1 4, 4,4, €l diagrama obtenido al realizar
un suavizado de tipo a; en el i-ésimo cruce de D;.
Anélogamente se define D3 o, q,a5-
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L

U —dyqey \/ AT —dz1m
D S N

[211m] [D1u] [Dz21m] [D2111]

-dp 1 V’ / —da1 V //
1,112 211>

\ v J
A R

—d110 M d1,11 N EERTT) dar11
[21,100] T [D1,110] [Dz,100] Do [B5.110]
X d1,0m \5 da0m1 )
s
[D10m] di#10 [210u] [P2.00m] dZ,*lO [D2m1]

e Rm R

[21,000] [B1,010] [D=,000] [D2,010]

Figura 4.1: A la izquierda se muestra [D] y a la derecha [Ds].

Sean Cl = [[Dl]] y CQ = [[DQ]]

Siguiendo las convenciones empleadas con anterioridad tenemos que Cj y
C5 quedan codificados en la Figura 4.1 donde por simplicidad se han omitido
los cambios de grado y altura en cada vértice. Puede corroborarse que dicha
omisién no serd importante.

Obsérvese que en la Figura 4.1 las tapas inferiores de ambos cubos son
idénticas, mientras que las tapas superiores correponden a los corchetes de los
diagramas

~ \/r—\
ﬂ - ~
~—

-~

los cuales difieren por dos movidas de tipo II.

La estrategia para mostrar que C7 y C5 son isomorfos serd aplicar un método
analogo al de la prueba de la invarianza bajo movidas de Tipo II para obtener
dos complejo de cocadenas que tengan la misma homologia que C; y Cj,
respectivamente, y que sean isomorfos entre si.

Notemos que dj «01 = —di1,10+ ¥ d2,x10 = —d2,1+0. Estas funciones actian
como Id excepto en un factor en el que actiian como A. En breve, las llamaremos
A1y As. Sin pérdida de generalidad Cy y Cs pueden ser escritos de la siguiente
forma
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m

V & [D1,001] [D1,001] [D1110] [D1,010]
8 / RN
[D1,001] ‘ [D1110] [D1,010] ‘ V & [D1,010]
Ay
[D1,001] — [D1,011] [D1,001] —— |—— [D1,011]
7 e e Ay
[D1,000] [D1,010] [D1,000] [D1,010]
Cl 02
Consideremos los siguientes subcomplejos
(1) @ [D1,001] RS [D1,001] /(f yﬂDl,om]]
/
0 / T 0 [ 0 T’ (1) ® [D1,010]
[ P [H 0 | ) 0
0 % =
1 Cl

2

De forma andloga a la prueba de la invarianza bajo movidas de Tipo II
obtenemos que H*(C}) = 0 = H(C%) para toda i € Z y por lo tanto H*(Cy) =
Hi(C1/C}) y HY(Cy) =2 H(Cy/CY%). Dichos cocientes quedan

(X) @ [D1,001] 0 [D1110] 0
5 / e e
[D1,001] ‘ [D1,110] [D1,010] ‘ (X) ® [D1,010]
A
[[1)11,001]] — [D1,011] [D1,001] —— [D1,011]
7 e e Bo_~
[D1,000] [D1,010] [D1,000] [D1,010]
Ch/C4 Cy/CY

Ahora seguiremos tomando subcomplejos y cocientes andlogos a alguno de
los dos métodos empleados en la invarianza de movidas de Tipo II.
Un intento ingenuo es tratar de emular el Método sencillo para llegar a
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0 0 [D1110] 0
7 ;
0 / ! [D1,110] 0 1 0 /
[D1,001] —|— [D1,011] [D1001] —|— [D1,011]
e e e 7
[D1,000] [D1,010] [D1,000] [D1,010]

Sin embargo esto no serd posible debido a que las funciones verticales no
tienen por que coincidir y por lo tanto, en general, los complejos no seran
isomorfos. La razén principal por la que este método falla es que estos cubos
no son subcomplejos de Cy/C] y Cy/CY respectivamente.

Prosigamos emulando el Método ttil.

Sean T1 = 7d1,1*0 [¢] (E)il Yy T2 = 7d2,10* e} (Aig)il.
Consideremos los siguientes subcomplejos.

B1 € (X) ® [D1,001] 0 T2(B2) € [D1,110]
51 e g
[D1,001] ‘ 71(B1) € [D1110]|  [D1,010] B2 € (X) @ [D1,010]

0 0 0
/ 7 (‘) - . 7
C{Il C’é///

0

Ay

0

0 0

Puesto que para toda i € Z se tiene que H'(C}") = 0 = H*(C}') entonces
Vi € Z obtenemos

H'(Cy/C) = H' ((C1/CY)/CY") H' (C1/C1) = H'((C1/C1)/CY").

Al realizar los correspondientes cocientes obtenemos los siguientes cubos.
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fre(X)® [[Dl 001]] —7’ Y2 € [Da, 110]] /
0 I 7 € [D1,110] 0 i’ B2 € ( ® [D1010]
E . d2 «01
[D1,001] — [D1,011] [D1,001] —— [D1,011]
yd / / A/
[D1,000] [D1,010] [D1,000] [D1,010]

Bajo el cociente cada (81,71) € ((X) ® [D1,001]) @ [D1,110] se identifica con un
tnico (0,44).

De la misma forma cada (yz2, 32) € ((X) ® [[D1,001H) ® [D1,110] se identifica con
un dnico (4, 0).

Sea T la funcién que actia como la identidad en la tapa inferior del cubo y
que envia la clase de (0,7) en el primer cubo a la clase de (v, 0) en el segundo.
Es claro que T es lineal y biyectiva. Para mostrar que T es un isomorfismo
de complejos de cocadenas falta ver que conmuta con las funciones de ambos
cubos. Para esto solo serd necesario verificar que conmuta con las funciones que
conectan las tapas inferiores con las superiores.

Sea (u,v) € [D1,001] ® [D1,010]. Debemos demostrar que

T ([(A1(u),diw10(v)]) = [(d2001 (T (), Ao (Y(v)))] (4.5)

donde los simbolos [] indican su clase en el respectivo cociente.
Primero notemos que

T([A1(w), dix10(v)]) = T([(0, d1 w10(v) = 71 (A1(u)))])

=T ([(0,d1,410(v) + d1,140(u)])
[(d1,+10(v) + d1,140(1), 0)] (46)
[(d2,x01 (Y (w)), Aa(T ()] = [(d2,201(u), Aa(v))] '

[(dQ *01 u —TQ(AQ(’U)) 0)]
[

(2,501 () + d2,104(v),0)] .
Ademas, observando la Figura 4.1 notamos que

d1,x10 = d2,10%
dl,l*O = dQ,*Ol-

De donde obtenemos de inmediato que
d1510(v) + di10(u) = da 01 (u) + d2,10+(v).

Asi T es un isomorfismo de complejos de cocadenas.
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De esta manera concluimos la demostraciéon del Teorema de Khovanov.
Nétese que, siendo estrictos, el invariante no es el espacio vectorial H’ (D) sino

su clase de isomorfismo.

De esta manera, si L y T' denotan respectivamente a los diagramas del enlace
de Hopf y del nudo trébol empleados al final del capitulo 3 entonces las clases de
isomorfismo de sus homologias de Khovanov quedan resumidas en las siguientes
tablas:

;

NIEIEIL ) 0ol1]2]3
0 Q 2 Q
;) Q

1 Q g 5 Q




Capitulo 5

Propiedades de la
Homologia de Khovanov

Definicién. Sea L un enlace y D un diagrama regular de L. Se define la i-ésima
homologia de Khovanov de L como

H (L) =H' (D).
Sea D un diagrama con n cruces. Por contruccién es inmediato que

méx{i € Z|[D]' # 0} =n
min{i € Z|[D]* # 0} = 0.

Asi las i € Z tales que ’H;(D) # 0 se encuentran dentro del intervalo
[=x(D),n — z(D)].

Sea kp = mdx{ks]a € {0,1}"}, es decir, kp es el mdximo ndmero de
componentes conexas tomado sobre todos los estados de D.
Dado que todos V,, estan generados por productos tensoriales de 1 y X, entonces
méx{j € Z|3i € Zt.q. [[Dﬂ; # 0} = kp y se alcanza en los espacios generados
por 1 ® ... ® 1. Mientras que min{j € Z|3i € Zt.q. [[D]]; #0} = —kp y se
alcanza por X ® ... ® X.

Por lo tanto las j € Z tales que H’(D) # 0 estdn contenidas en

[=kp +y(D) = 22(D), kp + y(D) — 2x(D)].

Proposiciéon 5.0.1. Sea D un diagrama de enlace de n componentes.
Si j =n+1(mod2) entonces Ci(D) = 0.

Demostracion. Para cada estado «, las j-ésimas componentes homogéneas no
triviales de V¥« corresponderdn a j = kq.

Ahora consideremos una flecha S, — S3 del cubo de estados de L.

Primero notemos que ko = kg + 1(mod?2); es decir, paridad del ntimero de

7
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factores tensoriales alterna en cada altura.

Ademés |f| = |a| + 1 por lo que al realizar el cambio de altura empleado en el
corchete de Khovanov resulta que todas las j € Z tales que [D]} # 0 tienen la
misma paridad.

Finalmente, para calcular el complejo de Khovanov realizamos el mismo
cambio de grado sobre todos los [D]? concluimos que todas las j € Z tales
que C’; (D) # 0 para alguna ¢ € Z estdn en la misma paridad y ésta queda
determinada por cualquier estado de D.

Sea D’ un diagrama de enlace idéntico a D excepto por un cruce en el cual
el segmento que pasa por arriba en D pase por abajo en D’. Sin pérdida de
generalidad este cambio de cruce luce de la siguiente manera

A =X

Cada estado de D estd relacionado de manera biunivoca con un estado de
D' por lo que aplicando lo anterior tenemos que las 7 € Z tales que C; (D)#0
tienen la misma paridad que las que cumplen que C;-(D’ ) # 0.

Haciendo este procedimiento para una sucesién finita de cambios de cruces
podemos llegar a un diagrama ® equivalente mediante movidas de Reidemeister
a la unién de n circulos ajenos contenidos en R? y tal que las componentes
homogéneas no triviales de C*(D) tengan la misma paridad que las de C*(D).
Como H%(D) es isomorfo a un subespacio de Cj(D) tenemos que la paridad
de las componentes homogéneas no triviales de H; (D) coincide con la de "H;- (D).

Por el teorema de invarianza de la homologia de Khovanov

H (D) 2 HA(O...O) « n circulos

(Ve st i=0 (5.1)
{ 0 si i#£0

Para concluir, supongamos por reduccién al absurdo que existe una j € Z
tal que j =n +1(mod2) y Cj(D) # 0 para alguna i € Z.
Dado que todas las j-ésimas componentes homogéneas no triviales de C;(D)
estdn en la misma paridad obtenemos que C}(D) = 0 para toda i € Z y toda
j € Z con la misma paridad que n. Por lo que C’; (D) =0 para j = n(mod?2).
Asi 7—[;(@) = 0 para toda j con la misma paridad que n lo cual es una
contradiccién a (5.1). O

Corolario 5.0.2. Sea L un enlace de n componentes. Si j = n + 1(mod2)
entonces H' (L) = 0.

Definicién. Si K es un nudo orientado entonces representaremos con K al
mismo nudo pero con la orientacién opuesta.

Proposicién 5.0.3. Para toda i,j € Z se cumple que H;- (K) = ’H; (K).
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Demostracion. Esto es resultado de que el corchete de Khovanov es
independiente de la orientacién del nudo y de que en un nudo el signo de cada
cruce se preserva al cambiar la orientacién. O

Definicién. Sea L un enlace orientado con al menos 2 componentes y K
componente de L. Para D un diagrama orientado de L tomemos

= z(K,L—K) el nimero de cruces negativos en D que corresponden a cruces
entre la proyeccién de K y de L — K.

» y(K,L—K) el nimero de cruces positivos en D que corresponden a cruces
entre la proyeccion de K y de L — K.

Se define el niimero de enlace de K y L — K como

(K. L — K) = y(K,LfK);x(K,LfK)'

Proposicién 5.0.4. (k(K,L — K) no depende del diagrama.

Demostracion. Basta ver que lk(K, L — K) se preserva bajo movidas orientadas
de Reidemeister.

Primero observamos que las movidas de Reidemeister preservan las
componentes.

Ahora, como consideramos solamente cruces que provienen de la proyeccién de
componentes distintas entonces no sera necesario considerar las movidas de tipo
I.

Para las movida de tipo II, solo es necesario considerar aquellas que involucren
un arco de K y uno de L — K. Sin importar la orientacion, al realizar una
movida de tipo II se pierden (o se ganan) dos cruces, uno de los cuales es
positivo mientras el otro es negativo. Asi la diferencia entre nimero de cruces
negativos y positivos se preserva.

Como las movidas de tipo III preservan el nimero y signo de los cruces, estas
no afectan a lk. O

Proposicién 5.0.5. Sea L un enlace orientado con al menos dos componentes.
Sea K una componente de L. Sea L' = (L — K) U (K), es decir, L' resulta al
cambiar la orientacion de exactamente una componente de L.

Seal=Ik(K,L - K).
Para cada i,5 € Z se tiene

H; (L) = HiL G (L).

Demostracion. Sea D diagrama orientado de L. Sea D’ el resultado de cambiar
la direccién de los arcos en D correspondientes a la proyeccién de K. Asi D’ es
diagrama orientado de L.

Como el corchete de Khovanov no depende de la orientacién del enlace

[D1; = [D'T5-
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Ademas los signos de los cruces entre la proyeccién de K y la de L — K cambian
de signo mientras que el resto de cruces lo mantienen. Asi

z(D")=x(D)—z(K,L-K)+y(K,L - K)=u1z(D)+2l
y(D')=y(D)+z(K,L - K) —y(K,L—-K)=y(D)—2l.

i o i+x(D")
C(LY) = DT 2w g0

[[D/Hl-'rx(D +2l
j+2z(D)+4l—y(D)+21

=Ciia(L).

Como ademads las funciones entre los complejos son iguales, entonces

H;(L") =M 15(L).

Ejemplo:
Sean

La componente a la que le cambiamos la orientacién tiene niimero de enlace
Il = —1 con la otra componente. Usando la proposicién anterior tenemos que

Hi(L') =HZA(L).

Usando los célculos previos de la homologia de Khovanov de L, concluimos
que las componentes homogéneas no triviales de la homologia de Khovanov son

Hy(L)=Q  HIL)=Q
Ho(L)=Q  HZL)=Q.
5.1. Aplicacion al niimero de cruces

Definicién. El niimero de cruces de un enlace L es el minimo ntiimero de
cruces tomado sobre todos los diagramas de L. Lo de notaremos ¢(L).

Es claro que el ntimero de cruces es un invariante de enlaces.

En general resulta dificil calcular ¢(L) puesto que hay que demostrar que no
existe un diagrama de dicho enlace con menos cruces.

Denotemos por S5 al estado un diagrama D que resultan de aplicar en todos
los cruces un suavizado de tipo 0.
De forma parecida denotamos St al estado en el que en todos los cruces se hizo
un suavizado de tipo 1.
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Definicién. Un diagrama D de n cruces es +adecuado si para cada o €
{0,1}" tal que |a] = n — 1 se cumple que el estado S, posee una componente
menos que Sy.

Definicién. Un diagrama D de n cruces es -adecuado si para cada o € {0,1}"
tal que || = 1 se cumple que el estado S, posee una componente menos que
S5

Definicién. Un diagrama D es adecuado si es +adecuado y -adecuado.
Proposicién 5.1.1. Sea D un diagrama de n cruces. Asf:

1. H°([D]) # 0 si y solo si D es -adecuado.

2. H" 1([D]) # 0 si y solo si D es +adecuado.

Demostracion. El cubo de estados de D se ve de la siguiente forma

0 n—1
[D]° U @, D]"
S@ - . - ST

Nétese que D es -adecuado si y solo si todas las flechas que salen de S; son de
tipo m. De forma parecida D es +adecuado si y solo si todas las flechas que
llegan a St son de tipo A. Ademés

HO([D]) = ker(d")
H*Y([D]) = [D]" /im(d" ).

Asi

1. v € ker(d") \ {0} si y solo si v € ker(d¢) \ {0} para toda flecha £ que salga
de S si y solo si todas las flechas que salen de S5 son de tipo m.

2. Sea v € [D]"!. La clase de v en [D]"~!/im(d"~!) es no trivial si y solo
si v ¢ im(dyi) para alguna flecha £ que llega a St si y solo si todas las
flechas que llegan a Sy son de tipo A.

O
Definicién. La longitud homolégica de un enlace L se define como
hl(K) = max{i € Z|H'(L) # 0} — min{i € Z|H'(L) # 0}.
Nétese que hi(K) = max{i € Z|H'([L]) # 0} — min{i € Z|H([L]) # 0}.

Proposicién 5.1.2. Para cualquier enlace orientado L se cumple que hi(L) <
c(L).
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Demostracion. Sea L un enlace orientado y D un diagrama de L con
exactamente c¢(L) cruces. Por construccién [D]* = 0 parai < 0y para i > ¢(L).
Por lo tanto

mix{i € Z|H'([L]) # 0} < e(L)

min{i € Z|H([L]) # 0} > 0.
O

Corolario 5.1.3. Si D un diagrama adecuado con n cruces de un enlace
orientado L entonces ¢(L) = n.

Demostracion. Por definicién ¢(L) < n. Ademds, por la proposicién 5.1.1
sabemos que n < hl(L).

Usando la proposicién 5.1.2 obtenemos hi(L) < ¢(L).

Asin < ¢(L) y por lo tanto n = ¢(L). O

Definicién. Sea D un diagrama de un enlace. Un cruce p de D es reducible
si se ve de alguna de las siguientes maneras

o X r o X r

donde @ y R son abiertos ajenos cuya unién contiene al resto de D.

Es claro que si un diagrama de un enlace L posee un cruce reducible entonces
podemos torcer a L y posteriormente proyectarlo para obtener un diagrama de
la forma

Definicién. Las regiones de un diagrama de enlace son las componentes
conexas del complemento del pseudodiagrama en R2.

Nétese que las regiones de un diagrama son abiertos arcoconexos de R2.
Localmente cada cruce forma un cuadrante, como el pseudodiagrama es una
curva cerrada es imposible que una misma regién ocupe dos cuadrantes que
compartan un segmento del diagrama como parte de su frontera.
Por lo tanto si una misma region ocupa dos cuadrantes, estos deben ser opuestos
por el cruce. Esto sucede si el cruce es reducible.
Mas aun, si una regién ocupa dos cuadrantes opuestos por un cruce p entonces p
es reducible dado que podemos encontrar una curva simple cerrada € que pasa
por el cruce y tal que €\ {p} se quede contenido en dicha regién. El complemento
de ¥ dara los abiertos @ y R requeridos en la definicién de cruce reducible.

Definicién. Un diagrama de enlace es reducido si no posee cruces reducibles.
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Definiciéon. Un diagrama es alternante si al recorrer cada componente en
alguna de sus orientaciones al pasar por cada cruce se iré alternando segmentos
por arriba y segmentos por abajo.

Proposicién 5.1.4. Si un diagrama es reducido y alternante entonces es
adecuado.

Demostracion. Esquematicamente un enlace alternante se ve de la forma

Si a todos los cruces les realizamos el mismo tipo de suavizado entonces
obtendremos alguno de los siguientes, dependiendo del tipo de suavizado
aplicado.

Por lo que hay una corespondencia biunivoca entre las componentes de los
estados S5 y St y las regiones del diagrama.
Como ademas el diagrama es reducido entonces en cada cruce inciden 4 regiones
diferentes. Asi que cambiar el tipo de suavizado en algun cruce ocurrird una

fusion y por lo tanto disminuird en 1 el niimero de componentes conexas de

dicho estado. O

Corolario 5.1.5. Si un enlace L posee un diagrama D reducido y alternante
con n cruces entonces ¢(L) =n

5.2. Una sucesion exacta para la Homologia de
Khovanov

Consideremos un enlace con n € Z* cruces. Fijémonos en un cruce Ny en
los enlaces que resultan de aplicar un suavizado de tipo 0 o uno de tipo 1.

Como resultado de la definicién del corchete de Khovanov es inmediato que
para toda ¢ € Z se cumple

N =0 e (D 0.
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Si nombramos d’, dj) y d} a los morfismos de los corchetes [N]%, [X]* y ) (°
respectivamente entonces tenemos una descomposicién de d' de la siguiente
manera:

3

N N
| |

dy

= ——— =0

d’
. \ ®

Dqi-s — D (=
1

y o )
donde d* es una resticcién adecuada de d*.
. . ., . i — L i . .,
Para simplificar la notacién consideremos [) (ﬂ;_ll = [N]j la inclusién

natural y [[X]];-+1 2, [[Z]];H la proyeccién natural sobre [[iﬂ;“.
Claramente ¢ es inyectiva y p es suprayectiva. Adem4s el siguiente diagrama
conmuta

. e . it 4
D — D0 —— DO, —— ...
L L L
/li—l diil l/ 7 dl /li+l
NI INH NI
] g
! o d -
e [=1: =it — ...

Por lo que ¢ y p inducen un morfismo de complejos de cocadenas tal que
para cada ¢,7 € Z la sucesién

0= D@ = INIG = <1 — 0 (5.2)

es exacta.
Notemos que sin importar la orientaciéon dada se cumple que

n=xz(N)+y(\)

n—1=z()+y() =200+y00.

De donde obtenemos que

—yN) =2(N) —n (5-3)
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—n+1l=-2() -y =-200-v00. (5.4)

Démosle una orientacién a \.

Fijémonos en dicho cruce. Tenemos dos posibilidades.

Caso 1: Si el cruce es negativo entonces sin pérdida de generalidad se ve

de la forma W .

En este caso se induce una orientacién a )(mientras que < no posee

una orientacion coherente con la de X asi que le daremos una orientacion
cualquiera.
Sustituyendo en (5.2) se obtiene que la siguiente sucesién es exacta

i—1+2( ) o \/ ire( W)
0 ﬂ)(ﬂj_m(x)_y(x) () - [H] 0

Es claro que

(5.5)

2 ISR P4 A = ¢ (0,

j—1+2(a:( >V< )+1)—y< )()

Tomando ¢ = J;(X) — x( X ) notamos que
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Hm(}%) g0 ()
i (0000 T e (030 (0

>(

|

—
|~

—
|~

i j73cfl+2w(i)fy(i)
= Cj’:gc—l (X)

Asi para cada i,j € Z se tiene una sucesién exacta

0= Cia(Y ) = GON) = €251 (X) =0

Aplicando el Lema del Zig-Zag obtenemos para cada j € Z una sucesion exacta

=M ()0 = HON) = 125 () > #h (OO =

Caso 2: El cruce representado es positivo. Sin pérdida de generalidad se ve
de la forma X

. . . s N~ .
En este caso se induce una orientacién a Py mientras que no posee una

orientacién coherente con la de N\ asi que le daremos una orientacién cualquiera.
Sustituyendo en (5.2) obtenemos la sucesién exacta
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Asi
(0 () |
<] -] e ()

2 ()= ()

Ahora, sea ¢ = z() () —x(X)

Vemos que

i—142( () o pimi=a() O+ (0N)+=() ()
I N 1 ()= (0 o0

- qpici—cta() ()

a > <_J 1432 ( N ) -n
- qpimi—cta() ()

a > <.J 2432 ( N ) —n+1
- qpimi—cta() ()

= ) (_J 2+3w(/4) w( ) ( )

_p g0

U e (0 5 () Q22 () O )
- pici—ete() ()

- > ( i—2-3e+22() ()9 () ()
575.00-

Asi para cada i,j € Z se tiene una sucesién exacta

0-C 5500 =¢0) —=C.(Z)—o.

Aplicando el Lema del Zig-Zag obtenemos para cada j € Z una sucesién
exacta

= M550 0 = H0) = 5 () = #7550 0 =

Ejemplos:
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1. Para el enlace de Hopf, sean

Sea ¢ = x(Lg) — (L) = —2. Por el Teorema anterior, para cada j € Z
existe una sucesion exacta

oo ML (Lo) = Hi (L) = HE(L) — HiE3(Lo) = .. (5.7)
Como Ly y L; son diagramas del nudo trivial, entonces

Hj(LO) = Hj(Ll) = Hj(O) = { Q0 en oytrjo ca;{so J

Ast:
a) Si j = 0 entonces sustituyendo en la sucesién 5.7 obtenemos
0— HI(QO) = H{(L) — 0.

Por lo tanto

i [ Q@ sii=0
Hy(L) = Hi(O) = { 0 en otro caso

b) Si j = —2 entonces sustituyendo en la sucesién 5.7 obtenemos
0—H (O) = H (L) — 0.
Por lo tanto

; ~ s ~ Q sit=0
Hfz(L) - Hfl(O) - { 0 en otro caso

¢) Para j = —4 tenemos:
0— M, (L) —» HTO) — 0.
Por lo tanto

wam=uo)={ ¢ S

0 en otro caso
d) Para j = —6 tenemos:
0— H & (L) = HT2(O) = 0.
Por lo tanto

o =uoy={ ¢ i

0 en otro caso
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e) Finalmente, para cualquier j € Z \ {—6, —4,—2,0} obtenemos
0— Hi(L) — 0.
Asi que el resto de homologias son triviales.

2. Para el nudo trébol. Sean

Sea ¢ =x(Th) —z(T) = 2.
Asi para cada j € Z tenemos una sucesion exacta

o HEZH(T) = HA(T) = Y (To) = MR (Th) — ...

Como C(T)" =0 para i € Z\ {0, 1,2, 3} entonces
H(T)=0ViecZ\{0,1,2,3}.
Por lo que solo es necesario analizar esta parte de la sucesién
H;25(Th) = HY(T) = H)_ 1 (To) = H;25(Th) = Hi(T) — Hj_(To)
= M5 (T1) = HHT) = H3(To) = H)_(Th) — HHT) — H3_,(Tp)

Notemos que T3 es equivalente al nudo trivial y que T es equivalente a
cambiar la orientaciéon de una componente del enlace de Hopf.

Ademas C(T); = 0 para j < 1 y para j > 9, por lo que las j-ésimas
componentes homogéneas no triviales de la homologia estdn en {1,...,9}.
Como ademds T es un enlace de una componente, las homologias no
triviales se encuentran en grados impares.

a) Sij =1 entonces tenemos

0=>HIT) - Q—=0—=HI(T)=0—=0—=HIT) = 0—0—H(T)—0.



90 CAPITULO 5. PROPIEDADES DE LA HOMOLOGIA DE KHOVANOV

¢) Para j =5:
0= HUT) = 0—=0—=HHT) - 0—-0—=HA(T) > Q —0—HI(T) =0

= HUT)=0
H(T)=0
d) Paraj=T:
0—=HUT) =0—=0—HHT) =>0—=0—=HET) - Q—Q— HIT) =0

= HIUT) = HX(T) = 0.
Faltando por determinar H2(T) y H3(T).

e) Para j =0:

0= HNT) = 0—=0—HH(T) =0—0—HI(T) = 0—Q— HIT) — 0.

5.3. Un atajo computacional

Como puede intuirse, calcular H(L) resulta muy complicado dado que el
nimero de estados de un diagrama de enlace crece exponencialmente en funcién
del nimero de cruces. Ademaés la dimension del espacio vectorial asociado a
cada estado crece exponencialmente en funcién de su ntimero de componentes
conexas.

A pesar de eso, en algunos casos pueden hallarse atajos que permitan calcular
la homologia de maneras méas eficientes.

Consideremos el complejo C' = I[&]]
14
Este se ve la forma

[ == [} ] e [<]ma =[] e

R T R,

18] = [2] miny ve [=] o [=] wi

~ my my

1%

donde m,, indica que el circulo indicado se fusiona “hacia arriba” mientras que
m; indica que se fusiona “hacia abajo”.
Tomemos
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B — 0 [=] oy — [y 242
| ¢ om] [
1®a— 8 ve [<] o [=]min

Notemos primero que, sin pérdida de generalidad, d* : C* — C"*! est4 dado
de la siguiente forma

= [=] W
| ]]@ 1\ XH @1

de manera que dg; = dy1g y de1 = d1x-
Por lo tanto

d'(1®a,p,p,0) = (1@ dy(a), o —dg ' (8),a — dig" (6), di1 " (8) — di, ' (B))
= (1@ dyy(@),a — dyy ' (8),a — dgg ' (8), 0) € (C").

Lo que nos dice que que C’ es, en efecto, un subcomplejo de C.
Ademss si (1®a, 8, ,0) € ker(d*) entonces por la ecuacién anterior tenemos

que a = diy; *(B) por lo que
A= (1®5,0,0,0) = (1@ dy; " (8), 8,5,0) = (1® a, 5, 8,0).

Lo que implica que (1 ® a, 3, 3,0) € im(d*~1). Por lo tanto C’ es aciclica.
De forma andloga al procedimiento empleado en la prueba de la invarianza
de la Homologfa de Khovanov bajo movidas de tipo II (método 1til), definiendo

A ={B,B)8e =]

(7o 1) 4

(B,7)+ A" B—1.

} obtenemos un isomorfismo
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Bajo este isomorfismo vemos que, al tomar el cociente, las funciones

ve =] L =] e =] @
se transforman en ] )
(e [=]" = =]
Ademas es claro que la homologia de

b rded,
—

..—><X>®[[x <X>®[[x]]iﬂ—>...

coincide con la de
i di i+l
...a[[x]] {-1}&[[%]] (1) > ...

i i
Sea v : [[%]] - {X)® [[%]] dada por v(8) = X ® B.
Sean Ix =myovy ux = My 0.
Es inmediato que el complejo de cocadenas C/C” es isomorfo a

[=] -1 == =]y S ] @i

En general tenemos el siguiente

Teorema 5.3.1. Si un diagrama contiene una region con k > 2 medios giros
de la forma

N

k cruces
~
entonces su homologia coincide con la de
N &° N '
[[m]] 1-ry 5 [[,\]] 43—kt L5 ...
k—3 k—2 k—1
S [R] -2tk -3y 25 [=] - utk - 13 2 (] ik
donde

o1l =d
OF "t =ux — (=1)Ux parai € {2,...k}.

Demostracion. Por induccién.
El caso para k = 2 ya ha sido realizado.
Supongamos que el resultado es vélido para n cruces.
Consideremos
Q

‘

n + 1 cruces.

N
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Es claro que
S < d
= |l | P
~ ~ ~
Aplicando la hipétesis de induccién obtenemos que dicho complejo de cocadenas
tiene la misma homologia que

8] e [ oy L)

g g

[5] 11y e

’ux—(—l)nillx

[S] s —my

(5.8)

O ] - - 2y = [ ey —— [3§] b+ e 1)

g . L

. —= o h-2{n-3} — |O|n—-1){n-1} ——— [n]{n}
== [g] ==[g] =— [

Siguiendo un proceso andalogo al caso k = 2 obtenemos que el siguiente
subcomplejo es aciclico.

O — 0 — ... — 0 — 3 — 0
] o
0O — 0 — ... — 0 —1la— B

De manera que el complejo de cocadenas (5.8) tiene la misma homologia que la
del cociente que se ve de la siguiente forma.

[Ty T [ s L)

s s

] -

ux —(=1)""ix

[[c:]] [M]{3 —n) X2 ED7 X

(5.9)
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TS - a2 2 [ iy 2 [ ] i+ 1+ 13

E e |

mE g - -3 == (@ [K] k- 1n -1} ——— 0

Consideremos ahora

0 — 0 — — B 0 0
| L
0O — 0 —> — Il®a— X®B— 0

Explicitamente, suprimiendo los espacios 0 fuera del pentultimo recuadro asi
como los desplazamientos de grado, tenemos lo siguiente.

]lifnJrl N <1> ® [[%]]ifn+2 N <1> . [[%]]ifnJrB

®
C

=i

(5.10)

Denotemos df) : [=]* — [=]H.
Nétese que
ux —lx ()@ [X] = (X) @ [X]
Il—X®1
19X —X®X

Ademés por definicién
(my —m)(X @ B) = (ux — Ix)(B).

Usando todo lo anterior concluimos que en (5.10) el morfismo estd dado por
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d'(1®a,B,X®p,0)=1ed, "(a),m1lea)—d, " (8),
(ux —Ix)1®a) - X @d5 " (B),
—(ux = Ix)(B) + (mu — mi)(X ® §))
= (1 edy""?(),a—d, " (B), X @a—-Xed, " (8),0)
=1 @dy " (@), —dy " (B), X @ (a—dy"T1(B)),0).
de manera que (5.10) es en efecto un subcomplejo de (5.9).
Ademids si (1® a, 8, X ® 3,0) € ker(d') entonces a = di " (3).
Por lo que
d'™1(8,0,0,0) = (1@ dy "™ (8), 8 —dy "(0),X ® (8 —dy "(0)),0)
=(1®a, B, X®430).

Concluimos asf que (5.10) es aciclico, por lo que (5.9) tiene la misma homologia
que su cociente por (5.10), el cual queda de la siguiente forma:

O e I R

s s

—(=1)™
[[5]‘ {1-n} (D
&

ux—(—l)nillx

[S] s —my

(5.11)

T [ = 1 -2y — = [ ey —— [}{] e

B
=¥,
I My, T Moy W I My — MYy

Este complejo es a su vez isomorfo al siguiente.

N L C e

s s

[ -

ux —(=1)""ix

[o] figs -y I,

(5.12)

+1{n+1}

|

= n-2 -3 = e [=]m-1n-1} ——— 0
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e [ -2 2 [ ity = 3]+ vt

g mem |

N [=] - 2n -3 0 0

Continuamos siguiendo un proceso andlogo para cada recuadro hasta llegar

[K] mez-n === [S] ey 22
Tm“ + (=1)"my T

x)ye [=]{1-n 0

L [[Q]] n—1){n—2) X% [[Q]] nj{n} — [B ﬂ] [n+1){n+1}

| | | |

0 0 0

Finalmente, este tultimo es claramente isomorfo a

uX_(_1)71+llX _1)an

[<IL - (n+ D} =05 (=] - (4 1)) 220,
e [ 1) {(n 4+ 1) — 3) X5 [ mn) S [ (i + 1{n + 1)
U

Como resultado inmediato del teorema anterior podemos calcular para cada
k > 2 la homologia del enlace toroidal T5 j, ilustrado con el siguiente diagrama
de k cruces:

Dado que CO tiene una sola componente se tiene que

ux =Ilx: V-V
1— X
X =0
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Aplicando la proposicién (5.3.1) obtenemos que [7% x| tiene la misma homologia
que

[O1{1 — k} =0, o3 — gy XD e,
L2 Ok — 2k - 3) %[Ok — 11{k — 1} 2 [OO][k]{k}

Como cada uno de los corchetes involucrados son no-triviales solo en la altura
cero, (5.13) es isomorfo al complejo de cocadenas

(5.13)

0 V{1-k} vk} 25 2 vie-3) & Vik-1} 2 Vav{k} - 0.
De esta forma

V{1—-k} si k=0(mod2)

HO([To4]) = ker(ux — (—1)"ux) = { (X){1-k} si k=1(mod2).
Lo que implica que
HY) = (X)

CUNRH I e R

Ahora, parai e {1,...,k—2}:
ker(9?) ker(9F— (=)

Hi(HTZkH) = Zm(az_l) = im(ak,(k,prl))

; ~ker(ux — (=D fux) [ (V/2X){1 —k+2i} si k—i=0(mod?2)
H'([T2r]) = im(uXX— (71);@%1;) = { (X){1-k+2i}  si k—i=1(mod2)
Ast i - 0 si i=k (mod 2
H7k+2i([[T2,kﬂ) = { <X> i i=k
Hoamd = { § 5 120 (el

Como A es inyectiva tenemos que

M ([T]) = o) = 0.
Ademés VeV
H*([Tok]) = Z.mé(l) ~(1®1,X ®1){k}.

De donde obtenemos .
Hi([T2x]) = (X ®1)

Hf H([Tek]) = (1®1).
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Finalmente, recordando que para todo diagrama D se tiene que

i—x(D i
Hj—z;(c(r)))+y(D) = Hi([D]) y notando que z(T2x) = k y que y(Tzx) = 0
obtenemos que las componentes no-triviales de la homologia de Khovanov de

T5 ), estan dadas por
H_5 (Ton) = Q

si

0 (mod 2)
si 1

k
k (mod 2)

Wbyt = {

0 si  i=k(mod2)

— ki ~ . ; _
3k+2¢(T2,k)—{Q si i=k—1(mod2) sil<i<k-—2

—k+i ~ ) Q =i i =k (mod?2) ) ) B
73k+2(i+1)(T2,k) = { 0 si i=k—1 (m0d2) sil<i<k-—2

HO (Tor) = Hy 4 (Ton) = Q.

Como caso particular, tomando k = 2 tenemos que las componentes no
triviales de H(75,2) estan dadas por

H_g(To2) 2 H_G(Tap) = HY o (Ths) = HY(T22) = Q.

Nétese que T» 5 es igual al enlace de Hopf y que efectivamente los espacios
obtenidos son isomorfos a los previamente calculados.

De la misma forma, para k = 3 obtenemos que las componentes de H(T% 3)
distintas de 0 son

H_5(Ths) 2 H 3 (Tos) 2 H 5(Ths) = HY  (Ths) = Q.

Definicién. Sea D un diagrama, el reflejado de D, denotado D', es el diagrama
que resulta al cambiar en D cada cruce de manera que un segmento pasa por
arriba en D si y solo si pasa por abajo en D'.

Por ejemplo en la siguiente figura se muestra un diagrama 7" del nudo trébol
y su reflejado.

Teorema 5.3.2. Si D es un diagrama de nudo entonces

Hi(D) = HZ\(D') Vi,j € Z.

J
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Figura 5.1: Movidas de Reidemeister de T a 15 3.

La prueba de este teorema fue brindada por Khovanov en [10].

La figura 5.1 muestra que 1" es equivalente al reflejado de 75 3.
Empleando el teorema anterior y el resultado 5.3 concluimos que las
componentes no triviales de H?(7") son

Hy(Tos) = HE(To3) = HY(Tos) = HY (To3) = Q

corroborando que estas coinciden, salvo isomorfismo, con las calculadas
anteriormente.
Otro ejemplo concreto en donde se puede aplicar el atajo es el siguiente.

Consideremos el siguiente diagrama del nudo figura-ocho, denotado 4; en la
tabla de nudos de Rolfsen [16].

]@

Aplicando el Teorema 5.3.1 obtenemos que [41] tiene la misma homologia
que el complejo

O {-1yLx=i, D ey —— O 212}
& Q &

Desarrollando el complejo de cocadenas anterior como se muestra en la
Figura 5.2 corroboramos que el complejo C' estd dado por los espacios
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oom i A o
A s 0 \: —— A ,:\\ v
e (©FR] e
, —~— N 0
| %y o *‘ ) S~ o T~ — A '\:\ \
: {@}{1} {@ {2te %)}{2} @}{3}
: |\\::: nj S \ﬁi:\\:/‘ T \\ \\\\\/,Z '
| N ~_
! ! S :
| | ~ Rﬂ{?} NO{%}@OQ}B} {OOO}M}
[ | N — A a
| | [ oA
I I I A I A I
| B | i | " | " |
co d ct d c? d- s d ot

Figura 5.2: Cocomplejo con la misma homologia que [41].

CO = (Ve V){-1}
Cl=VeaeVae(VeV){1}
CP=VeV{l}eV{2}eV{2}aV
C3=WVeV){8te(VeV){3}ae (Ve V){3}
Ct=VeVeV){4}

y las funciones lineales d* : C* — C* dadas por

d°(u®v) = (m(u®v),m(u®v),muewv), (ux - Ix)(uswv))
d' (u,v,w® 2) = (Au) — A(v),m(w @ z), m(w @ z), m(w @ 2))
= (A(u—v),m(w ® 2),m(w ® z), m(w ® z))
Puev,w,zr)=(AWw) - z), A(w) + A(r), —A(z) + A(r))
= (A(w —2), A(r —w), A(r — 2))

Pu@v,wezres) = A(u@v)—l—A(w@z) A(r ®s)
=AuRutw®z—res)

con u,v,w, z,7, s € {0,1, X} y extendidas linealmente.
Vemos que

H}(C) = 1 ([4]) = H500 1y (1) = HIZ3(40).

Nétese ademds que u®wv € ker(d®) si y solo si u®v € ker(m)Nker(ux —lx),
de donde se sigue que
ker(d’) = (X ® X ){-1}.

Asf, H%4(C) = (X ® X)) y por lo tanto

H_ (41) ~ Q.
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Por otra parte
(u,v,w® z) €ker(d') ©u=vyw® z € ker(m).
Asi
ker(d') = ((1,1,0), (X, X,0), (0,0,1® X — X ®1), (0,0,X ® X))
(1,1, X®1-1®X), (X,X,0), (0,0,1® X - X ®1), (0,0, X ® X))
=(1,LL,X®1-10X), (X,X,-X®X), (0,0,1® X - X ®1), (0,0,X @ X)).

Mientras que

d1e1)=(1,1,X®1-1®X)
d1eX)=(X,X,X®X)
PX®1)=(X,X,-X®X)
d(X®X)=0.
m(d®) ={(1,LX®1-1®X), (X,X,X®X), (X,X,-X® X))
=((1,,X®1-1®X), (0,0,2X ® X), (X,X,-X ® X))
=((1,,X®1-1®X), (0,0,X ® X), (X,X,-X @ X)).
Por lo que

H{(C) = {((0,0,1® X — X ®1)).
Concluyendo que
Ho1(4) = Q.
Para calcular H?(C) notamos que
(u®@v,w,z71) € ker(d?) & w=2z=r.
De modo que
ker(d®) = {((1®1,0,0,0), (1® X,0,0,0), (X ®1,0,0,0),
(X ® X,0,0,0), (0,1,1,1), (0, X, X, X))
= ((1®1,0,0,0), (1®X + X ®1,0,0,0), (X ®1,0,0,0),
(X ® X,0,0,0), (0,1,1,1), (0, X, X, X)).

Ademas
d'(1,0,0) = (1® X + X ®1,0,0,0)
d'(X,0,0) = (X ® X,0,0,0)
d'(0,1,0) = —d*(1,0,0)
d'(0,X,0) = —d*(X,0,0)
d'(0,0,1®1) = (0,1,1,1)

d'(0,0,1® X) = (0, X, X, X)

d'(0,0,X ®1) = d*(0,0,1 ® X)

d'(0,0,X ® X) = (0,0,0,0).
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"Q) 1o\ L — (Y _*C()
SN SRS RO

Figura 5.3: El nudo figura-ocho es equivalente a su reflejado. Imagen obtenida
de [1].

Lo que implica que
im(d') = {(1® X+ X ®1,0,0,0), (X ® X,0,0,0), (0,1,1,1), (0, X, X, X)).
Por lo tanto
H3(C) = ((1®1,0,0,0))
H{(C) = ((X ®1,0,0,0)).
Por lo tanto
HY(41) = HY, (41) = Q.

Finalmente, la Figura 5.3 mustra que 4; es equivalente a 4}, de donde
concluimos que el resto de las homologias no triviales de 4; son

HE(41) = Hi(4) = Q.

5.4. Relacion con el polinomio de Jones

Definicién. Sea L un enlace. El polinomio de Poincaré de L es

Kh(L) =Y r'gdim(H'(L)) = Y r'g’dim(H'(L)).

i€Z i,jEZL

Es claro que el polinomio de Poincaré define un invariante de enlaces
Kh : {Enlaces orientados} — Z[r,7~1,q,¢" '] tal que para todo enlace L se
cumple R

Kh(L)|p=—1 = J(L).

Asisi Ly y Lo son enlaces tales que Kh(L1) = Kh(Ls) entonces J(L1) = J(Lg).
Cabe destacar que Bar-Nathan ha desarrollado un paquete para Wolfram
Mathematica llamado KnotTheory‘ el cual permite, entre otras cosas, calcular
Kh. El paquete se encuentra disponible para su descarga en [4].
Consideremos los nudos 51 y 10132 de la tabla de nudos de Rolfsen [16].
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Usando KnotTheory‘ se puede corroborar que
Kh(51) =r—3¢~ 1 4 ¢4 1 43¢~ 1 4 p=24=7 4 475 4 43
Kh(10132) =r "¢ P + 7 ¢ 4070 4072 4T
Fr 30 g5 122 g g g
Evaluando en r = —1 obtenemos

J51) =g P 4+q g Mg T+ g g
I LI
j(10132) - _ q—15 +q—11 _ q—11 + q—9 +q_7
¢ = +2¢ ¢+ P+
_ q—15 _|_q—7 +q—5 + q—3.

1

o~ ~

Por lo tanto J(51) = J(10132) pero Kh(51) # Kh(10132). Es por esto que se
dice que la Homologia de Khovanov es un invariante més fuerte que el polinomio
de Jones.

Sea D un diagrama de enlace orientado. Sea p un punto en D que no sea
cruce. Sea C(D, p) el subcomplejo de C(D) obtenido al restringir a (X) el factor
tensorial asociado a la componente conexa del estado que continene al punto p.
Este es, en efecto, un subcomplejo dado que m(X ® 1) = m(1® X) = X y
AX)=X®X.

Ejemplo: Para el diagrama sin cruces del nudo trivial, tomando cualquier
punto p en él, notamos que C°,(D,p) = (X) mientras que C}(D,p) = 0 para
cualquier (4,7) # (0, —1).

Por la ecuacién (3.2) obtenemos que
X(H(C(D,p))) = qdim({X)) = q".
Aplicando un cambio de grado -{1} resulta en
X(H(C(D,p){1})) = ¢* = 1.

Definicién. La homologia reducida de Khovanov de D basada en p es

H(D,p) = H(C(D,p){1}).
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En general dicha homologia depende de punto elegido. Sin embargo, si D es
un diagrama de un nudo y p,p’ son puntos en D que no son cruces, entonces
i ~ 3 /
H(D,p) = (D). o
Asi para cada diagrama de nudo D se define H’ (D) = H’(D,p) tal que p € D
1O es un cruce. _
Ademés si K es un nudo y D, D’ son diagramas de K entonces H’(D) =
ﬁz(D) Por lo que la homologfa reducida de Khovanov es un invariante de
nudos, el cual no solo es mas sencillo de calcular, comparado con la homolgia
de Khovanov, sino que ademas se tiene el siguiente

Teorema 5.4.1 (Kronheimer-Mrowka). Un nudo K es equivalente al nudo
trivial si y solo si H'(K) = H5(O).

Dicho teorema fue presentado en [11].
El problema de saber si existe un nudo K no trivial tal que J(K) = J(QO)
continua abierto.



Capitulo 6

Comentarios finales

Se dice que un invariante f detecta a un enlace L si para todo enlace L’ tal
que f(L) = f(L’) se tiene que L’ es equivalente a L.

Como mencionamos al final del capitulo anterior, la homologia (reducida) de
Khovanov detecta al nudo trivial.

En fechas recientes J.A. Baldwin y S. Sivek han anunciado que ademds
detecta al nudo trébol y a su reflejado [2].

Y. Xie y B. Zhang han encontrado una familia infinita de enlaces que son
detectados por la homologia de Khovanov, dentro de esta familia se encuentra
el enlace de Hopf [19].

Sin embargo, L. Watson ha construido una familia infinita de enlaces no
equivalentes con la misma homologia de Khovanov [18].

Un problema abierto es mostrar condiciones necesarias y suficientes para que
dos enlaces tengan la misma homologia de Khovanov.

Las implementaciones computacionales han brindado ademds un amplio
nimero de conjeturas respecto al comportamiento de Kh(L).

Algunos atajos computacionales han sido hallados para simplificar el calculo de
Kh para algunos enlaces especificos [12].

La construccion del complejo de Khovanov sugiere la existencia de otros
complejos cuyas homologia sean invariantes y por lo tanto su caracteristica de
Euler también lo sea, sin importar si esta coincide con el polinomio de Jones.

Como menciona P. Turner en [17] cualquier complejo asociado a () que
cumpla estas caracteristicas debe estar conformado por un unico espacio
vectorial V' en la altura 0. Mientras que el complejo de (/O debe tener como
Unicos espacios no triviales a V ® V en la altura 0 y a V en la altura 1.

Para que la caracteristica de Euler sea invariante se requiere entonces que

dim(V) = dim(V @ V) — dim(V)
Dado que dim(V @ V) = (dim(V))Q, de la ecuacién anterior se obtiene
(dim(V))? = 2dim(V) = 0.
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Para que la construccién no sea trivial es necesario que V no sea el espacio
vectorial trivial y por lo tanto dim(V') # 0.

Concluyendo que dim(V') = 2.

Dado que {(O) = 1 no es posible replicar una construccién andloga a la de
Khovanov para obtener un complejo cuya caracteristica de Euler sea el corchete
de Kauffman y es por esto que se trabaja a partir del corchete escalado.
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