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Introduccion

Uno de los resultados fundamentales en la teoria de dlgebras C* conmutativas se debe a Gel-
fand y Naimark [Dou98| Teorema 4.29]. Este resultado indica que toda algebra C* conmutativa
con uno es isomorfa al espacio de funciones continuas sobre un espacio topoldgico compacto,
lo cual permite relacionar a dichas algebras, que se definen como objetos abstractos por medio
de axiomas, con espacios de funciones concretos. En este trabajo se desarrollard un resultado
andlogo para el caso de dlgebras C* no conmutativas con uno finitamente generadas basado
en los primeros tres capitulos del articulo “A non-commutative Gelfand-Naimark theorem” de
Kruszynski y Woronowicz [KW82].

Comenzard por desarrollar algunos de los fundamentos de la teoria de operadores, dlgebras
de Banach y dlgebras C*, entre ellos la transformada de Gelfand, el Teorema del Mapeo Espec-
tral, el Teorema de Gelfand-Naimark para dlgebras conmutativas y concluye con dos pruebas
del Teorema de Gelfand-Kolmogorov [Gel39]], [Dug87, Cap. XIII.6], una considerando a los
espacios de funciones continuas sobre espacios topologicos compactos como anillos y otra uti-
lizando la estructura de dlgebra C*. Este ultimo teorema extiende el resultado de Gelfand y
Naimark y su importancia radica en que permite relacionar funciones continuas entre espacios
topoldgicos compactos con homomorfismos entre sus respectivas dlgebras de funciones con-
tinuas, y de manera andloga vincula homomorfismos de algebras C* con funciones continuas
entre los espacios topoldgicos asociados a dichas algebras. En otras palabras afirma que las
categorias de espacios topolégicos Hausdorff y compactos y de dlgebras C* conmutativas con
unidad son equivalentes.

En el segundo capitulo se tratard con representaciones de dlgebras y funcionales lineales po-
sitivas para poder construir la representacion de Gelfand-Naimark-Segal y con ello la represen-
tacién universal de dlgebras C*. Esta permite representar de manera fiel a dlgebras C*abstractas
como algebras de operadores acotados sobre algun espacio de Hilbert. Se dard la definicion y
algunas de las propiedades de la integral directa de espacios de Hilbert como analogo de la
suma directa.

Una vez establecidas las herramientas anteriores se podran desarrollar los conceptos de
dominio compacto y funcién de operadores continua como andlogos no conmutativos de los
espacios topoldgicos compactos y funciones continuas; se probara que toda dlgebra C* no con-
mutativa con uno y finitamente generada es isomorfa a un dlgebra de funciones de operadores
continuas sobre un dominio compacto y que todo homomorfismo entre dlgebras de este tipo
esta relacionado con un morfismo entre los respectivos dominios compactos. Se compararan
algunas de las propiedades de espacios topoldgicos compactos y funciones continuas con pro-
piedades de dominios compactos y funciones de operadorse continuas, en particular se verd que
la imagen de un espacio topoldgico compacto bajo una funcién continua es compacto, pero la
imagen de un dominio compacto bajo una funcién de operadores continuas no necesariamente
lo es.

Para concluir se presentara el estudio del producto libre de dos dlgebras C* con unidad y
del dlgebra C* universal generada por un conjunto finito de simbolos como casos en los que



2 INTRODUCCION

puede resultar util o intuitivo la aplicacion de las técnicas anteriormente desarrolladas.



Capitulo 1

El Teorema de Gelfand-Kolmogorov

1.1. Algebras de Banach

Definicion 1.1. Un dlgebra de Banach 25 es un élgebra sobre C con identidad 1 y con una
norma que satisface:

1. (°B,] ||) es un espacio métrico completo,
2 =1,
3. ||labl| < [lal} |b]| para a,b € B.

Dado un espacio topoldgico (X, t) Hausdorff y compacto se denota por C(X) al espacio de
funciones continuas de X en C. En este espacio es posible definir la norma del supremo

1 flleo = sup{|f(x)] : x € X},

de modo que (X, || ||..) es un espacio métrico completo. Si se definen la suma y producto de
funciones, asi como el producto por elementos del campo de forma puntual, entonces C(X) es
el primer ejemplo que tenemos de un dlgebra de Banach.

Proposicion 1.2. Si a es un elemento del dlgebra de Banach B y |1 —a|| < 1, entonces a es

invertible y
1

-1
= =

Demostracion. Sea a € B tal que ||1 —al| < 1. Definimos ) = ||1 — al|, nétese que si N, M son
numeros naturales tales que M < N

N M N N
Y(d-a)"=) (1-a) Y (=ar< Y l(1-a)",
n=0 n=0 n=M+1 n=M+1
< Z ||1_a”n: Z 77"7
n=M+1 n=M+1
:nM—H
1-n

Obsérvese que ésto implica que la sucesion de sumas parciales correspondiente a la serie
Y o(1—a)" es de Cauchy, como el espacio es completo la serie converge.

3



4 CAPITULO 1. EL TEOREMA DE GELFAND-KOLMOGOROV

Seab =Y ,(1—a)", afirmamos que b = a~!. En efecto:

o5}

ab=[1—(1-a)lb=[1-(1-a) ¥ (1-a)",

n=0

N
= Iim [1 —(1— 1—a)
Jim [1 a)%( ay'
:h’m( (1—a) "+>
N—eo n=0 n= O
=1lim 1 —(1—a)M*!,
N—soo
=1.

Finalmente, veamos que se da la desigualdad propuesta:

6] =

]

Corolario 1.2.1. Sea G C *B el conjunto de elementos invertibles en el dlgebra de Banach.
Entonces G es un conjunto abierto en ‘5.

Demostracion. Sea a un elemento de Gy b en B tal que |ja—b|| < H“—LH Entonces

1=a8] = 4 (a=B)] < la~" [ la—b] < 1
Por a~'b es invertible. Basta notar que b = a(a~'b), por lo que b € G. Ademis b~ =
(a b)) a1 O
Corolario 1.2.2. La funcién a — a~" definida de G en G es continua.

Demostracion. Seaa € G.Sibestalque |la—b|| < 1||a~!| entonces |1 —a~!b]| < 3. Por
a~'by b son elementos invertibles. Nétese que
o= <lle~"allfla ]
@) la]

< ! —1

ST LR
1

<t le

=2[la”"||.

Ademas
la™" =671 =[la~" (@ —b)p7"]],
<[la™!|[la— b []p~"
<2|la|* la— b

Seae>0yd< mfn{2|| ‘:HZ,% Ha—lH}, Si |la—b| < 8, entonces ||a~! —b~!|| < &. Con-
a

cluimos que el tomar inversos es una funcion continua, y que G es un grupo topologico. U
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Observacion 1.3. Sea *B un dlgebra de Banach y a un elemento en ella. Observe que la serie
Yoo H %anH es absolutamente convergente y por lo tanto estd bien definida. Sea N un niimero
natural, entonces:

Noq

<Y

n=0

N1
n

1
n!

N
)3
n=0

N

1
<1im Y — |la||",
Naoonzon.

_lal

Definicion 1.4. Si %5 es un algebra de Banach, entonces la funcién exponencial en 8, denotada
por exp, estd definida como

o)

expa = "

n!
= n!

Lema 1.5. Si *B es un dlgebra de Banach y a 'y b son elementos del dlgebra que conmutan,
entonces exp(a+b) = exp(a) exp(b).

Demostracion. Sean a,b elementos del dlgebra. Entonces:

oo oo 1 n n X _
exp(a~|—b):n;)—'(a+b)"=ngbakgb(k)a b,
C n! kbn—k i 1 n ibn
=) — a =) —a )
nzOn' k=0 k‘(n_k)' nzOn! n=0

=expa-expb.
[]

Definicion 1.6. Sea B un dlgebra de Banach. Se dice que que una funcional lineal ¢ en B es
multiplicativa si cumple las siguientes propiedades:

1. ¢(ab) = ¢(a)¢(b) paracadaa,ben By
2. 0(1) =1

Se denotard por My al conjunto de funcionales multiplicativas en *8 y se usard M cuando
no quede duda sobre el dlgebra que se utiliza.

Proposicion 1.7. Si B es un dlgebra de Banach 'y ¢ es un elemento de M, entonces ||¢|| = 1.

Demostracion. Sea ¢ € M, definimos K =ker¢ = {a € B : ¢(a) =0}. Notemos que si a € B,
entonces ¢ (a— ¢ (a)-1) =0, por ello cada elemento a del dlgebra se puede escribir de la forma
A+d,conA €CydeK,donde A =¢(a) yda=a—¢@(a)-1. Entonces:

6(a) 0(h+a)]
=sup—>- = sup ———-—",
101 =S "l = e A+l

_ o(A) _ 1
= sup —; — Sup .
deK,/l;aéOH)"i'aH cek |1+
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Como 0 € K, entonces ||¢|| < 1, sin embargo nétese también que si ||1+¢|| < 1 por la Propo-
sicion [1.2] ¢ es un elemento invertible del dlgebra, lo cual contradice que ¢ € K. Por lo tanto
ol = 1. 0

Dada un dlgebra de Banach B denotaremos por B* al espacio dual a ®8, es decir al espacio
vectorial de todas las funcionales lineales de 25 en C. Usaremos la notacién 257 para hablar de
la bola unitaria en 8*.

Proposicion 1.8. Si B es un dlgebra de Banach, entonces M es un subconjunto compacto de
B] en la topologia débil-*.

Demostracion. El Teorema de Alaoglu afirma que B7 es compacto en la topologia débil-*,
por lo que basta comprobar que M C ‘B* es un subconjunto cerrado. Sea { @} o7 una red de
funcionales multiplicativas en M que converge a alguna funcional ¢ en ‘B7. Serd suficiente
mostrar que ¢ es multiplicativa y que ¢ (1) = 1.

o(1) =1imgo (1) =1lim1 = 1.

acl

Por otro lado, si a,b son elementos del dlgebra, entonces

¢(ab) :gg}‘])a(ab) = gg}‘])a(a)‘l)a(b)a
=1im ¢q(a) lim ¢o () = ¢(a)9 (b).

Por lo tanto M es compacto en la topologia débil-*. ]

Definicion 1.9. Sea 5 un algebra de Banach tal que M # 0, entonces la transformada de Gel-
fand es la funcién I' : 8 — C(M) dada por I'(a) = d|M, es decir, I'(a)(¢) = ¢(a) para cada ¢
en M.

Teorema 1.10 (Propiedades elementales de la transformada de Gelfand). Si ‘5 es un dlgebra
de Banach y T es la transformada de Gelfand en *B, entonces:

1. T" es un homomorfismo de dlgebras y
2. ||Tall., < ||la|| para cada a en *B.

Demostracion. Seana,b €8,k c C,y ¢ € M, entonces:

T(ka+b)(9) =(ka+b)(9) = ¢ (ka+b) = kd(a) + ¢(b) = k['(a) + T (b),
[(ab)(¢) =ab(¢) = ¢(ab) = ¢(a)9(b) = T(a)T(b).

Con ésto queda demostrado que I' es un homomorfismo de édlgebras.
Tomemos ahora a € ‘B y observemos lo siguiente:

ITall.. =llalMll.. = sup{ a(9)| : ¢ € M },

=sup{[¢(a): ¢ € M},
<sup{|¢(a)|: ¢ € B},

=lall.. = llal -
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Definicion 1.11. Dada un algebra de Banach B y @ un elemento en ella se define el espectro
de a como el conjunto

op(a) ={A € C:a— A no es invertible en B},
el resolvente de a como el conjunto
pp(a) =C\ on(a),
y al radio espectral de a como
(@) = sup{|A|: A € om(a)}.
Se preferira la notaciéon 6 (a),p(a) y r(a) cuando no exista duda sobre el dlgebra subyacente.

Teorema 1.12. Si B es un dlgebra de Banach y a es un elemento de B, entonces c(a) es no
vacio.

Demostracion. Definimos F : p(a) — B como F(A) = (a—A)~'. Veremos que F es analitica
en p(a) y acotada en infinito. Sea Ay € p(a):

F/()-O) :llgral(, i ,
o (a= ) la=ho) = (@=A)](a—o)”!
A=lo A — 2 :
= lim (a—2A)"'A —2o)(a—2) !
A=A A — ,
= Jim (a=20) "} a=2)"",
:(a_lo)—z’

la ultima igualdad se obtiene de la continuidad de tomar inversos. Si ¢ € B*, entonces la
funcién ¢ (F) es una funcién compleja y analitica en p (a). Ademads, si A es un nimero complejo
y A > |la]| 1a Proposicién asegura que 1 — 7 es invertible en B y que

1
(-9

Si tomamos el limite cuando A tiende hacia infinito podemos observar lo siguiente:

ja-77= -

1 a
lim ||F(A)|| = 1i ) Y =1im ||=(=—-1)"!
llg;ll()H AIELH(“ )| A ;L(;L )
1

<tman 3] -7

<h’msupL !

T e AL T=[£]]

:()7

lo cual verifica que la funcién es acotada en infinito.

Supongamos ahora que o (a) = 0. Asi ¢ (F) es una funcién entera y acotada, por el Teorema
de Liouville debe ser constante. Dado que el limite anterior converge a 0, entonces ademds
¢(F) =0. Sea A un nimero complejo, entonces para cada ¢ € B* se tiene que ¢(F(1)) =0,
de ésto se sigue que F(A) = 0, lo cual es una contradiccién ya que F(A) = (a—A) ' ya—2A
es invertible. Concluimos que o (a) es no vacio. O
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Teorema 1.13 (Gelfand-Mazur). Si ®B es un dlgebra de Banach y es un dlgebra de division,
entonces existe un vnico isomorfismo isométrico de B en C.

Demostracion. Sea a un elemento en B, el Teorema [I.12] garantiza que 6(a) # 0. Si tomamos
Aq € 0(a) se observa que a — A, - 1 no es invertible. Dado que el dlgebra es de division ésto
garantiza que a — A, -1 =0, y por lo tanto a = A, - 1. Por otro lado, si A es un nimero complejo
talque A-1—A,-1#0,entoncesa—A-1=2A,-1—A-1#0. Asi a— A -1 es invertible y
podemos asegurar que 6(a) = {A,}.

Definimos y : B — C como y(a) = A,. Veamos que éste es un isomorfismo isométrico.
Sean a,b € B, entonces |¢p(a) — @ (b)| = |[As — Ap| = ||Aa - 1 — Ay - 1]| = ||]a — b||, 10 cual muestra
que es isometria. Ademas, para cada a,b € B y cada k € C:

O(k-a) =Ag.g=(k-a) =k(a)=k- 2y =k-¢(a),
o(a+b)=Asp=a+b=A+ A =0¢(a)+¢(b),
¢ (ab) =Agp = ab = A A, = ¢(a)9 (D).

Concluimos que ¢ es un isomorfismo isométrico.

Sea ¢’ : B — C algtin isomorfismo isométrico, si a € B entonces ¢’(a) € 6(a). Por lo tanto
¢'(a) = ¢(a) paracadaa € By ¢' = ¢. ©

Lema 1.14 (Algebras cociente). Sea B un dlgebra de Banach y M un ideal bilateral cerrado
en *B. Entonces la norma definida por

llall| = inf lla+b] = inf |
em c€lal

dota de estructura de dlgebra de Banach a %/fm'

Demostracion. Dado que 91 es un ideal bilateral, %/E)ﬁ es un dlgebra. Ademads, como 901 es
cerrado, la norma definida anteriormente induce una métrica completa en el cociente. Basta
probar que |[[1][| = 1'y que |[[a][b][| < [|[a]||||[b]|| para cada a,b en B.

Por un lado 0 € 9, por lo que 1 € [1] y ||[1]|| < 1. Supongamos que existe un elemento b
en B tal que ||1 —b|| < 1, entonces por[1.2] 1 — b es un elemento invertible en B. Por lo tanto
by ([l =1

Sean a, b € *B, entonces

(a6l = lab] | = inf Jlab—e]]

< inf Jl@—c)(b—c)ll < inf fla—cil[[|b—c,

C],CzEgﬁ c1,02€

< inf [la—c| inf ||b—
J&m”“ 01chlgmll el

= |l [ITB1]-

]

Lema 1.15. Si ‘B es un dlgebra de Banach conmutativa, entonces M estd en correspondencia
uno a uno con el conjunto de ideales bilaterales maximales en *B. Debido a esta correspon-
dencia, a M también se le denomina como el espacio de ideales maximales.
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Demostracion. Sea ¢ € M y denotamos por £ = ker@. K es un ideal bilateral de B. Si a ¢ &,

entonces ¢(a) # 0, por lo que 1 = <l — ﬁ) + ﬁ Ademas <1 - ﬁ) € R, ya que ¢><1 —

ﬁ) = ¢ (1) —1=0. Si se considera el ideal generado por 8 y a, dicho ideal necesariamente
coincide con ‘B y concluimos que K es maximal.

Por otro lado, si 2 es un ideal maximal propio de ®8, entonces 9 no tiene unidades. Por
para cada a € 91 observamos que ||1 —al| > 1. En particular 1 ¢ 9, ademds 901 es un ideal
bilateral y 99t C 921. Por la maximalidad de 9 respecto a la contencién concluimos que 9t = 9
y por lo tanto es cerrado. Puesto que *B es un anillo, el cociente es un campo. Ahora, como 91

es cerrado %/m es un algebra de Banach. [1.13| garantiza que existe un Unico isomorfismo
1sométrico y : %/m —C

Searm:B — %/m la proyeccién natural, entonces Y7 : B — C es una funcional mul-
tiplicativa distinta de cero. Afirmamos que ker y7 = 9. Supongamos que a € 91, entonces
m(a) = [0] y como y es isomorfismo y/([0]) = 0, por lo tanto a € kery¢ y 9t C ker y. Re-
cordemos que ker Y es un ideal bilateral de ‘B, por la maximalidad de 97t necesariamente
keryrm = 9.

Finalmente se probara que la correspondencia es univoca. Sean @1, ¢, € M tales que ker ¢; =
2N = ker ¢, entonces para cada a en ‘B:

01(@) — 92(a) =((a— 61(@)) — (a— 9a(a) ) € M,
01(@)— 92(a) =91 (91(a) — h2(a) ) =0,

por lo tanto ¢; = ¢».
[

Proposicion 1.16. Si B es un dlgebra de Banach conmutativa y a estd en ‘B, entonces a es
invertible en B si 'y solo si I'(a) es invertible en C(M)

Demostracion. Por[1.10]T" es un homomorfismo de dlgebras, entonces si a es invertible en B
se observa que I'(a~"I'(a) = T'(a~'a) =T'(1) = 1. Dado que el 4dlgebra es conmutativa basta
probar que existe un inverso derecho o un inverso izquierdo. Concluimos que I'a es invertible
enC(M) yT'(a™') = (T'a)~!.

Supongamos que a es un elemento no invertible en 8. Se define My = {ba : b € B}. My es
un ideal, y dado que el dlgebra es conmutativa el ideal es bilateral. El Lema de Zorn garantiza
que existe un ideal maximal bilateral 91 tal que 99ty C 9. Por existe ¢ € M tal que
ker ¢ = 90t. Basta notar que a € 9, entonces 'a(¢) = ¢ (a) = 0, por lo tanto I'a no es invertible
en C(M). O

Los resultados anteriores se pueden recopilar por medio del siguiente teorema.

Teorema 1.17 (Gelfand). Si *B es un dlgebra de Banach conmutativa, M el espacio de ideales
maximales y I : B — C(M) es la transformada de Gelfand, entonces:

1. M es distinto del vacio,
2. T" es un homomorfismo de dlgebras,
3. ||Ta||., < ||a|| para cada a en By

4. aes invertible en B si'y solo siI'(a) es invertible en C(M).
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Corolario 1.17.1. Si ‘B es un dlgebra de Banach conmutativa y a es un elemento del dlgebra,
entonces ¢(a) =ranlay r(a) = ||Tal|,,

Demostracion. Sea A € C tal que A ¢ o(a), asi a — A es invertible. Por [I.17]T'(a — 1) es
invertible en C(M), es decir, para cada ¢ € C(M)

[(a—2)(9) =9(a—2)=¢(a) - A #0,

entonces para cada ¢ € C(M) se tiene que I'a(¢) = ¢(a) # A y por lo tanto A ¢ ranl'a y
ranl'a C o(a). Nétese que si ahora partimos del supuesto A ¢ ranl'a, entonces los argumentos
anteriores son validos al seguirlos en el orden opuesto. Por lo tanto ¢ (a) = ranl'a.

Para demostrar la segunda afirmacion basta observar lo siguiente:

r(a) =sup{|A|: A € o(a)},
=sup{|A|: A €ranla},
=||lal|,.

O

Corolario 1.17.2 (Teorema del Mapeo Espectral). Si B es un dlgebra de Banach, a es un
elemento de *B y @ es una funcion entera en C, entonces

o(¢(a)) =¢(o(a)) ={¢(1): 1 € o(a)}.

Demostracion. Sea ¢(z) =Y., 0,2" la representacion de ¢ por medio de su serie de Taylor,
como ¢ es entera la serie converge en todo C. Entonces ¢(a) = Y~ , 0,a" converge a algin
elemento de *B. Sea ‘B, la subdlgebra cerrada generada por

{La,(a=2)"",(9(a) —u) ™" : A € py(a), 1t € p(¥(a))}.
Se observa que ‘B es conmutativa y afirmamos que se cumplen las igualdades:
1. oy, (a) =ox(a),
2. 0,(9(a)) = o (¢(a)).

Primero notamos que By C B y por lo tanto oy (a) C o, (a). Sea A € oy, (a), entonces a— A
no es invertible en B, luego A ¢ py(a) y por lo tanto A € oy (a), es decir, o, (a) = on(a).
Por medio de un argumento andlogo se prueba que oy (¢(a)) = on(¢(a)). Este resultado
nos permite utilizar la notacién o (a),oc(¢(a)) y r(a),r(¢(a)) sin crear confusién respecto al
algebra subyacente.

Consideremos la transformada de Gelfand y el Corolario Por continuidad de T" se
tiene que I'(¢(a)) = ¢(I'a), entonces:

6($(a)) =ranl'($(a)) = rang(T'a).
—¢(ranla) = ¢ (c(a)

O

Teorema 1.18 (Férmula del radio espectral). Si ‘B es un dlgebra de Banach y a es un elemento

del dlgebra, entonces ry(a) = lim,_. ||a" || L/n
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Demostracion. Sea B la subalgebra cerrada de B generadapor {1,a,(a"—21)"': 4 € p(a"),n €
71}, entonces B es un dlgebra de Banach conmutativa. Afirmamos que para cada n € Z+
oy, (a") = op(a”). Dado que By C B entonces o (a”) C oy (a"). Sea A € oy, (a"), en-
tonces a" — A no es invertible en B, y por la manera en que se definié 8B, observamos que

A # py(a™). Porlo tanto A € o(a”) y o, (a") = o (a").

Definimos ¢ : C — C como ¢(z) = 7*. Dado que ¢ es una funcién entera en C, por el
Corolaridl.17.2]se tiene que O, (a") = O, (a)", y por lo tanto o (a") = o (a)". Por defini-
ci6n del radio espectral, el Teorema|l.17]y el Corolario[I.17.1]tenemos que ry (a)" = r(d") =
T’ .. < |la"|. Entonces rs(a) < [|a”[|" y 1 () < limin, o [|a”[|/".

Definimos la siguiente funcion, llamada la Transformada de Cauchy, por medio de una serie
de potencias:

ST
n=0

Si ||a|| < |A| entonces la serie converge absolutamente y por lo tanto converge y es analitica.
En tal caso G(1) converge a (a—A)~!. Si ¢ € B* entonces — Y>>, ¢ (A!7"a") es analitica si
IA| > rg(a), ya que =Y @ (A 7"a") = ¢((a—A)~!). Lo anterior implica que para cada ¢
en B*, 1im,, e (2 7"a") = 0. Como |¢(a)| es acotado, entonces sup{||@||} < co. Por lo tanto
existe M; > 0 tal que ||7Ll’”a"H < M, . Entonces:

limsup ||a"||'/* = inf sup{||a"||'/"},
n—oo = n<m

Sh’msupMi/n A"

n—oo

=7l

Asi rg(a) < liminf,, e ||a”||]/" < limsup,,_,.. ||a"|| n < (a), con lo que se verifica que el
limite existe y que rg(a) = lim, e ||a"]|'/". O

1.2. Algebras C*

Definicion 1.19. Si 2l es un dlgebra de Banach, una involucion en 2l es una funcion a — a* que
satisface:

1. a** =aparacadaaen,
2. (ab+Ba)* =ab*+Ba*paraca,BenCya,ben,y
3. (ba)* = a*b* paraa,ben .

Adicionalmente, si ||a*a|| = ||a||* para todo a e n 2, entonces diremos que 2 es un dlgebra
C*.

Notese que al considerar el dlgebra de Banach de funciones continuas C(X) sobre un es-

pacio topoldgico (X, 7) Hausdorff y compacto f*(x) = f(x) define una involucién, por lo que
C(X) es un algebra C*.

Definicion 1.20. Sea 2( un dlgebra C* y a un elemento en 2, entonces:

1. a es normal si a*a = aa®,
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2. a es autoadjunto o hermitiano si a = a*y
3. aesunitario si a*a =1 = aa".
Teorema 1.21. Un elemento autoadjunto de un dlgebra C* tiene espectro real.

Demostracion. Observe que, si a es un elemento del dlgebra C* entonces ||a|| = ||a*||, es decir,
la involucidon es una isometria. Para probar ésto consideraremos dos casos, a =0y a # 0.

= Si a =0, entonces para cada nimero complejo & se tiene la igualdad a = aa. Entonces
a* =oa*. Porlo tanto a* =0y ||a|| = ||a*||-

= Sia 0, entonces ||a|* = ||a*a|| < |la*||||a]|. Como a # 0 entonces ||a|| # 0 y se puede
cancelar de ambos lados de la equacién para obtener que |la|| < ||a*||. Si utilizamos el
hecho de que a** = a y aplicamos el procedimiento anterior partiendo de ||a*||, entonces
obtendremos que ||a*|| < ||a|| y podemos concluir que ||a|| = ||a*¥||

Sea b un elemento autoadjunto de 2 y sea ¢ = exp(ib), entonces por definicion de la exponencial
c=Y> L (b)". Ast:

n=0 n!

(@)
*
I
o
s

S| =
~
S

)"

]

El,_;
—~
—~
~
S
~—

N
~—
*

I
D1e 3

3
Il
o

I
S
Les
= =~
-
=
=
N
v:

I
s

S
=

3
Il

i
o

T
[¢]
> |‘|8
o
e
~ —~
S
N— ~
S
N—
\'3

Observe que tb y —ib conmutan, entonces por [[.5]
exp(tb) exp(—tb) = exp(tb —1b) = exp(0) = 1.

Por lo tanto ¢*c = 1 = cc* y ¢ es un operador unitario. Ademds, como 1 = ||c*c| = ||c||%,
entonces ||c|| = 1 = ||c*||. La funcién exponencial compleja es entera en C, entonces por el

Teorema del Mapeo Espectral
o(c) = o(exp(ib)) = exp(10(b)).
A continuacién veremos que o(c) C S'. Primero, por

=1

S=

1
"I
’

=i < Ii "
r(c) = lim [|c"|[" < lim sup([|c[|")
asi o(c) C D. Como c es invertible 0 no es un elemento del espectro de c¢. Sea A un niimero
complejo distinto de cero tal que |A| < 1, entonces Uﬂ >1ly

_ 1
(c—=A1)=—2Ac(c 1—11).
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Dado que ||c™! H =1, se tiene que r(c™ 1) < 1y que (¢ — %1) es invertible. Como consecuen-
cia de ello (¢ — A1) también lo es.

Finalmente, por o(b) es no vacio. Sea A € o(b), entonces existen nimeros reales x,y
tales que A = x+1y y exp(:A) € S!. Esto significa que:

ez?L

= feer = e =1
por lo que y = 0 y concluimos que A es real. U

Lema 1.22. Sea X un espacio topologico Hausdorff y compacto. Entonces los ideales maxi-
males de C(X) son de la forma 3, = {f € C(X) : f(x) =0} parax € X.

Demostracion. Veamos primero que Jy es un ideal. Sean f,g € J, y h € C(X), entonces:

y por lo tanto J, es ideal.

Supongamos que J es un ideal tal que J, C J y tomemos f en J tal que f(x) # 0. Definimos
g:ﬁf. Se sigue que g € J y que (1—g)(x):1—%20. Porlotanto l —geJy 1=
(1—g)+g€J.Sesigue que J = C(X) y concluimos que J, es un ideal maximal.

A continuacion se vera que todos los ideales maximales son de esta forma. Sea J un ideal en
C(X) y suponga que no estd contenido en ninguno de los ideales de la forma J,. Esto significa
que para cada x en X existe un elemento f, de J tal que f(x) # 0. Como cada f, es continua,
entonces existe una vecindad U, de x tal que O ¢ f,(Uy). El conjunto 4 = {U, : x € X} es
una cubierta abierta de X, y como X es compacto se puede extraer una subcubierta finita, es
decir, existe n € Ny xy,...,x, € X tales que {U,, : i € {1,...,n}} es una subcubierta finita de X.
Finalmente definimos g = Y7, fy, fx, y notamos que para cada x en X g(x) > 0. Por lo tanto g

tiene inverso multiplicativo, dado por g~ !(x) = ﬁ. Como J es ideal entonces g~ lg =1 € 7.

Se concluye que J = C(X). O

Teorema 1.23 (Gelfand-Naimark). Si 2l es un dlgebra C*conmutativa y M el espacio de ideales

maximales de 2, entonces la transformada de Gelfand es un isomorfismo isométrico™ de 2 en
C(M).

Demostracion. Sea a un elemento de 2(. Definimos by = %(a +a*)y b %(a —a*). Notamos

que ambos son elementos autoadjuntos y que

a =by+1by,
a* =by—1b},
=by —1b.

Como bg y b; son elementos autoadjuntos el Teorema|l.21|indica que los espectros de ambos
deben ser reales. Por(1.17.1|c(f) = ranl'f, asi I'by y ['b; son funciones con valores reales, por
lo que

Ta :r<b() + lbl) =T1by+1I'by,
:Fbo — lrbl = F(bo — lbl),
=I'a*,
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entonces I' es un homeomorfismo*. Para mostrar que es una isometria se utilizara la definicion
de involucién en un dlgebra C*,[1.17.1|y la férmula del radio espectral Veamos primero

1/2
k .. . .,
que ||a*a|| = H (a*a)? H para todo entero positivo k. Por induccién sobre k:

» k=1 Definimos ¢y = a*a, nétese que co es autoadjunto, entonces cjco = (a*aa*a) =
(a*a)?. /2 _
la*al

2 asf |(a*a)?|| = l|la*al|* y en consecuencia |(a*a)?||

= Supongamos que la afirmacidn es cierta para algin entero positivo k£ y veamos que tam-
., . . k
bién es cierta para k + 1. Definimos ¢ = (a*a)?, entonces

1/2k+l

Y

2k+1

k+1
1/2 _H 22k

Jia

=(cten?] "',
—uclclul/z"

2]( 1/2

~ (@ a)

=|la"a]|.
Con este resultado podemos afirmar que:

1/2%

2k

lall> = lla*al = ||(a"a)

zk 1/2

= lim H a a
k—boo

=r(a*a),

=[T(a"a)l.s
=|Ta'Ta|,,
= |[Falall,,.

=[rar]...
2
= IIral,

por lo tanto I' es un encaje isométrico, y en particular inyectivo.

Ahora, como es isometria, ranI es cerrado en C(M), y como I" es homomorfismo, entonces
L.y = I'ly. Finalmente ranl” separa puntos de M, ya que si ¢ y ¥ son funcionales lineales
multiplicativas distintas, entonces existe a en 2 tal que

Ta(9) = ¢(a) # y(a) =Ta(y).

Con ésto se concluye que ranl” es una subélgebra cerrada, que no se anula y que separa puntos, y
por el Teorema de Stone-Weierstrass ranI' = C(M). Por lo tanto I" es un isomofismo isométrico*
de A en C(M) O

Lema 1.24. Sean X y Y espacios topologicos Hausdorff y compactos. Si h : X — Y es una
funcién continua, entonces existe un homomorfismo de dlgebras C* T : C(Y') — C(X) dado por

Tf=foh
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Demostracion. Sean f,g € C(Y)y a € C. Dado que iy f son funciones continuas la compo-
sicion es una funcién continua, ademads / tiene por dominio a X y f tiene codominio en C, por
lo que T esta bien definida. Observe que

T(af+g)(x) = [(af +g)ohl(x) = (atf +g)(h(x)) = atf (h(x)) + g(h(x)) = (T f +Tg)(x),
T(fe)(x) = [(fg) o hl(x) = (f&)(h(x)) = f(h(x))8(h(x)) = (TfTg)(x),
Tf"(x) = [f"ohl(x) = f(h(x)) = f(h(x) = (Tf)"(x).

De esta manera T es un homomorfismo de algebras C*. ]

Lema 1.25. Considérese al dlgebra C* C(X) y a M, el espacio de ideales maximales. Entonces
toda funcional lineal multiplicativa ¢ en M es una evaluacion, es decir, para cada ¢ en M
existe un elemento x en X tal que ¢ (f) = f(x) para cada f en C(X)

Demostracion. Sean ¢ una funcional lineal multiplicativa, entonces por los Lemas[I.13]y
ker ¢ = J,, para algin xo € X. Se afirma que ¢ (f) = f(xy,) paracada f € C(X). Sea f € C(X),
luego f(xp) = o para algin nimero complejo ¢, entonces (f — otl) € Iy, es decir, ¢ (f —otl) =
0, luego 9 (f) = & = £(xo). 0

A partir de ahora se denotara por ¢, a la funcional que evalda a las funciones en x, es decir

¢x(f) = f(x)

Teorema 1.26 (Gelfand-Kolmogorov). Sean X y Y espacios topologicos Hausdorff'y compac-

tos. Los espacios X y Y son homeomorfos si 'y sélo si C(X) y C(Y) son isomorfas como dlgebras
C*

Demostracion. Supongamos que i : X — Y es un homeomorfismo. Por el Lema [1.24) T :
C(Y) — C(X) dado por Tf = foh es un homomorfismo de dlgebras C*. De forma andloga
se define el homomorfismo 7’ : C(X) — C(Y) como T'f’ = f' o h~!. Obsérvese que:

T'Tf=T'(foh)=(foh)oh ' = fo(hoh™) =Idqy),
TT'f' =T(f'oh™") = (f'oh™Yoh=fo(h™ oh) =ldcy),

por lo tanto 77 = T~! y T es un isomorfismo. Nétese también que:

T fllo =sup{|Tf(x)]:x € X},
= sup{|f(h(x))| : x € X},
=sup{|f(y)|:y €Y},
=l

Con ésto se concluye que T es un isomorfismo isométrico” entre C(Y) y C(X).

Suponga ahora que 7' : C(Y') — C(X) es un isomorfismo isométrico”. Definimos 7" : M¢(x) —
McyyporT¢ =¢oT. YaqueT esisomorfismo de dlgebras, en particular es una funcion lineal
multiplicativa, por lo que T esta bien definida. Afirmamos que 7' es homeomorfismo. Primero
vamos a probar que 7' es una biyeccién. Como C(X) y C(Y) son dlgebras C* conmutativas y

T es isomorfismo, entonces preserva ideales maximales bilaterales de C(X) y C(Y), como el
Lema caracteriza a estos ideales, dado y en Y existe un unico x en X tal que T Jy = J,,
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ademads el Lema garantiza la correspondencia uno a uno entre ideales de C(Y) y funciona-
les multiplicativas, y indica que toda funcional multiplicativa es una evaluacién. De esta
manera tenemos que si @ es la funcional ¢, es decir ¢,(f) = f(x) y ker ¢ = TJ,, entonces

To =To,,
=@coT,
:lllyv

donde yy es la funcional lineal multiplicativa en Mc(y) tal que ker yy, = Jy y T J, = Ty, de aqui

concluimos que T es biyectiva.
Ahora vamos a probar que 7" es continua. Sabemos que tanto Mc(x) como M¢(y son com-

pactos y Hausdorff, y tienen la topologia debil inducida por CMc(x) y CMc(y)' Veamos que f o T

es continua para cada fen Ch(y,- En efecto, si {9a }aea es unared en M¢(x) que converge a
¢ y escribimos ¢y o T = Y, entonces

(foT)pa =f($aoT),

~

=f(Ya),
:Woc(f)-

Por T es un isomorfismo isométrico, entonces { Wy }qca €s unared en Mc(y) que converge
ay=¢oT, por lo tanto

lim (foT)¢e = lim yo (f) = y(f) = (foT)9,

acA

y fo T es continua. Como M x) esta equipado con la topologia débil, entonces €sta es condi-

cion suficiente para probar que 7' es continua.

Finalmente, como es biyeccion continua entre un espacio compacto y uno Hausdorff, T es
homeomorfismo.

Definimos gy : X — M (x) como pix (x) = ¢, nuevamente por los Lemasy Ly €s
una funcion biyectiva entre espacios Hausdorff y compactos. Considérese a {xq f e, una red
en X convergente a alglin punto x, entonces se tiene que para cada f en C(X)

Iim py (xq) (f) = lim @y, (1),

acA aeA

=1
alg[l\f(x(x)7

=f(x).

Por lo tanto uy es continua y en consecuencia es un homeomorfismo. Si se define uy : ¥ —
Mc(yy de manera similar, entonces también es un homeomorfismo y la funcién A : X — Y

definida por medio de la composicién A = i, ToTo Uy es el homeomorfismo requerido entre
XyY.

X —* L,y

b

Mcxy —— Mcy)
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Lema 1.27. Sean X y Y espacios topolégicos Haussdorfy compactos. Si T : C(Y) — C(X) es
un isomorfismo de anillos, entonces X y Y son homeomorfos.

Demostracion. Como se not6 anteriormente, los ideales maximales bilaterales de C(X) y C(Y)
son de la forma Jy y Jy, los subconjuntos de funciones continuas que se anulan en x y en y
respectivamente. Si 7" es un isomorfismo, entonces induce una correspondencia biunivoca entre
los ideales maximales de cada uno de los anillos de funciones continuas. Definimos #: X — Y
de tal manera que J, = Tﬁh(x), es decir para cada x € X, h(x) es el inico y € Y tal que T3y =17,,
por lo que % es biyectiva. Observemos que si f € C(Y'), entonces para cada x € X se tiene que
Tf(x)=f(h(x)),esdecir Tf = foh. Como X y Y tienen la topologia débil inducida por C(X)
y C(Y) respectivamente, entonces la funcion 4 : X — Y es continua si y sdlo si para cualquier
funcién f € C(Y) la composiciéon foh es continua, lo cual es inmediato de que 7 sea un
isomorfismo entre los anillos de funciones continuas.

Se tiene que & es una funcién continua y biyectiva entre un espacio compacto y un Haus-
dorff, por lo que es homeomorfismo y es testigo de que X y ¥ sean homeomorfos. [
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Capitulo 2

Construccion GNS

Definicion 2.1. Un operador V en un espacio de Hilbert 57 es una isometria parcial si |V f|| =
|| f]| para cada f ortogonal al kernel de V, si ademds el kernel de V es {0} entonces V es una
isometria. El espacio inicial de una isometria es el subespacio cerrado ortogonal al kernel.

Definicion 2.2. Sea S un subconjunto de un espacio de Hilbert .##°. Denotaremos por [S] al
subespacio cerrado generado por los elementos de S.

2.1. Representaciones y Funcionales lineales Positivas

Definicion 2.3. Sea 2l un dlgebra de Banach involutiva. Una representacion de 2l es un homomorfismo*
7 de 2 en el dlgebra C* de operadores acotados en un espacio de Hilbert .77, ®B(.7). Deci-

mos que 7 es el espacio de representacion de 7. Para especificar el espacio de representacion

junto con una representacion escribiremos {7, 7} o 7. Diremos que dos representacio-

nes {m,74} y {m, %} son unitariamente equivalentes si existe una isometria sobreyecti-

va U de 74 en 7 tal que Um(x)U* = my(x) para cada x en 2. Esto lo denotaremos por

{m, 74} = {m, 73} o m = m,. Finalmente, si (x) # 0 para cada elemento distinto de cero

en 2, entonces diremos que 7 es fiel o efectiva.

Proposicion 2.4. Sea {m, 7} una representacion de un dlgebra de Banach involutiva 2. Los
siguientes son equivalentes:

1. El subespacio cerrado ()| generado por w(a)§, a € A, & € H coincide con el
espacio F.

2. Para cada elemento & distinto de 0 en el espacio de Hilbert 7 existe un elemento a del
dlgebra tal que w(a)& # 0.

Demostracion. Partamos del primer enunciado y supongamos que 7(a)& = 0 para todo a € 2L.
Para cada ) € J tenemos:

(n(a)n, &) = (n,7(a)°S) = (n,7(a")G) = 0.

Por lo tanto & es ortogonal a [7(2().77], y dada la hipétesis ésto significa que § = 0.
Supongamos ahora la segunda afirmacién. Sea & un elemento de J# ortogonal a [7(2).77].
Para cada a en el dlgebra tenemos que:

0= (&, m(a"a)f) = (&, n(a")n(a)§) = (m(@)&, 7(a)§) = ||7(a)]I*,

necesariamente 7(a)§ = 0y por hipétesis & = 0, es decir [n(21).7] coincide con J7. O

19
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Definicion 2.5. Se dice que una representacién {m,.7} de 2 es propia o no degenerada si
satisface alguno de los enunciados de la Proposicion Si no es el caso, diremos que el
subespacio cerrado [7(21)7] es el espacio esencial de 7 y lo denotaremos por 7 (7).

A partir de ahora asumiremos que las representaciones son propias, excepto cuando se
indique lo contrario de manera explicita.

Definicion 2.6. Diremos que una funcional lineal @ en un dlgebra de Banach involutiva 2l es
positiva si @(x*x) > 0 para cada x en 2. Si ésta tiene norma igual a 1 diremos que es un estado.
En el caso en que @(x*x) # 0 para todo x € 2 distinto de cero, se dird que o es fiel o efectiva.

Generalmente, si @ es una funcional lineal definida en un dlgebra de Banach involutiva 2,
la funcional adjunta ®* de @ esté definida por

Si w = 0" diremos que ® es autoadjunta o hermitiana. Si tenemos un par de funcionales lineales
hermitianas ®,y escribiremos @ > ¥ si @ — Y es positiva.

Sea {m, 7} una representacién de 2. Dado un par de elementos de 77, &,1, definimos la
funcional @(7; &, M) en A como

w(n’;évnxx) = <7T(X)§an>7 x e

Noétese que

Ademas

Por lo tanto @(7;&,n)* = o(m;1n,&) y o(m;E,E) > 0. Usaremos (7; &) para abreviar a la
funcional lineal positiva o(7; &, &).

Proposicion 2.7. Si o es una funcional lineal positiva en un dlgebra de Banach involutiva 2,
entonces para cada x,y € 2

o(yx) = o(x*y)

l0(y'x)]* < o(xx)o(y*y)
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Demostracion. Para probar la primera igualdad considérese la identidad de polarizacion:

3
dy'x = Y (e ) (x 1),
n=0

asi, se observa que

3

Zl"(o (y+1"x)*(y+1'x)),
n=0

3

Z (v +1"x)"(y+1"x)),

n=

"((=0)"y+x) 7 (=)"y +x)),

i
3
Z )"y +x)"((=1)"y +x)).

Para concluir basta desarrollar la suma anterior y observar que al desarrollar 4®(y*x) por medio
de su identidad de polarizacion el primer y penudltimo término son iguales, y que el segundo y
el cuarto se intercambian:

4o (xy) =0((x+y)*(x+y)) —1o((x — )" (x—1y)))
—0((x—y) (x=y)) +10((x+ )" (x+1y)),
40(yx) =0((x+y)*(x+y)) +1o((x + )" (x+ 1)),
—10((x—1y)" (x —1y)) —O((x— )" (x —y)).

Para probar la segunda desigualdad podemos ignorar el caso en que @(y*x) = 0, pues la propo-
sicion es trivialmente verdadera. Notemos que @ ((Ax — py)*(Ax— wy)) > 0, pues la funcional
es positiva. Ademads, al desarrollar esta expresion obtenemos

o((Ax— py)*(Ax — py)) =0(AAx"x — Apx"y — Afly"x + Tpy'y),
= A7 o(x"x) — 2RAL@(y*x) + || 0 (y*y).

Sustituimos p = ¢'®u’ para algtin valor de 8 € [0,27) de tal manera que AL®(y*x) =

A1 w(y*x)|, ast
0< A @(x'x) —2[A| [ ok )|+ |1 o
Finalmente tomamos u’' = |$Ey x;‘ y A € RT, y notamos que ésta es la ecuacién de una

parabola en el plano que abre hacia arriba y que intersecta al eje A a lo mds en un punto, por lo
tanto su discriminante es menor o igual que O:

*x 2
(—Z\Mw@*x)\) 4|l o )oly) =40k — 4o o),

o(y*x)
<0

asi concluimos que |@(y*x)| < o(x*x)@(y*y). O

Lema 2.8. Si @ es una funcional lineal positiva en 2, entonces el conjunto Ny = {x € 2 :
o(x*x) = 0} es un ideal izquierdo.
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Demostracion. Tomemos x,y € Ny, entonces por 2.7 tenemos

0 < o((x+y)" (x+y) =0 x+x7y+yx+y7),
=0 (x"x) + O(x"y) + 0(yx) + 0 (y"y),
=2Rw(x"y),
<2|o(x"y)l,
<20(x'x)2o(y*y)/? =0.

Por lo tanto x +y € Ny,.
Si a es un elemento del dlgebra 2

o((ax)*ax) =0 (x*(a"ax)),
<o(xx)o((d"ax) (aax)),
=0,

de manera que ax € 2.
Finalmente, si A es un nimero complejo se tiene que

o((Ax)*(Ax)) = @(AAx*x) = |l|2a)(x*x) =0,
por lo que N, es un ideal izquierdo. [

Definicion 2.9. Llamamos kernel izquierdo de @ al ideal izquierdo Ng. Podemos definir de
manera analoga el kernel derecho de .

Observacion 2.10. Sea (X,(_,_)) un espacio vectorial con producto interior. Se puede con-
siderar a S, el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy sobre X, y definir la relacion de
equivalencia sobre éste de manera que (xn) ~ (yx) siy s6lo si im0 ||Xp — yul|(_ y = 0. Final-
mente se define el producto interior en S/ ~ como

(105 10)]) = 1 (.30

El espacio (S/~,(_,_)) construido de ésta manera es un espacio de Hilbert en el cual (X, (_,_))
se encaja de forma densa por medio de una isometria.

Observacion 2.11. Supongamos que @ es una funcional lineal positiva definida en un dlgebra
de Banach involutiva 2. Para cada elemento x de A denotemos por N (x) a la clase lateral de

x en el espacio cociente Ql/Nw, X+ Ng. A dicho espacio se le puede equipar con un producto
interior definido por

Mo(x),Ne(y)) =0("x), xyel

Sea 7, el espacio de Hilbert que resulta de completar Ql/Nw por medio del proceso descrito

en|2.10 Se verd que el operador definido en Ql/Nw dado por Ne(x) — Ne(ax) para cada a
en 2 se puede extender a un operador acotado 7y (a) en el espacio de Hilbert 7, y que la
funcion my 2 a € A — wy(a) € B(Hy) es una representacion de .

Lema 2.12. Sea 2 un dlgebra de Banach con unidad. Si a es un elemento de 2 tal que r(1 —
a) < 1, entonces existe un elemento b del dlgebra tal que b* = a. Mds aiin, si 2 es un dlgebra
de Banach involutiva y si a es hermitiano, entonces b se puede escoger de manera que también
sea autoadjunto.
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Demostracion. Sea A € o(a), entonces a — A no es invertible, por lo tanto
a—A=(a—1)—(A—1),
=—[(1-a)=(1=2)].

Asi 1 —2 € 6(1—a) y por hipétesis r(1 —a) < 1, es decir, |A — 1] < 1. Por lo tanto 6(a) C D =
{A € C:|A —1| < 1}. Consideremos la funcién v/A definida en en los reales positivos. Dicha

(n)
funcién se puede escribir por medio de su serie de Taylor alrededor de 1 como } " i nz(l) (A —
n—1/q1_
1)". Nétese que las derivadas de orden n estan dadas por £ (1) = M paran > 1y que

el radio de convergencia de la serie es de 1. Sea f(A) la continuacidén analitica de la funcién
VA del intervalo abierto (0, 1) al disco D y definimos f(a) = b. De [Tak02, Prop 2.7] se tiene
que a = b*. Dado que f(A) se escribe com o una serie de Taylor alrededor de 1 con coeficientes
reales y converge en el disco D, b = f(a) es autoadjunto si a lo es. ]

Lema 2.13. Si 2 es un dlgebra de Banach involutiva con unidad, entonces toda funcional lineal
positiva @ en 2 es continua y ||o|| = o(1).

Demostracion. Sea x un elemento autoadjunto de 2 tal que ||xp|| < 1, entonces 1 — x( también
es autoadjunto. Ya que r(1 — (1 —xp)) = r(xp), de la formula del radio espectral se tiene que
r(xg) < 1, y por existe y € 21 autoadjunto tal que 1 —xo = y*y. Por lo tanto

o(1) — o(x) =o(1 —x0) = 0(yy) >0,
o(1) >o(xp)-

v

Sea x en 2 tal que ||x|| < 1, entonces ||x*x|| < ||x*| ||x|| = ||x||* < 1. Como o es positiva, x*x es
autoadjunto y cumple las mismas propiedades que xq

o)) = |o(1x)* < o(1)o(x'x) < o(1)2. 2.1)

Nétese que para cada x € 2, si x # 0 entonces H mxu < 1, por la ecuacién ‘a) (ﬁ) ‘ <
(1), por lo que se puede afirmar que

Concluimos que @ es continua.
Como ||1]| = 1 entonces ||@|| > @(1) y por continuidad de @ y de la ecuacién[2.1]se tiene
que para cada x tal que ||x|| < 1, |@(x)| < @(1), por lo tanto obtenemos ||®|| = @(1). O

Observacion 2.14. Si 2 es un dlgebra de Banach involutiva sin unidad, entonces se puede
encajar a 2 como ideal en un dlgebra de Banach involutiva con unidad | de la siguiente
forma. Se define el espacio 2| como la suma directa A ® C y se le da estructura de dlgebra de
Banach por medio de

(6, 4) (v, 1) =(xy + x+ Ay, Au),
(x,A)" =(x",4),
[1Ge, A) I =[xl 4|2
La funcion x € A — (x,0) € 2 es un encaje isométrico”, la imagen de U es un ideal de 2, y
(0,1) es la identidad de 2.

En el caso en que 2 sea un dlgebra C* es necesario definir ||(x,A)|| = sup{|lxy+Ay| : y €
A, [|y|| = 1} para que U, sea también un dlgebra C*.
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Lema 2.15. Sea 2 un dlgebra de Banach involutiva y ® una funcional lineal positiva en . Pa-
ra cada a € 2 definimos ®,(x) = w(axa*),x € . Entonces w, es una funcional lineal positiva
Y [la]| < 0(aa”).

Demostracion. Si 2l no tiene unidad consideramos 2[; como se construyd en Notemos
que si a € Ay xp € 2y podemos identificar a con (a,0) y reescribir xy como (x,A) para algin
x €2, A €C, de esta forma

axoa” =(a,0)(x,A)(a",0),
=(ax+ Aa, O)(a ,0),
=((ax+ Aa)a*,0),

(

ax+ Aa)a*

es decir, el conjugar un elemento de 2; con alguno de 2 resulta en un elemento de 2. Se
observa también que si a,x,y € Ay k, A, u e C

(@,0)((x,A) + (v, 1))(a",0) =(a,0)(x+y,A +u)(a",0),
=((a(x+y)+ (A +H1)a ) 5,0),

(a,0)(kx,kA)(a*,0) = (a(kx)—klka)a ,0),
k(a,0)(x,4)(a",0).

Con estas observaciones podemos extender la funcional lineal @, en 2 en una funcional @, (x) =
o(axa*) definida en 2. Si x € 2}, entonces @, (x*x) = ®(ax*xa*) = ®((xa*)*(xa*)) > 0 para
cada x € 2. Por lo tanto @, es una funcional lineal positiva en 2. Por el Lemaes continua
y [|04]] = @0,(1) = ®(aa®). Finalmente || @,|| < ||@,| = ©(aa®). [

Teorema 2.16. Sea 2l un dlgebra de Banach involutiva con unidad. Dada una funcional lineal
positiva @ en 2 existe una unica representacion, salvo por equivalencia unitaria, {Ttg, /4 }
de 2 y un vector &, tal que:

1. [7o(A)éw] = Ho,
2. 0(x) = (y(x)éw, Ew) para cada x € A

Demostracion. Se probara primero la unicidad y luego la existencia.

Sean {7y, #p,Ew} y {7y, 7, &L} dos representaciones que cumplan las condiciones es-
tablecidas anteriormente. Definimos Uy : 7, ()&}, — T (A)Ee como Uy, (x)E}, = T (x)Ew
para x € 2, entonces si x,y € 2

= (7o (¥) 8w Tw (V) o) »
= (7o () 7o (¥) 8w, S0) »
= (T (Y"x)%0, Sw) ;
=0(y"x),

= (7, (") éc’méé)

_<7T(/u (x ga)a §w>

<U075w Jgoz),UOTca) ‘:(/u>

‘<
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Esto implica que Uy esté bien definida, ademds se observa que Uy preserva el producto interior,

por lo tanto también preserva la norma y es isometria de 7, ()&/, sobre g, (2A)Eg. Como

()&, y mu(A)E, son densos en J7, y #, respectivamente, entonces Uy se extiende de
manera continua a una isometria U de 7, sobre 7.
Sean x,y € 2, entonces

7o () Uo7y (¥) S =T (¥) o (¥) S0,
=Te (%) S0,
=UoTe, (7)o,
=UnTy (¥) Ter (¥) -
Por lo tanto, para cada x € A 7, (x)U = U, (x), es decir U*r, (x)U = 7,,(x) y las representa-
ciones son unitariamente equivalentes.

Para probar la existencia de una representacion con las dos condiciones requeridas empece-
mos por considerar Ny, el kernel izquierdo de la funcional lineal dada. Sea .77, la completacién

del espacio Ql/Nw respecto al producto interior definido por (N (x),Ne(y)) = @(y*x). Para cada
a,x € 2 definimos

T (@)No(x) = No(ax),
ésto estd bien definido porque Ny es un ideal izquierdo. Por[2.15] para cada a,x,y € 2

(79 (@) N0 (x), 1 (@)10 ()] = || 7 (@) 16 )|,
= | Mw(ax)|?,
=|o(x(a*a)x),
=@y (a"a),
< [l |la*al ?,
<o) P lal?,

< llal* |10,

por lo que el operador ng(a) en Q[/Nw es acotado y se puede extender a un operador acota-
do my(a) en J,. Aln es necesario probar que 7, €s una representacion, veamos que es un
homomorfismo*. Sean a,b,x,y € Ay A € C, entonces
= Ty(a+b)Ne(x) =No((a+b)x) = Ne(ax+ bx),
=No(ax) + Mo (bx) = Ty (@) Ne(x) + T (D) Ne (%),
=(mg(a) + 7 (b)) No ().

" Tp(Aa)N(x) =N (Aax) = Ane(ax),
=y (a)No ().

= Mo (ab)No(x) =No((ab)x) = T (a)Nw(bx),
=Ty (@)oo (bx) = Ty (@) Ty (D) o (%)

" <7f3)(a)nw(X),nw(y)> =(Nw(ax),Ne(y)) = o(y*ax),
=0 ((a’y)"x) = (Mo (x),Ne((a’y)")),

=(No(x), Ty (a")Nw(y)) = (Mo (), T (@) N (¥))
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Por lo tanto 7 es una representacion de A en 775,.
Finalmente definimos &, = 14 (1), entonces

Tt () =T (A)Nw (1),
=Nw(2A),
:Ql/Nw7

y debido a que 7, = Q[/Nw, se tiene que [Ty (A)Ep] = 5. Ademads

(o (%) E0: Ea) = (T ()N (1), Mo (1)),

(Mo (x), Nw (1)),
=o(1%x),
=0(x).

2.2. Integrales Directas

A partir de ahora tomaremos separabilidad como hipétesis adicional para los espacios de
Hilbert con los que se trabaje.

Definicion 2.17. Sea X un espacio o-compacto, localmente compacto, y con la c-algebra de
Borel asociada a dicha topologfa. Sea i la completacién de una medida de Borel en X, y {77, }
una famila de espacios de Hilbert separables indizada por los puntos p de X. Diremos que un
espacio de Hilbert separable .77 es la integral directa de {.7¢),} sobre (X,u), y lo denotamos
por S = [y ®,du(p), cuando a cada x € S le corresponde una funcién en X, p — x(p) tal
que x(p) € s, paracadap e X y

1. Para cada x,y € S la funcién p — (x(p),y(p)) es integrable respecto a i y (x,y) =

Jx &(p),y(p))du(p)

2. Siu, € J, para cada p € X y la funcién p — <up,y(p)> es integrable para caday € 77,
entonces existe u € ¢ tal que u(p) = u,, casi dondequiera respecto a UL.

Diremos que [y ®.7,d(p)y p — x(p) son las descomposiciones de /¢ y x respectivamente.

Dado que la anterior no es una definicién constructiva, resulta pertinente preguntarse si es
posible construir un espacio de Hilbert J# que resulte ser la integral directa de una coleccién
de espacios de Hilbert indizados por un espacio de medida X. Las siguientes definiciones nos
permiten contestar la pregunta de manera afirmativa.

Definicion 2.18. Sea X un espacio de Borel y u una medida positiva en X. Un campo medible
de espacios de Hilbert sobre X es un par & = ((J(p))pex,I), en el que (H(p)) ,cx s una
familia de espacios de Hilbert indizados por X, y I" es un conjunto de campos vectoriales que
satisfacen las siguientes condiciones:

1. T es un subespacio vectorial de [T,cx 77 (p).

2. Existe una sucesion (xg,x1,...) de elementos de I" tales que, paracada p € X {x,(p)}, € N
es una sucesion total en 7 (p).
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3. Para cada x € T" la funcién p — ||x(p)|| es medible respecto a L.

4. Sea x un campo vectorial. Si para cada y € T" la funcién p — (x(p),y(p)) es medible,
entonces x € I'.

Bajo estas condiciones llamamos campos medibles de & alos elementosde . Sixe'yy e T,
entonces la funcién p — (x(p),y(p)) es medible.

Definicion 2.19. Se dice que un campo vectorial x es cuadrado integrable six €'y [y ||x(p) 12du(p) <
oo, Las propiedades de una norma nos permiten afirmar que si x,y son cuadrado integrables y
A € C, entonces también lo son x+y y Ax. Se define (x,y) = [y (x(p),y(p))du(p). Por medio
de las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Holder observamos lo siguiente:

() y(pD | < llx() Iy ()

[ 6| < [ 1)) an(p),
s(/xnx( Pan) ([ wPaur)

Asi, el conjunto de campos vectoriales medibles y cuadrado integrables constituye un espacio
de Hilbert.

El espacio definido de esta forma coincide con la primera definicion dada para la integral
directa de una familia de espacios de Hilbert.

Observacion 2.20. Sean o € C, x,y € 7, entonces existe z € F tal que ax(p)+y(p) =z(p)
c.d. Basta notar que la funcién p — (ox(p) +y(p),Y (p)) es integrable para cualquier y' € .
Por 2 ) existe z € J tal que ox(p)+y(p) = z(p) casi dondequiera. Andlogamente, si
x,y € A son tales que x(p) = y(p) casi dondequiera entonces

2
lx—=y[|" =x—y,x—y),

—/ (x(p) —y(p),x(p) —y(p))du(p),

—/||x PIdu(p)

por lo tanto x = y.

Lema 2.21. Si {xq} genera a 7 y definimos %’;70 como el subespacio cerrado de 7, generado
por {xq(p)}, entonces %”0 Jt, c.d.

Demostracion. Denotamos por Xo={p€ X : %’;0 # J¢,} y paracada p € X definimos u, como

un vector unitatrio en %OL si p € Xp y 0 en otro caso. Entonces, para cada ¢ y cada p € X
(up,xa(p)) =0.Seay € 'y (yn)nen una sucesion de combinaciones lineales de elementos
en {xq} tal que |[y—yn|| = 0. Si y; = Bixg, + ... + Buxq, entonces existe un conjunto nulo
N; C X tal que yi(p) = Bixe, (p) + .. + Buxa, (p) para todo p € X \ N;, asi (up,yi(p)) =0
si p ¢ N;. Recordemos que la convergencia en L, implica convergencia en medida, y por el
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Teorema de Riesz-Weyl la convergencia en medida implica convergencia puntual c.d. para
alguna subsucesion. Dado que

Iy =yl = /X Iy(p) = ya(p) I dp(p) = 0,

existe una subsucesion (yy, ) tal que ||y(p) —yn,(p)|| — O para todo p fuera de algin conjunto
nulo N. Si p ¢ U2y N; UN entonces (up,y(p)) = 0. En particular, la funcién p — (u,,y(p))
es integrable para cada y € 7 y por Definicion (2) existe u € S tal que u(p) = u,
casi dondequiera. Como u,, es unitario para p € Xy, entonces necesariamente X, debe ser un
conjunto nulo. ]

Lema 2.22. Sea (7,||||) un espacio vectorial normado sobre C, n € Ny {x;} un subconjunto
numerable que genere a V. Supongamos que para cualquier subconjunto de cardinalidad n,
{x1,..sxn} € {xi}, y m € Z existen nimeros complejos ry,...,r, tales que al menos uno de
ellos es 1y ||rix) + ... +roxn|| < m™!, entonces dim(V') < n.

Demostracion. Supongamos que dim(¥') > n Sean {xy,...,x,} C x; linealmente independien-
tes. La dimension del espacio generado por este subconjunto es n, por lo que es isomorfo a C",
y en particular su norma es equivalente a la norma 1 de dicho espacio vectorial. Seam € Z* y
ry...,tn € Cy rpy=1con 1 <h <nque satisfagan la hip6tesis del enunciado. Por equivalencia
de las normas existe ¢ > 0 tal que

c<c(|r|+...+|ml+..+ml) <|rixi+ ...+ x| < m !

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto dim(¥') < n. O

Observacién 2.23. Para cada n € N, X,, = {p € X : J, es de dimension n} es un conjunto
medible.

Demostraciéon. Empecemos por fijar n € Z*. Sea {x;} una base ortonormal de .7 y denotemos
por ri,r2, ... alos racionales Gaussianos de manera tal que | = 1. Tomamos jy, ..., ju, k1, ...,kn,m €
Z" y definimos j = {ji,.... jut,k = {ki,....kn}. Sea Xjm = {p € X : ||rj,xe, + ... + rj %, || <
m~1} de manera que rj, =l paraalguna 1 <h <ny ky,...,k, todos distintos. Por existe
Xo C X nulo tal que si p ¢ X entonces {x;(p)} genera a J7,.

Por si denotamos por Dy, = (., U; Xj ., entonces €ste es un conjunto medible y para
p € D,, J, tiene dimensién estrictamente menor que n. Finalmente notemos que {p € X :
J, tiene dimension n} = Dy, \ Dy, y por lo tanto también es medible. O

Definicién 2.24. Si /7 es la integral directa de {H,} sobre (X,u) diremos que un operador
T € B(J¢) es descomponible si existe una funcién en X, p — T(p) tal que T'(p) € B(s%,),
y para cada x € X, T(p)x(p) = (Tx)(p) casi dondequiera. Adicionalmente, si f:X — Cy
T(p) = f(p)1, diremos que T es diagonalizable.

Lema 2.25. Si T es un operador en 7, la integral directa de { 7}y p— T (p), p— T'(p) son
descomposiciones de T, entonces T (p) = T'(p) casi dondequiera. Adicionalmente, si S(p) =
T(p) casi dondequiera, entonces T = S.

Demostracion. Sea {xi}ieN\ {0} un generador numerable para 7, por el Lema existe un
conjuto nulo Ny C X tal que si p € X \ Ny entonces {x;(p)} genera a .%,. Ademds, para cada
i € N\ {0} existe un conjunto nulo N; C X tal que si p ¢ N; entonces T (p)xi(p) = (Tx;)(p).
Definimos N = |J;2, N;, de esta forma si p € X \ N entonces T'(p) = T'(p).
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De manera similar, si 7 y S son operadores descomponibles y 7'(p) = S(p) casi dondequie-
ra, entonces para cada x,y €

(Tx.5) = [ (T0(p). () du(p),

= [ (T (p)x(p). () dulp),
= [ (S(px(p).(p)) dup),
=(Sx,3),
porlotanto S =T. [

Observacion 2.26. Si f es una funcion medible y acotada en X, entonces la funcion p —
(f(p)x(p),y(p)) es integrable para todo x,y € F. Por[2.17(2) existe z €  tal que f(p)x(p) =
z(p) c.d. Si definimos Mx = z entonces tenemos que My es un operador diagonalizable y su
descomposicion es p — f(p)1,. Las siguientes proposiciones nos permitirdn ver que si H es
un operador diagonalizable, entonces es de la forma My para alguna funcion f medible y
esencialmente acotada.

Proposicion 2.27. Si ¢ es la integral directa de {7¢,} sobre (X,1), a € Cy T1,T> son
operadores descomponibles en B(I), entonces oT\ +T», Ti 1>, T}, y 1 son descomponibles y
cumplen las siguientes propiedades c.d.

1. (aT1+1)(p) = aTi(p) + Ta(p),

2. (iL)(p) = Ti(p)T2(p),

3. T¥(p) = Ti(p)",

4. 1(p) =1,

5. Siademds Ty, T, son autoadjuntos y Ti(p) < Tr(p) c.d. entonces Ty < T».

Demostracion. Dado x € .7 definimos (a7 + 1) (p) = aTi(p) + T>(p), entonces

(aTi +T2)(p)x(p) =aTi(p)x(p) + T2(p)x(p),
=(aTix)(p) + (T2x)(x),
=((aTi+T2)x) (p),

para p casi dondequiera por y
Definimos (7172)(p) como T1(p)T>(p), entonces

(1i12)(p)x(p) =T1(p)(T2(P)x(p));
=Ti(p)(T2x(p)),
)

= (I Tox)(p

Tomamos 77 (p) = T1(p)*, luego para p casi dondequiera

(T (p)x(p),y(p))

(x(p), Ti(p)y(p))
(x(p),(T1y)(p)) -
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Por 2.17(2) (x(p), (T1y)(p)) es integrable, y ademds existe z € 5 tal que T;'x(p) = z(p) c.d.
Paracaday € ,%”

(Ti'x—z,y) =(x T1y> <z y)

= [ )T dua(p) = [ 0)3(p)du(p),

X

/ () da(p) = [ (Ti()x(p).3(p)) du(p)

Por lo tanto 77'x —z = 0, es decir, (T7x)(p) = z(p) = T1(p)*x(p) casi dondequiera y T} es
descomponible con descomposicion p — T7"(p).
Definimos 1(p) = 1, entonces para p c.d.

1(p)x(p) = 1px(p) = x(p) = (1x)(p),

por lo que la descomposicién de 1 es p — 1.
Finalmente, si T1(p) < T>(p) casi dondequiera y x € 57

(Tixd) = [ (Te0(p)ox(p)) du(p),

— / Ti(p (p)) du(p),
< / (To(p)x(p),x(p)) dus(p),
= (Tpc,x) .
Por lo tanto 77 < 7. [l

Observacion 2.28. Si f es la funcion caracteristica de un conjunto medible X, entonces My
es una proyeccion, a saber, la proyeccion diagonalizable correspondiente a X

Lema 2.29. Sea K >0y a € R tal que a > 0. Entonces K < al si 'y sélo si | K|| < a.

Demostracion. Nétese que si K > 0, entonces ||K|| = supj—; (Kx,x).
Dado que K es positivo tiene un tdnico operador raiz cuadrada y éste también es positivo,
por lo tanto

K|l = k2K

Jer

)

2
= sup HKI/ZXH ,
[lx]|=1

= sup <K1/2x,K1/2x>,
[l x[|=1

= sup <K1/2K1/2x,x>,
[ x[| =1

= sup (Kx,x).
lxll=1
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Ademds, si ||x|| = 1, entonces:
(alx,x) =a(x,x) =a|x|* = a.

Por lo tanto, si suponemos que K < al, entonces ||K|| = supj—; (Kx,x) < supjy—; (alx,x) =
a, es decir |K|| < a.

Por otro lado, si ||K|| < a, entonces ||K||1 < al. Utilizamos nuevamente el hecho de que
los operadores positivos tienen un dnico operador raiz cuadrada y observamos que para cada

xeH

(Kx,x) = <K1/2K1/2x,x> ,

por lo tanto K < al. ]
Proposicion 2.30. Sea 7 la integral directa de {7} sobre (X, 11).

= Si A1,A; son operadores autoadjuntos y descomponibles en F¢ tales que A} < A», en-
tonces A1(p) < Ax(p) casi dondequiera.

w Si T es descomponible, entonces p — ||T(p)|| es una funcion medible esencialmente
acotada con cota esencial ||T ||.

Demostracion. Por el primer inciso de 2.27/ Ay — A; es un operador positivo descomponible
con descomposicion A(p) —Aj(p). Tomando H = A; — A bastard mostrar que si0 < Hy H
es descomponible, entonces 0 < H(p) casi dondequiera.

Tomemos un subconjunto denso numerable de .7°. Definimos {x;};cy como el conjun-
to de combinaciones lineales con coeficientes en (Q de dicho conjunto denso, de manera que
{xi}iey = . Por el Lerna {xi(p) }ien genera a S, c.d., es decir, existe un conjunto nulo
N C X tal que para todo p fuera de N {x;(p)} = 7, en particular {x;(p)}cn es denso en JZ;,.

Si 0 < H, entonces 0 < (Hxy,xx) = [y (H(p)xk(p),xx(p))du(p) para cada x; € {x;}icn.
Supongamos que (H(p)xi(p),xx(p)) < a < 0, para algiin conjunto Xy C X de medida finita y
positiva. Si f es la funcién caracteristica de X, entonces la funcion p — (f(p)xk(p),y(p)) es
integrable para caday € J#, por lo que existe z € 77 tal que z(p) = f(p)xx(p) casi dondequiera.
En este caso

(Hz.2) = | (Hp)(P)p). S (Phxelp)) di(p).

= . (H(p)xi(p),x(p))du(p),

<0,
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lo cual contradice que 0 < H. Por lo tanto existe M; C X nulo tal que si p ¢ M; entonces
0 < (H(p)x(p),xx(p)). SeaM =J;—; M; y p ¢ MUN, entonces para cada k € N se observa
que 0 < (H(p)xk(p),xx(p)). Como {x;(p) }icn es denso en 7%, se concluye que 0 < H(p) para
todo p e X \MUN.

Para probar la segunda parte de la proposicion tomemos un operador 7" descomponible.
Por T* y T*T son operadores descomponibles con descomposicién T*(p) y T*(p)T (p)
respectivamente. Tenemos la identidad || T(p)||* = ||T*(p)T (p)||; puesto que la raiz cuadrada
es una funcién medible en R™ U {0}, para probar que p — ||T(p)|| es medible y esencialmente
acotada con cota ||T|| serd suficiente tomar H = T*T y probar que si H es positivo y des-
componible en .7, entonces la funcién g : X — [0,c0), dada por g(p) = ||[H(p)||, es medible,
esencialmente acotada y con cota esencial igual a ||H ||.

Se probard que la funcién g es medible. Consideremos un conjunto denso numerable en
S, denotemos por {x;};cy al conjunto de combinaciones lineales racionales de éste, y por
N al conjunto nulo fuera del cual {x;(p)}ien = . La o-dlgebra de Borel en RT U {0} es
generada por los intervalos de la forma (r,s] con r,s € QT U {0}, por ello basta probar que
g U (rns))={peX\N:||H(p)|| <s,||[H(p)|| £ r} es un conjunto medible. Para cada racional
s > 0 definimos el conjunto X; = {p € X : H(p) < s1, y x ¢ N}. Por el Lema[2.29|tenemos que

g '((ns) ={p:H(p) <sl,,H(p) £ rl,},

es decir, g~ '((r,s]) = X, \ X,. Finalmente notemos que el conjunto X, también estd dado por
= 2
X; = ({p: (H(p)xi(p).xi(p)) < sllxi(p)|I”, p € N}.
i=0

Asf, tanto X; como g~ !((r,s]) son medibles.

Veamos que g estd acotada casi dondequiera por ||H||. Usando el Lema[2.29|con a = ||H|| se
tiene que 0 < H < ||H||-1. La primera parte de esta prueba nos permite afirmar que 0 < H(p) <
|H||-1, casi dondequiera, por lo tanto g es esencialmente acotada con cota a lo mds ||H ||. Por
otro lado, supongamos que a € R es tal que 0 < H(p) < al(p) casi dondequiera, entonces
por la Proposicién[2.27|H < al y por el Lema[2.29| concluimos que ||H|| < a, y con ello que la
cota esencial de g es ||H||.

O



Capitulo 3

Un Teorema de Gelfand-Naimark no
conmutativo

En esta seccién retomaremos como hipétesis el que todo espacio de Hilbert sea separable.
Adicionalmente haremos las siguientes suposiciones: las dlgebras C* tienen unidad, una repre-
sentacién es un homomorfismo* unitario en B(.7), y la topologia asociada a un conjunto de
operadores es la topologia inducida por la norma.

3.1. Dominios compactos

El concepto de funciones de operadores se puede entender de dos formas distintas. En pri-
mer lugar como una funcién que toma como argumento y produce operadores en un determina-
do espacio de Hilbert. La segunda interpretacion es una abstraccion del concepto de funcién de
la primera, independiente del espacio de Hilbert concreto sobre el cual actiian los operadores
en cuestion.

Serd importante preguntarse sobre las restricciones que se tienen que imponer sobre un
conjunto para que pueda ser considerado dominio de tales funciones. Empezaremos por su-
poner que debe ser un subconjunto del conjunto de operadores acotados B(.7’). Cuando se

consideren funciones de varias variables los dominios de éstas serdn subconjuntos de B (.7#)".

Definicién 3.1. Diremos que un dominio es una familia {D(.77) : % es un espacio de Hilbert},
en la que para cada espacio de Hilbert 7, D(#) C B(#)N. Esta familia ser4 denotada por
D.

Definicién 3.2. Utilizaremos la siguiente notacién. Sea N € Z*. Dados a!,...,a" € B(¢)
denotaremos por a = (a!,...,a") € B(2)N.

Si A = [ A (X)du (), escribiremos a = [ a(A)du(2) siy sélo si {a*(1)},ca es un
campo medible de operadores acotados y a* = [\" a¥(1)du () para todo k = 1,...,N. Si A es
contable y u es la medida de conteo, entonces escribiremos @, 7 (r) y @,ca a(r) en lugar
de utilizar la notacion de integral.

Si ¢ es una operacién definida en a',...,a", entonces ¢ (a) = (¢(a'),...,¢(a")). En parti-
cular, si a € B(#)N y U es un operador unitario entre espacios de Hilbert .7 y %", entonces
UaU* = (Ua'U*,...,Ua"U*) € B(K)V. De manera andloga, si 7 es una representacion de un
dlgebra C* A CB(HA) yd',...,a" €2, entonces n(a) = (n(a'),...,m(a")) € B(;)V, donde
Jz es el espacio de representacion de 7.

Finalmente, si a € B(#)", entonces denotamos por C*(a) al dlgebra C* generada en
B(H) poral,...d".

33
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Definicién 3.3. La familia D de conjuntos D(.#) C B(.5#)N es llamada dominio compacto de
dimensién N si para cualquier espacio de Hilbert .77 se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Para cada a € D(57) y cada representacion 7 : C*(a) — B(. %), n(a) € D(X).

2. Sidado a € B(#)N existe una familia de representaciones de C*(a), {7; }1ca, tal que
Maeakermy = {0} y m) (a) € D(74,) para cada A € A, entonces a € D(.5).

3. Existe M > 0, independiente de 7, tal que Sup,cp(.) |a'|| <M.

Definicion 3.4. Si {m) };c, es una familia de representaciones tal que (), - kermy = {0}, en-
tonces diremos que es una familia fiel o separadora.

Definicién 3.5. Utilizaremos el dlgebra* libre generada por N generadores X!, X2, ..., X" Esta
algebra se denotara por Py. Cualquier elemento w € Py es de la forma:

w=Y wi i X1 X% X6, (3.1)

en donde X denota a algtin X/ 0 X/" con 1 < j < N, con posibles repeticiones, Wi, ..iy, TEPTE-
sentan coeficientes complejos y la suma contiene unicamente una cantidad finita de sumandos.

Seaw € Py yac B(s)N. Sien la expresién de w reemplazamos X’ por a' para i €
{1,...,N} obtenemos un operador que actiia en 7. Este operador serd denotado por w(a).
Por ejemplo, si w estd dado por (3.1), entonces w(a) = Y w;, i, a®1a®...a".

Proposicion 3.6. Sea D un dominio compacto de dimension N y sea A un conjunto contable.
Entonces para cada familia ay € D(74,),A € A, tenemos que @) cpay € D(Byepdt)-

Demostracion. Por la condicion 3) de existe M > 0, independiente de 7, tal que sup,, D(A) ||aj H <
M, en particular supj Haﬂ‘ < M. Por la definicién de norma en la suma directa de es-
pacios de Hilbert, para cada 1 <i < N, d' = @AeAaa € B(Puca?2) y a=Djcpay =
(@ai,@a%, ...,EBa];\L’) por lo tanto @ cpay € B(Djep 24",

Sea x € C*(a), por la densidad de {p(a) : p € Py} en C*(a), entonces existe una sucesion
de polinomios (py)ren C Py tal que 1imy_, pr(a) = x. Recordemos que para cada k € N, py(a)
es un polinomio como el descrito en al sustituir X% por a%, es decir

& €y
.a M,

pk(a) :Zwil...iMka

E[M

&
:Zwil...iMk @keAa;Ll - Dreaqy £,
& Eiy
:Zwi1~-~iMk Drea (Clll ey k ),

= EB (Zwl'l,..iMkaii‘ ...ajM") )

AEA

Entonces
x = lim pi(a),
k—>oo

. g €iy
= 1lim @ (th---iM all ay ") ,
k—so0 k
AEA

I & Eiyy
@ tim (L g at ™).

AEA
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por lo que x es de la forma @) px) con x; € B(7,) Denotemos por 7 (x) a la A-ésima
componente de x, es decir, 7y (x) = x;. Con ello tenemos una familia de representaciones 7, :
B(Dep 1) — 76, tal que y € kermy, siy sélo siy, =0, por lo tanto () cp kermy = {0}, es
decir, {m) : A € A} es una familia fiel de representaciones de C*(a). Notemos que 7y (a) = a, €
D(),, por lo que al usar la condici6n 2) de la Definici6n [3.3]tenemos que a € D(ycp 43.).

[

Observacion 3.7. Si a € B(#), entonces la funcion w € Py — w(a) € B () es una repre-
sentacion del dlgebra* Py. Asimismo se tiene que X'(a) = a' parai€ {1,...,N}.

Lema 3.8. Sea % un espacio de Hilbert, a € B()N y {m;}ica una familia fiel de represen-
taciones de C*(a), entonces ||x|| = sup;c, || 7i(x)|| para cada x € C*(a).

Demostracion. Como cada 7; es representacion, entonces || 7;(x)|| < ||x||, por lo tanto sup;c, || (x)]| <
| x||. Supongamos ahora que existe x € C*(a) y o > 0 tal que sup;c, [|mi(x)|| < @ < ||x||. Defi-
nimos y = x*x € C*(a) y tenemos que

1) = |7 || = llm()* m(x) || = [l () 1 < o < Jlxlf = Iy

Notese que y = x*x es autoadjunto, asi 6(y) C RT U {0}, ademds por la férmula del radio
espectral, r(y) = 1im, . ||y"| 1/n Al ser y autoadjunto Iy||* = Ik

¥

, de manera inductiva se de-
/2"

n

muestra que para cualquier n € N,
limy e [[y[] = [Iy[], ast r(y) = [|y]l.

Notemos que para cada i € A, m;(y) es autoadjunto, de manera que el resultado anterior se
puede extender y r(m;(y)) = || (y)||, por lo tanto o (7;(y)) € o(y).

Si denotamos por 2y y 2, a las dlgebras C* generadas por y y m; (y), respectivamente,
entonces el Teorema Espectral [Dou98, Teo 4.30] garantiza que las dlgebras anteriores son
isomorfas a C(o(y)) y a C(o(m(y))), respectivamente. En cada caso el isomorfismo estd dado
por @ — @(y) y ¢ — @(m;(y)) donde ¢ es una funcién continua. Considérese y € C(c(y))

definida como
0 sit < a?
y(t) = 5

=|ly||*" y en consecuencia r(y) = lim,_;.. 2

r—o? sit> o,

Nétese que Wig(z,(y)) = 0, por lo tanto el Teorema Espectral dice que w(7;(y)) = 0. Recor-
demos que o (y) es compacto y no vacio [Dou98, Prop 2.28, Teo 2.29], y por el Teorema de
Stone-Weierstrass el conjunto de polinomios en una variable es denso en éste. Si ¥ es un poli-
nomio, entonces se cumple que 7;(¥(y)) = y(m;(y)). Por la continuidad de las representaciones
y la densidad de los polinomios se tiene que la igualdad anterior es verdadera para funciones
continuas arbitrarias definidas sobre el espectro, en particular 7;(y(y)) = y(m;(y)). Por lo tanto
y(y) € kerm; para cada i € Ay al ser {7; },c una familia fiel de representaciones se sigue que
y(y) € C(o(y)) es cero, una contradiccion pues ¥ no se anula en todo o(y). Se concluye que
||| = sup;ep || mi(x)|| para todo x € C*(a). O

Proposicion 3.9. Sea ¢ una funcion en Py que toma valores reales no negativos, es decir,
¢ : Py — RTU{0}. Dado un espacio de Hilbert 7 definimos

Dy() ={a € B(H)" : |w(a)|l < (w), Yw € Py}.

Entonces Dy = {Dy(FC) : F es un espacio de Hilbert} es un dominio compacto.
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Demostracion. Seaa € Dy() y m: C*(a) — B(#") una representacion. Si w € Py es de la
forma (3.1)) tenemos que

Iw(m(a))|| =[]} wi..iny T (@®t)...7(a%) |
- ||7T(Zwi1...iMagil ...aeiM)H ,
=[lm(w(a))ll,
<[w(a)l,
<@(w).

Por lo tanto 7w(a) € Dy(%) y se satisface la primera condicion de

Para probar la segunda condicién de la definicién tomemos a € B(#)N y {;};ca una
familia fiel de representaciones de C*(a). Por el Lema ||| = sup;cp ||7i(x)|| para cada
x € C*(a). Si J es el espacio de representacién de 7; y m;(a) € Dy(H7) para cada i € A,
entonces ||w(m;(a))|| < @(w) paratodow € Py e i € A, ademas

w(a)|| = sup||m;(w(a))|| = sup [[w(mi(a))|| < @(w),
ieA i€EA

para cada w € Py. Ello significa que a € Dy(7) y se satisface la condicion 2) de la definicion.
Finalmente, basta ver que se satisface la tercera condicién. Seaa € Do () y M = max{ (X h,...
@(XV)}, como X(a) = d', entonces ||a'|| = || X (a)|| < @(X') <M. O

Proposicion 3.10. Sean % y ¥ espacios de Hilbert, a € B ()N yb € B(#)N. Los siguien-
tes enunciados son equivalentes:

1. Para cadaw € Py, ||jw(a)|| > |[w(b)].

2. Existe una representacion © : C*(a) — B(X) tal que w(a) = b.
3. Para cada D, dominio compacto de dimension N, si a € D(I), entonces b € D(X).

Demostracion. Notemos que la implicacion 2) = 3) es consecuencia directa de la primera
condicién de[3.3] es decir, sia € D(5#) y w: C*(a) — B(%) es una representacion, entonces
m(a)=be D(X).

Veamos la implicacion 3) = 1). Supongamos que 1) es falso, entonces existe wy € Py tal
que |[wo(a)|| < [|wo(b)]|. Definimos @ : Py — RT U {0} como ¢(w) = ||w(a)|| y consideremos
el dominio compacto D, inducido por ¢ como en Naturalmente a € Dy () y b ¢ Do( %),
lo cual es una negacién de 3).

Sea C*o(a) el dlgebra* generada por a',...,a". C*(a) es densa en C*(a) y los elementos x €
C*o(a) son de la forma w(a) para algiin w € Py, es decir, son polinomios en a',a'"...,a",a"".
Para x € C*y(a) definimos

7o (x) = w(b),
donde w € Py y satisface w(a) = x. Si wj,wy € Py son tales que wj(a) = wa(a), entonces
(wi —w2)(a) =0. Asi 0 = [|(w; —w2)(a)|| > [|[(wi —w2)(b)|| > 0. Por lo tanto wy (b) = wy(b)
y se muestra que la funcion 7y esta bien definida. Veamos ahora que 7y es una representacion
de C*y(a). Sean x,y € C*y(a) y a € C, entonces existen wy,w, € Py tales que wi(a) =xy
wa(a) =y, asi

ax+y=awi(a)+wa(a) = (awi +wz)(a),
mo(ox+y) =(aw; +wa)(b) = ow (D) + wa(b) = amy(x) + m(y).
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De manera similar,

o (xy) =w1(b)wa(b) = mo(x) mo(y),
(1) =1(a) = 1.

Lo anterior se debe a que w € Py — w(a) € B(J¢) es una representacién. Por el enunciado
1), [[w(a)|| > ||w(b)|| para todo w € Py, por lo que si x = w(a), entonces my(x) = w(b), ||x|| >
|| mo(x)|| y 7o es continua.

Sea 7w : C*(a) — B (%) la extension continua de my a C*(a), entonces 7 es una representa-
cién de C*(a) y debido a que X'(a) = a' y a la definicién de 7 se tiene que

n(d) = my(d') = my(X'(a)) = X' (b) = b'.
Para terminar basta recordar que 7(a) = (n(a'),...,x(a")) = (b',...,b") = b. O

Definicion 3.11. Diremos que b esta subordinado a a si se satisface alguno de los enunciados
de[3.10]y se denotara por a > b.

Observacion 3.12. La representacion dada en 2) de la Proposicion es Unica, ya que en

un dlgebra con generadores a', ...,a"N una representacion m queda completamente determinada
1 N

porm(a'),...,m(a").

A continuacion veremos que todo dominio compacto D tiene algin elemento @ maximal
respecto a >.

Teorema 3.13. Sea D un dominio compacto. Entonces existe un espacio de Hilbert % y b €
D(%) tal que b > a para cada espacio de Hilbert 7€y a € D(7).

Demostracion. Sea Pf, el subconjunto de Py compuesto por los polinomios de la forma
Z Wi, ”.,'MX(?"I .. .XgiM s

con coeficientes racionales Gaussianos. De esta forma P](\), es numerable. Por la condicién 3) de
se tiene que para cada w € Pl(\),

op(w) = sup{||w(a)|| : a € D(H), H es un espacio de Hilbert},

es finito. Para ello basta notar que HX i(a) || = Hai H < M y podemos suponer que M > 1, por lo
que siw=3Y w; ;. X & .. X%, N es el nimero de sumandos, M’ el grado del polinomio y w
el maximo de los mddulos de los coeficientes de w, entonces

[w(a)|l = szil...iM,aS” .a
SZ |Wi1...iM,| |a®i1]| ... Ha&M’
SZ{WH.,.,'MJM...M,
SZ{Wil...iMJMM/,

<NwMM'.

b

)

Dado que ¢p(w) es un supremo y es finito, entonces para cada w € PJQ, y n € Z" existe un
espacio de Hilbert %, ,, ¥ by € D(H )pw tal que ||w(byw)|| > ¢p(w) —1/n. Sean 7 =
ezt Hnw Y b= Dyeg+ bnyw. Porla Proposici(’)nb € D(D,cz+, Hnw) = D(X).

WEP,?, WEPB WGP,(\}
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Sea . un espacio de Hilbert y a € D(.#). Notemos que || X'(b) H = Hb’H = Sup,cz+ Hbfw ||,
wePy)
asi que paracadaw € Pyyn € Z* !

lw®B)[| = [W(bnw)|| = @p(w) = 1/n = |w(a)|| = 1/n.

Al tomar el limite cuando n — o tenemos que [|w(b)| > [[w(a)||. Nétese que PY es denso
en Py bajo la norma dada por [|[Y w;, i, X% ...X5%| =Y |wi, ,|- Por la densidad de P]E), y la
continuidad de la norma tenemos que la desigualdad se preserva para todo w € Py. [

Observacion 3.14. Sea D un dominio compacto de dimension N y b un elemento maximal
de D, entonces por la Proposicion y el Teorema D() = {a € BN :b> a}.
Andlogamente, si % es un espacio de Hilbert y b € B(.# )N, entonces por la Proposicio’n
D(X) ={a € B(H)N : b>> a} define un dominio compacto, para ello es suficiente definir
p(w) = ||lw(b)|| y considerar el dominio D.

Proposicion 3.15. Si D es un dominio compacto, entonces para cada espacio de Hilbert 7,
D(H) es cerrado en la topologia uniforme, es decir, la topologia de B(#)N inducida por la
norma ||a|| = méxHa’H.

Demostracion. Suponga que a, € D(), b € B(H )N es el elemento <-maximal, a, < b,
an =5 a € B(A)N. Por la Proposici(’)na < b.Dado que D(.7°) = {c € B(H) : c < b},
entonces a € D(J) y por lo tanto es cerrado en B (7). O

3.2. Algebras de funciones de operadores continuas

El trabajo realizado anteriormente nos permitird formalizar la nocién de funcién de opera-
dores.

Definicion 3.16. Sea D un dominio compacto. Una familia F = {F,, : 5 es un espacio de Hilbert}
de funciones F : D(¢) — B(s¢) es llamada una funcion de operadores continua si para ca-
da espacio de Hilbert .77 se satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Para cada a € D(J) se tiene que F »(a) € C*(a).
2. SiaeD(H)yn:C*(a) — B(HA) es unarepresentacion, entonces F (7(a)) = w(Fz(a)).

Lema 3.17. Sea N € Ny p € Py, entonces para cada dominio compacto D, de dimension N, p
induce una funcion de operadores continua, con familia F = {F , : 7€ es espacio de Hilbert}
dada por F - (a) = p(a). En particular, para cada i € {1,...,N}, X' es una funcién de opera-
dores continua.

Demostracién. Primero se probard que las funciones coordenada X' son funciones de opera-
dores continuas, posteriormente el resultado se extenderd a polinomios. Seai € {1,..,N}, D un
dominio compacto de dimensién N, 77 un espacio de Hilbert,a € D(7),y n: C*(a) — B(%)
una representacion, entonces

1. Xi(a) =d' € C*(a).

2. n(Xi(a)) = n(a’) = Xi(n(a),..., (")) = X(n(a)).
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En general, si p € Py es de la forma p =Y w;, _;, X%1X%2...X%n, entonces

p(a) = Zwilu.iMaSilaeiz ..afim S C*(a)v

w(p(a)) =n (Y wi..iya1a®...a%)
:Zwil...iMﬂ' (agil K. (a®2)..7 (a®im),
:Zwil...iMﬂ'(a)gil n(a)é...m(a)bm,

=p(n(a)).
]

En lo que siga se omitira el uso de .7Z como subindice cuando ésto no genere confusion.

Mostraremos un resultado andlogo a la correspondencia entre dlgebras C* conmutativas
con 1 y espacios topologicos compactos presentado en el primer capitulo. Trabajaremos con
algebras C* no conmutativas y reemplazaremos a espacios topoldgicos compactos y funciones
continuas por dominios compactos y funciones de operadores continuas, respectivamente. Para
ello se demostrard que el conjunto de todas las funciones de operadores continuas sobre un
dominio dado, dotadas con una estructura algebrdica y topoldgica especifica es un dlgebra C*.
Esta es finitamente generada, y ademds resultard verdadero que toda dlgebra C* finitamente
generada es de éste tipo. Finalmente veremos que para un dlgebra C* finitamente generada el
dominio compacto asociado a ella es tnico, salvo por homeomorfismo.

Teorema 3.18. Sea D un dominio compacto y F una funcion de operadores continua en D.
Entonces existe una constante M > 0 tal que ||F (a)|| < M para cada espacio de Hilbert 7y
para cada a € D(F€).

Demostracion. Por existe un espacio de Hilbert %" y b € D(.%") tal que b es maximal
respecto a >. Sea M = ||F(b)||. Por para cada espacio de Hilbert 5 y cada a € D(.7)
existe una repersentacion 7 : C*(a) — B () tal que m(b) = a. Por la segunda propiedad de la
Definicién[3.16

[F ()]l = [|F (b)) = [[=(F BN < [|F(B)] < M. 3.2)

O

Definicion 3.19. Sea D un dominio compacto. Denotaremos por C(D) a la familia de todas las
funciones de operadores continuas definidas en D.

Definicion 3.20. Dotamos de estructura algebraica a C(D) de la siguiente manera. Para cada
F,GeC(D)y A €C, o espacio de Hilbert y a € D(.7):

Asimismo, si F € C(D) definimos

|F|| = sup{||F#(a)|| : # es espacio de Hilbert,a € D(J¢)}.
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Observacién 3.21. F + G,AF,FG,F* € C(D). Asimismo, por[3.18|||F|| es finito.

Teorema 3.22. Para cada dominio compacto D, el conjunto C(D) dotado con la estructura
algebrdica y la norma definidas en es un dlgebra C*.

Demostracion. Sean A € C, F,G € C(D), 7, % espacios de Hilbert,a € D(¢) y n: C*(a) —
B(#") una representacion. Entonces F (a), G(a) € C*(a), porlo que F (a)+G(a),AF(a),F(a)G(a),
(F(a))* € C*(a). Con ello se satisface la primera condicién de la definicién [3.16]

Como 7 es representacion, entonces

n((F +G)(a)) =n(F(a) + G(a)) = n(F(a)) + 7(G(a)),
=F(n(a)) + G(n(a)) = (F + G)(n(a)),
n((AF)(a)) =m(AF (a)) = An(F(a)),
=AF(n(a)) = (AF)(x(a)),
n((F)"(a)) =n((F(a))") = (n(F(a))",
=(F(n(a)))" = (F)"(n(a))

Las propiedades algebréicas de la involucion respecto a la suma, producto y producto por esca-
lares son consecuencia inmediata de que estas operaciones se hayan definido de manera puntual
en un algebra involutiva.

Para demostrar que || || es una norma observamos lo siguiente:

|F + G|| =sup{||(F + G)(a)|| : S es espacio de Hilbert,a € D(¢)},

<sup{||F(a)| + ||G(a)|| : 7 es espacio de Hilbert,a € D(J¢)},

<sup{||F(a)|| : # es espacio de Hilbert,a € D(J¢)}
+ sup{||G(a)|| : H es espacio de Hilbert,a € D(J)},

—IIFlI+]GI,

|AF|| =sup{||AF(a)| : 7 es espacio de Hilbert,a € D()},
=|A|sup{||F(a)|| : H es espacio de Hilbert,a € D(7¢)},
—AlIFI,
Si ||F|| =0, entonces ||F(a)| = 0 para cada espacio de Hilbert 5 y cada a € D(J¢),

por lo tanto F = 0.

Para probar que es un dlgebra C* también sera necesario mostrar que se satisface la identi-
dad C*:
|FF*|| =sup{||(FF*)(a)|| : 7 es espacio de Hilbert,a € D(.5¢)},
—sup{||F(a)||* : A es espacio de Hilbert,a € D()},
2
=[IF1".
Finalmente demostramos que C(D) es completo respecto a esta norma. Sea (F;),cN una
sucesion de Cauchy en C(D). Por la definicién de dicha norma (F;,(a)),en es de Cauchy para

cada espacio de Hilbert ¢ y cada a € D(s#). Como C*(a) es completo, esta sucesion es
convergente. Definimos F(a) = lim,_,. F,(a) y afirmamos que F € C(D):

= Por construccién de F, F(a) € C*(a)
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= Si 7 es una representacion, entonces

n(F(a)) =n(lim F,(a)) = lim (

n—soo n—oo

= lim F,(n(a)) = F(n(a)).

3
~—
e
—
Q
N—
N—
N—r

Por lo tanto F € C(D).
[

Para comprender mejor la estructura de C(D) probaremos que esta dlgebra C* es isomorfa
a C*(b), con b elemento >>-maximal de D.

Proposicion 3.23. Sea D un dominio compacto y b un elemento maximal respecto a > de D.
Entonces la funcion

¢ :C(D) — C*(b),
F— F(b)

es un isomorfismo de dlgebras C* de C(D) en C*(D).

Demostracion. Dado que la estructura algebraica en C(D) estd definida de manera puntual
3.20L ¢ es homomorfismo de dlgebras C*. Ademas, si F (b) = 0, entonces por 0<||F(a)|l <
|F(b)|| =0, es decir, F(a) =0 para cada a € D. Por lo tanto F = 0 y ¢ es inyectiva. Serd ne-
cesario probar que ¢ es sobreyectiva para concluir la demostracion.

Sea x € C*(b). Por la Proposicién para cada espacio de Hilbert .7 y cada a € D(J¢)
existe una unica representacion 7, : C*(b) — B(J¢) tal que m,(b) = a. Definimos F(a) =
74(x). Veamos que F € C(D). Recordemos que C*o(b) = {p(b) : p € Py} es densaen C*(b) y
que la representacion 7, es una funcién continua. De esta manera, si p € Py, entonces

7a(p(b)) = p(n(D)) = p(a) € C*(a).

Por lo tanto 7, : C*(b) — C*(a) y F(a) = m,(x) € C*(a). Sea p una representacion de C*(a) que
actiie en un espacio de Hilbert .7, entonces p(a) € D(J%)) y p(a) = p(m.(b)) = (p o ma) (D).
Por unicidad de la representacion, p o T, = 7, (4 lo cual significa que

F(p(a)) = () (x) = (p o ) (x) = p(7a(x)) = p(F ().

Noétese también que 7, es la identidad ya que m,(b) = b = 1(b) y la representacion es tnica.
Asi F(b) = my(x) = x, es decir, ¢(F) = x. Por lo tanto @ es sobreyectiva, y en consecuencia
C(D) y C*(b) son isomorfas. O

El teorema cldsico de Stone-Weierstrass asegura que si K es un compacto K C CV el 4lge-
bra C* C(K) estd generada por las funciones coordenadas. En el caso de dominios compactos
uno puede considerar a las funciones coordenadas X’ dadas por X' (a)= a,i=1,..,NconNla
dimensién del dominio D, .7 un espacio de Hilbert y a € D(.#). La prueba de que X!, ..., XV €
C(D) se sigue inmediatamente de la Deﬁnici(’)ny de la notacién 7(a) = (n(a'),...,m(a")).

Teorema 3.24. Para cada dominio compacto D de dimension N, C(D) es generada por las
funciones coordenadas X', ..., X"N.

Demostracion. Tomemos al isomorfismo ¢ definido en [3.23] Por los polinomios p € Py
son funciones de operadores continuas. Asfmismo, recordemos que b',...,5" generan a C*(b)
y que @(X') = b’ paracadai=1,..,N. Por lo tanto X', ..., X" generan a C(D). O



42 CAPITULO 3. UN TEOREMA DE GELFAND-NAIMARK NO CONMUTATIVO

Corolario 3.24.1. Para cada dominio compacto D de dimensién N, C(D) es finitamente gene-
rada.

Teorema 3.25. Si F es una funcion de operadores continua, entonces para cada espacio de
Hilbert 7 la funcion F y : D(€) — B () es continua respecto a la topologia inducida por
la norma uniforme.

Demostracion. Sea F € C(D). Por F = lim,_. F,, donde cada F, es un polinomio en
X' x" . XN XN*. Primero notamos que para cada espacio de Hilbert 2% e 1 <i <N, las
funciones X' y X I son continuas: si a,b € D(¢), entonces

1X'(a) = X' (B)|| = ||a" = &' < sup &’ =b7[| = fla— b,
1<j<N

Hriw—xﬁmH:Mﬁ—y*

):Hd—yugua—my

Las operaciones en B (.7) son continuas, por lo que cada F, es una funcién continua de D(.77)
en B (7). La convergencia en norma en C(D) implica convergencia uniforme de funciones de
D(5) en B(). Como el limite uniforme de funciones continuas es una funcién continua,
entonces F : D(J¢) — B(7) es una funcién continua, con lo cual concluimos la prueba del

teorema.
[]

Definicion 3.26. Sea D un dominio compacto de dimensién N y M € Z". Consideremos
St,...SMeC(D)y S=(S!,....SM). Dado un espacio de Hilbert .2# y a € D(.7#) definimos
S.(a) = (Shy (@), S% (@) € B,

Observacién 3.27. Sea D un dominio compacto, S un espacio de Hilbert, a € D(J¢), S',...,SM €
C(D)y m:C*(a) — B(A") una representacion. Entonces

- C(S(a)) € C*(a),
- 7(S(a)) = S(n(a)).

Demostracion. Para probar el primer enunciado es necesario notar que, paracadai € {1,...,M},
S'(a) € C*(a). Por lo tanto C*(S(a)) C C*(a).
Si 7 es una representacion, entonces

]

Definicion 3.28. Sean D; y D, dominios compactos de dimension N; y N, respectivamente.
Supongamos que S € C(D;)M. Diremos que S es un morfismo de D; en D, si y sélo si para
cada espacio de Hilbert 7 y cada a € D () se tiene que S(a) € Dy(). En tal caso lo
denotaremos por S : D; — D».

Definicion 3.29. Si S: D; — D, y F € C(D;), entonces para cada espacio de Hilbert 7 y cada
a € D1H definimos $*(F)(a) = F(S(a)).
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Observacion 3.30. Sean D; y D, dominios compactos, S : Dy — Dy, F € C(D,), entonces
S*(F) € C(Dy).

Demostracion. Sea s un espacio de Hilbert y a € D{(). Como S es morfismo, entonces

S(a) € Dy(A). Por otro lado F € C(D,), asi F(S(a)) € C*(S(a)) € C*(a), con lo cual se
satisface la primera condicion de[3.16]

Sim: C*(a) — B(X) es una representacion, entonces

n(S*(F)(a)) =n(F(S(a))),

=F(n(S(a))),

=F(S(n(a))),

_$HF)(n(a)).

[

Definicion 3.31. Supongamos que D, D; y D3 son dominios compactos de dimensién Ny, N, y

N3, respectivamente, y que S : Dy — D y R : Dy — D3. Definimos RoS = (S#(R'), ..., S*(R™)).
))-

Observacion 3.32. Si 57 es un espacio de Hilberty a € D\ (), entonces RoS(a) = R(S(a
Demostracion. Observe que
(RoS)(a) =(S*(R")(a),..., S (R™)(a)),
=(R'(S(a)),....R™(S(a))),
=R(S(a))-
[]

Con ello Ro S es un morfismo de D; en D3 y de esta forma podemos afirmar que los
dominios compactos junto con sus morfismos constituyen una categoria. De manera andloga a
la categoria de espacio topoldgicos compactos y funciones continuas, diremos que S: D; — D,
es un homeomorfismo si existe un morfismo R : Dy — D talque SoR=1d y RoS =1d. En tal
caso diremos que D y D> son homeomorfos.

Observacion 3.33. Sean D y D> dominios compactos y S : Dy — Dy un morfismo. Entonces
§* : C(Dy) — C(D1) es un homomorfismo unitario de dlgebras C*.

Demostracion. Sean F,G € C(D;), A € C, 5 un espacio de Hilbert y a € D (). Entonces
S*"(AF 4+ G)(a) =(AF +G)(S(a)),
=AF(S(a))+G(S(a))
=A8*(F)(a ) $*(G)(a),
=(A8*(F) +5"(G))(a).
S*(FG)(a) =(FG)(S ))

)



44 CAPITULO 3. UN TEOREMA DE GELFAND-NAIMARK NO CONMUTATIVO

Para probar que es un homomorfismo unitario recurrimos a la Proposicién Tenemos
que l¢(p,) es la funcién de operadores continua tal que si a € Dy(), entonces 1¢(p,)(a) =
1 € C*(a). Luego $*(1¢(p,))(a) = lep,)(S(a)) =1 € C*(a). Por lo tanto 5* es homomorfismo
unitario de algebras C*. [

Veremos que todo homomorfismo y : C(D,) — C(D1) es de la forma S* para algtin morfis-
mo S :D; — Ds.

Proposicion 3.34. Sean Dy y D, dominios compactos'y X : C(D,) — C(Dy) un homomorfismo
unitario de dlgebras C*. Entonces existe un tinico morfismo S : Dy — D tal que y = S*.

Demostracion. Sea N, la dimension de D, y X 1 ,...,X™ las funciones coordenadas en el domi-
nio D,. Paracadai € {1,...,N,} definimos §' = x(X) € C(D;) y S = (S',...,5"). Mostraremos
que S es un morfismo de D; en D, es decir, para cada espacio de Hilbert .7 y cadaa € D (.77),
S(a) € Dy(H).

Sea b € D,(.#") un elemento maximal respecto a > de D, y sea ¢ el isomorfismo definido
en la Proposicién [3.23]. Si definimos ¢, : C(Dy) — B(#°) como ¢,(F) = F(a), entonces por
la proposicion citada tenemos que ¢, es un homomorfismo unitario de dlgebras C*. Definimos
p como la siguiente composicion de homomorfismos unitarios:

p:C'(b) 5 (D) % (D) 5 B(#).

En primer lugar p es una representacion de C*(b), ademas para cada i € {1,...,N,} se tiene
que

p(b') =(@aox00 ) (b),
=(paox)(X"),
=u(5"),
=S'(a).

Como b € Dy(%) y p es representacion, entonces p(b) € D,(.7). Por lo tanto S(a) € D, ()
y S es un morfismo de Dy en D;.
Ademas, si a € D (), entonces

x(X)(a) = 5'(a) = X'(S(a)) = $*(X")(a),

es decir, x(X') = S*(X') para cada i € {1,...,N>}. Por el Teorema C(D,) es generada

por X', ..., XM, asi que x estd completamente determinado por los valores que toma en los
generadores. En consecuencia, como S* coincide con  en cada uno de los generadores y = S*
y § es unico. [

Teorema 3.35. Sea 2 un digebra C* con 1 finitamente generada. Entonces existe un dominio
compacto D tal que 2 es isomorfa a C(D). El dominio estd definido de manera tinica, salvo
por homeomorfismo.

Demostracion. Por [Will9, Cor 4.29] podemos asumir que 2( C B(.#") para algtn espacio de
Hilbert separable .. Sean b',...,b" € 2 los generadores de Ay b = (b',...,b"). Para cada
espacio de Hilbert definimos

D) ={acB(HA)N :a< b}
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Por[3.14] D es un dominio compacto, b es maximal en D, y por[3.23|C(D) es isomorfa a C*(b) =
2.

Supongamos que D y D, son dominios compactos tales que C(D;) y C(D;) son isomorfas
a 2, entoces C(D;) y C(D3) son isomorfas entre si. Sea y : C(Dy) — C(D;) un isomorfismo
entre ellas. Por existe un tnico morfismo S : D1 — D5 tal que S* = y. Veamos que S es
un homeomorfismo. Como y~! también es isomorfismo, entonces existe R : D, — D; tal que
R* =y~ !'yRoS:D| — Dj. Sea 7 un espacio de Hilbert y a € D{(.5¢), entonces

=(X!(a),....,X"(a)),
- al 7 7aN)7
=a.
Asi RoS = Id y de manera andloga So R = Id y el teorema queda demostrado. [

Definicion 3.36. Sea 2 un dlgebra y a,b € 2. Se define el conmutador de @ y b como |a,b] =
ab — ba. Dos elementos a,b € 2 conmutan si y sélo si [a,b] = 0.

Definicion 3.37. Sea U C 2. Se define el conmutador de U como U’ ={aeA:Vve U (av=va)} =
{aeA:YveU (a,v]=0)}.

Lema 3.38. Sea 2 un dlgebra C* y B una subdlgebra C* de 1. Supongamos que para cuales-
quiera representaciones de A, 1, 7', si T = ”f‘B’ entonces T = 1'. Entonces 21 = ‘B.

Demostracion. Notemos que dado un subespacio cerrado y un punto fuera de éste existe una
funcional que separa al punto y al subespacio. Por lo tanto serd suficiente probar que si f €
20*, entonces si f(b) = 0 para cada b € B f también se anula en todo 2(. Sea f € A* con
tales caracteristicas. Por [KR97a, Cor 4.3.7], f se escribe como combinacién lineal de a lo
mds cuatro estados, a saber f = p 410, con p y o funcionales hermitianasy p = p* —p~,
0 = 6" — 07, cada una de ellas una funcional positiva, en particular, cada una de ellas es
un multiplo escalar de un estado. De esta manera podemos expresar a f como combinacion
lineal de estados, f = Zle Aiw;, con A; € C y w; estado para 1 < i < 4, de tal forma que
Moy =pt, oy =—p , 303 =101, 4404 = —16 . Por el Teorema de representacion de
GNS, para cada uno de los estados existe una unica representacion ciclica {m;, .7} con vector
ciclico &;. Definimos % = @}, iy n = @F, m : A — B(H). Entonces, para cada a € A:

4
fla) = ;liwi(a%

4
:Z‘i)@ (mi(a)&i, &) .

Sea V € B() un operador unitario que conmute con 7(b) para cada b € *B. Para ca-
da a € A definimos 7'(a) = V*7(a)V. Entonces 7' es una representacion de A y Ty = 7jg3.
Por hipétesis & = 7', es decir, V conmuta con 7(a) para cada a € 2 y cada operador unitario
V € B(H) que conmute con todos los elementos de 7(B). Notemos primero que 7(B)" es
un dlgebra C* y que sus elementos unitarios son exactamente aquellos elementos unitarios de
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B (") que conmutan con todos los elementos de 7(*B). Por el Teorema de Russo-Dye [Dav96,
Teo 1.8.4] la bola unitaria de un dlgebra C* unitaria es la cerradura del casco convexo del con-
junto de los elementos unitarios del algebra, de tal manera que para cada a € 2, 7(a) conmuta
con todos los elementos de 2L, es decir, () C 7(B)”. En virtud del Teorema del Doble Con-
mutador [Arv98, Teo 1.2.1] 7(B) es denso en (), tanto en la topologia de operadores fuerte,
como en la débil. Por lo tanto, dado a € 2, existe una red by € B tal que w(a) = w-limw(by).
En consecuencia

Fla) =f(w-limbg),
4
Z),l W- llmﬂ:z ba)éla§l>

i=1

—hmZ), mi(ba)&i, i),

ﬂmﬂm)
=0,

con lo cual el lema queda demostrado. [

Teorema 3.39. Sea D un dominio compacto de dimension Ny S',...,SM € C(D). Supongamos
que para cualquier espacio de Hilbert 7€ y para cada ay,ay € D() se tiene que S(ay) =
S(ay) = ay = ay. Para cada espacio de Hilbert 7€ definimos

D(#) = {S(a) :a € D(H)}.

Ademds, si ¢ € D{(€) entonces definimos R*(c) = d¥, donde a es el tinico elemento de D()
tal que S(a) = c. Entonces D1 es un dominio compacto, R',....RN € C(D1) y R= (R',...,R")
es un morfismo de Dy en D. Este morfismo es el inverso de S.

Demostracion. En se observo que para cada espacio de Hilbert .7 y cada a € D(5¢),
C*(S(a)) C C*(a). Sean m, 7’ representaciones de C*(a) que coincidan en C*(S(a)). Entonces

S(n(a)) = 7(S(a)) = 7'(S(a)) = S(7'(a)).

Por inyectividad de S se tiene que 7 = 7, y por el Lema[3.38/C*(a) = C*(S(a)).
Veamos que D; es un dominio compacto. Sea b un elemento maximal de D. Para cada
espacio de Hilbert 7 y cada a € B()™ los siguientes enunciados son equivalentes:

1. a e D(57).

2. Existe x < b tal que S(x) =

3. Existe una representacion « : C*(a) — B(5¢) tal que S(7(b)) = a.

4. Existe una representacion 7 : C*(S(a)) — B () tal que n(S(b)) = a.
5. a< S(b).

(1 < 2) se sigue de la definicién de D y de a € D () siy sblo si existe x € D(.H)
tal que a = S(x), por otro lado D(#) = {d € B()" : d < b}. Por lo tanto, existe x < b tal
que S(x) = a. De manera similar, si x < by S(x) = a, entonces x € D(J) y a € D| (7).
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2<3)y (4 < 5) se siguen de x < b, si y sOlo si existe una representacion 7 :
C*(b) — B(s) tal que m(b) = x, por lo que S(x) = S(m(b)). Para concluir basta recordar que
(S(x)) = S(7(x)).

Para mostrar (3 < 4) basta agregar que C*(a) = C*(S(a)), de forma que toda representacién
7 : C*(a) — B(H) es también una representacion 7 : C*(S(a)) — B(#) y viceversa.

Finalmente, de la equivalencia (1 < 5) se muestra que D1 () = {a € B()M :a < S(b)},
con lo cual se prueba que D es un dominio compacto.

A continuacién demostraremos que D y D; son isomorfos. Supongamos que ¢ € D (57),
por definicién existe a € D(J#) tal que ¢ = S(a) = (S'(a),...,SM(a)). Para 1 < k < N definimos
R¥(c) = a* y notamos que

R¥(c) = d € C*(a) = C*(S(a)) = C*(c),

por lo tanto R* satisface la primera condicién de la definicién de funcién de operador continua.
Supongamos que 7 es una representacion de C*(c), entonces

por lo tanto R¥(7(c)) = n(a*) = m(R*(c)), con lo cual se satisface la segunda condicién de la
definicién y se demuestra que R € C(Dy).

Para concluir, si ¢ € D(4), entonces existe a € D(J) tal que S(a) =c y R(S(a)) =
R(c) = (R'(c),....,RN(c)) = (a',...a") = a. Por lo tanto R es un morfismo R: D; — D y es
inverso de S.

[]

Teorema 3.40. . Sea F una funcion de operadores continua definida en un dominio com-
pacto de dimension N, D, entonces la familia D' = {(a',a?,...,a" ,F(a',...,a"))} es el
dominio compacto de dimension N + 1.

2. Sea D' un dominio compacto de dimension N + 1 tal que para cada espacio de Hilbert 7
y cada a € B(H)N existe a lo mds un b € B(H) para el cual (a',a?,...,a" | b) € D' (7).
Si denotamos por D(€) al conjunto de aquellos a € B(H)N para los cuales el operador
b existe y definimos F(a) = b se tiene que:

= D es un dominio compacto de dimension N.
» F es una funcion de operadores continua definida en D.

Demostracion. Empecemos por probar la primera afirmacion, para ello definimos para cada
espacio de Hilbert 57 y a € D(J7):

SK(a) =

k .
sil<k<N
{“ =52 yS=(S!,...,sV sV,

Fla) sik=N+1.

Notemos que S* € C (D) si 1 <k <N-+1,las primeros N ya que corresponden a las coor-
denadas y la dltima por hipdtesis. Asimismo, si 5% es un espacio de Hilbert y a,b € D(7)
son tales que S(a) = S(b), entonces por definicion de S tenemos que a = b. Basta notar que
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S satisface las hipétesis de D'(#)={S(a):a € D(s)} y por dicho teorema podemos
afirmar que D' es un dominio compacto.

Para probar la segunda parte tomemos un dominio compacto de dimensién N + 1, D/, que
satisfaga las hipétesis de la proposicién, y un espacio de Hilbert 7. Para cada a € D/ ()
definimos S¥(a) =a*si 1 <k <NyS=(S!,...,S¥). Sean a,b € D'(J) tales que S(a) = S(b),
entonces a* = b* si 1 <k < N, y por hipétesis existe un tnico elemento ¢ € B(S) tal que
(a',...,a",c) e D' (), asaber aV ! = c = b1, Porlo tanto a = b, se satisfacen las hipétesis
del Teorema [3.39]y D(), que coincide con {S(a) : a € D'()}, es un dominio compacto y
F € C(D), yaque Fy(a) = RV*!(a), donde R es el morfismo inverso de S.

[]

Definicién 3.41. La familia D de conjuntos D(#) C €' ()N es llamada dominio medible de
dimension N si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Para cualesquiera espacios de Hilbert 5, ¢, cualquier a € D(.#) y cualquier operador
unitario U : 5 — ¢ se tiene que UaU™ € D(%").

2. Para cualquier espacio de medida (A, it) y cualquier campo medible de espacios de Hil-
bert {7°(A)}ren

® ®
/ a(A)du(r) €D (/ Jf(/l)du(/l)>
A A
siysélosia(A) € D(s)(A)) casi dondequiera.
Teorema 3.42. Todo dominio compacto es un dominio medible.

Demostracion. Empezaremos por mostrar que se satisface la primera condicion de la defini-
cién. Sea D un dominio compacto de dimension N, .77, % espacios de Hilbert y a € D(.77).
Sea U : 5 — ¢ unitario y w € Py, entonces

Iw(UaU")|| =Y wi,..i, Ua®1U)(Ua®2U")...(Ua"n U"),

= ||Zwi1,,,iMUa8i1 a£i2...a8"MU*|| ,

= ||U(ZWZ1 ...iMaei1 a...afm )U*H )

<[UT | QU wi...imara®...a)|| [U7]],

=lw(a)ll,
de tenemos que UaU™* < a 'y al mismo tiempo a < b para algin elemento maximal b € D,
asiUaU* < by UaU* € D(X).

Para probar la segunda condicién tomemos un espacio de medida (A, 1) y un campo medi-

ble de espacios de Hilbert {73 }; cA. Supongamos que {a*(A)}, . son campos medibles de
operadores acotados para k € {1,...,N}.

Sea b € B(#)N. Si a(A) < b casi dondequiera, entonces para dichos A € A se tiene que
lw(a(A))|| < ||w(b)|| para cada w € Py, entonces

5>}
/A w(a(2))du(2)|
:supeSHW(a()L))H’
AEA

<lw(®ll,

o[ ah)aucan)| -

A
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con ello se asegura que a = [’ a(A)du (1) < by en consecuencia a € D( [\ Hydu(2)).
Supongamos ahora que [’ a(A)du(A) < b, entonces para todo w € Py se tiene que

supes w(a(1)|| = H/ du(l)H,

e

Lo anterior significa que para cada w € Py existe un conjunto A,, C A tal que u(A,) =0
y [[w(a(A))]| < |[w(d)]] si A € A\ A,,. Definimos Ag = UWEP,(\)]AW’ dado que P) es nume-

rable tenemos que U(Ag) = 0y [[w(a())|| < |[w(b)| si w € PJ,A € A\ Ag. Por densidad
de Pﬁ, el resultado se extiende a todos los elementos de Py. Con ello hemos demostrado que
lw(a(A))|| < ||w(b)]| casi dondequiera, es decir a(A) < b c.d.

Concluimos que

-
/ a(A)du(A) < b siysélosi a(A) < b casi dondequiera.
A

Finalmente, recordamos que D( [y SZ(A)du (1)) = {a € B([} #(A)du(A))N : a < b}, con
lo cual [Ja(A)du(A) € D(J{ 7#(1)du(2)) y queda demostrada la segunda condicién de la
definicion. n

Observacion 3.43. En general, la imagen de un dominio compacto bajo una funcion de ope-
radores continua no es un dominio compacto.

Demostracion. Sea ¢ un espacio de Hilbert. Definimos

D(#) ={(U,V) € B()*: U,V son operadores unitarios y UV = ¢'VU},
S(U,V)=U, si (U,V) € D(#).

Afirmamos que D es un dominio compacto y S € C(D). Para probar la primera condicién
consideremos a = (a',a®) € D(2#) y & una representacién de C*(a) en $B(.#"), entonces

n(a")(a?) = n(a'a®) = n(e'd*a') = e'n(a")m(d?).

Recordemos que si U € B(%) es unitario, entonces [|U|| = 1, asf sup,cp( ) Ha’1 H <1, con

lo cual se satisface la tercera condicién. Sea a € B(H)? y {7 }1ca una familia de repre-
sentaciones de C*(a) tal que (ycpkermy = {0} y m(a) € D(74,) para cada A € A, entonces
7, (a'a® —e'a’a') = 0 paracada A € Ay se comprueba que a € D(#) y que éste es un dominio
compacto. Basta notar que S es una funcién coordenada, por lo tanto S € C(D).

Dado un espacio de Hilbert .7# definimos

Dy() ={8(U,V):(U,V) e D(X)},
={U € B(H) : existe V € B(H) tal que (U,V) € D(H)},

y afirmamos que éste no es un dominio compacto, para ello veremos que tampoco es un dominio
medible.

Sea U € D{(). Entonces 0 # o(U) C S' C C. Como V es unitario, entonces VUV =
e¢'U. Notemos que V- 'UV —A1 =V~ (U~ A1)V para A € C, por lo que V-'UV — A1 es
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invertible si y sélo si U —Al loesy (V- UV) = o(U). Al usar este resultado y el célcu-
lo funcional para funciones continuas tenemos que ¢ (U) = e'c(U), es decir, el espectro es
invariante bajo rotaciones de 1 radian. Recordemos que toda rotacién de dngulo [0,27] se
puede escribir de la forma 27t con ¢ € [0,1]. Al tomar un punto p € S! la érbita de dicho
punto bajo la accion del grupo de rotaciones generada por el dngulo 27t serd finita sit € Q
y densa en S! si t € I. Dado que 6(U) es compacto, necesariamente ¢(U) = S'. Por otro
lado, dado que U es normal, C*(U) es isomorfa a C(S!). Por [Mur90, Teo 4.4.4] existe una
medida positiva regular Boreliana, u, tal que el dlgebra de von Neumann generada por U es
isomorfa a L=(S', u). Por [Dou98, Cor 4.53] C(S!) es w*-denso en L=(S!, 1) de modo que
supp(r) = S, por lo tanto existe B C S' medible tal que 0 < u(B) < u(S!) y L=(St,u) =
{f :supp(f) CB}®{f : supp(f) CS'\ B}. En consecuencia U se puede descomponer de la
forma U = U; @ U, con 6(Uy),6(U) € S, por lo que Uy, Us ¢ Dy (). Esto significa que
D no satisface la segunda condicién de la Definicion y por el Teorema tampoco es
compacto. [



Capitulo 4

Ejemplos y aplicaciones

4.1. El producto libre C? x C?

Definicion 4.1. Sean 2(;,2(, y © dlgebras C* y supongamos que existen homomorfismos* ¥; :
© — ;. El pushout de (21,2,,9,7,7%) es la tnica dlgebra C* denotada por 2l *g 2>, junto
con los homomorfismos t; : 2; — 2 *p A, que satisfacen la ecuacién 10y = pop yla
siguiente propiedad:

oy QB

l?’z lll

9[2 L) Qll *Dﬁz

En lo que sigue nos restringiremos al caso en que ® = C, las dlgebras son unitarias y los
homomorfismos* son unitarios. La notacién utilizada serd 24y * 2(5.

Proposicion 4.2. Sea ¢ un espacio de Hilbert y D(J¢) = {(P,Q) € B(JF)?: P> =P, Q* =
Q, P*=P, Q" = Q}. Afirmamos que D = {D(5¢) : 7 es un espacio de Hilbert} es un dominio
compacto.

Demostracion. Veamos que se satisfacen las tres condiciones de la definicion.

= Sea JZ un espacio de Hilbert y a = (P,Q) € D(J¢). Si % es un espacio de Hilbert
y 7 : C*(a) — B(¥) una representacion, entonces 7(P)?> = n(P?) = n(P) y n(P)* =
n(P*) = m(P). Se observa el mismo comportamiento al aplicar 7 a Q, por lo que 7(a) €
D(%).

= Seaa=(R,S) € B(H#)*y {m, : C*(a) — B(#,)})ca una familia de representaciones
separadora y supongamos sin pérdida de generalidad que R no es una proyeccion, es
decir, R —R # 0 0 R* — R # 0. Entonces existe A € A tal que 7 (R)? # 7 (R) o 7y (R)* #
7, (R), y en cualquiera de estos casos concluimos que 7; (a) ¢ D(.77,).

= Para probar que se satisface la tercera condicién basta recordar que si P es proyeccion,
entonces ||P|| < 1, as{ sup,cp( ) Ha‘H < 1 = M para cualquier espacio de Hilbert /7.

O

51
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Teorema 4.3. C>xC?> = C(D).

Demostracion. Veamos que C(D) satisface la propiedad universal. Es necesario empezar por
definir ¥;,1;, i = 1,2. Notemos que necesariamente ¥;(z) = (z,z), i = 1,2, z € C. Consideremos
X' X2, las funciones coordenada en D y recordemos que éstas generan a C(D). Definimos

ll((l,O)) :Xl,
1((1,0)) =X2.

Veamos que éstos estdn bien definidos. Sean (x,y), (z,w) € C*> y A € C. Empezamos por des-
componer (x,y) =y(1,1)+ (x—y)(1,0) y (z,w) =w(1,1)+ (z—w)(1,0), entonces:

L((x,y) + (z,w) =u((x+z,y+w)),
=(y+ w1+ ((x+2) — (y+w)X,
=yl + (x=y)X' +wl + (z—w)X',
=1;((x,y)) + ti(z,w).

L((x,y)(z,w)) =t ((xz,yw)),
=(yw) 1+ (xz—yw)X',
=ywl -+ (y2—yw+wx —wy)X' + (xz —xw — yz+ yw) (X*)*,
= (yl + (x—y)Xi) (wl = (z—w)Xi) ,
=1;((x,y))ti(z,w).
L((x,3)%) =u((%,y)),

=yl + (- y)X',
= (V1 +@-nx),
=1((x,y))".

Asi, los homomorfismos* 1; estan bien definidos. Ademas

t1on(z) =u((z,2),
=zl,

=12((z,2)),
=1p o Yz(z).

Ahora veamos que son encajes, para ello tomamos 0 # (z,w) € C2. Usamos la misma descom-
posicién que antes para obtener 11 ((z,w)) = wl + (z—w)X! y afirmamos que w1+ (z—w)X ' #
0. Si z = w el resultado es inmediato. Supongamos que z # w y recordemos que la identidad y
0 siempre son proyecciones, entonces (w14 (z—w)X")(P,Q) = wl+ (z—w)P. Si w = 0 toma-
mos P = 1y se tiene que 1;((z,w)) =zP # 0, si w # 0 tomamos P =0y 1;((z,w)) = wl #0.
Por un proceso analogo se demuestra que 1, es encaje.

Para concluir es necesario probar que si 2 es un algebra C*y ¢; : C> — 2, i = 1,2 son
homomorfismos*, entonces se factorizan de manera tnica por medio de un homomorfismo*
¢ :C(D) — A Sea o(X') = 01((1,0)) y 9(X?) = ¢((1,0)), asi ¢ o1; = ¢;. Nuevamente,
el que ¢ esté bien definido y su unicidad estd garantizado por el hecho de que C? y C(D)
son generadas por (1,0) y {X' X2}, respectivamente. En consecuencia C(D) coincide con el
producto libre C? % C2. U
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Observacion 4.4. Si D es un dominio compacto y 7€ es un espacio de de Hilbert, entonces
es posible que D(¢) = 0. Para notar lo anterior basta considerar el dlgebra A = M,(C)
para n > 2, D el dominio compacto asociado a ésta, y 7 = C. Dado que toda funcional
multiplicativa en A es 0 [Dou98, Ejercicio 2.5], no existen representaciones de dlgebra unitaria

p:A—->B(H)=CyD(H)=0.

4.2. El producto libre de algebras C*

Definicion 4.5. Un espacio de Hilbert punteado es un par (¢, &) en el cual . es un espacio
de Hilbert sobre C y & € 7 es un vector unitario. Si (7, &) es un espacio de Hilbert punteado,
entonces denotamos por .77° al complemento ortogonal del subespacio generado por &:

H = HSCE={he A (hE)=0}.

Si # = C& & ° denotaremos por h° a los elementos de .77°, y por P, @é : 0 — I alas
proyectiones ortogonales sobre CE y J7°, respectivamente.

Definicion 4.6. Sea (%, ¢;),-; una familia de espacios de Hilbert punteados. Su producto libre
xic; ;= (&) estd dado por

%:Cég@@( D %?f’@...@%?j).

n>1 \ij#...#iy,

Lema 4.7. Si (J4,&1) y (#64,&,) son espacios de Hilbert punteados y (A ,&) es su producto
libre, entonces existen encajes de B(.]) en B () para1 = 1,2.

Demostracion. Para 1 fija definimos

HW)=Cta@| @ #re..ox|,
n>1\ iy i

il#l

y afirmamos que 7 = 4 ® ¢ (1). Para demostrar dicha afirmacion se exhibird un isomorfis-
mo V, : S — @ (1). Nétese que serd suficiente definir V; en los tensores puros y en los
elementos de la suma que determinan a .#’, y mostrar que V; preserva el producto interior para
garantizar que dicha definicion se puede extender a todo el espacio. Supongamos que hfj € %}9

yqueiy #...# iy
Vi(§) =Gi®¢,
i@ (h @ eh;) sibi=1yn>2,
Vilhj; ®...@h; ) =q h{ @& siij=1tyn=1,
51@(’“?1@---@}151) sii] #1.

En primer lugar veamos que V; estéd bien definido. Como los elementos de la forma x = 1§ +
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Y X (hf1 ®...®h7 ) generan a .7 nos limitaremos a trabajar con éstos.
n>1i .. #iy "

Vi (x) =V, (A§+ Y ) (h;’1®...®h§;)> ,

n>1i#.. iy
=AWi(E)+) )Y Vi(hy®.. o),
n>1iy#...#ip
A&+ RE+Y Y mehe..on)+Y, Y &0 ®.. @),
n>2iy#. i n>1iy#...ip
i1=1 i1#1
A& +m)@E+(E+m)RY, Y, (hh®...0h),
nZl il%;zél”
17+l

con lo cual se verifica que V; (x) € 74 ® 7 (1). También se observa que V; preserva el producto

interior, al tomar x como se hizo anteriormentey y =&+ Y ¥ (g7 ®...®g; ), se tiene
W2 iyt
que

) =AB+ Y Y (B0 ... (3 .80)
n>1117é dp

=(Vi(x),Vi(v))-

Dado que 77, se puede descomponer como C&; @ .7°, los generadores de 7 @ (1) son de

laformaz= (A& +h)® [ BE+ X X (4 ...®h7) |, porloque de manera a andloga la

nzlilzé;zéi,,
1n#1l
definicién de V; construimos W, : 74 ® 5 (1) — s por medio de
Wi(&®&) \5
Wi (hi ® &) =h
Wi(& @ (hy ®...@h)) :ho ®...®h;,
)

Wy (he @ (B ©...@h2)) =h kS @ ... @h.

Se corrobora que W, y V; son inversos, por lo que V; es unitario. Finalmente definimos el encaje
de B(,) en B(H’) como

T M(T) =V, (T &)V
Nétese que A, es una representacion de B(.77) en B (x;e156). O

Definicion 4.8. La representacion A, utilizada en4.7|es conocida como la representacion regu-
lar izquierda.

Teorema 4.9. Sean 2y y 2, dlgebras C* con 1y finitamente generadas tales que A, = C(Dy)
y Ry =2 C(Dy), donde Dy,D, son dominios compactos de dimension Ny y N respectivamente.
Entonces 2 xA, = C(D) con D dado de la siguiente manera:

D(7) :{(al,...,aN1+N2) E‘B(%)N1+N2 : (a],...,aNl) eD(H), (aN1+l,...,aNl+N2) €Dy ()}
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Demostracion. En 4.4|se observo que si D es el dominio compacto asociado a un dlgebra 2A,
entonces es posible que para algin espacio de Hilbert .5# su respectivo dominio compacto
D(€) sea vacio. Por ello es relevante destacar que gracias apodemos asegurar que si 7
es tal que a € D(J), entonces para cualquier espacio de Hilbert .Z se tiene que A »(a) €
D( x %), ésto debido a que Ay es encaje y ||w(Az(a))| = [|[Ar(w(a))| = |lw(a)| para
cada w € Py. Como consecuencia de lo anterior, si (a',...,a") € D1(J4) y (b',...,b™") €
D>(54) entonces (Ayzal,...,Apma™, dpb!,... . Aub"?) € D(SA * 54) y se garantiza que
trabajamos con un objeto no trivial. Empecemos por demostrar que D es un dominio compacto.
En efecto:

1. Sea % un espacio de Hilbert, a € D(¢) y © : C*(a) — B(%) una representacion
de C*(a). Definimos a; = (a',...,a"") y ay = (a™*1,...,a"1*™). Notamos que a; €
D(F) y ay € Dy(H), ademas tanto C*(a;) como C*(ay) son subdlgebras de C*(a),
de esta manera 7 también es representacion de éstas y se tiene que w(a;) € Di(H#7) y
nt(ap) € Dy(#7). Por lo tanto mw(a) € D(7)

2. Sea a € B(H) y {m } una familia fiel de representaciones de C*(a) tal que ) (a) €
D(7%,) para cada A. Por la definicién que se dié de D tenemos que 7, (a1) € D1 (543) y
7y (az) € Dy(78,), ademads {m), } también es familia fiel para

C*(ay) y para C*(ap), por lo tanto a; € D{(), ay € D2() y en consecuencia a €
D(7).

3. Como D y D, son dominios compactos existen M, M, > 0 tales que

e
beD ()

ap [ <t
byeDy ()

para cualquier espacio de Hilbert .77. Sea M = max M, M,, entonces si .7¢ es un espacio
de Hilbert y a € D(.57) se tiene que a es de la formaa = (a',...,a™,aV1 !, ... a1 V),
con (al,...,a"") € D1() y (aV'!,... a1+ N2) € D, (). Se sigue que

sup |[a'[| < M,
aeD(A)

independientemente del espacio de Hilbert que se tome.

Para concluir la prueba es necesario mostrar que C(D) satisface la propiedad universal. Los
morfismos ¥;,i = 1,2 se definen como %(z) = zlg.. Sean Y'!,... . YNy Z! ... ZM las funciones
coordenada que generan a C(D) y a C(D,), respectivamente. Definimos t/_, , : C(D;) — C(D)
como sigue 7

1 (Y/) =x/ sil>j> Ny,
(z7) =xNt sil> >Ny,

donde {X!,... xM xM+1  XNM+N2} son las funciones coordenadas sobre D y 1; : A; —
C(D) estdn dadas por ; = 1/ o F;, con F; : 21; — C(D;) isomorfismo. Como los conjuntos {¥'!,... YN}
y {Z',...,Z"2} generan a sus respectivas dlgebras de funciones de operadores continuas, en-
tonces basta definir una funcién en ellos para determinar un inico homomorfismo de dlgebras.



56 CAPITULO 4. EJEMPLOS Y APLICACIONES

Asi los homomorfismos 1/ estén bien definidos y en consecuencia los 1; también lo estan. Como
cada F; es isomorfismo serd suficiente probar que cada 1/ es encaje.

Se demostrard tnicamente que 1] es encaje, la prueba para 1} es andloga. Empecemos
por notar que a pesar de que las funciones coordenadas definidas en Dy y D son distintas
por tener dominios diferentes, éstas producen la misma imagen. Sea ¢ un espacio de Hil-
bert y a € D(), entonces al definir a; € D{(#°) como se hizo anteriormente se tiene que
Y/(a1) = a/ = 1](Y/)(a) = X/(a). Asimismo, si a; € D () basta tomar cualquier elemento

ay € Dy( ) y definir a € D() como a = (a1 Latal ) ab?) y nuevamente se observa
que Y/(ay) = a/ =1{(¥/)(a), por lo que || X/ HC = ||Joj (¥/ H = ||v/ ||C . Este argumento
se puede extender a cualquier polinomio no conmutativo en las variables Y1 , Y I* YN Y "

de modo que 11 es isometria y por lo tanto encaje.

Considérese ahora un dlgebra 2 y homomorfismos ¢; : 2; — 2, veamos que éstos se fac-
torizan por medio de un tnico homomorfismo ¢ : C(D) — 2 de manera que ¢; = @ o1;. En
primer lugar notemos que los isomorfismos F; : 2; — C(D;) nos permiten relacionar de manera
univoca homomorfismos ¢; : 2; — 2 con homomorfismos @/ : C(D;) — 2 por medio de las
composiciones

¢ =@ioF ",
¢ =@;oF;.

Asimismo, como 1; = 1] o F}, serd suficiente probar que los homomorfismos @/ se factorizan de
manera dnica como @/ = @ o1/. Recordemos que los homomorfismos quedan completamente
determinados por los valores que toman en el conjunto de generadores, de manera que al definir

@Y sil<i<MN,
@(Z7N)  siNy <i < Nj+Na,

,1 .
proy (XY)

X' =
P = o (x)

este morfismo satisface la condicion requerida y es tnico. Con ello hemos probado que el
siguiente diagrama conmuta y por lo tanto C(D) = 2y 2.
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4.3. El algebra C* universal

Considérese un conjunto de simbolos {x;};c; y un conjunto de relaciones R. Pensaremos
que las relaciones son de la forma

* *
Hp(xl'pxip' .- 7xik7xik)|| < n,

donde p es un polinomio en 2k variables no conmutativas con coeficientes complejos 'y 1 > 0.
Si n = 0 éstas pueden reescribirse como relaciones algebrdicas entre x;,,x;] ... ,x,-wx;"k y los
escalares. Se imponen las siguientes condiciones a las relaciones:

1. Las relaciones son realizables, es decir, existe un espacio de Hilbert .7’ y una funcién f
del conjunto de generadores en B (.77) tal que

||p(f(-xl'1)7f(xi1)*7 v 7f(xik)7f(xik)*)||<3(e%ﬂ) S T’,
para cada relacion en R.

2. Existen constantes k; > 0 tales que si f y % son como en el inciso anterior, entonces
||f(xi)||<3(%ﬂ) < ki.

El Teorema garantiza que existe una unica dlgebra con 1, &, con elementos {x;};c;
que satisface las siguientes propiedades:
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1. $les generada por {x;}ic;.
2. Todas las relaciones de R se satisfacen en 4.

3. Si 47 es un espacio de Hilbert y {A;};c; C B(#) son tales que para cada relacién p en
R la relacion se satisface al reemplazar cada ocurrencia de x; por A;, entonces existe una
representacion 7 : 4l — B () que satisface 7(x;) = A; para toda i.

Teorema 4.10. Sea i el dlgebra universal sobre un conjunto finito de generadores, {xi}f.\; by
un conjunto de relaciones R. Para cada espacio de Hilbert 7€ definimos

D) ={(d",...,d") e B(H#)N :YpeR ||p(d",...,d")|| < n}.

~

Afirmamos que D = {D () : # es un espacio de Hilbert} es un dominio compactoy C(D)
sl

Demostracion. Empecemos por mostrar que D es un dominio compacto. En primer lugar, el
hecho de que el conjunto R sea realizable garantiza que D(7#°) # ( para algin espacio de
Hilbert 77 y en consecuencia trabajamos con objetos no triviales.

1. Sea 7 un espacio de Hilbert y a € D(J¢). Sea & : C*(a) — *B(.#") una representa-
cion. Si p € R, entonces 7(p(a)) = p(n(a)), donde p(a) consiste en reemplazar cada
ocurrencia de x; en p por su correspondiente a'. Ademds, como 7 es representacién
[72(p(a))|l < [|p(a)l] <n. Porlo tanto 7(a) € D(H).

2. Seaa € B(#)N y {m;} una familia fiel de representaciones de C*(a) tal que 7, (a) €
D(72),) para cada A. De esta manera se tiene que para cada 4, [|p(7y(a)llg () < N
Como la familia {7, } es fiel su suma directa induce

una representacion fiel de C*(a) que cumple que ||x|| = ||@ 7y (x)|| = sup, |7y (x)|| para
cada x € C*(a). En particular ||p(a)|| < n, por lo que a € D(J7).

3. Sea M = méxky,...,ky. Entonces para cada espacio de Hilbert 77y a € D(5¢),
ki<My

sup Ha H <M.
aeD(H

Con ello corroboramos que D es un dominio compacto. Por unicidad del dlgebra universal
bastard probar que C(D) satisface las tres propiedades descritas anteriormente.

1. Notemos primero que si 7 es un espacio de Hilbert y a € D(J¢), entonces es lo mis-
mo reemplazar las ocurrencias de x; por @’ que reemplazar las ocurrencias de x; por
X', lo cual nos da un polinomio en variables no conmutativas {X'1,..., X}, y luego
reemplazar cada ocurrencia de X’ con a'. Recordemos que los polinomios como el an-
terior son funciones de operadores continuas y esa es la regla bajo la cual se evalaan.
Como C(D) es generada por {X'}Y | y para cada F € C(D) ||F|| = sup{||F(a)| :a €
D(57), A es espacio de Hilbert} se verifica la primera propiedad.

2. Sea S un espacio de Hilbert, por definicion de D(s#) todas las relaciones de R se
satisfacen en éste, y por el argumento dado en el inciso anterior todas las relaciones de
R se satisfacen en C(D), pues consisten en sustituir x; por X' y hacer la evaluacién en

a€ D).
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3. Para concluir recordemos que existe un espacio de Hilbert %"y b € D(.¥') tal que b

es maximal bajo la relacion > y C(D) L C*(b). Entonces para cada espacio de Hilbert
'y a € D(A) existe una representacion « : C*(b) — B(H) tal que 7(b) = a. Basta
definir una nueva representacién por medio de 7’ = wo @ : C(D) — B(S) y notar que
sia € D(), entonces a satisface todas las relaciones de R. Por lo tanto 7' (X') = a' para
toda i y destacamos el hecho de que ésta tltima representacion no es otra que evaluar a
cada una de las funciones de operadores continuas en a.

Por lo tanto C(D) == 4. O
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Conclusiones

La version no conmutativa del Teorema de Gelfand-Naimark brinda algunas herramientas
utiles para el estudio de dlgebras no conmutativas finitamente generadas. En primer lugar, la
definicion de dominios compactos y funciones de operadores continuas van mas alld de usar
nueva nomenclatura. Comparten varias de las propiedades que tienen los espacios compactos
y las funciones continuas, los dominios compactos son cerrados y el equivalente a la grafica
de una funcién de operadores continua también es un dominio compacto. A pesar de que la
representacion universal de algebras C* garantiza la existencia de dichas dlgebras como obje-
tos concretos, las relaciones entre operadores acotados y espacios de Hilbert, y entre espacios
topolégicos compactos y funciones continuas son de cardcter distinto, en primer lugar por-
que el espacio de Hilbert sobre el que actdan dichos operadores no determina por completo al
algebra. El lenguaje y las herramientas dadas por los dominios compactos y funciones de ope-
radores continuas permiten definir de manera Unica el dominio compacto a partir del dlgebra
y viceversa, y resultados como el Teorema de Stone-Weierstrass se deducen de forma natural.
Finalmente, los ejemplos y resultados que se presentan en el Gltimo capitulo muestran que es-
tas herramientas son particularmente ttiles al momento de estudiar dlgebras universales cuando
estan determinadas por una cantidad finita de generadores y las relaciones entre éstos se definen
de manera explicita. Las dlgebras C* universales cominmente tienen una estructura complicada
y son consideradas como objetos patologicos [Bla85, p. 254] y el hecho de que los dominios
determinen y estén determinados por todas las posibles representaciones del algebra nos da la
posibilidad de analizar a dicha dlgebra por partes o estratos asociados a distintos espacios de
Hilbert

Este trabajo también tiene algunas limitaciones. En primer lugar se restringe al estudio
de algebras finitamente generadas con uno y es evidente que esto se debe al uso de polino-
mios en n en variables no conmutativas. En segundo lugar es de notar que calcular el dominio
compacto de un dlgebra en particular puede ser muy complicado, y dado que es equivalente a
calcular o conocer todas las posibles representaciones en general representa la misma dificul-
tad que expresar al dlgebra de manera concreta por medio de su representacion universal. Este
problema se encontré al momento de intentar demostrar que C? xC? = {f : [0,1] — M,(C) :
fescontinuay f(0), f(1) son diagonales}, no se logré calcular el dominio compacto asociado
a la segunda dlgebra y todo intento de prueba requirié utilizar el isomorfismo dado por una
prueba ya existente.

Existen distintas lineas de trabajo mediante las cuales se podrian extender estos resultados.
La limitacién a dlgebras finitamente generadas se puede intentar abordar desde el enfoque de las
funciones no conmutativas [KV14, Cap. 1] y reemplazar el uso de polinomios no conmutativos
por funciones racionales o series de potencias formales con las restricciones que tengan que
imponerse sobre éstas y sobre los dominios. La siguiente tabla es tomada de [KhaO9, p.7] y
presenta algunas de las equivalencias entre espacios topolégicos y dlgebras C*:
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Espacios topologicos Algebras
compacto unitaria
compactacion de un punto | unitizacion
subespacio cerrado ideal cerrado

Se sabe que los ideales maximales bilaterales de los espacios de la forma C(X) para X
Hausdorff y compacto son los subconjuntos de funciones que se anulan en un punto y es de
ahi que se puede concluir que las dlgebras C* conmutativas y sin uno son isomorfas a Cy(Y)
para Y un espacio topolégico Hausdorff y localmente compacto. Esto nos permite preguntarnos
si existe algun andlogo topoldgico a los ideales maximales bilaterales, cuando éstos existan, y
finalmente si puede formularse un teorema semejante para dlgebras no conmutativas sin unidad.



Apéndice A

Topologia, Integrales Directas y el Algebra
Universal

A.1. Topologia

Definicion A.1 (Topologia débil). Dado un espacio topolégico Hausdorff (X, 7), una familia
de espacios topoldgicos {Xy }aeca, y una familia de funciones {fy : X — Xo }oea la topologia
débil en X es la mds gruesa de las topologias que hace continuas a todas las funciones de la
familia { fo } ¢ea- Dado que X equipado con la topologia discreta hace que todas las funciones
de la familia dada sean continuas, la topologia débil siempre existe y se puede expresar como
la interseccion de todas las topologias que hacen continua a la familia de funciones. [Eng89,
Proposicion 1.4.8]

Lema A.2. Sea (X,Tx) un espacio topoldgico Hausdorff y compacto, entonces X tiene la to-
pologia débil inducida por C(X).

Demostracion. Denotemos por Tagp a la topologia débil inducida por C(X). Como la topo-
logia con la que estd equipado originalmente X hace continuas a todas las funciones de C(X),
entonces Tgepi; C Tx. Sea U un abierto en Ty y x un punto en dicho abierto, entonces X \ U es
un cerrado al cual x no pertenece. Como X es Hausdorff y compacto, entonces es normal, por
lo tanto existe una funcién continua f : X — Ctal que f(x) =0, f(X\U) =1y Imgf = [0,1].
Entonces x € f~1([0,1/4) C U, como f~'([0,1/4)) es un abierto de la topologia débil, se
concluye que Ty = Tgepil- O

Lema A.3. Sea (Y, 1y) un espacio topoldgico con la topologia débil inducida por una familia
de espacios topologicos (Zj,tz,) y de funciones f;: Y — Z; para algiin conjunto de indices I. Si
X es un espacio topologicoy f : X — Y, entonces la funcion f es continua si 'y solo si fio f es
continua para cada i € 1. [Eng89, Proposicion 1.4.9]

Demostracion. Si f es continua, entonces cada f; o f es continua por ser composicion de fun-
ciones continuas. Por otro lado, como 7y es la topologia débil, entonces esta generada por la
subbase S = {f;"' (U;) : i €1, U; € 1z} y basta probar que la imagen inversa de cada elemento
de S bajo f es un elemento Tx. Sea U € §, entonces U = fl._1 (U;) paraalgini € I 'y U; € 1z, asi

FHU) = W) = (fro )W)

Como la composicién es continua, entonces f~!(U) es un abierto y por lo tanto la funcién f es
continua. U
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A.2. Integral Directa

Se puede consultar [KR97b, Capitulo 14] y [Di1x82, Apéndice A] para obtener mas infor-
macion respecto a integrales directas.

Definicion A.4. Sea (X, ) un espacio de medida 'y & = ((J€(p))pex,I’) un campo medible
de espacios de Hilbert. Para cada p € X sea a(p) un operador lineal en un espacio de Hilbert
JC(p), es decir, a(p) € £ (H(p)). Diremos que {a(p)},ex es un campo medible de operado-
res si para cualquier x € I' p — a(p)x(p) es un campo medible de vectores.

Las siguientes definiciones son tomadas de [Wor79, p. 176]

Definicién A.5. Sea a € €(#). Definimos el operador acotado g, = a(a*a+ 1)~'/2. El ele-
mento a estd completamente determinado por el operador g, y a = q,(1 — qj‘,qa)_l/ 2,

Definicién A.6. Sea (X, 1) un espacio de mediday {7 (p)} pex un campo medible de espacios
de Hilbert. Diremos que un campo de operadores cerrados

peEX —a(p) €€ (H)(p)

es medible si p € X — qq(,) € B(H(p)) es un campo medible de operadores acotados.
En este caso existe un tnico operador cerrado a € % ( [y H(p)du(p)) tal que

Y duind
qa—/x Qa(p)dt(p)-

El operador a se llama la integral directa del campo p — a(p) y se denota pora = [y a(p)du(p).

A.3. Algebras C* Universales

En lo que sigue consideraremos pares de la forma (G, R), en los cuales G = {x;};cs es un
conjunto de simbolos o generadores y R un conjunto de relaciones entre los generadores de G
de la forma

* *
Hp(xi1 1 Xy 7xin7xin) < n,
con p una relacién de tipo polinomial en 2n variables no conmutativas y coeficientes en C,

Xipy---, X, €Gyn =>0.

Definicion A.7. Una representacion de (G,R) es un conjunto de operadores {y;}ic; sobre un
espacio de Hilbert .77 que satisfacen

Hp(yiwy;'klv"-ayiwylt) w <n,

e Xy X)) H < n € R. Esto induce de manera implicita una funcién

cada vez que Hp(x,-l,xl-l, . :

f:{xi} = B(S) dada por f(x;) = y; que se extiende de manera tinica a un homomorfismo*
p del dlgebra* libre generada por G en B (). Sin crear ambigiiedad podremos usar el mismo
simbolo p para denotar una representacion, ya sea en el contexto de una familia de operadores
{yi} que satisfacen la propiedad anterior, 0 como el homomorfismo* inducido por esta fami-
lia. De la misma manera, si T es un homomorfismo* del dlgebra* libre generada por (G,R),

entonces 7 induce una representacién p de (G,R).
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Definicion A.8. Diremos que el conjunto R de relaciones es realizable si existe una represen-
tacién p de (G,R).

Definicion A.9. Un conjunto (G,R) es admisible si
1. R es realizable.

2. Si {y{3 }ier es una representacion de (G, R) para cada 8 € N, entonces @ﬁylﬁ € B(Dp #3)
paracadaiy {® ﬁylﬁ }ier es una representacion de (G, R).

Lema A.10. Un conjunto (G,R) es admisible si y sélo si (G,R) es realizable y para cada i € 1
existe una constante k; > 0 tal que ||y;|| = ||p(x;)|| < ki para toda representacion p de (G,R).

Demostracion. Supongamos que para alguna i € I el conjunto {||p(x;)|| : p es una representacion}
es no acotado, entonces para cada n € N existe una representacion p, tal que ||p,(x;)|| > ny en
consecuencia @,0,(x;) € B(P, ), ), es decir, (G,R) no es realizable.

Por otro lado, si existen constantes k; tales que para cada representacién p de (G,R) se
verifica que p(x;) < k;, entonces al tomar una familia de representaciones pg de (G,R) se tiene
que supg Hpﬁ (xi) H < k; para cada i € Iy en consecuencia ©pg(x;) € B(D#3) y
|p(®ppxiy, @pxi %, ..., ©ppxi,, ®Px;,*)|| = supg || p(Pgxiy, Pxi %, -, P, PXi, ) || < M, porTo
que (G,R) es admisible. O

Teorema A.11. Sean G = {x;} un conjunto de generadores y R un conjunto de relaciones sobre
G como las descritas anteriormente tales que (G,R) es un conjunto admisible, entonces existe
un dlgebra C* unitaria 3 tal que

» il es generada por {x;},
= Toda relacion de R se satisface en 4,

w Si{a;} CB(I) para algiin espacio de Hilbert 7 es tal que todas las relaciones p € R
se satisfacen al sustituir cada ocurrencia de x; por a;, entonces existe una representacion
unitaria 7 : 4 — B(I) tal que ©(x;) = a; para cada i.

Esta dlgebra es conocida como el dlgebra universal de (G,R) o el dlgebra universal generada
por (G,R), se denota por C*(G,R) y es unica salvo por isomorfismos.

Demostracion. Sea 2 el dlgebra® unitaria generada por G. Para a € 2 definimos

lall = sup{[lp(a)|}
p

con p representaciones de (G, R). Dado que (G, R) es admisible, entonces el supremo se toma
sobre un conjunto no vacio y dado que ||p(x;)|| < k; para cada i € I y cada representacién de
(G,R), entonces tenemos que ||a|| es finito para cada a € 2(. Con ello ||| es una seminorma
sobre 2(. Dado que toda representacién p de (G, R) es un homomorfismo* de 2( con codominio
B(A) para algin espacio de Hilbert .77, se sigue que para cada a,b € 2

2
la*all = lla]”,
labl| < [lall[15]],
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y para cada relacion de R

* x* *
||p(x,~1,xl-1, 7 Xin s zn) —supHp 'xll’ i ximxin))

b

:SUPHP pxilvpxila"'apxinapx;';) < n.
p

Definimos N = {a € 2 : ||a|]| = 0}, notamos que N es un ideal bilateral. Al definir
N|| = inf{|ja—
Ja+-N]| = inf {la—x]]}

para cada una de las clases laterales a + N € QL/N obtenemos un dlgebra involutiva normada.

Sera suficiente construir [ como la completacion de Q[/N y notamos que los elementos de la
forma {x; + N : i € I} son densos en 4, ademds para cada relacion de R se tiene que

||p('xil +N,x;, _I_N*""?xin +N,x;, +N*)H = Hp(xiwx?p 2 Xip s X +NH
SHp(xi]vx;'kl? 3 Xiy s Xj )

Veamos que se satisface la tercera condicion. Sea {a; } una familia de operadores en 8 (.7) para
algun espacio de Hilbert 77 tal que se satisfacen todas las relaciones de R al sustituir cada una
de las ocurrencias de x; por a; para cada i € I. Notemos que ésto es una representacién de (G,R)
y por lo tanto estd en correspondencia con un homomorfismo* p : 20 — B (7). Por definicién
de la seminorma ||-|| se tiene que ||p(a)|| < ||a|| y en particular p(N) = 0, por lo que podemos

factorizar p a través de Ql/N para obtener un nuevo homomorfismo™ p : Ql/N — B(S). Por

densidad de Q[/N en 4 podemos extender a p de manera continua a un homomorfismo* definido
en {4, al cual también denotaremos por P, y concluimos que p(x; +N) = p(x;) = a; para cada
iel.

Veamos que 4l es tnica salvo por isomorfismos. Supongamos que U es un algebra C* uni-
taria con generadores {v;}ic; que satisface las tres condiciones del teorema. Definimos un
homomorfismo* @ : — U dado por ¢(x;) = v; para cada i. Sea U’ la imagen de 2 bajo @,
asi U’ es densa en Y. Dado que toda algebra C* unitaria es isométricamente isomorfa a una
subdlgebra de B (%)) para algin espacio de Hilbert .7 consideremos la representacion fiel
po : U — B (%) que induce este isomorfismo. En primer lugar notamos que la familia de ope-
radores {po(v;) }ics satisface todas las relaciones de R, asi que por la definicién de la seminorma
en 2 se tiene que para cadaa € 2

lo(a)[l = llpo(@(a))ll 4 < llal- (A.D)
Por lo tanto ¢ se anula en N y se factoriza a través del homomorfismo*
Q: Ql/N — 0’ tal que $(a+N) = @(a) para cada a € .
Nétese que de[A.T|también se deduce que

D = i f —_— < i f - ==
|(a+N)| = inf [lp(a—x)|| < inf a—x]| = la+N]| .

por lo que @ es continua. Probaremos que @ es una isometria. Sea p; : 4 — B(#]) repre-
sentacion fiel de i, es decir, un isomorfismo* isométrico entre ${ y una subdlgebra C* ce-
rrada de B(7#). Como se satisfacen las relaciones de R al reemplazar x; por p;(x;) para
cada i, entonces existe una representacién « : ¥ — B(s4) tal que w(v;) = pi(x; +N) para
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toda i. Como v; = @(x; + N), entonces (P (x; +N)) = p;(x; + N) para cada i. Por lo tanto
pi(a+N)=r(¢(a+N))y

la+N[| = llpi(a+N)[| = Iz(@(a+n)[| < |p(a+N)|

para cada a € 2. Por lo tanto ¢ es una isometria y por densidad de 2[/N en Ly de U’ en U se
extiende de manera continua a un isomorfismo* isométrico de 4l en U ]

Observacion A.12. La prueba anterior también es vdlida si se trabaja con dlgebras C* sin
necesidad de imponer como hipotesis que sean unitarias, en este contexto basta agregar la
identidad como stmbolo adicional al conjunto de generadores, asi como las relaciones de la
forma lx—x=0yx1—x=0y 1*—1 =0 para cada generador x para obtener el dlgebra C*
universal unitaria.

A.3.1. Ejemplos
[Bla06, Cap. II Secc. 8.3] y [Bla835] presentan algunos ejemplos y observaciones:

1. Toda algebra C* 2 es el algebra universal generada por G = 2( y R el conjunto de todas
las relaciones algebréicas entre sus elementos.

2. No existe el dlgebra universal generada por un Unico elemento autoadjunto, ésto debido a
que un elemento autoadjunto puede tener norma arbitrariamente grande, sin embargo se
puede definir el dlgebra universal generada por un elemento autoadjunto de norma 1. Por
el calculo funcional para funciones continuas se observa que el dlgebra unitaria generada
de esta forma es isomorfa a C([—1,1]), y si no se pide que sea unitaria es isomorfa a
Co([—1,1]). De manera andloga, el dlgebra universal generada por un elemento autoad-
junto de norma 1 es isomorfa a C([0,1]) o a Cy([0,1]), dependiendo de la condicién de
unitariedad.

3. SiG={u} yR={u'u—1=0,uu* — 1 =0} entonces C*(G,R) es el dlgebra generada
por un unitario y por el cdlculo funcional para funciones continuas C*(G,R) = C*(S).

4. Si 0 € [0,1] se define el dlgebra de rotacin, 2Ag, como el dlgebra generada por dos
unitarios G = {u,v} y la relacién adicional vu — e>*®uv. Es particularmente relevante el
caso en que 0 es irracional. Esta dlgebra se puede generalizar al caso en que esté dada
por una cantidad finita de elementos unitarios {uy,...,u,} y relaciones entre ellos de la
forma uju; — e?716;; = 0 con 6;; € [0, 1]. Se conoce como el toro no conmutativo.

5. Si {2(;} es una familia de algebras C*, entonces su producto libre es el algebra universal
generada por copias de cada 2(; sin imponer relaciones adicionales entre generadores
provenientes dlgebras distintas.
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