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Número de páginas
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A.3. Álgebras C∗ Universales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

A.3.1. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

V



VI ÍNDICE GENERAL



Introducción

Uno de los resultados fundamentales en la teorı́a de álgebras C∗ conmutativas se debe a Gel-
fand y Naimark [Dou98, Teorema 4.29]. Este resultado indica que toda álgebra C∗ conmutativa
con uno es isomorfa al espacio de funciones continuas sobre un espacio topológico compacto,
lo cual permite relacionar a dichas álgebras, que se definen como objetos abstractos por medio
de axiomas, con espacios de funciones concretos. En este trabajo se desarrollará un resultado
análogo para el caso de álgebras C∗ no conmutativas con uno finitamente generadas basado
en los primeros tres capı́tulos del artı́culo “A non-commutative Gelfand-Naimark theorem” de
Kruszynski y Woronowicz [KW82].

Comenzará por desarrollar algunos de los fundamentos de la teorı́a de operadores, álgebras
de Banach y álgebras C∗, entre ellos la transformada de Gelfand, el Teorema del Mapeo Espec-
tral, el Teorema de Gelfand-Naimark para álgebras conmutativas y concluye con dos pruebas
del Teorema de Gelfand-Kolmogorov [Gel39], [Dug87, Cap. XIII.6], una considerando a los
espacios de funciones continuas sobre espacios topológicos compactos como anillos y otra uti-
lizando la estructura de álgebra C∗. Este último teorema extiende el resultado de Gelfand y
Naimark y su importancia radica en que permite relacionar funciones continuas entre espacios
topológicos compactos con homomorfismos entre sus respectivas álgebras de funciones con-
tinuas, y de manera análoga vincula homomorfismos de álgebras C∗ con funciones continuas
entre los espacios topológicos asociados a dichas álgebras. En otras palabras afirma que las
categorı́as de espacios topológicos Hausdorff y compactos y de álgebras C∗ conmutativas con
unidad son equivalentes.

En el segundo capı́tulo se tratará con representaciones de álgebras y funcionales lineales po-
sitivas para poder construir la representación de Gelfand-Naimark-Segal y con ello la represen-
tación universal de álgebras C∗. Ésta permite representar de manera fiel a álgebras C∗abstractas
como álgebras de operadores acotados sobre algún espacio de Hilbert. Se dará la definición y
algunas de las propiedades de la integral directa de espacios de Hilbert como análogo de la
suma directa.

Una vez establecidas las herramientas anteriores se podrán desarrollar los conceptos de
dominio compacto y función de operadores continua como análogos no conmutativos de los
espacios topológicos compactos y funciones continuas; se probará que toda álgebra C∗ no con-
mutativa con uno y finitamente generada es isomorfa a un álgebra de funciones de operadores
continuas sobre un dominio compacto y que todo homomorfismo entre álgebras de este tipo
está relacionado con un morfismo entre los respectivos dominios compactos. Se compararán
algunas de las propiedades de espacios topológicos compactos y funciones continuas con pro-
piedades de dominios compactos y funciones de operadorse continuas, en particular se verá que
la imagen de un espacio topológico compacto bajo una función continua es compacto, pero la
imagen de un dominio compacto bajo una función de operadores continuas no necesariamente
lo es.

Para concluir se presentará el estudio del producto libre de dos álgebras C∗ con unidad y
del álgebra C∗ universal generada por un conjunto finito de sı́mbolos como casos en los que

1



2 INTRODUCCIÓN

puede resultar útil o intuitivo la aplicación de las técnicas anteriormente desarrolladas.



Capı́tulo 1

El Teorema de Gelfand-Kolmogorov

1.1. Álgebras de Banach
Definición 1.1. Un álgebra de Banach B es un álgebra sobre C con identidad 1 y con una
norma que satisface:

1. (B,‖ ‖) es un espacio métrico completo,

2. ‖1‖= 1,

3. ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖ para a,b ∈B.

Dado un espacio topológico (X ,τ) Hausdorff y compacto se denota por C(X) al espacio de
funciones continuas de X en C. En este espacio es posible definir la norma del supremo

‖ f‖
∞
= sup{| f (x)| : x ∈ X},

de modo que (X ,‖ ‖
∞
) es un espacio métrico completo. Si se definen la suma y producto de

funciones, ası́ como el producto por elementos del campo de forma puntual, entonces C(X) es
el primer ejemplo que tenemos de un álgebra de Banach.

Proposición 1.2. Si a es un elemento del álgebra de Banach B y ‖1−a‖ < 1, entonces a es
invertible y ∥∥a−1∥∥≤ 1

1−‖1−a‖
.

Demostración. Sea a ∈B tal que ‖1−a‖< 1. Definimos η = ‖1−a‖, nótese que si N,M son
números naturales tales que M ≤ N∥∥∥∥∥ N

∑
n=0

(1−a)n−
M

∑
n=0

(1−a)n

∥∥∥∥∥=
∥∥∥∥∥ N

∑
n=M+1

(1−a)n

∥∥∥∥∥≤ N

∑
n=M+1

‖(1−a)n‖ ,

≤
N

∑
n=M+1

‖1−a‖n =
N

∑
n=M+1

η
n,

=
ηM+1

1−η
.

Obsérvese que ésto implica que la sucesión de sumas parciales correspondiente a la serie
∑

∞
n=0(1−a)n es de Cauchy, como el espacio es completo la serie converge.

3



4 CAPÍTULO 1. EL TEOREMA DE GELFAND-KOLMOGOROV

Sea b = ∑
∞
n=0(1−a)n, afirmamos que b = a−1. En efecto:

ab =[1− (1−a)]b = [1− (1−a)]
∞

∑
n=0

(1−a)n,

= lı́m
N→∞

[1− (1−a)]
N

∑
n=0

(1−a)n,

= lı́m
N→∞

( N

∑
n=0

(1−a)n−
N

∑
n=0

(1−a)n+1
)
,

= lı́m
N→∞

1− (1−a)N+1,

=1.

Finalmente, veamos que se da la desigualdad propuesta:

‖b‖=

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=0

(1−a)n

∥∥∥∥∥≤ ∞

∑
n=0
‖(1−a)n‖ ≤

∞

∑
n=0
‖1−a‖n =

1
1−‖1−a‖

.

Corolario 1.2.1. Sea G ⊆ B el conjunto de elementos invertibles en el álgebra de Banach.
Entonces G es un conjunto abierto en B.

Demostración. Sea a un elemento de G y b en B tal que ‖a−b‖< 1
‖a−1‖ . Entonces∥∥1−a−1b

∥∥= ∥∥a−1(a−b)
∥∥≤ ∥∥a−1∥∥‖a−b‖< 1.

Por 1.2 a−1b es invertible. Basta notar que b = a(a−1b), por lo que b ∈ G. Además b−1 =
(a−1b)−1a−1.

Corolario 1.2.2. La función a→ a−1 definida de G en G es continua.

Demostración. Sea a∈G. Si b es tal que ‖a−b‖< 1
2

∥∥a−1
∥∥ entonces

∥∥1−a−1b
∥∥< 1

2 . Por 1.2
a−1b y b son elementos invertibles. Nótese que∥∥b−1∥∥≤∥∥b−1a

∥∥∥∥a−1∥∥ ,
=
∥∥(a−1b)−1∥∥∥∥a−1∥∥ ,
≤ 1

1−‖1−a−1b‖
∥∥a−1∥∥ ,

<
1

1−1/2

∥∥a−1∥∥ ,
=2
∥∥a−1∥∥ .

Además ∥∥a−1−b−1∥∥=∥∥a−1(a−b)b−1∥∥ ,
≤
∥∥a−1∥∥‖a−b‖

∥∥b−1∥∥ ,
<2
∥∥a−1∥∥2 ‖a−b‖ .

Sea ε > 0 y δ < mı́n
{

ε

2‖a−1‖2 ,
1
2

∥∥a−1
∥∥}. Si ‖a−b‖ < δ , entonces

∥∥a−1−b−1
∥∥ < ε . Con-

cluimos que el tomar inversos es una función continua, y que G es un grupo topológico.
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Observación 1.3. Sea B un álgebra de Banach y a un elemento en ella. Observe que la serie
∑

∞
n=0
∥∥ 1

n!a
n
∥∥ es absolutamente convergente y por lo tanto está bien definida. Sea N un número

natural, entonces:

N

∑
n=0

∥∥∥∥ 1
n!

an
∥∥∥∥≤ N

∑
n=0

1
n!
‖an‖ ,

≤
N

∑
n=0

1
n!
‖a‖n ,

≤ lı́m
N→∞

N

∑
n=0

1
n!
‖a‖n ,

=e‖a‖

Definición 1.4. Si B es un álgebra de Banach, entonces la función exponencial en B, denotada
por exp, está definida como

expa =
∞

∑
n=0

1
n!

an.

Lema 1.5. Si B es un álgebra de Banach y a y b son elementos del álgebra que conmutan,
entonces exp(a+b) = exp(a)exp(b).

Demostración. Sean a,b elementos del álgebra. Entonces:

exp(a+b) =
∞

∑
n=0

1
n!
(a+b)n =

∞

∑
n=0

1
n!

n

∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k,

=
∞

∑
n=0

1
n!

n

∑
k=0

n!
k!(n− k)!

akbn−k =
∞

∑
n=0

1
n!

an ·
∞

∑
n=0

bn,

= expa · expb.

Definición 1.6. Sea B un álgebra de Banach. Se dice que que una funcional lineal φ en B es
multiplicativa si cumple las siguientes propiedades:

1. φ(ab) = φ(a)φ(b) para cada a,b en B y

2. φ(1) = 1

Se denotará por MB al conjunto de funcionales multiplicativas en B y se usará M cuando
no quede duda sobre el álgebra que se utiliza.

Proposición 1.7. Si B es un álgebra de Banach y φ es un elemento de M, entonces ‖φ‖= 1.

Demostración. Sea φ ∈M, definimos K = kerφ = {a ∈B : φ(a) = 0}. Notemos que si a ∈B,
entonces φ(a−φ(a) ·1) = 0, por ello cada elemento a del álgebra se puede escribir de la forma
λ + ã, con λ ∈ C y ã ∈ K, donde λ = φ(a) y ã = a−φ(a) ·1. Entonces:

‖φ‖=sup
a6=0

|φ(a)|
‖a‖

= sup
ã∈K,λ 6=0

|φ(λ + ã)|
‖λ + ã‖

,

= sup
ã∈K,λ 6=0

φ(λ )

‖λ + ã‖
= sup

c∈K

1
‖1+ c‖

.
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Como 0 ∈ K, entonces ‖φ‖ ≤ 1, sin embargo nótese también que si ‖1+ c‖ < 1 por la Propo-
sición 1.2 c es un elemento invertible del álgebra, lo cual contradice que c ∈ K. Por lo tanto
‖φ‖= 1.

Dada un álgebra de Banach B denotaremos por B∗ al espacio dual a B, es decir al espacio
vectorial de todas las funcionales lineales de B en C. Usaremos la notación B∗1 para hablar de
la bola unitaria en B∗.

Proposición 1.8. Si B es un álgebra de Banach, entonces M es un subconjunto compacto de
B∗1 en la topologı́a débil-∗.

Demostración. El Teorema de Alaoglu afirma que B∗1 es compacto en la topologı́a débil-∗,
por lo que basta comprobar que M ⊆B∗ es un subconjunto cerrado. Sea {φα}α∈I una red de
funcionales multiplicativas en M que converge a alguna funcional φ en B∗1. Será suficiente
mostrar que φ es multiplicativa y que φ(1) = 1.

φ(1) = lı́m
α∈I

φα(1) = lı́m
α∈I

1 = 1.

Por otro lado, si a,b son elementos del álgebra, entonces

φ(ab) = lı́m
α∈I

φα(ab) = lı́m
α∈I

φα(a)φα(b),

= lı́m
α∈I

φα(a) lı́m
α∈I

φα(b) = φ(a)φ(b).

Por lo tanto M es compacto en la topologı́a débil-∗.

Definición 1.9. Sea B un álgebra de Banach tal que M 6= /0, entonces la transformada de Gel-
fand es la función Γ : B→C(M) dada por Γ(a) = â|M, es decir, Γ(a)(φ) = φ(a) para cada φ

en M.

Teorema 1.10 (Propiedades elementales de la transformada de Gelfand). Si B es un álgebra
de Banach y Γ es la transformada de Gelfand en B, entonces:

1. Γ es un homomorfismo de álgebras y

2. ‖Γa‖
∞
≤ ‖a‖ para cada a en B.

Demostración. Sean a,b ∈B, k ∈ C, y φ ∈M, entonces:

Γ(ka+b)(φ) = ̂(ka+b)(φ) = φ(ka+b) = kφ(a)+φ(b) = kΓ(a)+Γ(b),

Γ(ab)(φ) =âb(φ) = φ(ab) = φ(a)φ(b) = Γ(a)Γ(b).

Con ésto queda demostrado que Γ es un homomorfismo de álgebras.
Tomemos ahora a ∈B y observemos lo siguiente:

‖Γa‖
∞
=‖â|M‖

∞
= sup

{
|â(φ)| : φ ∈M

}
,

=sup{|φ(a)| : φ ∈M},
≤sup{|φ(a)| : φ ∈B∗1},
=‖â‖

∞
= ‖a‖ .
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Definición 1.11. Dada un álgebra de Banach B y a un elemento en ella se define el espectro
de a como el conjunto

σB(a) = {λ ∈ C : a−λ no es invertible en B},

el resolvente de a como el conjunto

ρB(a) = C\σB(a),

y al radio espectral de a como

rB(a) = sup{|λ | : λ ∈ σB(a)}.

Se preferirá la notación σ(a),ρ(a) y r(a) cuando no exista duda sobre el álgebra subyacente.

Teorema 1.12. Si B es un álgebra de Banach y a es un elemento de B, entonces σ(a) es no
vacı́o.

Demostración. Definimos F : ρ(a)→B como F(λ ) = (a−λ )−1. Veremos que F es analı́tica
en ρ(a) y acotada en infinito. Sea λ0 ∈ ρ(a):

F ′(λ0) = lı́m
λ→λ0

(a−λ )−1− (a−λ0)
−1

λ −λ0
,

= lı́m
λ→λ0

(a−λ )−1[(a−λ0)− (a−λ )](a−λ0)
−1

λ −λ0
,

= lı́m
λ→λ0

(a−λ )−1[λ −λ0](a−λ0)
−1

λ −λ0
,

= lı́m
λ→λ0

(a−λ0)
−1(a−λ )−1,

=(a−λ0)
−2,

la última igualdad se obtiene de la continuidad de tomar inversos. Si φ ∈ B∗, entonces la
función φ(F) es una función compleja y analı́tica en ρ(a). Además, si λ es un número complejo
y |λ |> ‖a‖ la Proposición 1.2 asegura que 1− a

λ
es invertible en B y que∥∥∥(1− a

λ
)−1
∥∥∥≤ 1

1−
∥∥1− (1− a

λ
)
∥∥ .

Si tomamos el lı́mite cuando λ tiende hacia infinito podemos observar lo siguiente:

lı́m
λ→∞

‖F(λ )‖= lı́m
λ→∞

∥∥(a−λ )−1∥∥= lı́m
λ→∞

∥∥∥∥ 1
λ
(

a
λ
−1)−1

∥∥∥∥ ,
≤ lı́msup

λ→∞

∥∥∥∥ 1
λ

∥∥∥∥∥∥∥( a
λ
−1)−1

∥∥∥ ,
≤ lı́msup
|λ |→∞

1
|λ |
· 1

1−
∥∥ a

λ

∥∥ ,
=0,

lo cual verifica que la función es acotada en infinito.
Supongamos ahora que σ(a) = /0. Ası́ φ(F) es una función entera y acotada, por el Teorema

de Liouville debe ser constante. Dado que el lı́mite anterior converge a 0, entonces además
φ(F) ≡ 0. Sea λ un número complejo, entonces para cada φ ∈B∗ se tiene que φ(F(λ )) = 0,
de ésto se sigue que F(λ ) = 0, lo cual es una contradicción ya que F(λ ) = (a−λ )−1 y a−λ

es invertible. Concluimos que σ(a) es no vacı́o.
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Teorema 1.13 (Gelfand-Mazur). Si B es un álgebra de Banach y es un álgebra de división,
entonces existe un único isomorfismo isométrico de B en C.

Demostración. Sea a un elemento en B, el Teorema 1.12 garantiza que σ(a) 6= /0. Si tomamos
λa ∈ σ(a) se observa que a− λa · 1 no es invertible. Dado que el álgebra es de división ésto
garantiza que a−λa ·1 = 0, y por lo tanto a = λa ·1. Por otro lado, si λ es un número complejo
tal que λ · 1− λa · 1 6= 0, entonces a− λ · 1 = λa · 1− λ · 1 6= 0. Ası́ a− λ · 1 es invertible y
podemos asegurar que σ(a) = {λa}.

Definimos ψ : B→ C como ψ(a) = λa. Veamos que éste es un isomorfismo isométrico.
Sean a,b∈B, entonces |φ(a)−φ(b)|= |λa−λb|= ‖λa ·1−λb ·1‖= ‖a−b‖, lo cual muestra
que es isometrı́a. Además, para cada a,b ∈B y cada k ∈ C:

φ(k ·a) =λk·a = (k ·a) = k(a) = k ·λa = k ·φ(a),
φ(a+b) =λa+b = a+b = λa +λb = φ(a)+φ(b),

φ(ab) =λab = ab = λaλb = φ(a)φ(b).

Concluimos que φ es un isomorfismo isométrico.
Sea φ ′ : B→C algún isomorfismo isométrico, si a∈B entonces φ ′(a)∈ σ(a). Por lo tanto

φ ′(a) = φ(a) para cada a ∈B y φ ′ = φ .

Lema 1.14 (Álgebras cociente). Sea B un álgebra de Banach y M un ideal bilateral cerrado
en B. Entonces la norma definida por

‖[a]‖= ı́nf
b∈M
‖a+b‖= ı́nf

c∈[a]
‖c‖

dota de estructura de álgebra de Banach a B�M.

Demostración. Dado que M es un ideal bilateral, B�M es un álgebra. Además, como M es
cerrado, la norma definida anteriormente induce una métrica completa en el cociente. Basta
probar que ‖[1]‖= 1 y que ‖[a][b]‖ ≤ ‖[a]‖‖[b]‖ para cada a,b en B.

Por un lado 0 ∈M, por lo que 1 ∈ [1] y ‖[1]‖ ≤ 1. Supongamos que existe un elemento b
en B tal que ‖1−b‖ < 1, entonces por 1.2 1−b es un elemento invertible en B. Por lo tanto
b /∈M y ‖[1]‖= 1

Sean a,b ∈B, entonces

‖[a][b]‖=‖[ab]‖= ı́nf
c∈M
‖ab− c‖ ,

≤ ı́nf
c1,c2∈M

‖(a− c1)(b− c2)‖ ≤ ı́nf
c1,c2∈M

‖a− c1‖‖b− c2‖ ,

≤ ı́nf
c1∈M

‖a− c1‖ ı́nf
c2∈M

‖b− c2‖ ,

=‖[a]‖‖[b]‖ .

Lema 1.15. Si B es un álgebra de Banach conmutativa, entonces M está en correspondencia
uno a uno con el conjunto de ideales bilaterales maximales en B. Debido a esta correspon-
dencia, a M también se le denomina como el espacio de ideales maximales.



1.1. ÁLGEBRAS DE BANACH 9

Demostración. Sea φ ∈M y denotamos por K= kerφ . K es un ideal bilateral de B. Si a /∈ K,
entonces φ(a) 6= 0, por lo que 1 =

(
1− a

φ(a)

)
+ a

φ(a) . Además
(

1− a
φ(a)

)
∈ K, ya que φ

(
1−

a
φ(a)

)
= φ(1)−1 = 0. Si se considera el ideal generado por K y a, dicho ideal necesariamente

coincide con B y concluimos que K es maximal.
Por otro lado, si M es un ideal maximal propio de B, entonces M no tiene unidades. Por

1.2 para cada a ∈M observamos que ‖1−a‖ ≥ 1. En particular 1 /∈M, además M es un ideal
bilateral y M⊆M. Por la maximalidad de M respecto a la contención concluimos que M=M
y por lo tanto es cerrado. Puesto que B es un anillo, el cociente es un campo. Ahora, como M

es cerrado B�M es un álgebra de Banach. 1.13 garantiza que existe un único isomorfismo
isométrico ψ : B�M→ C

Sea π : B→ B�M la proyección natural, entonces ψπ : B→ C es una funcional mul-
tiplicativa distinta de cero. Afirmamos que kerψπ = M. Supongamos que a ∈M, entonces
π(a) = [0] y como ψ es isomorfismo ψ([0]) = 0, por lo tanto a ∈ kerψφ y M ⊆ kerψπ . Re-
cordemos que kerψπ es un ideal bilateral de B, por la maximalidad de M necesariamente
kerψπ =M.

Finalmente se probará que la correspondencia es unı́voca. Sean φ1,φ2 ∈M tales que kerφ1 =
M= kerφ2, entonces para cada a en B:

φ1(a)−φ2(a) =
(
(a−φ1(a))− (a−φ2(a)

)
∈M,

φ1(a)−φ2(a) =φ1

(
φ1(a)−φ2(a)

)
= 0,

por lo tanto φ1 = φ2.

Proposición 1.16. Si B es un álgebra de Banach conmutativa y a está en B, entonces a es
invertible en B si y sólo si Γ(a) es invertible en C(M)

Demostración. Por 1.10 Γ es un homomorfismo de álgebras, entonces si a es invertible en B
se observa que Γ(a−1)Γ(a) = Γ(a−1a) = Γ(1) = 1. Dado que el álgebra es conmutativa basta
probar que existe un inverso derecho o un inverso izquierdo. Concluimos que Γa es invertible
en C(M) y Γ(a−1) = (Γa)−1.

Supongamos que a es un elemento no invertible en B. Se define M0 = {ba : b∈B}. M0 es
un ideal, y dado que el álgebra es conmutativa el ideal es bilateral. El Lema de Zorn garantiza
que existe un ideal maximal bilateral M tal que M0 ⊆M. Por 1.15 existe φ ∈ M tal que
kerφ =M. Basta notar que a∈M, entonces Γa(φ) = φ(a) = 0, por lo tanto Γa no es invertible
en C(M).

Los resultados anteriores se pueden recopilar por medio del siguiente teorema.

Teorema 1.17 (Gelfand). Si B es un álgebra de Banach conmutativa, M el espacio de ideales
maximales y Γ : B→C(M) es la transformada de Gelfand, entonces:

1. M es distinto del vacı́o,

2. Γ es un homomorfismo de álgebras,

3. ‖Γa‖
∞
≤ ‖a‖ para cada a en B y

4. a es invertible en B si y sólo si Γ(a) es invertible en C(M).
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Corolario 1.17.1. Si B es un álgebra de Banach conmutativa y a es un elemento del álgebra,
entonces σ(a) = ranΓa y r(a) = ‖Γa‖

∞

Demostración. Sea λ ∈ C tal que λ /∈ σ(a), ası́ a− λ es invertible. Por 1.17 Γ(a− λ ) es
invertible en C(M), es decir, para cada φ ∈C(M)

Γ(a−λ )(φ) = φ(a−λ ) = φ(a)−λ 6= 0,

entonces para cada φ ∈ C(M) se tiene que Γa(φ) = φ(a) 6= λ y por lo tanto λ /∈ ranΓa y
ranΓa⊆ σ(a). Nótese que si ahora partimos del supuesto λ /∈ ranΓa, entonces los argumentos
anteriores son válidos al seguirlos en el orden opuesto. Por lo tanto σ(a) = ranΓa.

Para demostrar la segunda afirmación basta observar lo siguiente:

r(a) =sup{|λ | : λ ∈ σ(a)},
=sup{|λ | : λ ∈ ranΓa},
=‖Γa‖

∞
.

Corolario 1.17.2 (Teorema del Mapeo Espectral). Si B es un álgebra de Banach, a es un
elemento de B y φ es una función entera en C, entonces

σ(φ(a)) = φ(σ(a)) = {φ(λ ) : λ ∈ σ(a)}.

Demostración. Sea φ(z) = ∑
∞
n=0 αnzn la representación de φ por medio de su serie de Taylor,

como φ es entera la serie converge en todo C. Entonces φ(a) = ∑
∞
n=0 αnan converge a algún

elemento de B. Sea B0 la subálgebra cerrada generada por

{1,a,(a−λ )−1,(φ(a)−µ)−1 : λ ∈ ρB(a),µ ∈ ρB(φ(a))}.

Se observa que B0 es conmutativa y afirmamos que se cumplen las igualdades:

1. σB0(a) = σB(a),

2. σB0(φ(a)) = σB(φ(a)).

Primero notamos que B0 ⊆B y por lo tanto σB(a)⊆ σB0(a). Sea λ ∈ σB0(a), entonces a−λ

no es invertible en B0, luego λ /∈ ρB(a) y por lo tanto λ ∈ σB(a), es decir, σB0(a) = σB(a).
Por medio de un argumento análogo se prueba que σB0(φ(a)) = σB(φ(a)). Este resultado
nos permite utilizar la notación σ(a),σ(φ(a)) y r(a), r(φ(a)) sin crear confusión respecto al
álgebra subyacente.

Consideremos la transformada de Gelfand y el Corolario 1.17.1. Por continuidad de Γ se
tiene que Γ(φ(a)) = φ(Γa), entonces:

σ(φ(a)) =ranΓ(φ(a)) = ranφ(Γa),
=φ(ranΓa) = φ(σ(a))

Teorema 1.18 (Fórmula del radio espectral). Si B es un álgebra de Banach y a es un elemento
del álgebra, entonces rB(a) = lı́mn→∞ ‖an‖1/n
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Demostración. Sea B0 la subálgebra cerrada de B generada por {1,a,(an−λ )−1 : λ ∈ ρB(an),n∈
Z+}, entonces B0 es un álgebra de Banach conmutativa. Afirmamos que para cada n ∈ Z+

σB0(a
n) = σB(an). Dado que B0 ⊆ B entonces σB(an) ⊆ σB0(a

n). Sea λ ∈ σB0(a
n), en-

tonces an−λ no es invertible en B0, y por la manera en que se definió B0 observamos que
λ 6= ρB(an). Por lo tanto λ ∈ σB(an) y σB0(a

n) = σB(an).
Definimos ϕ : C→ C como ϕ(z) = zn. Dado que ϕ es una función entera en C, por el

Corolario1.17.2 se tiene que σB0(a
n) = σB0(a)

n, y por lo tanto σB(an) = σB(a)n. Por defini-
ción del radio espectral, el Teorema 1.17 y el Corolario 1.17.1 tenemos que rB(a)n = rB(an) =

‖Γan‖
∞
≤ ‖an‖. Entonces rB(a)≤ ‖an‖1/n y rB(a)≤ lı́minfn→∞ ‖an‖1/n.

Definimos la siguiente función, llamada la Transformada de Cauchy, por medio de una serie
de potencias:

G(λ ) =−λ

∞

∑
n=0

an

λ n .

Si ‖a‖ < |λ | entonces la serie converge absolutamente y por lo tanto converge y es analı́tica.
En tal caso G(λ ) converge a (a−λ )−1. Si φ ∈B∗ entonces −∑

∞
n=0 φ(λ 1−nan) es analı́tica si

|λ | > rB(a), ya que −∑
∞
n=0 φ(λ 1−nan) = φ((a−λ )−1). Lo anterior implica que para cada φ

en B∗, lı́mn→∞ φ(λ 1−nan) = 0. Como |φ(a)| es acotado, entonces sup{‖φ‖}< ∞. Por lo tanto
existe Mλ > 0 tal que

∥∥λ 1−nan
∥∥≤Mλ . Entonces:

lı́msup
n→∞

‖an‖1/n = ı́nf
n→∞

sup
n≤m
{‖an‖1/n},

≤ lı́msup
n→∞

M1/n
λ
|λ |1/n ,

= |λ | .

Ası́ rB(a) ≤ lı́minfn→∞ ‖an‖1/n ≤ lı́msupn→∞ ‖an‖1/n ≤ rB(a), con lo que se verifica que el
lı́mite existe y que rB(a) = lı́mn→∞ ‖an‖1/n.

1.2. Álgebras C∗

Definición 1.19. Si A es un álgebra de Banach, una involución en A es una función a→ a∗ que
satisface:

1. a∗∗= a para cada a en A,

2. (αb+βa)∗= αb∗+βa∗ para α,β en C y a,b en A, y

3. (ba)∗= a∗b∗ para a,b en A.

Adicionalmente, si ‖a∗a‖= ‖a‖2 para todo a e n A, entonces diremos que A es un álgebra
C∗.

Nótese que al considerar el álgebra de Banach de funciones continuas C(X) sobre un es-
pacio topológico (X ,τ) Hausdorff y compacto f ∗(x) = f (x) define una involución, por lo que
C(X) es un álgebra C∗.

Definición 1.20. Sea A un álgebra C∗ y a un elemento en A, entonces:

1. a es normal si a∗a = aa∗,
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2. a es autoadjunto o hermitiano si a = a∗ y

3. a es unitario si a∗a = 1 = aa∗.

Teorema 1.21. Un elemento autoadjunto de un álgebra C∗ tiene espectro real.

Demostración. Observe que, si a es un elemento del álgebra C∗ entonces ‖a‖= ‖a∗‖, es decir,
la involución es una isometrı́a. Para probar ésto consideraremos dos casos, a = 0 y a 6= 0.

Si a = 0, entonces para cada número complejo α se tiene la igualdad a = αa. Entonces
a∗= αa∗. Por lo tanto a∗= 0 y ‖a‖= ‖a∗‖.

Si a 6= 0, entonces ‖a‖2 = ‖a∗a‖ ≤ ‖a∗‖‖a‖. Como a 6= 0 entonces ‖a‖ 6= 0 y se puede
cancelar de ambos lados de la equación para obtener que ‖a‖ ≤ ‖a∗‖. Si utilizamos el
hecho de que a∗∗= a y aplicamos el procedimiento anterior partiendo de ‖a∗‖2, entonces
obtendremos que ‖a∗‖ ≤ ‖a‖ y podemos concluir que ‖a‖= ‖a∗‖

Sea b un elemento autoadjunto de A y sea c= exp(ıb), entonces por definición de la exponencial
c = ∑

∞
n=0

1
n!(ıb)

n. Ası́:

c∗=(
∞

∑
n=0

1
n!
(ıb)n)∗,

=
∞

∑
n=0

1
n!
((ıb)n)∗,

=
∞

∑
n=0

1
n!
((ıb)∗)n,

=
∞

∑
n=0

1
n!
(ıb∗)n,

=
∞

∑
n=0

1
n!
(−ıb)n,

=exp(−ıb)

Observe que ıb y −ıb conmutan, entonces por 1.5

exp(ıb)exp(−ıb) = exp(ıb− ıb) = exp(0) = 1.

Por lo tanto c∗c = 1 = cc∗ y c es un operador unitario. Además, como 1 = ‖c∗c‖ = ‖c‖2,
entonces ‖c‖ = 1 = ‖c∗‖. La función exponencial compleja es entera en C, entonces por el
Teorema del Mapeo Espectral 1.17.2

σ(c) = σ(exp(ıb)) = exp(ıσ(b)).

A continuación veremos que σ(c)⊆ S1. Primero, por 1.18

r(c) = lı́m
n→∞
‖cn‖

1
n ≤ lı́m

n→∞
sup(‖c‖n)

1
n = 1,

ası́ σ(c) ⊆ D. Como c es invertible 0 no es un elemento del espectro de c. Sea λ un número
complejo distinto de cero tal que |λ |< 1, entonces

∣∣ 1
λ

∣∣> 1 y

(c−λ1) =−λc(c−1− 1
λ

1).
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Dado que
∥∥c−1

∥∥= 1, se tiene que r(c−1)≤ 1 y que (c−1− 1
λ

1) es invertible. Como consecuen-
cia de ello (c−λ1) también lo es.

Finalmente, por 1.12 σ(b) es no vacı́o. Sea λ ∈ σ(b), entonces existen números reales x,y
tales que λ = x+ ıy y exp(ıλ ) ∈ S1. Ésto significa que:∣∣∣eıλ

∣∣∣= ∣∣e−yeıx∣∣= ∣∣e−y∣∣= 1,

por lo que y = 0 y concluimos que λ es real.

Lema 1.22. Sea X un espacio topológico Hausdorff y compacto. Entonces los ideales maxi-
males de C(X) son de la forma Ix = { f ∈C(X) : f (x) = 0} para x ∈ X.

Demostración. Veamos primero que Ix es un ideal. Sean f ,g ∈ Ix y h ∈C(X), entonces:

( f +g)(x) = f (x)+g(x) =0,
− f (x) =0,

h f (x) = h(x) f (x) =0,

y por lo tanto Ix es ideal.
Supongamos que J es un ideal tal que Ix ( J y tomemos f en J tal que f (x) 6= 0. Definimos

g = 1
f (x) f . Se sigue que g ∈ J y que (1− g)(x) = 1− f (x)

f (x) = 0. Por lo tanto 1− g ∈ J y 1 =

(1−g)+g ∈ J. Se sigue que J=C(X) y concluimos que Ix es un ideal maximal.
A continuación se verá que todos los ideales maximales son de esta forma. Sea J un ideal en

C(X) y suponga que no está contenido en ninguno de los ideales de la forma Ix. Esto significa
que para cada x en X existe un elemento fx de J tal que f (x) 6= 0. Como cada fx es continua,
entonces existe una vecindad Ux de x tal que 0 /∈ fx(Ux). El conjunto U = {Ux : x ∈ X} es
una cubierta abierta de X , y como X es compacto se puede extraer una subcubierta finita, es
decir, existe n ∈ N y x1, ...,xn ∈ X tales que {Uxi : i ∈ {1, ...,n}} es una subcubierta finita de X .
Finalmente definimos g = ∑

n
i=1 f̄xi fxi y notamos que para cada x en X g(x) > 0. Por lo tanto g

tiene inverso multiplicativo, dado por g−1(x) = 1
g(x) . Como J es ideal entonces g−1g = 1 ∈ I.

Se concluye que I=C(X).

Teorema 1.23 (Gelfand-Naimark). Si A es un álgebra C∗conmutativa y M el espacio de ideales
maximales de A, entonces la transformada de Gelfand es un isomorfismo isométrico∗ de A en
C(M).

Demostración. Sea a un elemento de A. Definimos b0 =
1
2(a+a∗) y b1 =

1
2ı(a−a∗). Notamos

que ambos son elementos autoadjuntos y que

a =b0 + ıb1,

a∗=b∗0− ıb∗1,
=b0− ıb1.

Como b0 y b1 son elementos autoadjuntos el Teorema 1.21 indica que los espectros de ambos
deben ser reales. Por 1.17.1 σ( f ) = ranΓ f , ası́ Γb0 y Γb1 son funciones con valores reales, por
lo que

Γa =Γ(b0 + ıb1) = Γb0 + ıΓb1,

=Γb0− ıΓb1 = Γ(b0− ıb1),

=Γa∗,
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entonces Γ es un homeomorfismo∗. Para mostrar que es una isometrı́a se utilizará la definición
de involución en un álgebra C∗, 1.17.1 y la fórmula del radio espectral 1.18. Veamos primero

que ‖a∗a‖=
∥∥∥(a∗a)2k

∥∥∥1/2k

para todo entero positivo k. Por inducción sobre k:

k = 1 Definimos c0 = a∗a, nótese que c0 es autoadjunto, entonces c∗0c0 = (a∗aa∗a) =

(a∗a)2. Por otro lado
∥∥c∗0c0

∥∥= ‖c0‖2, ası́
∥∥(a∗a)2

∥∥= ‖a∗a‖2 y en consecuencia
∥∥(a∗a)2

∥∥1/2
=

‖a∗a‖

Supongamos que la afirmación es cierta para algún entero positivo k y veamos que tam-
bién es cierta para k+1. Definimos c1 = (a∗a)2k

, entonces∥∥∥(a∗a)2k+1
∥∥∥1/2k+1

=
∥∥∥(a∗a)2·2k

∥∥∥1/2k+1

,

=(
∥∥(c∗1c1)

2∥∥1/2
)1/2k

,

=‖c∗1c1‖1/2k
,

=
∥∥∥(a∗a)2k

∥∥∥1/2k

,

=‖a∗a‖ .

Con este resultado podemos afirmar que:

‖a‖2 =‖a∗a‖=
∥∥∥(a∗a)2k

∥∥∥1/2k

,

= lı́m
k→∞

∥∥∥(a∗a)2k
∥∥∥1/2k

,

=r(a∗a),
=‖Γ(a∗a)‖

∞
,

=‖Γa∗Γa‖
∞
,

=
∥∥ΓaΓa

∥∥
∞
,

=
∥∥∥|Γa|2

∥∥∥
∞

,

=‖Γa‖2
∞
,

por lo tanto Γ es un encaje isométrico, y en particular inyectivo.
Ahora, como es isometrı́a, ranΓ es cerrado en C(M), y como Γ es homomorfismo, entonces

1c(M) = Γ1A. Finalmente ranΓ separa puntos de M, ya que si φ y ψ son funcionales lineales
multiplicativas distintas, entonces existe a en A1 tal que

Γa(φ) = φ(a) 6= ψ(a) = Γa(ψ).

Con ésto se concluye que ranΓ es una subálgebra cerrada, que no se anula y que separa puntos, y
por el Teorema de Stone-Weierstrass ranΓ=C(M). Por lo tanto Γ es un isomofismo isométrico∗

de A en C(M)

Lema 1.24. Sean X y Y espacios topológicos Hausdorff y compactos. Si h : X → Y es una
función continua, entonces existe un homomorfismo de álgebras C∗ T : C(Y )→C(X) dado por
T f = f ◦h.



1.2. ÁLGEBRAS C∗ 15

Demostración. Sean f ,g ∈C(Y ) y α ∈ C. Dado que h y f son funciones continuas la compo-
sición es una función continua, además h tiene por dominio a X y f tiene codominio en C, por
lo que T está bien definida. Observe que

T (α f +g)(x) = [(α f +g)◦h](x) = (α f +g)(h(x)) = α f (h(x))+g(h(x)) = (αT f +T g)(x),
T ( f g)(x) = [( f g)◦h](x) = ( f g)(h(x)) = f (h(x))g(h(x)) = (T f T g)(x),

T f ∗(x) = [ f ∗◦h](x) = f ∗(h(x)) = f (h(x)) = (T f )∗(x).

De esta manera T es un homomorfismo de álgebras C∗.

Lema 1.25. Considérese al álgebra C∗C(X) y a M, el espacio de ideales maximales. Entonces
toda funcional lineal multiplicativa φ en M es una evaluación, es decir, para cada φ en M
existe un elemento x en X tal que φ( f ) = f (x) para cada f en C(X)

Demostración. Sean φ una funcional lineal multiplicativa, entonces por los Lemas 1.15 y 1.22
kerφ = Ix0 para algún x0 ∈ X . Se afirma que φ( f ) = f (xx0) para cada f ∈C(X). Sea f ∈C(X),
luego f (x0) =α para algún número complejo α , entonces ( f −αI)∈ Ix0 , es decir, φ( f −αI) =
0, luego φ( f ) = α = f (x0).

A partir de ahora se denotará por φx a la funcional que evalúa a las funciones en x, es decir
φx( f ) = f (x)

Teorema 1.26 (Gelfand-Kolmogorov). Sean X y Y espacios topológicos Hausdorff y compac-
tos. Los espacios X y Y son homeomorfos si y sólo si C(X) y C(Y ) son isomorfas como álgebras
C∗.

Demostración. Supongamos que h : X → Y es un homeomorfismo. Por el Lema 1.24 T :
C(Y )→ C(X) dado por T f = f ◦ h es un homomorfismo de álgebras C∗. De forma análoga
se define el homomorfismo T ′ : C(X)→C(Y ) como T ′ f ′ = f ′ ◦h−1. Obsérvese que:

T ′T f = T ′( f ◦h) = ( f ◦h)◦h−1 = f ◦ (h◦h−1) =IdC(Y ),

T T ′ f ′ = T ( f ′ ◦h−1) = ( f ′ ◦h−1)◦h = f ′ ◦ (h−1 ◦h) =IdC(X),

por lo tanto T ′ = T−1 y T es un isomorfismo. Nótese también que:

‖T f‖
∞
= sup{|T f (x)| : x ∈ X},
= sup{| f (h(x))| : x ∈ X},
= sup{| f (y)| : y ∈ Y},
= ‖ f‖

∞
.

Con ésto se concluye que T es un isomorfismo isométrico∗ entre C(Y ) y C(X).
Suponga ahora que T :C(Y )→C(X) es un isomorfismo isométrico∗. Definimos T̃ : MC(X)→

MC(Y ) por T̃ φ = φ ◦T . Ya que T es isomorfismo de álgebras, en particular es una función lineal
multiplicativa, por lo que T̃ está bien definida. Afirmamos que T̃ es homeomorfismo. Primero
vamos a probar que T̃ es una biyección. Como C(X) y C(Y ) son álgebras C∗ conmutativas y
T es isomorfismo, entonces preserva ideales maximales bilaterales de C(X) y C(Y ), como el
Lema 1.22 caracteriza a estos ideales, dado y en Y existe un único x en X tal que T Iy = Jx,
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además el Lema 1.15 garantiza la correspondencia uno a uno entre ideales de C(Y ) y funciona-
les multiplicativas, y 1.25 indica que toda funcional multiplicativa es una evaluación. De esta
manera tenemos que si φ es la funcional φx, es decir φx( f ) = f (x) y kerφ = Ix, entonces

T̃ φ =T̃ φx,

=φx ◦T,
=ψy,

donde ψy es la funcional lineal multiplicativa en MC(Y ) tal que kerψy = Jy y T Jy = Ix, de aquı́
concluimos que T̃ es biyectiva.

Ahora vamos a probar que T̃ es continua. Sabemos que tanto MC(X) como MC(Y ) son com-
pactos y Hausdorff, y tienen la topologı́a debil inducida por CMC(X)

y CMC(Y ) . Veamos que f̂ ◦ T̃

es continua para cada f̂ en CMC(Y ) . En efecto, si {φα}α∈Λ es una red en MC(X) que converge a
φ y escribimos φα ◦T = ψα , entonces

( f̂ ◦ T̃ )φα = f̂ (φα ◦T ),

= f̂ (ψα),

=ψα( f ).

Por 1.23 T es un isomorfismo isométrico∗, entonces {ψα}α∈Λ es una red en MC(Y ) que converge
a ψ = φ ◦T , por lo tanto

lı́m
α∈Λ

( f̂ ◦ T̃ )φα = lı́m
α∈Λ

ψα( f ) = ψ( f ) = ( f̂ ◦ T̃ )φ ,

y f̂ ◦ T̃ es continua. Como MC(X) está equipado con la topologı́a débil, entonces ésta es condi-
ción suficiente para probar que T̃ es continua.

Finalmente, como es biyección continua entre un espacio compacto y uno Hausdorff, T̃ es
homeomorfismo.

Definimos µX : X→MC(X) como µX(x) = φx, nuevamente por los Lemas 1.15 y 1.22 µX es
una función biyectiva entre espacios Hausdorff y compactos. Considérese a {xα}α∈Λ, una red
en X convergente a algún punto x, entonces se tiene que para cada f en C(X)

lı́m
α∈Λ

µX(xα)( f ) = lı́m
α∈Λ

φxα
( f ),

= lı́m
α∈Λ

f (xα),

= f (x).

Por lo tanto µX es continua y en consecuencia es un homeomorfismo. Si se define µY : Y →
MC(Y ) de manera similar, entonces también es un homeomorfismo y la función λ : X → Y
definida por medio de la composición λ = µ

−1
Y ◦ T̃ ◦µX es el homeomorfismo requerido entre

X y Y .

X Y

MC(X) MC(Y )

λ

µX

T̃

µ
−1
Y
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Lema 1.27. Sean X y Y espacios topológicos Haussdorf y compactos. Si T : C(Y )→C(X) es
un isomorfismo de anillos, entonces X y Y son homeomorfos.

Demostración. Como se notó anteriormente, los ideales maximales bilaterales de C(X) y C(Y )
son de la forma Ix y Jy, los subconjuntos de funciones continuas que se anulan en x y en y
respectivamente. Si T es un isomorfismo, entonces induce una correspondencia biunı́voca entre
los ideales maximales de cada uno de los anillos de funciones continuas. Definimos h : X → Y
de tal manera que Ix = TJh(x), es decir para cada x∈ X , h(x) es el único y∈Y tal que TJy = Ix,
por lo que h es biyectiva. Observemos que si f ∈C(Y ), entonces para cada x ∈ X se tiene que
T f (x) = f (h(x)), es decir T f = f ◦h. Como X y Y tienen la topologı́a débil inducida por C(X)
y C(Y ) respectivamente, entonces la función h : X → Y es continua si y sólo si para cualquier
función f ∈ C(Y ) la composición f ◦ h es continua, lo cual es inmediato de que T sea un
isomorfismo entre los anillos de funciones continuas.

Se tiene que h es una función continua y biyectiva entre un espacio compacto y un Haus-
dorff, por lo que es homeomorfismo y es testigo de que X y Y sean homeomorfos.
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Capı́tulo 2

Construcción GNS

Definición 2.1. Un operador V en un espacio de Hilbert H es una isometrı́a parcial si ‖V f‖=
‖ f‖ para cada f ortogonal al kernel de V , si además el kernel de V es {0} entonces V es una
isometrı́a. El espacio inicial de una isometrı́a es el subespacio cerrado ortogonal al kernel.

Definición 2.2. Sea S un subconjunto de un espacio de Hilbert H . Denotaremos por [S] al
subespacio cerrado generado por los elementos de S.

2.1. Representaciones y Funcionales lineales Positivas
Definición 2.3. Sea A un álgebra de Banach involutiva. Una representación de A es un homomorfismo∗

π de A en el álgebra C∗ de operadores acotados en un espacio de Hilbert H , B(H ). Deci-
mos que H es el espacio de representación de π . Para especificar el espacio de representación
junto con una representación escribiremos {π,H } o πH . Diremos que dos representacio-
nes {π1,H1} y {π2,H2} son unitariamente equivalentes si existe una isometrı́a sobreyecti-
va U de H1 en H2 tal que Uπ1(x)U∗ = π2(x) para cada x en A. Ésto lo denotaremos por
{π1,H1} ∼= {π2,H2} o π1 ∼= π2. Finalmente, si π(x) 6= 0 para cada elemento distinto de cero
en A, entonces diremos que π es fiel o efectiva.

Proposición 2.4. Sea {π,H } una representación de un álgebra de Banach involutiva A. Los
siguientes son equivalentes:

1. El subespacio cerrado [π(A)H ] generado por π(a)ξ , a ∈ A,ξ ∈H coincide con el
espacio H .

2. Para cada elemento ξ distinto de 0 en el espacio de Hilbert H existe un elemento a del
álgebra tal que π(a)ξ 6= 0.

Demostración. Partamos del primer enunciado y supongamos que π(a)ξ = 0 para todo a ∈A.
Para cada η ∈H tenemos:

〈π(a)η ,ξ 〉= 〈η ,π(a)∗ξ 〉= 〈η ,π(a∗)ξ 〉= 0.

Por lo tanto ξ es ortogonal a [π(A)H ], y dada la hipótesis ésto significa que ξ = 0.
Supongamos ahora la segunda afirmación. Sea ξ un elemento de H ortogonal a [π(A)H ].

Para cada a en el álgebra tenemos que:

0 = 〈ξ ,π(a∗a)ξ 〉= 〈ξ ,π(a∗)π(a)ξ 〉= 〈π(a)ξ ,π(a)ξ 〉= ‖π(a)ξ‖2 ,

necesariamente π(a)ξ = 0 y por hipótesis ξ = 0, es decir [π(A)H ] coincide con H .

19
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Definición 2.5. Se dice que una representación {π,H } de A es propia o no degenerada si
satisface alguno de los enunciados de la Proposición 2.4. Si no es el caso, diremos que el
subespacio cerrado [π(A)H ] es el espacio esencial de π y lo denotaremos por H (π).

A partir de ahora asumiremos que las representaciones son propias, excepto cuando se
indique lo contrario de manera explı́cita.

Definición 2.6. Diremos que una funcional lineal ω en un álgebra de Banach involutiva A es
positiva si ω(x∗x)≥ 0 para cada x en A. Si ésta tiene norma igual a 1 diremos que es un estado.
En el caso en que ω(x∗x) 6= 0 para todo x ∈ A distinto de cero, se dirá que ω es fiel o efectiva.

Generalmente, si ω es una funcional lineal definida en un álgebra de Banach involutiva A,
la funcional adjunta ω∗ de ω está definida por

ω
∗(x) = ω(x∗), x ∈ A.

Si ω =ω∗ diremos que ω es autoadjunta o hermitiana. Si tenemos un par de funcionales lineales
hermitianas ω,γ escribiremos ω ≥ γ si ω− γ es positiva.

Sea {π,H } una representación de A. Dado un par de elementos de H , ξ ,η , definimos la
funcional ω(π;ξ ,η) en A como

ω(π;ξ ,η)(x) = 〈π(x)ξ ,η〉 , x ∈ A.

Nótese que

ω(π;ξ ,η)∗(x) =ω(π;ξ ,η)(x∗),

=〈π(x∗)ξ ,η〉,
=〈ξ ,π(x)η〉,
=〈π(x)η ,ξ 〉 ,
=ω(π;η ,ξ )(x).

Además

ω(π;ξ ,ξ )(x∗x) =〈π(x∗x)ξ ,ξ 〉 ,
=〈π(x)∗π(x)ξ ,ξ 〉 ,
=〈π(x)ξ ,π(x)ξ 〉 ,
≥0.

Por lo tanto ω(π;ξ ,η)∗ = ω(π;η ,ξ ) y ω(π;ξ ,ξ ) ≥ 0. Usaremos ω(π;ξ ) para abreviar a la
funcional lineal positiva ω(π;ξ ,ξ ).

Proposición 2.7. Si ω es una funcional lineal positiva en un álgebra de Banach involutiva A,
entonces para cada x,y ∈ A

ω(y∗x) = ω(x∗y)

|ω(y∗x)|2 ≤ ω(x∗x)ω(y∗y)
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Demostración. Para probar la primera igualdad considérese la identidad de polarización:

4y∗x =
3

∑
n=0

ın(x+ ıny)∗(x+ ıny),

ası́, se observa que

4ω(x∗y) =
3

∑
n=0

ınω((y+ ınx)∗(y+ ınx)),

=
3

∑
n=0

(−ı)n
ω((y+ ınx)∗(y+ ınx)),

=
3

∑
n=0

(−ı)n
ω((−ı)n((−ı)ny+ x)∗ın((−ı)ny+ x)),

=
3

∑
n=0

(−ı)n
ω(((−ı)ny+ x)∗((−ı)ny+ x)).

Para concluir basta desarrollar la suma anterior y observar que al desarrollar 4ω(y∗x) por medio
de su identidad de polarización el primer y penúltimo término son iguales, y que el segundo y
el cuarto se intercambian:

4ω(x∗y) =ω((x+ y)∗(x+ y))− ıω((x− ıy)∗(x− ıy)))
−ω((x− y)∗(x− y))+ ıω((x+ ıy)∗(x+ ıy)),

4ω(y∗x) =ω((x+ y)∗(x+ y))+ ıω((x+ ıy)∗(x+ ıy)),
−ıω((x− ıy)∗(x− ıy))−ω((x− y)∗(x− y)).

Para probar la segunda desigualdad podemos ignorar el caso en que ω(y∗x) = 0, pues la propo-
sición es trivialmente verdadera. Notemos que ω((λx−µy)∗(λx−µy))≥ 0, pues la funcional
es positiva. Además, al desarrollar esta expresión obtenemos

ω((λx−µy)∗(λx−µy)) =ω(λλx∗x−λ µx∗y−λ µy∗x+µµy∗y),

= |λ |2 ω(x∗x)−2ℜλ µω(y∗x)+ |µ|2 ω(y∗y).

Sustituimos µ = eıθ µ ′ para algún valor de θ ∈ [0,2π) de tal manera que λ µω(y∗x) =∣∣λ µ ′ω(y∗x)
∣∣, ası́

0≤ |λ |2 ω(x∗x)−2 |λ |
∣∣µ ′ω(y∗x)

∣∣+ ∣∣µ ′∣∣2 ω(y∗y).

Finalmente tomamos µ ′ = |ω(y∗x)|
ω(y∗x) y λ ∈ R+, y notamos que ésta es la ecuación de una

parábola en el plano que abre hacia arriba y que intersecta al eje λ a lo más en un punto, por lo
tanto su discriminante es menor o igual que 0:(

−2
∣∣∣∣ |ω(y∗x)|

ω(y∗x)
ω(y∗x)

∣∣∣∣)2

−4
∣∣µ ′∣∣2 ω(x∗x)ω(y∗y) =4 |ω(y∗x)|2−4ω(x∗x)ω(y∗y),

≤0,

ası́ concluimos que |ω(y∗x)| ≤ ω(x∗x)ω(y∗y).

Lema 2.8. Si ω es una funcional lineal positiva en A, entonces el conjunto Nω = {x ∈ A :
ω(x∗x) = 0} es un ideal izquierdo.
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Demostración. Tomemos x,y ∈ Nω , entonces por 2.7 tenemos

0≤ ω((x+ y)∗(x+ y)) =ω(x∗x+ x∗y+ y∗x+ y∗y),
=ω(x∗x)+ω(x∗y)+ω(y∗x)+ω(y∗y),
=2ℜω(x∗y),
≤2 |ω(x∗y)| ,
≤2ω(x∗x)1/2

ω(y∗y)1/2 = 0.

Por lo tanto x+ y ∈ Nω .
Si a es un elemento del álgebra A

ω((ax)∗ax) =ω(x∗(a∗ax)),
≤ω(x∗x)ω((a∗ax)∗(a∗ax)),
=0,

de manera que ax ∈ A.
Finalmente, si λ es un número complejo se tiene que

ω((λx)∗(λx)) = ω(λλx∗x) = |λ |2 ω(x∗x) = 0,

por lo que Nω es un ideal izquierdo.

Definición 2.9. Llamamos kernel izquierdo de ω al ideal izquierdo Nω . Podemos definir de
manera análoga el kernel derecho de ω .

Observación 2.10. Sea (X ,〈 , 〉) un espacio vectorial con producto interior. Se puede con-
siderar a S, el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy sobre X, y definir la relación de
equivalencia sobre éste de manera que (xn)∼ (yx) si y sólo si lı́mn→∞ ‖xn− yn‖〈 , 〉 = 0. Final-
mente se define el producto interior en S/∼ como

〈[(xn)], [(yn)]〉= lı́m
n→∞
〈xn,yn〉 .

El espacio (S/∼,〈 , 〉) construido de ésta manera es un espacio de Hilbert en el cual (X ,〈 , 〉)
se encaja de forma densa por medio de una isometrı́a.

Observación 2.11. Supongamos que ω es una funcional lineal positiva definida en un álgebra
de Banach involutiva A. Para cada elemento x de A denotemos por ηω(x) a la clase lateral de
x en el espacio cociente A�Nω

, x+Nω . A dicho espacio se le puede equipar con un producto
interior definido por

〈ηω(x),ηω(y)〉= ω(y∗x), x,y ∈ A.

Sea Hω el espacio de Hilbert que resulta de completar A�Nω
por medio del proceso descrito

en 2.10. Se verá que el operador definido en A�Nω
dado por ηω(x) 7→ ηω(ax) para cada a

en A se puede extender a un operador acotado πω(a) en el espacio de Hilbert Hω , y que la
función πω : a ∈ A→ πω(a) ∈B(Hω) es una representación de A.

Lema 2.12. Sea A un álgebra de Banach con unidad. Si a es un elemento de A tal que r(1−
a)< 1, entonces existe un elemento b del álgebra tal que b2 = a. Más aún, si A es un álgebra
de Banach involutiva y si a es hermitiano, entonces b se puede escoger de manera que también
sea autoadjunto.
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Demostración. Sea λ ∈ σ(a), entonces a−λ no es invertible, por lo tanto

a−λ =(a−1)− (λ −1),
=− [(1−a)− (1−λ )].

Ası́ 1−λ ∈ σ(1−a) y por hipótesis r(1−a)< 1, es decir, |λ −1|< 1. Por lo tanto σ(a)⊆D =
{λ ∈ C : |λ −1|< 1}. Consideremos la función

√
λ definida en en los reales positivos. Dicha

función se puede escribir por medio de su serie de Taylor alrededor de 1 como ∑
∞
n=0

f (n)(1)
n! (λ −

1)n. Nótese que las derivadas de orden n están dadas por f (n)(1) = ∏
n−1
k=0(1−2k)

2n para n≥ 1 y que
el radio de convergencia de la serie es de 1. Sea f (λ ) la continuación analı́tica de la función√

λ del intervalo abierto (0,1) al disco D y definimos f (a) = b. De [Tak02, Prop 2.7] se tiene
que a = b2. Dado que f (λ ) se escribe com o una serie de Taylor alrededor de 1 con coeficientes
reales y converge en el disco D, b = f (a) es autoadjunto si a lo es.

Lema 2.13. Si A es un álgebra de Banach involutiva con unidad, entonces toda funcional lineal
positiva ω en A es continua y ‖ω‖= ω(1).

Demostración. Sea x0 un elemento autoadjunto de A tal que ‖x0‖< 1, entonces 1−x0 también
es autoadjunto. Ya que r(1− (1− x0)) = r(x0), de la fórmula del radio espectral se tiene que
r(x0)< 1, y por 2.12 existe y ∈ A autoadjunto tal que 1− x0 = y∗y. Por lo tanto

ω(1)−ω(x0) =ω(1− x0) = ω(y∗y)≥ 0,
ω(1)≥ω(x0).

Sea x en A tal que ‖x‖< 1, entonces ‖x∗x‖ ≤ ‖x∗‖‖x‖= ‖x‖2 < 1. Como ω es positiva, x∗x es
autoadjunto y cumple las mismas propiedades que x0

|ω(x)|2 = |ω(1x)|2 ≤ ω(1)ω(x∗x)≤ ω(1)2. (2.1)

Nótese que para cada x ∈ A, si x 6= 0 entonces
∥∥∥ 1

2‖x‖x
∥∥∥ < 1, por la ecuación 2.1

∣∣∣ω ( x
2‖x‖

)∣∣∣ ≤
ω(1), por lo que se puede afirmar que

|ω(x)| ≤ 2ω(1)‖x‖ .

Concluimos que ω es continua.
Como ‖1‖= 1 entonces ‖ω‖ ≥ ω(1) y por continuidad de ω y de la ecuación 2.1 se tiene

que para cada x tal que ‖x‖ ≤ 1, |ω(x)| ≤ ω(1), por lo tanto obtenemos ‖ω‖= ω(1).

Observación 2.14. Si A es un álgebra de Banach involutiva sin unidad, entonces se puede
encajar a A como ideal en un álgebra de Banach involutiva con unidad A1 de la siguiente
forma. Se define el espacio A1 como la suma directa A⊕C y se le da estructura de álgebra de
Banach por medio de

(x,λ )(y,µ) =(xy+µx+λy,λ µ),

(x,λ )∗=(x∗,λ ),
‖(x,λ )‖=‖x‖+ |λ | .

La función x ∈ A→ (x,0) ∈ A1 es un encaje isométrico∗, la imagen de A es un ideal de A1, y
(0,1) es la identidad de A1.

En el caso en que A sea un álgebra C∗ es necesario definir ‖(x,λ )‖= sup{‖xy+λy‖ : y ∈
A,‖y‖= 1} para que A1 sea también un álgebra C∗.
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Lema 2.15. Sea A un álgebra de Banach involutiva y ω una funcional lineal positiva en A. Pa-
ra cada a ∈A definimos ωa(x) = ω(axa∗),x ∈A. Entonces ωa es una funcional lineal positiva
y ‖ωa‖ ≤ ω(aa∗).

Demostración. Si A no tiene unidad consideramos A1 como se construyó en 2.14. Notemos
que si a ∈ A y x0 ∈ A1 podemos identificar a con (a,0) y reescribir x0 como (x,λ ) para algún
x ∈ A,λ ∈ C, de esta forma

ax0a∗=(a,0)(x,λ )(a∗,0),
=(ax+λa,0)(a∗,0),
=((ax+λa)a∗,0),
=(ax+λa)a∗,

es decir, el conjugar un elemento de A1 con alguno de A resulta en un elemento de A. Se
observa también que si a,x,y ∈ A y k,λ ,µ ∈ C

(a,0)((x,λ )+(y,µ))(a∗,0) =(a,0)(x+ y,λ +µ)(a∗,0),
=((a(x+ y)+(λ +µ)a)a∗,0),
=((ax+λa+ay+µa)a∗,0),
=[(a,0)(x,λ )(a∗,0)]+ [(a,0)(y,µ)(a∗,0)],

(a,0)(kx,kλ )(a∗,0) =((a(kx)+λka)a∗,0),
=k(a,0)(x,λ )(a∗,0).

Con estas observaciones podemos extender la funcional lineal ωa en A en una funcional ω̃a(x)=
ω(axa∗) definida en A1. Si x ∈ A1, entonces ω̃a(x∗x) = ω(ax∗xa∗) = ω((xa∗)∗(xa∗))≥ 0 para
cada x∈A1. Por lo tanto ω̃a es una funcional lineal positiva en A1. Por el Lema 2.13 es continua
y ‖ω̃a‖= ω̃a(1) = ω(aa∗). Finalmente ‖ωa‖ ≤ ‖ω̃a‖= ω(aa∗).

Teorema 2.16. Sea A un álgebra de Banach involutiva con unidad. Dada una funcional lineal
positiva ω en A existe una única representación, salvo por equivalencia unitaria, {πω ,Hω}
de A y un vector ξω tal que:

1. [πω(A)ξω ] = Hω ,

2. ω(x) = 〈πω(x)ξω ,ξω〉 para cada x ∈ A

Demostración. Se probará primero la unicidad y luego la existencia.
Sean {πω ,Hω ,ξω} y {π ′ω ,H ′

ω ,ξ
′
ω} dos representaciones que cumplan las condiciones es-

tablecidas anteriormente. Definimos U0 : π ′ω(A)ξ
′
ω → πω(A)ξω como U0π ′ω(x)ξ

′
ω = πω(x)ξω

para x ∈ A, entonces si x,y ∈ A〈
U0π

′
ω(x)ξ

′
ω ,U0π

′
ω(y)ξ

′
ω

〉
=〈πω(x)ξω ,πω(y)ξω〉 ,
=〈πω(y)∗πω(x)ξω ,ξω〉 ,
=〈πω(y∗x)ξω ,ξω〉 ,
=ω(y∗x),

=
〈
π
′
ω(y
∗x)ξ ′ω ,ξ

′
ω

〉
,

=
〈
π
′
ω(x)ξ

′
ω ,π

′
ω(y)ξ

′
ω

〉
.
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Esto implica que U0 está bien definida, además se observa que U0 preserva el producto interior,
por lo tanto también preserva la norma y es isometrı́a de π ′ω(A)ξ

′
ω sobre πω(A)ξω . Como

π ′ω(A)ξ
′
ω y πω(A)ξω son densos en H ′

ω y Hω respectivamente, entonces U0 se extiende de
manera continua a una isometrı́a U de H ′

ω sobre Hω .
Sean x,y ∈ A, entonces

πω(x)U0π
′
ω(y)ξ

′
ω =πω(x)πω(y)ξω ,

=πω(xy)ξω ,

=U0π
′
ω(xy)ξ ′ω ,

=U0π
′
ω(x)π

′
ω(y)ξ

′
ω .

Por lo tanto, para cada x ∈ A πω(x)U =Uπ ′ω(x), es decir U∗πω(x)U = π ′ω(x) y las representa-
ciones son unitariamente equivalentes.

Para probar la existencia de una representación con las dos condiciones requeridas empece-
mos por considerar Nω , el kernel izquierdo de la funcional lineal dada. Sea Hω la completación
del espacio A�Nω

respecto al producto interior definido por 〈ηω(x),ηω(y)〉=ω(y∗x). Para cada
a,x ∈ A definimos

π
0
ω(a)ηω(x) = ηω(ax),

ésto está bien definido porque Nω es un ideal izquierdo. Por 2.15, para cada a,x,y ∈ A∣∣〈π0
ω(a)ηω(x),π0

ω(a)ηω(x)
〉∣∣=∥∥π

0
ω(a)ηω(x)

∥∥2
,

=‖ηω(ax)‖2 ,

= |ω(x∗(a∗a)x)|2 ,
= |ωx∗(a∗a)|2 ,
≤‖ωx∗‖2 ‖a∗a‖2 ,

≤|ω(x∗x)|2 ‖a‖2 ,

≤‖a‖2 ‖ηω(x)‖2 ,

por lo que el operador π0
ω(a) en A�Nω

es acotado y se puede extender a un operador acota-
do πω(a) en Hω . Aún es necesario probar que πω es una representación, veamos que es un
homomorfismo∗. Sean a,b,x,y ∈ A y λ ∈ C, entonces

π
0
ω(a+b)ηω(x) =ηω((a+b)x) = ηω(ax+bx),

=ηω(ax)+ηω(bx) = π
0
ω(a)ηω(x)+π

0
ω(b)ηω(x),

=(π0
ω(a)+π

0
ω(b))ηω(x).

π
0
ω(λa)ηω(x) =ηω(λax) = ληω(ax),

=λπ
0
ω(a)ηω(x).

π
0
ω(ab)ηω(x) =ηω((ab)x) = π

0
ω(a)ηω(bx),

=π
0
ω(a)ηω(bx) = π

0
ω(a)π

0
ω(b)ηω(x).〈

π
0
ω(a)ηω(x),ηω(y)

〉
=〈ηω(ax),ηω(y)〉= ω(y∗ax),
=ω((a∗y)∗x) = 〈ηω(x),ηω((a∗y)∗)〉 ,
=
〈
ηω(x),π0

ω(a
∗)ηω(y)

〉
=
〈
ηω(x),π0

ω(a)
∗
ηω(y)

〉
.
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Por lo tanto πω es una representación de A en Hω .
Finalmente definimos ξω = ηω(1), entonces

πω(A)ξω =πω(A)ηω(1),
=ηω(A),

=A�Nω
,

y debido a que Hω = A�Nω
, se tiene que [πω(A)ξω ] = Hω . Además

〈πω(x)ξω ,ξω〉=〈πω(x)ηω(1),ηω(1)〉 ,
=〈ηω(x),ηω(1)〉 ,
=ω(1∗x),
=ω(x).

2.2. Integrales Directas
A partir de ahora tomaremos separabilidad como hipótesis adicional para los espacios de

Hilbert con los que se trabaje.

Definición 2.17. Sea X un espacio σ -compacto, localmente compacto, y con la σ -álgebra de
Borel asociada a dicha topologı́a. Sea µ la completación de una medida de Borel en X , y {Hp}
una famila de espacios de Hilbert separables indizada por los puntos p de X . Diremos que un
espacio de Hilbert separable H es la integral directa de {Hp} sobre (X ,µ), y lo denotamos
por H =

∫
X⊕Hpdµ(p), cuando a cada x ∈H le corresponde una función en X , p→ x(p) tal

que x(p) ∈Hp para cada p ∈ X y

1. Para cada x,y ∈H la función p→ 〈x(p),y(p)〉 es integrable respecto a µ y 〈x,y〉 =∫
X 〈x(p),y(p)〉dµ(p)

2. Si up ∈Hp para cada p ∈ X y la función p→
〈
up,y(p)

〉
es integrable para cada y ∈H ,

entonces existe u ∈H tal que u(p) = up casi dondequiera respecto a µ .

Diremos que
∫

X⊕Hpdµ(p) y p→ x(p) son las descomposiciones de H y x respectivamente.

Dado que la anterior no es una definición constructiva, resulta pertinente preguntarse si es
posible construir un espacio de Hilbert H que resulte ser la integral directa de una colección
de espacios de Hilbert indizados por un espacio de medida X . Las siguientes definiciones nos
permiten contestar la pregunta de manera afirmativa.

Definición 2.18. Sea X un espacio de Borel y µ una medida positiva en X . Un campo medible
de espacios de Hilbert sobre X es un par E = ((H (p))p∈X ,Γ), en el que (H (p))p∈X es una
familia de espacios de Hilbert indizados por X , y Γ es un conjunto de campos vectoriales que
satisfacen las siguientes condiciones:

1. Γ es un subespacio vectorial de ∏p∈X H (p).

2. Existe una sucesión (x0,x1, ...) de elementos de Γ tales que, para cada p∈X {xn(p)}n ∈N
es una sucesión total en H (p).
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3. Para cada x ∈ Γ la función p→‖x(p)‖ es medible respecto a µ .

4. Sea x un campo vectorial. Si para cada y ∈ Γ la función p→ 〈x(p),y(p)〉 es medible,
entonces x ∈ Γ.

Bajo estas condiciones llamamos campos medibles de E a los elementos de Γ. Si x ∈ Γ y y ∈ Γ,
entonces la función p→ 〈x(p),y(p)〉 es medible.

Definición 2.19. Se dice que un campo vectorial x es cuadrado integrable si x∈Γ y
∫

X ‖x(p)‖2 dµ(p)<
∞. Las propiedades de una norma nos permiten afirmar que si x,y son cuadrado integrables y
λ ∈C, entonces también lo son x+y y λx. Se define 〈x,y〉=

∫
X 〈x(p),y(p)〉dµ(p). Por medio

de las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Hölder observamos lo siguiente:

|〈x(p),y(p)〉| ≤‖x(p)‖‖y(p)‖ ,∣∣∣∣∫X
〈x(p),y(p)〉dµ(p)

∣∣∣∣≤∫X
|〈x(p),y(p)〉|dµ(p),

≤
(∫

X
‖x(p)‖2 dµ(p)

)1/2(∫
X
‖y(p)‖2 dµ(p)

)1/2

Ası́, el conjunto de campos vectoriales medibles y cuadrado integrables constituye un espacio
de Hilbert.

El espacio definido de esta forma coincide con la primera definición dada para la integral
directa de una familia de espacios de Hilbert.

Observación 2.20. Sean α ∈C, x,y ∈H , entonces existe z ∈H tal que αx(p)+y(p) = z(p)
c.d. Basta notar que la función p→〈αx(p)+ y(p),y′(p)〉 es integrable para cualquier y′ ∈H .
Por 2.17(2) existe z ∈H tal que αx(p) + y(p) = z(p) casi dondequiera. Análogamente, si
x,y ∈H son tales que x(p) = y(p) casi dondequiera entonces

‖x− y‖2 =〈x− y,x− y〉 ,

=
∫

X
〈x(p)− y(p),x(p)− y(p)〉dµ(p),

=
∫

X
‖x(p)− y(p)‖2 dµ(p),

=0,

por lo tanto x = y.

Lema 2.21. Si {xα} genera a H y definimos H 0
p como el subespacio cerrado de Hp generado

por {xα(p)}, entonces H 0
p = Hp c.d.

Demostración. Denotamos por X0 = {p∈X : H 0
p 6=Hp} y para cada p∈X definimos up como

un vector unitatrio en H 0
p
⊥ si p ∈ X0 y 0 en otro caso. Entonces, para cada α y cada p ∈ X〈

up,xα(p)
〉
= 0. Sea y ∈H y (yn)n∈N una sucesión de combinaciones lineales de elementos

en {xα} tal que ‖y− yn‖ → 0. Si yi = β1xα1 + ...+ βnxαn entonces existe un conjunto nulo
Ni ⊆ X tal que yi(p) = β1xα1(p) + ...+ βnxαn(p) para todo p ∈ X \Ni, ası́

〈
up,yi(p)

〉
= 0

si p /∈ Ni. Recordemos que la convergencia en Lp implica convergencia en medida, y por el
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Teorema de Riesz-Weyl la convergencia en medida implica convergencia puntual c.d. para
alguna subsucesión. Dado que

‖y− yn‖2 =
∫

X
‖y(p)− yn(p)‖2 dµ(p)→ 0,

existe una subsucesión (ynk) tal que ‖y(p)− ynk(p)‖ → 0 para todo p fuera de algún conjunto
nulo N. Si p /∈

⋃
∞
i=0 Ni∪N entonces

〈
up,y(p)

〉
= 0. En particular, la función p→

〈
up,y(p)

〉
es integrable para cada y ∈ H y por Definición 2.17 (2) existe u ∈ H tal que u(p) = up
casi dondequiera. Como up es unitario para p ∈ X0, entonces necesariamente X0 debe ser un
conjunto nulo.

Lema 2.22. Sea (V ,‖‖) un espacio vectorial normado sobre C, n ∈ N y {xi} un subconjunto
numerable que genere a V . Supongamos que para cualquier subconjunto de cardinalidad n,
{x1, ...,xn} ⊆ {xi}, y m ∈ Z+ existen números complejos r1, ...,rn tales que al menos uno de
ellos es 1 y ‖r1x1 + ...+ rnxn‖< m−1, entonces dim(V )< n.

Demostración. Supongamos que dim(V ) ≥ n Sean {x1, ...,xn} ⊆ xi linealmente independien-
tes. La dimensión del espacio generado por este subconjunto es n, por lo que es isomorfo a Cn,
y en particular su norma es equivalente a la norma 1 de dicho espacio vectorial. Sea m ∈ Z+ y
r1, ...,rn ∈C y rh = 1 con 1≤ h≤ n que satisfagan la hipótesis del enunciado. Por equivalencia
de las normas existe c > 0 tal que

c≤ c(|r1|+ ...+ |rh|+ ...+ |rn|)≤ ‖r1x1 + ...+ rnxn‖< m−1,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto dim(V )< n.

Observación 2.23. Para cada n ∈ N, Xn = {p ∈ X : Hp es de dimensión n} es un conjunto
medible.

Demostración. Empecemos por fijar n∈Z+. Sea {xi} una base ortonormal de H y denotemos
por r1,r2, ... a los racionales Gaussianos de manera tal que r1 = 1. Tomamos j1, ..., jn,k1, ...,kn,m∈
Z+ y definimos j = { j1, ..., jn},k = {k1, ...,kn}. Sea X j,k,m = {p ∈ X :

∥∥r j1xk1 + ...+ r jnxkn

∥∥<
m−1} de manera que r jh = 1 para alguna 1 ≤ h ≤ n y k1, ...,kn todos distintos. Por 2.21 existe
X0 ⊆ X nulo tal que si p /∈ X0 entonces {xi(p)} genera a Hp.

Por 2.22 si denotamos por Dn =
⋂

k,m
⋃

j X j,k,m entonces éste es un conjunto medible y para
p ∈ Dn, Hp tiene dimensión estrictamente menor que n. Finalmente notemos que {p ∈ X :
Hp tiene dimensión n}= Dn+1 \Dn, y por lo tanto también es medible.

Definición 2.24. Si H es la integral directa de {Hp} sobre (X ,µ) diremos que un operador
T ∈B(H ) es descomponible si existe una función en X , p→ T (p) tal que T (p) ∈B(Hp),
y para cada x ∈ X , T (p)x(p) = (T x)(p) casi dondequiera. Adicionalmente, si f : X → C y
T (p) = f (p)1p diremos que T es diagonalizable.

Lema 2.25. Si T es un operador en H , la integral directa de {Hp} y p→ T (p), p→ T ′(p) son
descomposiciones de T , entonces T (p) = T ′(p) casi dondequiera. Adicionalmente, si S(p) =
T (p) casi dondequiera, entonces T = S.

Demostración. Sea {xi}i∈N\{0} un generador numerable para H , por el Lema 2.21 existe un
conjuto nulo N0 ⊆ X tal que si p ∈ X \N0 entonces {xi(p)} genera a Hp. Además, para cada
i ∈ N \ {0} existe un conjunto nulo Ni ⊆ X tal que si p /∈ Ni entonces T (p)xi(p) = (T xi)(p).
Definimos N =

⋃
∞
i=0 Ni, de esta forma si p ∈ X \N entonces T (p) = T ′(p).
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De manera similar, si T y S son operadores descomponibles y T (p) = S(p) casi dondequie-
ra, entonces para cada x,y ∈H

〈T x,y〉=
∫

X
〈(T x)(p),y(p)〉dµ(p),

=
∫

X
〈T (p)x(p),y(p)〉dµ(p),

=
∫

X
〈S(p)x(p),y(p)〉dµ(p),

=〈Sx,y〉 ,

por lo tanto S = T .

Observación 2.26. Si f es una función medible y acotada en X, entonces la función p→
〈 f (p)x(p),y(p)〉 es integrable para todo x,y∈H . Por 2.17(2) existe z∈H tal que f (p)x(p)=
z(p) c.d. Si definimos M f x = z entonces tenemos que M f es un operador diagonalizable y su
descomposición es p→ f (p)1p. Las siguientes proposiciones nos permitirán ver que si H es
un operador diagonalizable, entonces es de la forma M f para alguna función f medible y
esencialmente acotada.

Proposición 2.27. Si H es la integral directa de {Hp} sobre (X ,µ), α ∈ C y T1,T2 son
operadores descomponibles en B(H ), entonces αT1 +T2,T1T2,T ∗1 , y 1 son descomponibles y
cumplen las siguientes propiedades c.d.

1. (αT1 +T2)(p) = αT1(p)+T2(p),

2. (T1T2)(p) = T1(p)T2(p),

3. T ∗1 (p) = T1(p)∗,

4. 1(p) = 1p,

5. Si además T1,T2 son autoadjuntos y T1(p)≤ T2(p) c.d. entonces T1 ≤ T2.

Demostración. Dado x ∈H definimos (αT1 +T2)(p) = αT1(p)+T2(p), entonces

(αT1 +T2)(p)x(p) =αT1(p)x(p)+T2(p)x(p),
=(αT1x)(p)+(T2x)(x),
=((αT1 +T2)x)(p),

para p casi dondequiera por 2.24 y 2.20.
Definimos (T1T2)(p) como T1(p)T2(p), entonces

(T1T2)(p)x(p) =T1(p)(T2(p)x(p)),
=T1(p)(T2x(p)),
=((T1T2x)(p)) .

Tomamos T ∗1 (p) = T1(p)∗, luego para p casi dondequiera

〈T ∗1 (p)x(p),y(p)〉=〈x(p),T1(p)y(p)〉 ,
=〈x(p),(T1y)(p)〉 .
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Por 2.17(2) 〈x(p),(T1y)(p)〉 es integrable, y además existe z ∈H tal que T ∗1 x(p) = z(p) c.d.
Para cada y ∈H

〈T ∗1 x− z,y〉=〈x,T1y〉−〈z,y〉 ,

=
∫

X
〈x(p),T1(p)y(p)〉dµ(p)−

∫
x
〈z(p),y(p)〉dµ(p),

=
∫

X
〈x(p),T1(p)y(p)〉dµ(p)−

∫
x
〈T1(p)x(p),y(p)〉dµ(p),

=0.

Por lo tanto T ∗1 x− z = 0, es decir, (T ∗1 x)(p) = z(p) = T1(p)∗x(p) casi dondequiera y T ∗1 es
descomponible con descomposición p→ T ∗1 (p).

Definimos 1(p) = 1p, entonces para p c.d.

1(p)x(p) = 1px(p) = x(p) = (1x)(p),

por lo que la descomposición de 1 es p→ 1p.
Finalmente, si T1(p)≤ T2(p) casi dondequiera y x ∈H

〈T1x,x〉=
∫

X
〈(T1x)(p),x(p)〉dµ(p),

=
∫

X
〈T1(p)x(p),x(p)〉dµ(p),

≤
∫

x
〈T2(p)x(p),x(p)〉dµ(p),

=〈T2x,x〉 .

Por lo tanto T1 ≤ T2.

Observación 2.28. Si f es la función caracterı́stica de un conjunto medible X0, entonces M f
es una proyección, a saber, la proyección diagonalizable correspondiente a X0

Lema 2.29. Sea K ≥ 0 y a ∈ R tal que a≥ 0. Entonces K ≤ a1 si y sólo si ‖K‖ ≤ a.

Demostración. Nótese que si K ≥ 0, entonces ‖K‖= sup‖x‖=1 〈Kx,x〉.
Dado que K es positivo tiene un único operador raı́z cuadrada y éste también es positivo,

por lo tanto

‖K‖=
∥∥∥K1/2K1/2

∥∥∥ ,
=
∥∥∥K1/2

∥∥∥2
,

= sup
‖x‖=1

∥∥∥K1/2x
∥∥∥2

,

= sup
‖x‖=1

〈
K1/2x,K1/2x

〉
,

= sup
‖x‖=1

〈
K1/2K1/2x,x

〉
,

= sup
‖x‖=1

〈Kx,x〉 .



2.2. INTEGRALES DIRECTAS 31

Además, si ‖x‖= 1, entonces:

〈a1x,x〉= a〈x,x〉= a‖x‖2 = a.

Por lo tanto, si suponemos que K ≤ a1, entonces ‖K‖= sup‖x‖=1 〈Kx,x〉 ≤ sup‖x‖=1 〈a1x,x〉=
a, es decir ‖K‖ ≤ a.

Por otro lado, si ‖K‖ ≤ a, entonces ‖K‖1 ≤ a1. Utilizamos nuevamente el hecho de que
los operadores positivos tienen un único operador raı́z cuadrada y observamos que para cada
x ∈H

〈Kx,x〉=
〈

K1/2K1/2x,x
〉
,

=
〈

K1/2x,K1/2x
〉
,

=
∥∥∥K1/2x

∥∥∥2
,

≤
∥∥∥K1/2

∥∥∥2
‖x‖2 ,

=
〈∥∥∥K1/2

∥∥∥x,
∥∥∥K1/2

∥∥∥x
〉
,

=

〈∥∥∥K1/2
∥∥∥2

x,x
〉
,

=〈‖K‖x,x〉 ,
≤〈ax,x〉 ,

por lo tanto K ≤ a1.

Proposición 2.30. Sea H la integral directa de {Hp} sobre (X ,µ).

Si A1,A2 son operadores autoadjuntos y descomponibles en H tales que A1 ≤ A2, en-
tonces A1(p)≤ A2(p) casi dondequiera.

Si T es descomponible, entonces p→ ‖T (p)‖ es una función medible esencialmente
acotada con cota esencial ‖T‖.

Demostración. Por el primer inciso de 2.27 A2−A1 es un operador positivo descomponible
con descomposición A2(p)−A1(p). Tomando H = A2−A1 bastará mostrar que si 0 ≤ H y H
es descomponible, entonces 0≤ H(p) casi dondequiera.

Tomemos un subconjunto denso numerable de H . Definimos {xi}i∈N como el conjun-
to de combinaciones lineales con coeficientes en Q de dicho conjunto denso, de manera que
{xi}i∈N = H . Por el Lema 2.21 {xi(p)}i∈N genera a Hp c.d., es decir, existe un conjunto nulo
N ⊆ X tal que para todo p fuera de N {xi(p)}= Hp, en particular {xi(p)}i∈N es denso en Hp.

Si 0 ≤ H, entonces 0 ≤ 〈Hxk,xk〉 =
∫

X 〈H(p)xk(p),xk(p)〉dµ(p) para cada xk ∈ {xi}i∈N .
Supongamos que 〈H(p)xk(p),xk(p)〉< α < 0, para algún conjunto X0 ⊆ X de medida finita y
positiva. Si f es la función caracterı́stica de X0, entonces la función p→ 〈 f (p)xk(p),y(p)〉 es
integrable para cada y∈H , por lo que existe z∈H tal que z(p)= f (p)xk(p) casi dondequiera.
En este caso

〈Hz,z〉=
∫

X
〈H(p) f (p)xk(p), f (p)xk(p)〉dµ(p),

=
∫

X0

〈H(p)xk(p),xk(p)〉dµ(p),

<0,
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lo cual contradice que 0 ≤ H. Por lo tanto existe Mk ⊆ X nulo tal que si p /∈ Mk entonces
0 ≤ 〈H(p)xk(p),xk(p)〉. Sea M =

⋃
∞
i=1 Mi y p /∈M∪N, entonces para cada k ∈ N se observa

que 0≤ 〈H(p)xK(p),xk(p)〉. Como {xi(p)}i∈N es denso en Hp, se concluye que 0≤H(p) para
todo p ∈ X \M∪N.

Para probar la segunda parte de la proposición tomemos un operador T descomponible.
Por 2.27 T ∗ y T ∗T son operadores descomponibles con descomposición T ∗(p) y T ∗(p)T (p)
respectivamente. Tenemos la identidad ‖T (p)‖2 = ‖T ∗(p)T (p)‖; puesto que la raı́z cuadrada
es una función medible en R+∪{0}, para probar que p→‖T (p)‖ es medible y esencialmente
acotada con cota ‖T‖ será suficiente tomar H = T ∗T y probar que si H es positivo y des-
componible en H , entonces la función g : X → [0,∞), dada por g(p) = ‖H(p)‖, es medible,
esencialmente acotada y con cota esencial igual a ‖H‖.

Se probará que la función g es medible. Consideremos un conjunto denso numerable en
H , denotemos por {xi}i∈N al conjunto de combinaciones lineales racionales de éste, y por
N al conjunto nulo fuera del cual {xi(p)}i∈N = Hp. La σ -álgebra de Borel en R+ ∪{0} es
generada por los intervalos de la forma (r,s] con r,s ∈ Q+ ∪ {0}, por ello basta probar que
g−1((r,s]) = {p ∈ X \N : ‖H(p)‖ ≤ s,‖H(p)‖� r} es un conjunto medible. Para cada racional
s > 0 definimos el conjunto Xs = {p ∈ X : H(p)≤ s1p y x /∈ N}. Por el Lema 2.29 tenemos que

g−1((r,s]) = {p : H(p)≤ s1p,H(p)� r1p},

es decir, g−1((r,s]) = Xs \Xr. Finalmente notemos que el conjunto Xs también está dado por

Xs =
∞⋂

i=0

{p : 〈H(p)xi(p),xi(p)〉 ≤ s‖xi(p)‖2 , p /∈ N}.

Ası́, tanto Xs como g−1((r,s]) son medibles.
Veamos que g está acotada casi dondequiera por ‖H‖. Usando el Lema 2.29 con a= ‖H‖ se

tiene que 0≤H ≤ ‖H‖·1. La primera parte de esta prueba nos permite afirmar que 0≤H(p)≤
‖H‖·1p casi dondequiera, por lo tanto g es esencialmente acotada con cota a lo más ‖H‖. Por
otro lado, supongamos que a ∈ R+ es tal que 0 ≤ H(p) ≤ a1(p) casi dondequiera, entonces
por la Proposición 2.27 H ≤ a1 y por el Lema 2.29 concluimos que ‖H‖ ≤ a, y con ello que la
cota esencial de g es ‖H‖.



Capı́tulo 3

Un Teorema de Gelfand-Naimark no
conmutativo

En esta sección retomaremos como hipótesis el que todo espacio de Hilbert sea separable.
Adicionalmente haremos las siguientes suposiciones: las álgebras C∗ tienen unidad, una repre-
sentación es un homomorfismo∗ unitario en B(H ), y la topologı́a asociada a un conjunto de
operadores es la topologı́a inducida por la norma.

3.1. Dominios compactos
El concepto de funciones de operadores se puede entender de dos formas distintas. En pri-

mer lugar como una función que toma como argumento y produce operadores en un determina-
do espacio de Hilbert. La segunda interpretación es una abstracción del concepto de función de
la primera, independiente del espacio de Hilbert concreto sobre el cual actúan los operadores
en cuestión.

Será importante preguntarse sobre las restricciones que se tienen que imponer sobre un
conjunto para que pueda ser considerado dominio de tales funciones. Empezaremos por su-
poner que debe ser un subconjunto del conjunto de operadores acotados B(H ). Cuando se
consideren funciones de varias variables los dominios de éstas serán subconjuntos de B(H )N .

Definición 3.1. Diremos que un dominio es una familia {D(H ) : H es un espacio de Hilbert},
en la que para cada espacio de Hilbert H , D(H ) ⊆B(H )N . Esta familia será denotada por
D.

Definición 3.2. Utilizaremos la siguiente notación. Sea N ∈ Z+. Dados a1, ...,aN ∈ B(H )
denotaremos por a = (a1, ...,aN) ∈B(H )N .

Si H =
∫⊕

Λ
H (λ )dµ(λ ), escribiremos a =

∫⊕
Λ

a(λ )dµ(λ ) si y sólo si {ak(λ )}λ∈Λ es un
campo medible de operadores acotados y ak =

∫⊕
Λ

ak(λ )dµ(λ ) para todo k = 1, ...,N. Si Λ es
contable y µ es la medida de conteo, entonces escribiremos

⊕
r∈Λ H (r) y

⊕
r∈Λ a(r) en lugar

de utilizar la notación de integral.
Si φ es una operación definida en a1, ...,aN , entonces φ(a) = (φ(a1), ...,φ(aN)). En parti-

cular, si a ∈B(H )N y U es un operador unitario entre espacios de Hilbert H y K , entonces
UaU∗ = (Ua1U∗, ...,UaNU∗) ∈B(K)N . De manera análoga, si π es una representación de un
álgebra C∗ A⊆B(H ) y a1, ...,aN ∈A, entonces π(a) = (π(a1), ...,π(aN))∈B(Hπ)

N , donde
Hπ es el espacio de representación de π .

Finalmente, si a ∈ B(H )N , entonces denotamos por C∗(a) al álgebra C∗ generada en
B(H ) por a1, ...,aN .

33
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Definición 3.3. La familia D de conjuntos D(H )⊆B(H )N es llamada dominio compacto de
dimensión N si para cualquier espacio de Hilbert H se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Para cada a ∈ D(H ) y cada representación π : C∗(a)→B(K ), π(a) ∈ D(K ).

2. Si dado a ∈B(H )N existe una familia de representaciones de C∗(a), {πλ}λ∈Λ, tal que⋂
λ∈Λ kerπλ = {0} y πλ (a) ∈ D(Hλ ) para cada λ ∈ Λ, entonces a ∈ D(H ).

3. Existe M > 0, independiente de H , tal que supa∈D(H )

∥∥ai
∥∥≤M.

Definición 3.4. Si {πλ}i∈λ es una familia de representaciones tal que
⋂

λ∈Λ kerπλ = {0}, en-
tonces diremos que es una familia fiel o separadora.

Definición 3.5. Utilizaremos el álgebra∗ libre generada por N generadores X1,X2, ...,XN . Esta
álgebra se denotará por PN . Cualquier elemento w ∈ PN es de la forma:

w = ∑wi1...iM Xεi1 Xεi2 ...XεiM , (3.1)

en donde Xεik denota a algún X j o X j∗ con 1≤ j ≤ N, con posibles repeticiones, wi1...iM repre-
sentan coeficientes complejos y la suma contiene únicamente una cantidad finita de sumandos.

Sea w ∈ PN y a ∈ B(H )N . Si en la expresión de w reemplazamos X i por ai para i ∈
{1, ...,N} obtenemos un operador que actúa en H . Este operador será denotado por w(a).
Por ejemplo, si w está dado por (3.1), entonces w(a) = ∑wi1...iM aεi1 aεi2 ...aεiM .

Proposición 3.6. Sea D un dominio compacto de dimensión N y sea Λ un conjunto contable.
Entonces para cada familia aλ ∈ D(Hλ ),λ ∈ Λ, tenemos que

⊕
λ∈Λ aλ ∈ D(⊕λ∈ΛHλ ).

Demostración. Por la condición 3) de 3.3, existe M≥ 0, independiente de H , tal que supa∈D(H )

∥∥a j
∥∥≤

M, en particular supλ∈Λ

∥∥ai
λ

∥∥ ≤ M. Por la definición de norma en la suma directa de es-
pacios de Hilbert, para cada 1 ≤ i ≤ N, ai = ⊕λ∈Λai

λ
∈ B(

⊕
λ∈Λ Hλ ) y a = ⊕λ∈Λaλ =

(⊕a1
λ
,⊕a2

λ
, ...,⊕aN

λ
) por lo tanto ⊕λ∈Λaλ ∈B(

⊕
λ∈Λ Hλ )

N .
Sea x ∈ C∗(a), por la densidad de {p(a) : p ∈ PN} en C∗(a), entonces existe una sucesión

de polinomios (pk)k∈N ⊆ PN tal que lı́mk→∞ pk(a) = x. Recordemos que para cada k ∈N, pk(a)
es un polinomio como el descrito en (3.1) al sustituir Xεi por aεi , es decir

pk(a) =∑wi1...iMk
aεi1 ...a

εiMk ,

=∑wi1...iMk
⊕λ∈Λ a

εi1
λ
...⊕λ∈Λ a

εiMk
λ

,

=∑wi1...iMk
⊕λ∈Λ (a

εi1
λ
...a

εiMk
λ

),

=
⊕
λ∈Λ

(
∑wi1...iMk

a
εi1
λ
...a

εiMk
λ

)
.

Entonces

x = lı́m
k→∞

pk(a),

= lı́m
k→∞

⊕
λ∈Λ

(
∑wi1...iMk

a
εi1
λ
...a

εiMk
λ

)
,

=
⊕
λ∈Λ

lı́m
k→∞

(
∑wi1...iMk

a
εi1
j ...a

εiMk
λ

)
,
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por lo que x es de la forma ⊕λ∈Λxλ con xλ ∈ B(Hλ ) Denotemos por πλ (x) a la λ -ésima
componente de x, es decir, πλ (x) = xλ . Con ello tenemos una familia de representaciones πλ :
B(
⊕

l∈Λ Hl)→Hλ tal que y ∈ kerπλ si y sólo si yλ = 0, por lo tanto
⋂

λ∈Λ kerπλ = {0}, es
decir, {πλ : λ ∈Λ} es una familia fiel de representaciones de C∗(a). Notemos que πλ (a) = aλ ∈
D(H )λ , por lo que al usar la condición 2) de la Definición 3.3 tenemos que a∈D(

⊕
λ∈Λ Hλ ).

Observación 3.7. Si a ∈B(H )N , entonces la función w ∈ PN 7→ w(a) ∈B(H ) es una repre-
sentación del álgebra∗ PN . Ası́mismo se tiene que X i(a) = ai para i ∈ {1, ...,N}.

Lema 3.8. Sea H un espacio de Hilbert, a ∈B(H )N y {πi}i∈Λ una familia fiel de represen-
taciones de C∗(a), entonces ‖x‖= supi∈Λ ‖πi(x)‖ para cada x ∈ C∗(a).

Demostración. Como cada πi es representación, entonces ‖πi(x)‖≤‖x‖, por lo tanto supi∈Λ ‖πi(x)‖≤
‖x‖. Supongamos ahora que existe x ∈ C∗(a) y α > 0 tal que supi∈Λ ‖πi(x)‖< α ≤ ‖x‖. Defi-
nimos y = x∗x ∈ C∗(a) y tenemos que

‖πi(y)‖= ‖πi(x∗x)‖= ‖πi(x)∗πi(x)‖= ‖πi(x)‖2 < α
2 ≤ ‖x‖2 = ‖y‖ .

Nótese que y = x∗x es autoadjunto, ası́ σ(y) ⊆ R+∪{0}, además por la fórmula del radio
espectral, r(y) = lı́mn→∞ ‖yn‖1/n. Al ser y autoadjunto ‖y‖2 =

∥∥y2
∥∥, de manera inductiva se de-

muestra que para cualquier n ∈N,
∥∥y2n∥∥= ‖y‖2n

y en consecuencia r(y) = lı́mn→∞

∥∥y2n∥∥1/2n

=
lı́mn→∞ ‖y‖= ‖y‖, ası́ r(y) = ‖y‖.

Notemos que para cada i ∈ Λ, πi(y) es autoadjunto, de manera que el resultado anterior se
puede extender y r(πi(y)) = ‖πi(y)‖, por lo tanto σ(πi(y))( σ(y).

Si denotamos por Ay y Aπi(y) a las álgebras C∗ generadas por y y πi(y), respectivamente,
entonces el Teorema Espectral [Dou98, Teo 4.30] garantiza que las álgebras anteriores son
isomorfas a C(σ(y)) y a C(σ(πi(y))), respectivamente. En cada caso el isomorfismo está dado
por ϕ 7→ ϕ(y) y ϕ 7→ ϕ(πi(y)) donde ϕ es una función continua. Considérese ψ ∈ C(σ(y))
definida como

ψ(t) =

{
0 si t ≤ α2

t−α2 si t > α2.

Nótese que ψ�σ(πi(y)) ≡ 0, por lo tanto el Teorema Espectral dice que ψ(πi(y)) = 0. Recor-
demos que σ(y) es compacto y no vacı́o [Dou98, Prop 2.28, Teo 2.29], y por el Teorema de
Stone-Weierstrass el conjunto de polinomios en una variable es denso en éste. Si γ es un poli-
nomio, entonces se cumple que πi(γ(y)) = γ(πi(y)). Por la continuidad de las representaciones
y la densidad de los polinomios se tiene que la igualdad anterior es verdadera para funciones
continuas arbitrarias definidas sobre el espectro, en particular πi(ψ(y)) =ψ(πi(y)). Por lo tanto
ψ(y) ∈ kerπi para cada i ∈ Λ y al ser {πi}i∈Λ una familia fiel de representaciones se sigue que
ψ(y) ∈C(σ(y)) es cero, una contradicción pues ψ no se anula en todo σ(y). Se concluye que
‖x‖= supi∈Λ ‖πi(x)‖ para todo x ∈ C∗(a).

Proposición 3.9. Sea ϕ una función en PN que toma valores reales no negativos, es decir,
ϕ : PN → R+∪{0}. Dado un espacio de Hilbert H definimos

Dϕ(H ) = {a ∈B(H )N : ‖w(a)‖ ≤ ϕ(w), ∀w ∈ PN}.

Entonces Dϕ = {Dϕ(H ) : H es un espacio de Hilbert} es un dominio compacto.



36 CAPÍTULO 3. UN TEOREMA DE GELFAND-NAIMARK NO CONMUTATIVO

Demostración. Sea a ∈ Dϕ(H ) y π : C∗(a)→B(K ) una representación. Si w ∈ PN es de la
forma (3.1) tenemos que

‖w(π(a))‖=
∥∥∑wi1...iM π(aεi1 )...π(aεiM )

∥∥
=
∥∥π(∑wi1...iM aεi1 ...aεiM )

∥∥ ,
=‖π(w(a))‖ ,
≤‖w(a)‖ ,
≤ϕ(w).

Por lo tanto π(a) ∈ Dϕ(K ) y se satisface la primera condición de 3.3.
Para probar la segunda condición de la definición tomemos a ∈ B(H )N y {πi}i∈Λ una

familia fiel de representaciones de C∗(a). Por el Lema 3.8, ‖x‖ = supi∈Λ ‖πi(x)‖ para cada
x ∈ C∗(a). Si Hi es el espacio de representación de πi y πi(a) ∈ Dϕ(Hi) para cada i ∈ Λ,
entonces ‖w(πi(a))‖ ≤ ϕ(w) para todo w ∈ PN e i ∈ Λ, además

‖w(a)‖= sup
i∈Λ

‖πi(w(a))‖= sup
i∈Λ

‖w(πi(a))‖ ≤ ϕ(w),

para cada w ∈ PN . Ello significa que a ∈Dϕ(H ) y se satisface la condición 2) de la definición.
Finalmente, basta ver que se satisface la tercera condición. Sea a∈Dϕ(H ) y M =máx{ϕ(X1), ...,

ϕ(XN)}, como X i(a) = ai, entonces
∥∥ai
∥∥= ∥∥X i(a)

∥∥≤ ϕ(X i)≤M.

Proposición 3.10. Sean H y K espacios de Hilbert, a∈B(H )N y b∈B(K )N . Los siguien-
tes enunciados son equivalentes:

1. Para cada w ∈ PN , ‖w(a)‖ ≥ ‖w(b)‖.

2. Existe una representación π : C∗(a)→B(K ) tal que π(a) = b.

3. Para cada D, dominio compacto de dimensión N, si a ∈ D(H ), entonces b ∈ D(K ).

Demostración. Notemos que la implicación 2) ⇒ 3) es consecuencia directa de la primera
condición de 3.3, es decir, si a ∈ D(H ) y π : C∗(a)→B(K ) es una representación, entonces
π(a) = b ∈ D(K ).

Veamos la implicación 3)⇒ 1). Supongamos que 1) es falso, entonces existe w0 ∈ PN tal
que ‖w0(a)‖< ‖w0(b)‖. Definimos ϕ : PN → R+∪{0} como ϕ(w) = ‖w(a)‖ y consideremos
el dominio compacto Dϕ inducido por ϕ como en 3.9. Naturalmente a∈Dϕ(H ) y b /∈Dϕ(K ),
lo cual es una negación de 3).

Sea C∗0(a) el álgebra∗ generada por a1, ...,aN . C∗0(a) es densa en C∗(a) y los elementos x∈
C∗0(a) son de la forma w(a) para algún w ∈ PN , es decir, son polinomios en a1,a1∗...,aN ,aN∗.
Para x ∈ C∗0(a) definimos

π0(x) = w(b),

donde w ∈ PN y satisface w(a) = x. Si w1,w2 ∈ PN son tales que w1(a) = w2(a), entonces
(w1−w2)(a) = 0. Ası́ 0 = ‖(w1−w2)(a)‖ ≥ ‖(w1−w2)(b)‖ ≥ 0. Por lo tanto w1(b) = w2(b)
y se muestra que la función π0 está bien definida. Veamos ahora que π0 es una representación
de C∗0(a). Sean x,y ∈ C∗0(a) y α ∈ C, entonces existen w1,w2 ∈ PN tales que w1(a) = x y
w2(a) = y, ası́

αx+ y =αw1(a)+w2(a) = (αw1 +w2)(a),
π0(αx+ y) =(αw1 +w2)(b) = αw1(b)+w2(b) = απ0(x)+π0(y).
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De manera similar,

π0(xy) =w1(b)w2(b) = π0(x)π0(y),
π0(1) =1(a) = 1.

Lo anterior se debe a que w ∈ PN 7→ w(a) ∈B(H ) es una representación. Por el enunciado
1), ‖w(a)‖ ≥ ‖w(b)‖ para todo w ∈ PN , por lo que si x = w(a), entonces π0(x) = w(b), ‖x‖ ≥
‖π0(x)‖ y π0 es continua.

Sea π : C∗(a)→B(K ) la extensión continua de π0 a C∗(a), entonces π es una representa-
ción de C∗(a) y debido a que X i(a) = ai y a la definición de π0 se tiene que

π(ai) = π0(ai) = π0(X i(a)) = X i(b) = bi.

Para terminar basta recordar que π(a) = (π(a1), ...,π(aN)) = (b1, ...,bN) = b.

Definición 3.11. Diremos que b está subordinado a a si se satisface alguno de los enunciados
de 3.10 y se denotará por a� b.

Observación 3.12. La representación dada en 2) de la Proposición 3.10 es única, ya que en
un álgebra con generadores a1, ...,aN una representación π queda completamente determinada
por π(a1), ...,π(aN).

A continuación veremos que todo dominio compacto D tiene algún elemento a maximal
respecto a�.

Teorema 3.13. Sea D un dominio compacto. Entonces existe un espacio de Hilbert K y b ∈
D(K ) tal que b� a para cada espacio de Hilbert H y a ∈ D(H ).

Demostración. Sea P0
N el subconjunto de PN compuesto por los polinomios de la forma

∑wi1...iM Xεi1 ...XεiM ,

con coeficientes racionales Gaussianos. De esta forma P0
N es numerable. Por la condición 3) de

3.3 se tiene que para cada w ∈ P0
N

ϕD(w) = sup{‖w(a)‖ : a ∈ D(H ), H es un espacio de Hilbert},

es finito. Para ello basta notar que
∥∥X i(a)

∥∥= ∥∥ai
∥∥≤M y podemos suponer que M ≥ 1, por lo

que si w = ∑wi1...iM′X
εi1 ...XεiM′ , Ñ es el número de sumandos, M̃′ el grado del polinomio y w̃

el máximo de los módulos de los coeficientes de w, entonces

‖w(a)‖=
∥∥∑wi1...iM′a

εi1 ...aεiM′
∥∥ ,

≤∑
∣∣wi1...iM′

∣∣‖aεi1‖ ...
∥∥aεiM′

∥∥ ,
≤∑

∣∣wi1...iM′
∣∣M...M,

≤∑
∣∣wi1...iM′

∣∣MM̃′,

≤Ñw̃MM̃′.

Dado que ϕD(w) es un supremo y es finito, entonces para cada w ∈ P0
N y n ∈ Z+ existe un

espacio de Hilbert Kn,w y bn,w ∈ D(K )n,w tal que ‖w(bn,w)‖ ≥ ϕD(w)− 1/n. Sean K =⊕
n∈Z+,
w∈P0

N

Kn,w y b =⊕n∈Z+,
w∈P0

N

bn,w. Por la Proposición 3.6 b ∈ D(
⊕

n∈Z+,
w∈P0

N

Kn,w) = D(K ).



38 CAPÍTULO 3. UN TEOREMA DE GELFAND-NAIMARK NO CONMUTATIVO

Sea H un espacio de Hilbert y a∈D(H ). Notemos que
∥∥X i(b)

∥∥=∥∥bi
∥∥= supn∈Z+,

w∈P0
N

∥∥bi
n,w
∥∥,

ası́ que para cada w ∈ P0
N y n ∈ Z+

‖w(b)‖ ≥ ‖w(bn,w)‖ ≥ ϕD(w)−1/n≥ ‖w(a)‖−1/n.

Al tomar el lı́mite cuando n→ ∞ tenemos que ‖w(b)‖ ≥ ‖w(a)‖. Nótese que P0
N es denso

en PN bajo la norma dada por ‖∑wi1...iM Xεi1 ...XεiM‖ = ∑ |wi1...iM |. Por la densidad de P0
N y la

continuidad de la norma tenemos que la desigualdad se preserva para todo w ∈ PN .

Observación 3.14. Sea D un dominio compacto de dimensión N y b un elemento maximal
de D, entonces por la Proposición 3.10 y el Teorema 3.13 D(H ) = {a ∈B(H )N : b� a}.
Análogamente, si K es un espacio de Hilbert y b ∈B(K )N , entonces por la Proposición 3.9
D(K ) = {a ∈B(H )N : b� a} define un dominio compacto, para ello es suficiente definir
ϕ(w) = ‖w(b)‖ y considerar el dominio Dϕ .

Proposición 3.15. Si D es un dominio compacto, entonces para cada espacio de Hilbert H ,
D(H ) es cerrado en la topologı́a uniforme, es decir, la topologı́a de B(H )N inducida por la
norma ‖a‖= máx

∥∥ai
∥∥.

Demostración. Suponga que an ∈ D(H ), b ∈B(K )N es el elemento �-maximal, an � b,
an

n→∞−−−→ a ∈B(H )N . Por la Proposición 3.9 a� b. Dado que D(H ) = {c ∈B(H ) : c� b},
entonces a ∈ D(H ) y por lo tanto es cerrado en B(H ).

3.2. Álgebras de funciones de operadores continuas
El trabajo realizado anteriormente nos permitirá formalizar la noción de función de opera-

dores.

Definición 3.16. Sea D un dominio compacto. Una familia F = {FH : H es un espacio de Hilbert}
de funciones FH : D(H )→B(H ) es llamada una función de operadores continua si para ca-
da espacio de Hilbert H se satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Para cada a ∈ D(H ) se tiene que FH (a) ∈ C∗(a).

2. Si a∈D(H ) y π : C∗(a)→B(K ) es una representación, entonces FK (π(a))= π(FH (a)).

Lema 3.17. Sea N ∈N y p ∈ PN , entonces para cada dominio compacto D, de dimensión N, p
induce una función de operadores continua, con familia F = {FH : H es espacio de Hilbert}
dada por FH (a) = p(a). En particular, para cada i ∈ {1, ...,N}, X i es una función de opera-
dores continua.

Demostración. Primero se probará que las funciones coordenada X i son funciones de opera-
dores continuas, posteriormente el resultado se extenderá a polinomios. Sea i ∈ {1, ..,N}, D un
dominio compacto de dimensión N, H un espacio de Hilbert, a∈D(H ), y π : C∗(a)→B(K )
una representación, entonces

1. X i(a) = ai ∈ C∗(a).

2. π(X i(a)) = π(ai) = X i(π(a1), ...,π(aN)) = X i(π(a)).
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En general, si p ∈ PN es de la forma p = ∑wi1...iM Xεi1 Xεi2 ...XεiM , entonces

p(a) = ∑wi1...iM aεi1 aεi2 ...aεiM ∈ C∗(a),

y

π(p(a)) =π
(
∑wi1...iM aεi1 aεi2 ...aεiM

)
,

=∑wi1...iM π (aεi1 )π (aεi2 ) ...π (aεiM ) ,

=∑wi1...iM π(a)εi1 π(a)εi2 ...π(a)εiM ,

=p(π(a)).

En lo que siga se omitirá el uso de H como subı́ndice cuando ésto no genere confusión.
Mostraremos un resultado análogo a la correspondencia entre álgebras C∗ conmutativas

con 1 y espacios topológicos compactos presentado en el primer capı́tulo. Trabajaremos con
álgebras C∗ no conmutativas y reemplazaremos a espacios topológicos compactos y funciones
continuas por dominios compactos y funciones de operadores continuas, respectivamente. Para
ello se demostrará que el conjunto de todas las funciones de operadores continuas sobre un
dominio dado, dotadas con una estructura algebráica y topológica especı́fica es un álgebra C∗.
Ésta es finitamente generada, y además resultará verdadero que toda álgebra C∗ finitamente
generada es de éste tipo. Finalmente veremos que para un álgebra C∗ finitamente generada el
dominio compacto asociado a ella es único, salvo por homeomorfismo.

Teorema 3.18. Sea D un dominio compacto y F una función de operadores continua en D.
Entonces existe una constante M > 0 tal que ‖F(a)‖ ≤M para cada espacio de Hilbert H y
para cada a ∈ D(H ).

Demostración. Por 3.13 existe un espacio de Hilbert K y b ∈ D(K ) tal que b es maximal
respecto a�. Sea M = ‖F(b)‖. Por 3.10 para cada espacio de Hilbert H y cada a ∈ D(H )
existe una repersentación π : C∗(a)→B(H ) tal que π(b) = a. Por la segunda propiedad de la
Definición 3.16

‖F(a)‖= ‖F(π(b))‖= ‖π(F(b))‖ ≤ ‖F(b)‖ ≤M. (3.2)

Definición 3.19. Sea D un dominio compacto. Denotaremos por C(D) a la familia de todas las
funciones de operadores continuas definidas en D.

Definición 3.20. Dotamos de estructura algebraica a C(D) de la siguiente manera. Para cada
F,G ∈C(D) y λ ∈ C, H espacio de Hilbert y a ∈ D(H ):

(F +G)H (a) =FH (a)+GH (a),
(λF)H (a) =λFH (a),
(FG)H (a) =FH (a)GH (a),
(F∗)H (a) =(FH (a))∗.

Asimismo, si F ∈C(D) definimos

‖F‖= sup{‖FH (a)‖ : H es espacio de Hilbert,a ∈ D(H )}.
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Observación 3.21. F +G,λF,FG,F∗ ∈C(D). Asimismo, por 3.18 ‖F‖ es finito.

Teorema 3.22. Para cada dominio compacto D, el conjunto C(D) dotado con la estructura
algebráica y la norma definidas en 3.20 es un álgebra C∗.

Demostración. Sean λ ∈C, F,G∈C(D), H ,K espacios de Hilbert, a∈D(H ) y π : C∗(a)→
B(K ) una representación. Entonces F(a),G(a)∈C∗(a), por lo que F(a)+G(a),λF(a),F(a)G(a),
(F(a))∗ ∈ C∗(a). Con ello se satisface la primera condición de la definición 3.16.

Como π es representación, entonces

π((F +G)(a)) =π(F(a)+G(a)) = π(F(a))+π(G(a)),
=F(π(a))+G(π(a)) = (F +G)(π(a)),

π((λF)(a)) =π(λF(a)) = λπ(F(a)),
=λF(π(a)) = (λF)(π(a)),

π((F)∗(a)) =π((F(a))∗) = (π(F(a))∗,
=(F(π(a)))∗= (F)∗(π(a)).

Las propiedades algebráicas de la involución respecto a la suma, producto y producto por esca-
lares son consecuencia inmediata de que estas operaciones se hayan definido de manera puntual
en un álgebra involutiva.

Para demostrar que ‖ ‖ es una norma observamos lo siguiente:

‖F +G‖=sup{‖(F +G)(a)‖ : H es espacio de Hilbert,a ∈ D(H )},
≤sup{‖F(a)‖+‖G(a)‖ : H es espacio de Hilbert,a ∈ D(H )},
≤sup{‖F(a)‖ : H es espacio de Hilbert,a ∈ D(H )}
+ sup{‖G(a)‖ : H es espacio de Hilbert,a ∈ D(H )},

=‖F‖+‖G‖ ,
‖λF‖=sup{‖λF(a)‖ : H es espacio de Hilbert,a ∈ D(H )},

= |λ |sup{‖F(a)‖ : H es espacio de Hilbert,a ∈ D(H )},
= |λ |‖F‖ ,

Si ‖F‖=0, entonces ‖F(a)‖= 0 para cada espacio de Hilbert H y cada a ∈ D(H ),

por lo tanto F = 0.

Para probar que es un álgebra C∗ también será necesario mostrar que se satisface la identi-
dad C∗:

‖FF∗‖=sup{‖(FF∗)(a)‖ : H es espacio de Hilbert,a ∈ D(H )},
=sup{‖F(a)‖2 : H es espacio de Hilbert,a ∈ D(H )},
=‖F‖2 .

Finalmente demostramos que C(D) es completo respecto a esta norma. Sea (Fn)n∈N una
sucesión de Cauchy en C(D). Por la definición de dicha norma (Fn(a))n∈N es de Cauchy para
cada espacio de Hilbert H y cada a ∈ D(H ). Como C∗(a) es completo, esta sucesión es
convergente. Definimos F(a) = lı́mn→∞ Fn(a) y afirmamos que F ∈C(D):

Por construcción de F , F(a) ∈ C∗(a)
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Si π es una representación, entonces

π(F(a)) =π( lı́m
n→∞

Fn(a)) = lı́m
n→∞

(π(Fn(a))),

= lı́m
n→∞

Fn(π(a)) = F(π(a)).

Por lo tanto F ∈C(D).

Para comprender mejor la estructura de C(D) probaremos que esta álgebra C∗ es isomorfa
a C∗(b), con b elemento�-maximal de D.

Proposición 3.23. Sea D un dominio compacto y b un elemento maximal respecto a� de D.
Entonces la función

ϕ :C(D)→ C∗(b),
F 7→ F(b)

es un isomorfismo de álgebras C∗ de C(D) en C∗(b).

Demostración. Dado que la estructura algebráica en C(D) está definida de manera puntual
3.20, ϕ es homomorfismo de álgebras C∗. Además, si F(b)= 0, entonces por (3.2) 0≤‖F(a)‖≤
‖F(b)‖ = 0, es decir, F(a) = 0 para cada a ∈ D. Por lo tanto F ≡ 0 y ϕ es inyectiva. Será ne-
cesario probar que ϕ es sobreyectiva para concluir la demostración.

Sea x ∈ C∗(b). Por la Proposición 3.10 para cada espacio de Hilbert H y cada a ∈ D(H )
existe una única representación πa : C∗(b)→ B(H ) tal que πa(b) = a. Definimos F(a) =
πa(x). Veamos que F ∈C(D). Recordemos que C∗0(b) = {p(b) : p ∈ PN} es densa en C∗(b) y
que la representación πa es una función continua. De esta manera, si p ∈ PN , entonces

πa(p(b)) = p(π(b)) = p(a) ∈ C∗(a).

Por lo tanto πa : C∗(b)→C∗(a) y F(a) = πa(x)∈C∗(a). Sea ρ una representación de C∗(a) que
actúe en un espacio de Hilbert Hρ , entonces ρ(a) ∈ D(Hρ) y ρ(a) = ρ(πa(b)) = (ρ ◦πa)(b).
Por unicidad de la representación, ρ ◦πa = πρ(a) lo cual significa que

F(ρ(a)) = πρ(a)(x) = (ρ ◦πa)(x) = ρ(πa(x)) = ρ(F(a)).

Nótese también que πb es la identidad ya que πb(b) = b = 1(b) y la representación es única.
Ası́ F(b) = πb(x) = x, es decir, ϕ(F) = x. Por lo tanto ϕ es sobreyectiva, y en consecuencia
C(D) y C∗(b) son isomorfas.

El teorema clásico de Stone-Weierstrass asegura que si K es un compacto K ⊆ CN , el álge-
bra C∗ C(K) está generada por las funciones coordenadas. En el caso de dominios compactos
uno puede considerar a las funciones coordenadas X i dadas por X i(a) = ai, i = 1, ...,N con N la
dimensión del dominio D, H un espacio de Hilbert y a∈D(H ). La prueba de que X1, ...,XN ∈
C(D) se sigue inmediatamente de la Definición 3.16 y de la notación π(a) = (π(a1), ...,π(aN)).

Teorema 3.24. Para cada dominio compacto D de dimensión N, C(D) es generada por las
funciones coordenadas X1, ...,XN .

Demostración. Tomemos al isomorfismo ϕ definido en 3.23. Por 3.17 los polinomios p ∈ PN
son funciones de operadores continuas. Ası́mismo, recordemos que b1, ...,bN generan a C∗(b)
y que ϕ(X i) = bi para cada i = 1, ..,N. Por lo tanto X1, ...,XN generan a C(D).
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Corolario 3.24.1. Para cada dominio compacto D de dimensión N, C(D) es finitamente gene-
rada.

Teorema 3.25. Si F es una función de operadores continua, entonces para cada espacio de
Hilbert H la función FH : D(H )→B(H ) es continua respecto a la topologı́a inducida por
la norma uniforme.

Demostración. Sea F ∈ C(D). Por 3.24 F = lı́mn→∞ Fn, donde cada Fn es un polinomio en
X1,X1∗, ...,XN ,XN∗. Primero notamos que para cada espacio de Hilbert H e 1 ≤ i ≤ N, las
funciones X i y X i∗ son continuas: si a,b ∈ D(H ), entonces∥∥X i(a)−X i(b)

∥∥=∥∥ai−bi∥∥≤ sup
1≤ j≤N

∥∥a j−b j∥∥= ‖a−b‖ ,∥∥∥X i∗(a)−X i∗(b)
∥∥∥=∥∥∥ai∗−bi∗

∥∥∥= ∥∥ai−bi∥∥≤ ‖a−b‖ .

Las operaciones en B(H ) son continuas, por lo que cada Fn es una función continua de D(H )
en B(H ). La convergencia en norma en C(D) implica convergencia uniforme de funciones de
D(H ) en B(H ). Como el lı́mite uniforme de funciones continuas es una función continua,
entonces F : D(H )→B(H ) es una función continua, con lo cual concluimos la prueba del
teorema.

Definición 3.26. Sea D un dominio compacto de dimensión N y M ∈ Z+. Consideremos
S1, ...,SM ∈ C(D) y S = (S1, ...,SM). Dado un espacio de Hilbert H y a ∈ D(H ) definimos
SH (a) = (S1

H (a), ...,SM
H (a)) ∈B(H )M.

Observación 3.27. Sea D un dominio compacto, H un espacio de Hilbert, a∈D(H ), S1, ...,SM ∈
C(D) y π : C∗(a)→B(K ) una representación. Entonces

C∗(S(a))⊆ C∗(a),

π(S(a)) = S(π(a)).

Demostración. Para probar el primer enunciado es necesario notar que, para cada i∈{1, ...,M},
Si(a) ∈ C∗(a). Por lo tanto C∗(S(a))⊆ C∗(a).

Si π es una representación, entonces

π(S(a)) =π(S1(a), ...,SM(a)),

=(π(S1(a)), ...,π(SM(a))),

=(S1(π(a)), ...,SM(π(a))),
=S(π(a)).

Definición 3.28. Sean D1 y D2 dominios compactos de dimensión N1 y N2 respectivamente.
Supongamos que S ∈ C(D1)

N1 . Diremos que S es un morfismo de D1 en D2 si y sólo si para
cada espacio de Hilbert H y cada a ∈ D1(H ) se tiene que S(a) ∈ D2(H ). En tal caso lo
denotaremos por S : D1→ D2.

Definición 3.29. Si S : D1→D2 y F ∈C(D2), entonces para cada espacio de Hilbert H y cada
a ∈ D1H definimos S#(F)(a) = F(S(a)).
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Observación 3.30. Sean D1 y D2 dominios compactos, S : D1 → D2, F ∈ C(D2), entonces
S#(F) ∈C(D1).

Demostración. Sea H un espacio de Hilbert y a ∈ D1(H ). Como S es morfismo, entonces
S(a) ∈ D2(H ). Por otro lado F ∈ C(D2), ası́ F(S(a)) ∈ C∗(S(a)) ⊆ C∗(a), con lo cual se
satisface la primera condición de 3.16.

Si π : C∗(a)→B(K ) es una representación, entonces

π(S#(F)(a)) =π(F(S(a))),
=F(π(S(a))),
=F(S(π(a))),

=S#(F)(π(a)).

Definición 3.31. Supongamos que D1,D2 y D3 son dominios compactos de dimensión N1,N2 y
N3, respectivamente, y que S : D1→D2 y R : D2→D3. Definimos R◦S = (S#(R1), ...,S#(RN3)).

Observación 3.32. Si H es un espacio de Hilbert y a ∈D1(H ), entonces R◦S(a) = R(S(a)).

Demostración. Observe que

(R◦S)(a) =(S#(R1)(a), ...,S#(RN3)(a)),

=(R1(S(a)), ...,RN3(S(a))),
=R(S(a)).

Con ello R ◦ S es un morfismo de D1 en D3 y de esta forma podemos afirmar que los
dominios compactos junto con sus morfismos constituyen una categorı́a. De manera análoga a
la categorı́a de espacio topológicos compactos y funciones continuas, diremos que S : D1→D2
es un homeomorfismo si existe un morfismo R : D2→D1 tal que S◦R = Id y R◦S = Id. En tal
caso diremos que D1 y D2 son homeomorfos.

Observación 3.33. Sean D1 y D2 dominios compactos y S : D1→ D2 un morfismo. Entonces
S# : C(D2)→C(D1) es un homomorfismo unitario de álgebras C∗.

Demostración. Sean F,G ∈C(D2), λ ∈ C, H un espacio de Hilbert y a ∈ D1(H ). Entonces

S#(λF +G)(a) =(λF +G)(S(a)),
=λF(S(a))+G(S(a)),

=λS#(F)(a)+S#(G)(a),

=(λS#(F)+S#(G))(a).

S#(FG)(a) =(FG)(S(a)),
=F(S(a))G(S(a)),

=S#(F)(a)S#(G)(a),

=(S#(F)S#(G))(a).

S#(F∗)(a) =F∗(S(a)),
=(F(S(a)))∗,

=(S#(F)(a))∗
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Para probar que es un homomorfismo unitario recurrimos a la Proposición 3.23. Tenemos
que 1C(D2) es la función de operadores continua tal que si a ∈ D2(H ), entonces 1C(D2)(a) =
1 ∈ C∗(a). Luego S#(1C(D2))(a) = 1C(D2)(S(a)) = 1 ∈ C∗(a). Por lo tanto S# es homomorfismo
unitario de álgebras C∗.

Veremos que todo homomorfismo χ : C(D2)→C(D1) es de la forma S# para algún morfis-
mo S : D1→ D2.

Proposición 3.34. Sean D1 y D2 dominios compactos y χ : C(D2)→C(D1) un homomorfismo
unitario de álgebras C∗. Entonces existe un único morfismo S : D1→ D2 tal que χ = S#.

Demostración. Sea N2 la dimensión de D2 y X1, ...,XN2 las funciones coordenadas en el domi-
nio D2. Para cada i∈ {1, ...,N2} definimos Si = χ(X i)∈C(D1) y S = (S1, ...,SN2). Mostraremos
que S es un morfismo de D1 en D2, es decir, para cada espacio de Hilbert H y cada a∈D1(H ),
S(a) ∈ D2(H ).

Sea b ∈D2(K ) un elemento maximal respecto a� de D2 y sea ϕ el isomorfismo definido
en la Proposición 3.23 . Si definimos ϕa : C(D1)→B(H ) como ϕa(F) = F(a), entonces por
la proposición citada tenemos que ϕa es un homomorfismo unitario de álgebras C∗. Definimos
ρ como la siguiente composición de homomorfismos unitarios:

ρ : C∗(b)
ϕ−1

−−→C(D2)
χ−→C(D1)

ϕa−→B(H ).

En primer lugar ρ es una representación de C∗(b), además para cada i ∈ {1, ...,N2} se tiene
que

ρ(bi) =(ϕa ◦χ ◦ϕ
−1)(bi),

=(ϕa ◦χ)(X i),

=ϕa(Si),

=Si(a).

Como b∈D2(K ) y ρ es representación, entonces ρ(b)∈D2(H ). Por lo tanto S(a)∈D2(H )
y S es un morfismo de D1 en D2.

Además, si a ∈ D1(H ), entonces

χ(X i)(a) = Si(a) = X i(S(a)) = S#(X i)(a),

es decir, χ(X i) = S#(X i) para cada i ∈ {1, ...,N2}. Por el Teorema 3.24 C(D2) es generada
por X1, ...,XN2 , ası́ que χ está completamente determinado por los valores que toma en los
generadores. En consecuencia, como S# coincide con χ en cada uno de los generadores χ = S#

y S es único.

Teorema 3.35. Sea A un álgebra C∗ con 1 finitamente generada. Entonces existe un dominio
compacto D tal que A es isomorfa a C(D). El dominio está definido de manera única, salvo
por homeomorfismo.

Demostración. Por [Wil19, Cor 4.29] podemos asumir que A⊆B(K ) para algún espacio de
Hilbert separable K . Sean b1, ...,bN ∈ A los generadores de A y b = (b1, ...,bN). Para cada
espacio de Hilbert definimos

D(H ) = {a ∈B(H )N : a� b}.
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Por 3.14 D es un dominio compacto, b es maximal en D, y por 3.23 C(D) es isomorfa a C∗(b) =
A.

Supongamos que D1 y D2 son dominios compactos tales que C(D1) y C(D2) son isomorfas
a A, entoces C(D1) y C(D2) son isomorfas entre si. Sea ψ : C(D2)→C(D1) un isomorfismo
entre ellas. Por 3.34 existe un único morfismo S : D1→ D2 tal que S# = ψ . Veamos que S es
un homeomorfismo. Como ψ−1 también es isomorfismo, entonces existe R : D2→ D1 tal que
R# = ψ−1 y R◦S : D1→ D1. Sea H un espacio de Hilbert y a ∈ D1(H ), entonces

R◦S(a) =(S#(R1)(a), ...,S#(RN)(a)),

=(S#(ψ−1(X1))(a), ...,S#(ψ−1(XN))(a)),

=(ψ(ψ−1(X1))(a), ...,ψ(ψ−1(XN))(a)),

=(X1(a), ...,XN(a)),

=(a1, ...,aN),

=a.

Ası́ R◦S = Id y de manera análoga S◦R = Id y el teorema queda demostrado.

Definición 3.36. Sea A un álgebra y a,b ∈ A. Se define el conmutador de a y b como [a,b] =
ab−ba. Dos elementos a,b ∈ A conmutan si y sólo si [a,b] = 0.

Definición 3.37. Sea U ⊆A. Se define el conmutador de U como U ′= {a∈A :∀v∈U (av = va)}=
{a ∈ A : ∀v ∈U ([a,v] = 0)}.

Lema 3.38. Sea A un álgebra C∗ y B una subálgebra C∗ de A. Supongamos que para cuales-
quiera representaciones de A, π,π ′, si π�B = π ′�B, entonces π = π ′. Entonces A=B.

Demostración. Notemos que dado un subespacio cerrado y un punto fuera de éste existe una
funcional que separa al punto y al subespacio. Por lo tanto será suficiente probar que si f ∈
A∗, entonces si f (b) = 0 para cada b ∈ B f también se anula en todo A. Sea f ∈ A∗ con
tales caracterı́sticas. Por [KR97a, Cor 4.3.7], f se escribe como combinación lineal de a lo
más cuatro estados, a saber f = ρ + ıσ , con ρ y σ funcionales hermitianas y ρ = ρ+−ρ−,
σ = σ+−σ−, cada una de ellas una funcional positiva, en particular, cada una de ellas es
un múltiplo escalar de un estado. De esta manera podemos expresar a f como combinación
lineal de estados, f = ∑

4
i=1 λiωi, con λi ∈ C y ωi estado para 1 ≤ i ≤ 4, de tal forma que

λ1ω1 = ρ+,λ2ω2 = −ρ−,λ3ω3 = ıσ+,λ4ω4 = −ıσ−. Por el Teorema de representación de
GNS, para cada uno de los estados existe una única representación cı́clica {πi,Hi} con vector
cı́clico ξi. Definimos H =

⊕4
i=1 Hi y π =

⊕4
i=1 πi : A→B(H ). Entonces, para cada a ∈ A:

f (a) =
4

∑
i=1

λiωi(a),

=
4

∑
i=1

λi 〈πi(a)ξi,ξi〉 .

Sea V ∈ B(H ) un operador unitario que conmute con π(b) para cada b ∈ B. Para ca-
da a ∈ A definimos π ′(a) = V ∗π(a)V . Entonces π ′ es una representación de A y π�B = π ′�B.
Por hipótesis π = π ′, es decir, V conmuta con π(a) para cada a ∈ A y cada operador unitario
V ∈B(H ) que conmute con todos los elementos de π(B). Notemos primero que π(B)′ es
un álgebra C∗ y que sus elementos unitarios son exactamente aquellos elementos unitarios de
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B(H ) que conmutan con todos los elementos de π(B). Por el Teorema de Russo-Dye [Dav96,
Teo I.8.4] la bola unitaria de un álgebra C∗ unitaria es la cerradura del casco convexo del con-
junto de los elementos unitarios del álgebra, de tal manera que para cada a ∈ A, π(a) conmuta
con todos los elementos de A, es decir, π(A)⊆ π(B)′′. En virtud del Teorema del Doble Con-
mutador [Arv98, Teo 1.2.1] π(B) es denso en π(A), tanto en la topologı́a de operadores fuerte,
como en la débil. Por lo tanto, dado a ∈ A, existe una red bα ∈B tal que π(a) = w-limπ(bα).
En consecuencia

f (a) = f (w-limbα),

=
4

∑
i=1

λi 〈w-limπi(bα)ξi,ξi〉 ,

= lı́m
4

∑
i=1

λi 〈πi(bα)ξi,ξi〉 ,

= lı́m f (bα),

=0,

con lo cual el lema queda demostrado.

Teorema 3.39. Sea D un dominio compacto de dimensión N y S1, ...,SM ∈C(D). Supongamos
que para cualquier espacio de Hilbert H y para cada a1,a2 ∈ D(H ) se tiene que S(a1) =
S(a2)⇒ a1 = a2. Para cada espacio de Hilbert H definimos

D1(H ) = {S(a) : a ∈ D(H )}.

Además, si c ∈D1(H ) entonces definimos Rk(c) = ak, donde a es el único elemento de D(H )
tal que S(a) = c. Entonces D1 es un dominio compacto, R1, ...,RN ∈C(D1) y R = (R1, ...,RN)
es un morfismo de D1 en D. Este morfismo es el inverso de S.

Demostración. En 3.34 se observó que para cada espacio de Hilbert H y cada a ∈ D(H ),
C∗(S(a))⊆ C∗(a). Sean π,π ′ representaciones de C∗(a) que coincidan en C∗(S(a)). Entonces

S(π(a)) = π(S(a)) = π
′(S(a)) = S(π ′(a)).

Por inyectividad de S se tiene que π = π ′, y por el Lema 3.38 C∗(a) = C∗(S(a)).
Veamos que D1 es un dominio compacto. Sea b un elemento maximal de D. Para cada

espacio de Hilbert H y cada a ∈B(H )M los siguientes enunciados son equivalentes:

1. a ∈ D1(H ).

2. Existe x� b tal que S(x) = a.

3. Existe una representación π : C∗(a)→B(H ) tal que S(π(b)) = a.

4. Existe una representación π : C∗(S(a))→B(H ) tal que π(S(b)) = a.

5. a� S(b).

(1⇔ 2) se sigue de la definición de D1 y de 3.14. a ∈D1(H ) si y sólo si existe x ∈D(H )
tal que a = S(x), por otro lado D(H ) = {d ∈B(H )N : d� b}. Por lo tanto, existe x� b tal
que S(x) = a. De manera similar, si x� b y S(x) = a, entonces x ∈ D(H ) y a ∈ D1(H ).
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(2⇔ 3) y (4⇔ 5) se siguen de 3.10. x � b, si y sólo si existe una representación π :
C∗(b)→B(H ) tal que π(b) = x, por lo que S(x) = S(π(b)). Para concluir basta recordar que
π(S(x)) = S(π(x)).

Para mostrar (3⇔ 4) basta agregar que C∗(a) =C∗(S(a)), de forma que toda representación
π : C∗(a)→B(H ) es también una representación π : C∗(S(a))→B(H ) y viceversa.

Finalmente, de la equivalencia (1⇔ 5) se muestra que D1(H )= {a∈B(H )M : a� S(b)},
con lo cual se prueba que D1 es un dominio compacto.

A continuación demostraremos que D y D1 son isomorfos. Supongamos que c ∈ D1(H ),
por definición existe a∈D(H ) tal que c= S(a) = (S1(a), ...,SM(a)). Para 1≤ k≤N definimos
Rk(c) = ak y notamos que

Rk(c) = ak ∈ C∗(a) = C∗(S(a)) = C∗(c),

por lo tanto Rk satisface la primera condición de la definición de función de operador continua.
Supongamos que π es una representación de C∗(c), entonces

π(c) =π(S(a)),

=π(S1(a), ...,SM(a)),

=(π(S1(a)), ...,π(SM(a))),

=(S1(π(a)), ...,SM(π(a))),

por lo tanto Rk(π(c)) = π(ak) = π(Rk(c)), con lo cual se satisface la segunda condición de la
definición y se demuestra que Rk ∈C(D1).

Para concluir, si c ∈ D1(H ), entonces existe a ∈ D(H ) tal que S(a) = c y R(S(a)) =
R(c) = (R1(c), ...,RN(c)) = (a1, ...aN) = a. Por lo tanto R es un morfismo R : D1 → D y es
inverso de S.

Teorema 3.40. 1. Sea F una función de operadores continua definida en un dominio com-
pacto de dimensión N, D, entonces la familia D′ = {(a1,a2, ...,aN ,F(a1, ...,aN))} es el
dominio compacto de dimensión N +1.

2. Sea D′ un dominio compacto de dimensión N+1 tal que para cada espacio de Hilbert H
y cada a ∈B(H)N existe a lo más un b ∈B(H) para el cual (a1,a2, ...,aN ,b) ∈D′(H ).
Si denotamos por D(H ) al conjunto de aquellos a∈B(H)N para los cuales el operador
b existe y definimos FH (a) = b se tiene que:

D es un dominio compacto de dimensión N.

F es una función de operadores continua definida en D.

Demostración. Empecemos por probar la primera afirmación, para ello definimos para cada
espacio de Hilbert H y a ∈ D(H ):

Sk(a) =

{
ak si 1≤ k ≤ N
F(a) si k = N +1.

y S = (S1, ...,SN ,SN+1).

Notemos que Sk ∈C(D) si 1 ≤ k ≤ N +1, las primeros N ya que corresponden a las coor-
denadas y la última por hipótesis. Ası́mismo, si H es un espacio de Hilbert y a,b ∈ D(H )
son tales que S(a) = S(b), entonces por definición de S tenemos que a = b. Basta notar que



48 CAPÍTULO 3. UN TEOREMA DE GELFAND-NAIMARK NO CONMUTATIVO

S satisface las hipótesis de 3.39, D′(H ) = {S(a) : a ∈ D(H )} y por dicho teorema podemos
afirmar que D′ es un dominio compacto.

Para probar la segunda parte tomemos un dominio compacto de dimensión N + 1, D′, que
satisfaga las hipótesis de la proposición, y un espacio de Hilbert H . Para cada a ∈ D′(H )
definimos Sk(a) = ak si 1≤ k≤ N y S = (S1, ...,SN). Sean a,b ∈D′(H ) tales que S(a) = S(b),
entonces ak = bk si 1 ≤ k ≤ N, y por hipótesis existe un único elemento c ∈ B(H ) tal que
(a1, ...,aN ,c)∈D′(H ), a saber aN+1 = c = bN+1. Por lo tanto a = b, se satisfacen las hipótesis
del Teorema 3.39 y D(H ), que coincide con {S(a) : a ∈ D′(H )}, es un dominio compacto y
F ∈C(D), ya que FH (a) = RN+1(a), donde R es el morfismo inverso de S.

Definición 3.41. La familia D de conjuntos D(H )⊆ C (H )N es llamada dominio medible de
dimensión N si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Para cualesquiera espacios de Hilbert H ,K , cualquier a ∈D(H ) y cualquier operador
unitario U : H →K se tiene que UaU∗ ∈ D(K ).

2. Para cualquier espacio de medida (Λ,µ) y cualquier campo medible de espacios de Hil-
bert {H (λ )}λ∈Λ ∫ ⊕

Λ

a(λ )dµ(λ ) ∈ D
(∫ ⊕

Λ

H (λ )dµ(λ )

)
si y sólo si a(λ ) ∈ D(H )(λ )) casi dondequiera.

Teorema 3.42. Todo dominio compacto es un dominio medible.

Demostración. Empezaremos por mostrar que se satisface la primera condición de la defini-
ción. Sea D un dominio compacto de dimensión N, H ,K espacios de Hilbert y a ∈ D(H ).
Sea U : H →K unitario y w ∈ PN , entonces

‖w(UaU∗)‖=∑wi1...iM(Uaεi1U∗)(Uaεi2U∗)...(UaεiMU∗),

=
∥∥∑wi1...iMUaεi1 aεi2 ...aεiMU∗

∥∥ ,
=
∥∥U(∑wi1...iM aεi1 aεi2 ...aεiM )U∗

∥∥ ,
≤‖U‖

∥∥(∑wi1...iM aεi1 aεi2 ...aεiM )
∥∥‖U∗‖ ,

=‖w(a)‖ ,

de 3.10 tenemos que UaU∗� a y al mismo tiempo a� b para algún elemento maximal b ∈D,
ası́ UaU∗� b y UaU∗ ∈ D(K ).

Para probar la segunda condición tomemos un espacio de medida (Λ,µ) y un campo medi-
ble de espacios de Hilbert {Hλ}λ∈Λ. Supongamos que {ak(λ )}λ∈Λ son campos medibles de
operadores acotados para k ∈ {1, ...,N}.

Sea b ∈B(K )N . Si a(λ )� b casi dondequiera, entonces para dichos λ ∈ Λ se tiene que
‖w(a(λ ))‖ ≤ ‖w(b)‖ para cada w ∈ PN , entonces∥∥∥∥w(

∫ ⊕
Λ

a(λ )dµ(λ ))

∥∥∥∥=∥∥∥∥∫ ⊕
Λ

w(a(λ ))dµ(λ )

∥∥∥∥ ,
=supes

λ∈Λ

‖w(a(λ ))‖ ,

≤‖w(b)‖ ,
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con ello se asegura que a =
∫⊕

Λ
a(λ )dµ(λ )� b y en consecuencia a ∈ D(

∫⊕
Λ

Hλ dµ(λ )).
Supongamos ahora que

∫⊕
Λ

a(λ )dµ(λ )� b, entonces para todo w ∈ PN se tiene que

supes
λ∈Λ

‖w(a(λ ))‖=
∥∥∥∥∫ ⊕

Λ

w(a(λ ))dµ(λ )

∥∥∥∥ ,
=

∥∥∥∥w(
∫ ⊕

Λ

a(λ )dµ(λ ))

∥∥∥∥ ,
≤‖w(b)‖ .

Lo anterior significa que para cada w ∈ PN existe un conjunto Λw ⊆ Λ tal que µ(Λw) = 0
y ‖w(a(λ ))‖ ≤ ‖w(b)‖ si λ ∈ Λ \Λw. Definimos Λ0 =

⋃
w∈P0

N
Λw, dado que P0

N es nume-

rable tenemos que µ(Λ0) = 0 y ‖w(a(λ ))‖ ≤ ‖w(b)‖ si w ∈ P0
N ,λ ∈ Λ \Λ0. Por densidad

de P0
N el resultado se extiende a todos los elementos de PN . Con ello hemos demostrado que

‖w(a(λ ))‖ ≤ ‖w(b)‖ casi dondequiera, es decir a(λ )� b c.d.
Concluimos que∫ ⊕

Λ

a(λ )dµ(λ )� b si y sólo si a(λ )� b casi dondequiera.

Finalmente, recordamos que D(
∫⊕

Λ
H (λ )dµ(λ )) = {a ∈B(

∫⊕
Λ

H (λ )dµ(λ ))N : a� b}, con
lo cual

∫⊕
Λ

a(λ )dµ(λ ) ∈ D(
∫⊕

Λ
H (λ )dµ(λ )) y queda demostrada la segunda condición de la

definición.

Observación 3.43. En general, la imagen de un dominio compacto bajo una función de ope-
radores continua no es un dominio compacto.

Demostración. Sea H un espacio de Hilbert. Definimos

D(H ) ={(U,V ) ∈B(H )2 : U,V son operadores unitarios y UV = eiVU},
S(U,V ) =U, si (U,V ) ∈ D(H ).

Afirmamos que D es un dominio compacto y S ∈C(D). Para probar la primera condición
consideremos a = (a1,a2) ∈ D(H ) y π una representación de C∗(a) en B(K ), entonces

π(a1)(a2) = π(a1a2) = π(eia2a1) = ei
π(a1)π(a2).

Recordemos que si U ∈B(H ) es unitario, entonces ‖U‖ = 1, ası́ supa∈D(H )

∥∥∥aλ

∥∥∥ ≤ 1, con

lo cual se satisface la tercera condición. Sea a ∈ B(H)2 y {πλ}λ∈Λ una familia de repre-
sentaciones de C∗(a) tal que

⋂
λ∈Λ kerπλ = {0} y π(a) ∈ D(Hλ ) para cada λ ∈ Λ, entonces

πλ (a1a2−eia2a1) = 0 para cada λ ∈Λ y se comprueba que a∈D(H ) y que éste es un dominio
compacto. Basta notar que S es una función coordenada, por lo tanto S ∈C(D).

Dado un espacio de Hilbert H definimos

D1(H ) ={S(U,V ) : (U,V ) ∈ D(H )},
={U ∈B(H ) : existe V ∈B(H ) tal que (U,V ) ∈ D(H )},

y afirmamos que éste no es un dominio compacto, para ello veremos que tampoco es un dominio
medible.

Sea U ∈ D1(H ). Entonces /0 6= σ(U)⊆ S1 ⊆ C. Como V es unitario, entonces V−1UV =
eiU . Notemos que V−1UV − λ1 = V−1 (U−λ1)V para λ ∈ C, por lo que V−1UV − λ1 es
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invertible si y sólo si U − λ1 lo es y σ(V−1UV ) = σ(U). Al usar este resultado y el cálcu-
lo funcional para funciones continuas tenemos que σ(U) = eiσ(U), es decir, el espectro es
invariante bajo rotaciones de 1 radián. Recordemos que toda rotación de ángulo [0,2π] se
puede escribir de la forma 2πt con t ∈ [0,1]. Al tomar un punto p ∈ S1 la órbita de dicho
punto bajo la acción del grupo de rotaciones generada por el ángulo 2πt será finita si t ∈ Q
y densa en S1 si t ∈ I. Dado que σ(U) es compacto, necesariamente σ(U) = S1. Por otro
lado, dado que U es normal, C∗(U) es isomorfa a C(S1). Por [Mur90, Teo 4.4.4] existe una
medida positiva regular Boreliana, µ , tal que el álgebra de von Neumann generada por U es
isomorfa a L∞(S1,µ). Por [Dou98, Cor 4.53] C(S1) es w∗-denso en L∞(S1,µ) de modo que
supp(µ) = S1, por lo tanto existe B ( S1 medible tal que 0 < µ(B) < µ(S1) y L∞(S1,µ) =
{ f : supp( f )⊆ B}⊕{ f : supp( f )⊆ S1 \B}. En consecuencia U se puede descomponer de la
forma U = U1⊕U2 con σ(U1),σ(U2) ( S1, por lo que U1,U2 /∈ D1(H ). Ésto significa que
D1 no satisface la segunda condición de la Definición 3.41, y por el Teorema 3.42 tampoco es
compacto.



Capı́tulo 4

Ejemplos y aplicaciones

4.1. El producto libre C2 ∗C2

Definición 4.1. Sean A1,A2 y D álgebras C∗ y supongamos que existen homomorfismos∗ γi :
D→ Ai. El pushout de (A1,A2,D,γ1,γ2) es la única álgebra C∗ denotada por A1 ∗DA2, junto
con los homomorfismos ιi : Ai → A1 ∗D A2 que satisfacen la ecuación ι1 ◦ γ1 = ι2 ◦ γ2 y la
siguiente propiedad:

D A1

A2 A1 ∗D A2

B

γ1

γ2 ι1 ϕ1
ι2

ϕ2

ϕ

En lo que sigue nos restringiremos al caso en que D = C, las álgebras son unitarias y los
homomorfismos∗ son unitarios. La notación utilizada será A1 ∗A2.

Proposición 4.2. Sea H un espacio de Hilbert y D(H ) = {(P,Q) ∈B(H )2 : P2 = P, Q2 =
Q, P∗=P, Q∗=Q}. Afirmamos que D= {D(H ) : H es un espacio de Hilbert} es un dominio
compacto.

Demostración. Veamos que se satisfacen las tres condiciones de la definición.

Sea H un espacio de Hilbert y a = (P,Q) ∈ D(H ). Si K es un espacio de Hilbert
y π : C∗(a)→B(K ) una representación, entonces π(P)2 = π(P2) = π(P) y π(P)∗ =
π(P∗) = π(P). Se observa el mismo comportamiento al aplicar π a Q, por lo que π(a) ∈
D(K ).

Sea a = (R,S) ∈B(H )2 y {πλ : C∗(a)→B(Hλ )}λ∈Λ una familia de representaciones
separadora y supongamos sin pérdida de generalidad que R no es una proyección, es
decir, R2−R 6= 0 o R∗−R 6= 0. Entonces existe λ ∈Λ tal que πλ (R)2 6= πλ (R) o πλ (R)∗ 6=
πλ (R), y en cualquiera de estos casos concluimos que πλ (a) /∈ D(Hλ ).

Para probar que se satisface la tercera condición basta recordar que si P es proyección,
entonces ‖P‖ ≤ 1, ası́ supa∈D(H )

∥∥ai
∥∥≤ 1 = M para cualquier espacio de Hilbert H .

51
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Teorema 4.3. C2 ∗C2 ∼=C(D).

Demostración. Veamos que C(D) satisface la propiedad universal. Es necesario empezar por
definir γi, ιi, i = 1,2. Notemos que necesariamente γi(z) = (z,z), i = 1,2, z ∈C. Consideremos
X1,X2, las funciones coordenada en D y recordemos que éstas generan a C(D). Definimos

ι1((1,0)) =X1,

ι2((1,0)) =X2.

Veamos que éstos están bien definidos. Sean (x,y),(z,w) ∈C2 y λ ∈ C. Empezamos por des-
componer (x,y) = y(1,1)+(x− y)(1,0) y (z,w) = w(1,1)+(z−w)(1,0), entonces:

ιi((x,y)+(z,w)) =ιi((x+ z,y+w)),

=(y+w)1+((x+ z)− (y+w))X i,

=y1+(x− y)X i +w1+(z−w)X i,

=ιi((x,y))+ ιi(z,w).
ιi((x,y)(z,w)) =ιi((xz,yw)),

=(yw)1+(xz− yw)X i,

=yw1+(yz− yw+wx−wy)X i +(xz− xw− yz+ yw)(X i)2,

=
(
y1+(x− y)X i)(w1 = (z−w)X i) ,

=ιi((x,y))ιi(z,w).
ιi((x,y)∗) =ιi((x,y)),

=y1+(x− y)X i,

=
(
y1+(x− y)X i)∗ ,

=ιi((x,y))∗.

Ası́, los homomorfismos∗ ιi están bien definidos. Además

ι1 ◦ γ1(z) =ι1((z,z)),
=z1,
=ι2((z,z)),
=ι2 ◦ γ2(z).

Ahora veamos que son encajes, para ello tomamos 0 6= (z,w) ∈C2. Usamos la misma descom-
posición que antes para obtener ι1((z,w)) =w1+(z−w)X1 y afirmamos que w1+(z−w)X1 6≡
0. Si z = w el resultado es inmediato. Supongamos que z 6= w y recordemos que la identidad y
0 siempre son proyecciones, entonces (w1+(z−w)X1)(P,Q) = w1+(z−w)P. Si w = 0 toma-
mos P = 1 y se tiene que ι1((z,w)) = zP 6= 0, si w 6= 0 tomamos P = 0 y ι1((z,w)) = w1 6= 0.
Por un proceso análogo se demuestra que ι2 es encaje.

Para concluir es necesario probar que si A es un álgebra C∗ y ϕi : C2 → A, i = 1,2 son
homomorfismos∗, entonces se factorizan de manera única por medio de un homomorfismo∗

ϕ : C(D)→ A. Sea ϕ(X1) = ϕ1((1,0)) y ϕ(X2) = ϕ2((1,0)), ası́ ϕ ◦ ιi = ϕi. Nuevamente,
el que ϕ esté bien definido y su unicidad está garantizado por el hecho de que C2 y C(D)
son generadas por (1,0) y {X1,X2}, respectivamente. En consecuencia C(D) coincide con el
producto libre C2 ∗C2.
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Observación 4.4. Si D es un dominio compacto y H es un espacio de de Hilbert, entonces
es posible que D(H ) = /0. Para notar lo anterior basta considerar el álgebra A = Mn(C)
para n ≥ 2, D el dominio compacto asociado a ésta, y H = C. Dado que toda funcional
multiplicativa en A es 0 [Dou98, Ejercicio 2.5], no existen representaciones de álgebra unitaria
ρ : A→B(H ) = C y D(H ) = /0.

4.2. El producto libre de álgebras C∗

Definición 4.5. Un espacio de Hilbert punteado es un par (H ,ξ ) en el cual H es un espacio
de Hilbert sobreC y ξ ∈H es un vector unitario. Si (H ,ξ ) es un espacio de Hilbert punteado,
entonces denotamos por H ◦ al complemento ortogonal del subespacio generado por ξ :

H ◦ = H 	Cξ = {h ∈H : 〈h,ξ 〉= 0} .

Si H =Cξ ⊕H ◦ denotaremos por h◦ a los elementos de H ◦, y por Pξ ,P
⊥
ξ

: H →H a las
proyectiones ortogonales sobre Cξ y H ◦, respectivamente.

Definición 4.6. Sea (Hi,ξi)i∈I una familia de espacios de Hilbert punteados. Su producto libre
∗i∈IHi = (H ,ξ ) está dado por

H = Cξ ⊕
⊕
n≥1

( ⊕
i1 6=...6=in

H ◦
i1 ⊗ . . .⊗H ◦

in

)
.

Lema 4.7. Si (H1,ξ1) y (H2,ξ2) son espacios de Hilbert punteados y (H ,ξ ) es su producto
libre, entonces existen encajes de B(Hι) en B(H ) para ι = 1,2.

Demostración. Para ι fija definimos

H (ι) = Cξ ⊕
⊕
n≥1

 ⊕
i1 6=...6=in

i1 6=ι

H ◦
i1 ⊗ . . .⊗H ◦

in

 ,

y afirmamos que H ∼= Hι ⊗H (ι). Para demostrar dicha afirmación se exhibirá un isomorfis-
mo Vι : H →Hι ⊗H (ι). Nótese que será suficiente definir Vι en los tensores puros y en los
elementos de la suma que determinan a H , y mostrar que Vι preserva el producto interior para
garantizar que dicha definición se puede extender a todo el espacio. Supongamos que h◦i j

∈H ◦
i j

y que i1 6= . . . 6= in

Vi(ξ ) =ξi⊗ξ ,

Vi(h◦i1⊗ . . .⊗h◦in) =


h◦i1⊗

(
h◦i2⊗ . . .⊗h◦in

)
si bi1 = ι y n≥ 2,

h◦i1⊗ξ si i1 = ι y n = 1,

ξι ⊗
(

h◦i1⊗ . . .⊗h◦in

)
si i1 6= ι .

En primer lugar veamos que Vι está bien definido. Como los elementos de la forma x = λξ +
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∑
n≥1

∑
i1 6=...6=in

(h◦i1⊗ . . .⊗h◦in) generan a H nos limitaremos a trabajar con éstos.

Vι(x) =Vι

(
λξ + ∑

n≥1
∑

i1 6=...6=in

(h◦i1⊗ . . .⊗h◦in)

)
,

=λVι(ξ )+ ∑
n≥1

∑
i1 6=...6=in

Vι

(
h◦i1⊗ . . .⊗h◦in

)
,

=λ (ξι ⊗ξ )+(h◦ι ⊗ξ )+ ∑
n≥2

∑
i1 6=...in

i1=ι

h◦i1⊗ (h◦i2⊗ . . .⊗h◦in)+ ∑
n≥1

∑
i1 6=...in

i1 6=ι

ξι ⊗ (h◦i1⊗ . . .⊗h◦in),

=(λξι +h◦ι )⊗ξ +(ξ ◦ι +h◦ι )⊗∑
n≥1

∑
i1 6=...6=ın

i1 6=ι

(h◦i1⊗ . . .⊗h◦in),

con lo cual se verifica que Vι(x)∈Hι⊗H (ι). También se observa que Vι preserva el producto
interior, al tomar x como se hizo anteriormente y y = βξ + ∑

n≥1
∑

i1 6=...6=in
(g◦i1⊗ . . .⊗g◦in), se tiene

que

〈x,y〉=λβ + ∑
n≥1

∑
i1 6=...ın

〈
h◦i1,g

◦
i1

〉
. . .
〈
h◦in,g

◦
in

〉
,

=〈Vι(x),Vι(y)〉 .

Dado que Hι se puede descomponer como Cξι ⊕H ◦
ι , los generadores de Hι ⊗H (ι) son de

la forma z = (λξι +h◦ι )⊗

βξ + ∑
n≥1

∑
i1 6=...6=in

i1 6=ι

(h◦i1 . . .⊗h◦in)

, por lo que de manera a análoga la

definición de Vι construimos Wι : Hι ⊗H (ι)→H por medio de

Wι(ξι ⊗ξ ) =ξ ,

Wι(h◦ι ⊗ξ ) =h◦ι ,
Wι(ξι ⊗ (h◦i1⊗ . . .⊗h◦in)) =h◦i1⊗ . . .⊗h◦in,

Wι(h◦ι ⊗ (h◦i1⊗ . . .⊗h◦in)) =h◦ι ⊗h◦i1⊗ . . .⊗h◦in.

Se corrobora que Wι y Vι son inversos, por lo que Vι es unitario. Finalmente definimos el encaje
de B(Hι) en B(H ) como

T 7→ λι(T ) =V−1
ι (T ⊗1H (ι))Vι .

Nótese que λι es una representación de B(Hi) en B(∗i∈IHi).

Definición 4.8. La representación λι utilizada en 4.7 es conocida como la representación regu-
lar izquierda.

Teorema 4.9. Sean A1 y A2 álgebras C∗ con 1 y finitamente generadas tales que A1 ∼=C(D1)
y A2 ∼=C(D2), donde D1,D2 son dominios compactos de dimensión N1 y N2 respectivamente.
Entonces A1 ∗A2 ∼=C(D) con D dado de la siguiente manera:

D(H )= {(a1, . . . ,aN1+N2)∈B(H )N1+N2 : (a1, . . . ,aN1)∈D1(H ), (aN1+1, . . . ,aN1+N2)∈D2(H )}
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Demostración. En 4.4 se observó que si D es el dominio compacto asociado a un álgebra A,
entonces es posible que para algún espacio de Hilbert H su respectivo dominio compacto
D(H ) sea vacı́o. Por ello es relevante destacar que gracias a 4.7 podemos asegurar que si H
es tal que a ∈ D(H ), entonces para cualquier espacio de Hilbert K se tiene que λH (a) ∈
D(H ∗K ), ésto debido a que λH es encaje y ‖w(λH (a))‖ = ‖λH (w(a))‖ = ‖w(a)‖ para
cada w ∈ PN . Como consecuencia de lo anterior, si (a1, . . . ,aN1) ∈ D1(H1) y (b1, . . . ,bN2) ∈
D2(H2) entonces (λH1a1, . . . ,λH1aN1,λH2b1, . . . ,λH2bN2) ∈ D(H1 ∗H2) y se garantiza que
trabajamos con un objeto no trivial. Empecemos por demostrar que D es un dominio compacto.
En efecto:

1. Sea H un espacio de Hilbert, a ∈ D(H ) y π : C∗(a)→ B(Hπ) una representación
de C∗(a). Definimos a1 = (a1, . . . ,aN1) y a2 = (aN1+1, . . . ,aN1+N2). Notamos que a1 ∈
D1(H ) y a2 ∈ D2(H ), además tanto C∗(a1) como C∗(a2) son subálgebras de C∗(a),
de esta manera π también es representación de éstas y se tiene que π(a1) ∈ D1(Hπ) y
π(a2) ∈ D2(Hπ). Por lo tanto π(a) ∈ D(Hπ)

2. Sea a ∈ B(H ) y {πλ} una familia fiel de representaciones de C∗(a) tal que πλ (a) ∈
D(Hλ ) para cada λ . Por la definición que se dió de D tenemos que πλ (a1) ∈ D1(Hλ ) y
πλ (a2) ∈ D2(Hλ ), además {πλ} también es familia fiel para

C∗(a1) y para C∗(a2), por lo tanto a1 ∈ D1(H ), a2 ∈ D2(H ) y en consecuencia a ∈
D(H ).

3. Como D1 y D2 son dominios compactos existen M1,M2 ≥ 0 tales que

sup
b1∈D1(H )

∥∥bi
1
∥∥≤M1,

sup
b2∈D2(H )

∥∥bi
1
∥∥≤M2,

para cualquier espacio de Hilbert H . Sea M = máxM1,M2, entonces si H es un espacio
de Hilbert y a ∈D(H ) se tiene que a es de la forma a = (a1, . . . ,aN1 ,aN1+1, . . . ,aN1+N2),
con (a1, . . . ,aN1) ∈ D1(H ) y (aN1+1, . . . ,aN1+N2) ∈ D2(H ). Se sigue que

sup
a∈D(H )

∥∥ai∥∥≤M,

independientemente del espacio de Hilbert que se tome.

Para concluir la prueba es necesario mostrar que C(D) satisface la propiedad universal. Los
morfismos γi, i = 1,2 se definen como γi(z) = z1Ai . Sean Y 1, . . . ,Y N1 y Z1, . . . ,ZN2 las funciones
coordenada que generan a C(D1) y a C(D2), respectivamente. Definimos ι ′i=1,2 : C(Di)→C(D)
como sigue

ι
′
1(Y

j) =X j si 1≥ j ≥ N1,

ι
′
2(Z

j) =XN1+ j si 1≥ j ≥ N2,

donde {X1, . . . ,XN1,XN1+1, . . . ,XN1+N2} son las funciones coordenadas sobre D y ιi : Ai →
C(D) están dadas por ιi = ι ′i ◦Fi, con Fi :Ai→C(Di) isomorfismo. Como los conjuntos {Y 1, . . . ,Y N1}
y {Z1, . . . ,ZN2} generan a sus respectivas álgebras de funciones de operadores continuas, en-
tonces basta definir una función en ellos para determinar un único homomorfismo de álgebras.
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Ası́ los homomorfismos ι ′i están bien definidos y en consecuencia los ιi también lo están. Como
cada Fi es isomorfismo será suficiente probar que cada ι ′i es encaje.

Se demostrará únicamente que ι ′1 es encaje, la prueba para ι ′2 es análoga. Empecemos
por notar que a pesar de que las funciones coordenadas definidas en D1 y D son distintas
por tener dominios diferentes, éstas producen la misma imagen. Sea H un espacio de Hil-
bert y a ∈ D(H ), entonces al definir a1 ∈ D1(H ) como se hizo anteriormente se tiene que
Y j(a1) = a j = ι ′1(Y

j)(a) = X j(a). Asimismo, si a1 ∈ D1(H ) basta tomar cualquier elemento
a2 ∈D2(H ) y definir a ∈D(H ) como a = (a1

1, . . . ,a
N1,
1 ,a1

2, . . . ,a
N2
2 ) y nuevamente se observa

que Y j(a1) = a j = ι ′1(Y
j)(a), por lo que

∥∥X j
∥∥

C(D)
=
∥∥ι ′1(Y

j)
∥∥ = ∥∥Y j

∥∥
C(D1)

. Este argumento

se puede extender a cualquier polinomio no conmutativo en las variables Y 1,Y 1∗, . . . ,Y N1,Y N1∗,
de modo que ι ′1 es isometrı́a y por lo tanto encaje.

Considérese ahora un álgebra A y homomorfismos ϕi : Ai→ A, veamos que éstos se fac-
torizan por medio de un único homomorfismo ϕ : C(D)→ A de manera que ϕi = ϕ ◦ ιi. En
primer lugar notemos que los isomorfismos Fi : Ai→C(Di) nos permiten relacionar de manera
unı́voca homomorfismos ϕi : Ai → A con homomorfismos ϕ ′i : C(Di)→ A por medio de las
composiciones

ϕ
′
i =ϕi ◦F−1

i ,

ϕ =ϕ
′
i ◦Fi.

Asimismo, como ιi = ι ′i ◦Fi, será suficiente probar que los homomorfismos ϕ ′i se factorizan de
manera única como ϕ ′i = ϕ ◦ ι ′i . Recordemos que los homomorfismos quedan completamente
determinados por los valores que toman en el conjunto de generadores, de manera que al definir

ϕ(X i) =

{
ϕ ′1 ◦ ι ′1

−1(X i) = ϕ ′1(Y
i) si 1≤ i≤ N1,

ϕ ′2 ◦ ι ′2
−1(X i) = ϕ ′2(Z

i−N1) si N1 < i≤ N1 +N2,

este morfismo satisface la condición requerida y es único. Con ello hemos probado que el
siguiente diagrama conmuta y por lo tanto C(D)∼= A1 ∗A2.
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C A1 C(D1)

A2

C(D2) C(D)

A

γ1

γ2

F1
∼=

ι1 ϕ1

ι ′1

ϕ ′1

F2 ∼=
ϕ2

ϕ2

ι ′2

ϕ ′2

ϕ

4.3. El álgebra C∗ universal
Considérese un conjunto de sı́mbolos {xi}i∈I y un conjunto de relaciones R. Pensaremos

que las relaciones son de la forma∥∥p(xi1 ,x
∗
i1, . . . ,xik ,x

∗
ik)
∥∥≤ η ,

donde p es un polinomio en 2k variables no conmutativas con coeficientes complejos y η ≥ 0.
Si η = 0 éstas pueden reescribirse como relaciones algebráicas entre xi1,x

∗
i1, . . . ,xik ,x

∗
ik y los

escalares. Se imponen las siguientes condiciones a las relaciones:

1. Las relaciones son realizables, es decir, existe un espacio de Hilbert H y una función f
del conjunto de generadores en B(H ) tal que

‖p( f (xi1), f (xi1)
∗, . . . , f (xik), f (xik)

∗)‖B(H ) ≤ η ,

para cada relación en R.

2. Existen constantes ki ≥ 0 tales que si f y H son como en el inciso anterior, entonces
‖ f (xi)‖B(H ) ≤ ki.

El Teorema A.11 garantiza que existe una única álgebra con 1, U, con elementos {xi}i∈I
que satisface las siguientes propiedades:
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1. U es generada por {xi}i∈I .

2. Todas las relaciones de R se satisfacen en U.

3. Si H es un espacio de Hilbert y {Ai}i∈I ⊆B(H ) son tales que para cada relación p en
R la relación se satisface al reemplazar cada ocurrencia de xi por Ai, entonces existe una
representación π : U→B(H ) que satisface π(xi) = Ai para toda i.

Teorema 4.10. Sea U el álgebra universal sobre un conjunto finito de generadores, {xi}N
i=1, y

un conjunto de relaciones R. Para cada espacio de Hilbert H definimos

D(H ) = {(a1, . . . ,aN) ∈B(H )N : ∀p ∈ R
∥∥p(ai1, . . . ,aik)

∥∥≤ η}.

Afirmamos que D = {D(H ) : H es un espacio de Hilbert} es un dominio compacto y C(D)∼=
U.

Demostración. Empecemos por mostrar que D es un dominio compacto. En primer lugar, el
hecho de que el conjunto R sea realizable garantiza que D(H ) 6= /0 para algún espacio de
Hilbert H y en consecuencia trabajamos con objetos no triviales.

1. Sea H un espacio de Hilbert y a ∈ D(H ). Sea π : C∗(a)→ B(K ) una representa-
ción. Si p ∈ R, entonces π(p(a)) = p(π(a)), donde p(a) consiste en reemplazar cada
ocurrencia de xi en p por su correspondiente ai. Además, como π es representación
‖π(p(a))‖ ≤ ‖p(a)‖ ≤ η . Por lo tanto π(a) ∈ D(K ).

2. Sea a ∈B(H )N y {πλ} una familia fiel de representaciones de C∗(a) tal que πλ (a) ∈
D(Hλ ) para cada λ . De esta manera se tiene que para cada λ , ‖p(πλ (a)‖B(Hλ )

≤ η .
Como la familia {πλ} es fiel su suma directa induce

una representación fiel de C∗(a) que cumple que ‖x‖= ‖
⊕

πλ (x)‖= supλ ‖πλ (x)‖ para
cada x ∈ C∗(a). En particular ‖p(a)‖ ≤ η , por lo que a ∈ D(H ).

3. Sea M = máxk1, . . . ,kN . Entonces para cada espacio de Hilbert H y a ∈D(H ),
∥∥ai
∥∥≤

ki ≤M y
sup

a∈D(H )

∥∥ai∥∥≤M.

Con ello corroboramos que D es un dominio compacto. Por unicidad del álgebra universal
bastará probar que C(D) satisface las tres propiedades descritas anteriormente.

1. Notemos primero que si H es un espacio de Hilbert y a ∈ D(H ), entonces es lo mis-
mo reemplazar las ocurrencias de xi por ai que reemplazar las ocurrencias de xi por
X i, lo cual nos da un polinomio en variables no conmutativas {X i1, . . . ,X ik}, y luego
reemplazar cada ocurrencia de X i con ai. Recordemos que los polinomios como el an-
terior son funciones de operadores continuas y esa es la regla bajo la cual se evalúan.
Como C(D) es generada por {X i}N

i=1 y para cada F ∈ C(D) ‖F‖ = sup{‖F(a)‖ : a ∈
D(H ), H es espacio de Hilbert} se verifica la primera propiedad.

2. Sea H un espacio de Hilbert, por definición de D(H ) todas las relaciones de R se
satisfacen en éste, y por el argumento dado en el inciso anterior todas las relaciones de
R se satisfacen en C(D), pues consisten en sustituir xi por X i y hacer la evaluación en
a ∈ D(H ).
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3. Para concluir recordemos que existe un espacio de Hilbert K y b ∈ D(K ) tal que b

es maximal bajo la relación� y C(D)
ϕ∼= C∗(b). Entonces para cada espacio de Hilbert

H y a ∈ D(H ) existe una representación π : C∗(b)→B(H ) tal que π(b) = a. Basta
definir una nueva representación por medio de π ′ = π ◦ϕ : C(D)→B(H ) y notar que
si a∈D(H ), entonces a satisface todas las relaciones de R. Por lo tanto π ′(X i) = ai para
toda i y destacamos el hecho de que ésta última representación no es otra que evaluar a
cada una de las funciones de operadores continuas en a.

Por lo tanto C(D)∼= U.
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Conclusiones

La versión no conmutativa del Teorema de Gelfand-Naimark brinda algunas herramientas
útiles para el estudio de álgebras no conmutativas finitamente generadas. En primer lugar, la
definición de dominios compactos y funciones de operadores continuas van más allá de usar
nueva nomenclatura. Comparten varias de las propiedades que tienen los espacios compactos
y las funciones continuas, los dominios compactos son cerrados y el equivalente a la gráfica
de una función de operadores continua también es un dominio compacto. A pesar de que la
representación universal de álgebras C∗ garantiza la existencia de dichas álgebras como obje-
tos concretos, las relaciones entre operadores acotados y espacios de Hilbert, y entre espacios
topológicos compactos y funciones continuas son de carácter distinto, en primer lugar por-
que el espacio de Hilbert sobre el que actúan dichos operadores no determina por completo al
álgebra. El lenguaje y las herramientas dadas por los dominios compactos y funciones de ope-
radores continuas permiten definir de manera única el dominio compacto a partir del álgebra
y viceversa, y resultados como el Teorema de Stone-Weierstrass se deducen de forma natural.
Finalmente, los ejemplos y resultados que se presentan en el último capı́tulo muestran que es-
tas herramientas son particularmente útiles al momento de estudiar álgebras universales cuando
están determinadas por una cantidad finita de generadores y las relaciones entre éstos se definen
de manera explı́cita. Las álgebras C∗ universales comúnmente tienen una estructura complicada
y son consideradas como objetos patológicos [Bla85, p. 254] y el hecho de que los dominios
determinen y estén determinados por todas las posibles representaciones del álgebra nos da la
posibilidad de analizar a dicha álgebra por partes o estratos asociados a distintos espacios de
Hilbert 3.10.

Este trabajo también tiene algunas limitaciones. En primer lugar se restringe al estudio
de álgebras finitamente generadas con uno y es evidente que esto se debe al uso de polino-
mios en n en variables no conmutativas. En segundo lugar es de notar que calcular el dominio
compacto de un álgebra en particular puede ser muy complicado, y dado que es equivalente a
calcular o conocer todas las posibles representaciones en general representa la misma dificul-
tad que expresar al álgebra de manera concreta por medio de su representación universal. Este
problema se encontró al momento de intentar demostrar que C2 ∗C2 ∼= { f : [0,1]→ M2(C) :
f es continua y f (0), f (1) son diagonales}, no se logró calcular el dominio compacto asociado
a la segunda álgebra y todo intento de prueba requirió utilizar el isomorfismo dado por una
prueba ya existente.

Existen distintas lı́neas de trabajo mediante las cuales se podrı́an extender estos resultados.
La limitación a álgebras finitamente generadas se puede intentar abordar desde el enfoque de las
funciones no conmutativas [KV14, Cáp. 1] y reemplazar el uso de polinomios no conmutativos
por funciones racionales o series de potencias formales con las restricciones que tengan que
imponerse sobre éstas y sobre los dominios. La siguiente tabla es tomada de [Kha09, p.7] y
presenta algunas de las equivalencias entre espacios topológicos y álgebras C∗:
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Espacios topológicos Álgebras
compacto unitaria

compactación de un punto unitización
subespacio cerrado ideal cerrado

Se sabe que los ideales maximales bilaterales de los espacios de la forma C(X) para X
Hausdorff y compacto son los subconjuntos de funciones que se anulan en un punto y es de
ahı́ que se puede concluir que las álgebras C∗ conmutativas y sin uno son isomorfas a C0(Y )
para Y un espacio topológico Hausdorff y localmente compacto. Ésto nos permite preguntarnos
si existe algún análogo topológico a los ideales maximales bilaterales, cuando éstos existan, y
finalmente si puede formularse un teorema semejante para álgebras no conmutativas sin unidad.



Apéndice A

Topologı́a, Integrales Directas y el Álgebra
Universal

A.1. Topologı́a
Definición A.1 (Topologı́a débil). Dado un espacio topológico Hausdorff (X ,τ), una familia
de espacios topológicos {Xα}α∈Λ, y una familia de funciones { fα : X → Xα}α∈Λ la topologı́a
débil en X es la más gruesa de las topologı́as que hace continuas a todas las funciones de la
familia { fα}α∈Λ. Dado que X equipado con la topologı́a discreta hace que todas las funciones
de la familia dada sean continuas, la topologı́a débil siempre existe y se puede expresar como
la intersección de todas las topologı́as que hacen continua a la familia de funciones. [Eng89,
Proposición 1.4.8]

Lema A.2. Sea (X ,τX) un espacio topológico Hausdorff y compacto, entonces X tiene la to-
pologı́a débil inducida por C(X).

Demostración. Denotemos por τdébil a la topologı́a débil inducida por C(X). Como la topo-
logı́a con la que está equipado originalmente X hace continuas a todas las funciones de C(X),
entonces τdébil ⊆ τX . Sea U un abierto en τX y x un punto en dicho abierto, entonces X \U es
un cerrado al cual x no pertenece. Como X es Hausdorff y compacto, entonces es normal, por
lo tanto existe una función continua f : X → C tal que f (x) = 0, f (X \U) = 1 y Img f = [0,1].
Entonces x ∈ f−1([0,1/4) ⊆ U , como f−1([0,1/4)) es un abierto de la topologı́a débil, se
concluye que τX = τdébil.

Lema A.3. Sea (Y,τY ) un espacio topológico con la topologı́a débil inducida por una familia
de espacios topológicos (Zi,τZi) y de funciones fi : Y → Zi para algún conjunto de ı́ndices I. Si
X es un espacio topológico y f : X → Y , entonces la función f es continua si y sólo si fi ◦ f es
continua para cada i ∈ I. [Eng89, Proposición 1.4.9]

Demostración. Si f es continua, entonces cada fi ◦ f es continua por ser composición de fun-
ciones continuas. Por otro lado, como τY es la topologı́a débil, entonces está generada por la
subbase S = { f−1

i (Ui) : i ∈ I, Ui ∈ τZi} y basta probar que la imagen inversa de cada elemento
de S bajo f es un elemento τX . Sea U ∈ S, entonces U = f−1

i (Ui) para algún i ∈ I y Ui ∈ τZi , ası́

f−1(U) = f−1( f−1
i (Ui)) = ( fi ◦ f )−1(Ui).

Como la composición es continua, entonces f−1(U) es un abierto y por lo tanto la función f es
continua.
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A.2. Integral Directa
Se puede consultar [KR97b, Capı́tulo 14] y [Dix82, Apéndice A] para obtener más infor-

mación respecto a integrales directas.

Definición A.4. Sea (X ,µ) un espacio de medida y E = ((H (p))p∈X ,Γ) un campo medible
de espacios de Hilbert. Para cada p ∈ X sea a(p) un operador lineal en un espacio de Hilbert
H (p), es decir, a(p) ∈L (H (p)). Diremos que {a(p)}p∈X es un campo medible de operado-
res si para cualquier x ∈ Γ p→ a(p)x(p) es un campo medible de vectores.

Las siguientes definiciones son tomadas de [Wor79, p. 176]

Definición A.5. Sea a ∈ C (H ). Definimos el operador acotado qa = a(a∗a+ 1)−1/2. El ele-
mento a está completamente determinado por el operador qa y a = qa(1−q∗aqa)

−1/2.

Definición A.6. Sea (X ,µ) un espacio de medida y {H (p)}p∈X un campo medible de espacios
de Hilbert. Diremos que un campo de operadores cerrados

p ∈ X → a(p) ∈ C (H )(p)

es medible si p ∈ X → qa(p) ∈B(H (p)) es un campo medible de operadores acotados.
En este caso existe un único operador cerrado a ∈ C

(∫⊕
X H(p)dµ(p)

)
tal que

qa =
∫ ⊕

X
qa(p)dµ(p).

El operador a se llama la integral directa del campo p→ a(p) y se denota por a=
∫⊕

X a(p)dµ(p).

A.3. Álgebras C∗ Universales
En lo que sigue consideraremos pares de la forma (G,R), en los cuales G = {xi}i∈I es un

conjunto de sı́mbolos o generadores y R un conjunto de relaciones entre los generadores de G
de la forma ∥∥p(xi1 ,x

∗
i1, . . . ,xin,x

∗
in)
∥∥≤ η ,

con p una relación de tipo polinomial en 2n variables no conmutativas y coeficientes en C,
xi1, . . . ,xin ∈ G y η ≥ 0.

Definición A.7. Una representación de (G,R) es un conjunto de operadores {yi}i∈I sobre un
espacio de Hilbert H que satisfacen∥∥p(yi1,y

∗
i1, . . . ,yin,y

∗
in)
∥∥

H
≤ η ,

cada vez que
∥∥p(xi1,x

∗
i1, . . . ,xin,x

∗
in)
∥∥ ≤ η ∈ R. Ésto induce de manera implı́cita una función

f : {xi} →B(H ) dada por f (xi) = yi que se extiende de manera única a un homomorfismo∗

ρ del álgebra∗ libre generada por G en B(H ). Sin crear ambigüedad podremos usar el mismo
sı́mbolo ρ para denotar una representación, ya sea en el contexto de una familia de operadores
{yi} que satisfacen la propiedad anterior, o como el homomorfismo∗ inducido por esta fami-
lia. De la misma manera, si π es un homomorfismo∗ del álgebra∗ libre generada por (G,R),
entonces π induce una representación ρ de (G,R).
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Definición A.8. Diremos que el conjunto R de relaciones es realizable si existe una represen-
tación ρ de (G,R).

Definición A.9. Un conjunto (G,R) es admisible si

1. R es realizable.

2. Si {yβ

i }i∈I es una representación de (G,R) para cada β ∈N, entonces⊕β yβ

i ∈B(
⊕

β Hβ )

para cada i y {⊕β yβ

i }i∈I es una representación de (G,R).

Lema A.10. Un conjunto (G,R) es admisible si y sólo si (G,R) es realizable y para cada i ∈ I
existe una constante ki ≥ 0 tal que ‖yi‖= ‖ρ(xi)‖ ≤ ki para toda representación ρ de (G,R).

Demostración. Supongamos que para alguna i∈ I el conjunto {‖ρ(xi)‖ : ρ es una representación}
es no acotado, entonces para cada n ∈N existe una representación ρn tal que ‖ρn(xi)‖ ≥ n y en
consecuencia ⊕nρn(xi) 6∈B(

⊕
n Hρn), es decir, (G,R) no es realizable.

Por otro lado, si existen constantes ki tales que para cada representación ρ de (G,R) se
verifica que ρ(xi)≤ ki, entonces al tomar una familia de representaciones ρβ de (G,R) se tiene
que supβ

∥∥ρβ (xi)
∥∥≤ ki para cada i ∈ I y en consecuencia ⊕ρβ (xi) ∈B(

⊕
Hβ ) y∥∥p(⊕ρβ xi1 ,⊕ρxi1

∗, . . . ,⊕ρβ xin ,⊕ρxin
∗)
∥∥= supβ

∥∥p(ρβ xi1,ρxi1
∗, . . . ,ρβ xin,ρxin

∗)
∥∥≤η , por lo

que (G,R) es admisible.

Teorema A.11. Sean G= {xi} un conjunto de generadores y R un conjunto de relaciones sobre
G como las descritas anteriormente tales que (G,R) es un conjunto admisible, entonces existe
un álgebra C∗ unitaria U tal que

U es generada por {xi},

Toda relación de R se satisface en U,

Si {ai} ⊆B(H ) para algún espacio de Hilbert H es tal que todas las relaciones p ∈ R
se satisfacen al sustituir cada ocurrencia de xi por ai, entonces existe una representación
unitaria π : U→B(H ) tal que π(xi) = ai para cada i.

Esta álgebra es conocida como el álgebra universal de (G,R) o el álgebra universal generada
por (G,R), se denota por C∗(G,R) y es única salvo por isomorfismos.

Demostración. Sea A el álgebra∗ unitaria generada por G. Para a ∈ A definimos

‖a‖= sup
ρ

{‖ρ(a)‖}

con ρ representaciones de (G,R). Dado que (G,R) es admisible, entonces el supremo se toma
sobre un conjunto no vacı́o y dado que ‖ρ(xi)‖ ≤ ki para cada i ∈ I y cada representación de
(G,R), entonces tenemos que ‖a‖ es finito para cada a ∈ A. Con ello ‖·‖ es una seminorma
sobre A. Dado que toda representación ρ de (G,R) es un homomorfismo∗ de A con codominio
B(H ) para algún espacio de Hilbert H , se sigue que para cada a,b ∈ A

‖a∗a‖= ‖a‖2 ,

‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖ ,
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y para cada relación de R∥∥p(xi1,x
∗
i1, . . . ,xin,x

∗
in)
∥∥=sup

ρ

∥∥ρ(p(xi1,x
∗
i1, . . . ,xin,x

∗
in))
∥∥ ,

=sup
ρ

∥∥p(ρxi1,ρx∗i1, . . . ,ρxin ,ρx∗in)
∥∥≤ η .

Definimos N = {a ∈ A : ‖a‖= 0}, notamos que N es un ideal bilateral. Al definir

‖a+N‖= ı́nf
x∈N
{‖a− x‖}

para cada una de las clases laterales a+N ∈ A�N obtenemos un álgebra involutiva normada.
Será suficiente construir U como la completación de A�N y notamos que los elementos de la
forma {xi +N : i ∈ I} son densos en U, además para cada relación de R se tiene que

‖p(xi1 +N,xi1 +N∗, . . . ,xin +N,xin +N∗)‖=
∥∥p(xi1,x

∗
i1, . . . ,xin,x

∗
in)+N

∥∥ ,
≤
∥∥p(xi1,x

∗
i1, . . . ,xin,x

∗
in)
∥∥≤ η

Veamos que se satisface la tercera condición. Sea {ai} una familia de operadores en B(H ) para
algún espacio de Hilbert H tal que se satisfacen todas las relaciones de R al sustituir cada una
de las ocurrencias de xi por ai para cada i∈ I. Notemos que ésto es una representación de (G,R)
y por lo tanto está en correspondencia con un homomorfismo∗ ρ : A→B(H ). Por definición
de la seminorma ‖·‖ se tiene que ‖ρ(a)‖ ≤ ‖a‖ y en particular ρ(N) = 0, por lo que podemos
factorizar ρ a través de A�N para obtener un nuevo homomorfismo∗ ρ̃ : A�N →B(H ). Por
densidad de A�N en U podemos extender a ρ̃ de manera continua a un homomorfismo∗ definido
en U, al cual también denotaremos por ρ̃ , y concluimos que ρ̃(xi +N) = ρ(xi) = ai para cada
i ∈ I.

Veamos que U es única salvo por isomorfismos. Supongamos que V es un álgebra C∗ uni-
taria con generadores {vi}i∈I que satisface las tres condiciones del teorema. Definimos un
homomorfismo∗ ϕ : → V dado por ϕ(xi) = vi para cada i. Sea V′ la imagen de A bajo ϕ ,
ası́ V′ es densa en V. Dado que toda álgebra C∗ unitaria es isométricamente isomorfa a una
subálgebra de B(H0) para algún espacio de Hilbert H0 consideremos la representación fiel
ρ0 : V→B(H0) que induce este isomorfismo. En primer lugar notamos que la familia de ope-
radores {ρ0(vi)}i∈I satisface todas las relaciones de R, ası́ que por la definición de la seminorma
en A se tiene que para cada a ∈ A

‖ϕ(a)‖= ‖ρ0(ϕ(a))‖H0
≤ ‖a‖ . (A.1)

Por lo tanto ϕ se anula en N y se factoriza a través del homomorfismo∗

ϕ̃ : A�N→V′ tal que ϕ̃(a+N) = ϕ(a) para cada a ∈ A.

Nótese que de A.1 también se deduce que

‖ϕ̃(a+N)‖= ı́nf
x∈N
‖ϕ(a− x)‖ ≤ ı́nf

x∈N
‖a− x‖= ‖a+N‖ ,

por lo que ϕ̃ es continua. Probaremos que ϕ̃ es una isometrı́a. Sea ρ1 : U→ B(H1) repre-
sentación fiel de U, es decir, un isomorfismo∗ isométrico entre U y una subálgebra C∗ ce-
rrada de B(H1). Como se satisfacen las relaciones de R al reemplazar xi por ρ1(xi) para
cada i, entonces existe una representación π : V→ B(H1) tal que π(vi) = ρ1(xi +N) para
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toda i. Como vi = ϕ̃(xi +N), entonces π(ϕ̃(xi +N)) = ρ1(xi +N) para cada i. Por lo tanto
ρ1(a+N) = π(ϕ̃(a+N)) y

‖a+N‖= ‖ρ1(a+N)‖= ‖π(ϕ̃(a+n))‖ ≤ ‖ϕ̃(a+N)‖

para cada a ∈ A. Por lo tanto ϕ̃ es una isometrı́a y por densidad de A�N en U y de V′ en V se
extiende de manera continua a un isomorfismo∗ isométrico de U en V

Observación A.12. La prueba anterior también es válida si se trabaja con álgebras C∗ sin
necesidad de imponer como hipótesis que sean unitarias, en este contexto basta agregar la
identidad como sı́mbolo adicional al conjunto de generadores, ası́ como las relaciones de la
forma 1x− x = 0 y x1− x = 0 y 1∗−1 = 0 para cada generador x para obtener el álgebra C∗

universal unitaria.

A.3.1. Ejemplos
[Bla06, Cap. II Secc. 8.3] y [Bla85] presentan algunos ejemplos y observaciones:

1. Toda álgebra C∗ A es el álgebra universal generada por G = A y R el conjunto de todas
las relaciones algebráicas entre sus elementos.

2. No existe el álgebra universal generada por un único elemento autoadjunto, ésto debido a
que un elemento autoadjunto puede tener norma arbitrariamente grande, sin embargo se
puede definir el álgebra universal generada por un elemento autoadjunto de norma 1. Por
el cálculo funcional para funciones continuas se observa que el álgebra unitaria generada
de esta forma es isomorfa a C([−1,1]), y si no se pide que sea unitaria es isomorfa a
C0([−1,1]). De manera análoga, el álgebra universal generada por un elemento autoad-
junto de norma 1 es isomorfa a C([0,1]) o a C0([0,1]), dependiendo de la condición de
unitariedad.

3. Si G = {u} y R = {u∗u− 1 = 0,uu∗− 1 = 0} entonces C∗(G,R) es el álgebra generada
por un unitario y por el cálculo funcional para funciones continuas C∗(G,R)∼= C∗(S1).

4. Si θ ∈ [0,1] se define el álgebra de rotación, Aθ , como el álgebra generada por dos
unitarios G = {u,v} y la relación adicional vu− e2πıθ uv. Es particularmente relevante el
caso en que θ es irracional. Esta álgebra se puede generalizar al caso en que esté dada
por una cantidad finita de elementos unitarios {u1, . . . ,un} y relaciones entre ellos de la
forma u jui− e2πıθi j = 0 con θi j ∈ [0,1]. Se conoce como el toro no conmutativo.

5. Si {Ai} es una familia de álgebras C∗, entonces su producto libre es el álgebra universal
generada por copias de cada Ai sin imponer relaciones adicionales entre generadores
provenientes álgebras distintas.



68APÉNDICE A. TOPOLOGÍA, INTEGRALES DIRECTAS Y EL ÁLGEBRA UNIVERSAL
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