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Introduccion

Existen multiples tipos de juegos que se estudian en matematicas, un ejemplo, es el juego
tipo Nim. En el cual dos jugadores quitan o mueven objetos de distintos montones y donde
al menos un montén sufre un cambio en cada turno. El juego en el que nos centraremos es
con un solo montén de cerillos, un jugador puede quitar 1 o 2 por turno, este gana si retira
los ultimos cerillos, dejando asi, sin jugada al rival.

Podemos modelar este juego a través de una digrafica D, donde cada vértice en D es un
estado del juego y la flecha (a,b) estd en D siy solo si el estado b tiene uno o dos cerillos
menos que el estado a. Por ejemplo, si empezamos con 11 cerillos la digrafica de la figura 1
nos muestra las posibilidades por turno.

Figura 1: Representacién del juego tipo Nim

. Es posible desarrollar una estrategia ganadora para alguno de los dos jugadores? Con
estrategia ganadora nos referimos a la estrategia mediante la cual uno de los jugadores,
asegura ganar todas las partidas, siempre que los dos jugadores realicen movimientos légicos
intentando ganar la partida. Para este juego, si la hay para el primer jugador. Si el primer
jugador quiere ganar tiene que ubicarse en el estado 0, esto implica que el segundo jugador
debe de estar en los estados 1 6 2. Por lo que, el primer jugador debe llegar al estado 3 (figura
2), para que esto suceda el segundo jugador tendria que dejar 4 6 5 cerillos. Esto implica
que el primer jugador debe de jugar de tal manera que queden 6 cerillos, esto pasa si y solo
si el segundo jugador estd en los estados 7 6 8. Para que esto suceda el primer jugador debe
llegar al estado 9, lo cual puede lograr al retirar dos cerillos en su primera jugada (figura 3).
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Figura 2: Estrategia ganadora

Figura 3: Modelo de posibles tiros en el juego

Observemos que en el conjunto de estados en el que jugé el jugador uno; {0, 3, 6,9}, todo
par de vértices correspondientes a estos estados no tienen flechas entre ellos, a esta propiedad
en digréficas se le llama independencia (figura 4).

Figura 4: Conjunto independiente y absorbente del modelo

Otra observacién que podemos hacer es que los vértices de los estados que no pertenecen
al conjunto de la estrategia ganadora, tienen una flecha hacia alguno de los vértices de este
conjunto, a esta propiedad en digraficas se le llama absorbencia.

A un conjunto independiente y absorbente le llamamos ntcleo, el conjunto de los estados
de la estrategia ganadora es un ntucleo. El origen de los nicleos se encuentra en la teoria
de juegos y la economia, viene del concepto de solucion. Este fue introducido por Neumann
y Morgenstern en 1944 en el documento “The Theory of Games and FEconomic Behavior”



[23], para juegos cooperativos. Berge lo aplica a la teorfa de digraficas y da una definicién
equivalente [3]; nicleo. Este, ha llamado la atencién, ya que algunos problemas en economia
[25], como computacion [9] y algoritmos [1] pueden ser modelados usando una digrafica y la
solucion puede hallarse al encontrar el nicleo de ésta. El desarrollo de condiciones para saber
cuando una digrafica tiene nicleo, ha pasado por varias etapas, ya que como se ve en [9],
no es un problema facil. Neumann y Morgenstern en [25] demuestran que toda digréfica sin
ciclos tiene un nicleo, este teorema se vio refinado al demostrar que toda digréafica sin ciclos
impares tiene nucleo (Richardson, [24]). También se estudian algunas familias de digraficas
que tienen nucleo; como las simétricas y las completas. Més investigaciones sobre estos se
pueden ver en [19], [22] y [23].

La finalidad de la tesis es estudiar una generalizacién de los nucleos; los (k,[)-niicleos
exteriores; presentados por Mostafa Blidia y Amina Ramoul en el articulo “A new generali-
zation of kernels in digraphs”[7]. Sea D una digrafica, decimos que S C V(D) es un conjunto
k-independiente exterior si para cualquier v € S, 525[5] (v) < k. S C V(D) es un conjunto
l-absorbente exterior si para cualquier v € V(D)\S, v tiene al menos ! vecinos exteriores
en S; es decir, [Nd(v)] > 1. Un (k,l)-ntcleo exterior es un conjunto de vértices de D k-
independiente exterior y [-absorbente exterior en D.

En el primer capitulo damos los fundamentos necesarios para este trabajo. Se veran los
conceptos de independencia, dominacion y absorbencia, tanto en graficas como en digraficas,
asi como el primer acercamiento al concepto de nicleo.

En el segundo capitulo presentamos una resena historica sobre la teoria de nucleos, de-
mostrando algunos resultados clasicos.

En el tercer capitulo desarrollamos los resultados que aparecen en el articulo “A new
generalization of kernels in digraphs” [7], donde M. Blidia y A. Ramoul generalizan los teo-
remas cldsicos de nicleos, vistos en el capitulo dos, para los (k,[)-nicleos exteriores.

En la teoria de digraficas es comin que se estudien propiedades mediante la aplicacion
de transformaciones u operaciones a una digrafica, una de las mas naturales es la que asocia
las flechas de una digréafica a los vértices de una nueva digréfica, la cual recibe el nombre de
digrafica de lineas. En el cuarto capitulo, demostramos que si D es una digrafica y L(D) su
digrafica de lineas, entonces el nimero de k-ntcleos exteriores de D es igual al nimero de
k-nicleos exteriores de L(D), con esto se generaliza el resultado de Matis Harminc en [21]:
el nimero de nicleos de D es igual al nimero de nticleos de L(D).

También demostraremos que si D es una digrafica y L(D) su digréfica de lineas, entonces
el nimero de k-funciones de Grundy de D es igual al nimero de k-funciones de Grundy de
L(D), generalizando el resultado visto por H. Galeana Sanchez, L. Pastrana Ramirez y A.
Rincén Mejia en [20]: si D es una digrafica, L(D) su digrafica de lineas y el ingrado de todo
vértice es mayor o igual que uno, entonces el nimero de funciones de Grundy de D es igual
al nimero de funciones de Grundy de L(D).






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan las definiciones y los resultados necesarios para esta tesis.

1.1. Graficas

Definicién 1.1.1. Grdfica
Una grafica G es una pareja ordenada (V(G), A(G)) tal que:

» V(@) es un conjunto de objetos, finito y no vacio,
» A(G) es un conjunto de parejas no ordenadas de distintos elementos de V(G).

A los elementos de V(G) los llamamos vértices de G y a los de A(G), aristas de G.

Definicién 1.1.2. Orden

Al cardinal de V(G) lo llamamos el orden de G y lo denotamos con la letra p.

Definicién 1.1.3. Tamano

Al cardinal de A(G) lo llamamos el tamano de G y lo denotamos con la letra g.

Definicién 1.1.4. Adyacencia

Sea G una gréfica decimos que dos vértices u y v son adyacentes si a = {v,u} y a es una
arista de G. Decimos también que u y v son extremos de a.

Las graficas tienen una representacion geométrica en el plano, en donde a cada vérti-
ce le corresponde un punto y a cada arista un segmento de linea, que une a los puntos
correspondientes a sus extremos. Por ejemplo, la gréfica G con el conjunto de vértices:

V(G) = {A,B,C,D,E,F,H,I}
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y con el conjunto de aristas:
A(G) = {{A> 0}7 {Ba F}? {B> H}> {Ca D}a {Ca E}a {E7 F}}7

tiene su representacién geométrica en la figura 1.1.

Figura 1.1: Ejemplo de la grafica G

Definicién 1.1.5. Vecindad.

Sean G una grafica y v un vértice de G, al conjunto de todos los vértices de G, que
son adyacentes a v lo llamamos vecindad de v y lo denotamos como N(v). Al conjunto
N[v] = N(v) U{v} lo llamamos vecindad cerrada de v.

El orden de la grafica de la figura 1.1 es 8 y su tamano es 6, ademéds podemos notar que
el vértice C' es adyacente a los vértices A, D y E, lo que implica que N(C) = {A, D, E}.
Sea G una grafica, haremos una convencién, si a = {u,v} es una arista de G, entonces la
denotamos como uv.

Definicién 1.1.6. Grado

Sean (G una grafica y v es un vértice de G, el grado de v, que denotamos por §(v), es el
nimero de vecinos que tiene v; es decir, el cardinal de N (v).

En la figura 1.2 podemos observar que N(E) = {A, C}, lo que implica que 6(E) = 2.
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Figura 1.2: La vecindad del vértice E es {A,C}, por lo que §(E) = 2.

1.1.1. Subgraficas

Definicién 1.1.7. Subgrdfica, subgrdifica inducida y subgrdfica generadora.

Dadas dos gréficas G’ y G, decimos que G’ es una subgréfica de G si V(G') es un sub-
conjunto de V(G) y A(G’) es un subconjunto de A(G). Se denota como G’ C G.

Sean G una grafica y S un subconjunto de V(G), una subgréfica G’ de G es una subgrafica
inducida por el conjunto S, si V(G') = Sy A(G’) es maximo por contencién. Se denota como

G[S].
Sea G una grafica, una subgrafica G’ de GG es una subgréfica generadora si V(G') = V(G).

En las figuras 1.3 y 1.4 podemos observar ejemplos de las definiciones anteriores.

(b) Una subgrafica de G

(a) Grafica G

Figura 1.3: Subgréfica de una gréfica GG
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(a) Una subgréfica inducida de G

(b) Una subgrafica generadora de G

Figura 1.4: Ejemplos de subgraficas de la gréfica G de la figura 1.3a

Sean G una gréfica y a en A(G), diremos que G — a es una subgréfica de G, tal que
V(G —a) =V(G) y A(G —a) = A(G)\{a}. Sea S C A(G), diremos que G — S es una
subgréfica de G, tal que V(G) =V (G - S5) vy A(G — 5) = A(G)\S.

Sean GG una gréfica y v en V(G), diremos que G — v es una subgrafica de G, tal que
V(G —v)=V(G)\{v} y A(G —v) = A(G[V(G)\{v}]). Sea S C A(G), diremos que G — §
es una subgrafica de G, tal que V(G — S) = V(G)\S y A(G — S) = A(G[A(G)\S]).

1.1.2. Caminos

Definicién 1.1.8. Camino, longitud, camino cerrado, ciclo y trayectoria

Sea GG una grafica, un camino C' = (vg, Vg, ..., Uk_1, V) en G es una sucesion de vértices,
de manera que para cada i en {0,...,k — 1}, v; es adyacente a v;;;. Decimos que C' es un
camino de vy a v 0 un vyvE-camino, el vértice vy es el vértice inicial y vy, es el vértice final de
C. Sean C' = (vp, vz, . .., Vk_1, ;) un camino y {v;, v;} un subconjunto de V(C'), con i < j, el
camino (v;, V141, ..., vj_1,v;) lo denotamos por (v;, C,v;). Sea C' = (vg, va, . .., V) un camino,
definimos la longitud de C' como k y la denotamos por [(C). Un camino con vértice inicial
y final iguales es un camino cerrado. Un ciclo es un camino cerrado que no repite vértices,
salvo el primero y el ultimo, con longitud mayor o igual a 3. Un camino que no repite vértices
es una trayectoria. La trayectoria con n vértices se denota por P,.

En la grafica G de la figura 1.5 tenemos lo siguiente:
» (E,A, D, A C,F) un camino de longitud 5,

» (E,C,F,H, E) un ciclo de longitud 4,

» (A, E,H, F,C) una trayectoria de longitud 4.

12



Figura 1.5: Grafica G

Definicién 1.1.9. Grafica Conexa
Una gréfica es conexa si para todo u y v vértices de G existe un ry-camino (ver figura
1.6). En otro caso diremos que es no conexa.

b) Gréfica conexa
(a) Grafica no conexa (b) Gr nex

Figura 1.6: Una grafica no conexa y una grafica conexa

Definicién 1.1.10. Distancia

Sea G una gréfica, la distancia entre dos vértices u y v de G la denotamos como
d(u,v), y la definimos como:

d(u,v) = min{l(T) | T es una uv-trayectoria}.

Si la uv-trayectoria no existe, entonces d(u,v) = oo.

Definicién 1.1.11. Didmetro de una grafica, excentricidad de un vértice, radio de una
grdfica y centro de una grdfica.

Sea (G una grafica, el didmetro de G, lo denotamos por didm(G) y lo definimos como:

didm(G) = mdz{d(u,v) | {u,v} C V(G)}.
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Sea (G una grafica, la excentricidad de un vértice u, la denotamos por e(u) y la definimos
como:

e(u) = mdz{d(u,v) |v € V(G)}.
Sea GG una grafica, el radio de G, lo denotamos por r(G) y lo definimos como:
r(G) = min{e(u) |u € V(G) }.

Sea G una grafica, el centro de G es el conjunto de vértices cuya excentricidad es igual

al radio de G.

Ejemplos de cada una de las definiciones anteriores los podemos encontrar en la gréfica
G de la figura 1.7.

Figura 1.7: didm(G) =2y r(G) = 2

La excentricidad de cualquier vértice en la gréafica de la figura 1.7 es 2, por eso el centro
de dicha grafica es V(G).

1.1.3. Tipos de graficas
Definicién 1.1.12. Grdfica regular y completa

Sea k en N, una gréfica G es k-regular si para todo u vértice de G, dg(u) = k.
Una grafica G es completa si para todo par de vértices u y v de G, con u # v, existe
{z,y} en A(G). La denotamos por K,,, donde p es el orden de la gréfica (ver figura 1.8).

Figura 1.8: Grafica completa de orden 4, K,
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Definicién 1.1.13. Arbol y drbol con raiz

Una grafica G es un arbol si es conexa y sin ciclos (ver figura 1.9).
Un arbol con raiz, es un arbol en el cual un vértice ha sido designado como la raiz.

Figura 1.9: Ejemplo de un arbol

Definicién 1.1.14. Bipartita
Una grafica G es bipartita si:

L.V(G)=XUY,con X #2,Y #2y XNY = &, es decir, {X,Y} es una particién
de V(G).

2. Para todo x1, 22} C X tenemos que x122 ¢ A(G) y para todo {yi, 42} C Y se cumple
que y1y2 ¢ A(G) (ver figura 1.10a).

Cuando para todo z € X y para todo y € Y, zy € A(G), decimos que G es una grafica
bipartita completa, la denotamos por K, ,,, donde n y m son los cardinales de X y Y,
respectivamente (ver figura 1.10b).

K~ Q\(a
S :;*e

(a) Gréfica bipartita (b) K32

Figura 1.10: Ejemplos de gréficas bipartitas
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Definicién 1.1.15. Estrella

Una estrella es una grafica bipartita completa tal que alguno de los cardinales de la
particién, X o Y es igual a uno.

Figura 1.11: La gréfica K g es una estrella

Definicién 1.1.16. Isomorfismo de grdficas

Un isomorfismo entre dos graficas G y H es una biyeccién f entre los conjuntos de sus
vértices, f : V(G) — V(H), que preserva la relacién de adyacencia; es decir, cualquier par
de vértices u y v de G son adyacentes en G si y solo si lo son sus imégenes, f(u) y f(v), en
H.

1.1.4. Independencia y dominacion

Aqui tendremos el primer acercamiento a los conceptos centrales que trabajaremos en la
tesis.

Definicién 1.1.17. Conjunto dominante

Sean GG una grafica y S un subconjunto de V(G) S es un conjunto dominante si para
todo v en V(G)\S existe w € S tal que vw € A(G) (ver figura 1.12).

e -0 o 0o
5 o @ e

Figura 1.12: Conjuntos dominantes (en gris) de una misma gréfica

Debido a que V(G) es un conjunto dominante en GG, una pregunta natura es ;Qué tan
pequeno es un conjunto dominante en GG?7 Esto nos lleva a la siguiente definicién.

16



Definicién 1.1.18. Numero de dominacion.

El nimero de dominacién de define como min{|S| : S es un conjunto dominante en G}
y se denota por (G).

Todo conjunto dominante debe tener al menos un vértice y V(G) es un conjunto domi-
nante, por lo que 1 < ~(G) < p.

O (™

0 o )
OMaNC Lo
OO @A@

Figura 1.13: En gris conjuntos dominantes minimos

Definicién 1.1.19. Conjunto independiente

Sean GG una gréfica y S un subconjunto de V(G), decimos que S es un conjunto indepen-
diente si A(G[S]) = @ (ver figura 1.14).

()
® @.@
(»)
G‘g

Figura 1.14: En gris un conjunto independiente

Debido a que un conjunto de un solo vértice es un conjunto independiente en G, una

pregunta natural es jQue tan grande es un conjunto independiente en G?7 Esto nos lleva a
la siguiente definicion.

Definicién 1.1.20. Numero de independencia.

El nimero de independencia se define como mdz{|S| : S esun conjunto

independiente en G} y se denota por «(G). El conjunto independiente de la figura 1.14
es maximo.
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1.2. Digraficas

En esta seccién daremos la definicién de digréafica y de algunos conceptos para este tra-
bajo.

Definicién 1.2.1. Digrdfica
Una digrafica D es una pareja ordenada (V (D), F(D)) tal que:

= V(D) es un conjunto de objetos, finito y no vacio,

= F(D) es un conjunto de parejas ordenadas de distintos elementos de V(D).

A los elementos de V(D) les llamamos vértices y a los elementos de F'(D) flechas de D.

Definicién 1.2.2. Vértice final y vértice inicial.

Sean D una digréfica y a = (v, u) en las flechas de D, decimos que v es vértice inicial de
a 'y que u es vértice final de a.
Definicién 1.2.3. Orden y tamano

Al cardinal de V(D) lo llamamos el orden de D y lo denotamos con la letra p.

Al cardinal de F(D) lo llamamos el tamano de D y lo denotamos con la letra g.

Igual que las graficas, las digraficas tienen una representacién geométrica en el plano,
solo que las flechas se representan con una flecha, que empieza en el punto correspondiente
al vértice inicial y acaba en el punto correspondiente al vértice final.

Por ejemplo, la digrafica D con el conjunto de vértices

V(D)={A,B,C,I,E,F,G,H},
y con el conjunto de flechas:
F<D) = {(B7F)7 (07 A)? (07 E)’ (I’ 0)7 (F’ E>7<G7 B), (G70)7 (Ga])}a

tiene su representacion geométrica en la figura 1.15. El orden de D es |V(D)| = 8 y su
tamano es |F(D)| = 8.
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Figura 1.15: Representacién geométrica de la digrafica D

Definicién 1.2.4. Adyacencia
Sea D una digrafica decimos que dos vértices u y v son adyacentes si:

(v,u) € F(D) o (u,v) € F(D).

Definicién 1.2.5. Vecino exterior y vecino interior

Sea D una digrafica, si a = (v,u) pertenece a las flechas de D, entonces decimos que u y
v son vecinos, que u es vecino exterior de v y que v es vecino interior de u.

Definicién 1.2.6. Vecindad exterior, vecindad interior y vecindad

Sean D una digréafica, y v en V(D), al conjunto de todos los vecinos exteriores de v lo
llamamos vecindad exterior de v y lo denotamos como N7 (v). Al conjunto N*(v) U {v} lo
llamamos vecindad exterior cerrada de v y lo denotamos por N*[v].

Al conjunto de todos los vecinos interiores de v lo llamamos vecindad interior de v y lo
denotamos como N~ (v). Al conjunto N~ (v) U {v} lo llamamos vecindad interior cerrada de
v y lo denotamos por N~ [v].

La vecindad de v es el conjunto N*(v) U N~ (v) y la denotamos por N(v). El conjunto
N(v) U{v} es la vecindad cerrada de v y lo denotamos por N{[v].

Definicién 1.2.7. Exgrado e ingrado

Sean D una digréfica y v en V(D) el grado exterior o exgrado de v, es el nimero [N T (v)|y
lo denotamos por 61 (v). El grado interior o ingrado de v es el nimero [N~ (v)| y lo denotamos

por 6~ (v).

Definicién 1.2.8. FEzxgrado minimo, ingrado minimo y grado minimo de D
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Sea D una digréfica, el exgrado minimo de D se define como min{0*(x) |z € V(D)} y
lo denotamos por 6% (D). El ingrado minimo de D se define como min{d~(z) |z € V(D)}
y lo denotamos por §~ (D). El grado minimo de D es el nimero que se obtiene al sumar el
ingrado minimo y el exgrado minimo de D y lo denotamos como §(D).

Definicién 1.2.9. FEzgrado mdximo, ingrado mdximo y grado mdzximo de D

Sea D una digréfica, el exgrado méximo de D se define como mdz{d*(z) |z € V(D)}, lo
denotamos por AT(D). El ingrado méximo de D se define como mdz {0~ (z)|z € V(D)} y
lo denotamos por A~ (D). El grado méaximo de D es el nimero que se obtiene al sumar el
exgrado méximo y el ingrado méximo de D y lo denotamos por A(D).

La digrafica de la figura 1.16 nos servirda para ver cada una de las definiciones de las
vecindades del vértice C'.

» N (C) ={Bu, Bs, B3}, vértices en gris claro. Ademds 6~ (C) = 3,
» NT(C) ={Dy, Dy, D3}, vértices en gris obscuro. Ademds 6% (C') = 3,
u N<C) - {B17 327 B37 D17 D27 D3}

\\ £

S x@

Figura 1.16: Ejemplos de vecindades

Sean D una digrafica y S un subconjunto de V' (D), la vecindad exterior de S es |J N, (u)
uesS

y la denotamos por N} (S). La vecindad exterior cerrada de S es N, (S)US y la denotamos

por N} [S]. La vecindad interior de S es |J Np (u), que denotamos como N, (.S). La vecindad
ues

interior cerrada de S es N, (S)U S y la denotamos por N, [S].
Hay subconjuntos de vértices y sus vecindades que pueden tener elementos en comun,
por ejemplo, para el conjunto S' = {Bs, C, D5}, en la digrafica D de la figura 1.16 tenemos:

N_(S,) N S, = {C, BQ}, con N_(S/) = {Al,A3,A5, Bl,BQ, B3, C},
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n N+(S/) N S/ = {C, DQ}, con N+(SI) = {C, D17 D27 D3, E37E4, E5}7

L Sl C N(Sl), con N(S/) = {Al,Ag,Ag),Bl,BQ,Bg,O, Dl,Dz,Dg,Eg,E4,E5} ver ﬁgura

117,
() (=) () O,
& () @)
PN SN A W

AN <K
:
=) @
(a) En gris los vértices que (b) En gris los vértices que
pertenecen a N (S5”) pertenecen a N (S')

®
®

Figura 1.17: Ejemplos de vecindades para conjuntos

1.2.1. Subdigraficas
Definicién 1.2.10. Subdigrafica y subdigrdfica inducida

Dadas dos digraficas D’ y D, se dice que D’ es una subdigréfica de D si, V/(D') C V(D)
y F(D') C F(D). La denotamos por D' C D.

Sean D una digréfica y S un subconjunto de V(D). La subdigrafica inducida por el con-
junto S, a la que denotamos como D[S], es la subdigrifica que tiene V(D[S]) = S y para u
en Sy v en S se tiene que (u,v) € F(D][S]) siy solo si (u,v) € F(D) (ver figura 1.18).

Sean D una digrafica y a en F(D), diremos que D — a es la subdigréfica de D, tal que
V(D —a)=V(D)y F(D —a) = F(D)\{a}. Sea S un subconjunto de F'(D), diremos que
D — S es la subdigréfica de D, tal que V(D —S) =V (D)y F(D —S) = F(D)\S.

Sean D una digrafica y v en V(D), diremos que D — v es la subdigrafica de D, tal que
V(D —v) = V(D)\{v} y F(D —v) = F(D[V(D)\{v}]). Sea S un subconjunto de V (D),
diremos que D — S es la subdigréfica de D, tal que V(D —S) = V(D)\S y F(D - S) =
F(D[F(D)\S]).
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Figura 1.18: Ejemplo de subdigréfica inducida por S = {C, Dy, D3, E3} en la digrafica D de
la figura 1.16.

Definicién 1.2.11. Subdigrdafica generadora

Sean D una digrafica y D’ una subdigrafica de D. D’ es una subgréfica generadora de D
si V(D) = V(D).

Definicién 1.2.12. Orientacion y grdfica subyacente

Para cada grafica G = (V(G), A(G)), llamamos orientacién de G a cualquier digréfica D
con el mismo conjunto de vértices que G y tal que dos vértices son adyacentes en G si y solo
si existe al menos una flecha entre ellos en D.

Sea D una digrafica, a D le asociamos una grafica, llamada la grafica subyacente de D,
la cual denotamos por UG (D) y la definimos de la siguiente manera:

= V(UG(D)) = V(D) y,
» uv es una arista de la grafica UG(D) si y solo si (u,v) o (v,u) es una flecha de D.

A lo largo de esta tesis, cualquier digrafica D debe ser vista como una orientacion de su
grafica subyacente.

1.2.2. Tipos de digraficas

Definicién 1.2.13. Flecha simétrica y flecha asimétrica
Sean D una digréfica y (u,v) en F(D). Decimos que (u,v) es simétrica si (v,u) € F(D).
(u,v) es asimétrica si (v,u) ¢ F(D) (ver figura 1.19).

Figura 1.19: Flecha simétrica y flecha asimétrica

Definicién 1.2.14. Asim(D) y Sim(D)

La parte asimétrica de D, que denotamos como Asim(D), es la subdigrafica generadora
de D tal que F(Asim(D)) = {(u,v) € F(D) | (u,v) es asimétrica}. La parte simétrica de D,
Sim(D), es la subdigréifica generadora de D tal que F(Sim(D)) = {(u,v) € F(D) | (u,v)
es simétrica} (ver figura 1.20).
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Definicién 1.2.15. Digrdfica asimétrica y digrafica simétrica

Sea D una digrafica, si F/(Asim(D)) = F(D), entonces decimos que D es asimétrica. Si
F(Asim(D)) = @, entonces decimos que D es simétrica.

o O
o—s O @ ®» O/

(a) Digréfica D (b) Sim(D) (c) Asim(D)

Figura 1.20: Partes simétrica y asimétrica de una digrafica

Definicién 1.2.16. Digrdfica transitiva

Sean D una digrafica, u, v y w diferentes vértices de D. Decimos de D es una digréfica
transitiva si cada que (u,v) € F(D) y (v,w) € F(D), entonces (u,w) € F(D).

Definicién 1.2.17. Digrdfica regular y completa

Sean D una digréfica, u y k en N, decimos que D es k-regular si d,(u) =k y 0_(k) = k.
Sean D una digrafica, v y v dos vértices distintos de D. Diremos que D es completa si
existen las flechas (v,u) y (u,v) en las flechas de D, la denotamos por K, si tiene orden p.

Definicién 1.2.18. Digrdfica semicompleta y torneo

Una digrafica D es llamada semicompleta si para cada subconjunto {u,v} de V' (D), con
u#wv, (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D). Un torneo es una digrafica asimétrica y semicompleta.

Definiciéon 1.2.19. Bipartita
Una digrafica D es bipartita si:

1. V(D) =XUY,con X #03, Y #0 y XNY = &, es decir, {X,Y} es una particién
de V(D).

2. Para todo subconjunto {x;,z5} de X tenemos que (z1,22) ¢ F (D) y para todo sub-
conjunto {y;,y2} de Y se cumple (y1,y2) ¢ F (D).

Cuando para todo z en X y paratodoyen Y, (z,y) € F(D)y (y,z) € F(D), decimos que D
es una digréfica bipartita completa, la denotamos por K,, ,,, donde n y m son los cardinales
de X y Y, respectivamente.

1.2.3. Caminos en digraficas

Definicién 1.2.20. Camino dirigido
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Sea D una digréfica, un camino dirigido C' = (vg, vg, ..., Ux_1,vx) en D es una sucesién
de vértices, de manera que para 0 < ¢ < k, v; es vecino interior de v;y;. C' es un camino
dirigido de vg a v, 0 un vovg-camino dirigido, el vértice vy es el vértice inicial de C'y vy, es
el vértice final de C, ver figura 1.22. Un camino dirigido con vértice inicial y final iguales es
un camino dirigido cerrado.

Si C1 = (v, V1, -+, Vk_1,0k), Co = (ug, U1, ..., up_1,u;) son caminos dirigidos y vy = uo,
denotamos por Cy U Cy al camino dirigido (vg, vy, ..., Ug_1, Vg = Ug, Uty - - -, Uk—1, Ug )

Definicién 1.2.21. Longitud de un camino dirigido

Sea C' = (vg, v, ..., vx) un camino dirigido. Definimos la longitud de C' como el niimero
k y la denotamos por {(C).
Definicién 1.2.22. Trayectoria dirigida

Sea D una digrafica, P es una trayectoria dirigida, si es un camino dirigido y no repite
vértices. A la trayectoria dirigida con p vértices la denotamos por P, (ver figura 1.21).

Figura 1.21: Ejemplo de trayectoria dirigida

Para efectos de esta tesis escribiremos caminos, trayectorias y ciclos en lugar de caminos

dirigidos, trayectorias dirigidas y ciclos dirigidos.

(a) Digrafica D ) Camino en la d1graﬁca D

Figura 1.22: (G, B, F, E,C, A) es un GA-camino. Su longitud es 5.

Definicién 1.2.23. Ciclo dirigido
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Un ciclo dirigido v es un camino dirigido que no repite vértices, salvo el primero y el
ultimo, tal que I(y) > 2 (ver figura 1.23).

Figura 1.23: Ejemplo de ciclo dirigido (C, E, F, C)

Definicién 1.2.24. Distancia

Sea D una digrafica, a la distancia entre los vértices u y v la denotamos como d(u,v) y
la definimos como:

d(u,v) = min{l(T) | T es una uv-trayectoria}.

Si no existe la uv-trayectoria, entonces d(u,v) = oo. Hay que notar que la distancia no es
simétrica; por ejemplo, en la digréfica V(D) = {A, B} vy F(D) = {(A, B)} la distancia de A
a B es uno, mientras que la distancia de B a A es infinita.

Definicién 1.2.25. Digrdfica débilmente coneza

Una digrafica D es débilmente conexa si UG(D) es conexa.

C

\ /
[— S

Figura 1.24: Una digrafica débilmente conexa
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Definicién 1.2.26. Digrdfica unilateralmente conexa y digrafica fuertemente coneza

Una digréfica D es unilateralmente conexa si para todo subconjunto {u,v} de V(D)
existe una wuwv-trayectoria o una vu-trayectoria. D es fuertemente conexa si para cualquier
par de vértices existe la uv-trayectoria y una vu-trayectoria.

Definicién 1.2.27. Componente fuertemente coneza

Sea D una digréfica, si D; es una subdigrafica inducida, fuertemente conexa y méxima
por contencién, entonces decimos que D; es una componente fuertemente conexa de D.

Definicién 1.2.28. Digrdfica de condensacion

Sea D una digrafica, a D le asociamos una digrafica llamada la digrafica de condensacion
de D, la cual denotamos por SC(D) y la definimos de la siguiente manera:

» V(SC(D)) ={C|C es una componente fuertemente conexa} y,

» la flecha (C;, C;) pertenece a F(SC(D)) si y solo si existe una flecha de V(C;) hacia
algin vértice de V(C};) en D, con C; y C; componentes fuertemente conexas distintas
de D.

1.2.4. Independencia y dominacion

Definicién 1.2.29. Conjunto independiente

Sean D una digrafica y S un subconjunto de V (D), decimos que S es un conjunto inde-

pendiente si para cualesquiera v en Sy u en S, se tiene que (u,v) y (v,u) no pertenecen a
F(D).

Notemos que en una digrafica D no vacia, un subconjunto de V(D) con solo un vértice,
siempre es un conjunto independiente.
Definicién 1.2.30. Nudmero de independencia de una digrafica

El nimero de independencia de una digrafica D se define como mdz{|S| | S es un conjunto independient
y lo denotamos por (D). Observemos que los vértices de grado cero estan en todo conjunto
independiente maximo.

Definicién 1.2.31. Conjunto dominante

Sean D una digrafica y S un subconjunto de V' (D), decimos que S es un conjunto domi-
nante si para cualquier v en V(D)\S, existe u en S tal que (u,v) € S.

En una digrafica D, el conjunto V(D) siempre es un conjunto dominante.
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Definicién 1.2.32. Numero de dominacion de una digrdfica

El  nimero de dominacion de una  digrafica D se define  como
min{|S| | S es un conjunto dominante en D} y lo denotamos por B(D).

Definicién 1.2.33. Conjunto absorbente

Sean D una digrafica y S un subconjunto de V (D), decimos que S es un conjunto absor-
bente si para cualquier v en V(D)\S, existe u en S tal que (v,u) € S.

Al igual que la dominacién, el conjunto V(D) siempre es un conjunto absorbente para cual-
quier digrafica D.

Definicién 1.2.34. Numero de absorbencia de una digrdfica

El  ntmero de absorbencia de una digrafica D se define como
min{|S| | S es un conjunto absorbente en D} y lo denotamos por (D).

1.2.5. Resultados

Lema 1.2.1. Sea D una digrdfica. Si 67 (D) > 1, entonces D contiene un ciclo.

Demostracion. Sean D una digrafica con 67 (D) > 1y T = (xy,x9,...,x,) una trayectoria
de longitud méxima en D. Como §7(D) > 1 existe x € V(D) tal que (x,,x) € F(D), si
suponemos que x ¢ V(T), entonces T = T U (z,,x) es una trayectoria con una longitud
mayor a la longitud de T, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, = € V(T'); es decir,
x = x; para alguna i. Asi, D contiene el ciclo C' = (2, i1, .., Tpn, T = ;). O

Lema 1.2.2. Sean D una digrdfica, v, u en V(/D), con v # u. Todo uv-camino de longitud
mayor o igual a 2 en D contiene una uv-trayectoria.

Demostracion. Sean D una digréfica, v y w en V(/D), con v # u y C un uv-camino, con
[(C) > 2. Demostraremos que existe una wuv-trayectoria 7', tal que V(T') C V(C), por
induccién sobre I(C).

Base de induccidn.

Si C' es de longitud 1 6 2 y como u # v, entonces C' es una trayectoria, digamos C' = (u, v)
o C = (u,v1,v). Por lo tanto, "= C' es una uv-trayectoria tal que V(1) C V(C).
Si C es de longitud 3 y como u # v, entonces

» Si C = (u,v1,v2,0).

En este caso T' = (u, vy, vz, v) es una uv-trayectoria contenida en C.

» Si C = (u,v1,u,v) 6 C = (u,v,vs,0)

Para estos casos T' = (u, v) es una uv-trayectoria contenida en C'.
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Por lo que si C' es un uv-camino de longitud 1,2 6 3, entonces C' contiene una wv-trayectoria.

Hipdtesis de induccién.

Supondremos que si €’ es un uv-camino de longitud mayor o igual a 3 y menor que n,
entonces C” contiene una uv-trayectoria 7" tal que V(1") C V(C").

Paso inductivo.

Sea C' = (u = vg, V1, ..., U1, Up, = v) un camino de longitud n. Si v; # v; para cada i en
{0,...,n} y cada j # 7 en {0,...,n}, entonces T'= C' es una uv-trayectoria.

Si v; = v; para algin ¢ en {0,...,n} y algin j en {0,...,n}, con ¢ # j. Sin perdida de
generalidad, supongamos que i < j. Sea C' = (u = vy, V1, ..0j_1, Vi = Vj, Vj1, ..oy Up—1, Up =
v), como v; # vj, entonces existe v;41 tal que (v;,v41) € A(D). Como (v, vi41) € A(C),
(vi,vi41) & A(C") y C" C C, tenemos que [(C") < n. Si [(C") < 3, por base de induccién, C’
tiene uv-trayectoria, digamos 7”. Si 3 < [(C") < n, por hipétesis de induccién, C” tiene uv-
trayectoria digamos 7”. En cualquier caso V(T") C V(C") C V(C). Por lo tanto C' contiene
una uv-trayectoria.

]

Lema 1.2.3. Sea D una digrdfica. Todo camino cerrado de longitud impar mayor o igual a
3 en D contiene un ciclo de longitud impar.

Demostracion. Sean D una digrafica y C' un camino cerrado de longitud impar en D, hare-
mos la demostracion por induccién sobre la longitud del camino.

Base de induccién.

Si C' es de longitud 3, entonces C' es un ciclo de longitud impar.

Hipétesis de induccién.

Supondremos que si C' es un camino cerrado de longitud impar mayor o igual a 3 y menor
que n, entonces C' contiene un ciclo de longitud impar.

Paso inductivo.

Sea C' un ciclo de longitud n mayor a 3 tal que:

C = (vg,v1,. .-, Vpn_1,Vp = Up), CON N impar.

Si v; # v; para todo i # j, con iy j en {0,...,n}, entonces C es un ciclo de longitud
impar.
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Si existen ¢ y j en {0,...,n}, tales que i # j y v; = v;, sin pérdida de generalidad
supongamos que ¢ < 7, entonces podemos construir dos caminos cerrados C y Cy como
sigue:

Cl = (Uo, ey Vi1, 0 = Uj,Uj+1, Ce ,’Un),

Og == (Uiyvi—l—l; ey V51,05 = Ui)

Observemos que [(C') = [(C}) + [(Cy) y que alguna longitud de los caminos C; 6 Cy es
impar, ya que la longitud de C' es impar.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que C es el camino de longitud impar. Como
[(Cy) < I(C), por hipdtesis de induccién Cy contiene un ciclo de longitud impar, por lo tanto,
C contiene un ciclo de longitud impar.

]

Lema 1.2.4. Sea D una digrdfica. D es fuertemente conexa si y solo si existe un camino
cerrado que pasa por todos los vértices de D.

Demostracion. Sean D una digrafica fuertemente conexa.

=) Sea C' = (vg,...,v, = vg) un camino cerrado que pasa por la mayor cantidad de
vértices de D, si pasa por todos ya acabamos. Supongamos que existe v € V(D) tal que
v ¢ V(C). Como D es fuertemente conexa existen:

COZ(U,...,’UU)y

Cy, = (v, = v, ...,0),

dos caminos en D. Por lo tanto, Cy U C' U C), es un camino cerrado que tiene mas vértices
que C, lo cual es una contradiccién, por lo que V(C) = V(D).

<) Sean C' = (vy, ..., v, = vg) un camino cerrado que pasa por todos los vértices, v; y v;
vértices de D, con 7 < j. Demostraremos que existen la v;v;-trayectoria y la v;v-trayectoria.
Como C es un camino cerrado existe un v;v;-camino y un v;vj-camino, por el lema 1.2.2,
existe la v;v;-trayectoria y la v;v;-trayectoria.

]

Proposiciéon 1.2.1. St D es una digrdfica transitiva y fuertemente conexa, entonces es
completa.

Demostracion. Sean D una digrafica transitiva y fuertemente conexa, x y y vértices de D,
por demostrar que (x,y) € F(D). Como D es fuertemente conexa, se tiene la zy-trayectoria,
digamos T = (x, vy, ...,v,,y). Dado que D es transitiva, (z,v;) € F(D) y (v1,v2) € F(D),
entonces (x,v2) € F(D). Como D es transitiva, (z,v) € F(D) y (v2,v3) € F(D), entonces
(x,v3) € F(D). Siguiendo este procedimiento llegamos a que (z,v,) € F(D). Puesto que D
es transitiva, (z,v,) € F(D) y (vn,y) € F(D), entonces (z,y) € F(D). Por lo tanto, para
cualquier par de vértices x y y de D, existe la (x,y) flecha en F(D), es decir, D es completa.

]
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Teorema 1.2.1. Sea D una digrdfica. Si D es fuertemente conexa y mo tiene ciclos de
longitud tmpar, entonces D es bipartita.

Demostracion. Sea D una digrafica sin ciclos de longitud impar y fuertemente conexa. Por
el teorema 1.2.4, D tiene un camino cerrado que pasa por todos sus vértices, digamos C' =
()'007 U1y ey Un—1, Un)-

Si [(C) es impar, el teorema 1.2.3 implica que D tiene un ciclo de longitud impar, lo cual
es una contradiccion, asi C' tiene longitud n, con n par.

Demostraremos que V(D) se puede partir en dos conjuntos ajenos e independientes. Sean:

A={v; € V(D)|i=2k,con k en {O,...,g}}

B={v, e V(D)|i=2k+1,conk en {0,...,%—1}}.

» Por definicién de C, A y de D se tiene que V(D) =V (C)=AUB, A# @y B # @.

= Demostraremos que A y B son ajenos. Supongamos que AN B # &; es decir, existe v
tal que v = v; = v, con 1 = 2r y j = 2s + 1, sin pérdida de generalidad supongamos
que ¢ < 7, entonces:

C'=(v=0;041...,0; =),

es un camino cerrado de longitud impar. Pero como ya vimos, todos los caminos ce-
rrados tienen que ser de longitud par, asi que esto es una contradicciéon. Por lo tanto,
ANB=0g.

» Demostraremos que (v,,vs) ¢ F(D) para cualquier subconjunto {v,,vs} de A o cual-
quier subconjunto {v,,vs} de B, para concluir que D es una digréfica bipartita.

Sea {v,,vs} un subconjunto de A, por demostrar que (v,,vs) ¢ F(D). Por contradic-
cién, supongamos que (v, vs) € F(D). Tenemos dos casos, a saber r < sy s <.

Caso 1) Si r < s, entonces el camino C' = (v, Vy41,...,0s,v,) €s un camino cerrado de
longitud impar, lo cual es una contradiccion.
Caso 2) Si s < r, entonces el camino C' = (v, Vps1,...,Uy = Vg, V1,...,VUs, V) €8 UN

camino cerrado de longitud impar, lo cual es una contradiccién.

Asi, para cualquier subconjunto {v,,vs} de A, con r # s, se tiene que (v,,vs) ¢ F(D).
De manera analoga se demuestra que B es un conjunto independiente en D. Por lo
tanto, D es una digrafica bipartita.

]
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Lema 1.2.5. Sea D una digrdfica. SC(D) es una digrifica aciclica.

Demostracion. Sean D una digrafica y SC(D) su digrafica de condensacién, por demostrar
que SC(D) es aciclica. Por contradiccién, supongamos que existe un ciclo en SC(D), digamos

(Cy, Cay .., C).

Afirmamos que D[JY_, V(C;)] es una subdigrafica fuertemente conexa de D. Sean z en

V(C;) y yen V(C;), con {i,j} CA{L,..,k}.

Caso 1) Si i = j, tenemos que como C; es una componente fuertemente conexa, entonces
existe la xy-trayectoria y la yx-trayectoria.

Caso 2) Si i # j, sin pérdida de generalidad supongamos que i < j.

Como (C,,Cyry1) € F(SC(D)), para cada r en {1,...,k}, se sigue de la definicién
de digrafica de condensacién que existen x, en V(C,) y y,11 en V(C,.q) tales que
(r, yry1) € F(D), donde diremos que yr11 = y1 v Cry1 = C1. Por otro lado, como
cada C, es fuertemente conexa, entonces existe una y,.x,-trayectoria en C,., digamos
T..

Como z € V(C;) y C; es fuertemente conexa, entonces existe una y;z-trayectoria en
C;, digamos P, y existe una xx;-trayectoria en Cj, digamos ). Analogamente, existe

una y;y-trayectoria en C;, digamos R, y existe una yz;-trayectoria en C;, digamos
S. Por lo tanto:

QU ($i,yz’+1) UTi U ($i+1,yi+2) U---u (xj—la yj) UR

SU(zj, yjp1 )IT5 01U - -U(zg—1, yp )ITEU(2k, Yer1 = y1)UT1U(21, y2)U- - -U(2i21, v ) UP.

Por lo tanto, existe la zy-trayectoria y la ya-trayectoria en D[Uf:1 V(Cy)).

Asi, D|UY_, V(C;)] es una subdigréfica fuertemente conexa de D que contiene propia-
mente a cada C,, lo cual es una contradiccién. Concluimos que SC(D) no puede tener ciclos.

]
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Figura 1.25: Trayectorias de D
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Capitulo 2

Nucleos

En este capitulo presentamos una resena histérica sobre la teoria de nicleos, demostrando
algunos resultados clésicos.

2.1. Ncleos y primeros resultados

Comenzaremos esta seccién con una breve introduccién historica sobre la vida de Neu-
mann y Morgenstern.
La colaboracién entre el economista Morgenstern y el matemético von Neumann condujo al
nacimiento del concepto de solucién como una generalizacién para resolver juegos coopera-
tivos.

Johnn von Neumann nacié en Budapest en el anio 1903, parte de una familia judia, desde
chico dio muestras de su genialidad, tenia una muy buena memoria, por influencia de su
padre estudié ingenieria quimica en la ETH de Zurich. En 1929 von Neumann fue a la Uni-
versidad de Princeton. Los anos posteriores intercalaba su estancia entre Alemania y Estados
Unidos, pero en 1933 los nazis llegaron al poder, esto causé que los judios fueran expulsados
de sus puestos entre ellos von Neumann, afortunadamente el ya tenia una estancia en Esta-
dos Unidos, ademas el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton lo eligié como profesor,
facilitandole la estadia.

Fue en Princeton donde Neumann y Morgenstern empezaron a trabajar en conjunto,
pero jqué llevo a Oskar Morgenstern docente en la universidad de Viena a vivir en Estados
Unidos? Mientras visitaba la Universidad de Princeton en 1938, Adolf Hitler anex6 Austria a
Alemania, debido a esto Morgenstern decidié vivir en Estados Unidos y terminé dando clases
en la misma universidad que von Neumann. Juntos escribieron el libro “La teoria de juegos y
el comportamiento econémico”, es reconocido como el primer libro sobre teoria de juegos [25].

Por su parte Claude Berge, nacido en Paris en 1926, tomd el concepto de solucion, el cual
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fue introducido por Neumann y Morgenstern en su libro “La teoria de juegos y el compor-
tamiento econémico”, y lo llevo al ambito de las digraficas, forjando el concepto actual de
nicleo.

El concepto de ntcleo en digraficas ha traido mucha atencién ya que algunos problemas
pueden ser modelados por medio de digraficas, como ejemplo tenemos los juegos tipo Nim,
donde al ubicar el nicleo podemos encontrar una estrategia para ganar, en juegos coopera-
tivos de n jugadores y en general en muchas relaciones binarias para reduccion de costos.
Comprobar si una digrafica tiene un nucleo y determinarlo es un problema dificil, Chvatal
mostré en [9] que decidir si una grafica posee un nicleo es un problema NP completo. Con
este panorama se han buscado y conseguido resultados para familias especiales de digraficas.

Comenzaremos este capitulo con el concepto de solucién planteado por Morgenstern y
von Neumann. En los juegos cooperativos se intenta hacer que los jugadores reciban mas si
pertenecen a una alianza de jugadores que si van individualmente, entonces diremos que los
jugadores estan actuando con eficacia si se forman en alianzas, a esta alianza se le llama la
gran coalicion. El juego no permite que un jugador reciba menos si estd en una alianza que
si va por su cuenta, esta claro que un jugador no iria a una alianza si le aporta menos, a
esta condicion se le llama racionalidad individual. Una ganancia que cumple con estas dos
condiciones se le llama imputacion. Ahora trabajaremos con las imputaciones para ver que
le conviene més a la coalicién, estableceremos un orden en un conjunto, el conjunto I de las
imputaciones, las imputaciones seran asociadas a los elementos del conjunto y la relacién >
tiene las siguientes reglas:

= g > b sila coalicién tiene un ntimero grande de jugadores que prefieren b; es decir, b
domina a.

= Si a > b, entonces b ¥ a.

Es en el conjunto I donde se desarrollé la definiciéon de solucién. Sea S un subconjunto
de I, decimos que S es una solucion de la relacion > si:

» Para todo {a,b} C S tenemos que a ¥ bni b ¥ a.
» Para todo i € I\S existe s € S tal que i > s.

La mayoria de las relaciones binarias pueden representarse con una digrafica, donde los
elementos de la relacién son los vértices y la flecha (a,b) existe si y solo si la relacién “>”
cumple que a > b.

Por ejemplo, la relacién < en el conjunto {1,2,3,4,5} donde:

<={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5), (3,4),(3,5), (4,5)},

tiene como representacion geométrica a la digrafica de la figura 2.1:
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Figura 2.1: Digrafica con los primeros 5 naturales y la relaciéon <

La solucién a este problema para una coalicion de una persona es bastante més facil que
para una coalicion de mas personas. La razon de esto es que en una coalicion de una persona
las decisiones generan una digrafica que posee la siguiente propiedad:

Si una persona X prefiere una ganancia a sobre otra ganancia b y prefiere b sobre una
tercera ganancia c, entonces la persona X prefiere a sobre c. Esta propiedad hace que la
digrafica asociada sea transitiva.

En el caso de coaliciones mas grandes, un grupo de personas puede tener distintas fac-
ciénes que prefieran distintas ganancias. Por ejemplo, en la digrafica D de la figura 2.2,
podemos ver que la coalicién de jugadores {ji, jo, 3}, ganaran de tres posibles formas. De
esta forma se ha creado una digrafica no transitiva en su conjunto de imputaciones.

Ju\Opc | a | b | <
i 100 | 81 | 100
jy, 1100|100 | 81
s 81 | 100 | 100

{jlaj?)}

{j1, jo} @ e {Ja; Ja}

Figura 2.2: Digrafica D no transitiva

Como la digrafica generada por una coalicién grande no tiene propiedades fuertes, ase-
gurar que tenga solucion es mas dificil.

.Cual es la respuesta al problema planteado? ;Qué decisiones son importantes para la
coalicion? Un conjunto de decisiones, ninguna con mas ganancia que la otra, es una solucién,
al conjunto de decisiones con estas caracteristicas se le llama conjunto de soluciones.
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A esta altura ya se puede vislumbrar que la primera condiciéon de la soluciéon traducida
a digréaficas es la independencia y que la segunda condicién es la dominacion.

Notemos que en una digrafica D, un subconjunto de V(D) con solo un vértice, siempre es
un conjunto independiente, en vista de eso se intentara siempre buscar el conjunto méaximo
por contencién.

También pondremos atencion en que el ingrado maximo de la subdigrafica inducida por
un conjunto independiente es cero. Ademas notemos que los vértices de ingrado cero en la
digréfica (pozo) estédn en todo conjunto independiente méximo.

Hay que decir que puede haber conjuntos que sean independientes y maximos por conten-
cién, pero con un numero de vértices muy inferior al niimero de independencia. Por ejemplo,
en la digrafica D de la figura 2.3 el nimero de independencia es 10, sin embargo tiene un
conjunto independiente méximo por contencién de 3 elementos: {vy, vg, v3}.

En una digrafica D, el conjunto V(D) siempre es un conjunto dominante, en vista de eso
se buscara el conjunto dominante minimo por contencion.

Para la dominacion tenemos conjuntos de vértices que pueden ser minimos por contencion
y no ser minimos por cardinalidad. Tomemos, por ejemplo, la digrafica D de la figura 2.3, esta
tiene un conjunto dominante minimo por contenciéon de 10 elementos; a saber el conjunto:
{vo, vy, V5, Vg, U7, Vs, Vg, V10, V11, V12 }. Sin embargo, tiene un conjunto dominante minimo por
contencion de 3 elementos: {vy, vo, v3}.

Figura 2.3: El conjunto independiente maximo por contenciéon en gris claro y el conjunto
maximo por cardinalidad en gris obscuro

Pero, ;qué es distinto entre una solucién y un ntcleo? El ajuste que hizo Claude Berge
tiene que ver con la direccién de las flechas en la dominacion, a decir verdad por la propiedad
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dual que es la absorcion.

Sean D una digrafica y S un subconjunto de V(D), si S es un conjunto independiente y
absorbente, entonces S es un nicleo.

Veamos si todas las digraficas tienen nicleo, iniciemos con las digréaficas de orden 1, 2 y
3.

= Digrafica de orden 1.

Como K es la unica digréafica de orden 1, supongamos que V(K;) = {vp}; luego K
tiene nicleo S = {vg}.

= Digraficas de orden 2.

Sea D una digréfica de orden dos y supongamos que V(D) = {vg, v }. En la figura 2.4
podemos observar a todas las digraficas de orden dos. En la tabla de la figura 2.4, para
cada caso, se muestra el nicleo de la digrafica.

Figura Nucleo
24a | S = {vg, v}
2.4b S = {’Ul}
24c | {vi}y {vo}

» ©

(a) (b) (c)
Figura 2.4: Digraficas de orden igual a 2

» Digraficas de orden 3 (exeptuando el ciclo Cs):
Sea D una digrafica de orden tres y supongamos que V(D) = {vg, v1,v2}. En la figura
2.5 podemos observar a todas las digréficas de orden tres. En la tabla de la figura 2.5,
para cada caso, se muestra el nicleo de la digrafica.

Figura Nucleo Figura Nicleo Figura Nicleo
2.5a S = {Ul,vg,vg} 2.5b S = {Ul,UQ} 2.5¢ S = {Ul,Ug}
2.5d S = {vo, v2} 2.5e S ={vo} 2.5 | S ={v1, v}

25g S = {’U()} 2.5h S = {1)1,7)2} 2.51 S = {’UQ}
2.5m S = {v2} 2.5n S = {v} 2.5n S = {va}.
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© © ® o
@

@ (e) @ (f) @ (2) @
() () (v ()

Figura 2.5: Digraficas de orden igual a tres, excepto el ciclo asimétrico de longitud 3

Vemos que, por ser C'3 una digrafica semicompleta, los tinicos conjuntos independientes
son {vg}, {vi} v {v2} y no absorben a vs, vy y vy, respectivamente (ver figura 2.6).
Por lo tanto, de las 16 digraficas no isomorfas de orden tres que existen, C5 es la tinica
digréfica sin ntcleo.

Figura 2.6: C3

Como no toda digrafica tiene nicleo, las investigaciones se centran en buscar condiciones
suficientes para que una digrafica tenga nucleo.
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Definicién 2.1.1. Funcidn caracteristica.

Sean A y X conjuntos, tales que A C X. La funcién caracteristica de A es la funcion
w4 : X — {0,1} con regla de correspondencia

1 si z€A
pa(r) =
0 si x¢A.
El siguiente resultado da una condicién necesaria y suficiente para que un conjunto sea
un nucleo, al describirlo a través de su funcién caracteristica.

Teorema 2.1.1. Sean D una digrdfica y S es un subconjunto de V(D). S es un nicleo de
D si y solo si la funcion caracteristica de S cumple que

vs(r) =1— madz s(y).
yeN (x)

Para cada x en V(D).

Demostracion. Sean D una digréfica y S un subconjunto de V(D).

=)Supongamos que S es un nicleo de D.

Sea x un elemento de V (D), por demostrar que pg(x) =1 — méx ©vs(y). Tenemos dos
yGND(Z‘)

casos sobre x:

Caso 1) x € S.

En este caso pg(x) = 1. Como S es un conjunto independiente, entonces y ¢ S para
cada y en N} (x), lo que implica que ¢5(y) = 0 para cada y en N (z). Por lo tanto,

méx ps(y) =0, lo que implica que:
YyEN ()

ps(z)=1=1-0=1— méix ¢s(y).
yeENS (z)

Caso 2) x € V(D)\S.

En este caso ¢g(z) = 0. Como S es un conjunto absorbente, existe v en S tal que
(z,v) € F(D). Asi, v € N (z) y ps(v) = 1, lo que implica que méx pgs(y) = 1.

yEND (z)
Por lo tanto,

ps(x)=0=1—-1=1— méx ps(y).

VENp (2)
En cualquier caso, pg(z) =1 — méax ¢g(y).
yeEN (z)
<) Supongamos que @g(z) = 1 — mgirx vs(y) para cada x en V(D). Demostraremos
yEND(a:)

que S es un conjunto independiente y absorbente.
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» Por demostrar que S es un conjunto independiente en D.
Por contradiccion, supongamos que .S no es un conjunto independiente; es decir, existen
ry wen S tales que x es adyacente a w. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
(z,w) € F(D), entonces w € N;,(z) NS. Por lo tanto, ps(w) = 1, lo que implica que

méax @g(y) = 1. Por lo que:
VEN (@)

l=gs(r)=1— max ps(y) =1-1=0,
yENS (2)

lo cual es no es posible. Asi, S es un conjunto independiente en D.

= Por demostrar que S es un conjunto absorbente en D.

Sea z un elemento de V(D)\S, como pg(z) = 0 = 1— méx ¢g(y), entonces max @s(y) =
yeN () yeEN ()

1, por lo que existe y en N/ (x) NS. Por lo tanto, S es un conjunto absorbente.

Como S es un conjunto independiente y absorbente en D, S es un nicleo de D. O]

Para la independencia se busca un conjunto maximo, para un conjunto absorbente se bus-
ca el minimo, entonces jun nicleo sera un conjunto independiente maximo o un absorbente
minimo por contencion? La respuesta la da el siguiente lema.

Lema 2.1.1. Sean D una digrdfica y S C V(D). Si S es un nicleo de D, entonces S es un
conjunto independiente mdximo por contencion y absorbente minimo por contencion.

Demostracion. Sean D una digrafica y S un nicleo de D. Demostraremos que S es un
conjunto absorbente minimo por contenciéon. Por contradiccién, supongamos que S no es
absorbente minimo por contencién, entonces existe un conjunto absorbente de D, digamos
A, tal que A C S. Entonces para x en S\ A, como A es absorbente, existe y en A tal que
(xz,y) € F(D), lo cual es una contradiccién ya que S es independiente en D.

Ahora demostraremos que S es un conjunto independiente maximo por contencién. Por
contradiccion, supongamos que S no es independiente maximo por contencion, entonces
existe un conjunto independiente de D, digamos I, tal que S C I. Consideremos = en I\S,
como I es un conjunto independiente, entonces no existe una flecha de z hacia S. Por lo
tanto, S no es absorbente, lo cual es una contradiccién porque S es nicleo de D. Por lo
tanto, S es un conjunto independiente maximo por contencion. O

Del lema anterior se derivan un par de preguntas. Sea D una digrafica, si un conjunto S
es independiente maximo por contencién de D ;serd ntcleo? Si un conjunto es absorbente
minimo por contencién de D jserd nucleo? La respuestas a estas preguntas se muestran en
la figura 2.7.
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(a) El conjunto S = {v;} es un conjunto in- (b) El conjunto S = {v1,v2} es un con-
dependiente maximo por contencién y no es junto absorbente minimo por conten-
absorbente cién y no es independiente

Figura 2.7: Independiente maximo por contencion y absorbente minimo por contencién

Definicién 2.1.2. Digrdfica nicleo perfecta

Decimos que una digrafica D es nicleo perfecta si toda subdigrafica inducida de D’ tiene
nucleo.

2.2. Ciclos y ntcleos

Continuando con el estudio de los nicleos se observd, que si le pedimos ciertas condicio-
nes a los ciclos de una digréfica, es posible que esta tenga nicleo. En esta seccién veremos
algunos resultados relacionados con esta idea.

Como vimos en la introduccion, en 1944 J. von Neumann y O. Morgestern demostraron
que si una digrafica D no tiene ciclos, esta tiene un nicleo [25].
Teorema 2.2.1. Toda digrdfica sin ciclos tiene nicleo.

Demostracion. Sea D una digrafica sin ciclos. El corolario 1.2.5 nos asegura que existe = en
V(D) tal que 67 (x) = 0, por lo que el conjunto Ny = {x € V(D) |6 (x) = 0} es distinto del
vacio. Ademas, por definiciéon de Ny, Ny es un conjunto independiente.

Sea Dy = D[V(D)\(No U N~ (Ny))]. Tenemos dos casos sobre Dy:

Caso 1) V(Dy) = @.

En este caso Ny es un conjunto absorbente, y por lo tanto, Ny es un ntucleo de D.

Caso 2) Si V(D) # @.
En este caso Ny no es un conjunto absorbente.

Por otro lado, D, es aciclica ya que D lo es, por lo que
Sea

Dy = DIV(D1)\(N1 U Ny, (N1))].
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Ahora hay dos subcasos sobre Ds:

Caso 2.1) V(Dy) =@
En este subcaso afirmamos que Ny U N; es un ntucleo de D. Por definicion de Ny,
no existen las flechas de Ny hacia N; y como todos los vértices que absorbia N
fueron eliminados en D7, tampoco existen flechas de N; hacia Ny. Por lo tanto,
Ny U Nj es un conjunto independiente.

Como V' (Dy) es vacio, tenemos que V (D)\(Nog U Ny) = N~ (NoUN;). Por lo tanto,
Ny U Nj es un conjunto absorbente.

Caso 2.2) V(D) # @

En este subcaso Ny no es un conjunto absorbente.

Como Dy C D, entonces Dy es aciclica, por lo que:

Ny = {x € V(Dy) |6}, (x) = 0} # 2.

Sea
D3 = D[V (D2)\(N2 U Np,_ (N2))],

N, = {z € V(D,) |85 (2) = 0} £ 2,
Dyi1 = DIV(D)\(N, U Np (V).

Continuando con este procedimiento obtenemos en cada paso una digréfica
D; = DIV(D;—1)\(N;—1 UNp (N;_1))] con menos vértices. Como D es finita, agotamos a la

i—1
digréfica; es decir, V(D,,) = @ para algin n en N. Afirmamos que U;:Ol N; es un ntcleo de D.

(1) U~y N; es un conjunto independiente en D.

~1
Sean u y v en |J_, N;. Demostraremos que no hay flechas entre u y v en D. Tenemos
dos casos sobre u y v.

Caso 1.1) Si u y v pertenecen a N; para alguna i en {0,1,2,...,n — 1}.

Por construccién, AT (D;[N;]) = 0, por lo tanto, no puede haber flechas entre
vy uen D.
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Caso 1.2) Si u pertenece a N;, con i en {0,1,2,...,n — 1}, v pertenece a N;, con j en
{0,1,2,,71—1},}7]7AZ
Sin pérdida de generalidad, supongamos que i < j.

Por construccion
N, C V(D) CV(Dit) vy V(Dir) € VDN UN-(N),

por lo que, se concluye que no hay N;N;-flechas en D.

Demostraremos que no hay N;N;-flechas en D, lo haremos por contradiccion.

Supongamos que existe z en NV; y una xN;-flecha en D, entonces 5751_ () # 0.

. .2 , —1 .
Por lo tanto, x ¢ N, lo cual es una contradiccién. Asi, | J;—, N; es un conjunto

independiente en D.

(2) U, Ni es un conjunto absorbente en D.
Sea z en V(D)\(U!=, M), por construccién V(D) = I, (N; U Np.(N;)). Por lo que
x € U?:_Ol Np,(N;), por lo tanto para algtn j en {0,1,...,n—1}, x € N5j<Nj)- Es decir,
U?:_Ol N; es un conjunto absorbente en D.

De (1) y (2) obtenemos que | J/—, N; es un nticleo de D. O

En la seccién anterior vimos que C5 no tiene nicleo, esto no sucede con todos los ciclos,
por ejemplo, el ciclo Cy = (vg, v1,v9,v3,79) (figura 2.8) tiene dos nucleos Ny = {vg, va} y

N2 = {Ul, ’Ug}.

Figura 2.8: Son ntcleo de la digréfica los conjuntos Ny = {vg, v} vy Na = {vy,v3}

En los siguientes resultados damos el preambulo para demostrar que si una digréafica no
tiene ciclos de longitud impar, entonces tiene nicleo (Richardson [24]). La demostracién que
vamos a presentar, se debe a Victor Neumann Lara [23], utiliza semintucleos y fue hecha en
1971, es una prueba mas corta que la de Richardson.
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Definicién 2.2.1. Semintcleo.

Sean D una digréfica y S un subconjunto de V' (D), decimos que S es un semintcleo de
D, si S es un conjunto independiente y para cada flecha (s,z) en F(D) tal que s € Sy
x € V(D)\S existe (x,s') en F(D) tal que s’ € S.

Observemos que para cualquier digrafica el conjunto vacio es un semintcleo. Por otro
lado, si S es un semintcleo, entonces N}, (.S) es un subconjunto de N, (S) y todo seminicleo
esta contenido en un seminticleo méximo por contencién. Sea S un semintcleo, si existe x en
V(D)\Np[S], entonces S U {z} es un seminticleo que contiene propiamente a S. Esta idea
inspira el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Sean D una digrifica, S un seminicleo de D, B ={v € V(D) |v ¢ N~[S]}
y S" un seminicleo de D[B]. Entonces S\U S’ es un seminicleo de D.

Demostracion. Sean D una digréfica, S un seminticleo de D, B = {v € V(D) |v ¢ N~[S]}
y S’ semintcleo de D[B].

= Primero demostraremos que S U .S’ es un conjunto independiente.
Como S y S’ son conjuntos independientes, solo falta demostrar que no existen 55’-
flechas ni S’S-flechas. Sean s en S y s en S’; puesto que S C B, entonces (s, s) ¢
F (D). Por otro lado, si suponemos que (s,s’) pertenece a F(D), como S es un se-
minucleo, entonces ' € N~ (5)NB, lo cual es una contradiccién, ya que N~ (S)NB = &.
Por lo tanto, S U S’ es un conjunto independiente.

» Ahora mostraremos que si x pertenece a N*(SUS’), entonces z € N~ (SUS’). Sea x
en N*T(SUS’), tenemos dos casos sobre x:

Caso 1) x pertenece a NT(95).

Como S es un seminicleo de D, entonces € N~(5), lo que implica que = €
N=(SUS’) (porque N~ (S) C N-(SUJY)).

Caso 2) x pertenece a N (5").

Siz € V(D)\(S U B), entonces por definicién de B existe una xS-flecha, lo que
implica que existe una x(S U S’)-flecha. Si z € (B\S’), entonces como S’ es un
semintcleo de D[B], se tiene que x € N~(5’), lo que implica que z € N~ (SUS").

En cualquier caso, si x € NT(SUS’), entonces z € N=(S U S’). Por lo tanto, SU S’ es un
semintcleo de D.
[

Teorema 2.2.3. Sean D una digrdfica, S un seminicleo de D, B ={v € V(D) |v ¢ N~[S]}
y S" un nicleo de D[B], entonces SUS" es un nicleo de D.
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Demostracién. Sean D una digréfica, S un seminicleo de D, B = {v € V(D) |v ¢ N~[S]}
y S’ un nicleo de D[B]. Por el teorema 2.2.2, S U S’ es un conjunto independiente. Ahora
demostraremos que si « pertenece a V(D)\(SUS’), entonces z € N=(S U S’). Sea = en
V(D)\(SUS’), como V(D) =SUS'U(B\S)U(V(D)\(SUB)), entonces tenemos dos casos

sobre x:

Caso 1) z € (B\Y').

Como S’ es niicleo de D[B], entonces existe una x5’-flecha en D, lo que implica que
existe una z(S U S")-flecha en D.

Caso 2) xz € (V(D)\(SUB)).

En este caso se sigue de la definicién de B que existe la xS-flecha en D, lo que
implica que existe una x(S U S’)-flecha en D.

En cualquier caso, si x € V(D)\(SUS’), entonces x € N~ (SUS").
Por lo tanto, S U S’ es un nicleo de D. n

Teorema 2.2.4. Si D es una digrdafica tal que todas sus subdigrdficas inducidas tienen un
seminiicleo distinto del vacio, entonces D tiene nicleo.

Demostracion. Sean D una digrafica, S un seminicleo de D méximo por contencién y
B={veV(D)|v¢ N"[S]}.

Si B = &, entonces S es un conjunto independiente y absorbente. Por lo tanto, S es un
nicleo de D.

Si B # @, entonces por hipdtesis D[B] tiene un semintucleo no vacio, S’. Por el teorema
2.2.2, SUS" es un semintcleo de D. Lo cual no es posible, ya que S es un seminticleo méximo
por contencién.

Por lo tanto, B = &, lo que implica que D tiene ntcleo. O

Teorema 2.2.5. Sea D una digrdfica. Si D no tiene ciclos de longitud tmpar, entonces D
tiene un seminicleo no vacio.

Demostracion. Sea D una digrafica sin ciclos de longitud impar. Tenemos dos casos sobre
D:

Caso 1) D es fuertemente conexa.

Como D no tiene ciclos impares, por el teorema 1.2.1, D es bipartita. Sea P =
{X, Y} una biparticién de V(D). Luego, como D es fuertemente conexa todo vértice
de D tiene exgrado mayor o igual a 1, por lo que X y Y son conjuntos absorben-
tes. Asi, tanto X como Y son nicleos de D. Por lo tanto, en particular, X es un
seminucleo de D.
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Caso 2) D no es fuertemente conexa.

Consideremos SC(D), la digrafica de condensacién de D. Sabemos por el lema 1.2.5,
que existe una componente C', tal que 5;0( D)(C'l) = 0. Como (' es una componente
fuertemente conexa y sin ciclos impares, C; tiene un semintcleo no vacio S (por el
caso 1). Como 5§C(D)(Ol) =0, S es un semintcleo distinto del vacio de D .

El siguiente teorema fue demostrado por Richardson.

Teorema 2.2.6. Sea D una digrdfica. Si D no tiene ciclos de longitud impar, entonces D
es nicleo perfecta.

Demostracion. Sea D una digréafica sin ciclos de longitud impar. Como, toda subdigréfica
inducida H de D no tiene ciclos de longitud impar (porque D no los tiene), entonces H tiene
un semintcleo distinto del vacio (por el teorema 2.2.5).

Por lo tanto, por el teorema 2.2.4, D tiene nicleo.

Por otro lado, como toda subdigrafica inducida G de D no tiene ciclos de longitud impar,
entonces G tiene nucleo, por lo demostrado para D anteriormente. Por lo tanto, D es nicleo

perfecta.
]

El siguiente teorema fue dado por P. Duchet en 1980 [10], en él se da otra condicién para
los ciclos.

Teorema 2.2.7. Si D es una digrdfica en la cual todo ciclo tiene al menos una flecha
simétrica, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Puesto que toda subdigrafica inducida de D cumple con que todos sus ciclos
tienen al menos una flecha simétrica, entonces basta probar que D tiene nicleo. Demostra-
remos que D tiene nicleo por induccién sobre el nimero de vértices.

Base de induccién.

Para p en {1,2,3}, en la seccién 2.1 demostramos que las digraficas que cumplen con la
hipo6tesis tienen nucleo.

Hipdtesis de induccidn.

Si D' es una digréfica de orden p’, con p’ < p, y todos sus ciclos tienen una flecha simétri-
ca, entonces D’ tiene ntcleo.
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Paso inductivo.

Sea D una digrafica con p vértices, tal que todo ciclo de D tiene una flecha simétrica.

Como Asym(D) es aciclica, existe un vértice vg en V(D) tal que 0, p) (vo) = 0. Con-
sideremos a D' = D — vy, esta digrafica tiene orden menor a p y todos sus ciclos tienen al
menos una flecha simétrica, por hipétesis de induccién D’ tiene al menos un nicleo, digamos
S’

Como D’ es una subdigréfica inducida de D, entonces S’ es independiente en D. Por lo
tanto, tenemos dos casos sobre vy y S”:

Caso 1) Existe la vyS’-flecha en D.

Como S” absorbe a todo vértice de V(D')\S" y existe la vS’-flecha en D, entonces
S’ es un conjunto absorbente en D.

Por lo tanto, S’ es un nucleo de D.

Caso 2) No existe la vyS’-flecha en D.

Notemos que por eleccién de vy si existe alguna S’vg-flecha, entonces tiene que ser
simétrica. Por lo tanto, en este caso no existen flechas entre S” y vy. Asi, S = S"U{vo}
es un conjunto independiente en D.

Como S" absorbe a V(D')\S" y V(D) = V(D') U {vy}, entonces S es un conjunto
absorbente de D.

Por lo tanto, S es un niticleo de D. Asi, D es nicleo perfecta.
O

En 1990 C. Berge y P. Duchet [3], dieron una condicién necesaria y suficiente para la
existencia de nicleos en una clase especial de digraficas.

Teorema 2.2.8. Sea D una digrdfica semicompleta. Todo ciclo de D tiene al menos una
flecha simétrica si y solo si D es nicleo perfecta.

Demostracion. Sea D una digrafica semicompleta.

=) Como todo ciclo de D tiene al menos una flecha simétrica, por el teorema 2.2.7, D
es nucleo perfecta.

<) Si D es niicleo perfecta, entonces demostraremos que todo ciclo de D tiene al menos
una flecha simétrica.

Consideremos C' = (vy, -+ ,v,,v1) un ciclo de D y D[C]. Como D es semicompleta, D|[C]
también es semicompleta. Ya que D es nicleo perfecta, D[C] tiene ntcleo, digamos {vy}.
Esto implica (v;,v;) € F(D) para todo i en {1,....,k — 1,k + 1,...,n} (mod n), en particular
(Vg+1, ) € F(D). Como C es un ciclo, la flecha (vg, vg11) € F(D) (mod n). Por lo que, C
tiene una flecha simétrica. Por lo tanto, todo ciclo de D tiene una flecha simétrica.

]
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2.3. Simétricas y transitivas

En esta seccion demostraremos que las digraficas simétricas, completas y transitivas son
nicleo perfectas.

Proposicién 2.3.1. Si D es una digrdfica simétrica, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Sea S un conjunto independiente maximo por contencién de D, veremos que
S es un conjunto absorbente. Por contradiccién, supongamos que S no es absorbente; es
decir, existe z en V(D)\S tal que para todo y en S, (z,y) ¢ F(D). Notemos que por ser D
una digrafica simétrica si (z,y) ¢ F(D), entonces (y,z) ¢ F (D), por lo tanto, S’ = S U {z}
es un conjunto independiente de D tal que S C 5, lo cual es una contradiccion a la eleccion
de S. Por lo tanto, S es un nicleo de D.

Como toda subdigrafica inducida de D es simétrica, entonces, por lo demostrado para
D, se concluye que D es niicleo perfecta. O

Corolario 2.3.1. Si D es una digrdfica completa, entonces D es nicleo perfecta.
Demostracion. Como D es simétrica, entonces D es nicleo perfecta. O
Proposicién 2.3.2. Si D es una digrdfica transitiva, entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Sea D una digrafica transitiva. Si D no tiene ciclos, entonces por el teorema
2.2.1, D tiene ntcleo. Si D tiene ciclos, consideremos C' = (z1, s, ..., 2Ty, 1) un ciclo de
D. Como D es transitiva y {(x1,22), (z2,23)} C F(D), entonces (z1,x3) € F(D). Como
D es transitiva y {(z1,3), (x3,24)} C F(D), entonces (z1,z4) € F(D). Continuando con
este razonamiento, llegamos a que (z1,z,) € F(D). Por lo que, todo ciclo en una digréfica
transitiva tiene una flecha simétrica, por lo tanto, por el teorema 2.2.7, D tiene ntcleo.

Como toda subdigrafica inducida de D es transitiva, entonces D es ntucleo perfecta. O

2.4. La funcion de Grundy

En esta secciéon definiremos funcién de Grundy y veremos la relacion que tiene con los
nucleos.

Definicién 2.4.1. Funcion de Grundy

Sean D una digréfica y g(z) una funcién con g : V(D) — N. Diremos que g es una
funcion de Grundy para la digrafica D si g cumple con las siguientes propiedades:

1. Si g(z) = i, entonces para toda 0 < j < i existe y € N*(z), tal que g(y) = J.
2. Si g(x) = 14, entonces para todo y € NT(x), g(y) # i.
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En la digrafica D de la figura 2.9 podemos observar los valores de la funciéon de Grundy g.
Los vértices vy y vz tienen exgrado 0, por lo que g(v3) = 0 = g(v4). El vértice vy tiene dos
vecinos exteriores de valor cero, por lo tanto g(ve) = 1. El vértice v; tiene vecinos exteriores
con los valores 0 y 1, por lo que g(v;) = 2. Finalmente, como v, tiene vecinos exteriores con
los valores 0, 1y 2, g(vg) = 3.

Figura 2.9: Digrafica D y una funcién de Grundy de D

Notemos que {v3,v4} es un nicleo y a los vértices de este conjunto se les asigné el valor
cero, esto motiva el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1. St D es una digrdfica con funcion de Grundy g, entonces D tiene nicleo,
mds ain N = {x € V(D) |g(z) = 0} es el nicleo de D.

Demostracion. Sean D una digrafica, g(x) una funcién de Grundy de D y
S={zeV(D)|g(z) =0},
tenemos que demostrar que S es un conjunto independiente y absorbente.

1. Por demostrar que S es un conjunto independiente.
Sea {z,y} un subconjunto de S, con z # y. Como g(z) = 0 = g(y), tenemos que
x ¢ Nt(y) yy ¢ NT(x) (por la segunda condicién de funcién de Grundy). Por lo
tanto, S es un conjunto independiente.

2. Por demostrar que S es un conjunto absorbente.
Sea x en V(D)\S; como x ¢ S, entonces g(x) =i > 0. Por la condicién (1) de funcién
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de Grundy, se tiene que para toda 0 < j < 7 existe y en NT(x) tal que g(y) = j, en
particular para j = 0, por lo que existe y en N (z) tal que g(y) = 0. Por lo tanto, S
es un conjunto absorbente.

Por lo tanto, S es un nicleo de D. O

En el teorema anterior vimos que si D tiene funcién de Grundy entonces D tiene nicleo;
i Sera suficiente pedir que una digrafica tenga un nucleo para que tenga una funcién de
Grundy? La respuesta la podemos ver en la digrafica D de la figura 2.10, D tiene nicleo,
{vs}, pero no tiene funcién de Grundy.

()

Figura 2.10: El conjunto {v3} es un nicleo de la digrafica D

Observemos que el vértice vs es de exgrado cero, solo se le puede asignar el valor cero
para alguna posible funcion de Grundy. Tomemos a vy, ya que tiene un vecino exterior con
valor cero y otro sin asignar tiene dos opciones; g(v1) =1 6 g(vy) > 1:

= Si g(v1) = 1, entonces g(v4) = 2. Por lo que, g(ve) = 1. Lo cual no es posible, ya que
g(vy) =1 (ver figura 2.11a).

= Sig(vy) > 1, entonces g(vy) = 1. Por lo que, g(vy) = 2. Por lo tanto, g(v;) = 1. Lo cual
no es posible (ver figura 2.11b).

Por lo tanto, no es posible asignarle una funcién de Grundy a D.
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glvg) =2 g(u) =1 glug) =1 g(u) >1

Figura 2.11: D no tiene funcién de Grundy

El siguiente teorema muestra una condiciéon relacionada con los nicleos que permite a
una digrafica tener una funciéon de Grundy.

Teorema 2.4.2. Si D es una digrdfica nicleo perfecta, entonces D tiene funcion de Grundy.

Demostracion. Sea D una digrafica tal que toda subdigrafica inducida tiene ntcleo. Defini-
mos los siguientes conjuntos y subdigraficas de D:

NO el nucleo de D = DO y D1 = D(]\NO

N1 el nucleo de D1 y DQ = Dl\Nl

Ni el nucleo de Dl y DZ'Jrl = Dz\Nz
Como D es finita, entonces existe una r en la cual N, es vacio. Observemos que los conjuntos
N; son una particiéon de V(D). Sea g(x) una funcién definida de la siguiente manera:
g: V(D) — N, g(x) =jsiysolosizeN,.
Demostraremos que g es una funciéon de Grundy para D.

1. Sea x en V(D) tal que g(z) = i, esto implica que x € N;. Demostraremos que para
toda 0 < j < i existe y € N*(z) tal que g(y) = j.
Notemos que IV; C D; para toda 0 < j < i. Como N; es nicleo de D, existe y en N;
tal que y € N*(z), ademés G(y) = j.
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2. Sea z en V(D) tal que g(z) = i. Demostraremos que para todo y en Nt (x), g(y) # 1.
Sea z en NN;; como N; es independiente, entonces N (x)NN; = &, por lo que en particular
ningtin y en N*(z), cumple que g(y) = i.

Por lo tanto, g(z) es una funcién de Grundy. O
Corolario 2.4.1. Si D es una digrdfica simétrica, entonces D tiene funcion de Grundy.

Demostracion. Sea D una digréafica simétrica, por la proposicién 2.3.1, D es ntcleo perfecta
y por el teorema 2.4.2, D tiene funciéon de Grundy. m

Corolario 2.4.2. Si D es una digrdfica transitiva, entonces D tiene funcion de Grundy.

Demostracion. Sea D una digrafica transitiva, por la proposicién 2.3.2, D es nucleo perfecta
y por el teorema 2.4.2, D tiene funcién de Grundy. O

Corolario 2.4.3. Sv D es una digrdfica sin ciclos, entonces D tiene funcion de Grundy.

Demostracion. Sea D una digrafica sin ciclos, por el teorema 2.2.1, D es ntcleo perfecta y
por el teorema 2.4.2, D tiene funcion de Grundy. O

Corolario 2.4.4. S§i D es una digrdfica sin ciclos de longitud impar, entonces D tiene
funcion de Grundy.

Demostracion. Sea D una digréafica sin ciclos de longitud impar, por el teorema 2.2.6, D es
nucleo perfecta y por el teorema 2.4.2, D tiene funcién de Grundy. n

Corolario 2.4.5. Si D es una digrdfica en la cual todo ciclo tiene al menos una flecha
simétrica, entonces D tiene funcion de grundy.

Demostracion. Sea D una digrafica en la cual todo ciclo tiene al menos una flecha simétrica,
por el teorema 2.2.7, D es nicleo perfecta y por el teorema 2.4.2, D tiene funcién de Grundy.
m
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Capitulo 3

(k,l)-nicleos exteriores

Después del desarrollo de la teoria de niicleos vinieron generalizaciones de este concepto,
por ejemplo; nicleos por trayectorias monocromaticas, introducido por Hortensia Galeana
Sanchez en [18] y (k,[)-nicleos definido por M. Kwésnik en [22].

En 2016 aparece una nueva generalizacion; los (k,[)-nicleos exteriores, presentados por
Mostafa Blidia y Amina Ramoul en el articulo “A new generalization of kernels in digraphs”

[7].
En este capitulo desarrollaremos con detalle el articulo anterior.

3.1. Conjuntos k-independientes exteriores

En esta seccién definiremos los conjuntos k-independientes exteriores y daremos algunas
propiedades de estos.

Definicién 3.1.1. Conjunto k-independiente exterior

Sean D una digrafica y S subconjunto de V(D), decimos que S es un conjunto k-
independiente exterior de D, si para todo z en S se cumple que (%[S](a:) < k, con k

un entero mayor que cero; es decir, |NZ§[S] (x)N S| < k.

En la digrafica D de la figura 3.1a se tiene que el conjunto S = {v1,v2} es un conjunto
2-independiente exterior de D, pues el 52;[5] (1) =0<2yel (525[5] (v3) =1 < 2. En cambio,
el conjunto S" = {vy, v3,v4} mostrado en la figura 3.1b no es un conjunto 2-independiente
exterior de D, ya que 5]5[5,}(111) =2.
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(a) En gris un subconjunto de (b) En gris un subconjun-
vértices 2-independiente exte- to de vértices que no es 2-
rior de D independiente exterior de D

Figura 3.1: Ejemplos

Notemos que si S es un subconjunto k-independiente exterior de D, entonces el exgrado
maximo de la subdigrafica D[S] es a lo mds k — 1. Si & > AT(D), entonces V(D) es un
conjunto k-independiente exterior para la digréfica D, asi que pediremos que k < A*(D)

(ver figura 3.2).

Figura 3.2: El conjunto V(D) es 3-independiente exterior de D, ya que AT(D) = 2.

Cuando k=1, el concepto de k-independencia exterior coincide con el de independencia;
es decir, si S es un subconjunto l-independiente exterior de D, por definicién todo vértice
z de S cumple que [N (x) N S| < 1, por lo que [N () N S| =0, que es la definicién de

independencia (ver figura 3.3).

Figura 3.3: El conjunto {ve,v3} de vértices en D que es 1-independiente exterior en D
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Aligual que en los conjuntos independientes, un subconjunto de V(D) con un solo vértice
también es k-independiente exterior para cualquier k (ver figura 3.4). Por lo que, se busca
encontrar el conjunto k-independiente exterior maximo.

—a

Figura 3.4: Un vértice es k-independiente exterior de D, para cualquier k

Definicién 3.1.2. Numero de k-independencia exterior de una digrdfica D
El nimero de k-independencia exterior de una digrafica D es el
maz{|S| | S es un conjunto k-independiente exterior de D},

lo denotaremos por ay (D) 6 oy, si la digrafica es evidente. Un conjunto S de vértices de D que
es k-independiente y de cardinalidad maxima le llamamos a;(G) — conjunto é ay-conjunto
si la digrafica es evidente

En la digrafica D de la figura 3.5 tenemos a S = {vs, v3, v4, v5 } un conjunto 2-independiente

exterior de D, si agregamos a v; al conjunto S, el conjunto S” = S U {v;} tendria un vértice
de exgrado 3. Por lo tanto, el ay(D) = 4.

Figura 3.5: Un conjunto 2-independiente exterior maximo
Con esta nueva definicién, la k-independencia exterior no necesariamente implica la k'-

independencia exterior para k' < k. Lo que si se vale, para k' > k, es que los conjuntos
k-independientes exteriores son k’-independientes exteriores. Esto da lugar al siguiente lema.
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Lema 3.1.1. Sean D una digrdfica, S un subconjunto k-independiente exterior de D, {k,k'}
un subconjunto de N y k < k', entonces S es un conjunto k'-independiente exterior de D.

Demostracion. Sean D una digrafica, S un subconjunto k-independiente exterior de D y
{k, K’} un subconjunto de N tal que & < &/, por demostrar que S es k’-independiente exterior;
es decir, cumple que para todo x en S, |N—D~_[S}(£E) N S| < k'. Como S un subconjunto k-
independiente exterior de D, tenemos que [Ny () N S| < k lo que implica que [N (z) N
S| < k < k. Por lo que, S es un conjunto k’-independiente exterior de D. O

Notemos que no necesariamente todos los vértices de exgrado menor a k estan en todo
conjunto independiente exterior maximo por contenciéon o cardinalidad.

Por ejemplo, en la digréfica D de la figura 3.6, el conjunto S = {vy,v2} es un conjunto 1-
independiente exterior de D, al cual no le podemos agregar el vértice vg (63,(vo) = 0), porque
dejaria de ser 1-independiente exterior, por lo tanto S es un conjunto l-independiente exte-
rior méximo por contencion de D y vg un vértice de exgrado menor que k el cual no esta en S.

Figura 3.6: Digrafica con un conjunto 1l-independiente exterior méximo por contencién y
cardinalidad, que no tiene al vértice con exgrado cero.

Corolario 3.1.1. Sea D una digrdfica. Si {k,k'} es un subconjunto de N con k <k, entonces
Oék(D) S Oé]y(D).

Demostracion. Sean D una digréfica, {k, k’'} subconjunto de N con k£ < k', S un ay-conjunto.
Del lema 3.1.1, tenemos que S también es un conjunto k’-independiente exterior, por lo que,
|S| < ays. Por lo tanto, oy = |S] < ay. O

3.2. Conjuntos l-absorbentes exteriores

En esta seccion definiremos los conjuntos [-absorbentes exteriores y daremos algunas
propiedades de estos.

Definicién 3.2.1. Conjunto l-absorbente exterior

Sean D una digréafica y S subconjunto de V(D). Decimos que S es un conjunto [-
absorbente exterior de D si para todo x en V(D)\S se tiene que [N} (z) NS| > ; es decir,
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xz tiene al menos [-vecinos exteriores en S.
En la digrafica D de la figura 3.7, tenemos el conjunto S = {vg, vy, v, v5} en gris. Ob-

servemos que V(D)\S = {v3,vs}. Como |NJ(v3) N S| = {vi,vs} =2y [NS(vg) N S| =
{wvo, v1,v5}| = 3, S es un conjunto 2-absorbente exterior de D. Notemos que también es

1-absorbente exterior de D.

3

v9) (1

S

Figura 3.7: Los vértices en gris forman un conjunto 2-absorbente exterior de D. Notemos
que también es 1-absorbente exterior de D.

Cuando k=1, si S es un subconjunto 1-absorbente exterior de una digrafica D, entonces
S es un conjunto absorbente de D, ya que para todo v en V(D)\S, existe (v,z) en F(D),
conzx € S.

Notemos que una digrafica D siempre tiene un conjunto [-absorbente exterior a saber,
V(D). En vista de lo anterior iremos analizando los conjuntos l-absorbentes exteriores mini-
mos por cardinalidad.

Definicién 3.2.2. Numero de l-absorbencia exterior de una digrdfica D

El niimero de [ absorbencia exterior de una digrafica D es el
min{|S||S es un conjunto l-absorbente exterior de D}

y lo denotamos por 7;(D) 6 7, cuando la digrafica es evidente. Un conjunto S de vértices de
D que es [-absorbente y de cardinalidad minima le llamamos v;(D) — conjunto é ~;-conjunto
si la digréafica es evidente

En la digrafica D de la figura 3.8 mostramos al conjunto S = {vg, vy, v2} en gris, el cual es
un conjunto 2-absorbente exterior de D. Como A~ (D) = 4, entonces no existe un conjunto
2-absorbente exterior de cardinalidad 1. Como no hay dos vértices de ingrado 4, entonces
no hay un subconjunto de V(D) de 2 vértices que sea 2-absorbente exterior. Por lo tanto,
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Figura 3.8: Los vértices grises forman un conjunto 2-absorbente exterior de D

En el capitulo 2 vimos que los vértices de exgrado 0 pertenecen siempre a cualquier
conjunto absorbente. Esta idea se conserva para los vértices de exgrado menor a [ para los
conjuntos [-absorbentes exteriores. Esto se resume, en las siguientes dos observaciones.

Observaciéon 3.2.1. Sean D una digrdafica y S un subconjunto l-absorbente exterior de D.
Si v es un vértice en V(D) tal que 6 (v) < I, entonces v € S.

Demostracion. Sean D una digrafica, S un subconjunto [-absorbente exterior de D y v en
V(D) tal que *(v) < I. Por demostrar que v € S, lo haremos por contradiccién. Supongamos
que v ¢ S, entonces v € V(D)\S, por lo que por definicién de conjunto [-absorbente exterior
tenemos que | N/ (v)NS| > I, esto implica que [N} (v)| > I, lo cual es una contradiccién pues
Ni(v) <l Asf, v e S. O

Observacién 3.2.2. Sea D wuna digrdfica. Si 1 > A1(D), entonces el unico conjunto -
absorbente exterior de D es V(D).

Demostracion. Sean D una digréfica y [ en N\{0}, tal que [ > AT (D). Como para todo v en
V (D), I[N} (v) NV (D)| = |N/(v)| < I, entonces V(D) es un conjunto l-absorbente exterior
de D. ]

Por lo tanto de la observacién 3.2.2, se pedird siempre que [ < A*(D). Por otro lado,
tenemos que el conjunto que consiste de los vértices grises en la digrafica D de la figura 3.9
es un conjunto 3-absorbente exterior de D. También es 1 y 2-absorbente exterior. De este
ejemplo, se deduce el siguiente lema.

v)

S

Figura 3.9: Los vértices den gris forman un conjunto 3-absorbente exterior de D
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Lema 3.2.1. Sean D una digrdfica, | en N y S un subconjunto l-absorbente exterior de D.
Sil' <1, para algun I’ en N, entonces S es un conjunto l'-absorbente exterior de D.

Demostracion. Sean D una digrafica, {[,!'} un subconjunto de N, y con I’ < [ y S un
subconjunto [-absorbente exterior de D. Entonces, para toda x en V(D)\S se tiene que
INy(z) N S| > 1, luego I > I, implica que |Np(xz) NS| > I, que es la definicién de ['-
absorbente exterior. O]

Sea D una digrafica. Si I’ > [, entonces no necesariamente se da que un conjunto [-
absorbente exterior de D sea [’-absorbente exterior de D. En la digréfica D de la figura 3.10
el conjunto S es 2-absorbente exterior de D y no es 3-absorbente exterior de D, porque vy
solo tiene dos vecinos exteriores en S.

Figura 3.10: En la digrafica el conjunto S es 2-absorbente exterior de D y no es 3-absorbente
exterior de D

Corolario 3.2.1. Sea D una digrdfica. Si {l,I'} es un subconjunto de N, con l' <1, entonces
(D) < (D).

Demostracion. Sean D una digrafica, {/,1'} es un subconjunto de N, con I’ < I,y S un v,(D)-
conjunto. Del lema 3.2.1 tenemos que S también es un conjunto [’-independiente exterior de
D, por lo que vy < |S|. Por lo tanto, v < |S| = . O

3.3. (k,l)-nicleos exteriores

Ahora llego el momento de introducir el personaje principal de esta tesis; los (k,l)-
nucleos exteriores.

Definicién 3.3.1. Conjunto (k,l)-nicleo exterior

Sean D una digréafica y S un subconjunto de V' (D), si S es un conjunto k-independiente
exterior de D y un conjunto l-absorbente exterior de D, entonces decimos que S es un (k, [)-
nucleo exterior de D. Si k = [, entonces S recibe el nombre de k-nicleo exterior de D.

En la digrafica D de la figura 3.11, el conjunto S = {wvs, v, v4, v5} es 2-absorbente exterior
de D y 3-independiente exterior de D. Por lo tanto, es un (3, 2)-ntcleo exterior de D.
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Figura 3.11: Un (3, 2)-nicleo exterior de D

Respecto a los (k, [)-niicleos exteriores podemos hacernos dos preguntas ;todas las digrafi-
cas tienen k-nucleo exterior? Si la respuesta a la pregunta anterior es negativa, entonces ; Cuél
es la primer digrafica, con respecto al orden, que no tiene algin k-nicleo exterior?

En el capitulo 2 demostramos que las digraficas de orden menor o igual a 2 tienen nicleo,
por lo que tienen un 1-niucleo exterior. De las de orden 3 observamos que solo el ciclo de
longitud 3 no tiene nicleo, por lo que no tiene 1-ntcleo exterior.

Como sabemos, si AT(D) < k, entonces V(D) es un conjunto k-independiente exterior y
k-absorbente exterior, por eso las digraficas con exgrado maximo menor o igual a 1 y orden
menor o igual a 3, exceptuando el ciclo de longitud 3, tienen k-nicleo exterior para cualquier
k > 2. Demostraremos que las digraficas de orden 3 con exgrado maximo igual a 2 tienen
2-nucleo exterior.

En la figura 3.12 mostramos todas las digraficas de orden tres con exgrado maximo igual

a 2. Los vértices de color gris forman un 2-nticleo exterior.

© ()
-

)
®
(2
(®
©

()
OO @A

>
>

Figura 3.12: 2-nicleo exterior para digraficas de orden igual a tres y exgrado méaximo igual
a2

Siguendo la idea de los lemas 3.1.1 y 3.2.1, tenemos este nuevo lema para los (k, [)-nticleos
exteriores.
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Lema 3.3.1. Sean D una digrdfica y {k,k',1,I'} un subconjunto de N, tal que 1 <1 <k <
AT(D),I'<lyk <K <AYT(D). Si D admite un (k,l)-nicleo exterior, entonces D admite
un (K',")-nicleo exterior.

Demostracion. Sean D una digréfica y S un (k,[)-nucleo exterior de D. Como S es un
conjunto k-independiente exterior de D y k < K/, por el lema 3.1.1, S es un conjunto k’-
independiente exterior de D. Como S es un conjunto [-absorbente exterior de D y tenemos
que I’ <[, por el lema 3.2.1 S es un conjunto [’-absorbente exterior. Por lo tanto, S es un
(k',l')-nuicleo exterior de D. O

El lema 3.3.1 tiene como hipétesis 1 <1 <k < AT(D), I' <ly k <k < AT (D) {Que
pasarfa si | <1’ 6 k' < k? En los siguientes ejemplos, veremos que aunque D tenga un (k,[)-
nucleo exterior
D no necesariamente tiene un (k’,!’)-nicleo exterior, para [ <1' 6 k' < k.

La digréfica D de la figura 3.13 tiene un 1-ntcleo
exterior, a saber S = {vg}, ya que es l-independiente
exterior y como cumple que para todo v; en V(D)\S
se tiene la flecha (v;,vg) para i en {1,2,3}, entonces
S es 1-absorbente exterior.

Observemos que D no tiene un 2-nicleo exterior.
Como §"(vg) = 0, v9 € S para todo S conjunto 2-
absorbente exterior de D. Veamos que v; y vy, para
i € {1,2,3}, no forman un conjunto 2-absorbente ex-
Figura 3.13: Digrafica con un 1- terior en D: {vg,v1} no 2-absorbe exteriormente a vy,

nicleo exterior y sin un 2-ntcleo ex- {vo, v2} no 2-absorbe exteriormente a vy y {vo, v3} no
terior 2-absorbe exteriormente a vs.

Observemos que un subconjunto de 3 o més vértices que contenga a vy, no es un 2-
nucleo exterior, la subdigrafica inducida por estos contiene al torneo transitivo de 3 vértices,
en el cual uno de los vértices tiene exgrado 2, por lo tanto, dichos conjuntos no son 2-
independientes exteriores de D. Por lo tanto, D tiene un (1, 1)-nicleo exterior y un (2,1)-
nicleo exterior, pero D no tiene un (2, 2)-nicleo exterior.

La digrafica D de la figura 3.14 es un torneo, te-
nemos que los conjuntos 1-independientes exteriores
maximos de D tienen solamente un vértice. Por otro
lado, A=(D) = 2 y su orden es 4, por lo que ningin
conjunto de un vértice seria 1-absorbente exterior.
Sin embargo, el conjunto S = {vy,vq,v3} es 2-
independiente exterior de D, porque A*(D[S]) = 1. ()
S es un conjunto 2-absorbente exterior de D, ya que
V(D)\S = {w} y |[NT(v9) N S| =3 > 2. Por lo tan-
to, S es un 2-ntcleo exterior de D, que ademads es un
(2,3)-ntcleo exterior.

Figura 3.14: Digrafica sin un 1-ntcleo
exterior y con un 2-nicleo exterior
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Ahora daremos un ejemplo de una digrafica D que no tiene un 1-ntcleo exterior, ni un
2-ntcleo exterior. Consideremos la digrafica D de la figura 3.15, por ser torneo los conjuntos
l-independientes exteriores maximos tienen solamente un vértice. Observemos que D tiene
orden 5 y todos los vértices de D tienen ingrado igual a 2, por lo que ningin conjunto 1-

independiente exterior es 1-absorbente exterior.

Como A~ (D) =2y el orden de D es 5, entonces

si S es un subconjunto de V(D) tal que |S| = 2, en-
tonces S no es un conjunto 2-absorbente exterior de
D.

Ahora veamos que los conjuntos de 3 o mas vértices
no son 2-nucleos exteriores. Todos los casos a analizar

Figura 3.15: Digrafica sin un 1-ntcleo
exterior y sin un 2-nucleo exterior

Caso 1) {v;,viq1,vi42} € S con i € {1,2,3,4}
(mod 5).

En este caso D[S] contiene al torneo transitivo de
3 vértices, donde v;41 es tal que 5&51 (viy1) = 2. Por
lo tanto, S no es 2-independiente exterior.

(mod 5).

Figura 3.17: Caso 2

se pueden reducir a dos:

’

*
P ’
’é )
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’
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Figura 3.16: Caso 1

Caso 2) {v;,vi41,v43} = S con i € {1,2,3,4}

En este caso S no 2-absorbe exteriormente a v; 2
(mod 5) pues sus unicos dos vecinos exteriores son
Vits ¥ Vira (mod 5).

Por lo tanto, D no tiene un 2-ntucleo exterior.

En el capitulo 2 se definié la funcién caracteristica y se demostré el teorema 2.1.1, que
relaciona la funcion caracteristica y los nucleos. Para los k-nicleos exteriores tenemos el

siguiente resultado.
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Teorema 3.3.1. Sean D una digdafica y k un entero, tal que 2 < k. Un subconjunto S de
V(D) es un k-nicleo exterior si y solo si su funcion caracteristica g satisface lo siguiente:

> ws(y)

yeEN (x)

k Y

s

ps(x) =1— min 1 , para todo x en V(D).

Demostracion. Sean D una digrafica y k& un entero, tal que 2 < k.

=) Sean S un k-nicleo exterior de D y x en V(D), tenemos dos casos sobre x respecto

as.
Caso 1) z € S.

En este caso pg(x) = 1. Por otro lado, como S es un conjunto k-independiente

exterior, [N} (2) N S| < k, por lo que hay a lo méds k — 1 vecinos exteriores de = con
> es(y)
vENT (@)

imagen igual a 1, respecto a ®g. Entonces k

= 0, por lo que

> es(y)

Ni(z
1— min v D(]:: 7]_ :]-:SOS('I)
Caso 2) Siz ¢ S.
Entonces ¢g(z) = 0. Luego, como S es un conjunto k-absorbente exterior,
Ni(x) N S| > k, por lo que hay al menos k vecinos exteriores de  con imagen
INp por lo que hay g
> es(y)
yENE(z)

igual 1, respecto a ®g. Entonces > 1, por lo que

k

(| 2 ¢s(y)
1 — min yeNg(gz 19 =0=gps(z).
L
> es()
Por lo tanto, pg(x) = 1 — min % ,1 » para todo z en V(D).

<) Sean S un subconjunto de V(D) y ¢g su funcién caracteristica que satisface:

>, ws(y)

N (x
vs(r) =1—min % ,1 5, para todo x en V(D).
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Demostraremos que S es un conjunto k-independiente exterior en D y k-absorbente exte-
rior de D. Primero demostraremos que S es un conjunto k-independiente exterior. Sea x en S.

Z+ vs(y) Z+ es(y)
Entonces 1 = pg(x) =1 — min % ,1 3, lo que implica que yEND(Z) =0.
- es(y)
Por lo tanto, % < 1, donde se sigue que > ¢s(y) < k; es decir, hay alo mas k—1
yeNL (x)

vecinos exteriores de x que pertenecen a S. Por lo tanto, S es un conjunto k-independiente
exterior.
Ahora demostraremos que S es un conjunto k-absorbente exterior en D. Sea z en V(D)\S.

Xi es(y)
Entonces 0 = ¢g(z) = 1 — min % , 15, lo que implica que
Z; es(y) Z; ®s(y) Z; es(y)
min % .13 = 1. Asi yeND(: > 1. Por lo tanto, yEND(Z) > 1, lo
que implica que
> esly) > k;
yeENS (@)

es decir, hay al menos k vecinos exteriores de x que pertenecen a S. Por lo tanto, S es un
conjunto k-absorbente exterior.
Por lo tanto, S es un conjunto k-independiente exterior y k-absorbente exterior, es decir,
S es k-nucleo exterior de D.
m

En el capitulo 2 se demostré que todo nicleo es un conjunto independiente méximo y un
conjunto absorbente minimo, para (', [")-nicleos exteriores tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.3.2. Sean D una digrdfica y {k,l} un subconjunto de N tal que 1 < k <1< AT(D).
Si S es un (k,l)-nicleo exterior de D, entonces S es un conjunto k-independiente exterior
mazimo por contencion de D y un conjunto [-absorbente exterior minimo por contencion de

D.

Demostracion. Sea S un (k,[)-ntcleo exterior de D:

1) S es un conjunto k-independiente exterior maximo por contencién de D.

Lo demostraremos por contradiccién, supongamos que existe un subconjunto I de V(D)
tal que I es un conjunto k-independiente exterior con S C I. Sea v € I\S, como S es
l-absorbente exterior de D, I < [N/ (v)N S|, ademés [N/ (v)NS| < [N} (v)NI|, por lo tanto,

k—1<k<I<|Ni@nS|<|Niw) NIl

esto implica que k — 1 < k < 525[[] (v), por lo que, I no es un conjunto k-independiente ex-
terior, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, S es un conjunto k-independiente exterior
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maximo por contencion de D.

2) S es un conjunto l-absorbente exterior minimo por contencién de D.

Lo demostraremos por contradiccion, supongamos que existe un conjunto [-absorbente
exterior de D, digamos E, tal que E C S. Sea v en S\ E; como E es un conjunto [-absorbente
exterior, k—1 < k <1 < |N*(v)NE]|, lo que implica que k —1 < 53[51 (v). Por lo tanto, S no
es k-independiente exterior en D, lo cual es una contradiccion. Por lo que, S es un conjunto
l-absorbente exterior minimo por contencion de D. O]

El lema anterior solo contempla cuando 1 < k <1 < AT(D), pero qué pasasi 1 <1 <
k < A*(D). En este caso veremos unos ejemplos donde D tiene un (k,[)-nicleo exterior S,
el cual no necesariamente es un conjunto k-independiente exterior maximo por contencion
de D 6 [-absorbente exterior minimo por contenciéon de D.

En la digrafica D de la figura 3.18, el conjunto S = {wvy, v3, v4} marcado en gris obscuro es
2-absorbente exterior, porque | N7 (v1)NS| = [{va, v3}| > 2y [N} (v)NS| = [{v2, v3,v4}| > 2.
Ademas, S es un conjunto independiente, lo que implica que es 3-independiente exterior. Por
lo que S es un (3,2)-nticleo exterior de D. Observemos que el conjunto S” = {vy, va,v3,v4}
es 3-independiente exterior y S C 5.

Por otro lado, tenemos que el conjunto S" = {wvy, v, v3,v4} es un (3,2)-nicleo exterior;
pero S = {vy,v3,v4} es 2-absorbente exterior y S C 5.

Por lo tanto, cuando 1 < [ < k < AT(D) hay (k,l)—ntcleos exteriores contenidos en
otros (k,l)—nucleos exteriores.

Figura 3.18: §" = {v1, v, v3,v4} v S = {va, v3,v4} son (3,2)-nicleos exteriores, con S C S’
Al inicio de esta seccion vimos un par de ejemplos de digraficas que no tienen k-ntucleos
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exteriores, para k = 1 y kK = 2. En la siguiente observaciéon damos una familia de digréaficas
que no tienen k-nicleo exterior para cualquier k > 0.

Observacion 3.3.1. Sean k en NT yp =2k + 1. Si D es una digrdfica k-reqular de orden
p, sin flechas simétricas, entonces D no tiene k-nicleo exterior.

Demostracion. Sea D una digrafica k-regular de orden 2k + 1, haremos la demostracién por
contradiccion. Supongamos que la digrafica tiene un k-nicleo exterior, contaremos las flechas
que hay tanto en el k-nicleo exterior como en el resto de la digrafica, para asi llegar a la
contradiccién. Supongamos que D tiene un k-nicleo exterior S. Consideremos B = V(D)\S.
Como AT(D) =k y S es un conjunto k-independiente exterior, entonces B # &. Por otro
lado, puesto que S es un conjunto k-absorbente exterior y B # &, tenemos que |S| > k. A la
cardinalidad de S le llamaremos m, por lo que m > k. Dado que D tiene 2k + 1 vértices, la
cardinalidad de B es 2k+1—m y la denotaremos por . Como S es un conjunto k-absorbente
exterior y D es k-regular, entonces B es un conjunto independiente de D, por lo que para
cualquier z en B, Njf(z) C Sy Np(z) C S.

El conjunto de flechas de D se puede ver de la siguiente forma:

F(D) = F(D[S]) U F(D[B]) U Bs U S
donde Bg = {(v,u) |v € By v e S},

Sgp={(v,u) |veSyue B}.

Afirmamos que
|Sg| = |Bg| = kt.

Como D es k-regular, F(D[B]) = @ y |B| = t, entonces |Bs| = kt y |Sg| = kt. Por lo tanto,
la cantidad de flechas que hay en S son:

|F(D[S])| = |F(D)| - |F(D[B])| — |Bs| - |Sp| = 2k* + k=0 —kt —kt.  (3.1)
Consideremos dos casos sobre |B].
Caso 1) |B|=t=1.
En este caso, m = 2k; luego, sustituyendo ¢ en la ecuacion 3.1 tenemos:
|F(D[S])| = 2k* + k — 2k = 2k* — k.
Por otro lado, para que S sea un conjunto k-independiente exterior tiene que cumplir
que el nimero de flechas en D[S] sea a lo més:
(k —1)(2k) = 2k* — 2k,

pero 2k? — 2k < 2k% — k, lo que implica que este caso no es posible.
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Caso 2) 2 <t =|B].
En este caso, a lo mas hay 2k — 1 vértices en S. Consideremos vy un vértice de B,
observemos que |N} (vo) N S| =k y |[Np(vo) N S| = k. Como |S| < 2k — 1, entonces
existe al menos un vértice s en S tal que s € N (vg) N N (v), lo cual no es posible
ya que no hay flechas simétricas, ver figura 3.19.

[]

Figura 3.19: Caso 2) 2 < |B)|

Utilizaremos la siguente definicién para mostrar ejemplos de existencia de esta clase de
digraficas.

Definicién 3.3.2. Digrdfica circulante
Sean D una digrafica, con p > 2, V(D) = {vg,..,vp-1} y J un subconjunto de
{1,2,...p—1}. Si
A(D) = {(vi,viy;)(modp) |0 <i<p—1yjeJ},
entonces decimos que D es una digrafica circulante, al conjunto J le llamamos conjunto de
saltos. A D la denotamos como 8’p(J ).
Sean k en Nt y p = 2k + 1, 8’p(J) es una digrafica k-regular de orden p, sin flechas

—
simétricas, entonces por la observaciéon 3.3.1 C,(J) no tiene k-nicleo exterior. Por lo que
existe una familia infinita de digraficas que no tiene k-nicleo exterior.
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3.3.1. Digraficas completas, simétricas y transitivas

En el capitulo dos vimos resultados de nicleos para digraficas especiales; las digraficas
completas, simétricas y transitivas, en esta seccion trabajaremos con las mismas digraficas.
Empezaremos con las definiciones de los conceptos de k-independencia y [-absorbencia para
graficas.

Sean GG una grafica, S un subconjunto de V(G) y k en N\{0}, decimos que S es un
conjunto k-independiente de G, si para todo x en S se cumple que dgg(x) < k.

Definicién 3.3.3. Numero de k-independencia de una grifica G y ag(G)-conjunto
El niimero de k-independencia de una grafica G se define como
mdz{|S]| | S es un conjunto k-independiente de G},

lo denotaremos por ax(G) 6 oy si la gréafica es evidente. Un subconjunto S de vértices de G
que es k-independiente y de cardinalidad maxima le llamamos oy (G)-conjunto 6 ay-conjunto
si la grafica es evidente.

Definicién 3.3.4. Conjunto l-absorbente

Sean G una gréfica y S un subconjunto de V(G) y [ en N\{0}, decimos que S es un
conjunto [-absorbente de G, si para todo € V(G)\S se tiene que |Ng(z) N S| > ; es decir,
x tiene al menos [ vecinos en S.

Definicién 3.3.5. Nimero de l-absorbencia de una grifica Gy v(G)-conjunto
El niimero de [ absorbencia de una grafica G es el
min{|S||S es un conjunto l-absorbente de G'}

y lo denotamos por ;(G) 6 7, cuando la grafica es evidente. Un subconjunto S de vértices de
G que es [-absorbente y de cardinalidad minima le llamamos 7;(G)-conjunto é 7;-conjunto
si la gréafica es evidente.

Definicién 3.3.6. (k,[)-nicleo

Sean GG una digrafica y S un subconjunto de V(G) y {k, [} un subconjunto de N, si S es
un conjunto k-independiente y un conjunto [-absorbente de G, entonces decimos que S es
un (k,l)-nicleo de G. Si k = [, entonces S recibe el nombre de k-nicleo de G.

Ahora demostraremos un lema que permitird trasladar algunos resultados de digraficas
a graficas.
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Lema 3.3.3. Sean G una grdfica y D la orientacion de G donde todas las flechas son
simétricas.

1. S es un conjunto k-independiente exterior de D si y solo si S es un conjunto k-
independiente de G. Ademds, ax(D) = ax(G).

2. 5 es un conjunto l-absorbente exterior de D si y solo si S es un conjunto l-absorbente

de G. Ademds, v,(D) = v(G)

Demostracion. Sea GG una grafica y D un orientacion de G con todas sus flechas simétricas.
Observemos que |Np(z)* N S| = |Ng(x) N S|, para todo v en V(G) = V(D).

1. S es un conjunto k-independiente exterior de D si y solo si S es un conjunto k-
independiente de G. Ademas, ax(D) = ax(G).

= Sea S un conjunto k-independiente exterior de D. Como S es un subconjunto de
V(D), por definicion de orientacién, para todo x en S tal que
INS(2)NS| < k, también |Ng(x) N S| < k. Por lo tanto, S es k-independiente en
G. Esto muestra que todo conjunto k-independiente exterior de D también es un
conjunto k-independiente de G, lo que implica que ag(D) < ag(G).

= Sea S un conjunto k-independiente de G. Como S es un subconjunto de V(G), en-
tonces para todo x en S se tiene que | Ng(z)NS| < k. Debido a que D es una orien-
tacion de G y es simétrica, para todo x en V(D) tenemos que
N (z) = Ng(z), por lo que, |[Nj(x) N S| < k. Por lo tanto, S es un conjunto
k-independiente exterior en D. Esto muestra que todo conjunto k-independiente
de G también es un conjunto k-independiente exterior de D, lo que implica que
ax(G) < ag(D).
Por lo tanto, ax(G) = ag(D).

2. S es un conjunto [-absorbente exterior de D si y solo si S es un conjunto [-absorbente
de G. Ademéis, v,(D) = v(G)

» Sea S un conjunto l-absorbente exterior de D. Como S es un subconjunto de V' (D),
por definicién de orientacién, para todo x en V(D)\S tal que |[Np(x)* N S| > 1,
tenemos que |Ng(z)NS| > . Por lo tanto, S es [-absorbente en G. Esto muestra
que todo conjunto [-absorbente exterior de D es un conjunto l-absorbente de G,
lo que implica que v, (D) > v(G).

» Sea S un conjunto l-absorbente de G. Como S es un subconjunto de V(G), en-
tonces para todo x en S, tenemos que |Ng(z) NS| > [. Debido a que D es
una orientacién de G y es simétrica, tenemos que Nj (z) = Ng(z), por lo que,
|IN/ () N'S| > 1. Por lo tanto, S es un conjunto l-absorbente exterior en D. Esto
muestra que todo conjunto [-absorbente de G también es un conjunto [-absorbente
exterior de D, lo que implica que v,(G) < v (D).

Por lo tanto, v,(G) = (D). 69
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Corolario 3.3.1. Sean G una grdfica, S un subconjunto de V(G) y {k,l} un subconjunto
de N, tal que 1 <1 <k < A(G).

1. Si S es un conjunto k-independiente de G, k' es un elemento de N y k < k', entonces
S es un conjunto k' -independiente de G.

2. Si k' es un elemento de N y k < k', entonces ay(G) < ap (G).

3. 8i S es un conjunto l-absorbente de G, ' es un elemento de N y I <, entonces S es
un conjunto l'-absorbente de G.

4. Sill es un elemento de N y I <1, entonces y/(G) < y(G).

5. 8t {K',I'} es un subconjunto de N, tal que I" < I, k < k' < A(G) y G admite un
(k,1)-nicleo, entonces G admite un (k',1")-nicleo.

6. Si S es un (k,l)-nicleo de G, entonces S es un conjunto k-independiente mdzimo por

contencion de Gy un conjunto l-absorbente minimo por contencion de G.

Demostracion. Sean G una grafica, S un subconjunto de V' (G), {k, !} un subconjunto de N,
tal que 1 <1 <k < A(G) y D una orientacién de G donde todas las flechas son simétricas.

Notemos que como D es una orientacion de GG donde todas las flechas son simétricas,
tenemos que AT (D) = A(G), lo que implica que, 1 <1 <k < A*(D).

1. Si S es un conjunto k-independiente de G, k' es un elemento de N y & < k', por
el lema 3.3.3, S es un conjunto k-independiente exterior de D. Por el lema 3.1.1, S
es un conjunto k’-independiente exterior de D, y por el lema 3.3.3 S es un conjunto
k’-independiente de G.

2. El corolario 3.1.1, nos garantiza que
ap(D) < aw (D),
por el lema 3.3.3
Oék(G) = ak(D) S Ozk/(D) = Oék/(G).
Por lo tanto, ax(G) < ap(G).
3. Si S es un conjunto l-absorbente de G, I’ es un elemento de N y I’ < [, por el lema

3.3.3, S es un conjunto [-absorbente exterior de D. Por el lema 3.2.1, .S es un conjunto
l'-absorbente exterior de D, y por el lema 3.3.3 S es un conjunto I’-absorbente de G.

4. FEl corolario 3.2.1, nos garantiza que
(D) < (D),
por el lema 3.3.3
Ww(G) = w(D) < (D) =n(G).
Por lo tanto, v, G) < vG).
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5. Si S es un un (k,[)-nicleo de G, por el lema 3.3.3, S es un (k,[)-nicleo exterior de
D. Por el lema 3.3.1, S es un (k',!")-nticleo exterior de D. Por el lema 3.3.3, S es un
(k',l')-nuicleo de G.

6. Si S es un un (k,!)-nicleo de G por el lema 3.3.3, S es un (k,[)-nicleo exterior de D.
Por el lema 3.3.2 S es un conjunto k-independiente exterior méaximo por contencion
de D y un conjunto [-absorbente exterior minimo por contenciéon de D, por el lema
3.3.3, S es un conjunto k-independiente maximo por contencién de G y un conjunto
l-absorbente minimo por contencién de G (porque V(G) = V(D)).

]

Primero definiremos y trabajaremos con unos arboles especiales que nos ayudaran a
demostrar los resultados de esta seccidn.

Definicién 3.3.7. Nf drbol y vértice especial

Sean T un drbol, k y [ enteros tales que 1 < k < 1 < A(T). T es un N 4rbol si T' no
es trivial y contiene un vértice w de grado al menos [ — 1, tal que para cada vértice x en

V(T)\{w}: S
T\T < k.

Llamaremos vértice especial de T a w.
Definicién 3.3.8. N drbol exacto, N drbol débil y N drbol débil exacto

Sea T un arbol,

= T es un N arbol exacto, si T es un A}* drbol con vértice especial w y dp(w) =1 — 1.

» T es un N} éarbol débil, si T es un NF drbol con vértice especial w y
dr(xz) <k — 1 para cada x € V(T)\N|w].

» T es un N} arbol débil exacto, si T es un NV} drbol con vértice especial w, un A* drbol
débil y un M} arbol exacto.

Ahora daremos ejemplos de un A arbol, un N drbol que no puede ser N} drbol débil y
un arbol que no puede ser un N} arbol.

En la figura 3.20 podemos ver un arbol T’ @ @
con grado méaximo igual a 6. Si tomamos [ y
k que cumplan 1 < k < [ < A(T), entonces @ @ @
vy es vértice especial (porque or(v;)) = 1y

1 <k,conien{2,...,7}). @ @

Figura 3.20: Un N} &rbol
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Figura 3.21: Un N, 4rbol, que no es débil
y no es un N} arbol para k <3

Para [ = 4 y k = 3, en la figura 3.22
tenemos un &rbol T que no es un N arbol.
Como un vértice especial en T tiene grado al
menos [ — 1 = 3, entonces los Unicos candi-
datos son vy y vg. Como dr(ve) =4y k =3,
entonces v; no puede ser un vértice especial
lo que implica que T no es un N} arbol. El
caso de vy es simétrico. Asi, hemos encontra-

En la figura 3.21 podemos ver un arbol
T que tiene un vértices de grado maximo, v;.
Paral = 4y k = 3 tenemos que v; es un vérti-
ce especial de T', con d7_,, (v2) = 3. Por lo
tanto, es un A} drbol. Como 07— (npu))(v2) =
3, se concluye que T no es un N arbol débil.

Figura 3.22: Arbol que no es un N arbol

do un 4rbol que no estd en ninguna de las familias A}

Lema 3.3.4. Sean {k,l} un subconjunto de N\{0}, tal que k < 1, Ty un NF drbol, con
vértice especial w, T" un arbol y v un vértice de T'. Si T es el arbol que se obtiene de Ty y
T’ agregando una arista entre w y v, entonces:

1 (T <%(T) - (JV(To)| — 1). Se da la igualdad cuando é7,(w) > 1 0 dp/(v) <1 —1.

Demostracion. Sean T’ un arbol y v uno de sus vértices, Ty un N}¥ drbol , con vértice especial
w, y T un arbol que se obtiene de Ty y 1" agregando una arista entre w y v (ver figura 3.23).
Notemos que por construccién de T' se tiene que | < A(T)



Figura 3.23: Arbol T
1. Por demostrar que v, (7") < y/(T) — (|V(Tp)| = 1).

Sea S un ~y,(T')-conjunto. Recordemos que w es el vértice especial de Ty, es decir, para
toda z en V(Ty)\{w} tenemos que, g, (x) < k (ver figura 3.24). Puesto que para toda
xen V(Ty)\{w}, or(x) = o1 (x) y k < [, entonces x debe estar en todo 7;(7")-conjunto,
por lo que:

(V(To)\{w}) € 5.

Ast, S\(V(Tp)\{w}) es wun conjunto [-absorbente de 7T’. Por lo tanto,
n(T") < (1) = (V(To)| = 1).

Figura 3.24: x € S para todo z en V(Tp)\{w}

» Por demostrar que v(7") = v(T) — (|JV(Tp)| — 1), cuando dr,(w) > [ o
5T’(U> S [ —1.
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Si dr,(w) > I, entonces (V(Tp)\{w}) l-absorbe a w en Tj. Notemos que si S’ es
un 7 (7")-conjunto en 7”, entonces S’ U (V(Tp)\{w}) es un conjunto l-absorbente
en T, lo que implica que 3(T) < [S"U (V(To)\{w})| = [S] + |[(V(To)\{w})] =
(T + ([V(Ty)| — 1) (ver figura 3.25a).

Cuando 677(v) < [ — 1, notemos que si S” es un 7;(7”)-conjunto en 7", entonces v € S’
(ver figura 3.25b). Por lo tanto, S’'U(V (Tp)\{w}) es un conjunto l-absorbente de 7" (por-
que S’ es l-absorbente en T’ y ww € A(T)), de modo que
(1) < 15" U (V(To)\Mwh| =[5 + [(V(To)\Mwh| = n(T) + (IV(To)| = 1.

Por lo tanto, v(T") = w(T) — (|V(To)| — 1).

(a) Si 07, (w) > 1 S es l-absorbente de Ty (b) Si dp(v) <1—1, entonces v € S

Figura 3.25: Casos en los que se presenta la igualdad

2. Por demostrar que ay(T) < ax(T") + (|V(To)| — 1).

Sean S un v,(T)-conjunto de T, S; = V(Tp) NS y S = V(T') NnS. Como S es
un conjunto k-independiente de 7", entonces |S;| < ap(7T”). Por otro lado, como
dr(w) >1—1y k <l—1, entonces V(Tj) no es un conjunto k-independiente de Ty, lo
que implica que todo conjunto k-independiente de Ty es menor o igual que |V (Tp)| — 1;
en particular, |S;| < |V(Ty)| — 1. Puesto que |S| = ax(T), se tiene que:

a(T) = |S] = [51] +|S2| < ai(T") + 151] < e (T) + (V(To)| = 1).
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Sean Ty, 7" y T como en las hipétesis del lema anterior. Supongamos que Ty es un A}
arbol débil. Si unimos un conjunto k-independiente en 7" al conjunto V' (7p)\{w}, entonces
obtenemos un conjunto k-independiente en T'. Esta afirmacién se demuestra en la siguiente
observacion.

Observacién 3.3.2. Sean {k,l} un subconjunto de N\{0}, tal que k < I, Ty un NF drbol
debil, con vértice especial w, T" un drbol, I' un conjunto k-independiente de T' y v un vértice
de T'. Si T es el arbol, que se obtiene de Ty y T' agregando una arista entre w y v, e
I =T1UV(Ty)\{w}, entonces I es un conjunto k-independiente de T'.

Demostracion. Sean {k,l} un subconjunto de N\{0}, tal que k < I, Tp un N} 4rbol, con
vértice especial w, T' un arbol, I’ un conjunto k-independiente de 7" y v un vértice de T”. Sea
T el arbol que se obtiene de Ty y 7" agregando una arista entre w y v. Si I = I'UV (Ty)\{w},
entonces I es un conjunto k-independiente de T'.

En efecto, como dr(z) = ép(x) 6 dr(x) = o5, (x) para todo z en V(T)\{v,w} y w no
pertenece a I, entones Ny (v) NI = Nr(v) N I. Por lo que, para todo z en I, |[Nrp(v) N I| =
|Np(z) N I'| < k (porque I’ es k-independiente de T") 6 | N, (z)\{w})| = |[Nr(z) N I| < k
(porque Ty es un N arbol débil). Por lo tanto, I es un conjunto k-independiente de 7.

O]

Teorema 3.3.2. Si T es un drbol y k wun entero positivo con k > 2, entonces
V(T) = cp1(T).

Demostracion. Sean T un érbol y k un entero positivo con k > 2. Si A(T) < k, entonces
W(T) =p = ().
Por lo que supondremos que A(7") > k. Consideremos

B(T) ={v e V(T)|or(v) = k},

como A(T) > k, entonces |B(T)

| > 1. Aplicaremos induccién sobre el niimero de elementos
de B(T). Supongamos que |B(T)| =

n.

Base de induccién.

Si n = 1, entonces existe un unico v en V(T') tal que 6(v) > k. Por lo tanto, V(T')\{v}
es un conjunto k-absorbente, lo que implica que 7(7) = p — 1 (Porque para cada u en
V(T)\{v} se tiene que 6(u) < k —1).

Por otro lado, como dr(v) > k, entonces V(T') no puede ser un conjunto k — l-independiente.
Por lo tanto, a1 (T) < p — 1, asi v(T) > ay_1(T).

Hipétesis de induccién.

Supongamos que si 7" es un drbol con |B(T")| < ny k > 2, entonces v, (1") > ap_1(1").
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Paso inductivo.

Sean T un éarbol tal que n > 2, {r,w,z} un subconjunto de V(T) tal que
dr(r,z) = diam(T), P una rz-trayectoria tal que diam(T) = [(P). Afirmamos que r es
una hoja. Por contradiccién, supongamos que d7(r) > 2, entonces existe un h en V(7)) tal
que h es adyacente ary h ¢ V(P). Por lo tanto, d(h, z) > d(r, x) lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, ér(r) = 1.

Consideremos a w en B(T) tal que d(r,w) = n%c(i%d(r, v). Notemos que como ér(w) > k,
vE

entonces r # w.

Veamos a T' como un arbol con raiz r y definamos las siguientes subgraficas:

T, = T[{v € V(T)|w pertenece a la ru-trayectoria en T'}]
vT' =T — V(T).

Notemos que si v € Ty, entonces dr(r,v) > dr(r,w) porque las trayectorias entre todo
par de vértices en 7' son Unicas y w pertenece a la rv-trayectoria en 7. También observemos
que si P’ es una ruv-trayectoria que contiene a w en Ty z es un vértice que pertenece a
(w, P',v), entonces z € {v € V(T)|w pertenece a la rv-trayectoria en T}, porque w pertenece
a(r, P z).

Afirmamos que T, y T" son arboles. Como T, y T" son subgréficas de una grafica aciclica,
entonces éstas son aciclicas. Por lo tanto, solo falta demostrar que son conexas.

» 7T, es conexa.

Sean v y u vértices en V(7T,,)\{w}. Luego, de la definicién de T, se tiene que existen
la ro-trayectoria P, y la ru-trayectoria P, en T, tales que w € V(P,) y w € V(P,).
Asi, como (w, P,,v) es una wu-trayectoria en T,,, entonces existe la vw-trayectoria en
T, Por otro lado, como (w, P,,u) es una wu-trayectoria en T, tenemos que existe la
vu-trayectoria en T,,. Solo falta probar que existe una trayectoria de w hacia cualquier
vértice de V(T,,)\{w}. Tomemos z en V(T,,)\{w}, por definicién de T}, existe P’ una
rz-trayectoria en T, tal que w pertenece a los vértices de P’. Por lo tanto, (w, P’, z) es
una wz-trayectoria en 7T;,. Por lo tanto, T}, es conexa.

= 7" es conexa.

Sean v y u vértices en V(T"). Como T es conexa, entonces existen la rv-trayectoria P,
y la ru-trayectoria P,. Puesto que {u,v} N{v € V(T')|w pertenece a la rv-trayectoria
en T} = &, entonces w ¢ V(P,) y w ¢ V(P,). Por lo tanto, P, y P, son tnicas en
T, entonces existen V(P,) N {v € V(T)|w pertenece a la rv-trayectoria en 7'} = &
y V(P,) N{v € V(T)|w pertenece a la rv-trayectoria en T} = &. Por lo tanto, Los
P, v P, son trayectorias de T”, lo que implica que existen la vr-trayectoria en 7" y la
ru-trayectoria en T". Asi, existe la vu-trayectoria en T". Por lo tanto, T” es conexa.

Como B(T") tiene menos vértices que B(T) y puede ser que B(T") sea vacio, tenemos los
siguientes casos:
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Caso 1) |B(T")| = 0.
En este caso, A(T") < k — 1, lo que implica que v(7") = |V(T")|, por lo que:

ap-1(T") < w(T").

Caso 2) 1 < |B(T")].

En este caso, como |B(T")| < |B(T)| — 1 lo que nos permite aplicar la hipdtesis de
induccién en B(T"), por lo tanto:

ap-1(T") < w(T").

En ambos casos hemos demostrado que ay_1(7T") < 1 (T7).
Como T, es un N,f_l arbol, entonces por el lema 3.3.4 (parte 2) tenemos que:

ap-1(T) < o (T") + (IV(To)| = 1),
y por el lema 3.3.4 (parte 1) tenemos que:
W(T") < w(T) = (IV(Tw)] — 1), lo que implica (") + (|[V(To)| = 1) < (1)
Por lo tanto,
ap-1(T) < e (T) + (IV(T)| = 1) < (1) + (V(Tw) = 1) < w(T);

es decir, ay_1(T) < v (T).

]

La siguiente observacién nos ayudara a establecer dos construcciones que seran de utilidad
para caracterizar los arboles T' que contienen un conjunto de vértices que es k-independiente
y l-absorbente para cada k y [, con 1 < k <1 < A(T).

Observaciéon 3.3.3. Sean k y | dos enteros tales que 1 < k < [.

1. Existe T un drbol con | < A(T) tal que T es un drbol débil con vértice especial w
y or(w) = 1.

2. Eziste T un drbol con | < A(T) tal que T es un drbol débil exacto.
Demostracion. Sean k y [ dos enteros tales que 1 < k < [.

1. La grafica bipartita completa K, tiene un vértice w, tal que (5K1’l(w) = [, ademas
para todo v en V(Ky;)\{w} se tiene que éx,,(v) = 1 < k. Por otro lado, como
V(K11)\N[w] = @, se cumple que dx, ,(v) <k — 1 para todo v en V(K1 ;)\Nw].

7



2. La grafica bipartita completa K;; ; tiene un vértice w, tal que dx,, , (w) = [, ademas
para todo v en V(Ky; 1)\{w} se tiene que dx,, ,(v) = 1 < k. Por otro lado, como
V(K1-1)\N[w] = @, se cample 0, , ,(v) < k — 1 para todo v en V(Ky;1)\N[w].

O

Para caracterizar los drboles T' que contienen un conjunto de vértices que es k-independiente
y l-absorbente para cada k y [, con 1 < k <1 < A(T), definimos a la familia A que consiste
de los arboles T' que se obtienen a partir de una sucesion T4, 715, ..., T;, de arboles, donde T
es un NV} drbol débil con vértice especial w de grado al menos I, T = T}, y si m > 2, entonces
T;+1 se obtiene recursivamente de T; al operarlo con un N} drbol débil bajo la operacién
71 6 al operarlo con un A}-drbol débil exacto bajo la operacién T, las cuales definimos a
continuacién, donde W (Ty) = V(T1)\{w}.

= Operacién T;: Elegir un N} arbol débil con vértice especial v de grado al menos I,
digamos Tj, y lo unimos con un arbol arbitrario, digamos 7}, agregando una arista desde
v a cualquier vértice de T;. Si Tj,1 es el arbol obtenido de esta operacion, definimos

W(Ti1) = W(T) U (V(To)\{v}).

» Operacién T3: Elegir un N drbol débil exacto con vértice especial v, digamos Ty, y lo
unimos con un arbol arbitrario, digamos T;, agregando una arista desde v a cualquier
vértice del conjunto W(T;). Si T;41 es el arbol obtenido de esta operacién, definimos
W(Ti) = W(T) U (V(To)\{o}).

Observemos que los arboles T} y Ty siempre existen debido a la observacién 3.3.3, inde-
pendientemente de la operacion que se aplique.

Por ejemplo, en las figuras 3.26 y 3.27a tenemos dos N7 drboles débiles, al aplicar Ty,
obtenemos un posible arbol, Ts (ver figura 3.27b). Ademas, W (1) = W (11)U(V (Tp)\{v2}) =
{vs3, vy, 5, Vg, U7, Vs, Vg }.

Por otro lado al operar con 77 a os drboles de las figuras 3.26 y 3.28a que son NZ drbol
débil y NZ 4rbol débil exacto respectivamente, obtenemos otro posible drbol, Ty(ver figura

328b) Ademés, W(Tg) = W(T1> @) (V(Tg)\{vg}) = {’Ug, V4, Vs, 1)6,1)7,’09}.

Figura 3.26: T; un N2 drbol débil con vértice especial vy, W (T}) = {vs, vs, v7,v9}
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) To un N3 2 4rbol débil con vértice b) Ti(Th,To) =

espemal i)

Figura 3.27: Ty y T1(T1, Tp)

) To un NZ arbol débil exacto con E

Vertlce especial vy b) T2(11, To) =

Figura 3.28: Ty v T2(11, To)

Figura 3.29: Como se ve T} al aplicarle cuatro veces las operaciones
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Figura 3.30: T,, al aplicarle varias veces las operaciones

Teorema 3.3.3. Sean T un drbol, y {l,k} CN con1 <k <1< A(T). SiT € AF, entonces
W(T) es el unico oy (T)-conjunto y el inico ~,(T)-conjunto.

Demostracion. Sean T en AF y {l,k} un subconjunto de N, con 1 < k <1 < A(T). T se
obtiene a partir de una sucesion de drboles Ty, Ty, ... T, con n > 1, donde T} es un N} arbol
débil con vértice especial w de grado al menos [, T' = T}, si 2 < n, entonces T;,; se puede
obtener de T; aplicando las operaciones T; 6 7. Procederemos por induccién sobre el niimero
de operaciones n.

Base de induccién.

Si n = 1, entonces T' = T; es un N}¥ arbol débil con vértice especial w de grado al menos
[. Por definicion W(T') = V(T)\{w}.

» W(T) es un v,(T')-conjunto.

Como T es un Nférbol débil con vértice especial w, tal que dr(w) > [, entonces
V(T)\{w} es l-absorbente, por lo que, (7)) < p — 1. Ademés, como todo vértice v
distinto de w cumple que dr(v) < k y k < [, se tiene que no existen conjuntos I-
absorbentes con menos de p — 1 vértices; es decir, p — 1 < ~/(T). Por lo tanto, W(T)
es un ,(T')-conjunto.
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» W(T) es el inico v;(T")-conjunto.

Demostraremos esto por contradiccién. Supongamos que existe S un v;(7")-conjunto
distinto de W(T"). Como S es un 7,(7T")-conjunto, entonces |S| = p — 1 y dado que es
distinto de W (T'), se tiene que V(T)\S = {v} y v # w. Como T es un N} arbol débil,
dr(v) < k < I, lo que implica que S no es un conjunto [-absorbente de T, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, W(T') es el tinico 7;(7')-conjunto.

» W(T') es un oy (T')-conjunto.

Demostraremos que W (T') es un conjunto k-independiente; es decir, que para todo v
en W(T), |N(v)r "N W(T)| < k. Sea v en W(T'), tenemos dos casos sobre v:

Caso 1) v pertenece a Np(w)

Como T es un A}* arbol, todo vértice distinto de w cumple que é7(v) < k. Por
otro lado, puesto que w ¢ W(T'), entonces |Nr(v) "W(T)| = or(v) =1 < k —1.

Caso 2) v no pertenece a Np(w)

Como T es un N drbol débil, todo vértice en V(T)\N[w] cumple que
dr(w) <k —1. Por lo que |[Np(v) "W(T)| < k — 1.

Por lo tanto, W(T) es un conjunto k-independiente de T, lo que implica que
ax(T) = p—1.

Como T es un N* arbol con vértice especial w, dp(w) > 1y k < I, entonces V(T') no
es un conjunto k-independiente de T'. Por lo tanto, oy (T) < p — 1. Asi, W(T') es un
a(T)-conjunto.

» W(T) es el tinico ay(T)-conjunto.

Demostraremos esto por contradiccién. Supongamos que existe S un oy (7")-conjunto
distinto de W(T'). Como S es un «y(T)-conjunto, entonces |S| = p — 1 y dado que
es distinto de W(T), se tiene que V(T)\S = {v} y v # w. Como op(w) >, w € S
y k < I, entonces |N(w) N S| > 1 —1 > k, lo que implica que S no es un conjunto
k-independiente de T, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, W(T') es el tinico
a(T)-conjunto.

Hipétesis de induccién.

Supongamos que si n > 2 y 77 un arbol que puede ser construido a partir de una se-
rie de a lo més n — 1 operaciones, entonces W (T") es el tnico ay(71")-conjunto y el tnico
~(T")-conjunto de 1.

Paso inductivo.

Sean T =T, T' =T, 1, Ty el N}¥ arbol débil (o débil exacto) con vértice especial w de
grado al menos [ (o grado [ — 1), tal que T}, se obtiene de T,,_1 y Tp al unir w a un vértice

81



de T", donde
W(T) = W(T") U (V(To)\{w}).
Como T” es un arbol que puede ser construido a partir de una serie de a lo mas n — 1

operaciones, se deduce de la hipdtesis de induccion que W (T”) es el tnico oy (T")-conjunto y
el tnico v, (7")-conjunto, entonces tenemos dos casos:

Caso 1) T se obtiene de T" con la operacién 7Tj.

» Por demostrar que, W(T') es un ay(T")-conjunto.
Por la observacion 3.3.2, todo conjunto k-independiente de 1" le podemos agre-
gar el conjunto V(7y)\{w} para obtener un conjunto k-independiente de 7.
Como W (T") es un conjunto k-independiente de 7", mas atin |W (1")| = ax(1"),
tenemos que W (T') es un conjunto k-independiente de T', lo que implica que

o (T) > ap(T") + ([V(To)] — 1).
Por el lema 3.3.4 (parte 2) tenemos:
ar(T) < ax(T) + (IV(To)| = 1),
por lo que W(T) es un ag(T)-conjunto (por que |[W(T) =

ap(T") + (V(Tp)| = 1)).

» Por demostrar que W (T') es un ~,(T)-conjunto.
Sea x en V(T)\W(T), tenemos dos casos sobre z:

Caso a) x € V(T")\W(T").
Por hip6tesis de induccién W(T”) es l-absorbente en T’, por lo que
|Npi(z) 0 W(T")| > [. Por construccion W(T') < W(T) y
Np(z) € Np(x) lo que implica |[Np/(x) N W(T")| < |Nrp(z) N W(T)]|.
Por lo tanto, |Np(z) " W(T)| > 1
Caso b) = = w.
Por eleccién de Ty, o7, (w) > I, luego por definicion V(Ty)\{w} € W(T),
por lo que |Np(w) N W(T)| > L.
Por lo tanto, el conjunto W(T") U (V(Tp)\{w}) es l-absorbente en T', lo que
implica que
n(T) < (1) + (IV(To)| = 1).

Por el lema 3.3.4 (parte 1) tenemos que
W(T) Z (1) + ([V(To)| = 1),

por lo que, W(T) es un ~(T)-conjunto (por que |[W(T)|] =
[ (T") + (IV(To)| = D).
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» Por demostrar que W(T') es el tnico a(7")-conjunto de 7.

Para demostrar que W(T) es el tinico ay(T")-conjunto de T primero mostra-
remos que todo ay(7")-conjunto debe contener a V(Tp)\{w} y que si S es un
ai(T)-conjunto y S" = V(T") N S, entonces S = W(T").

Afirmacién 3.3.1. V(Ty)\{w} esta contenido en todo ay(T)-conjunto.

Demostracion. Demostraremos por contradiccion que todo ay(T')-conjunto de-
be contener a V' (Ty)\{w}. Sea S un ay(T")-conjunto distinto a W (T"). Tenemos
dos casos sobre w. Solo recordemos que g, () = or(x) si x pertenece a V(1j)
vy x #wy que Ty es un N} drbol débil.

Caso a) w pertenece a S.

Por construccion, k < [ < é7(w) < ép(w). Como S es un a(7")-conjunto,
entonces existen al menos z; y z2 en N, (w) tales que 2y ¢ S'y 22 ¢ S. Por
otro lado, como Ty es un NF 4rbol débil, tenemos que
Ony(2:) < k 6 0py—qwy(2:) < k, por lo que (S\{w}) U {z1,22} es un con-
junto k-independiente con mas elementos que S, esto es una contradiccion
ya que S es un a(7')-conjunto. Este caso no es posible.

Caso b) w no pertenece a S.

En este caso existe z en V(Tp)\{w} tal que z ¢ S (por que
V(To)\{w} € S). Hay dos casos sobre z.

Caso b. 1) z pertenece a N, (w).

Como 07,(z) < k, tenemos que |Nr(z) N S| < k. Dado que w ¢
S, entonces |Np(z) N'S| < k, por lo que S U {z} es un conjunto
k-independiente con mas elementos que S, esto es una contradiccién
ya que S es un ay(T)-conjunto. Este caso no es posible.

Caso b. 2) z no pertenece a Ng,(w).

En este caso como Ty es un N arbol débil, entonces |Np(2) N S| < k.
Por lo que, SU{z} es un conjunto k-independiente con mas elementos
que S, esto es una contradiccion ya que S es un ag(7')-conjunto. Este
caso no es posible.

Como suponer que existe un ay(7')-conjunto que no contiene a V(7y)\{w}
nos lleva a contradiccion, concluimos que todo ag(7)-conjunto debe contener

a V(To)\{w}.
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Ahora demostraremos que W (T") es el tinico a(7”)-conjunto de 7" para con-
cluir que W(T') es el tnico ag(T')-conjunto de T

Afirmacién 3.3.2. Si S es un ay(T)-conjunto y S" = V(T') N S, entonces
S"=Ww(T").

Demostracion. Demostraremos que si S es un oy (T')-conjuntoy S = V(T7)NS,
entonces S = W (T").
Por la afirmacién anterior V(7p)\{w} C S, por lo que S = V(Tp)\{w} U S".
Con el fin de llegar a una contradiccién supondremos que S’ # W (T"). Como
W(T") es el inico a(T")-conjunto y S es un conjunto k-independiente de 77,
entonces S’ no es un a(7")-conjunto. Por lo tanto, W (T") U (V(Ty)\{w}) es
un ay(7)-conjunto con mas elementos que S, lo cual es una contradiccién pues
S es un ay(T)-conjunto. Suponer que S’ # W (T") nos lleva a contradiccién.
Por lo tanto, S" = W(T").

[

Sea S un oy (T)-conjunto, tenemos que S = (SN V(T")) U (SN V(Tp)). Pero
por la afirmacién 3.3.1, S NV (1) = V(Tp)\{w}. La afirmacién 3.3.2, implica
que SN V(T") = W(T"). Por lo tanto S = W(T") U (V(Tp)\{w}), es decir
S =W(T), lo que implica que W(T') es el unico ay(T")-conjunto.

Por demostrar que W (T") es el unico ~,(T)-conjunto de T
Lo haremos por contradiccién, supongamos que W (T') no es el tnico 7, (7)-
conjunto, entonces existe S un v;(7')-conjunto distinto a W (7).

Afirmacién 3.3.3. w e S.

Supongamos que w ¢ Sy consideremos x en V(T")\S, como | Ny (x) N S| =
N (x) NS| > 1 (por que S es l-absorbente en T'), entonces S\ (V (1p)\{w})
es un y;(7")-conjunto distinto de W (T"), lo cual es una contradiccién ya que
W(T") es tinico en T". Por lo tanto, w € S.

Afirmacién 3.3.4. V(1) C S

Demostraremos esto por contradiccion. Supongamos que existe un vértice v
en V(Tp)\{w}, tal que v ¢ S. Como Ty es un N drbol, entonces dr, (v) < k,
por construccién dr(v) < k < [. Concluimos que |Np(v) N S| < [, entonces
S no es un conjunto l-absorbente, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
V(Ty) C S.

Notemos que |W(T)|+ 1 = |[W(T") UV (Ty)| > |SUV(Ty)| = |S|, por lo que
SNV(T") # W(T"). Sea v en V(T"), tal que vw € A(T). Observemos que v no
estd en S. Siv € S, como V(Ty) C Sy dr,(w) >1— 1, entonces S\{w} en un
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conjunto [-absorbente con menos vértices que S, lo cual es una contradiccion.

Afirmacién 3.3.5. El vértice v en V(T)\S, es tal que |[Np(v)N(V(T")NS)| =
[—1.
Por contradiccion, supongamos que no, entonces tenemos dos casos sobre v:
o |[Np(v)N(V(T")N S)| <l —1. En este caso S no es un 7;(7)-conjunto, lo
cual es una contradiccion.
o [Np(v)N(V(THNS)| >1—1.
Por construccién de T, todo vértice x en V(T”) distinto de v cumple que
|Nz(v)N(V(T")NS)| > 1. Dado que v cumple que | Nz (v) N (V(T")NS)| >
[—1, entonces SNV (T") es un conjunto [-absorbente de cardinalidad menor
a la de W(T"), lo que es una contradiccién.

Por lo tanto,
INr(0) N (V(T)YNS)| =1-1.

Como S es un 7;(T)-conjunto y el tnico vecino de Ty que lo une con 7" es w,
entonces 5" = {v} US\{w} es un conjunto [-absorbente de 7"y como W (T") es
el inico conjunto [-absorbente de T, se tiene que S’ NV (T") = W(T"), por lo
que dpwry)(v) =1 —1 >k, lo que contradice W(T") es un ay(7")-conjunto.
Asi, W(T) es el unico v,(T")-conjunto.

Caso 2) T se obtiene de T" con la operacién Ts.
La demostracion procede de manera analoga al caso anterior.

» Por demostrar que, W(T') es un ay(7')-conjunto.
Por la observacion 3.3.2, todo conjunto k-independiente de 7" le podemos agre-
gar el conjunto V(Tp)\{w} para obtener un conjunto k-independiente de T
Como W (T") es un conjunto k-independiente de 7", mas ain |W(T")| = ax(T"),
tenemos que W (T') es un conjunto k-independiente de 7', lo que implica que

ax(T) = ax(T') + (IV(To)| = 1).
Por el lema 3.3.4 (parte 2) tenemos:
a(T) < ax(T') + (IV(To)| = 1),

por lo que W(T) es un ag(T)-conjunto (por que |W(T) =
ap(T") + (V(To)| = 1)).

» Por demostrar que W(T') es un 7;(7T')-conjunto.
Sea x en V(T)\W(T), tenemos dos casos sobre x:
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Caso a) x € V(T")\W(T").
Por hipétesis de induccién W(T") es l-absorbente en 7", por lo que
|Np(z) 0 W(T")| > [I. Por construccion W(T') < W(T) y
Np:(z) € Np(x) lo que implica |[Np/(x) N W(T")| < |Np(xz) N W(T)]|.
Por lo tanto, |Np(z) N W(T)| > 1
Caso b) = = w.
Por eleccién de Ty, |Np(w) U {v}| = 1, luego por definicién
(V(Ty)\{w}) U {0} € W(T), por lo que |Nr(w) 0 W(T)| > 1.
Por lo tanto, el conjunto W(T") U (V(Ty)\{w}) es l-absorbente en T', lo que
implica que

W(T) < (T + ([V(To)| — 1).

Por el lema 3.3.4 (parte 1) tenemos que
W(T) Z (1) + ([V(To)| = 1),

por lo que, W(T) es un ~(T)-conjunto (por que |[W(T) =
[ (T") + (IV(To)| = D).

Como en particular Ty es un N drbol débil, T tiene un tnico (7T')-conjunto y un
tnico ay(7')-conjunto.

Por lo tanto, W (T') es el tinico «(T')-conjunto y el inico ay(T")-conjunto de 7.

O
Teorema 3.3.4. Si G es una grdfica, k € N, k > 1, S un subconjunto de V(G) k-
independiente y se cumple que k|S| — |A(G[S])| es mdximo, entonces S es un conjunto

k-absorbente de G.

Demostracion. Sean k un entero mayor que cero y S un subconjunto de V(G) k-independiente
tal que k|S| — |A(G]S])| es méaximo. Haremos la demostracién por contradiccién, suponga-
mos que S no es un conjunto k-absorbente de G, entonces existe un vértice v en V(G)\S,
tal que |[Ng(v) N S| < k, definimos B = Ng(v) NSy A = {b € B|dgs(b) = k — 1}.
Si A es vacio, entonces S U {v} es un conjunto k-independiente. Analicemos el nimero
k|SU{v}| —|A(G[S U{v}])|; como |Ng(v)NS| < k, entonces A(G[S U{v}]) tiene a lo sumo
k — 1 aristas mas que A(G[5]), lo que implica que |A(G[S])| > |A(G[SU{v}])| — (k—1), es
decir, |A(G[S])| + (k — 1) > |A(G[S U {v}])|. Al multiplicar por -1 esta ultima desigualdad
obtenemos,

—[AGIS] = (B = 1) < —|A(G[S U {v}])].
Por otro lado, k|S| < k|S| + k = k|S U {v}|. Asi, de lo anterior obtenemos
k|S|+k = [A(GIS])] = (k — 1) < kIS U{v}| = JA(G[S U {v}])].
Por lo tanto, como

kS| = |A(GISD) < KIS]+ & = [A(GISD)] = (k= 1),
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entonces
kIS| = [A(GIS)| < kIS U{v}| — [A(GIS U{v}])],
lo cual no es posible ya que y k|S| — |A(G[S])| es maximo, por lo tanto, A # &.

Sean I un subconjunto independiente méximo en G[A] y C' = (S — I) U {v}. Tenemos
que d C I CACBCSy@C A\l C B\I C C. Demostraremos que C' es un conjunto
k-independiente, mostrando que los grados de cada vértice en C' son menores a k. Como
C ={v}U(S\B)U(B\A)U (A\I), tenemos cuatro casos.

Sea x en C
Casol) =z =w.

Como |Ng(v) NS| < ky B = Ng(v)N S, entonces dgiey(v) < |B| < k.

Caso2) z en S\B.

Como S es k-independiente, entonces dgicj(z) < k. Por otro lado, en este caso x no
es adyacente a v, por lo que dgjoy(x) < dgs)(). Por lo tanto, dgjep(x) < k.

Caso3) z en B\A.

En este caso, por definicién de A, x tiene grado a lo més k — 2 en G[5], por lo tanto
daro)(x) < darsugey (@) < dgpsy(w) +1<k—=2+1<k.

Casod) x en A\I.

Como I es independiente maximo en A, x tiene al menos un vecino en I, entonces
5G[C]<17) < 5G[Su{v}} (I) —1=k—-1.

Por otro lado, de la definicién de C' tenemos que |C| = |S| — |I| + 1y que

[AGIC] = [AGIS]| = (k=D + |B| — |1 = |A(G[S]] = k| +|B.
—— ——
Porque I solo tiene Porque v es adyacente a todo
vértices de grado k—1. vértice de B pero le quitamos I.

Por lo tanto, C' es un conjunto k-independiente y cumple que k|C| — |A(G[C])| =
k(ST = U+ 1) = (|AGIS]] — k| + |B]) = kIS| = K[| + k = [A(G[S]] + k| I| = |B| =

KISI—AGISDI+ k=Bl = KIS| - |A(GIS])] + 1 > KIS| — |A(GLS])],

Porque |B|<k

lo cual es una contradiccién, porque k|S| — |A(G[S])| es maximo. Por lo tanto, S es un
conjunto k-absorbente. O

Corolario 3.3.2. Si G es una grdfica, entonces vx(G) < ax(G).
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Demostracion. Sea S un conjunto k-independiente de G tal que k|S| — |A(G[S])| es méximo.
Por el teorema anterior S es un conjunto k-absorbente, por definicion de oy y v4:

(G) < IS] < ar(G).

El siguiente corolario es motivado por el corolario 3.3.2 y el lema 3.3.3.

Corolario 3.3.3. Si D es una digrifica simétrica y k y | son numeros enteros con
1 <1<k <A(D), entonces y(D) < ay(D).

Demostracion. Sean D una digrafica simétrica, k y [ niumeros enteros, con 1 <[ < k < A(D).
Para la grafica UG(D) = G se sigue del corolario 3.3.2 que v (G) < ax(G). Por el lema 3.3.3,
Y:(G) = (D) v ax(G) = ag(D). Por lo tanto, vx(D) = v (G) < ap(G) = ag(D). O

Cuando [ = k, con 1 < k < A(G) y la grafica G tiene un (k,[)-nicleo, por el lema 3.2.1,
para cada nimero entero I’ tal que I’ < [, G tiene un (k,!’)-nicleo. Para ! > k, un subconjunto
de D que sea k-independiente y [-absorbente puede no existir. Por ejemplo, las graficas K3
y K4 no tienen subconjuntos de vértices que sean 1-independientes y 2-absorbentes.

Teorema 3.3.5. St D es una digrdfica simétrica y k y | son enteros positivos, con
1 <1 <k<AY(D), entonces D es (k,l)-nicleo exterior perfecta.

Demostracién. Sean D una grafica simétrica, k y [ enteros positivos, con 1 <[ < k < A*(D).
Consideremos UG(D) la grafica subyacente de D. Por el teorema 3.3.4 existe un conjunto
S, que es k-absorbente y k-independiente en UG(D). Como todas las flechas de D son
simétricas, entonces el conjunto S es k-independiente exterior de D y k-absorbente exterior
de D. Por el lema 3.2.1, S es un (k,[)-nucleo exterior. Como las subdigraficas inducidas de
D son simétricas, entonces D es (k,[)-nicleo exterior perfecta. O

Corolario 3.3.4. Sean D una digrdfica completa y k y | enteros positivos menores que
AT(D). D es (k,l)-nicleo exterior perfecta si y solo sil < k.

Demostracion. Sean D una digréfica completa y k y [ dos enteros positivos menores que
AT(D).

<) Como D es completa, D es simétrica. Dado que [ < k, por el teorema 3.3.5, D tiene
un (k,l)-nucleo exterior. Ya que toda subdigrafica inducida de D es simétrica, entonces D
es (k,l)-nucleo exterior perfecta.

=) Demostraremos por contradiccién que si D es (k, [)-ntcleo exterior perfecta, entonces
[ <k, es decir, supongamos que D es (k,[)-nicleo exterior perfecta y que [ > k. Observemos
que como D es una digrafica completa, cualquier subconjunto k-independiente exterior de D
tiene un nimero de vértices menor o igual que k. Como D es (k,[)-nicleo exterior perfecta,
D tiene un (k,I)-nticleo exterior, digamos S. Si S| = |V(D)|, entonces I > k > AT(S) =
AT(D), lo cual es una contradiccion.
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Por otro lado, si |S| < |[V(D)], entonces existe z en V(D)\S, tal que [N} (z) N S| < |9]
y |S| < k <1, lo que implica que S no es un conjunto [-absorbente exterior, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, [ < k. O]

Como para [ > k existe una digrafica simétrica que no tiene un (k, [)-nticleo exterior, una
pregunta interesentante seria ;qué clase de digraficas simétricas tienen (k,[)-niicleo exterior
si k <7 A continuacién daremos una caracterizacién de una clase especial de las digraficas
simétricas tienen (k,)-nicleo exterior si k < [.

Teorema 3.3.6. Sean T wun drbol de orden p y k y | dos enteros positivos, con
1 <k<I<A(T), entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. ’}/l(T) = ozk(T),
2. T e Ay,

3. T tiene un tunico oy (T)-conjunto, que también es un ~,(T)-conjunto.

Demostracion. Para demostrar el teorema tomaremos el siguiente camino: primero (1) im-
plica (2), después (2) implica (3) y por ultimo (3) implica (1).

= Probaremos que I implica 2; es decir, que si y(T') = ax(T), entonces T € AF.
Sea {l, k} un subconjunto de N con 1 < k <[y T un arbol tal que v(T") = ax(T).
Como v(T) = ap(T) y 1 < k <1 < A(T) podemos estar seguros de que el conjunto:
B(T) = {z e V(T)|or(z) = I}

es no vacio. Para llegar al resultado procederemos por induccién sobre el niimero de
vértices de B(T).

Base de induccidn.

Como |B(T')| = 1, consideremos v en B(T'). Dado que v es el tnico vértice de T' que
cumple d7(v) > I, se tiene que V(T')\{v} es el inico v,(T")-conjunto, lo que implica que
M(T) = p—1. Como v(T) = a(T), entonces todo vértice distinto de v tiene grado
alo mas k. Por lo tanto, T es un N}® drbol débil con vértice especial v, es decir, T' € AF.

Hipdtesis de induccién.

Supongamos que para todo arbol 7" tal que |B(T")| < |B(T)| y vi(T") = ax(T"), cum-
ple que 7" € AF.
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Paso inductivo.

Sean T" un arbol, tal que v,(T) = ax(T), |B(T)| > 2, {r,z} un subconjunto de V(7T')

tal que dp(r,x) = diadm(T) y P una rz-trayectoria tal que didm(7T) = I(P). Notemos

que dr(r) = 1y dr(x) = 1, la demostracién de esto se encuentra dentro de la prueba

del teorema 3.3.2.

Consideremos a w en B(T') tal que d(r, w) = njzgc(i%)d(r, v). Notemos que como o (w) > 1
ve

y I > 1, entonces r # w.

Veamos a 1" como un arbol con raiz r y definamos las siguientes subgraficas:

T, = T[{v € V(T)|w pertenece a la rv-trayectoria en T'}]
y T' =T — V(T,).

En el teorema 3.3.2, mostramos que T,, y 17" definidos de esta manera, son arboles.

Ademsés, por construccién T, es un A1 drbol exacto con vértice especial w. Sea u el
) l

vértice anterior a w en la rw-trayectoria

Mostraremos que B(7”) no es vacio, lo harémos por contradiccién. Supongamos que
B(T") = @, dado que |B(T')| > 2 y los unicos vértices que cambiaron de grado son u y
w en T" y T,,, respectivamente, entonces op(w) = [, or(u) =1y B(T) = {u,w}. Como
k < [, tenemos que w y u no pueden pertenecer al mismo tiempo a un ay(7")-conjunto,
lo que implica que ax(T) < p — 1. Por otro lado, V(T')\{w} es un ~;(7")-conjunto,
asi v(T) = |V(T)| — 1 (porque B(T) = {u,w} y w es adyacente a u). Por lo tanto,
Y(T) # ag(T), lo cual no es posible. Concluimos que B(T") # .

Puesto que 7" es subgréfica de Ty w ¢ V/(1”), entonces |B(1")| < |B(T)|. Pa-
ra poder aplicar la hipétesis de induccion al drbol 7" necesitamos demostrar que
Y(T") = ay(T"), que es lo que haremos a continuacién. Por el lema 3.3.4, sabemos que
(1) =y(T") + (|JV(Tw)| — 1). Por otro lado, sea S un ay(7T')-conjunto. Notemos que
SNV (T") y SNV (T,) son conjuntos k-independientes, porque son subconjuntos de S.
Puesto que 7, (w) > k, se tiene que |[SNV(T,)| < (|V(T,)| — 1). Concluimos que

ap(T) = [S|=[SNV(T)|+ [SNV(Tw)| < aw(T") + (IV(Tw)] = 1).
Supongamos que ay(T) < ax(T") + (|V(T,)| — 1), entonces
W) + [V (Tw)| = 1=(T) = aw(T) < a(T") + (IV(T0)] = 1),
lo que implica que
W(T) + (V(Tw)l = 1) < aw(T") + (IV(Tw)| = 1)
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lo que lleva a que v(7") < ax(T"), que es una contradiccién al teorema 3.3.2. Por lo
tanto, ag(T) = ay(T") + |V (To)| — 1.
Puesto que v(T') = w(T") + |V (Tw)| — 1, ax(T) = ax(T") + |V (Tw)| — 1 y por hipéte-
sis 1(T) = ax(T), tenemos que v (T") = ax(T"). Por lo tanto, aplicando la hipétesis
inductiva a 1", tenemos que T" € AF.

Ahora demostraremos que T, es un N} arbol débil ¢ débil exacto, dependiendo de
6Tw (w)

Recordemos que [S N V(T,)| < (|[V(Tw) — 1) vy [SNV(T")| < ap(T") (anterior-
mente vimos que S N V(T") es un conjunto k-independiente de 7"). Como ayx(T) =
ag(T) + |V(Tw)] — 1 (lo cual acabamos de demostrar), pero ax(T) = |S]| =
[SOV(T")| 4 |SNV(Ty)], entonces |[SNV(T")| + |SNV(Ty)| = aw(T") + |V(T)| — 1.
Ahora, afirmamos que |SNV(T,)| = (|]V(T,)|—1), por contradiccién supongamos que
1SNV (Ty)| < (|V(Tw)| — 1), ast

a(T) = |SOV(T')|+SOV (T)| < an(T)+SAV(TW)| < aw(T)+|V(Tw)|~1 = ax(T),

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, |V(T,)| —1 =[S NV (Ty)|.

Dado que S NV(T,) es un conjunto k-independiente en T, y o7, (w) > k, entonces
para todo x € V(T,,)\NN[w] se tiene que oz, (z) < k — 1.

Afirmamos que para todo = en Nr(w) N V(Ty,), se tiene que o7, () < k. Supongamos
por contradiccién que existe x en Np, (w) tal que dr, (z) > k. Como |V(T,)| — 1 =
SN V(T,)|, entonces x ¢ SNV(T,) (porque SNV (T,) es k-independiente en T,,) y
w € S. Puesto que w € S, tenemos que |Np(w) N S| < k — 1 porque S es un conjunto
k-independiente en T'. Recordemos que |Np(w)| > I (porque w € B(T)), 1l > k 'y u es
el vértice anterior a w en la rw-trayectoria. Asi

k<k+1<l<|Np(w)|=|Nr(w)NS|+ [{u,z}| <k—-14+2=Fk+1.

Por lo tanto, I = k + 1, lo que implica que ér(xz) > [ (porque dr,(x) > k) por lo
que z € B(T). Ya que d(r,z) > d(r,w) y x € B(T), esto es una contradiccién por la
eleccién de w. Concluimos que para todo y en Np(w)NV(T,), se tiene que oz, (y) < k.

Asi, hemos demostrado que T}, es un A}* drbol débil (ademds es exacto si o, (w) = [—1)
con vértice especial w de grado al menos [ — 1.

Como T" € Af y T,, es un N} arbol débil, demostraremos que 71" se obtuvo de T" y T,
con las operaciones T; o Ta:
Caso 1) Si dp(w) > 1, entonces T, es un N drbol débil con vértice especial w, asi que T
es obtenido de 7" y T, usando la operacién T;.

Caso 2) Si dr(w) =1 — 1, entonces T, es un N arbol débil exacto con vértice especial w,
asi que T es obtenido de T" y T, usando la operacién 7Ts.
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Por lo tanto, T' € AF.

» Ahora demostraremos que 2 implica 3; es decir, que si T € AF, entonces T tiene un
unico ay(7T)-conjunto, que también es un 7;(7")-conjunto.

Si T € AF, entonces por el teorema 3.3.3, W(T) es el tinico ay(T)-conjunto, que
también es un v;(7")-conjunto.

= Por dltimo demostraremos que 5 implica I; es decir, que si T tiene un tunico
ag(T)-conjunto, que también es un ;(7")-conjunto, entonces v,(T") = ax (7).

Sea S el tnico ay(T)-conjunto, que también es un ~;(7)-conjunto. Por lo tanto,
n(T) = [S] = ax(T).

]

Corolario 3.3.5. Sean T un drbol y {k,l} un subconjunto de N tal que 1 < k <[ < A(T).
T tiene un conjunto que es k-independiente y l-absorbente si y solo si T € AF.

Demostracion. Sean T un arbol y {k, [} un subconjunto de N tal que 1 < k <1 < A(T)
(=) Sea S un subconjunto de V(T") que es k-independiente y [-absorbente, por definicién
tenemos que |S| < ax(T) v %(T) < |S|. Por lo que,

(1) < oy (T) (3.2)

Por otro lado como 2 < k + 1, por el teorema 3.3.2 se tiene que ag1 — 1(T) < (7)), es
decir,
ap(T) < e (T) (3:3)

Dado que k + 1 <[ se sigue del corolario 3.3.1(4) que

Vi1 (T) < (T) (3.4)

Por lo tanto, de las ecuciones (3.2), (3.3) vy (3.4) se tiene que v(7T) = ax(T). Por el
teorema 3.3.6, se concluye que T € AY.
(<) Se sigue de (2) implica (3) del teorema 3.3.6. O

Corolario 3.3.6. Sea T un drbol no trivial. Para cualquier {l,k} subconjunto de N, con
1<I<AMT) y1<k<A(T), T tiene un conjunto que es k-independiente y l-absorbente
sty solo si T € .AIA(T).

Demostracion. Sea T un éarbol no trivial. Si |V(T)| = 2, como T tiene dos conjuntos que
son oy (T')-conjuntos y también vy (T)-conjuntos, entonces tenemos que |V(7T')| > 3(ya que
A(T) =1). Asi, A(T) > 2.

92



(<) Como T € AlA(T) y 1 < A(T'), entonces por el teorema 3.3.6 se tiene que T posee un
tinico oy (T)-conjunto el cual es un ya(r)(7')-conjunto, digamos S Sean k y [ en N, tales que
1<I<A(T)y1<k<A(T). Como S es l-independiente y 1 < k entonces por corolario
3.3.1(1), se tiene que S es k-independiente.

Como S es A(T)-absorbente y | < A(T") entonces por corolario 3.3.1(3), se tiene que S
es [-absorbente.

(=) De la hipétesis se sigue que en particular 7" tiene un conjunto que es 1-independiente y
A(T)-absorbente. Como 1 < A(T), entonces del corolario 3.3.5 se concluye que

T e AT, O
El siguiente teorema nos da una familia de arboles dirigidos simétricos, a la que denotamos

>
por T, que admiten un (k,!)-nticleo exterior para 1 < k <1 < A(T).

—

— —
Teorema 3.3.7. Sean T wun drbol simétrico y {k,i1} CN, con1 <k<I<AT(T). T
— —
tiene un tnico (k,l)-nicleo exterior si y solo si AUG(T ) <k—16UG(T )€ A

Demostracién. Sean T un 4rbol simétrico, T = UG(?) y {k,l} < N con
1 <k<l<AHT)

Por el lema 3.3.3 , ? tiene un tnico (k,!)-nucleo exterior si y solo si T' tiene un tnico
(k,1)-nticleo. Por el teorema 3.3.6, T' tiene un tnico (k,[)-ntcleo si y solo si T' € AF, como
T = UG(?), entonces UG(?) € AF.PorloqueT tiene un tnico (k,l)-ntcleo si y solo si
T=UG(T). O

Con este teorema concluimos la parte de digraficas simétricas. Siguiendo el desarrollo del

capitulo 2 pondremos atencion a las digraficas transitivas, con el siguiente teorema sabremos
si este tipo de digraficas tienen un (k,!)-nticleo exterior.

Teorema 3.3.8. Si D es una digrdfica transitiva y k y I son dos enteros positivos con
1 <1<k <A(D), entonces D es una digrdfica (k,l)-nicleo exterior perfecta.

Demostracion. Primero veamos que si D es transitiva, entonces D tiene un k-nicleo exte-
rior. Si D es fuertemente conexa, se sigue de la proposicion 1.2.1 que D es completa; luego
del corolario 3.3.4 concluimos que D tiene k-nicleo exterior. Asi que suponemos a D no
fuertemente conexa. La prueba se hara por induccién sobre el niimero de vértices de D.

Base de induccion.

Si D' tiene orden p, con 1 < p < 2, en la seccién 3.3, demostramos que D tiene un
k-nucleo exterior.

Hipotesis de induccién.
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Si D' es una digrafica transitiva, con orden p < n y k y [ enteros positivos con
1 <1<k <A(D), entonces D' tiene un k-niicleo exterior.

Paso inductivo.

Sean D una digrafica transitiva y k y [ dos enteros positivos con 1 <1 < k < A(D), y
p = n. Por demostrar que D tiene un k-nicleo exterior.

Consideremos la digrafica de componentes fuertemente conexas, SC(D), la cual es acicli-
ca (por el lema 1.2.5). Luego por el lema 1.2.5, existe una componente C; en D tal que
ds0(py(C1) = 0. Ahora consideremos D" = D[V (D)\V(C1)], como D’ satisface las condicio-
nes de la hipdtesis de induccion, tenemos que D’ tiene un (k,[)-nicleo exterior, digamos S’.
Por otro lado, sabemos que (' es fuertemente conexa y transitiva, se sigue de la parte inicial
de la demostracién que C; es completa, lo cual implica que tiene un (k,)-nicleo exterior,
digamos S¢ (corolario 3.3.4). A partir de esto tenemos dos casos:

Caso 1) Existe z € Oy, tal que [N}, (z) N S| > k.

Como C es completa y D es transitiva, entonces S’ es un k-nicleo exterior de D.

Caso 2) No existe x € C4, tal que [N}, () N S| > k.

En este caso para todo z en Cj se tiene que |Nj(z) NS’| < k. De lo anterior y
como S¢ C V(C}), concluimos que para todo x en S¢ se tiene que | N (z)NS’| < k.
Por otro lado, como 6§C(D)(C'1) = 0, entonces para todo = en V(D') se cumple que
INS () "V (Cy)] = 0. Como S’ C V(D') obtenemos que para todo x en S’ se tiene
que |Nj(z) N S¢| < k. Por tltimo, como S’ y S¢ son conjuntos k-independientes
exteriores, entonces el conjunto S = S’ U S¢ es k-independiente exterior. Ahora
como S’ es un conjunto k-absorbente exterior de D', S¢ es un conjunto k-absorbente
exterior de C; y V(D)\S = (V(C1)\Sc) U (V(D")\S’), entonces S es un conjunto
k-absorbente exterior de D.

Por lo tanto, S es un k-ntcleo exterior de D. Por el lema 3.3.1, D tiene un (k,[)-nticleo
exterior y como toda subdigrafica inducida de D es transitiva, entonces D es (k,[)-nicleo
exterior perfecta. ]

3.3.2. Ciclos y (k,l)-nticleos exteriores

En esta secciéon demostraremos que los teoremas 2.2.1 y 2.2.6 se generalizan a los
(k,l)-nicleos exteriores.

Teorema 3.3.9. Sean D una digrifica y k y | dos enteros positivos. Si D no tiene ciclos y
1 <1<k <AT(D), entonces D es una digrafica (k,l)-nicleo exterior perfecta.

Demostracion. Sean D una digrafica sin ciclos y k& y [ dos enteros positivos, con
1 <1<k < AT(D). Primero demostraremos por induccién sobre el orden de D, que D
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tiene un k-nucleo exterior.

Base de induccion.

En la seccion 3.3 demostramos que todas las digaficas sin ciclos con orden p, tal que
1 < p < 3, tienen k-nicleo exterior.

Hipétesis de induccién.

Si D’ es una digrafica sin ciclos, con orden n’, tal que n’ < n, y k es un entero positivo
con 1 < k < AT(D), entonces D’ tiene un k-ntcleo exterior.

Paso inductivo.

Sean D una digrafica aciclica con orden n y k un entero positivo con 1 < k < AT(D).
Como D es aciclica, por el corolario 1.2.5, existe un vértice = tal que 0, (z) = 0. Definimos a
D' = D[V(D)\{z}]. Si AT(D') < k, como N, (z) = @y k < AT(D), se sigue que 6;,(x) > k,
lo que implica que V' (D') es un k-nticleo exterior de D. Si k < A*(D’), como toda subdigrafica
inducida de D es aciclica, entonces D’ cumple las condiciones de la hipdtesis de induccién,
por lo tanto, D’ tiene un k-nucleo exterior, digamos S’. S’ puede k-absorber exteriormente
al vértice x o no, por lo que tenemos dos casos:

Caso 1) |Np(z) N S| > k.

En este caso S” absorbe exteriormente a x. Por lo tanto, S” es un k-ntcleo exterior
de D.

Caso 2) |Np(z)N S| < k.

Como N, (x) = @, entonces S’ U {x} es un conjunto k-independiente exterior y
k-absorbente exterior de D.

Por lo tanto, D tiene un k-nicleo exterior.

Por el lema 3.3.1, si D tiene un k-nticleo exterior, entonces D tiene un (k,l)-nicleo exte-
rior. Como toda subdigrafica inducida de D es aciclica, entonces D es (k,[)-nticleo exterior
perfecta.

O

En el capitulo 2, demostramos que si D es una digrafica en la cual todo ciclo tiene una
flecha simétrica, entonces D es niuicleo perfecta. Desafortunadamente esto no ocurre para los
k-ntucleos exteriores, el siguiente teorema nos dara una familia de digraficas, la cual no tiene
k-ntucleo exterior, a pesar de que cada ciclo tiene una flecha simétricas.
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Teorema 3.3.10. Para cada entero positivo k, con k > 2, existe una digrdfica D tal que
todo ciclo de D tiene al menos una flecha simétrica y no tiene un k-nicleo exterior.

Demostracion. Para k > 2 nos fijamos en la digrafica D de la figura 3.31, donde Kj;_; es la

digrafica completa de orden k—1, V(D) = V(Kj_1)U{vy1, v2,v3,v4} y se tienen las siguientes
relaciones:

» El vértice vy es un vecino interior y exterior de los vértices de Kj,_; y las flechas (vy, v9)
y (v1,v3) pertenecen a F(D).

= Los vértices v, y v3 son vecinos interiores de los vértices de Kj_.

= El vértice vy es un vecino exterior de los vértices de Kj_1, vo v vs3..

Figura 3.31: Una digrafica D tal que todo ciclo tiene una flecha simétrica

Primero observemos que todos los ciclos de D tienen al menos una flecha simétrica; como
Kj._1 es completa, entonces todo ciclo de D, con dos o mas vértices en Kj_1, tiene al menos
una flecha simétrica. Ahora supongamos que hay un ciclo que solo tiene un vértice en Kj_1,
digamos z, los tnicos ciclos de esta forma son: (vy,vs,x) y (v1,vs,2), en los cuales estd la
flecha simétrica (v1, ). Ademas, la digrafica inducida por los vértices vy, va, v3 ¥ v4 es aciclica.

Demostraremos por contradiccién que D no tiene un k-ntcleo exterior. Supongamos que
D tiene un k-ntcleo exterior S. Como S debe ser un conjunto k-absorbente exterior, entonces
vy y al menos |V (Kj_1)| — 1 de los vértices de Kj_1 estdn en S. Ahora tenemos dos casos,
V(kal) Q S 6 V(kal) g S
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Caso 1) V(K1) C S.

Si vy pertenece a S, entonces el exgrado de cualquier vértice de la subdigrafica
D[Ky_1 U{v1}] es igual a k, por lo que S no serfa un conjunto k-independiente
exterior. Por lo tanto, v; no pertenece a S. Por otro lado, como

|N+(Ug)ﬂ5| = |N+(U3) ﬂS| = k?,

entonces S k-absorbe exteriormente a los vértices vy v v3, asi que vy y v3 no per-
tenecen a S. Por lo tanto, como v; ¢ Sy [NT(v1) NS| < k, entonces S no es un
conjunto k-absorbente exterior, lo cual es una contradiccion.

Caso 2) V(Ki_1) € S.

Como 5 (v9) = k y uno de sus vecinos no estd en S, entonces vy pertenece a S, lo
mismo sucede con vs. Como

INT(v1) N S| > k,

entonces v; ¢ S. Sea x el vértice en Kj,_1, tal que = ¢ S; como §5(x) = k, para que
S k-absorba exteriormente a x es necesario que vy pertenezca a S lo cual ya vimos
que no puede suceder. Como vy ¢ S, z ¢ Sy |[NT(z)N S| < k, implica que S no es
un conjunto k-absorbente exterior, lo cual es una contradiccion.

En cualquiera de los dos casos llegamos a una contradiccién, por lo que D no tiene un
k-ntucleo exterior. O

Asi como hay digraficas que tienen flechas simétricas en todos sus ciclos y no tienen
k-ntcleo exterior, también existe una familia de digraficas que tienen flechas simétricas en
todos sus ciclos y tienen k-nicleo exterior, a saber las digraficas semicompletas, esto lo
demostramos en el siguiente resultado.

Teorema 3.3.11. Sean D una digrdfica semicompleta. D es (k,l)-nicleo exterior perfecta
para cualquier subconjunto {k,l} de N, tal que 1 <1 < k < AT(D), si y solo si todo ciclo
en D tiene al menos una flecha simétrica.

Demostracion. Sean D una digrafica semicompleta.

(=) Por demostrar que si D es una digrafica (k, [)-nicleo exterior perfecta para cualquier
subconjunto {k,[} de N, tal que 1 <1 < k < A" (D), entonces todo ciclo de D tiene al menos
una flecha simétrica.

Como D es (k,l)-nucleo exterior perfecta para cualquier subconjunto {k,(} de N, tal que
con 1 <[ <k < AT(D), en particular es 1-nicleo exterior perfecta o niicleo perfecta. Ya que
D es semicompleta y nicleo perfecta, por el teorema 2.2.8, todo ciclo en D tiene al menos
una flecha simétrica.

(<) Por demostrar que si todo ciclo en D tiene al menos una flecha simétrica, en-
tonces D es (k,l)-nicleo exterior perfecta para cualquier subconjunto {k,l} de N, tal que
1<1<k<AT(D)

Observemos que
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» Como k < AT(D), entonces k + 1 < |V (D).
= Por la definiciéon de k-ntcleo exterior, todo k-nicleo exterior tiene al menos k vértices.

= Si S’ es un subconjunto de V' (D), entonces como Asim(D[S’]) es aciclica y D[S] es
semicompleta, tenemos que existe un vértice z € S’ tal que (5;5[5,] () =15 — 1.

Si S es un k-nicleo exterior de D, como S es un subconjunto de V' (D), por la observacion
anterior dentro del conjunto S existe un vértice x € S tal que (5;5[3} =|S|-1>Fk—1
Por otro lado, como S es un k-niicleo exterior de D para todo y en V(D)\S, se cumple que
NG ()] > k.

Ahora demostraremos que D tiene un k-ntcleo exterior, esta prueba se hard por induc-
cion sobre el nimero de vértices de D.

Base de induccién.

En la seccion 3.3 demostramos que toda digrafica semicompleta D', tal que todo ciclo de
D' tiene una flecha simétrica, con orden 1 < p < 3, tiene un k-nicleo exterior.

Hipdtesis de induccién.

Si D’ es una digrafica semicompleta de orden n’ < n, tal que todo ciclo en D’ tiene al
menos una flecha simétrica, y k es un entero positivo tal que 1 < k < A*(D’), entonces D’
tiene un k-nucleo exterior.

Paso inductivo.

Sean D una digrafica semicompleta de orden n, tal que todo ciclo en D tiene al menos
una flecha simétrica, z un vértice de ingrado cero en Asim(D)y D' = D[V (D)\{z}]. Como
todo ciclo de D’ tiene al menos una flecha simétrica, por hipétesis de induccién D’ tiene un
k-niicleo exterior, digamos S’. Por eleccién de z, tenemos que 67 (z) = [V(D')|, més atin
Nf(z) = V(D'). Dado que k < |S'[, concluimos que S’ k-absorbe exteriormente a x. Por lo
tanto, S’ es un k-nucleo exterior de D.

Este procedimiento se puede hacer para cada k en {1,...,07(D), por el lema 3.3.1, si D
tiene un k-nicleo exterior, entonces D tiene un (k,[)-nicleo exterior, para cada [ < k. Por
lo tanto, D tiene (k,[)-nicleo exterior para cualquier {k,l} C N. Como las subdigraficas
inducidas de D son semicompletas y todos sus ciclos tienen al menos una flecha simétrica,
entonces D es (k,[)-nicleo exterior perfecta.

O

En el caso de los niicleos tenemos que si una digrafica no tiene ciclos de longitud impar,
entonces la digrafica es nicleo perfecta; afortunadamente este resultado también se conserva
para los (k,[)-nucleos exteriores, pero para demostrarlo haremos uso del siguiente teorema
para digraficas bipartitas.
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Primero veremos un ejemplo de como se construye un k-nicleo exterior en una digrafica
bipartita. Sea D = (V(D), F(D)), donde V(D) = XUY, X = {x1, =9, 3, T4, x5, Tg, T7, Ts}
yY ={y1, v2, ys, ya}, ver figura 3.32.

X Y

|

Y1
)

Figura 3.32: Digrafica bipartita D

Para este caso, encontraremos un 3-nicleo exterior, para ello iremos construimos con-
juntos 3-independientes exteriores, y retiramos los vértices que estos conjuntos 3-absorben
exteriormente:

X1(0) = {:E e X ‘ |Ng(x) nY| < 3} = {z1, x9, x4, =5, T6, Ts},

Yi(0) = {y eV | INj) N X| <3} = {1, v, va).

X2(0) = {o € X\X:(0) | IN5(@) nY(0)] 2 3} = {as}.
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1:(0) = {y € Y\Y1(0) | INF(y) N X2(0)] = 3} = {us},

Xi(1) = {w € X\(X1(0) UXz(0)) | NS () 1Y \Y3(0)] < 3} = {ar},

V(1) = {y € V\(Vi(0) UYa(0)) | INB(y) 0 X\X(0)] < 3} = 2,

Xo(1) = {& € X\(X1(0) U Xz(0) U Xi (1)) | IN(2) N (va(0) UYi(1))] = 3} = 2,

(1) = {y e N\ URO LYI() | INFW) N KGO LX) 23} =2

Notemos que todos los vértices han quedado en algin conjunto. Afirmamos que
S = X000 UuYi(0) U Xi(1) = {x1, 2, x4, =5, T, T7, Ts, Y1, Y2, Y4} €s un 3-nicleo
exterior de D.

» Por demostrar que S es un conjunto 3-absorbente exterior de D. Como V(D)\S =
{z3,y3}, entonces:

o [NS(z3) N S| = [{y1,p2,ya} =3y
o [NS(ys) N S| = s, x5, 26} = 3.

Por lo tanto, S es un conjunto 3-absorbente exterior de D.
= Por demostrar que S es un conjunto 3-independiente exterior de D.

o INJ(z;)NS| <2 conien{1,2,4,56,7,8}y
o INS(y;)NS| <2, conien {1,24}.

Por lo tanto, S es un conjunto 3-independiente exterior de D.

Concluimos que S es un k-niucleo exterior de D. Con esta idea demostramos el siguiente
teorema.

Teorema 3.3.12. Si D es una digrdfica bipartita y k y 1 son enteros con1 <1 < k < A*(D),
entonces D es (k,l)-nicleo exterior perfecta.

Demostracion. Sean D una digrafica bipartita, X, Y las clases de V (D), k y | dos enteros
con 1 <1<k < AT(D), definimos los siguientes conjuntos:

X, (0) = {x = ] INj(2) Y] < k}
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v ={yey | NS nX| <k},
X2(0) = {& € X\X.(0) | [N3 (@) NY2(0)] 2 K},
1a(0) = {y € Y\i(0) | NG () N X:(0)] 2 k.

Xi(1)

{v € X\X(0)UX(0)) | INF () NY\Y3(0)] < K},

(1) = {y e MO UY2(0) | ING () N X\XK(0)] < K},

(1) = {w € X\(X,(0) U Xa(0) U X (1)) || ING(2) 1 (V2(0) UYi(1))] = B}

Ya(1) = {y € V\((0) U%(0) UYi(1) | NG () N (X2 (0) U X,(1)] > k]

X (m) = { X\ U@ uxam) | V5@ non U v < k}

Yi(m) = {y e\ Ummuvm) | 1N n e U 2 < k}

Xg(m):{xeX\(U(Xl(i)UXQ())UXl ‘\N* UY1 |>k:},

wm):{yey\(Umu)un())um )| V5 @) UX1 |>k}

Las figuras 3.33, 3.34, 3.35 y 3.36, ejemplifican la construccién de los conjuntos X (0),
X5(0), ¥1(0) ¥ Y(0).
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X1(0) >

Figura 3.33: X;(0)
X

Y& ‘W

Figura 3.34: X5(0

T\ S
@-1
> T

Figura 3.35: X;(1)
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Figura 3.36: Construyendo a X5(1)

Como los vértices de la digrafica D son un nimero finito y en cada paso

n n+1

|U(X1()UX2()UY1( UYs(d |<|U Xi(i) U Xo (i) UYi (i) UYa(d)),
entonces para algin m € N, V(D) = LmJ(Xl( ) U Xo(2) UYi(i) UYa(i)). Ahora sea r el

entero mas pequeno tal que Xi(r +1) = Xg(r + 1) = @ y s el entero més pequeno tal que

Yi(s+1) = Ys(s+1) = @. Afirmamos que el conjunto S = U Xi(1)U U Y1(j) es un k-nticleo
i=o j=1
exterior de D.

» Demostraremos que S es un conjunto k-independiente exterior de D; es decir, si x €
r
S, entonces ]NE[S} (z)] < k. Como D es bipartita entonces los conjuntos UXl(z') y
=0
UJ 1 Y1(j) son independientes. Solo hay flechas entre X;(¢) y Y1(j) conien {0,1,...,r}
y ] en {0, 1,...,s}. Sea x € S, por construccién de S tenemos dos casos; si x pertenece
S

a U X1(i) 6 = pertenece a U Yi(i)

=0

,
Caso 1) Si x pertenece a U X (7), entonces existe un r’ en {0, 1,...,r} tal que x € X;(r'),
i=0
esto implica que

N (2 Y\UY2 )| < k.

Por construccion

UY1 CY\UY2
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Por lo tanto, | D[S]( x)| < k.

Caso 2) Si x pertenece a U Y1(4)

i=0
esto implica que

Por construccion

, entonces existe un s’ en {0,

[N (« .X\ija

1,...,s} tal que x € Yi(s),

)| < k.

UX1 CX\UX2

Por lo tanto, | D[S]( x)| < k.
Concluimos que S es un conjunto k-independiente exterior de D.

= Ahora demostraremos que S es un conjunto k-absorbente exterior de D; es decir, si

v € V(D)\S, entonces |N} (v)

de S, tenemos que

Esto implica los siguientes casos; v pertenece a U Xo(i

Caso 1) Si v pertenece a U X (1)

i=0
por construccién

Caso 2) Si v pertenece a U 0

i=0
esto implica:

, entonces existe un r’ en {0, 1, ...,

, entonces existe un ' en {0, 1, ...,

U

)| > k. Sea v € V(D)\S, por construccion

- UooUno)

)oaJra(i)

1=0

r} tal que v € Xo(r'),

NG (v) Un

)| > k.

s} tal que v € Xy(s),

NG (v) U&

)| > k.

Por lo tanto, S es un conjunto k-absorbente exterior de D.
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Como S es un conjunto k-absorbente exterior y k-independiente exterior, entonces D
tiene un k-nucleo exterior. Por el lema 3.3.1, si D tiene un k-nicleo exterior, entonces D
tiene un (k,!)-nicleo exterior, para 1 < I < k. Como toda subdigrafica de D es bipartita,
entonces D es (k,[)-nicleo exterior perfecta. ]

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema 2.2.6 (Richardson) visto en el
capitulo dos.

Teorema 3.3.13. 5@ D es una digrafica sin ciclos de longitud impar y k y | son enteros
positivos con 1 <1 < k < AT(D), entonces D es una digrdfica (k,1)-nicleo exterior perfecta.

Demostracion. Sean D una digrafica sin ciclos de longitud impar y k£ y [ enteros positivos
con 1 <[ <k < AT(D). Primero demostraremos por induccién sobre el niimero de vértices
de D que D tiene un k-nticleo exterior.

Base de induccién.

Si D' tiene orden 1 < p < 3, en la seccién 3.3 demostramos que todas las digraficas que
no tienen ciclos de longitud impar de estos érdenes tienen k-niicleo exterior.

Hipotesis de induccién.

Supongamos que D’ tiene orden n/, con n’ < n. Si D’ no tiene ciclos de longitud impar y
1 <1<k <AT(D), entonces D tiene un k-ntcleo exterior.

Paso inductivo.

Sea D una digrafica de orden n. Consideremos SC(D) la digrafica de componentes fuer-
temente conexas, por el lema 1.2.5, esta digrafica es aciclica y por el lema 1.2.5, existe
una componente fuertemente conexa inicial C; en D. Por el teorema 1.2.1, todas las com-
ponentes fuertemente conexas y sin ciclos de longitud impar, son bipartitas. Consideremos
D" =V (D)\C}, como D’ tiene orden menor a n y no tiene ciclos de longitud impar, enton-
ces por hipétesis de induccién D’ tiene un k-ntcleo exterior S’. Construiremos el k-ntcleo
exterior de la digrafica D como sigue:

Sean D; = {x € V(D)||N}(z)n S| > k} y C; = D[C;\D4]. Como C es bipartita,
entonces C] es bipartita, con X y Y las clases de (. Para demostrar que C] tiene un k-
nucleo exterior, usaremos un procedimiento similar al teorema 3.3.12. Definimos los siguientes

subconjuntos de X y Y:

Xl(()); XQ(O), Xl(l), Xg(l), ey Xl(m), X2(m) de X
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como siguen:

Xl(O):{xeX‘ INS(2)N (Y U S <k},
Yi(0) = {y e v | INSm) N (X US| <k},
X(0) = {z € X\X,(0) | INF(2) N (i(0) US| = k},
1a(0) = {y € Y\Vi(0) | NG () N (X:1(0) U S)| = k.,

X1(1)

{ € X\(X1(0) U Xa(0)) | INS(@) 0 (Y USNY2(0)] < K},

Y1) = {y € V\(MO) UY2(0)) | INB@) N (X USNX(0)] < k],

(1) = {& € X\(X,(0) U Xa(0) U X, (1)) || [N (2) N ((0) U(1) US| > kD,

Y1) = {y € Y\ (0) UY3(0) UYa(1)) | [N (y) 0 (X2(0) U Xa(1) US| > K

Xl(m):{xeX\U (X1(1) U X5(d) ‘ |N(z) N (Y\(S’UUYQ(Z')))|<k},

Yi(m >:{er\UY1 JuYa(0) | N3N <X\<S’uUX2<z'>>>|<k},

0 =0

X(m):{xeX\TU i) U Xs(3)) U X1 (m ‘|N+ )N (5’u6y1(¢))|zk;},

=0

Y(m):{er\D i) UYs(i)) UYi(m ‘|N+) S’UUX1 |>k}
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Como la subdigrafica D[C1] es finita y en cada paso se cumple que

UG (0) U X (i) UYi(6) U Ya(i |<|UX1 U Xo(2) U Ya (i) U Ya(d))],

i=0
entonces para algin m € N, tenemos lo siguiente

m

V(e = [ JX(0) U X(6) U Yi (i) U Ya(i)).

=0

Definimos a S = S'U(U X1 (Z)UU Y1(j)), con r el entero més pequetio tal que Y; (r+1) =
=0 j=1
Yo(r+1) = @y s el entero més pequeno tal que X;(s+1) = Xp(s+1) = &. Afirmamos que
S es un k-nucleo exterior de D.

= Por demostrar que S es un conjunto k-independiente exterior de D; es decir, si v € S,
entonces | D[S]( v)| < k. Sea v € S, por construccién de S, hay tres casos; v € 5,
m

UEUXMMUEUE@

Caso 1) Si v estd en S’ implica que |Nd (v)| < k y como C es una componente inicial,
entonces | D[S]( v)| < k.

Caso 2) Siv estd en U Xi(i)), entonces existe un " en {0, 1,...,7} tal que v € X (r’), esto
i=0
implica que
s—1

NS (@) n (Y US| Ya(i))] < ke

J=0

Por construccion

UY1 CY\UYQ

Por lo que, | D[S]( v)| < k.

Caso 3) Siwv estd en U Y1(i)), entonces existe un s" en {0, 1, ..., s} tal que v € Y;(¢'), esto
i=0
implica que
s—1

INS () 0 (X US| Xa(i))] < k.

7=0
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Por construccion

Ux6) € X\ x0)

Por lo que, [Ny (v)| < k.

En cualquier caso, |N;[S] (v)| < k. Por lo tanto, S es un conjuto k-independiente exterior

de D.

= Por demostrar que S es un conjunto k-absorbente exterior de D; es decir, si
v € V(D)\S, entonces |N}(v) N S| > k. Sea v € V(D)\S, notemos que C}\S =

(U Xo(j) U U Y5(7)), por lo que tenemos 4 casos:
=0 =0

Caso 1) Sive D'
entonces como S’ C S, entonces S ya k-absorbe exteriormente a v.

Caso 2) Siwv € Dy.
Por definicion de D4, S ya k-absorbe exteriormente a v.
Caso 3) Siwv pertenece a | J;_, X»(7), entonces existe un 7’ en {0, 1, ..., 7} tal que v € Xy (1),
esto implica que
(NG (0)n(s"u Y6l = k.
=0
Caso 4) Siwv pertenece a | J;_, Y2(7), entonces existe un s’ en {0, 1, ..., s} tal que v € Xy ('),

esto implica que

INF)n(s"uJ X () = k.

J=0

Por lo tanto, S es un conjunto k-absorbente exterior de D.

Como S es un conjunto k-absorbente exterior y k-independiente exterior, entonces S es un
k-nucleo exterior de D. Por el lema 3.3.1, si D tiene un k-nucleo exterior, entonces D tiene
un (k,l)-nicleo exterior, para 1 < [ < k. Como toda subdigrafica inducida de D no tiene
ciclos dirigidos de longitud impar, entonces D es (k,[)-nticleo exterior perfecta. O

3.4. La k-funciéon de Grundy

En el capitulo 2 vimos la definicién de funcion de Grundy introducida por Berge. En esta
parte de la tesis, si k es un entero positivo, presentamos el concepto de k-funcion de Grundy
y su relacién con los k-nucleos exteriores.
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Definicién 3.4.1. k-funcion de Grundy

Sean D una digrifica y k un entero positivo. Una funcién g : V(D) — N es una
k-funcién de Grundy si satisface las siguientes condiciones:

1) Si x es un vértice de D y g(z) = [, con [ > 0, entonces para cada j en {0,...,0 — 1},
existen al menos k vértices en N} (z), digamos yi, ..., yx, tales que g(y;) = j para todo i en

(1,...k}.

2) Si x es un vértice de D y g(x) = [, entonces existen a lo mds k — 1 vértices en N} (z)
cuya imagen es [.

Para ejemplificar el concepto anterior construiremos una 2-funcién de Grundy en la
digrafica D de la figura 3.37a. Observemos que si asignamos el valor 0 a todos los vérti-
ces que tienen exgrado menor a 2, cumplen la condicién 2 de la 2-funcién de Grundy (ver
figura 3.37a). Después los vértices que ya tienen 2 vecinos con valor 0 se les asigna el valor
1, pues cumplen con las condiciones 1 y 2 de la 2-funcién de Grundy (ver figura 3.37b), el
vértice con valor ain sin asignar tiene valor cero porque solo tiene un vecino exterior que
tiene valor 0. En la digréafica de la figura 3.38, se muestra la 2-funcién de Grundy.

Figura 3.37: Construccion de una 2 -funcién de Grundy
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Figura 3.38: Digrafica D con una 2 -funcién de Grundy

Notemos que dada una digrafica esta no necesariamente tiene una tnica k-funcion de
Grundy. Podemos ver en las figuras 3.39a y 3.39b dos 2-funciones de Grundy distintas para
la misma digrafica.

(b)
Figura 3.39: Digrafica con dos 2-funciones de Grundy

Al igual que con la funcién de Grundy, vista en el capitulo 2, podemos observar en las
digraficas de las figuras 3.38, 3.39a y 3.39b que el conjunto de los vértices que toman el valor
cero en las k-funciones de Grundy es un k-nicleo exterior, esto motiva el siguiente teorema.

Teorema 3.4.1. Sean D una digrdfica y k un entero mayor a cero. Si D tiene una k-
funcion de Grundy, entonces D tiene un k-nicleo exterior. Mas aun, st g es una k-funcion
de Grundy, entonces el conjunto S = {x € V(D) |g(z) = 0} es un k-nicleo exterior.

Demostracion. Sean D una digrafica, k un entero mayor a cero,g una k-funciéon de Grundy
de Dy S ={z € V(D) | g(x) = 0}. Por demostrar que S es un k-niicleo exterior. Sea y en
V(D), dependiendo si y esta en S o no, tenemos dos casos:

Caso 1) y € S.
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En este caso g(y) = 0. Por la condicién 2 de la definicién 3.4.1, existen a lo mas
k — 1 vértices en N} (y) tales que la k-funcién de Grundy vale 0, lo que implica que
|IN7(y) N S| < k. Por lo tanto, S es un conjunto k-independiente exterior.

Caso 2) y ¢ S.

En este caso g(y) = I > 0. Por la condicién 1 de la definicién 3.4.1 para cada j
en {0,...,l — 1}, existen al menos k vértices en N}, (y) cuyo valor bajo g es j. En
particular para j = 0, implica que |N7(y) NS| > k. Por lo tanto, S es un conjunto
k-absorbente exterior.

Concluimos que S es un k-nticleo exterior de D.
]

La pregunta natural después de este teorema es: para una digrafica, ;es suficiente tener
k-nticleo exterior para que tenga k-funcion de Grundy? veamos el siguiente ejemplo para
ilustrarnos.

En la digréfica D de la figura 3.40, podemos fijarnos en los conjuntos V; = {5, x¢},
Vo = {x4} v {21, 29, 23}. El conjunto V; es un 2-nticleo exterior de D, que ademés es tinico.

Ahora demostraremos que D no tiene una 2-funciéon Grundy y lo mostraremos por con-
tradiccion. Notemos que si D tiene una 2-funcién de Grundy, digamos g, entonces para todo
vértice z en V (D), g(x) < 3, porque 0, (x) < 5. Por otro lado, los vértices del conjunto V;
deben tener valor cero, ya que no tienen vecinos exteriores. El vértice del conjunto V5 solo
puede tener valor 1. Ahora, solo falta por asignar un valor a los vértices x1, o y x3. Sin
pérdida de generalidad tomemos el vértice x;, como los vértices x5 y xg son vecinos exteriores
de xy y tienen valor cero, entonces x; solo puede tomar valores superiores a cero. Veremos
los casos:

= Si x; tiene el valor 1, entonces el vértice x5 toma valor 2. Tenemos dos casos con el
valor de x3:

e Si x3 toma el valor 1, entonces x; tiene a los vecinos x4 y x3 con valor 1, lo que
contradice la condicién 2 de la definicién 3.4.1. Asi, x3 no puede tomar el valor 1.

e Six3 toma el valor 2, entonces x3 tiene solo un vecino con valor 1, lo que contradice
la condicion 1 de la definicién 3.4.1. Asi, 3 no puede tomar el valor 2.

Por lo tanto, 1 no puede tomar el valor 1.

= Si x; tiene el valor 2, entonces el vértice x3 tiene valor 1. Tenemos dos casos con el
valor de x;:

e Si o, toma el valor 1, entonces x3 tiene a los vecinos x, y x4 con valor 1, lo que
contradice la condicién 2 de la definicién 3.4.1. Asi que x5 no puede tomar el valor
1.
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e Sixy toma el valor 2, entonces x5 tiene solo un vecino con valor 1, lo que contradice
la condicion 1 de la definicién 3.4.1. Asi que x5 no puede tomar el valor 2.

Por lo tanto x1, no puede tomar el valor 2.

Al vértice x1 no le podemos asignar un valor que cumpla con las condiciones 1 y 2 de la
definicién 3.4.1. Por lo que, D no tiene 2-funciéon de Grundy, a pesar de tener un 2-ntcleo
exterior.

Figura 3.40: Digrafica con un 2-ntcleo exterior y sin 2-funcién de Grundy

El regreso del teorema 3.4.1 lamentablemente no es valido; es decir, existen digraficas sin
k-funcién de Grundy y con k-nucleo exterior. Con base en lo anterior generamos ejemplos
de digraficas que tienen k-nicleo exterior, pero que no tienen k-funcién de Grundy.

Teorema 3.4.2. Para cada entero mayor o iqual a 2 existe una digrdfica que tiene k-nicleo
exterior y no tiene k-funcion de Grundy.

Demostracion. Sean k un entero mayor o igual a 2, V; un conjunto tal que |Vi| = k, V3 un
conjunto tal que |Va| = k — 1y V3 = {1, 29,23}, donde Vi, Vo v V5 son ajenos dos a dos.
Consideremos ademds A; = {(z,y) € Vo x Va|z # y}, Ay = {(x1,x3), (v3,22), (22, 21)},
Ay = (Vo U V3) x Vi, Ay = V3 x Vo, Sea D la digréfica, tal que V(D) = VUV, U Vs y
F(D) = A; U Ay U Az U Ay, como se muestra en la figura 3.41.
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D[V3] es completa de orden k — 1.

DI[Vi] es un conjunto independiente.

Figura 3.41: Digrafica con un k-nicleo exterior y sin k-funcién de Grundy

Ya que el conjunto Vi es l-independiente exterior, por el lema 3.1.1 es un conjunto
k-independiente exterior. Por construccién de D, para toda z en V(D)\Vi, cumple
Nf(z) N Vi = Vi en particular |[Nj(x) N Vi| = k. Por lo tanto, V; es un k-nticleo exte-
rior de D.

Demostraremos por contradiccion que D no tiene k-funcién de Grundy. Supongamos que
D tiene una k-funciéon de Grundy, digamos g.

Como para todo v en Vi, §7(v) = 0, los vértices del conjunto V; tienen que tener el valor
cero. Dado que para todo y en Va, [INT(y)p N V1| = k y para todo z en N} (y) N V; cumple
que g(z) = 0, entonces por la condicién 1 de la definicién 3.4.1, los vértices del conjunto V5
solo pueden tener el valor mayor o igual a 1. Ademéas como |[N*(y)p\Vi| = k — 2, entonces
solo puede valor 1. Ahora solo falta asignar valor a los vértices x1, xo y x3. Sin pérdida de
generalidad, tomemos el vértice x1, como los £ vértices del conjunto V; son vecinos exteriores
de x; y tienen valor cero, entonces x; solo puede tomar valores mayores a cero. Veamos los
siguientes casos:

Caso 1) Si g(z1) = 1, entonces x5 tiene k vecinos con valor 1 y k vecinos con valor 0, por
lo que g(x2) = 2. Mostraremos que no podemos asignarle un valor a z3 (ver figura
3.42).

Caso 1.a) Si g(x3) = 1, entonces g(z1) no cumple la condicién 2 de la definicién
3.4.1.
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Caso 1.b) Si g(z3) > 2, entonces por la condicién 1 de la definicién 3.4.1 deben
existir k vecinos exteriores de x3 con el valor 1, pero solo tiene k — 1
vecinos exteriores con el valor 1, por lo que no le podemos asignar valores
mayores o iguales a 2.

Por lo tanto, g(z1) # 1.

L1

I9 e
I3

Figura 3.42: Caso 1

Caso 2) Si g(x1) = 2y por la condicién 1) de la definicién 3.4.1, entonces g(z3) = 1. En este
caso mostraremos que no podemos asignarle un valor a xo. (ver figura 3.43)

Caso 2.a) Si g(z2) = 1, , entonces g(z3) no cumple la condicién 2 de la definicién
3.4.1.

Caso 2.b) Si g(z2) = 2, entonces por la condicién 1 de la definicién 3.4.1 deben
existir k vecinos exteriores de x5 con valor 1, pero solo tiene k — 1 vecinos
exteriores con valor 1, por lo que, no le podemos asignar ese valor, asi

g(xa) # 2.
Por lo tanto, g(z1) # 2.

L

I9 9

X3

Figura 3.43: Caso 2

Como 6T (x1) = 2k, entonces g(z1) < 3. Por lo tanto, D no tiene una k-funcién de Grundy.

]
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Pero, ;existe alguna condicién para que una digrafica D con k-ntcleo exterior tenga
k-funcién de Grundy?.

Veremos que la condicion de ser k-nucleo exterior perfecta es suficiente para que una
digrafica tenga k-funcion de Grundy.

Teorema 3.4.3. Si una digrdfica D es k-nicleo exterior perfecta, entonces D admite una
k-funcion de Grundy.

Demostracion. Como D es una digrafica k-niucleo exterior perfecta, entonces D tiene un
k-ntcleo exterior, digamos N(0). Observemos que como D es k-ntcleo exterior perfecta,
entonces toda subdigrafica inducida de D admite un k-nicleo exterior. A partir de esta
observacion definimos los siguientes conjuntos:

N(0) es un k-niicleo exterior de D,
N(1) es un k-nicleo exterior de D[V (D)\N(0)],

N(2) es un k-nicleo exterior de D[V (D)\(N(0) U N(1))],

2
N(3) es un k-nucleo exterior de D[V (D)\ U N(j)],

J=0

1—1
N (i) es un k-nicleo exterior de D[V (D)\ U N(5)]-
=0

Como D es finita y | U;;t N(@)| < |U'Z, N(j)| para {i,j} € N con i < j, entonces existe
un menor entero, digamos m, tal que (J;_, N(j) = V(D).

Definimos la relacién g de V(D) en N como (v,4) € g siy solosiv € N(7). Demostraremos
que g es una k-funcién de Grundy de D.

= Por demostrar que ¢ es funcion.

Sean vy y ve en V(D), tales que (v1,7) € g, (v2,7) € g y v1 = vy, por demostrar que
1 = j. Lo haremos por contradiccion, supongamos, sin pérdida de generalidad, que
j < i. Por construccién, v, € N(i) y N(i) € D[V(D)\ Ui, N(t)], por lo que v, no
pertenece a Ui;é N(t), en particular v; ¢ N(j) lo cual no es poisible pues v; = vy y
Vo € N(])
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» Por demostrar la Condicién 1. Si g(x) = [, con [ > 0, entonces para cada j en N, con
0 < j <, existen al menos k vértices en N (z) cuya imagen es j.

Si g(x) = [, con [ > 0, entonces por definicién de g, x € N(I). Tomemos j € N,
tal que 0 < j < [. Por construccién, N(l) C D[V(D)\Ui;(l) N(t)]. Como N(j) es un
conjunto k-absorbente exterior de D[V (D)\ Ui;é N(t)], entonces z tiene al menos k
vecinos exteriores en N (j); es decir, para cada j € N, con 0 < j < [, existen al menos
k vértices en N} (x) cuya imagen es j.
» Por demostrar la Condicién 2. Si g(x) = [, entonces existen a lo mas k — 1 vértices en

N (z) cuya imagen es .
Si g(x) = [, entonces por definicién de g, x € N(I). Como N(I) es un conjunto k-
independiente exterior de D[V (D)\ Ué_:%) N(35)], tenemos que |[Nj(z) N N(1)| < k — 1.
Por lo tanto, existen a lo méds k — 1 vértices en N} (x) cuya imagen es [.

Por lo tanto, g es una k-funcién de Grundy de D. n

Corolario 3.4.1. Sean D una digrifica y k un entero, con 1 < k < A*T(D). D es k-nicleo
exterior perfecta si y solo si toda subdigrdfica inducida D' de D admite una k-funcién de
Grundy.

Demostracion. Sea D una digrafica y k£ un entero mayor a 0.

=) Como cada subdigrafica inducida D" de D es k-nicleo exterior perfecta, entonces
por el teorema 3.4.3, D' admite una k-funcién de Grundy. Por lo tanto, toda subdigrafica
inducida D" de D admite una k-funcién de Grundy.

<) Como toda subdigréafica inducida de D tiene k-funcién de Grundy, por el teorema
3.4.1, se sigue que toda subdigrafica inducida de D tiene un k-ntcleo exterior. Por lo tanto,
D es k-nicleo exterior perfecta. n

Corolario 3.4.2. Si D es una digrifica simétrica y k es un entero, con 1 < k < AT(D),
entonces D admite una k-funcion de Grundy.

Demostracion. El resultado es consecuencia del teorema 3.3.5 y el corolario 3.4.1 [

Corolario 3.4.3. Si D es una digrdfica transitiva y k es un entero, con 1 < k < AT(D),
entonces D admite una k-funcion de Grundy.

Demostracion. El teorema 3.3.8 y el corolario 3.4.1 conducen a este resultado. O]

Corolario 3.4.4. Si D es una digrdfica sin ciclos y k es un entero, con 1 < k < A*(D),
entonces D admite una k-funcion de Grundy.

Demostracion. El teorema 3.3.9 y el corolario 3.4.1 demuestran el corolario. O

Corolario 3.4.5. St D es una digrdafica sin ciclos de longitud impar y k un entero, con
1 <k < AT(D), entonces D admite una k-funcion de Grundy.

Demostracion. El teorema 3.3.13 y el corolario 3.4.1 se deduce este resultado. O]
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Capitulo 4

k-niucleos exteriores y k-funcién de
Grundy en la digrafica de lineas

En la teoria de digraficas se estudian propiedades mediante la aplicacién de transforma-
ciones u operaciones a una digrafica, algunas de las més naturales asocian las flechas de una
digrafica a los vértices de una nueva digréafica. Nosotros estudiaremos una de dichas digraficas
asociadas la cual recibe el nombre de digrafica de lineas y se define de la siguiente manera:

A una digréfica D, tal que F(D) # &, le asociamos una nueva digrafica, llamada digrafi-
ca de lineas de D, denotada por L(D), que cumple:

= V(L(D)) = F(D),

» (a,b) € F(L(D)) si y solo si a y b son flechas de D tales que a = (z,y) y b = (y, 2)
para algin {z,y, z} C V(D); es decir, el vértice final de a es el vértice inicial de b.

En la figura 4.1b se muestra la digréifica de lineas L(D) de la digréafica D (figura 4.1a).
Notemos que en este ejemplo, las flechas de L(D) representan trayectorias de longitud 2 en

D.

(b) Digréfica L(D)

@‘@

a) Digréfica D

Figura 4.1: Digrafica de lineas
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Es natural preguntarnos qué pasa con los k-nticleos exteriores a través de la digrafica
de lineas. Una pregunta similar fue planteada por Matis Harminc en 1982, en [21] encontré
una forma de relacionar los ntcleos de una digrafica y los ntcleos de su digrafica de lineas.
El demostré que el nimero de nucleos de una digréafica es igual al nimero de nicleos de su
digrafica de lineas, probando asi que una digrafica D tiene nucleo si y solo si L(D) tiene
nicleo. En este capitulo generalizaremos este resultado al demostrar que el nimero de k-
nicleos exteriores de D es igual al nimero de k-ntcleos exteriores de L(D).

Otra pregunta seria: jqué pasa con las k-funciones de Grundy a través de la digrafica de
lineas? Una pregunta similar fue planteada en 1991 por H. Galeana Sanchez, L. Pastrana
Ramirez y A. Rincén Mejia. En [20] encontraron una forma de relacionar las funciones de
Grundy de una digrafica y las funciones de Grundy de su digrafica de lineas. Demostraron
que si D es una digréfica tal que (D) > 1, entonces el nimero de funciones de Grundy
de D es igual al nimero de funciones de Grundy de L(D). En esta seccién generalizaremos
este resultado al demostrar que si D es una digrafica, entonces el nimero de k-funciones de
Grundy de D es igual al nimero de k-funciones de Grundy de L(D).

4.1. k-nucleos exteriores y la digrafica de lineas

En esta secciéon demostraremos que si D es una digrafica y L(D) su digrafica de lineas,
entonces el nimero de k-nucleos exteriores de D es igual al niimero de k-ntcleos exteriores
de L(D).

Como la demostracion del teorema es extensa la veremos por partes, primero en la seccion
4.1.1 demostraremos que el nimero de k-nicleos exteriores de una digrafica D es menor o
igual al numero de k-nicleos exteriores de su digréfica de lineas L(D). En la seccién 4.1.2
probaremos que el nimero de k-niicleos exteriores de la digréfica L(D) es menor o igual al
numero de k-ntcleos exteriores de su digrafica D, para asi concluir en la seccién 4.1.3 que el
nimero de k-nicleos exteriores de D es igual al nimero de k-nicleos exteriores de L(D).

4.1.1. La funcién f

En esta seccién damos una funcién f que nos permitira relacionar los k-nicleos exteriores
de una digréfica D con los k-nicleos exteriores de L(D).

Definimos la siguiente relacién f de P(V (D)) en P(F(D)), donde P(V (D)) es el conjunto
potencia del conjunto V(D) y P(F (D)) es el conjunto potencia del conjunto F'(D), dada
por: (S,5") € fsiysolosi S’ ={a€ F(D)|a= (u,v) yveS}

Lema 4.1.1.1. Si D es una digrdfica, entonces la relacion [ definida anteriormente es una

funcion de P(V(D)) en P(F(D)).

Demostracion. Para demostrar que f es una funcién basta ver que si (S,.5]) pertenece a
f, (S2,5%) pertenece a f y S; = Ss, entonces S = S5. Por contradiccién, supongamos que
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S # Sh y, sin pérdida de generalidad, asumiremos que existe a € 5] tal que a ¢ S, con
a = (u,v). Por definicién de f, v € S; y como S; = Ss, entonces v € 5. Nuevamente por
definicién de f, a € S, lo cual no es posible. Lo que implica que S] = S5. Por lo tanto, f es
una funcion. O]

Por ejemplo, en la digrafica de la figura 4.2 si tomamos a los conjuntos S; = {v},

Sz = {UQ}v S3 = {0371)4} y Sa= {115} tenemos:

f(S1) = {(vs,v1), (vs,v1)},
fsy=2. (oY (00)

Figura 4.2: Digrafica D

Observacion 4.1.1. Sea D una digrdfica. Si S es subconjunto de V (D), entonces f(S) es
un subcongunto de flechas de D y también es un conjunto de vértices de L(D).

Demostracion. Sean D una digréfica y S un subconjunto de V(D). Por definicién de f, f(S)
son las flechas que tienen su vértice final en Sy por definicién de L(D) cualquier subconjunto
de flechas de D es un subconjunto de vértices en L(D). O

De acuerdo con la observacién anterior, si S es un subconjunto de V(D), entonces usa-
remos la notacién f(S)p cuando cuando queremos especificar que f(S) C F(D) y usaremos
la notacién f(S)r cuando cuando queremos especificar que f(S) C V(L(D)).

Notemos que el conjunto S = {vy, v5, v} de la digrafica D en la figura 4.3 es un conjunto
2-independiente exterior en D. Del mismo modo f(S) = {(v1, v2), (vs, v2), (vs, ve), (vs, v6)} €8
un conjunto 2-independiente exterior de la digafica L(D) de la figura 4.4. Es natural pregun-
tarnos jsi tenemos un subconjunto de V (D), digamos S, que es un conjunto k-independiente
exterior en D, entonces f(S) serd un conjunto k-independiente exterior en L(D)? Esto es
cierto y lo demostramos en el siguiente lema.

119



W

U3

Figura 4.3: Digrafica D y en gris un conjunto 2-independiente exterior S

()
&

Figura 4.4: Digrafica L(D) y en gris el conjunto 2-independiente exterior f(.S),

Lema 4.1.1.2. Sean D una digrdfica y k un entero mayor a cero. St S es un subconjunto de
V(D) y es k-independiente exterior en D, entonces f(S)L es un conjunto k-independiente
exterior en L(D).

Demostracion. Sean D una digrafica y S un conjunto k-independiente exterior en D, por
demostrar que f(S)r es un conjunto k-independiente exterior de L(D), es decir, para toda
a en f(9S) se tiene que

[N/ (py(@) N f(S)L] < k.

Supongamos por contradiccion que existe ag = (z, o) en f(S) tal que

N o) 00) 1 1(S)e] 2 .

Lo anterior implica que existe {ai,...,ar} C N;(D)(ao) N f(S)r. Por definicién de L(D),
tenemos que para cada ¢ en {1,...,k} existe y; € V(D), tal que a; = (yo,y;) € F(D). Por
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lo tanto, {y1,...,yx} € N (yo). Por definicién de f, {yo, y1,...,yx} C S. Asi |[NJ (o) N S| >
{y1, ..., yx | = k, por lo que S no es un conjunto k-independiente exterior, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, para todo a € f(S), se tiene que |NZF(D)((1) N f(S)L] < k, es
decir, f(S), es un conjunto k-independiente exterior en L(D).

]

Notemos que el conjunto S = {vs, vy, vs5} en la digrafica D de la figura 4.5 es un conjunto
3-absorbente exterior en D y

fF(S) L = {(v1,v3), (v1,04), (v1,V5), (v2,v3), (V2, V1), (V2, V5), (V3,V4), (va, v5), (V5,03)}

es un conjunto 3-absorbente exterior en L(D) (figura 4.6). Es natural preguntarnos ;si te-
nemos un subconjunto de V(D), digamos S, que es k-absorbente exterior en D, entonces
f(S)L es un conjunto k-absorbente exterior en L(D)? Esto es cierto y lo demostramos en el
siguiente lema.

Figura 4.6: Digrafica L(D), en gris un conjunto 3-absorbente exterior
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Lema 4.1.1.3. Sean D una digrifica y k un entero mayor a cero. St S es un subconjunto de

V(D) y es k-absorbente exterior en D, entonces f(S)r es un conjunto k-absorbente exterior
en L(D).

Demostracion. Sean D una digréfica y S un conjunto k-absorbente exterior en D, por de-
mostrar que f(S); es un conjunto k-absorbente exterior de L(D), es decir, para toda a en
V(L(D))\f(S)L se tiene que |NZF(D)(a) N f(S)L] > k. Supongamos que a = (x,y) es un
vértice en V(L(D))\f(S)r, con x y y vértices de D. Como a ¢ f(S), por definicién de f,
y ¢ S. Como S es un conjunto k-absorbente exterior en D, existen yi,...,y, en N (y) NS,
lo que implica que para cada i en {1,....,k}, a; = (y,y;) es una flecha en D. Por definicién
de L(D), para cada i en {1,...,k}, (a,a;) es una flecha en L(D). Como cada y; € S, por
definicién de f, a; pertenece a f(5), por lo tanto,

[N py(@) N ()Ll > {ar,- .., ar}] = k.
Por lo que concluimos que f(S);, es un conjunto k-absorbente exterior en L(D). O

Teorema 4.1.1.1. Sean D una digrdfica y k un entero mayor a cero. Si S es un k-nicleo
exterior en D, entonces f(S)r es un k-nicleo exterior en L(D).

Demostracion. Es inmediato de los lemas 4.1.1.3 y 4.1.1.2. [

Corolario 4.1.1.1. Sean D una digrifica y S un subconjunto de V(D). Si S es un nicleo
en D, entonces f(S)r es un nicleo en L(D).

Demostracion. Caso particular del teorema 4.1.1.1 cuando k = 1.

[]

Ahora demostraremos que el niimero de k-ntcleos exteriores de D es menor o igual que
el nimero de k-nucleos exteriores de L(D).

Denotamos con ® al conjunto de todos los k-niicleos exteriores de D y con £ al conjunto
de todos los k-ntcleos exteriores de L(D). Definimos f’ : ® — £ la funcién restringida de
f alos k-nicleos exteriores de Dy L(D).

Lema 4.1.1.4. Sean D una digrdfica, L(D) su digrdfica de lineas y k un entero positivo. La
funcion f' definida anteriormente es inyectiva.

Demostracion. Hay que demostrar que si Sy y Sy son k-ntcleos exteriores de Dy S7 # 5o,
entonces f'(S1)r # f'(S2)r. Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe n; en S}
tal que nq; no pertenece a S,. Como S5 es un conjunto k-absorbente exterior, implica que
|N/(n1) N Sa| > k, es decir, existe un subconjunto de N} (ny) NSy con k elementos, digamos
S ={vy,..., v}

Como S; es un conjunto k-independiente exterior, entonces |NJ(ny) N S| < k. Por
lo tanto, para alguna i en {1,...,k}, v; € Sy y v; ¢ S;. Como v; € N} (ny), entonces
a=(ny,v;) € F(D). Asta ¢ f(S1)r y a€ f(S2)r. Por lo tanto, f'(S1)r # f'(S2)r, es decir,
f' es inyectiva.

O
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Teorema 4.1.1.2. Sean D una digrifica, L(D) su digrdfica de lineas y k un entero posi-
tivo. El numero de k-nicleos exteriores de D es menor o igual que el numero de k-nicleos
exteriores de L(D).

Demostracion. Es consecuencia de los lemas 4.1.1.2, 4.1.1.3 y 4.1.1.4. [

Corolario 4.1.1.2. Sean D una digrdfica y L(D) su digrdfica de lineas. El nimero de nicleos
de D es menor o igual que el nimero de nicleos de L(D).

Demostracion. Caso particular del teorema 4.1.1.2, cuando k = 1. O

Sean D una digrafica, L(D) su digrafica de lineas y S un k-nicleo exterior de L(D),
podemos preguntarnos si al tomar los vértices finales de todo elemento de S, obtendremos
un k-nicleo exterior en D. Veremos que esto no es necesariamente cierto. Por ejemplo, sean
D la digréfica de la figura 4.7a y L(D) su digrafica de lineas (figura 4.7b), consideremos a

S = {(v2,v3), (v2,04)} € V(L(D)),

notemos que es un 2-nicleo exterior de L(D). En D, al fijarnos en los vértices finales de
los elementos de S, obtenemos el conjunto {vs,v4} (figura 4.7a). Observemos que el vértice
v; no es parte del conjunto f~1(S), pues al tener ingrado cero no puede ser vértice final
de alguna flecha. El conjunto S no 2-absorbe exteriormente a v;. Por lo tanto, f~!(S) no
es un 2-nucleo exterior en D. El problema son los vértices de ingrado cero y que no son
k-absorbidos exteriormente por el conjunto f~(.9).

(a) Digrafica D, en gris f~1(S), un con- ) Digrafica L(D
junto que no es
2-absorbente

), en gris S un 2-
nucleo exterior

Figura 4.7: Ejemplo de un k-nucleo exterior de L(D) cuya preimagen bajo f no es k-
absorbente en D

Con este ejemplo queda claro que hay que tomar otra funcién que relacione los k-nticleos
exteriores de L(D) con los k-nucleos exteriores de D, para mostrar que el nimero de ele-
mentos en £ es a lo mas el nimero de elementos en ®. En la siguiente seccién veremos dicha
funcion.
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4.1.2. La funcion g

En esta seccion definiremos una funcién que nos permitira relacionar los k-nicleos exte-
riores de L(D) con los k-niicleos exteriores de D.

Sean D una digréfica, L(D) su digrafica de lineas, k& un entero mayor a cero y S un
subconjunto de F'(D). Definimos los conjuntos

Ys={yeV(D)|a=(z,y) cona €S}y

Xo={veV(D)|6~(v) = 0y [Nj(v) N Ys| < k}.

Por ejemplo, en la digrafica D de la figura 4.8, para el subconjunto
S = {(v1,v9), (v1,v6), (v6,v7)} de F(D) y k = 2, tenemos que Ys = {vg,vg,v7}. Como
6 (vs) = 0y |Np(vs) NYs| = [{ve} N {ve,v6,v7}| < 2, entonces vs € Xg. Ahora para vy,
tenemos que 0~ (v1) = 0y [N} (v1) NYs| = [{v2, v} N {ve, vs, v7}| = 2 por lo tanto, v; ¢ Xg.
Asi Xg = {vs} (figura 4.9a). Para este mismo conjunto S, cuando k = 3, tenemos que
Ys = {va,v6,v7} y Xg = {v1,v5} (figura 4.9b).

::'~ @
~
~

1

~
~
~

~
@ \ @
4
4
4

Figura 4.8: Digrafica D, en punteado un subconjunto S de flechas de D

a) Digrafica D, para k = 2, en gris obs- b) Digréfica D, para k = 3, en gris obs-
curo el conjunto Yg y en gris claro el curo el conjunto Yg y en gris claro el
conjunto Xg conjunto Xg

Figura 4.9: Y5 y X para distintos valores de k
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Observaciéon 4.1.2. Sea D una digrdfica. Si S es un subconjunto de F (D), entonces
XsNYs =0

Demostracion. Sea v € Yg, por definicién §~(v) > 1 > 0, por lo que v ¢ Xg. Por lo tanto,
XsNYs=a. O

Sean D una digrafica, L(D) su digrafica de lineas y S un subconjunto de F'(D), definimos
a la relacién g de P(F (D)) en P(V(D)), dada por : (S,S5") € g si y solosi S" = XgU Ys.

Observacion 4.1.3. St D una digrafica y k un entero mayor a cero, entonces la relacion g
definida previamente es una funcion de P(F(D)) en P(V(D)).

Demostracion. Sean D una digrafica, k un entero mayor a cero y g definida como antes. Para
mostrar que g es una funcién basta ver que si Sy y Sy son subconjuntos de F'(D), tales que
S1 =89, (51,57) € gy (S2,5%) € g, entonces S| = S,. Como S| = Xg,UYs, v S5 = Xg,UYs,
demostraremos que Yg, =Yg, v Xg, = Xg,.

Si v € Yg,, entonces existe a € F(D), tal que v es vértice final de a y a € S, como
S1 = Sy, tenemos que a € Sy, lo cual implica que v € Yg,. Acabamos de demostrar que
Ys, C Yg,. Andlogamente se prueba que Ys, C Yg,. Por lo tanto, Ys, = Yg,.

Si v € Xg,, entonces 6~ (v) = 0y |[Nj(v) NYs,| < k. Como Ys, = Ys,, tenemos que
N/ (v)NYs,| < k. Por lo tanto, v € Xg,, lo que implica que Xg, C Xg,. De manera andloga
se demuestra que Xg, C Xg,.

Asi S} = Xg, UYs, = X, UYs, = 5,. Por lo tanto, g es una funcion. O

Sean D una digrafica y L(D) su digréfica de lineas. Recordemos que si S es un subconjunto
de F(D), entonces S es un subconjunto de V(L(D)). En la figura 4.10 se muestra una
digrafica D y su digréfica de lineas L(D). Notemos que S = {(vq, v3), (v2,v4)} es un conjunto
2-absorbente exterior de L(D) y el conjunto ¢(S) = Ys U Xg = {v3,v4,v1} es un conjunto
2-absorbente exterior en D. Con el ejemplo anterior es natural preguntarse jsi S C V(L(D))
es un conjunto k-absorbente exterior en L(D), entonces ¢(S) es un conjunto k-absorbente
exterior en D7 El siguiente lema contestara esta pregunta.

(a) Digrafica D, en gris ¢g(S), un con-

) Digrafica L(D), en gris S, un con-
junto 2-absorbente exterior & ), &

Junto 2- absorbente exterior

Figura 4.10: Los conjuntos S y ¢(S) son 2-absorbentes exteriores de D y L(D), respectiva-
mente
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Lema 4.1.2.1. Sean D wuna digrdfica, L(D) su digrdfica de lineas y k un entero mayor a
cero. Si S es un subconjunto de V(L(D)) y es k-absorbente exterior en L(D), entonces g(.S)
es un conjunto k-absorbente exterior en D.

Demostracion. Sean D una digréfica, L(D) su digrafica de lineas, k un entero mayor a cero y
S es un subconjunto de V' (L(D)) un conjunto k-absorbente exterior de L(D). Consideremos
ven V(D)\g(S) y demostraremos que |N},(v) Ng(S)| > k. Como v ¢ g(S), entonces v ¢ Ys
y v ¢ Xg. En particular, como v ¢ Xg, tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1) |Np(v)NYs| > k.

En este caso se sigue que [N} (v) Ng(S)] > k.

Caso 2) 0~ (v) > 0.

En este caso existe a € F(D) tal que a = (z,v). Como v ¢ Ys, entonces
a ¢ Sy dado que S es un conjunto k-absorbente exterior en L(D), entonces existe
{a1,...,ax} subconjunto de V(L(D)) NS, tal que a; € N;(D)(a) para cada i en
{1,...,k}. Por definicién de L(D), para cada i en {1,...,k} existen y; € V(D) tal
que a; = (v,y;) € F(D). Se sigue que y; € Yg, para cada i en {1,...,k}. Por lo
cual, [Nf(v) N g(S)] = Ky, un}| = k.

En cualquier caso, [N/ (v) N g(S)| > k. Por lo tanto, g(S) es un conjunto k-absorbente
exterior de D. O

Hemos demostrado que g asocia conjuntos k-absorbentes exteriores en L(D) a conjuntos
k-absorbentes exteriores en D. ;Pasa lo mismo con la k-independencia exterior? es decir,
isi S es un conjunto k-independiente exterior en L(D), entonces ¢g(S) es un conjunto k-
independiente exterior en D?

En la digrafica L(D) de la figura 4.11b, tenemos marcado en gris el conjunto S =
{(v1,v2), (v3,04), (v6,v5)} €l cual es un conjunto 2-independiente exterior en L(D). Pode-
mos observar en la digrafica D mostrada en la figura 4.11a, que g(S) = {vq, v4,v5,v6} nO
es un conjunto 2-independiente exterior en D, pues el vértice vs tiene 2 vecinos exteriores
dentro del conjunto g(S).
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Dlgraﬁca D en la cual ¢(5) (
loreado en gris) no es un conjunto 2- ) Digréfica L(D) en la cual S (co-
independiente exterior loreado en grls) es un conjunto 2-
independiente exterior

Figura 4.11: Conjuntos en D y L(D)

Este ejemplo muestra que aunque S sea un conjunto k-independiente exterior en L(D),
g(S) no necesariamente es k-independiente exterior en D. Podemos hacernos un par de
preguntas mas ;qué podemos pedirle a S, para que g(S) sea un conjunto k-independiente
exterior en D? ;Si S es un k-nicleo exterior en L(D), entonces ¢g(S) es un k-nticleo exterior
en D? El siguiente ejemplo nos acerca a las respuestas de estas preguntas.

En la digréfica L(D) de la figura 4.13, tenemos marcado en gris el conjunto S = {(vy, v2),
(v1,v4), (vs,v1), (v3,02), (Vs,v4) }, €l cual es un 3-nicleo exterior en L(D). Podemos observar
en la digréfica D de la figura 4.12 que g(S) = {v1, v2,v4} es un 3-nicleo exterior en D.

) ()

Figura 4.12: Digrafica D, en gris g(.S) es un 3-nicleo exterior
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Figura 4.13: Digrafica L(D), en gris S es un 3-nicleo exterior

Teorema 4.1.2.1. Sean D una digrdfica, L(D) su digrdfica de lineas, S un subconjunto de
V(L(D)) y k un entero mayor a cero. Si S es un k-nicleo exterior de L(D), entonces g(5)
es un k-nicleo exterior de D.

Demostracion. Sean D una digréfica, L(D) su digrafica de lineas, k un entero mayor a cero
y S un k-nicleo exterior de L(D). Por demostrar que ¢(S) es un conjunto k-absorbente
exterior y un conjunto k-independiente exterior de D. Por el lema 4.1.2.1, ¢g(S) es un con-
junto k-absorbente exterior de D, asi que solo falta demostrar que g(S) es un conjunto
k-independiente exterior. Sea v € g(5), afirmamos que |N} (v) N g(S)| < k. Como v € g(9)

y 9(5) =

Caso 1)

Caso 2)

Xg UYs tenemos dos casos:

UEXs.

En este caso, por definicién de Xg, [N/ (v)NYs| < k. Por otro lado N}, (v)NXg = &,
pues todos los vértices en Xg tiene ingrado cero. Por lo tanto, podemos concluir
que |[Nj(v)Ng(9)] < k.

vEYy.

En este caso existen x en V(D) y a en F(D) tales que a = (z,v) y a € S. Su-
pongamos por contradiccién que [N (v) N g(S)| > k, lo cual implica que existen
{vi,.. . yx} € NA(v) N g(S) y {ar,...,ax} C F(D), tal que a; = (v,y;) para todo
ien {l,....k}. Como para toda z € Xg, d~(2) = 0, tenemos que {y1,...,yr} C Ys.
Por otro lado, por definicién de L(D), {ay,...,ar} C V(L(D)). Por lo que tenemos

dos casos, a; € S para toda i en {1,...,k}, o existe alguna j en {1,...,k}, tal que
CL]' ¢ S.

Caso 2.a) Si a; € S para toda i en {1,...,k}, entonces por definicién de L(D),
tenemos que {ai, ..., ax} C N/ (a) NS, por lo tanto, [N}, (a) N S| >
{ai,...,ar}| = k. Esto contradice que S es un conjunto k-independiente
exterior en L(D) (ver figura 4.14).
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Figura 4.14: Caso 2.a

Caso 2.b) Si a; ¢ S para alguna j en {1,...,k}, entonces como S es un conjun-

to k-absorbente exterior se tiene que existe {ci,...,cx} subconjunto de
N;(D)(aj) N.S. Por definicién de L(D), el vértice final y; de a; es el vérti-
ce inicial de las flechas ¢1, ..., ¢ en D (ver figura 4.15).

Por otro lado, como y;, € Yg, por definicion de Yy, existe
b= (r,y;) € F(D)talqueb € Sen L(D). Como en D el vértice final de a;
y b es y;, por definicioln de L(D) tenemos que
{c1, .., ) C NIJf(D)(b)ﬂS = NE(D)(aj)ﬂS, por lo que k < |NL+(D)(b)ﬂS],
esto contradice que S es un conjunto k-independiente exterior en L(D).

Por los casos 1 y 2, tenemos que ¢(S) es un conjunto k-independiente
exterior en D.
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Np(v)NYs
Figura 4.15: Caso 2.b

Concluimos que g(S) es un conjunto k-independiente exterior y un conjunto k-absorbente
exterior de D. Por lo tanto, g(S) es un k-nicleo exterior de D. O

Recordemos que denotamos con ® al conjunto de todos los k-ntcleos exteriores de D y
con £ al conjunto de todos los k-nicleos exteriores de L(D). Definimos ¢’ : £ — © como
la funcién restringida de g a los k-ntcleos exteriores de D y L(D).

Lema 4.1.2.2. Si D es una digrdfica, L(D) su digrdfica de lineas y k un entero positivo,
entonces la funcion g es inyectiva.

Demostracion. Sean D una digrafica, L(D) su digréfica de lineas, k un entero positivo y S;
y Sy k-ntcleos exteriores de L(D). Por demostrar que si S; # Ss, entonces ¢'(S1) # ¢'(.S2).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe ag = (zg,y0) € 51 tal que ag ¢
Sy. Como Sy es un conjunto k-absorbente exterior en L(D), existe un conjunto, digamos
S ={ai,...,ar}, tal que S es subconjunto de NZ(D)(aO) N Sy. Por definicién de L(D), para
toda i en {1,...,k} existe z; en V(D) tal que a; = (yo, 2;) € F(D). Ademés por definicién de
g/, Z; € g’(SQ).

Notemos que z; € N (yo), para toda i en {1,...,k}. Ademds, yo € ¢'(S1) y como ¢'(S;) es
un conjunto k-independiente exterior en D, implica que z; ¢ ¢'(S;) para alguna i en {1, .., k}
(ver figura 4.16). Asi, existe z; € ¢'(S2) tal que z; ¢ ¢'(S1); es decir, ¢'(S1) # ¢'(S52). Por lo
tanto, ¢’ es inyectiva. ]
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Figura 4.16: ¢'(S1) v ¢'(S2)

Teorema 4.1.2.2. Sean D una digrdfica, L(D) su digrdfica de lineas y k un entero positivo.
El nimero de k-niicleos exteriores de L(D) es menor o igual al nimero de k-nicleos exteriores
de D.

Demostracion. Es consecuencia del lema 4.1.2.2 y el teorema 4.1.2.1. O

Corolario 4.1.2.1. Sean D una digrifica y L(D) su digrdfica de lineas. El nimero de nicleos
de L(D) es menor o igual al nimero de nicleos de D.

Demostracion. Caso particular del teorema 4.1.2.2; cuando k = 1. O]

4.1.3. Teorema de igualdad de k-nicleos exteriores

Sin mas preambulo, presentamos el teorema resultado de las secciones 4.1.1 y 4.1.2.

Teorema 4.1.1. Sean D una digrdfica, L(D) su digrdfica de lineas y k un entero positivo.
El nimero de k-nicleos exteriores de L(D) es igual al nimero de k-nicleos exteriores de D.

Demostracion. Del teorema 4.1.1.2 tenemos que |D| < |£] y del teorema 4.1.2.2 tenemos que
|£] <|®|. Por lo tanto, |D| = |£|. O

Como consecuencia del teorema 4.1.1, para k = 1, tenemos el resultado de Matis Har-
minc.

Corolario 4.1.1. Sean D una digrifica y L(D) su digrdfica de lineas. El nimero de nicleos
de L(D) es igual al nimero de nicleos de D.
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4.2. k-funcién de Grundy y L(D)

En esta seccién generalizaremos el teorema: si D es una digréfica tal que 6~ (D) > 1, en-
tonces el nimero de funciones de Grundy de D es igual al nimero de funciones de Grundy de
L(D). Para ello demostraremos que si D es una digrafica y k es un entero positivo, entonces
el nimero de k-funciones de Grundy de D es igual al nimero de k-funciones de Grundy de

L(D).

Daremos unas definiciones y unos lemas que ayudan a demostrar el resultado mencionado
anteriormente. Como la demostracion es extensa, la dividiremos en tres secciones. En la
seccién 4.2.1 mostraremos una forma de asociar k-funciones de Grundy de D con k-funciones
de Grundy de L(D), se demostrard con este hecho, que el nimero de k-funciones de Grundy
de D es menor o igual al nimero de k-funciones de Grundy de L(D). En la seccién 4.2.2
exhibiremos una forma de asociar k-funciones de Grundy de L(D) a k-funciones de Grundy
de D, demostrando que el nimero de k-funciones de Grundy de L(D) es menor o igual al
nimero de k-funciones de Grundy de D. En la tltima seccion de este apartado, tendremos
el teorema de igualdad y como consecuencia el teorema de H. Galeana Sanchez, L. Pastrana
Ramirez y A. Rincén Mejia [20].

4.2.1. La funcién f para k-funciones de Grundy

En la figura 4.17a tenemos una 2-funcién de Grundy f' para una digrafica D y en
4.17b tenemos otra 2-funcién de Grundy f? para la misma digrafica. Notemos que para los
vértices en la vecindad exterior de vy, a saber vs y vg, las funciones valen lo mismo; es decir,
fvs) = f2(vs) =0y fl(vg) = f?(vs) = 0. Notemos también que f'(vo) = f2(vo) = 1, es
cierto que, ¢si D es una digréfica, zo un vértice en V(D) y f!'y f? k-funciones de Grundy
tales que para todo y en Nj (z¢), f*(y) = f?(y), entonces f1(zo) = f*(z¢)? Esto si se cumple
y se demuestra en el siguiente lema.
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(a) Valores de f1 en cada vértice de D (b) Valores de f; en cada vértice de D

Figura 4.17: f; y fo dos k-funciones de Grundy para la misma digréfica D

Lema 4.2.1.1. Sean D una digrdfica y xo un vértice en V(D). Si f1 y f* son k-funciones
de Grundy tales que para todo y en Nj(zo), f1(y) = f3(y), entonces f'(xq) = f2(z0).

Demostracién. Sean D una digrafica, xy un vértice en V(D) y f! y f? k-funciones de
Grundy tales que para todo y € N} (zo), f'(y) = f*(y), demostraremos que f(zg) =
f?(x0), lo cual haremos por contradiccién. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
fHzo) =1 <1+1< f%(x0), con [ un entero positivo. Como f? es una k-funcién de Grundy,
existen al menos k vértices yy, . . ., yp en N} (o) tales que f%(y;) = [, paratodoien {1,...,k}.
Por hipétesis, para todo y € N (zo), f*(y) = f?(y); es decir, hay k vecinos exteriores de xg
que toman el valor [ bajo f!. Lo cual es una contradiccién, ya que por definicién de k-funcién
de Grundy (la condicién 2 de la definicién 3.2.1), a lo mds k — 1 vértices en N} (zg) pueden
cumplir que f1(y;) = [. Por lo tanto, f!(z¢) = f*(z0).

O

Sean D una digrafica, L(D) su digréfica de lineas y f una k-funcién de Grundy de D,
denotamos por f7, a la siguiente funcion:

fro:V(L(D)) — N,

sia € V(L(D)) = F(D) con a = (x1,z2) y {z1,22} C V(D), entonces f(a) = f(x2).
Por ejemplo, en la digrafica D de la figura 4.18, mostramos una 2-funcién de Grundy f
dada por f(v1) =0, f(ve) =0, f(vs) =1, f(vs) = 1, donde a los vértices del conjunto con

valor 0 les asignamos el color gris y a los vértices que toman el valor 1 el color blanco.
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Figura 4.18: Digrafica D

En la figura 4.19 tenemos la digrafica de lineas de D (figura 4.18). De acuerdo a la 2-
funcién de Grundy f podemos describir a fr, los valores asociados a los vértices de L(D)
son:

fr((vi,v2)) = 0, fr((vi,v3)) =1, fr((vi,v4)) = 1, fr((ve,v1)) =0, fr((ve,v4)) = 1,

fL((U?)vvl)) =0, fL((v37U2)) =0, fL((U3>U4)) =1, fL((v‘l?U?)) =0, fL<<v4aU3)) =1

En la figura 4.19, para identificar los vértices del conjunto V(L(D)) que bajo f; toman
valor 0, les asignamos el color gris y a los vértices que toman el valor 1 bajo fr, el color
blanco.

Figura 4.19: Digréfica L(D)
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Lema 4.2.1.2. Sean D una digrdifica, L(D) su digrdfica de lineas y f una k-funcién de
Grundy de D. fr es una k-funcion de Grundy de L(D).

Demostracion. Sean D una digrafica, L(D) su digrafica de lineas, f una k-funcién de Grundy
de Dy f; definida anteriormente. Por demostrar que f, es una k-funcién de Grundy de L(D).
Consideremos a ag € V(L(D)) tal que fr(ap) = [, con [ un entero no negativo. Por definicién
de L(D), existe {xg,yo} subconjunto de V(D) tal que ay = (xo,%0) € F(D), mostraremos
que fr, cumple la primera y segunda condicién de k-funcion de Grundy.

Condicién 1) Si fr(ag) = | > 0, entonces para cada j en {0,...,l — 1}, existen al menos

k vértices en N;(D)(ao), digamos {ay,...,ax} con fr(a;) = j, para cada i en

{1,.., kY.

Como f(yo) = fr(ag) y f es una k-funcién de Grundy de D, para cada j en
{0,...,1 — 1} existen al menos k vértices yi,...,yr en N (yo), con f(y;) = j
para toda i en {1,...,k}. Denotemos con a; a la flecha (yo,y;) para cada i en
{1,...,k}.

Por definicién de L(D), a; = (yo,4:) € NJp(ao) para toda 1 < i < k. Por
definicién de fr, fr(a;) = j. Por lo tanto, para cada j en {0, ...,] — 1}, existen
ai,...,a en N;(D)(ao) con fr(a;) = j, para todo i en {1,...,k}. Por lo que,
fr, cumple la condicién 1.

Condicién 2) Si fr(ag) = [, entonces existen a lo mas k — 1 vértices en NZF(D)((I()) que toman
el valor [ bajo la funcién fr,.

Haremos la demostracién por contradiccién. Supongamos que existen vértices
ai,...,a; en N;(D)(ao), tales que fr(a;) = [ para todo i en {1,...,k}. Como
paratodaien {1,....k}, a; € NZF(D) (ap), por definicién de L(D), en la digrafica
D el vértice final de ag, que es yp, es el vértice inicial de a;, es decir, a; es de
la forma (yo,y;) para algin y; en V(D). Por definicién de fr, para todo ¢ en
{1,...,k}, tenemos que f(y;) = [. Por lo tanto, existen yy, ..., yr. en Nj (yo), con
flyi) =1y f(yo) = I, lo que es una contradiccién ya que f es una k-funcién
de Grundy. Por lo que f; cumple la condicién 2.

Como fr, cumple las condiciones 1y 2, fr es una k-funcién de Grundy de L(D). O]

Lema 4.2.1.3. Sean D una digrdfica, L(D) su digrdfica de lineas y f' y f? dos k-funciones
de Grundy de D. Si f' # f?, entonces fi y f? son dos k-funciones de Grundy distintas de
L(D).

Demostracién. Sean D una digrafica, L(D) su digréafica de lineas, f! y f? k-funciones de
Grundy en Dy f] y f? las respectivas k-funciones de Grundy en L(D), demostraremos que
si fi = f?, entonces f! = f2

Sea x en V(D), tenemos dos casos, que el ingrado de x sea mayor que 0 o el ingrado de
x es 0.
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Caso 1) Si el ingrado de = es mayor que 0, entonces existe a = (z,x) en F(D) para algin z
en V(D). Por hip6tesis f}(a) = f2(a), por definicién de fr y L(D); fi(z) = f?(x),
y por lo tanto, f(z) = f?(x) para todo vértice z de ingrado distinto de cero.

Caso 2) Si el ingrado de x es 0, entonces para toda y en N (z), d5(y) > 0. El caso 1,
implica que f!(y) = f?(y), para toda y € N} (z). Por el lema 4.2.1.1, tenemos que

fix) = f2(x).

Por lo tanto, f! = f2. Concluimos que si f!y f? son dos k-funciones de Grundy de D
tales que f! # f?, entonces f; y f? son dos k-funciones de Grundy distintas de L(D). [

La digrafica D de la figura 4.20 no tiene 2-funciéon de Grundy que tenga un conjunto
de vértices de 3 o 4 elementos con valor cero, por que cualquier conjunto de tres vértices
no es 2-independiente exterior, lo que va en contra de la condicién 2. No hay 2-funcién de
Grundy que tenga un conjunto de 1 elemento con valor cero, ya que cualquier conjunto de 1
vértice no es 2-absorbente exterior, lo que va en contra de la condicion 1. Para saber ciiantas
2-funciones de Grundy hay solo basta fijarnos en los conjuntos de dos elementos, y ctiales de
ellos no son un 2-ntcleo exterior y, por lo tanto, no podrian cumplir las condiciones 1 o 2
para el valor cero. Los conjuntos {vy, v3}, {vs,v4} v {v1,v2} no son 2-absorbentes exteriores.

Figura 4.20: Digrafica D

fl(vl) = 17 fl(UZ) = 07 fl(v3) = 17 fl(v4) = 07
fo1) =0, f(v2) =1, f2(v3) = 1, f*(va) =0,

) =1, f2v) =0, f2v3) =0, f3(vy) = 1.

Veamos cémo las funciénes fi, f? y fi asociadas a las 2-funciones de Grundy de D
anteriormente senaladas, son distintas 2-funciones de Grundy de L(D):
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Figura 4.21: Digrafica L(D)

Teorema 4.2.1.1. Sean D una digrdfica y L(D) su digrdfica de lineas, el nimero de k-
funciones de Grundy de D es menor o igual al nimero de k-funciones de Grundy de L(D).

Demostracion. Es consecuencia de los lemas 4.2.1.2 y 4.2.1.3. O
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4.2.2. La funcién g para k-funciones de Grundy

En esta seccién damos una nueva funcion gp, que nos permitira relacionar las k-funciones
de Grundy de L(D) con las k-funciones de Grundy de D. Primero veamos los siguientes
resultados y definiciones.

Observacion 4.2.1. Sean D una digrdfica, L(D) su digrdfica de lineas, g una k-funcion
de Grundy de L(D), {x,y1,y2} subconjunto de V(D) y {a1,as} subconjunto de F(D). Si

a1 = (y1,x) y as = (Yo, ), entonces g(ar) = g(az).

Demostracion. Sean D una digrafica, L(D) su digréfica de lineas, g una k-funcién de Grundy
de L(D), {x,y1,y2} subconjunto de V(D) y {ai,as} subconjunto de F(D), tales que
a; = (y1,2) y az = (y2, ). Como x es vértice final de a; y as, por definicién de L(D):
N;(D)(al) ={a € F(D)|a = (x,y) para algin y € V(D)} = N;(D)(ag).
Consideremos g1 = g y go = g. Como ¢1(2) = g2(2) para todo 2 en Nj , (a1) = N/ p(a2) y
g es k-funcién de Grundy, por el lema 4.2.1.1, tenemos que g(a;) = g(az).

U

A continuacion, construiremos una relacion de los vértices de una digrafica en los natura-
les, a partir de una k-funcién de Grundy de su digrafica de lineas. Demostraremos que dicha
relacion es una k-funcién de Grundy para la digrafica original.

Sean D una digréfica, L(D) su digrifica de lineas, g una k-funcién de Grundy de L(D)
yY = {x € V(D)|dép(x) > 0}, denotamos por hp a la relacién de Y en N dada por
(x,g(a)) € hp siy solo si a = (z,z) para algin z en V(D).

Demostraremos que hp es una funciébn. Sea x en Y tal que
(x,9(a1)) € hp v (z,9(az)) € hp, por definicién de hp se sigue que a; = (y1,2) y as = (Y2, x)
para algin {y;, y2} subconjunto de V' (D), por la observacién 4.2.1, g(a;) = g(az). Por lo tan-
to, hp es una funcion.

Con hp tenemos asignado una valor para los vértices de D con ingrado mayor a cero.
Ahora veamos qué valor le asignaremos a los de ingrado igual a cero para obtener una k-
funcion de Grundy en D. Para cada vértice v tal que 6~ (v) = 0 y para cada entero positivo
[, definimos el siguiente conjunto:

Np(v) = {y € Nj(v) | ho(y) =1},

el cual esta bien definido ya que el ingrado de cualquier vecino exterior de v, digamos vy, es
mayor o igual que 1, por lo que hp(y) =1 con [ en N.

Dados estos conjuntos podemos encontrar el valor minimo de I, tal que 9% (v) no
k-absorbe exteriormente a v en D); es decir,

Chp(v) = min{l € N| |9, (v)| < k1.
Ejemplo 4.2.2.1.
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Por ejemplo, consideremos la digrafica D (figura 4.22), su digréfica de lineas L(D) y g una
2-funcién de Grundy para L(D) (figura 4.23). Los valores de ¢ se encuentran en la esquina
inferior izquierda de la figura 4.23.

Figura 4.22: Digrafica D
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2 | Valor 2 / \

Figura 4.23: 2-funcién de Grundy en L(D)

La asignacién de valores en D, para los vértices de ingrado mayor a cero es (figura 4.24):
hp(v1) = g((vo,v1)) = 2, hp(v2) = g((vo, v2)) = 2, hp(vs) = g((vo, v3)) = 1,

140



2 | Valor 2

Figura 4.24: Valores de hp en D

Como 6, (vy) = 0, calculemos Ch(v), para esto encontremos los conjuntos M, (v) con
I € N. Notemos que el valor j, para j > 3 no aparece en la 2-funciéon de Grundy de L(D),
por lo que, M, (vy) = @ (4.25).

N (vo) = {y € Nj(v) | hp(y) = 0} = {vs, vr},
Np(vo) = {y € Np(v) | ho(y) = 1} = {vs, v4, vs},
Np(vo) = {y € Np(v) | hp(y) = 2} = {v2, v},
Np(vo) = {y € Nj(v) | hp(y) =3} = 2,

Np(vo) = {y € Nj(v) [ hp(y) = 4} = 2.

Procedemos a calcular Ch(vg), como MY (ve)| = 2, ML (ve)] = 3, ML (ve)|] = 2,
1913, (v9)| = 0 y k = 2, tenemos que:
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Ch(vy) = min{l € N| N, (v)| < 2} = min{3,4,...} = 3.

. § ) Sin valor

~a”

@ Valor 0
)

Figura 4.25: Vecindad de v

Retomando la idea de esta seccién, para poder asociar las k-funciones de Grundy de L(D)
con las k-funciones de Grundy de D, definimos los siguientes conjuntos:

Y ={veV(D)|op(v) > 0},
X = {veV(D)|5 (v) =0}

Ahora ya podemos definir la relacién gp

gp : V(D) — N

~J hp(v) siveY
gplv) = Chp(v) siveX

Notemos que como hp es una funcion de Y en N, C'hp es una funcién de X en N y
Y N X = &, entonces gp es una funcion. Con base en el ejemplo 4.2.2.1, mostramos en la
digrafica D de la figura 4.26, la funcion gp.
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Valor 2

2
. Valor 3

Figura 4.26: Valores de los vértices en D bajo gp

Lema 4.2.2.1. Si D es una digrdfica, L(D) su digrdfica de lineas y g una k-funcion de
Grundy de L(D), entonces gp es una k-funcion de Grundy de D.

Demostracion. Sean D una digréfica, L(D) su digrafica de lineas y ¢g una k-funcién de
Grundy de L(D). Tenemos que demostrar que gp cumple la primera y la segunda condicién
de la definicién de k-funcion de Grundy.

» Condicién 1 de k-funcién de Grundy. Por demostrar que si gp(x) = [ > 0, entonces
para cada j en N, con 0 < j < [ existen al menos k vértices yi, ..., yx en N (x) tales
que gp(y;) = j para todo i en {1, .., k}.

Sea x € V(D) tal que gp(x) =, con 0 < [. Tenemos dos posibles casos para x, a saber

reYyrelX.
Caso 1) Si x € X, entonces por definiciéon de gp, gp(x) = Chp(x) = [, como
| = min{t € N|[|9,(v)| < k}, por lo que para todo 0 < j < [, tenemos que
(N (V)| > k.

Caso 2) Siz € Y, entonces existe a = (z,x) en F(D), para algin z en V(D). Por definicién
de gp, tenemos que g(a) = [ en L(D). Como ¢ es una k-funciéon de Grundy
de L(D), existe un subconjunto de NZF( pyla) con al menos k vértices, digamos

{al,...,al}, tal que g(al) = j, para toda j en {0,...,l — 1} y para toda i en
{1,...,k}.

Por definicién de L(D), para todo i en {1,...,k} y cada j en {0,...,1 — 1},
al = (z,y]) para algin y/ en V(D). Por definicién de gp, gp(y]) = g(a]) = j.
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Asi para cada j en {0,...,1 — 1} y para todo i en {1,...,k} existen yl, ...yl en
Nj(x) con gp(y!) = j.
De lo anterior concluimos que gp cumple la primera condiciéon de k-funcién de Grundy.
Antes de demostrar la condicién 2, observemos que los vértices de X no son vecinos
exteriores de algiun vértice de D.
» Condicién 2 de k-funcién de Grundy. Si gp(x) = [, entonces existen a lo més k — 1
vértices en N} (x) cuya imagen bajo gp es exactamente [.
Sea z en V (D), con gp(x) = l. Tenemos dos casos sobre z, a saber z € Y y z € X.
Caso 1) Si # € X, entonces por definicién de g¢gp; gp(zr) = Chp(zr) = [. Como

I = min{j € N||M),(v)| < k}, entonces existen a lo méds k — 1 vértices en
N7 (z) cuya imagen bajo gp es exactamente [.

Caso 2) Si z € Y, entonces la demostracién la haremos por contradiccién. Supongamos

que existen yi,...,yr en N (z), con gp(y;) = I, para toda i en {1,...,k}. Como
r €Y, existe a = (z,z) € F(D). Por definicién de L(D), para toda i en {1,...,k}
existe y; en V(D) tal que a; = (z,y;). Notemos que a; € N;(D)(a) con i en

{1,...,k}. Por definicién de gp, tenemos que g(a) =1y g(a;) = [ para cada ¢ en
{1,...,k}, lo cual es una contradiccién, ya que g es una k-funcién de Grundy.

De lo anterior tenemos que gp cumple la segunda condicién de k-funciéon de Grundy.
Por lo tanto, gp es una k-funcién de Grundy de D. [

Lema 4.2.2.2. Sean D una digrdfica, L(D) su digrdfica de lineas g* y ¢g* dos k-funciones
de Grundy de L(D). Si g* # g°, entonces gk, # g%,

Demostracién. Supondremos que gk, = g%, y demostraremos que g' = g% Sea a = (z,¥)
en V(L(D)), como g} = g%, entonces gh(y) = g5(y) en D y por definicién de g}, v g3,
g9'(a) = ¢*(a) en L(D).

O

Teorema 4.2.2.1. Sean D wuna digrdfica y L(D) su digrdfica de lineas, el nimero de
k-funciones de Grundy L(D) es menor o igual al nimero de k -funciones de Grundy de

D.

Demostracion. Es consecuencia de los lemas 4.2.2.1 y 4.2.2.2. O]

4.2.3. Teorema de igualdad para k-funciones de Grundy

Finalmente tenemos los resultados necesarios para demostrar el teorema de igualdad.

Teorema 4.2.3.1. Sean D wuna digrdfica y L(D) su digrifica de lineas, el nimero de
k-funciones de Grundy de D es igual al nimero de k-funciones de Grundy de L(D).
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Demostracion. Por el teorema 4.2.1.1, el nimero de k-funciones de Grundy de D es menor
o igual al nimero de k-funciones de Grundy de L(D).

Por el teorema 4.2.2.1 el nimero de k-funciones de Grundy de L(D) es menor o igual al
numero de k-funciones de Grundy de D. Por lo tanto, el nimero de k funciones de Grundy

D es igual al nimero de k -funciones de Grundy de L(D).
[

Como consecuencia del teorema 4.2.3.1, para k = 1, tenemos el resultado de Horten-
sia Galeana Sanchez, Laura Pastrana Ramirez y Hugo Rincén Mejia [20], sin la hipétesis
dp(v) > 0 para todo vértice de D.

Corolario 4.2.3.1. Sean D una digrdfica L(D) su digrdfica de lineas. El nimero de funcio-
nes de Grundy D es igual al nimero de funciones de Grundy de L(D).

Demostracion. Consecuencia del teorema 4.2.3.1, cuando k = 1. O]
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Conclusiones

A lo largo de esta tesis estudiamos una generalizacién del concepto de nicleo; a saber, los
k-nucleos exteriores. Desarrollamos con detalle el articulo de Mostafa Blidia y Amina Ramoul
[7], en el cual se presentan los primeros teoremas para los k-nicleos exteriores, extendiendo
algunos de los resultados clésicos de ntcleos, los cuales fueron vistos en el capitulo dos. Por
ejemplo; toda digrafica bipartita tiene un k-ntcleo exterior, toda digrafica sin ciclos tiene un
k-ntucleo exterior, toda digrafica sin ciclos impares tiene un k-nicleo exterior, toda digrafica
transitiva tiene un k-nicleo exterior y toda digrafica con k-funciéon de Grundy tiene un
k-ntucleo exterior.

Por 1ltimo, con base en los articulos de Matis Harminc [21] y Hortensia Galeana Sanchez,
Laura Pastrana Ramirez y Hugo Rincén Mejia [20], generamos nuevos resultados con respecto
a la digrafica de lineas de una digrafica:

1. Si D es una digrafica, entonces el nimero de k-nicleos exteriores de L(D) es igual al
nuimero de k-nucleos exteriores de D.

2. Si D es una digrafica, entonces el numero de k-funciones de Grundy de L(D) es igual
al nimero de k-funciones de Grundy de D.

3. Mostramos que en el teorema: “Si D es una digrafica en la que todo vértice tiene ingrado
mayor a 0, entonces el nimero de funciones de Grundy de L(D) es igual al nimero de
funciones de Grundy de D” presentado por H. Galeana Sanchez, L. Pastrana-Ramirez,
H. A. Rincén-Mejia [20], es posible omitir la hipétesis del ingrado mayor a 0 y el
resultado sigue siendo verdadero.

Por ultimo, con base en el trabajo realizado proponemos los siguientes problemas y temas
que pueden servir para investigaciones futuras.

= Si D es una digrafica y tiene un
k-ntucleo exterior, ;qué operaciones conservan los k-nicleos exteriores de D7

= Dado el concepto de seminticleo, jcémo podriamos definir un k-semintcleo exterior?

» ;Podriamos combinar la independencia por trayectorias y la k-independecia exterior,
asi como la absorbencia por trayectorias y la k-absorbencia exterior?
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= Si D tiene una coloracion en sus flechas, jqué podemos decir de la k-independencia
exterior por trayectorias monocromaticas y la k-absorbencia exterior por trayectorias
monocromaticas?

= Encontrar algunas aplicaciones explicitas de los k-nicleos exteriores y las k-funciones
de Grundy.
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